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De l’utilisation de la décomposition modale pour la synthèse sonore

temps réel : écueils et solutions

Philippe Guillemain1 et Fabrice Silva1

1 LMA CNRS Marseille, guillemain,silva@lma.cnrs-mrs.fr

Un algorithme de synthèse compatible temps-réel, utilisant une décomposition modale ajustée sur les
pics d’impédance d’entrée d’un instrument de type clarinette, est proposé. La comparaison avec la réso-
lution effectuée hors temps-réel par un solveur à pas de temps adaptatif met en lumière une très bonne
adéquation entre les méthodes en régime permanent. Une influence significative du nombre de modes pris
en compte est observée pour les deux méthodes, imputable à la troncature des décompositions modales.
Celle-ci a trois effets : un premier effet lié à la représentation d’un système propagatif par une somme
finie de sous-systèmes à réponses instantanées, un deuxième concernant la valeur des pics d’admittance
qui a donc une influence sur le taux d’harmoniques pairs de la pression interne, et un troisième effet lié
à la valeur à haute fréquence de l’impédance modale tronquée qui tend par construction vers zéro donc
vers un système non dissipatif. Plutôt qu’une augmentation du nombre de modes (peu intéressant d’un
point de vue du coût de calcul), il est proposé d’ajouter un terme correctif permettant de simultanément
rétablir une hauteur correcte des pics d’admittance en dessous de la fréquence de la troncature de la
décomposition modale et d’assurer la décroissance à l’infini du coefficient de réflexion et l’absence de
réflexion instantanée de la fonction de réflexion associés à la décomposition modale tronquée.

1 Introduction

Le résonateur est, dans de nombreux instruments de
musique, le siège de propagation d’onde. La représenta-
tion mathématique de ce système propagatif, ainsi que
sa mise en œuvre numérique, peut s’opérer de diverses
manières, suivant qu’il est nécessaire ou non de con-
naître la valeur des grandeurs physiques en tout point
du milieu de propagation. Lorsque les variables temps
et espace sont séparables, on peut construire une base
modale en espace sur laquelle on projette la cinématique
des variables physiques [1]. La mise en œuvre numérique
peut aussi reposer sur une discrétisation du problème à
la fois en temps et en espace. Cette approche est large-
ment utilisée en simulation, avec des modèles de type
particulaires [2] équivalents à des chaînes de systèmes
masse-ressort-amortisseur, ou des méthodes de type dif-
férences finies [3, 4] avec des conditions sur les pas de
discrétisation spatiale et temporelle pour assurer la sta-
bilité du schéma.

Un modèle de fonctionnement d’instrument de
musique est généralement décrit par l’interaction quasi-
ponctuelle entre un excitateur et les ondes dans le ré-
sonateur, n’exigeant alors que la connaissance du résul-
tat de la propagation au point d’interaction. Le prob-
lème peut alors se formuler en terme de variables d’on-
des [5], qui transcrivent la réflexion et la transmission
d’ondes bidirectionnelles par exemple à un changement
de section dans un conduit acoustique, ou en terme de
variables de Kirchhoff qui permet d’assembler, en série
et parallèle ou en utilisant le formalisme ligne de trans-
mission, différents éléments décrits à partir de leur im-
pédance. L’impédance d’entrée est fréquemment utilisée
en acoustique des instruments à vent car elle fait appel

aux mêmes variables physiques que les autres éléments
du problème. Elle est entièrement définie à partir de la
perce de l’instrument. Or, dans l’étude du comporte-
ment d’un modèle complet d’instrument, il peut être
intéressant de modifier – en fréquence, amplitude ou fac-
teur de qualité – une résonance particulière du conduit
se traduisant par un pic dans l’impédance d’entrée. Une
telle représentation de l’impédance d’entrée sous forme
d’une somme de sous-systèmes résonnants élémentaires
permet de surcroît d’obtenir une formulation simple en
terme d’équations différentielles ordinaires.

Formellement, un système propagatif peut s’écrire
comme une somme infinie de systèmes résonnants élé-
mentaires mais les nécessités du calcul numérique im-
posent de tronquer cette série. Ici, nous nous intéres-
sons aux différents effets induits par cette tronca-
ture, tant dans une formulation à temps continu qu’à
temps discret, compatible avec un schéma de résolution
temps-réel. Nous commençons par présenter le problème
physique considéré, en l’occurrence un modèle simpli-
fié de fonctionnement de clarinette utilisant un cylindre
parfait pour résonateur (Sec. 2). Deux méthodes, l’une
à temps continu et l’autre à temps discret sont succes-
sivement présentées (Sec. 3) pour résoudre le problème
complet en faisant appel à une décomposition modale de
l’impédance d’entrée. Les problèmes liés à la troncature
et leurs conséquences sur le fonctionnement sont présen-
tés (Sec. 4) et une solution pour les pallier est proposée
et discutée au travers d’un exemple (Sec. 5).



2 Modèle à temps continu

Le modèle classiquement retenu dans la littérature
considère que le comportement mécanique de l’anche
est décrit par un système linéaire du second ordre de
pulsation propre ωr et d’amortissement qr soumis à une
différence de pression entre les deux faces de l’anche avec
une raideur apparente K :

1

ω2
r

d2h

dt2
+

qr
ωr

dh

dt
+ (h(t)− h0) = −

pe(t)− pm
K

. (1)

Le débit d’air entrant s’exprime en fonction de la dif-
férence de pression entre la bouche pm et le bec pe, et la
section du canal d’anche Wh (comme justifié dans [6]) :

ue(t) = Wh(t)
√

2(pm − pe)/ρ. (2)

Le corps de l’instrument (remplacé ici par un
tuyau cylindrique sans rayonnement) agit comme un ré-
sonateur acoustique de longueur L caractérisé par son
impédance d’entrée :

Ze(ω) =
Pe(ω)

Ue(ω)
= jZc tan

(

kL− η
√

jk
)

(3)

où Zc, k = ω/c et η sont respectivement l’impédance
caractéristique, le nombre d’onde et un facteur mod-
élisant les pertes visco-thermiques dans le conduit cylin-
drique [7]. La base modale associée à ce résonateur con-
duit à une expression modale de l’impédance d’entrée
sous la forme [8] :

Ze(ω) =
∑

n 6=0

Cn

jω − sn
. (4)

3 Calcul des auto-oscillations

3.1 Résolution à temps continu

Afin de fournir une solution de référence, nous cher-
chons dans un premier temps à résoudre le système
d’équations sous sa forme analogique, c’est-à-dire à
temps continu. Nous utilisons pour cela un solveur à pas
de temps auto-adaptatif qui, à la différence des schémas
usuels de différences finies, adapte les instants d’évalua-
tion à la régularité du problème, notamment en présence
de phénomènes très fortement non linéaires comme par
exemple le battement de l’anche contre la table du bec.
Ceci permet d’éviter une gestion particulière des non
linéarités (cf [9] pour le cas des barres frottées) ou l’u-
tilisation d’une trop grande fréquence d’échantillonnage.
L’algorithme lsode (Livermore Solver for Ordinary Dif-

ferential Equations) distribué au sein de la librairie for-
tran odepack exploite une formulation du problème sous
la forme classique dX/dt = F (X, t) où X(t) est un
vecteur d’état et F la fonction décrivant la dynamique
du système dont on veut suivre l’évolution temporelle.
L’expression de l’impédance d’entrée du résonateur sous
forme modale induit la définition des composantes com-
plexes pn de pression :

Ze(ω)Ue(ω) = Pe(ω) =
∑

n 6=0

Pn(ω)

∀n 6= 0, Pn(ω) = Zn(ω)Ue(ω) =
Cn

jω − sn
Ue(ω)

(5)

dont l’évolution temporelle obéit à un équation dif-
férentielle du 1erordre (à coefficients complexes). Par
symétrie hermitienne, il vient :

pe(t) = 2
∑

n>0

ℜe (pn(t)) . (6)

L’équation de la dynamique d’anche est transformée
sous la forme équivalente :

d

dt

(

h

ḣ

)

=

(

ḣ

−qaωaḣ− ω2
a(h− h0) +

ω2

a

Ka
(pe − pm)

)

,

(7)
Le débit entrant est modélisé par une fonction in-

stantanée de la pression et de l’ouverture, son évolution
temporelle est déduite de celles de ces grandeurs. Le
vecteur d’état complet est par conséquent constitué des
composantes de pression (limitées à celles associées aux
N premières fréquences de résonance positives), de l’ou-
verture du canal d’anche et de la vitesse d’ouverture :

X =
(

p1, p2, . . . pN h, dh
dt

)T
. (8)

Il est important de souligner que la formulation modale
permet d’éviter les problèmes liés à l’utilisation de con-
volution avec une fonction de réflexion mal définie [10]
ou les allers-retours entre les domaines temporel et
fréquentiel [11]. D’autre part, les variables habituelle-
ment utilisées en physique des instruments à vent pe, ue

(et aussi l’ouverture h dans le cas de l’anche sans masse)
ne sont ici que des observables du système dynamique et
ne figurent pas de manière explicite dans le vecteur d’é-
tat mais sont des variables intermédiaires dans le calcul
de la fonction F qui est détaillée dans l’algorithme 1 et
correspond au système suivant :

∀n ∈ [1, N ], Ẋn = Cnue + snXn, (9)

ẊN+1 = XN+2, (10)

ẊN+2 =− qaωaXN+2 − ω2
a (XN+1 − h0)

+
ω2
a

Ka

(

2

N
∑

n=1

ℜe (Xn) − pm

)

,
(11)

avec ue = f

(

p = 2

N
∑

n=1

ℜe (Xn) , pm, h = XN+1

)

.

La fonction peut bien évidemment prendre en compte
d’autres paramètres dont l’évolution temporelle est con-
nue comme par exemple la pression dans la bouche, la
pince, la masse volumique de l’air et la célérité acous-
tique.

Algorithme 1 Fonction Ẋ = F (X, t)

Évaluation à l’instant t des paramètres de contrôle
Reconstruction de la pression p(t) = 2

∑N

n=1 ℜe (pn)
Calcul du débit u = f(p, pm, h)
Pour n de 1 à N :

Calcul de ṗn = Cn u+ sn pn

ẊN+1 = ḣ(t) = XN+2

Calcul de ẊN+2 (équation de dynamique d’anche).



3.2 Résolution a temps discret

Une version modifiée de l’algorithme proposé par
Guillemain et coll. [12] est utilisée ici. Ce schéma ré-
soud analytiquement le système d’équations constitué de
la dynamique d’anche, de la relation d’impédance d’en-
trée du résonateur et de la caractéristique non linéaire de
débit. Il s’agit de transposer dans le domaine numérique
en z les équations fréquentielles de comportement de
l’anche (cf [12]) et de l’acoustique du résonateur. Les
équations aux différences régissant le comportement des
composantes de pression sont obtenues par la méth-
ode de l’invariance de la réponse impulsionnelle. Chaque
composante modale (paire sn-s∗n) contribue à la réponse
impulsionnelle de l’impédance par une sinusoïde amortie
causale :

∀n > 0, zn[k] = 2αk
n|Cn| cos (kΩn + argCn) (12)

avec
αn = eTe ℜe(sn) et Ωn = Te ℑm (sn) (13)

de sorte que le filtre numérique obtenu en calculant la
transformée en z de ce signal est :

Pn(z) =
2ℜe (Cn) − 2z−1αn cos (Ωn − argCn)

1− 2αnz−1 cos (Ωn) + α2
nz

−2
(14)

et que l’équation aux différences permettant de calculer
la réponse de la composante pn[k] à une excitation en
débit u[k] s’écrit :

pn[k] =2αn cos (Ωn)pn[k − 1]− α2
npn[k − 2]

+ 2ℜe ((Cn)) ue[k]

− 2αn|Cn| cos (Ωn − argCn)ue[k − 1].

(15)

L’algorithme proposé dans [12] exploite la réponse
impulsionnelle de l’impédance d’entrée sous la forme
numérique scalaire p[k] = bc0u[k]+V où V est un terme
connu représentant l’historique des variables p et u. La
représentation modale de la pression sous forme de com-
posantes pn implique de construire un vecteur « his-
toire » Vn (vérifiant V =

∑

Vn) que l’on utilise ensuite :

pn[k] = bc0,nu[k] + Vn et p[k] =
∑

pn[k], (16)

les expressions de bc0,n et Vn étant déduites de l’Eq. (15)

4 Problèmes liés à la troncature

de la décomposition modale.

Solutions pour le cylindre

4.1 Pics d’admittance

La connaissance de la physique des instruments
à anche simple indique que ce sont les résonances
de l’impédance d’entrée qui interviennent de manière
prépondérante dans l’apparition des auto-oscillations.
Ceci incite à opérer une décomposition de l’impé-
dance Ze(ω) sur ses pôles. Cette opération, en théorie
équivalente à la décomposition de l’admittance d’en-
trée Ye(ω) = 1/Ze(ω), aboutit néanmoins à un mauvais
ajustement des antirésonances de l’impédance, car la dé-
composition modale n’est exacte (avec l’hypothèse que

les expressions compacte sont analytiques) que si l’on
prend en compte l’ensemble complet des pôles, une in-
finité dans le cas d’un cylindre idéal. Si un unique pôle
est prépondérant au voisinage de chacune des résonances
avec un facteur de qualité dépendant de la proximité du
pôle concerné à l’axe fréquentiel s = jω, c’est la somme
de contributions du même ordre de grandeur qui donne
les valeurs loin des pôles et notamment aux antiréso-
nances. Tronquer la décomposition modale, c’est-à-dire
couper la somme à un nombre N de termes afin de ne
chercher à restituer que les N résonances les plus im-
portantes ou celles de plus basses fréquences, revient à
ignorer l’apport des termes non pris en compte, et donc
à déséquilibrer les antirésonances ce qui aura un effet
dans la génération d’harmoniques pairs des signaux de
pression en auto-oscillation.

4.2 Coefficient de réflexion en hautes

fréquences

Cette mauvaise restitution est aussi visible sur le co-
efficient de réflexion dont le module présente des oscil-
lations autour du module de référence, tout en ayant
la bonne valeur aux fréquences de résonance. Un autre
problème est lié à la décroissance vers 0 en hautes
fréquences de l’impédance, ce qui implique que le co-
efficient de réflexion tend vers −1 et l’admittance vers
de grandes valeurs, soit un résonateur n’absorbant pas
d’énergie en hautes fréquences. Dans les systèmes usuels,
les divers phénomènes dissipatifs (viscosité, chaleur, re-
laxation) ont des effets de plus en plus importants avec
la fréquence et entraînent que l’énergie injectée dans le
processus est dissipée dans cette bande spectrale, de
sorte que le coefficient de réflexion décroisse vers 0 et
l’impédance d’entrée tende vers l’impédance caractéris-
tique Zc = ρc/S. Une manifestation de ce problème de
modélisation surgit lors de la synthèse sonore numérique
en résolvant le système d’équations adaptées au domaine
numérique avec une fréquence d’échantillonnage Fe. Si
l’impédance tend vers 0 à la fréquence de Nyquist Fe/2,
alors l’admittance diverge, ce qui donne naissance à des
instabilités numériques sous forme d’oscillations à la
fréquence Fe/2 dans les signaux de débit en particulier.

4.3 Réponse à t=0

Les représentations temporelles apportent une vision
complémentaire des problèmes qui peuvent intervenir
lorsque l’on cherche à modéliser un système propagatif
avec des conditions aux limites données par une combi-
naison d’oscillateurs harmoniques, c’est-à-dire par une
somme finie de systèmes à réponse instantanée. Chaque
paire de pôles conjugués apporte à la réponse impul-
sionnelle h(t) (c’est-à-dire la transformée de Fourier in-
verse de l’impédance d’entrée) une contribution dont
la forme est donnée dans l’équation (12). Dans le cas
d’un système non dispersif comme dans le cas d’un
modèle de pertes indépendantes de la fréquence (mod-

èle de Raman), la réponse impulsionnelle est un peigne
de Dirac dont les amplitudes successives forment une
série géométrique dont la raison dépend du coefficient de
pertes (cf Fig. 1). La méthode de décomposition modale
revient à approcher ce peigne de Dirac par sa série de
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Figure 1 – Réponse impulsionnelle d’un cylindre
(modèle de Raman, marqueurs o et pointillés) et son

approximation modale (20 modes pris en compte, trait
plein).

Fourier tronquée : les impulsions successives sont trans-
formées en lobes dont la largeur est inversement pro-
portionnelle à la fréquence du dernier mode considéré.
C’est en quelque sorte un fenêtrage fréquentiel de l’im-
pédance qui est fait lors de la troncature, qui devient en
temporel une convolution des impulsions par des fonc-
tions de type sinc. D’une part, la réponse instantanée
(t = 0) ne doit pas présenter de queue du fait de la
propagation dans un guide avant le retour d’un front
d’onde (sauf en cas de réflexion instantanée comme par
exemple dans un saxophone) . Avec l’approche modale,
une queue suit l’impulsion initiale. D’autre part, la tron-
cature de la décomposition modale modifie l’amplitude
des impulsions (qui sont devenues des lobes) en oubliant
la contribution des modes supérieurs dans la reconstruc-
tion des impulsions. En particulier, dans le cas d’un sys-
tème sans réflexion instantanée, l’impulsion initiale de la
réponse h(t) devrait être d’amplitude unité. La tronca-
ture écrête cette impulsion, créant de manière artificielle
une réflexion instantanée.

4.4 Terme correctif résolvant ces 3 prob-

lèmes

Nous appelons pour la suite bande piquée la bande de
fréquence dans laquelle se trouvent les pics d’impédance
qui sont pris en compte, et bande tronquée la bande
de fréquence contenant les résonances qui sont ignorées
et donc tronquées dans la série modale. Il s’agit ici de
définir un terme complémentaire de la série modale tron-
quée tel que :

1. l’impulsion initiale de la réponse impulsionnelle de
l’impédance totale soit d’amplitude unité.

2. l’impédance converge vers l’impédance caractéris-
tique Zc dans la bande tronquée,

3. la contribution des modes supérieurs dans la bande

piquée basses fréquences restitue les premiers pics
d’admittance,

Les contraintes énoncées ci-dessus amènent à quatre
équations (justification ci-après) ce qui a motivé la
recherche d’un terme correcteur de la forme :

C(ω) =
c1jω − c2ω

2

1 + c3jω − c4ω2
(17)

avec une transposition dans le domaine numérique par
le filtre

C(z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

1− a1z−1 − a2z−2
(18)

à ajouter à l’impédance modale tronquée :

Ze(ω) ≃

N
∑

n=1

Zn(ω) + C(ω). (19)

Les exigences impliquent au niveau des coefficients ai et
bi les relations suivantes :

1. Réponse impulsionnelle instantanée d’amplitude
unité :

1 =

N
∑

n=1

zn[0] + b0. (20)

Il est important de noter que la valeur de b0 et
donc aussi des autres coefficients dépend de la
manière dont sont transposées dans le domaine en
z les équations modales de comportement acous-
tique. Le critère concernant l’amplitude de la
réponse instantanée justifie ici le choix de la méth-
ode de l’invariance de la réponse impulsionnelle.

2. Comportement asymptotique en bande tronquée :

C(z = −1) =
b0 − b1 + b2
1 + a1 − a2

= 1, (21)

ce qui correspond à une convergence de l’impé-
dance corrigée vers l’impédance caractéristique
Zc (1 en impédance réduite) quand la fréquence
numérique approche la fréquence de Nyquist Fe/2
soit z → −1.

3. Ajustement du correcteur sur le comportement du
reste de la troncature dans la bande piquée :
∣

∣

∣

∣

∣

Ze(ω)−

N
∑

n=1

Zn(ω)

∣

∣

∣

∣

∣

≃ 0 + P1ω + P3ω
3

≃
∣

∣

∣
C(z = ej

ω
Fe )
∣

∣

∣
.

(22)

Le comportement approché en basses fréquences
du module d’un filtre passe-haut ne contient que
des termes de puissance impaire en ω (puissances
paires pour un filtre passe-bas, avec un raison-
nement limité aux coefficients ai et bi réels). Ceci
justifie le choix de l’approximation P1ω+P3ω

3. Les
valeurs numériques de P1 et P3 sont estimées par
ajustement de cette approximation sur le module
du reste de la troncature (terme de gauche dans
l’Eq. (22)).

L’ensemble de ces contraintes aboutit à un système dont
les inconnues sont les coefficients ai et bi du terme cor-
recteur et qui peut être résolu analytiquement. La fig-
ure 2 montre le comportement du terme correcteur dans
l’intervalle fréquentiel où les résonances sont prises en
compte : C(z) apporte le terme dérivateur qui manque
à la décomposition modale tronquée. Ceci est confirmé
par la figure 3 : en bande piquée, les résonances et les
antirésonances de l’impédance d’entrée du résonateur
cylindrique sont mieux restituées, ce qui se traduit par
des oscillations plus faibles du module du coefficient de
réflexion. De plus, le comportement asymptotique vers
l’impédance caractéristique en bande tronquée assure
la décroissance de |R(ω)| en accord avec un modèle de
pertes augmentant avec la fréquence.
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Figure 2 – Interpolation (courbe en pointillés) du
module du reste de la troncature de la décomposition
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Figure 3 – Modules de l’impédance d’entrée et du
coefficient de réflexion : expressions analytique (trait
plein), modale tronquée (pointillés), et modale avec

terme correcteur (trait discontinus).

5 Exemple

L’exemple ci-dessous illustre, sur le fonctionnement
total du modèle, le rôle joué par le terme correctif in-
troduit précédemment. En effet, l’impédance d’entrée
n’en constitue qu’un des éléments et il est impossible a

priori d’évaluer le rôle introduit par une modification
d’un des éléments du modèle. Nous comparons donc ici
les pressions internes calculées avec ou sans terme cor-
rectif en utilisant l’algorithme à temps discret introduit
précédemment. Les figures (4) et (5) présentent les spec-
trogrammes des signaux de pression interne. L’axe hor-
izontal est le temps et l’axe vertical est la fréquence.
Les différents harmoniques apparaissent sous forme de
bandes horizontales sombres. La commande en pression
utilisée est de type porte. La figure (4) comparée à la
figure (5) montre que, comme cela a été expliqué plus
haut, le signal de pression interne comporte, pour les
fréquences inférieures à celles du dernier pic d’impé-
dance pris en compte (sept modes considérés ici dans
la bande piquée) un taux d’harmoniques pairs très im-
portant dû aux trop grandes valeurs de l’admittance à
ces fréquences. La possibilité offerte au système de con-
vertir d’avantage d’énergie injectée sous forme d’oscilla-
tions induit également une différence au niveau du temps
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Figure 4 – Spectrogramme de la pression interne sans
terme correctif.
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Figure 5 – Spectrogramme de la pression interne avec
terme correctif.

d’établissement du régime stationnaire, plus rapide en
l’absence de terme correctif, ce qui laisse également sup-
poser une influence de la troncature sur le seuil d’oscil-
lation. Avec ou sans terme correctif, on peut noter qu’au
dela de l’harmonique treize, le taux d’harmoniques pairs
est similaire. Ceci est du à l’absence de résonances et
d’antirésonances dans les impédances d’entrée.

6 Conclusion

La décomposition modale de l’impédance d’entrée
d’un résonateur est une méthode offrant une grande
souplesse dans sa modélisation et sa transformation.
La nécessaire troncature de cette décomposition pour
qu’elle reste exploitable numériquement présente un
nombre important d’inconvénients que nous avons
soulignés et tentés de corriger. Dans un modèle sim-
plifié d’impédance d’entrée d’un cylindre, bien que l’on
s’intéresse uniquement à une interaction localisée, il est
possible de reconstruire l’ensemble du champ de pres-
sion. L’intérêt de la troncature et de la méthode de cor-
rection proposées mérite d’être étudiés en présence no-



tamment d’un réseau de trous latéraux ouverts qui crée
physiquement et non plus artificiellement une fréquence
de coupure au delà de laquelle il ne peut plus subsister
de pics d’impédance.
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