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A-1-1 Maliar Bonifac

Na ziskanie 3 bodov stadilo robif presne to, ¢o mal pdvodne robit Bonifdc: spravime si K-prvkové pole, kde
kazdy prvok bude predstavovat jeden meter chodnika. Teraz postupne éitame prikazy a zakazdym prislusny
tsek chodnika prefarbime, t. j., do prislusnych premennjch pola priradime novt farbu.

Toto rieSenie ma pamétovi zlozitost O(K) a ¢asovii O(NK). Co mdzeme zlepsit?

Predstavme si, ze Bonifac nebude najskor ni¢ malovat. Vypocuje si vSetky poziadavky, potom zoberie kriedu
a pre kazda poziadavku spravi na chodnik dve ¢iary — na zaciatku a na konci doty¢ného tseku. Takto rozdeli
chodnik na U < 2N + 1 tsekov. A je zjavné, Ze kazdy z tisekov, ktoré takto dostaneme, bude cely jednej farby.
Staci teda pre kazdy z nich zistit jeho farbu.

Takto sme sa tspesne zbavili premennej K udavajicej dlzku chodnika. Pouzitému triku sa zvykne hovorit
kompresia siradnic. A teraz nam teda staci spravit si pole dizky U a ofarbovaf jeho prvky (predstavujiice
jednotlivé tiseky chodnika). Takéto riesenie ma ¢asovii zlozitost O(IN?) a dalo sa zan ziskat 6 bodov.

Ukazeme teraz dva rozne pristupy, ktoré poveda k réznym rieseniam za plny pocet bodov.

Prvy pristup bude zalozeny na myslienke, ze sa prejdeme po chodniku z jedného konca na druhy a o kazdom
mieste zistime, ak bude mat na konci farbu.

Druhy pristup bude zaloZeny na simulécii poziadaviek v takom poradi, v akom ich Bonific dostal, ale
pouzijeme lepsiu datovi struktiru ako obyc¢ajné pole.

Zametanie

V tomto rieSeni péjdeme po chodniku, pricom si budeme v kazdom okamihu paméitat mnozinu éisel prikazov,
ktoré obsahuji miesto, kde préave sme. Samozrejme, aktudlne miesto ma farbu podla toho z nich, ktory bol
posledny — a teda m4 najvicsie ¢islo. A kedy sa mnoZina prikazov zmeni? Vtedy, ked prideme na miesto, kde
nejaky prikaz zacina alebo konéi.

Celé riesenie bude teda vyzerat nasledovne: Do pola ulozime vSetky zaciatky a konce prikazov. Toto pole
utriedime. Takto rozdelime chodnik na 2N + 1 tisekov. O kazdom z nich vieme rovno povedaf jeho dizku. (Ak
na niektorom mieste za¢inalo alebo konéilo viacero prikazov, budd maf niektoré useky dizku nulovi, ale to ndm
nevadi.) A ked ich budeme spractvat postupne, vieme si udrziavat mnozinu aktivnych prikazov.

V nasej implementacii sme na ulozenie mnoziny ,aktivnych“ prikazov pouzili set. Celé toto riesenie sa
vSak da lahko implementovat aj v Pascale — vystac¢ime si napriklad s dvoma haldami. V jednej budi ulozené
vSetky zadiatky a konce prikazov, ktoré este treba spracovat, v druhej budu ¢isla prikazov, ktoré st momentélne
aktivne.

Takto dostédvame rieenie s ¢asovou zlozitostou O(N log N) a pamétovou zlozitostou O(N).

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
using namespace std;

class udalost {

public:
int pozicia, prikaz; bool zacina;
udalost (int po=0, int pr=0, bool z=true) : pozicia(po), prikaz(pr), zacina(z) {}
bool skor (const udalost &a, const udalost &b) { return a.pozicia < b.pozicia; }

int N, F, K;

set<int> aktivne; // cisla momentalne aktivnych prikazov
vector<udalost> udalosti; // zaciatky a konce prikazov
vector<int> farby; // ku kazdej farbe pocet litrov ktore treba

vector<int> farby_prikazov; // ku kazdemu prikazu jeho farba

strana 2 z 14 aloha A-I-1



2009/10
rieSenia domaceho kola
kategoria A

OLYMPIADA
V INFORMATIKE

int main () {

// nacitame vstup

cin >> N >> F >> K;

for (int i=0; i<N; i++) {
int z,k, £;
cin >> z >> k >> f;
farby_prikazov.push_back (f);
udalosti.push_back (udalost (z,1i,true));
udalosti.push_back (udalost (k,i, false));

}

// utriedime udalosti
sort ( udalosti.begin(), udalosti.end(), skor );

// spracujeme udalosti

farby.resize (F+1,0);

aktivne.insert ( udalosti[0].prikaz );

for (int i=1; i<2*N; 1i++) {
int farba = 0, dlzka = udalosti[i].pozicia - udalosti[i-1].pozicia;
if (!aktivne.empty()) farba = farby_prikazov[ *aktivne.rbegin() ];
farbyl[farba] += dlzka;
if (udalosti[i].zacina) aktivne.insert ( udalosti[i].prikaz );
else aktivne.erase( udalosti[i].prikaz );

}

// vypiseme vysledok
for (int f=1; f<=F; f++) cout << farby[f] << endl;

Simulacia — prva moznost

Potrebujeme teraz vymyslief efektivny sposob, ako si pamitat ofarbenie chodnika — eSte lepsi ako ten v 6-
bodovom rieSeni. Existuje hned viacero moznosti, ako na to, ale vSetky maji spolo¢né jednu vec — potrebujeme
sa vediet efektivne ,zbavit“ tisekov, ktoré prave spractivanym prikazom celé prekryjeme.

Ak mame k dispozicii vyvazovany bindrny strom (napr. set v STL), nepotrebujeme ani stracat ¢as kompre-
siou stradnic. Stadi si jednoducho v strome pamitat vSetky jednofarebné tiseky aktudlne ofarbeného chodnika,
utriedené podla zaciatku.

Napriklad pre K = 20 budeme po spracovani prikazov ,od 3 po 7 farbou 1“ a ,od 4 po 5 farbou 2“ mat
pét jednofarebnych tisekov: od 0 po 3 farbou 0, od 3 po 4 farbou 1, atd. Pre kazdy z tychto tisekov by sme mali
jeden zaznam v strome.

Ako teraz spracujeme nova poziadavku? Zac¢neme tym, Ze nijdeme v strome posledny tsek, ktory zacina
skor ako ona, a prvy usek, ktory neskor konéi. (Toto vieme spravit v O(log N), kedZe nas strom je vyvézeny a
mé O(N) vrcholov. V sete na to slizi napr. metéda lower_bound.)

Oba tieto tiseky skratime po hranicu novej poziadavky. (Pozor, mohlo sa stat, Ze ide o ten isty usek, ktory
sa nam tymto rozdelil na dva.) Néasledne zo stromu postupne vyhéddZeme vSetky tseky medzi nimi — tie nasa
nova poziadavka celé prekryje — a tplne na zaver vlozime do stromu tsek zodpovedajici novej poziadavke.

Mohlo by sa zdat, ze takéto riesenie nemusi byt efektivne — moze sa predsa stat, Ze tych prekrytych intervalov
bude niekedy strasne vela, nie?

Mobze sa to staf, ale nie ¢asto. Trik je v tom, Ze dokopy do stromu vlozime O(N) intervalov, a vyhodit
ich mozeme len tolko, kolko sme ich predtym vlozili. Preto dokopy spravime s nasim stromom O(N) operécii.
A kedZze kazd potrebni opericiu vie vyvazovany strom spravit v ¢ase O(log N), mé aj toto rieSenie ¢asovi
zlozitost O(N log N).

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
using namespace std;

class zaznam {

public:
int zac, kon, farba;
zaznam (int zac=0, int kon=0, int farba=0) : zac(zac), kon(kon), farba(farba) {}

bi
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bool operator< (const zaznam &a, const zaznam &b) { return a.zac < b.zac; }

int N, F, K;
set<zaznam> S;

int main () {
cin >> N >> F >> K;
S.insert (zaznam(-1,K+1,0));
while (N--) {
zaznam cur, next;
cin >> cur.zac >> cur.kon >> cur.farba;

// spracuje interval obsahujuci lavy koniec poziadavky
set<zaznam>::iterator left = S.lower_bound (cur);
left——;
if (left->kon > cur.kon) S.insert (zaznam(cur.kon,left->kon,left->farba));
if (left->kon > cur.zac) {

next = zaznam(left->zac,cur.zac,left->farba);

S.erase (left);

S.insert (next);

}

// pravy koniec poziadavky

next = zaznam(cur.kon,K+1,0);

set<zaznam>::iterator right = S.upper_bound (next);

right--;

if (right->zac < cur.kon) { S.insert (zaznam(cur.kon,right->kon,right->farba)); S.erase(*right);}

// vymaze vsetky intervaly medzi nimi
left = S.lower_bound(cur);

right = S.upper_bound(next); right--;
S.erase (left, right);

// a vlozi novy
S.insert (cur) ;

}

vector<int> farby (F+1,0);

for (set<zaznam>::iterator it=S.begin(); it !'= S.end(); ++it)
farby[ it->farba ] += (it->kon)-(it->zac);

for (int f=1; f<=F; f++) cout << farby[f] << endl;

Simulacia — druha moznost

(Riesenie podla Tomdsa Belana)

Predchédzajtice rieSenie vieme pomocou STL (alebo podobnej sady kniZnic v inom jazyku) implemen-
tovat este jednoduchsie. Namiesto toho, aby sme si pamiitali celé intervaly, budeme si pamitat len uspo-
riadantt mnozinu zadznamov tvaru ,na pozicii x zacCina usek farby f“. Na toto pouzijeme datova struktiru
map<int,int> zaciatky, pricom zaznam (z, f) ulozime prikazom zaciatky[x]=f;.

Co presne musime spravit, ked ndm pride novy interval (x,y, f)? V prvom rade zistime, akej farby bude
interval, ktory bude od tejto chvile za¢inat na pozicii y. Toto spravime tak, Ze pomocou metédy upper_bound
najdeme posledny zéznam v mape zaciatky, ktorého klt¢ je mensi alebo rovny ako y. Jeho farba a odteraz bude
zacinat na pozicii y. Teraz do mapy zaciatky uloZime zdznamy (z, f) a (y,a). A na zéver pomocou metédy
erase zmazeme vSetky zdznamy, ktoré uz nie si aktualne — teda tie s kIiémi medzi x a y.

Pre kazdy interval vlozime do mapy dva nové zdznamy, a kazdy zdznam z mapy najviac raz vymazeme.
Kazda z tychto opericii prebehne v ¢ase O(log N), preto spracovanie vSetkych zédznamov mé ¢asovi zloZitost
O(Nlog N). Po spracovani posledného zaznamu uz len v linedrnom c¢ase prejdeme cez vSetky zaznamy, ktoré
méame na konci v mape, a spoc¢itame odpoved. Vysledna implementécia je az neuveritelne strucna:

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <map>
using namespace std;

int N, F, K, zac, kon, farba;
map<int, int> zaciatky;
vector<int> farby;
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int main () {

cin >> N >> F >> K;

zaciatky[0] = zaciatky[K] = O;

while (N--) {
cin >> zac >> kon >> farba;
int after = (--zaciatky.upper_bound (kon))->second;
zaciatky[zac] = farba;
zaciatkyl[kon] = after;
zaclatky.erase( zaciatky.upper_bound(zac), zaciatky.lower_bound(kon) );

}

farby.resize (F+1,0);

map<int, int>::iterator it = zaciatky.begin();
while (it->first < K) {
farba = it->second, zac = it->first, kon = (++it)->first;

farby[farba] += kon-zac;

}
for (int f=1; f<=F; f++) cout << farby[f] << endl;

}
Simulacia — tretia mozZnost

Na zéver si ukdzeme datovi struktiru, ktord sa déd rozumne lahko implementovat aj v Pascale a umozni
ném robit simuldciu rovnako efektivne.

Zac¢neme tym, ze rovnako ako v 6-bodovom rieseni spravime kompresiu stiradnic, ¢im rozdelime chodnik na
U tsekov. Pre jednoduchost budeme predpokladat, ze U je mocnina dvoch. (Ak by nebolo, zvii¢§ime ho na
nadalej U = O(N).)

Pouzijeme datova struktiru zndmu pod menom intervalovy strom. Ten bude vyzerat takto:

Listy intervalového stromu zodpovedaju jednotlivym tsekom chodnika a budeme si v nich samozrejme ukla-
daf ich farby. V8imnite si, Ze vntutorny vrchol, ktory je k trovni nad listami, zodpovedé intervalu obsahujicemu
2% po sebe iducich tsekov. Tie intervaly, ktoré zodpovedaju vrcholom nasho stromu, budeme volaf jednoduché.

Naco je intervalovy strom dobry? UkaZzeme, Ze lubovolny interval tsekov vieme Sikovne ,poskladat® z jed-
noduchych intervalov.

Zaoberajme sa najskor intervalom, ktory obsahuje tiseky od 1 po k. Tvrdime, Ze tento vieme zloZit z naj-
viac Ig N jednoduchych intervalov. Toto dokdZzeme tak, Ze budeme z jeho lavej strany odkrajovat ¢o najviicsie
jednoduché intervaly, az kym sa neminie. Najjednoduchsie je to vidiet na priklade. Napr. interval ,od 1 po 11¢
vieme rozdelif na ,od 1 po 8¢, ,od 9 po 10 a ,od 11 po 11¢.

Vyznacené vrcholy zodpovedaju jednoduchym intervalom,
ktoré dokopy tvoria interval ,od 1 po 11¢.

strana 5 z 14 aloha A-I-1



2009/10
rieSenia domaceho kola
kategoria A

OLYMPIADA
V INFORMATIKE

Odhad poctu pouzitych intervalov vyplyva napriklad z toho, ze v kazdom kroku odkrojime viac ako polovicu
intervalu.

Vsimnite si, ze postup krajania zodpoveda schadzaniu z koreria dole po intervalovom strome. V kazdom
vrchole sa pozrieme, ¢i nerozkrajand cast zadaného intervalu lezi celd v lavom podstrome. Ak 4no, ni¢ nekrajame
a zlezieme don. Ak nie, odkrojime interval zodpovedajtci Tavému podstromu a zlezieme do pravého.

Vo v8eobecnej situdcii, ked chceme naskladat interval tisekov od k po [, budeme na tom podobne, vystacime
si s 21g N jednoduchymi intervalmi. Dékaz je podobny, pdjdeme dole intervalovym stromom. Akonahle niekedy
zistime, ze zadany interval zasahuje do oboch podstromov, rozkrojime ho na dve casti. No a kazda z Casti uz
teraz zodpoveda jednoduchsiemu pripadu, ktory sme rozobrali vyssie.

Vseobecny pripad: interval ,od 4 po 11“.

Ukézali sme teda, ze v ¢ase O(log N) vieme Iubovolny interval rozdelit na niekolko ¢asti, ktoré zodpovedajt
vrcholom stromu.

Naco to bude dobré? Vnutorné vrcholy stromu pouzijeme na to, aby sme vedeli rychlo simulovat Bonifacove
poziadavky. Dohodneme sa, ze ak je vo vnutornom vrchole stromu ind hodnota ako nula, znamena to, zZe
cely zodpovedajuci interval mé prislusnt farbu — bez ohladu na to, aké hodnoty st uloZené vo vrcholoch v
tomto podstrome. Toto ndm umozni spracovat kazda poziadavku v ¢ase O(log N): ndjdeme v strome vrcholy
zodpovedajice doty¢nému intervalu a zaznacime si do nich prislusni farbu.

[7[2]afs]7]s[s[s]a]2[8]1]7]s

Stav po prefarbeni intervalu ,,od 4 po 11“ na farbu 9. V prazdnych vrcholoch st nuly.

Potrebujeme si eSte rozmysliet, o presne sa stane, ak pocas spractivania poziadavky prechddzame v strome
cez vrchol, ktory je momentélne cely zafarbeny. To, Ze cez tento vrchol prechddzame, znamend, ze ¢ast jeho
podstromu ideme prefarbit. Preto odteraz bude v tomto vrchole nula — uz nebude jednofarebny. Namiesto toho
(skor, ako sa pohneme hlbsie) zafarbime jeho farbou oba vrcholy pod nim.

Na nasledujicom obrazku je zndzornené, ako sa zmenia tidaje v strome z predchédzajiiceho obrazku po
spracovani poziadavky ,prefarbi interval od 3 po 5 na farbu 2“. Sedé pozadie maja, rovnako ako na pred-
chadzajtcich obrazkoch, vrcholy zodpovedajice aktualnej poziadavke. Srafované vrcholy st tie, ktoré pocas
spractivania poziadavky navstivime, ale ni¢ sa v nich neudeje. Zaujimavé veci sa za¢ni diat, ked dorazime k
hornému ¢iernemu vrcholu, v ktorom bola doteraz hodnota 9. T4 presunieme do jeho synov, a nésledne to
isté este raz zopakujeme v druhom ¢iernom vrchole. Oba ¢ierne vrcholy teda teraz obsahuju nuly. Hodnota 9
sa presunula z horného ¢ierneho vrchola do dvoch hrubo ordmovanych vrcholov. Vsimnite si, Ze tieto presne
zodpovedaju tej Casti pdvodného intervalu, ktort sme neprefarbili.
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Kompresiu sturadnic vieme spravit v ¢ase O(N log N), napriklad pomocou triedenia a binadrneho vyhladava-
nia. (Tak to robime v niz$ie uvedenom programe.) Uvodné nastavenie hodnét v strome spravime v ¢ase O(N).
Kazdy z N prikazov spracujeme v ¢ase O(log N), a na zaver v ¢ase O(N) prejdeme strom a spoéitame vysledok.
Celkova ¢asova zlozitost tohto rieSenia je teda O(N log N) a pamitova zlozitost je O(N).

(N4S intervalovy strom méa menej ako 4N listov, a kazda vyssia vrstva mé poloviény pocet vrcholov oproti
tej bezprostredne pod fiou. Preto néas intervalovy strom obsahuje nanajvy$ 8 N zéznamov, a teda je pamifova
zlozitost skuto¢ne linedrna.)

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>

#include <algorithm>
using namespace std;

int N, F, K, D, L;

struct poziadavka { int zac, kon, farba; };
struct vrchol { int farba, dlzka; };
vector<poziadavka> P; // pole s poziadavkami
vector<vrchol> T; // intervalovy strom
vector<int> farby;

// nacitanie vstupu
void load () {
cin >> N >> F >> K;
poziadavka tmp;
for (int i=0; i<N; 1i++) {
cin >> tmp.zac >> tmp.kon >> tmp.farba;
P.push_back (tmp) ;
}
}

// najdenie indexu prvku x v utriedenom poli

int najdi(int x, const vector<int> &pole) ({
int 1lo=0, hi=pole.size();
while (hi-lo > 1) { int med=(hi+lo)/2; if (pole[med]<=x) lo=med; else hi=med; }
return lo;

}

void build_tree() {
// utriedime vsetky hranice poziadaviek
vector<int> hranice;
hranice.push_back (0); hranice.push_back (K);

for (int i=0; i<N; i++) { hranice.push_back( P[i].zac ); hranice.push_back( P[i].kon ); }
sort ( hranice.begin(), hranice.end() );

// vyhadzeme duplikaty

D=1;

for (int i=1; i<2*N+2; i++) if (hranice[i]!=hranice[i-1]) swap (hranice[i],hranice[D++]);
hranice.resize (D) ;

D-—;

// vyrobime strom

for (int i=1; ; i*=2) if (i>D+7) { L=i; break; }

T.resize (2*L);
for (int i=0; i<D; i++4) T[L+i].dlzka = hranice[i+1l]-hranicel[i];
for (int i=L-1; i>=1; i--) T[i].dlzka = T[2*i].dlzka + T[2*i+1].dlzka;
// prepiseme zaciatky a konce poziadaviek do noveho cislovania
for (int i=0; i<N; i++) {
P[i].zac = najdi( P[i].zac, hranice );
P[i].kon = najdi( P[i].kon, hranice );
}
}
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void color (int x, int kde=1, int left=0, int length=L) {
if (P[x].kon <= left || P[x].zac>=left+length) return; // mimo
if (P[x].zac <= left && left+length <= P[x].kon) { T[kde].farba=P[x].farba; return; } // dnu
if (kde<L && T[kde].farba!=0) {
T[2*kde] .farba=T[2*kde+1].farba=T[kde] .farba;
T[kde] .farba=0;
}
color (x,2*kde, left, length/2);
color (x,2*kde+1, left+length/2, length/2);
}

void evaluate (int kde) {

if (kde>=L || Tlkde].farba>0) farby[ T[kde].farba ] += T[kde].dlzka;
else { evaluate(2*kde); evaluate (2*kde+1l); }

}

int main () {
load();

build_tree();

for (int i=0; i<N; i++) color(i);

farby.resize (F+1,0);

evaluate (1) ;

for (int f=1; f<=F; f++) cout << farby[f] << endl;

A-1-2 Cokolada

Najskor ukazeme riesenie s ¢asovou zlozitostou O(R2S). Bude zaloZené na jednoduchej myslienke: vysktsame
v8etky dvojice riadkov, a pre kazda dvojicu v O(S) spocitame vSetky Stvorce, ktoré prave tam maji svoj horny
a dolny riadok.

Ked sme si uz zvolili horny a dolny riadok, mame pas poli¢ok. Niektoré jeho stipce st celé, tie mozeme
pouzit. A niektoré obsahuju aspon jedno chybajtce policko, a tie pouzif nemdzeme.

Ak by sme vedeli, ktoré stipce pouzif mézeme, a ktoré nie, dostavame nasledujtcu tlohu: Mame dané &islo
K (dizku strany $tvorca) a pole A[1..S] obsahujtice len nuly a jednotky (zlé a dobré stipce). Kolko existuje v
poli A tisekov dizky K, ktoré obsahujii samé jednotky?

Tito tlohu vieme Iahko vyriesif v linedrnom ¢ase od dlzky pola A. Existuje viacero spésobov, ukazeme jeden
z nich. V8imneme si, Ze Gsek je dobry préve vtedy, ak je jeho sicet rovny K. Spravime si nové pole B[0..5],
kde B[0] = 0 a pre vSetky ¢ > 0 je B[i] = A[i] + B[i — 1]. Zjavne plati, ze BJi] je sucet prvych i prvkov pola A.
(Hodnoty v poli B volame prefizovymi sumami pola A.)

Potom ale tsek, ktory zacina na pozicii p, je dobry préave vtedy, ak B[p+ K — 1] — B[p—1] = K. (Rozmyslite
si, ze hodnota B[p + K — 1] — B[p — 1] predstavuje stcet prvkov pola A na pozicidch p az p+ K — 1.)

Pole B vieme spocitat v ¢ase O(S), a nésledne vieme o kazdom z S — K + 1 tsekov dlzky K v konstantnom
Case zistit jeho stdet, a podla toho povedat, ¢i je tento tisek dobry alebo nie. Celkovo teda nasu jednorozmerni
ulohu vieme riesit v ¢ase O(S).

Zostava doriesit, odkial vezmeme informaciu o tom, ktoré stipce moézeme pouzit a ktoré nie. Na to nam
staci spracuvat dvojice riadkov v systematickom poradi. Pre dvojicu (r1,71) tato informéciu mame ,zadarmo®
priamo vo vstupe. A ked pre dvojicu (r1,79) vieme, ktoré stipce sa este dajt pouzit, pre dvojicu (ry, 72 + 1)
tito informéciu fahko zistime — st to tie stipce, ktoré sa dali pouzit pre (r1,72), a zaroveni maju jednotku aj v
riadku ro + 1.

Listing programu:

#include <cstdio>
using namespace std;

int R, S;
int A[5012][5012];
int zije[5012], sucet[5012];

int main () {
scanf (“%d %d “, &R, &S);
for (int r=0; r<R; r++) for (int s=0; s<S; s++) scanf (“%d“, &A[r] [s+1]);
long long result = 0;
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for (int r1=0; rl<R; rl++) {
for (int s=1; s<=S; s++) zijel[s]=1;
for (int r2=rl; r2<R; r2++) {
for (int s=1; s<=S; s++) zijels] &= A[r2][s];
sucet [0]=0;
for (int s=1; s<=S; s++) sucet[s]=sucet([s-1]+zije[s];
for (int d=r2-rl+1, zac=1l; zac+d-1<=S; =zac++)
if (sucet[zac+d-1]-sucet[zac-1] == d)
result++;
}
}
printf (“$Ld\n"“, result);
return O;

}
Lepsie rieSenie

Podobny trik ako sme robili pri jednorozmernej tlohe v predchadzajicom rieSeni vieme spravit aj v dvojroz-
mernom pripade. Za¢neme teda tym, Ze pre kazdy riadok aj pre kazdy stlpec zadanej matice si predpoéitame
prefixové sumy. Vdaka nim vieme o Tubovolnom kuse riadku alebo stipca v konstantnom ¢ase povedat, ¢ je cely
dobry. Na toto predpocitanie ndm staci ¢as O(RS).

Teraz postupne pre kazdé policko zodpovieme otazku: ,,Aky najvicsi Stvorec mé pravy dolny roh na tomto
poli¢ku?“

Ak je na danom poli¢ku 0, odpoved je zjavne 0, inak je odpoved aspori 1. Budeme teraz postupne zviicsovat
velkost strany Stvorca, aZ kym ,nenarazime“ — nezistime, Ze uZ nas Stvorec obsahuje nejakt dieru, pripadne
prekro¢il hranice pévodného obdlznika.

Predstavme si, Ze skimame pravy dolny roh na stradniciach (r, s), a uz vieme, Ze tam ma pravy dolny roh
stvorec velkosti K. Ako zistif, ¢i tam méame aj Stvorec velkosti K + 1?7 Jednoducho — je tam préve vtedy, ak st
v stlpci s — K dobré vsetky policka od r — K po r, a zaroven v riadku r — K musia byt dobré vsetky policka
od s — K po s. Obe veci vieme overit v konstantnom ¢ase vdaka predpoéitanym prefixovym suméam.

Takto dostdvame rieSenie, ktorého casova zlozitost je O(RS + X), kde X je pocet Stvorcov vo vstupe. V
najhorsom pripade bude toto rieSenie rovnako rychle ako to predchddzajice, ale na ,riedkych“ vstupoch (s vela
dierami) bude vyrazne rychlejsie.

Vzorové rieSenie

Vidime, Ze ak chceme lepSiu ¢asovu zlozitost, nesmieme Stvorce pocitat po jednom.

Pouzijeme podobny pristup ako v predchddzajicom rieseni. Nech K(r,s) je velkost najvicsieho plného
Stvorca, ktory mé pravy dolny roh na policku (r,s). Potom hladant odpoved ziskame jednoducho ako stcet
hodnot K (r,s) pre vietky pripustné r a s.

Ukézeme teraz, ako hodnoty K(r,s) Sikovne spocitat. Ak je na poli¢ku (r, s) diera, tak zjavne K(r,s) = 0.
Predpokladajme teda, Ze na (r, s) diera nie je.

V prvom rade si uvedomme, ze platia nasledujtiice nerovnosti:

o K(r,s) <K(r—1,s)+1
o K(r,s) < K(r,s—1)+1
e K(r,s) <K(r—1,s—1)+1

Totiz ak ma na (r, s) pravy dolny roh Stvorec velkosti z, tak ked zoberieme Stvorec velkosti z — 1 s pravym
dolnym rohom na niektorom z poli¢ok (r — 1,s), (r,s — 1), alebo (r — 1, s — 1), tak tento mensi §tvorec bude
cely vo vnutri v tom pévodnom — a teda bude urcite dobry.

Dostévame teda, ze plati: K(r,s) < 1+ min(K(r—1,s),K(r,s—1),K(r—1,s—1)).

DokéZeme teraz, ze v skutoc¢nosti v predchddzajicom vzfahu vzdy plati rovnost. Nech totiz min(K(r —
1,8),K(r,s—1),K(r —1,s —1)) = z. Ked zoberieme zjednotenie Stvorcov, ktoré maju velkost x a pravy dolny
roh na tychto troch polickach, dostaneme presne $tvorec velkosti « + 1 s rohom na (r, s) — s jedinou vynimkou,
ktorou je samotné poli¢ko (r, s). O tom sme ale predpokladali, Ze je dobré, a teda naozaj mame Stvorec velkosti
r+ 1.

strana 9 z 14 aloha A-I-2



2009/10
rieSenia domaceho kola
kategoria A

OLYMPIADA
V INFORMATIKE

(r,9)

Priklad situécie z dokazu. Bodkami st vyznacené dobré policka. Mame K(r —1,s) = 3 a
K(r,s—1)=K(r —1,s — 1) = 5. Prvé dva zodpovedajtce §tvorce su vyznacené hrubou ¢iarou, treti
¢iarkovanou. Dostavame x = min(3,5,5) = 3. Zjednotenie prislusnych troch Stvorcov 3 x 3 je vyplnené.
Vsimnite si, Ze spolu s polickom (r, s) dostavame Stvorec 4 x 4.

Kazda hodnotu K (r, s) teda vieme spocitat v konstantnom éase z predchadzajicich hodnot. Casova zlozitost
tohto rieSenia je teda O(RS). Za zmienku eSte stoji, Ze paméfova zlozitost sa da zredukovat na O(R), kedZe
nam vzdy stac¢i pamiitat si hodnoty K pre predchadzajuci a aktualny riadok.

Listing programu:

#include <algorithm>
#include <cstdio>
using namespace std;

int R, S, A;
long long result = 0;
int K[2][5012];

int main() {
scanf (“"%d%d"Y, &R, &S) ;
for (int r=1, cur=0; r<=R; r++, cur=l-cur)
for (int s=1; s<=S; s++) {
scanf (“%d™, &A) ;
if (A==0) K[cur][s]=0; else K[cur][s]=1l+min(K[cur] [s-1],min(K[l-cur] [s],K[l-cur][s-1]));
result += K[cur][s];

}
printf (“$Ld\n"“, result);

return 0;

}

A-1-3 Kolac

Podiloha a)

Hru vyhra Marienka. V prvom fahu spravi rez po priamke # = 4 (na obrazku hrubou ¢iarou). Takto vyrobi
Stvorec 5 x 5, ktory je, vratane polohy ropuchy, symetricky vzhladom na uhlopriecku (na obrazku ¢iarkovane).

N
N
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Od tohto okamihu bude Marienka tahat symetricky s Jankom — nech ten spravi rez, aky chce, Marienka
spravi jeho zrkadlovy obraz (podla ¢iarkovanej osi). Teda ak Janko reZze vodorovne, tak Marienka zvisle a naopak.
Marienka zjavne vzdy bude moct spravit svoj tah, a vidy po jej fahu zostane kola¢ symetricky. Preto nutne
tym, kto uz nebude moct rezat, bude Janko.

Podiloha b)

Riesenie za¢neme tym, ze vysvetlime zakladné pojmy z tedrie kombinatorickych hier. Stav hry, teda aktualne
rozmery obdlznika a polohu ropuchy na fiom, budeme volaf pozicia. Vyhrdvajica stratégia je postup, ktory nam
zaruci, ze hru vyhrdme, bez ohladu na to, ako bude tahat protihrac. Pozicia je vyhrdvajica, ak hrac, ktory je
préve na fahu, mé vyhravajticu stratégiu. Ostatné pozicie voldme prehrdvajice.

Prezeranie stromu hry

Najjednoduchsie riesenie, ktoré sa da pouzit pre lubovolnt koneéntt kombinatoricki hru, je zaloZené na dvoch
jednoduchych myslienkach:

e Ak z danej pozicie vSetky fahy vedu do vyhravajucich pozicii, tak je tdto pozicia prehravajica.
e Ak z danej pozicie existuje tah do prehravajucej, tak je tato pozicia vyhravajuca.

(Ak vSetky fahy vedt do vyhravajacich pozicii, nech si vyberieme ktorykolvek, vidy tym dostaneme stipera
do vyhréavajtcej pozicie. A ak sa potom bude stper drzat nejakej vyhrévajtcej stratégie, hru prehrame. Preto
takato pozicia je prehrdvajuca. Naopak, ak existuje ftah do prehravajicej pozicie, spravime ho, a tym dostaneme
stipera do tejto, pre neho prehravajicej pozicie.)

Tuto myslienku Tahko prepiSeme do rekurzivnej funkcie, ktord nam o pozicii povie, ¢i je vyhravajica alebo
prehravajuca.

Dynamické programovanie / memoizacia

Problém predchadzajiceho pristupu spociva v tom, Ze je prili§ pomaly. Hlavny dévod je ten, Ze pri rekur-
zivnych volaniach vlastne sktsa vSetky mozné priebehy hry, a pri tom mnohé pozicie vyhodnoti vela krat.

Tu je samozrejme Tahkéd pomoc — akonéhle o nejakej pozicii zistime, ¢i je vyhravajica, zapiSeme si to do
pomocného pola. Takto dosiahneme to, Ze kazdd poziciu budeme spractvat prave raz.

Kolko je roznych pozicii, do ktorych sa hra moze dostat? Kazda pozicia je uréend $tyrmi siradnicami: Tavy,
pravy, horny a dolny okraj aktudlneho obdlznika. Lavy okraj musi lezat medzi 0 a r,, vratane, pravy medzi
r, +1 a X, analogicky pre zvysné dva.

Dokopy méme teda (r, + 1)(X — r,)(ry + 1)(Y — ry) pozicii, ¢o je O(X?Y?). Takd bude aj pamétova
zlozitost nasho rieSenia. Moznjych tahov je v kazdej pozicii O(X + V), takZe ¢asova zlozitost tohto rieSenia je
O(X?Y?(X +Y)).

Na toto rieSenie sa moézeme divat aj z opacnej strany: Keby sme napriklad pozicie spractvali zoradené
podla plochy, tak by platilo, ze v okamihu, ked vyhodnocujeme nejaka poziciu, uz vieme o vSetkych poziciach,
do ktorych mozeme fahat, ¢i st vyhravajice alebo prehravajice. Takto implementované rieSenie mé rovnaki
dasovl aj pamétova zlozitost ako to predchddzajuce.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <cstring>
using namespace std;

int X,Y,rx,ry;
int memo[50] [50][50][507;

int winning(int x1, int yl, int x2, int y2) {
// ak uz sme tuto poziciu riesili, rovno vrat hodnotu
if (memo[x1][yl]([x2][y2] >= 0) return memol[x1][yl][x2][y2];
// ak nie, inicializuj ju na prehravajucu
memo [x1] [y1] [x2] [y2]=0;
// a ak najdes tah do prehravajucej, zmen sucasnu na vyhravajucu
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for (int x=x1+1; x<x2; =x++) {

int nx1, nx2;

if (x<=rx) nxl=x, nx2=x2; else nxl=x1l, nx2=x;

if (!winning(nxl,yl,nx2,y2)) return memo[x1][yl][x2]([y2]=1;
}
for (int y=yl+1l; y<y2; y++) {

int nyl, ny2;

if (y<=ry) nyl=y, ny2=y2; else nyl=yl, ny2=y;

if (!winning(xl,nyl,x2,ny2)) return memo[x1][yl][x2][y2]=1;
}
return 0;

}

int main () {
cin >> X >> Y >> rx >> ry;
memset (memo, -1, sizeof (memo) ) ;
cout << (winning(0,0,X,Y) ? “Marienka"“ : “Janko“) << “ wvyhra."“ << endl;

}
Optimalne riesSenie

Vsimnime si $tyri pasiky policok, ktoré st na nasledujicom obrazku Sedé. Bez ohladu na to, ako budeme
rezat, vzdy skratime prave jeden z nich. A naopak, ak si povieme, ktory pésik a o kolko chceme skratit, vzdy
vieme taky rez urobit.! Kazdu poziciu mézeme teda popisat dlzkami tychto styroch pasikov (a, b, c, d).

-

1= 1
3 = 11
5 = 101
3 = 11

Dokézeme teraz nasledujice tvrdenie: Majme poziciu (a, b, ¢, d). Zoberme ¢isla a, b, ¢, d, prevedme ich do
dvojkovej stistavy a zapisme pod seba. Tvrdime, Ze pozicia je prehravajica prave vtedy, ak je v kazdom stlpci
parny pocet jednotiek.?

Ak toto chceme dokézat, potrebujeme ukézat, ze platia obe vlastnosti, ktoré maji prehravajice pozicie mat.
Presnejsie, musime ukézat, Ze:

e 7 pozicie, kde je v kazdom stlpci parny pocet jednotiek, kazdy fah vedie do pozicie, kde to neplati.
e V kazdej inej pozicii existuje fah, po ktorom bude v kazdom stipci parny pocet jednotiek.

Prvé tvrdenie ocividne plati. Ak spravime fah, zmenime tym prave jedno z éisel. Ked sa teraz pozrieme na
binarne zapisy nasich ¢isel, vidime, Ze sa ndm zmenil prave jeden riadok. Vyberme si niektory bit v niom, ktory
sa zmenil. Potom v jeho stipci sa nutne zmenila parita po¢tu jednotiek, a teda je ich tam teraz neparny pocet.

Druhé tvrdenie dokédZeme nasledovne: V&imnime si najlavejsi stipec, kde je neparny pocet jednotiek. Vyberme
si lubovolny riadok, ktor§ mé v tomto stipci jednotku. Tt zmenime na nulu. Nasledne zmaZeme zvysok tohto
riadku a znova ho dopoéitame tak, aby v kazdom stipci bol parny pocet jednotiek. Kedze najlavejsi bit, ktory
sme menili, sme zmenili z jednotky na nulu, bez ohladu na to, ako sme menili ostatné bity, hodnotu éisla sme
zmeng$ili, a teda ide o platny tah.

Ukézeme si to celé na priklade. Majme poziciu (58, 9,43, 22). Ked si ju zapiSeme v dvojkovej ststave, zistime,
7e v 4., 3. a 2. stlpci sprava je neparny pocet jednotiek. Vyberieme si ¢islo 43, ktoré mé v stlpci 4 jednotku, a
tlto zmenime na nulu. Nésledne dopoéitame hodnoty ostatnych bitov (tieto bity st v strednom stipci docasne
nahradené bodkami).

v
58 = 111010 111010 111010 = 58
9 = 1001 1001 1001 = 9
43 = 101011 100... 100101 = 37
22 = 10110 10110 10110 = 22

1Pre tych, ¢o uz st v kombinatorickej tedrii hier doma: Tymto sme prave dokazali, Ze nasa hra je izomorfna so 4-kopovym
NIMom, pri¢om dlzky pasikov zodpovedaji velkostiam kép.
2Inymi slovami, vtedy, ked a ®b@® ¢ ® d = 0, kde @ je bitovy xor.
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Ak teda v zafiato¢nej pozicii nasej hry plati, Ze v niektorom stipci bindrnych zapisov dlzok pasikov je
neparny pocet jednotiek, hru vyhrd Marienka. Staci jej vzdy najst a spravit taky fah, po ktorom bude vSade
pocet jednotiek parny. Uz sme ukézali, Ze taky tah vzdy existuje. A naopak Janko bude vzdy na fahu v pozicii,
v ktorej je vSade pocet jednotiek parny, a nech tahé, ako chce, vzdy toto porusi.

Kedze v koncovej pozicii st vietky dlzky pésikov rovné nule, znamena to, 7e v nej je viade pocet jednotiek
parny, a teda hracom na tahu (ktory prave prehral) je Janko.

Naopak, ak je pre zaciato¢nti poziciu v kazdom stipci binarnych zapisov dlzok pasikov parny pocet jednotiek,
hru vyhra Janko — po tom, ako Marienka spravi prvy fah, bude Janko v pozicii s nepdrnym poctom jednotiek
v niektorom stlpci a méze pouzif ti istd stratégiu ako v opa¢nom pripade mala Marienka.

Préave sme teda ukdzali rieSenie, ktoré dokaze o Iubovolnej pozicii v konStantnom c¢ase povedat, ¢i je vy-
hravajtca. (Rozmyslite si, ze dokonca vieme pre vyhrévajicu poziciu najst v konstantnom ¢ase vsetky mozné
vyhréavajice tahy.)

A-1-4 Pocita¢ s gumenou rarou

Podiloha a)

Ak celé ¢islo N nie je prvocislo, tak mé nejakého delitela d takého, ze 1 < d < N. A nie len to. Cislo e = N/d
je celé, a tiez je delitelom N (lebo N/e = d, pochopitelne). NavySe tiez plati, ze 1 < e < N. Ak by aj d, aj e
bolo viac ako v/N, tak mame N = d-e > /N -+/N = N, ¢o je spor. Preto je jedno z nich nanajvys rovné v/N.

Prave sme teda dokézali tvrdenie: Ak celé ¢islo N nie je prvocislo, tak méa delitela d, pre ktorého plati
1<d<+N.

Budeme teda postupne skusat vSetky hodnoty d z tohto rozsahu. Ak najdeme nejakt, ktora deli V, vypiSeme,
7e nie je prvocislo. Ak ani jedna z nich IV nedeli, je to prvocislo. Na zaciatku eSte samozrejme oSetrime Specialne
pripady N =0a N = 1.

get n

put 1 ; get j
jz n bad

jeq n j bad
put 2 ; get d

label cyklus
put n ; put d ; div ; get e

jgt d e good

put n ; put d ; mod ; get e

jz e bad

put d ; put 1 ; add ; get d
jump cyklus

label good ; put 1 ; print ; stop
label bad ; put O ; print ; stop

V cykle vzdy najskor porovname hodnoty |N/d| a d. Ak uz je prva mensia, znamena to, ze uréite d > v N
a mozeme prestat skisat. Nasledne spocitame hodnotu N mod d a ak je 0, tak d deli N, a tiez mdZeme prestat,
len s opa¢nym vysledkom. V opacnom pripade zvysime d a ideme na dalSiu iterdciu cyklu.

Najhorsim vstupom pre tento program je samozrejme velké prvodéislo. Najvicsie prvodislo, ktoré moézeme na
vstupe dostat, je 65521. Prefi tento program spravi nieco vyse 4000 krokov.

Podiloha b)

Najjednoduchsie rieSenie je zmenif kazdé ¢islo v rare na 1, a ndsledne pouzit program z Prikladu 2 v
Studijnom texte, ktory tieto jednotky sc¢ita a vypiSe ich stacet — ktory je zaroven ich poc¢tom.
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Prvy krok spravime tak, ze vyuzijeme, Ze ¢isla v rure st kladné. Vlozime si teda na koniec rary nulu. Potom
v cykle opakujeme: preéitame ¢islo z rary. Ak to nie je 0, namiesto neho vlozime do rary 1. Ak to 0 je, uz sme
spracovali vSetky &isla, v rire mdme namiesto kazdého z nich jednotku, a mézeme ist séitat.

(Drobny detail: aby nas program fungoval aj ak mal na zaciatku raru prazdnu, vloZime teraz do riry este
jednu nulu. T4 nadm sicet nezmeni, a rara prestane byt prazdna.)

Cely program moze vyzerat napriklad takto:

put O
label prepisuj
get a ; jz a dalej ; put 1
jump prepisuj
label dalej
put O
label cyklus
get a ; jempty koniec ; put a ; add
jump cyklus
label koniec
put a ; print

Casova zlozitost je linedrna od poctu &isel, ktoré st na zaciatku v rire, lebo najskor raz prejdeme celt riru,
a potom pouzijeme linedrny program na zistenie suctu.

Podiloha c)

Aj tato tloha je riesitelnd. Porovndvat hodnoty vieme, stac¢i ich naéitat do réznych registrov. Problém,
ktory potrebujeme vyriesit, je, Ze akondhle na¢itame hodnotu do registra, nevieme ju uz presuntut do iného.
Potrebovali by sme si teda paméitat, kde mame doteraz ndjdené maximum. Trik je v tom, Ze toto si paméitat
vieme — poziciou v programe. Na zaciatku mame maximum v registri a a nové ¢isla nacitavame do b. Ak niekedy
— maximum mame v b a nové ¢isla nac¢itavame do a. A ak sa v a opét vyskytne vicsie ¢islo ako je teraz v b,
sko¢ime spit do prvej Gasti programu. A tak dokola, az kym nedocitame celti postupnost.

get a

label maximum_je_v_a

jempty koniec_a

get b ; jgt b a maximum_je_v_b
jump maximum_je_v_a

label maximum_je_v_b

jempty koniec_b

get a ; jgt a b maximum_je_v_a
jump maximum_je_v_b

label koniec_a ; put a ; print ; stop
label koniec_b ; put b ; print ; stop
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