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B-1-1 Majstrovstva na rybniku

Pre kazdého stufaziaceho vieme jeho vysledné skdre zistif rovno pri nacéitani vstupu. Najjednoduchsie je
spravit si pomocné pole velkosti R, do ktorého nac¢itame vSetky znamky daného stfaziaceho. Potom pre toto
pole postupne zistime stcet, maximum aj minimum a z nich uz lahko uréime vysledné skére.

(Za zmienku stoji, Ze sa zaobideme aj bez takéhoto pomocného pola. Vystac¢ime si s tromi premennymi.
V dvoch z nich si budeme pamétat doteraz najmensiu a doteraz najvicsiu zndmku, ktort aktudlny sttaziaci
dostal, a v tretej bude sicet ostatnych uz spracovanych zndmok.)

Po do¢itani vstupu teda mame S usporiadanych dvojic (skére, meno), ktoré mame utriedit.

.....

vhodného datového typu — napr. record v Pascale alebo struct v C/C++.

Néasledne na utriedenie tychto zaznamov pouzijeme nejaky Standardny triediaci algoritmus. V C mame k
dispozicii funkciu gsort, v C++ funkciu sort. Obe tieto funkcie implementuji dobré algoritmy na triedenie
— utriedia N prvkov v éase O(N log N). V Pascale bolo potrebné naprogramovat si vlastné triedenie. V tomto
rieSeni si popiSeme HeapSort — triedenie pomocou haldy.

Listing programu:

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
using namespace std;

struct sutaziaci { string meno; int body; };

bool operator< (const sutaziaci &A, const sutaziaci &B) {
if (A.body != B.body) return A.body > B.body; else return A.meno < B.meno;

}
int S, R, lo, hi, cur;

int main () {
cin >> S >> R;
vector<sutaziaci> vysledky (S);
for (int s=0; s<S; ++s) {
vysledky[s].body = 0;
cin >> vysledky[s].meno >> lo >> hi;
if (lo > hi) swap(lo,hi);
for (int r=0; r<R-2; ++r) {
cin >> cur;
if (cur < lo) swap(lo,cur);
if (cur > hi) swap(hi,cur);
vysledky[s].body += cur;
}
}

sort ( vysledky.begin (), vysledky.end() );

for (int s=0; s<S; ++s) cout << vysledky[s].body << “: “ << vysledky[s].meno << endl;
}
Halda

Predstavme si, Ze mame ¢iernu krabicku s tlacidlom, do ktorej vieme vhadzovat ¢isla a z ktorej po kazdom
stlaceni tlacidla vypadne najmensie z ¢isel, ktoré s prave v nej.

Takato krabicka vie byt celkom uZzitocna. Pomocou nej by sa ndm napriklad Tahko triedilo — nahddzeme
vSetky cisla do nej, no a potom uz len stldcame tlacidlo, kym postupne nevypadnt vSetky v utriedenom poradi.

Jednou sikovnou implementaciou takejto krabic¢ky je halda. Je to vlastne bindrny strom, ktory méa kazdé
poschodie tiplne plné, mozno okrem toho posledného, najspodnejsieho. Kazdy prvok, okrem tych najspodnejsich,
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mé teda prave dvoch synov. Prvky musia byt usporiadané tak, aby platilo, Ze hodnota uloZend v Tubovolnom
vrchole je mensia alebo rovné ako kazda z hodnét uloZend v jeho synoch (ak nejakych ma).
Takto moéze vyzerat halda:

V8imnime si zaujimavu vlastnost haldy: najmensie ¢islo je urcite v jej koreni. O ostatnych ¢islach uz toho
tak vela nevieme povedat — vSimni si, Ze napriklad 22 je hlbsie ako 23.

Na to, ze halda je strom, mdzeme zase Stastne zabudnat. Haldu si totiz vieme tplne jednoducho pamiitat v
poli. Staci si vrcholy ocislovat po vrstvach. Na policku s éislom z teda bude prvok, ktory by sme precitali ako
z-ty, keby sme haldu ,,¢itali po riadkoch*.

Vsimnime si niektoré vlastnosti takto ulozenej haldy:

e Ak je v halde N prvkov, v poli budi na polickach 1 az N.
Koren haldy, teda najmensi prvok v nej, je na policku s ¢isom 1.
K-ta vrstva haldy sa v poli za¢ina na poli¢ku s indexom 251,
Synovia vrcholu s ¢islom z maju vzdy ¢isla 2z a 2z + 1.

A opacne, otec vrcholu s ¢islom x ma ¢islo |x/2].

Halda z obrazku by vyzerala v poli takto:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T |13 23 | 47 | 22 | 59 | 134] 92 | 123 | 85

Ukazeme teraz, ako do haldy efektivne priddvat nové éisla a ako z nej efektivne vyberat najmensie.

VlozZenie prvku

Ako teda vlozime nejaky prvok do haldy? Zaradime ho do pola na prvé volné miesto. Jediné, ¢o ndm teraz
moze kazit ,haldovitost“, je, Ze tento prvok moze byt mensi od prvku nad nim. V tom pripade tato dvojicu
prvkov vymenime. Rozmyslite si, Ze opét moZe nastat jediny problém: novy prvok moéze byt mensi aj od svojho
nového otca. V takomto pripade postup opakujeme. (Tomuto sa hovori ,bublanie prvku dohora“.)

Tento postup urcite skonci, prinajhorsom vtedy, ked sa novy prvok dostane na tplny vrch haldy — do korena.
Po jeho skonéeni je opif celd halda v poriadku, Gspesne sme teda vlozili novy prvok.

Vyber najmensieho prvku

A ¢o s vybratim najmensieho prvku? To bude fungovat podobne. Vieme, Ze najmensi prvok je ten na vrchu
haldy. Tentokrat ho ale nemozeme len tak odstranif, vznikla by ndm tam totiz diera. No a t treba nie¢im
zaplnif. Najjednoduchsie riesenie: Zoberieme posledny prvok v poli (t. j. najpravejsi list v poslednej vrstve) a
presunieme ten na zaciatok pola.

Touto zmenou sme opit dosiahli, Ze ¢isla mame uloZené na prvych niekolkych polickach pola. Nemusi to ale
eSte byt korektna halda. To, o ndm ju méze kazit, je prave presunuty prvok. Preto zopakujeme nieco podobné,
ako pri vkladani. Tentokrat ale presunuty prvok moéze byt len privelky, preto ho budeme musiet ,prebublat®
dodola. Toto bublanie treba robit trochu Sikovnejsie. Tentokrat totiz nas ,zly“ prvok moze mat az dvoch synov

.....

synov.
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Opiit, tento postup je koneény. Skoncéime, ak uz s obidvaja aktuélni synovia vicsi alebo rovni presunutému
prvku, pripadne ak sa nas prvok prebublal az do najspodnejsej vrstvy. V kazdom pripade méame opiit korektnu
haldu.

Odhad zloZitosti

Vsimnime si, ¢o sa deje pri jednom prebublani prvku. Pri vkladani prebubleme v najhorsom z poslednej
vrstvy az do korena, pri vyberani minima naopak, z korena az po najhlbsiu vrstvu. V obidvoch pripadoch je
pocet operacii timerny hibke stromu, teda poctu vrstiev. A aka je td hibka? Na zaplnenie K vrstiev haldy
potrebujeme 2% — 1 prvkov, preto halda s N prvkami m4 priblizne log, N vrstiev. Kazd4 operacia s haldou, v
ktorej je N prvkov, mé teda ¢asovu zlozitost O(log N).

Triedenie pomocou haldy

Ako sme uz spominali na za¢iatku, pomocou haldy vieme lahko napisat triedenie, zndime pod menom Heap-
Sort. (Heap je halda po anglicky.) Pri triedeni N prvkov najskor N-kréat vlozime prvok do haldy, potom odtial
N-krat vyberieme najmensi. Pocas celého tohto procesu nie je nikdy v halde viac ako N prvkov, preto ¢asova
zlozitost kazdej operacie s niou je O(log N). Tychto operacii je 2N, preto je vysledné ¢asova zlozitost HeapSortu
O(Nlog N). Pamitova zlozitost haldy aj triedenia pomocou nej je samozrejme O(N).

Listing programu:

type sutaziaci = record

meno: string([12];
body: longint;
end;

var S, R : longint;
vysledky : array[1l..1000047] of sutaziaci;
i, j, max, min, cur : longint;

procedure swap (var x, y : longint);
var z : longint;
begin z:=x; x:=y; y:=z; end;

procedure swap(var x, y : sutaziaci);
var z : sutaziacij;
begin z:=x; x:=y; y:=z; end;

function horsi(var x, y : sutaziaci) : boolean;
begin
if x.body <> y.body then horsi:=(x.body < y.body) else horsi:=(x.meno > y.meno);
end;
procedure insert (i : longint);
begin
while (i>1) and (horsi(vysledkyl[i],vysledky[i div 2])) do begin
swap ( vysledky[i div 2], vysledky[i] );
i := 1 div 2;
end;
end;
procedure extract (pocet : longint);
var i, j : longint;
begin

swap ( vysledky[l], vysledky[pocet] );
dec (pocet) ;

i = 1;
while true do begin
J =4
if (2*1i <= pocet) and (horsi(vysledky[2*i],vysledky[]j])) then j:=2*i;
if (2*i+l <= pocet) and (horsi(vysledky[2*i+1],vysledky[]j])) then j:=2*i+1;

if j=i then break;
swap ( vysledky[i], vysledky[]] );
i:=73;
end;
end;

begin
{ nacitame pocet sutaziacich a pocet rozhodcov }
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readln (S,R);

{ pre kazdeho sutaziaceho:
* nacitame znamky ktore dostal
* pocas nacitavania si pamatame doteraz najmensiu, najvacsiu a sucet ostatnych }
for i:=1 to S do begin
readln (vysledky[i] .meno);
vysledky[i] .body := 0;
read (max) ;
read (min) ;
if (max < min) then swap (max,min);
for j:=3 to R do begin
read (cur) ;
if (cur > max) then swap (max,cur);
if (cur < min) then swap (min,cur);
vysledky[i].body := vysledkyl[i].body + cur;
end;
readln;
end;

{ utriedime a vypiseme vysledky }

for i:=2 to S do insert (i);

for i:=S downto 2 do extract(i);

for i:=1 to S do writeln(vysledky[i].body,’: ’,vysledky[i].meno);
end.

B-1-2 Cesta

Najjednoduchsim rieSenim tejto tlohy bolo odpovedat na kazd otdzku simuldciou: Prejdeme po celej ceste
od zaciatku po koniec, tsek po tiseku. Ked najdeme tsek, kde lezi x, zacat meraf ¢as a pri y zase prestaneme a
vypiSeme odpoved. Takéto rieSenie mé ¢asovi zlozitost O(NQ) — pre kazdd z @) otézok prejdeme v najhorSom
pripade vSetkych N tsekov cesty.

Lepsie rieSenie je zaloZené na nasledujiicom pozorovani: ¢as cesty z bodu x do bodu y vieme vypoditat ako
rozdiel dvoch Casov: ¢asu cesty z 0 do y a Casu cesty z 0 do z.

Ak je celkova dlzka celej cesty D mald, mozeme spravif jednoduchy trik. Rozdelime si cestu na D tsekov
dlzky 1 a nasledne postupne pre kazdé ¢ od 0 po D spocitame hodnotu cq: Cas, za ktory sa vieme dostat z bodu
0 do bodu g¢. Tieto hodnoty spoéitame lahko — zjavne ¢y = 0, no a ak pozndme c,, tak vieme vypocitat c,i1
ako ¢4 + 1/vg, kde v, je maximalna povolend rychlost na Gseku medzi bodmi ¢ a ¢ + 1.

Ked mame spocitané hodnoty c,, vieme na kazda otdzku odpovedat v konstantnom ¢ase — pre fubovolné z,
y vieme Cas cesty z x do y vyjadrit ako ¢, — c,.

Takéto rieSenie ma Casovi zlozitost O(N + D + Q).

Toto rieSenie vieme pre obmedzenia dané v zadani ,hackersky* vylep$it do podoby, v ktorej ziska 9 alebo
10 bodov. Vieme si napriklad cestu namiesto tsekov dlzky 1 rozdelit na tseky dlzky 1000, pre kazdy tsek si
zapamitat zmeny rychlosti, ktoré sa na 1fiom udeju, a hodnoty ¢, si pamétat len pre nasobky 1000. V takto
upravenom rieSeni ndm na zodpovedanie Tubovolnej otazky vystaci nanajvys par tisic operécii.

Vzorové rieSenie, ktoré teraz popiSeme, je pravdepodobne o nieco lahSie na implementéciu. Opif budeme
pouzivat myslienku o rozdiele dvoch ¢asov. Tentokrat vSak nebudeme cestu nijak delit, a jednoducho spocitame
hodnoty T'[i]: ¢as potrebny na prechod od zadiatku cesty po koniec i-teho useku.

Co robit, ak miesto, v ktorom chceme skon¢it, nelezi presne na hranici tiseku? Stac¢i ndm vediet, v ktorom
tseku sa koniec nasej cesty nachddza a aké je vzdialenost medzi zaciatkom tohto tseku a koncom nasej cesty.

Este raz a poriadnejsie. Polozme py = tg = 0 a pre vSetky ¢ nech je p;y1 = p; +d; a tiy; = t; + d; /v;. Teda
p; je vzdialenost od zaciatku cesty po koniec i-teho fiseku a t; je Cas, za ktory na toto miesto vieme dorazit.
Hodnoty p; a t; vieme spocitat v ¢ase O(NN) pouZitim vySsie uvedeného vztahu.

Teraz ukazeme, ako pre dany bod x zistif ¢as, za ktory vieme prist od zaciatku cesty k nemu. Toto spravime
v dvoch krokoch. V prvom kroku najdeme tsek, v ktorom x lezi — teda najdeme i, pre ktoré p;—1 < x < p;. V
druhom kroku spoéitame samotny ¢as cesty ako t;—1 + (z — p;—1)/v;.
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Ako efektivne realizovat prvy krok? PouZijeme bindrne vyhladdvanie. Vieme, Ze hladané ¢ je z mnoZiny
{1,...,n}. Tato mnozinu budeme dokola delit na polovicu, az kym nezostane len jedna hodnota — ta spravna.

Predpokladajme, Ze vieme, Ze pre nejaké a a b plati p, < = < pyp, pricom b —a > 1. V takejto situacii
zoberieme ¢ = [(a + b)/2] a porovname p. a x. Ak zistime, Ze p. < x, dostdvame novy vztah p. < = < py,
v opacnom pripade dostdvame p, < = < p.. V oboch pripadoch sme zmensili interval moznosti priblizne na
polovicu.

KedZe v nasom pripade m4 cesta N tisekov, vieme ten spravny binadrnym vyhladdvanim néjst v ¢ase O(log N).
Zvysok vypocltov uz vieme realizovat v konStantnom c¢ase. Preto vieme na kazda otdzku odpovedat v Case
O(log N), a celkova ¢asova zlozitost ndsho vzorového riesenia je O(N + @Qlog N).

Listing programu:

var N, Q, i, x, y : longint;
d, v, p : array[0..200047] of longint;
t : array[0..200047] of double;

function cas(x : longint) : double;
var i, j, k : longint;
begin
if x=0 then cas:=0 else begin
i ::=20; j :=N;
while (j-i > 1) do begin
k := (i+3) div 2;
if p[k]l<x then i:=k else j:=k;
end;
cas := t[i] + (x-pl[i]) / vIil;
end;
end;
begin
read (N) ;

for i:=0 to N-1 do read(d[i]);
for i:=0 to N-1 do read(vI[i]);

t[0] := 0;
for i:=0 to N-1 do t[i+1] := t[i] + (d[i] / vI[il);
p[0] := 0;
for i:=0 to N-1 do p[i+l] := p[i] + d[i];
read (Q) ;
while 0>0 do begin
dec(Q);
read(x,V);
writeln((cas(y)-cas(x)):0:10);
end;
end.

B-1-3 Squaplex

Pre R = S = 1 mé tloha trividlne rieSenie: polozime ceruzku na papier a hned ju aj zdvihneme.

Ak je prave jedno z R a S rovné 1, tloha zjavne riesenie neméa — akonédhle opustime zaciato¢ny mrezovy bod,
pouzijeme na to jedind hranu, ktord z neho vychadza, a teda sa uz nemame ako vratit don spit.

Predpokladajme teda, ze R, S > 1.

Najprv si ukdzeme, Ze tloha nemdZe mat rieSenie, ak si oba éisla R a S neparne. Uvazujme ofarbenie
mrezovych bodov dvoma farbami ,Sachovnicovym“ spésobom znazornenym na nasledujiicom obrazku:

Kazdy fah spliajici podmienky zadania teraz musi striedavo prechadzaf Giernymi a bielymi bodmi. Pres-
nejsie, ak si postupne zazna¢ime farby navstivenych bodov (C=¢ierna, B=biela), tie musia tvorit postupnost
BCBCB...BCB. Tato postupnost musi zac¢inat aj koncit bielou, kedZe za¢iname aj konéime v favom hornom
rohu. To ale znamena, Ze celkovéa dlzka postupnosti je urcite neparna.
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Lenze ak st oba rozmery Sachovnice neparne, je celkovy pocet bodov neparny. Ak navstivime kazdy z nich
prave raz a nasledne sa vratime do bodu, kde sme zaé¢inali, nutne dostaneme postupnost parnej dizky.

V pripade, Ze aspoii jedno z ¢isel R a S je parne, tiloha m4 rieSenie. Tah mozno zostrojit napriklad sposobom
znazornenym na nasledujicom obrazku:

Je zrejmé, Ze ak hodnota S je parna, rieSenie z predchadzajiceho obrazku funguje pre aktkolvek vysku, t.j.
hodnotu R. V pripade, Ze S je neparne a R je parne, staci predchadzajici obrazok preklopit, t. j. vymenit x-ovi
a y-ovu os.

Listing programu:

var R, S, i : longint;

procedure chod(kolko : longint; ako : char);
var j : longint;
begin
for j:=1 to kolko do write (ako);
end;

begin
readln (R, S);
if (R=1]) and (S=1) then begin writeln; halt; end;
if (R=1) or (S=1) then begin writeln(’Nema riesenie.’); halt; end;
if (R mod 2=1) and (S mod 2=1) then begin writeln(’Nema riesenie.’); halt; end;
if (S mod 2=0) then begin
chod (R-1,’D");
for i:=1 to S-1 do begin
chod(1,’P");
if (i mod 2=1) then chod(R-2,’H’) else chod(R-2,’'D’);
end;
chod (1, "H");
chod (S-1,"L");
end else begin
chod (S-1,"P");
for i:=1 to R-1 do begin
chod(1,’'D");
if (i mod 2=1) then chod(S-2,’L’) else chod(S-2,’'P’);
end;
chod(1,’L");
chod (R-1,"H");
end;
writeln;
end.

B-1-4 Gastanova zZirafa

Zac¢nime tym, Ze si sktsime spisat niekolko jednoduchych pozorovani:

Najlahsie vieme gaStany priradit ¢astiam tela zirafy podla toho, kolko z nich vedie zépaliek. Z hlavy aj z
kazdého kopyta je to prave jedna, z krku st dve, zo zadku aspon tri, a z trupu aspon 4.

Trup od zadku vieme odlisif podla toho, Ze z neho vedie zapalka do krku.

Ak pozndme trup aj zadok, vieme najst hlavu — je to jediny gastan, ktory nesusedi ani s jednym z nich.

Tieto pozorovania nam uz stacia na navrh efektivnej stratégie:

1. ak eSte nevieme nié¢

e Vyberieme si niektoré 4 gastany (napr. tie s ¢islami 1, 2, 3 a 4).

e Pre kazdy z nich sa opytame na vSetky ostatné gastany, aby sme vedeli, s ktorymi je spojeny a s ktorymi
nie.

e Kedze v celej zirafe st len 3 gastany, z ktorych ide viac ako jedna zépalka, aspoii jeden z naSich gastanov
ma len jednu zapalku. Jeden taky si vyberme a ozna¢me ho a.
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e U7 pozname aj gastan, ktory je spojeny s gastanom a, oznac¢me ho b.
e Opytame sa na vsetky dvojice (b, iny gastan). Ak zistime, ze z b vedd dve zapalky, je a hlava a b krk. V
opacnom pripade je b bud trup alebo zadok.

2. ak vieme, Ze gastan b je trup alebo zadok

e Urcite existuju aspon 3 gastany, s ktorymi b nie je spojeny. Vyberieme si niektoré 3 takéto gastany.

e Pre kazdy z nich zistime, kolko zapaliek z neho vedie.

e V celej zirafe st len 3 gastany, z ktorych ide viac ako jedna zdpalka, a jeden z tychto troch je b. Preto
aspon jeden z nasSich troch gastanov ma len jednu zapalku. Jeden taky si vyberme a ozna¢me ho c.

e Gastan spojeny s ¢ ozna¢me d.

e Opytame sa na vSetky dvojice (d, iny gastan). Ak zistime, Ze z d vedu dve zdpalky, je ¢ hlava a d krk. V
opacnom pripade je d bud trup alebo zadok.

3. ak vieme, Ze gaStany b a d st trup a zadok

e Jediny gastan, ktory nie je spojeny ani s trupom, ani so zadkom, je hlava. KedZe uz pozname ¢isla gastanov
spojenych s b aj s d, to jediné, ktoré medzi nimi nie je, je ¢islo hlavy.

4. ak uz vieme, ktory gastan je hlava

e Jediny gastan, ktory je spojeny s hlavou, je krk.

e Jediny dalsi gastan, ktory je spojeny s krkom, je trup.

e Vsetky gastany, ktoré nie st spojené s hlavou, krkom ani trupom, st zadné kopyta.

e Ak este nevieme, ktory gastan je zadok, ndjdeme ho tak, Ze zoberieme Iubovolné zadné kopyto a ndjdeme
gastan, s ktorym susedi.

e Vsetky ostatné gasStany su predné kopyta.

Lahko spoc¢itame, Ze ak sa budeme drzat tejto stratégie, urcite budeme potrebovat menej ako 10N otdzok.
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