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V tejto tlohe bolo ciefom spoéitat zvysok, ktory dava akési velké ¢islo po deleni ¢islom M = 10° + 9. Na
uvod tohto riesenia preto spomenieme zaklady prace so zvyskami.

Majme dve celé ¢isla A a B. Vieme, Ze ich mozeme jednoznacne zapisat v tvare A = a3 M +ag a B = by M +by,
kde ¢isla ag, a1, bg, by st celé a 0 < ag,bp < M. Hodnoty ag a by st zvysky, ktoré davaju A a B po deleni M.
Vsimnime si teraz, ze A+ B = (a1 £ b1)M + (ag £ by) a AB = (a1b1 M + a1bg + apb1)M + agbg. Preto plati:
A+ B déva po deleni M rovnaky zvySok ako ag &+ by a AB dava po deleni M rovnaky zvySok ako agbg.

Toto pozorovanie ndm v nasom rieseni umozni vyhnut sa velkym ¢islam — s¢itame, odéitame a nésobime, ¢o
potrebujeme, a vzdy, ked nejaka priebezna hodnota prekro¢i M, mdzeme namiesto nej pracovat len so zvyskom,
ktory dava po deleni M.

Kvoli prehladnosti budeme tento krok vo zvysku rieSenia vynechévat. Ked teda napr. uvedieme v rieseni ,,do
¢ prirad a + b“, myslime tym ,do ¢ prirad ((a + b) mod M)“.

Zakladné dynamické programovanie

Podme si spoéitat pocet roznych ciest z miesta (0, 0) na vSetky ostatné miesta mriezky. Pocet ciest do miesta
(r, s) ozna¢me f(r,s).

Zjavne ak (r,s) lezi mimo nasej mriezky, tak sa tam nedd dostat, a teda f(r,s) = 0. Rovnako f(r,s) =0
pre miesta, kde je prekdzka. Pre ostatné miesta mozeme postupovat nasledovne: VSimnime si, ze ked chceme ist
do (r, s), tak tam musime prist z (r — 1, s) alebo z (r,s — 1). A kedZe cesty cez tieto miesta si urcite navzdjom
rozne, tak pocet tychto moznosti staci spocitat. Teda plati f(r,s) = f(r —1,s) + f(r,s — 1).

Takymto sposobom kazdd mapu vyrieSime s ¢asovou zlozitostou O(RS), dostdvame teda riesenie s celkovou
¢asovou zlozitostou O(NRS).
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Cesty bez prekazok

Niekedy nie je zlé sa na tlohu pozriet z opacného konca. Totiz prekdzky ndm spdsobuju, Ze niektoré cesty
budt nepouzitelné. Preto najprv spocitame pocet vSetkych ciest ignorujic prekazky a nasledne odpocitame zlé
cesty.

Oznac¢me c(r, s) polet ciest takych, Ze sa v jednom smere posunieme o 7 a v druhom o s. Inymi slovami,
¢(r, s) bude pocet ciest z (0,0) do (r,s), pricom neméme ziadne prekazky. Cesta, ktord prejde v jednom smere
vzdialenost r a v druhom vzdialenost s ma uréite presne r + s krokov. Ked chceme vybrat konkrétnu z tychto
ciest, musime vybraf, ktorych r spomedzi tychto r + s krokov povedie smerom dodola. Kazdému moznému
vyberu zodpoveda prave jedna cesta, a teda plati ¢(r, s) = (”r's).

Ako tuto hodnotu rychlo spocéitat si ukdZzeme neskor. Dodefinujme eSte ¢(r, s) = 0, ak r < 0 alebo s < 0.

Inklazia a exklazia

Predstavme si teraz, ze mame prave jednu prekdzku, a to na stiradniciach (r1, s1). Potom celkovy pocet ciest
veducich cez prekazku bude c(r1,s1) - ¢(R — 71, S — s1), kedze méame c(ry, s1) sposobov ako sa dostat z (0,0) ku
prekdzke a nasledne ¢(R — r1,.S — s1) sposobov ako pokracovat dalej.

Pocet vsetkych ciest, ktoré cez tuto prekdzku nevedd, vieme teda zistif tak, Ze od ¢(R,S) odéitame pocet
ciest, ktoré cez prekazku vedu.

Teraz jedno dolezité pozorovanie: Ked méame lubovolny podet prekazok, moZzeme ich usporiadaf podla hod-
noty r; +s;. Inymi slovami, mozeme vo zvysku rieSenia predpokladat, Ze plati r1 +s1 < ro+s3 < - -. Potom bude
platif nasledujice tvrdenie: kazda cesta, ktord prechadza prekazkou ¢islo i, moze predtym ist len cez prekdzky
s ¢islom mensim ako i. Preco? Jednoducho preto, Ze kazdym krokom sa o 1 zvySi stcet suradnic miesta, na
ktorom prave stojime. A teda kazdé policko, cez ktoré sme doteraz sli, ma mensi sacet sturadnic ako to, kde
prave sme.

Vrafme sa k rieseniu povodnej tilohy. Co ak by boli prekazky prave dve: na (71, s1) a na (ra,52)? V stlade s
vysSie uvedenym pozorovanim predpokladame, ze r1 + s1 < r9 + So.

Vsetkych ciest je ¢(R,S). Od nich odéitame cesty, ktoré vedt cez prvi prekdzku, tych je ¢(r1,s1) - ¢(R —
r1,S — s1), a nasledne aj cesty, ktoré veda cez druhu prekazku, tych je ¢(rq, s3) - ¢(R — 13, S — s2).

Este stale vsak nemame spravny vysledok. Cesty, ktoré veda postupne cez obe prekazky, sme totiz odcitali
dvakrat. Aby sme dostali spravny vysledok, musime zistit, kolko je takychto ciest, a tento pocet k aktudlnemu
vysledku pripo¢itat. No ale to je Tahké: ciest, ktoré postupne prechidzaju cez (r1,s1) a (ra,s2) je ¢(ri,s1) -
e(rg — 11,82 — 81) - ¢(R — 19, S — s2). VSimnite si, ze vdaka tomu, ako sme dodefinovali ¢ pre zdporné vstupy,
tento vztah funguje aj v pripadoch, Ze takéto cesty neexistuju.

Vyssie uvedené tivahy pre jednu a dve prekazky vieme zovSeobecnit aj pre viac prekdzok, ¢im dostaneme
tzv. princip inklazie a exkltzie (alebo tieZ ,zapojenia a vypojenia®).!

Formélne moZeme toto rieSenie sformulovat nasledovne: Nech p(X) je pocet ciest, ktoré idu cez kazdu
prekdzku v mnozine X (a moZno aj cez iné prekazky). Pre lubovolnti mnozinu X vieme tento pocet spocitat v
Case imernom | X |: sta¢i vynésobit pocet ciest z (0, 0) k prvej prekdzke, pocet ciest od prvej prekdzky ku druhej,
atd., aZ pocet ciest od poslednej prekdzky na (R, S).

Aby sme dostali spravny vysledok, potrebujeme zobraf vSetky cesty. Od nich odéitame cesty vedice cez
TubovoIna jednu prekdzku, pripoc¢itame cesty cez dvojice prekdzok, zase odpocitame cesty cez trojice prekazok,
atd. Strucne to mozeme zapisat nasledovne: hladany pocet ciest je rovny sume vietkych hodnot (—1)XIp(X),
kde s¢itujeme cez vSetky X C {1,2,... K}.

Implementéaciou tohto vztahu dostdvame rieSenie, ktoré vie lubovolnt mriezku s K prekdzkami vyhodnotit
v ¢ase O(K - 2K) — za predpokladu, ze m4 k dispozicii vietky potrebné kombinacéné é&isla.
Vzorové rieSenie, prva cast

Oznac¢me z(i) pocet sposobov, ako sa dostat ku prekazke i tak, aby sme nesli cez ziadnu prekdzku s ¢islom
mensim ako 1.

lhttp://sk.wikipedia.org/wiki/Princip_zapojenia_a_vypojenia
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Uréite plati z(1) = ¢(r1, s1) — totiz cesta na prvi prekdzku nemé ako prechddzat cez iné prekézky, preto
kazda mozna cesta je dobra.

Predpokladajme teraz, ze uZz pozndme hodnoty z(1) az z(k — 1). Ako urc¢it hodnotu z(k)? Vsetky cesty ku
prekézke k vieme rozdelit do nasledujtcich navzijom disjunktnych mnozin:

1. Cesty, ktoré vedu cez prekazku 1.
2. Cesty, ktoré nevedu cez prekazku 1 a vedua cez prekazku 2.
. Cesty, ktoré nevedu cez prekazky 1 ani 2 a vedu cez prekazku 3.

w

k. Cesty, ktoré nevedu cez ziadnu z prekadzok 1 az k — 1.

Vsetkych ciest ku prekazke k dokopy je ¢(rg, sx). VSimnime si teraz cesty i-teho z vyssie uvedenych typov
(pre nejaké i < k). Kolko ich je? Mame z(i) sposobov, ako sa dostat k i-tej prekdzke tak, aby sme netrafili
ziadnu z predchédajtcich, a c¢(ry — r;, s — s;) spdsobov, ako sa odtial, uz lubovolnou cestou, dostat ku k-tej
prekazke. Preto plati:

2(k) = c(re, s5) = > 2(0) - ek — i, 55— 54)
i<k

Ked uZ pozname hodnoty z(i), analogickou tivahou by sme vedeli spo¢itat pocet ciest, ktoré neprechadzaju
ziadnou prekazkou. Pri implementécii si ale mozeme pomoct jednoduchym trikom: priddme prekazku éislo K +1
na stradniciach (R, S). Potom ako z(K + 1) dostaneme presne pocet hladanych ciest.

Toto riesenie spracuje jednu mriezku v éase O(K?) — opit za predpokladu, ze mame k dispozicii vSetky
potrebné kombinacné ¢isla.

(Pred)pocitanie kombinaénych disel

Jednou moznou cestou je predpoditat si vSetky kombina¢né ¢isla pomocou vzorca (ZI}) = (‘;) + (bil) alebo
ind¢ povedané Pascalovho trojuholnika. Klacové je uvedomit si, %e kombinacné ¢isla sa nemenia. Staci ich
predpocitat raz, na zaciatku behu programu, a nasledne ich vyuzivat pocas behu.

Najjednoduchsie rieSenie je ulozit si ich jednoducho v dvojrozmernom poli. Pri pamétovom limite 64 MB sa
nam zmesti do pamite priblizne 16 miliénov celych ¢isel, ¢o zodpoveda zhruba tabulke 4000 x 4000.
je teda na zadiatku naditat cely vstup a zistif, ktoré kombinacné ¢&isla potrebovat budeme. Nésledne budeme
kombinacné ¢isla pocitat pomocou vyssie uvedeného vztahu a vzdy, ked narazime na také, ktoré potrebujeme,
si jeho hodnotu zapamétdme. Pomocou tohto triku sa uréite dalo ziskat aspon 13 bodov.

Inou moZnou cestou (ktora okrem iného stacila aj na testovaci vstup 14) je pocitanie hodnot (‘;) cez ich
prvoéiselny rozklad: pre lubovolné prvoéislo p lahko spocitame, kolkokrat deli kazdé z ¢isel al, b! a (a — b)!.

Delenie modulo M

Kombinac¢né ¢isla vieme pocitat aj priamo, podla vzorca (Z) = b,(aailb), Problém s tymto pristupom je ale v
deleni. Zatial ¢o s¢itat, odéitat a nasobit modulo M je lahké, s delenim do vobec nie je také jasné.

V prvom rade, delenie pri operaciach so zvySkami vo vSeobecnosti nemusi fungovat. Napriklad ¢isla 12 a 22
dévaju po deleni 10 rovnaky zvySok, ale 12/2 = 6 a 22/2 = 11 uZ rovnaky zvySok nedavajia. No a ak ratame
modulo 10, tak napriklad ¢islo 7 vobec nevieme vydelit dvomi — teda neexistuje také x, aby 2z dévalo rovnaky
zvysSok ako 7.

V nasej situdcii sme vSak na tom dobre, lebo ¢islo M, modulo ktoré ratame, je prvoéislo. A v takejto situdcii
vieme ,delit* — teda ku kazdému a a kazdému b (takému, ze 0 < b < M) existuje prave jeden mozny zvySok x
taky, ze bxr =a (mod M).

(Preco je tomu tak? Uvazujme hodnoty 0, b, 2b, ..., (M —1)b. Ziadne dve z tychto hodnét nemozu po deleni
M dévat rovnaky zvySok, lebo potom by M delilo ich rozdiel (j —i)b. To ale nemdze, lebo oba ¢initele st mensie
ako M a zaroveni M je prvocislo.)

Specialne teda ku kazdému b existuje prave jedno x také, ze br = 1 (mod M). Takéto x budeme volat
inverznym prvkom k b a budeme ho znacit b~ 1.
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Teraz lahko nahliadneme, Ze plati: ak a/b je celé ¢islo, tak dava po deleni M rovnaky zvysSok ako a-b~1. Ak

teda potrebujeme vedief hodnotu (3) modulo M, zistime ju ako (a!- (b))~ - ((a — b)!)71).

Ak teda predpoéitame pre kazdé n z rozsahu od 1 po 100000 hodnoty n! a (n!)~!, budeme vediet fubovolné
potrebné kombinacné &islo zistit v konStantnom case.

Inverzné prvky

Ako néjst inverzny prvok k danému éislu b? Toto ¢islo vieme efektivne zistit napriklad rozsirenym Euklidovym
algoritmom, kde hladdme nejaké celoc¢iselné riesenie rovnice bx + My = 1.

Inou, jednoduchsou moznostou je pouzit mali Fermatovu vetu. T4 hovori, Ze ak M je prvodislo, tak pre
Tubovolné b (0 < b < M) plati ¥ ~1 =1 (mod M). No a b~ mdzeme prepisat ako b-b™ 2, odkial vidime, ze
inverznym prvkom k b je b =2 mod M. Tito hodnotu vieme sikovnym umociiovanim vypoéitat v ¢ase O(log M).

Celé vzorové rieSenie

Zacneme tym, ze pre kazdé n predpocitame hodnotu n! mod M a nésledne k nej pomocou malej Fermatovej
vety zistime aj inverzny prvok. Nasledne postupne spractivame mriezky zo vstupu pouzitim postupu s pocitanim
¢isel z(i). Takéto rieSenie m4 casovi zlozitost O((R + S)log M + NK?).

Listing programu:

// riesenie pouzivajuce inverzne prvky a dynamicke programovanie
#include <algorithm>

#include <vector>

#include <cstdio>

using namespace std;

long long MODEXP (long long number, long long power, long long modulus) {
if (power==0) return 1LL % modulus;
if (power==1) return number % modulus;
long long tmp = MODEXP (number, power/2,modulus) ;
tmp = (tmp*tmp) % modulus;
if (power&l) tmp = (tmp*number) % modulus;
return tmp;

}

bool distless(const pair<int,int> &A, const pair<int,int> &B) {
return A.first + A.second < B.first + B.second;

}

int main () {
int R, S, N, K, P=1000000009;
scanf (“$d%d%sd", &R, &S, &N) ;

vector<int> fact (R+S+2);
fact[0]=fact[1]=1;

for (int i=2; i<R+S+2; ++1i) fact[i] = (1LL * fact[i-1] * i) % P;
vector<int> inverse (R+S+2);

for (int i=0; i<R+S+2; ++1i) inverse[i] = MODEXP (fact[i],P-2,P);
while (N--) {

scanf (“%d", &K) ;
vector< pair<int,int> > prekazky;
for (int k=0; k<K; ++k) {
int x,y;
scanf (“"$d%d"Y, &x, &vy) ;
prekazky.push_back ( make_pair(x,y) );
}
prekazky.push_back ( make_pair(R,S) );
sort ( prekazky.begin(), prekazky.end(), distless );
vector<long long> G (K+1);
for (int k=0; k<=K; ++k) {
int dx = prekazky[k].first, dy = prekazkyl[k].second;
G[k] = (((1LL * fact[dx+dy] * inverse[dx]) % P) * inversel[dy]) % P;
}
for (int k=0; k<K; ++k)
for (int 1=k+1; 1<=K; ++1) {
int dx = prekazky[l].first - prekazkyl[k].first,
dy = prekazky[l].second - prekazkylk].second;
if (dx<0 || dy<0) continue;
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long long C = (((1LL * fact[dx+dy] * inverse[dx]) % P) * inverse[dy]) % P;
G[1l] -= G[k] * C;
G[1l] %= P;

if (G[1] < 0) G[1l] += P;

}
printf (“$Ld\n“,G[K]);
}
}

A-111-5 Hurikan

Lahko vidno, Ze kiribatské ostrovy a aktualne stojace mosty medzi nimi predstavuji neorientovany graf —
ked spadne niektory z mostov, z grafu zmizne prislusna hrana.

Medzi vrcholmi, ktoré st v jednom komponente stvislosti grafu, existuje spojenie po mostoch. Zostava zabez-
pecit dostatok prievoznikov na dopravu medzi roznymi komponentmi. Ked mé graf S komponentov, najmensi
postacujuci pocet prievoznikov je S — 1 (napriklad buda premévat medzi prvym komponentom a vSetkymi
ostatnymi). Preto ndm staci zistif pre kazdy den, z kolkych komponentov sa sklada graf.

Priamociare riesenie

Pocet komponentov grafu sa dé zistif prehladéavanim do hibky alebo do §irky. Za¢neme v prvom vrchole
a ofarbujeme vSetky tie vrcholy, do ktorych sa d& z neho dostat. Ak este ostali nejaké neofarbené vrcholy,
niektory z nich si vyberieme a za¢neme z neho znova prehladavat. Toto opakujeme, kym neofarbime cely graf.
Podet komponentov je rovny prave poc¢tu, kolkokrat sme museli zac¢inat prehladavat.

Na tomto je zaloZené nasledujtce rieSenie: postupne pre kazdy den od zaciatku odstranime z grafu hranu
mosta, ktory prave spadol, a prehladéavanim zistujeme aktudlny pocet komponentov. To znamend, Ze potrebu-
jeme prave (K + 1)-krat prehladat cely graf. Casova zloZitost toho rieSenie je preto O(K - (M + N)).

Pristup odzadu

Pozrime sa na tlohu od konca. Zacneme s grafom, v ktorom chyba vSetkych K mostov s porusenou statikou.
Budeme postupovat od posledného diia k prvému a postupne pridavat tieto mosty do grafu. Zatial je toto
rieSenie rovnako dobré ako predchadzajice, akurat dostavame vysledky v opa¢nom poradi.

Dalsou zmenou je, Ze tentoraz nam do grafu hrany pribudajt. Pridanim hrany sa mézu dva komponenty
spojit do jedného (ak tato hrana viedla medzi vrcholmi z dvoch réznych komponentov) alebo sa rozdelenie na
komponenty vobec nezmeni (ak hrana viedla medzi vrcholmi z toho istého komponentu).

Na rychlejsie rieSenie budeme preto potrebovat datovi Struktiru, ktord ndm umozni efektivne zistovat, ¢i
st dva vrcholy v rovnakom komponente, a tiez zlucovat dvojicu komponentov.

Union-find

Na chvilu zabudnime, Ze ide o graf a rieSme vSeobecnej$iu lohu. Komponent nazvime mnoZinou; vrcholy
v nom budi prvkami tejto mnoziny.

Mnozinu prvkov si reprezentujeme stromom. Zavesime ho za koren, ktory ozna¢me ako reprezentanta mno-
ziny. Z ostatnych prvkov vedie vzdy jedna hrana smerom hore, do nadriadeného prvku. Nadriadeny prvok je
blizsie ku korenu alebo je to dokonca koren.

Ked za¢neme v lubovolnom prvku mnoziny a budeme prechddzat v hierarchii ¢oraz vyssie (stéle do nadria-
deného prvku), musime skonéit v reprezentantovi mnoziny. To znamend, Ze dva prvky st v rovnakej mnoZine
préave vtedy, ked z oboch ddjdeme do toho istého reprezentanta.

Dve mnoziny zltc¢ime do jednej tak, Ze reprezentanta jednej z nich zavesime pod reprezentanta druhej
(nastavime mu ho ako nadriadeného).

Spdjanim mnozin moézu vznikat dlhé refaze prvkov. Vtedy bude mat hladanie reprezentantov az linedrnu
Casovi zlozitost od velkosti mnoziny. Ukézeme si dve Gpravy, ktoré prinest zrychlenie.

Pri zlu¢ovani dvoch mnozin zavesime vzdy strom s mensou hibkou pod hlbsi strom. To zabezpedi, ze vznik-
nuté stromy budi mat hibku radovo logaritmickd od poétu prvkov. Dalsou moznostou je zvolif si ndhodne,
ktory strom zavesime pod ktory, vdaka ¢omu budd v o¢akévanom pripade tiez vznikat stromy s malou hibkou.
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Druhym trikom je kompresia cesty. Po najdeni reprezentanta ho nastavime vsetkym prvkom, ktorymi sme
na ceste nahor presli, ako priameho nadriadeného.

Pomocou pokro¢ilych matematickych metéd sa dé dokézat, Ze priemernd ¢asové zlozitost hladania reprezen-
tanta s vyuzitim oboch zrychleni bude O(a(n)), kde n je velkost mnoziny a « je inverzna Ackermannova funkcia.
Pre prakticky vyuzitelné ¢isla je jej hodnota najviac 4, preto ju méZzeme pokladat za konstantu. Celkova ¢asové
zlozitost tohto algoritmu je teda O(N + Ma(N)), pripadne O(N + M + Ka(N)) ak najskor vSetky stabilné
mosty spracujeme jednym prehladdvanim.

V listingu programu na konci tohto rieSenia pouzivame namiesto spajania podla hibok spajanie nahodné —
lahSie sa implementuje a ocakdvana Casova zlozitost je rovnaka.

Iny spdsob ako napisat riesenie, ktoré by malo ziskat plny pocet bodov: Rovnako ako v predchadzajiicom
rieSeni budeme mosty spractvat od konca a zistovat poc¢et komponentov stivislosti. To budeme robit jednoducho
tak, Ze ku kazdému vrcholu si budeme pamétat ¢islo jeho komponentu a ku kazdému komponentu zoznam jeho
vrcholov. Vzdy, ked priddvame hranu, pozrieme sa, ¢i s jej konce v tom istom komponente. Ak &no, ni¢ sa
nedeje, ak nie, ,prefarbime® cely mensi komponent — teda kazdému vrcholu v iom zmenime jeho ¢islo na ¢islo
vécsieho komponentu.

Vsimnite si, ze vzdy, ked vrchol prefarbime, dostane sa tym do komponentu asponi dvakrat takej velkosti
ako dovtedy. Preto kazdy vrchol prefarbime nanajvys log, N kréit, a teda méa toto rieSenie Casova zloZitost
O(M + NlogN).

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <cstdlib>
using namespace std;

#define MAX 1234567

int N, M, K, components;
int E[MAX][2];
int boss[MAX], D[MAX], damaged[MAX], answer [MAX];

int sef (int x) {
if (x==boss[x]) return x; else return boss[x]=sef (boss[x]);

}

void join(int x, int y) {

x=sef (x); y=sef(y);

if (x==y) return;

——components;

if (rand()&l) boss[x]=y; else boss[y]l=x;
}

int main() {
scanf (“%d%d"Y, &N, &M) ;
components = Nj;
for (int n=1; n<=N; ++n) boss[n]=n;
for (int m=1; m<=M; ++m) scanf (“%d%d"“,&E[m][0],&E[m][1]);
scanf (“"%d", &K) ;

for (int k=1; k<=K; ++k) { scanf (“%d“,&D[k]); damaged[D[k]]=1; }

for (int m=1; m<=M; ++m) if (!damaged[m]) Jjoin(E[m][0],E[m][1]);

answer [0] = components-1;

for (int k=K; k>=1; --k) { join(E[D[k]][0],E[D[k]][1]); answer[K+l-k]=components-1; }
for (int k=K; k>=0; --k) printf (“%d\n"“, answer[k]);
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