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1. satazny den

A-111-1 Cokolada je tu zas

Najskor ukdzeme riesenie s ¢asovou zlozitostou O(R2S). Bude zalozené na jednoduchej myslienke: vysktsame
vietky dvojice riadkov, a pre kazdu dvojicu v O(S) spoéitame vsetky obdlzniky, ktoré prave tam maji svoj
horny a dolny riadok.

Ked sme si uz zvolili horny a dolny riadok, méame pas policok. Niektoré jeho stipce st celé biele, tie mozeme
pouzif. A niektoré obsahuji aspon jedno sivé policko, a tie pouzif nemodzeme.

Ak by sme vedeli, ktoré stipce pouzif moézeme, a ktoré nie, dostavame vlastne jednorozmerni verziu pévodnej
tlohy: méme riadok s nulami a jednotkami a chceme spodéitat pocet tsekov, ktoré st tvorené len jednotkami.

To spravime tak, ze pre kazdé miesto zistime pocet tisekov jednotiek, ktoré na tom mieste koncia, a vSetky
tieto pocCty sCitame. Pocet tisekov jednotiek, ktoré na danom mieste koncia, je zjavne rovny poctu jednotiek,
ktoré uvidime, ked pojdeme z daného miesta dolava po najblizs§iu nulu (alebo zaciatok). A tento pocet si vieme
priebezne pocitat, ako spractivame éisla v riadku — vzdy, ked spracujeme jednotku, zvysime si pocitadlo, a vzdy,
ked spracujeme nulu, pocitadlo vynulujeme.

Takto teda cely riadok spracujeme v ¢ase lineArnom od jeho dizky, &ize O(S).

Zostava doriesit, odkial vezmeme informaciu o tom, ktoré stipce mozeme pouzit a ktoré nie. Na to nam
staci spractvat dvojice riadkov v systematickom poradi. Pre dvojicu (ry,71) tito informéciu méme ,zadarmo®
priamo vo vstupe. A ked pre dvojicu (r1,rs) vieme, ktoré stipce sa este dajt pouzit, pre dvojicu (ry,rs 4 1)
tato informéciu fahko zistime — st to tie stipce, ktoré sa dali pouzit pre (r1,72), a zaroveii maju jednotku aj v
riadku ro + 1.
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Listing programu:
#include <iostream>
using namespace std;

int R, S, A[5012][5012], zije[5012];

int main () {
cin >> R >> S;
for (int r=0; r<R; r++) for (int s=0; s<S; s++) cin >> A[r][s];
long long result = 0;
for (int r1=0; rl<R; rl++) {
for (int s=0; s<S; s++) zijels]=1;
for (int r2=rl; r2<R; r2++) {
for (int s=0; s<S; s++) zijel[s] &= A[r2]I[s];
int run=0;
for (int s=0; s<S; s++) if (zijel[s]) result += (++run); else run=0;
}
}

cout << result << endl;

}
Vzorové rieSenie

Teraz ukazeme jedno mozné rieSenie s optimalnou ¢asovou zlozitostou O(RS).

Nase riesenie bude zalozené na nasledujicej zakladnej myslienke: Postupne pre kazdy riadok spocitame
véetky obdlzniky, ktoré prave v fiom majt svoj dolng riadok.

Ked spractvame nejaky riadok, budeme o kazdom jeho policku potrebovat vediet, aki ma vysku — t. j. aka
dlhé dohora idica stvisla postupnost jednotiek na tiom zac¢ina. Vysky pre novy riadok si vieme spoéitat z vysok
pre o jedno vyssi riadok rovnako, ako sme si poéitali v predchadzajiicom rieseni to, ktoré stipce este moézeme
pouzit.

Predstavme si, Ze teraz zoberieme vietkych S stipcov a utriedime ich od najvyssieho po najnizsi. V tomto
poradi ich teraz budeme spractvat. Vzdy, ked spracujeme stlpec, zaratame vietky obdlzniky, ktoré prave pribudli
— teda tie, ktoré majt dolnt stranu na prave spractvanom riadku, obsahuj aspon jedno policko tohto stlpca,
a celé lezia v uz spracovanych stipcoch.

Zjavne takto kazdy obdlznik zardtame prave raz — vtedy, ked spracujeme posledny zo stipcov, v ktorjch lezi.
Zostava uz len jediné — prist na to, ako tieto poéty obdlznikov efektivne uréit.

T

Situacia uprostred spractvania riadku s vyskami 2,5,3,4,5,4,3,4,0,1.
(Svetlou sivou st uz spracované stipce, sipkou je oznaceny prave spractivany.)

Ked spractivame nejaky stipec, potrebujeme vedief povedat pocet jemu priradenych obdlznikov. Kedze kazdy
z nich mé uz pevne zvolend spodn stranu, je kazdy uréeny tromi hodnotami: vyskou a tym, ako daleko dolava
a ako daleko doprava od prave spractvaného stlpca siaha.

To, ako daleko dolava a doprava méze siahat, je samozrejme nanajvys rovné poctu uz spracovanych stipcov
bezprostredne nalavo a napravo. Napriklad v situécii na obrazku by pri spractivani stipca oznageného sipkou
mohli obdizniky siahat az 1 policko dolava a 3 doprava.

Uvedomme si teraz, ze vietky uz spracované stipce st aspoii tak vysoké ako ten aktualny. A teda kazdej
pripustnej kombindcii hodnoét (vyska, pocet poli¢ok dolava, podet poli¢ok doprava) naozaj zodpoveda platny
obdlznik. (Toto je dévod, preco stipce spractivame prave usporiadané podla vysky a nie v inom poradi.) A teda
pocet obdlznikov priradenych aktualnemu stipcu vieme zistif jednoducho vynasobenim tjchto troch hodnét.
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Zostéava doriesit, odkial efektivne zistime, ako daleko dolava a doprava mozu siahat obdlzniky pre aktualny
stipec. To sa dé spravif jednoducho. Vimnime si, Ze v kazdom okamihu tvoria uz spracované stipce niekolko
stvislych tsekov. Ku kazdému stvislému tseku si budeme pamétat dve ¢isla: na jeho Tavom okraji ako daleko
doprava, a na jeho pravom okraji ako daleko dolava siaha. Takto sa pri spractvani stipca v konstantnom
¢ase dozvieme informacie, ktoré potrebujeme (st uloZene v jeho bezprostrednych susedoch), a takisto po jeho
spracovani vieme tieto informacie v konstantnom ¢ase upravit — pozname zaciatok aj koniec tiseku obsahujiceho
prave spracovany stipec, tak do jeho koncov zapiSeme jeho novt dizku.

Na nasledujucich obrazkoch najdete pamétané informéacie pred spracovanim a po spracovani Sipkou oznace-
ného stipca z predchadzajiceho obrazku.

o
—_

dolava 1 3 1 dolava
doprava 1 3 1 doprava

S
—

Este raz teda zhrnieme nase rieSenie. Postupne pre kazdy z R riadkov spravime nasledujice veci: Najskor v
¢ase O(S) spoéitame vysky pre tento riadok. Potom utriedime vSetky stipce podla vysky — kedze vysky st celé
¢isla od 0 po R, toto vieme spravit v ¢ase O(R+ S) napriklad priehradkovym triedenim (bucket sort). Nésledne
pre kazdy stlpec v konstantnom ¢ase zistime pocet jemu priradenych obdlznikov, a tiez v konstantnom case
upravime pamitané dlzky savislych tisekov. Aj tato faza spracovania riadku teda bezi v ¢ase O(S).

Celkovd ¢asova zlozitost je teda O(R(R+.S5)). A kedze mozeme predpokladat, ze R < S (inak vstup transpo-
nujeme, ¢o pocet obdlznikov nezmeni), je toto rovné O(RS). Tato zlozitost je zjavne optimalna, ked%e musime
naditat takto velky vstup.

Listing programu:

#include <algorithm>
#include <cstdio>
using namespace std;

int R, S;
int A[5012][5012], vedierka[5012][5012];
int vyska[5012], dolava[5012], dopraval[5012], pocty[5012];

int main () {
scanf (“%d %d “, &R, &S);
for (int r=1; r<=R; r++) for (int s=1; s<=S; s++) scanf (“%d“,&A[r][s]);
long long result = 0;
for (int r=1; r<=R; r++) {
for (int s=1; s<=S; s++) if (A[r][s]) vyskals]++; else vyska[s]=0;
fill (dolava,dolava+S+2,0);
fill (doprava, doprava+S+2,0) ;
£fill (pocty,pocty+r+2,0);

for (int s=1; s<=S; s++) vedierka| vyska[s] ][ pocty[vyska[s]]++ ] = s;
for (int v=r; v>0; v--) for (int ss=0; ss<pocty[v]; ss++) {

int s = vedierkal[v][ss];

result += v * (dolaval[s-1]+1) * (dopraval[s+1l]+1l);

int vlavo=s-dolaval[s-1], vpravo=s+dopraval[s+1l], dlzka=vpravo-vlavo+1l;

dopraval[vlavo]=dolava[vpravo]=dlzka;
}
}
printf (“$Ld\n"“, result);
return O;
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A-111-2  Odveta

Ako kazd4a matematick4 hral, aj nasa hra s konfkmi je v kazdom momente v nejakej pozicii (stave). Poziciu
vieme jednoznacne popisat tak, Ze uvedieme aktudlne stiradnice vSetkych konikov.

Pod vyhdvajicou stratégiou budeme rozumief postup, ktory hracovi zarudi vitazstvo bez ohladu na tahy
protihraca. Pozicia je wyhdvajica, ak hraé, ktory je na tahu, ma vyhavajicu stratégiu. Pozicia, ktora nie je
vyhévajlca, je prehrdvajica. Zjavne kazdé pozicia je bud vyhravajica alebo prehrévajuca.

Poziciu, z ktorej neexistuje tah, nazyvame koncovd. V nasej hre st podla pravidiel vSetky koncové pozicie
prehravajuce.

Kedze v sufaznej tlohe mame proti sebe optimalne fahajiceho protihraca, zaujima nas presne to, ¢i je
zaciato¢nd pozicia pre nas vyhravajuca, alebo nie. Ako to urcit?

Pri charakterizécii pozicii si moézeme pomoct nasledovnymi myslienkami:

1. Ak je pozicia koncové, je prehravajica.
2. Ak z danej pozicie vSetky fahy vedt do vyhravajucich pozicii, tak je tdto pozicia prehravajica.
3. Ak z danej pozicie existuje tah do prehravajicej, tak je tato pozicia vyhravajica.

(Ak vSetky fahy vedt do vyhravajacich pozicii, nech si vyberieme ktorykolvek, vzdy tym dostaneme stipera
do vyhréavajucej pozicie. A ak sa potom bude stper drzat nejakej vyhrévajtcej stratégie, hru prehrame. Preto
takato pozicia je prehrévajuca. Naopak, ak existuje fah do prehravajucej pozicie, spravime ho, a tym dostaneme
stipera do tejto, pre neho prehravajicej pozicie.)

Tuto myslienku Tahko prepiSeme do rekurzivnej funkcie, ktord nam o pozicii povie, ¢i je vyhravajica alebo
prehravajuaca.

Hra s jednym alebo dvomi konikmi

Podla nenapadnej rady v zadani sa teraz zamyslime nad jednoduchSou verziou hry a uvazujme, Ze na
Sachovnici je len jeden konik.

Problém predchadzajiceho pristupu spociva v tom, zZe je prili§ pomaly. Hlavny dévod je ten, Ze pri rekur-
zivnych volaniach vlastne sktSa vSetky mozné priebehy hry, a pri tom mnohé pozicie vyhodnoti vela krat.

Tu si moézeme pomdct takzvanou memoizaciou — akondhle o nejakej pozicii zistime, ¢i je vyhravajtca alebo
prehravajica, zapiSeme si to do pomocného pola. Takto dosiahneme to, Ze kazd poziciu budeme spracovéavat
prave raz a rieSenie vykond pre kazdu spracovdvanu poziciu konstantny pocet operacii.

A kolko pozicii budeme spracovavat? VSimnime si, Ze kazdym tahom sa priblizime k policku (0, 0). Presnejsie,
stucet suradnic sa ndm znizi aspon o jedna. To znamena, Zze pocet spracovavanych stavov moézeme zhruba zhora
odhadntf poétom bodov, ktoré maji stcéet stiradnic mensi alebo rovnaky ako pociatoénd pozicia. V pripade, ze
podiato¢na pozicia je (X,Y), potom je tychto pozicii O((X +Y)?), a také je aj Gasova zlozitost tohto algoritmu.

Uvedené myslienky sa daji velmi jednoducho rozsirit aj viacero konikov. Ak mame N konikov a kazdy zac¢ina
na suradniciach so si¢tom nanajvys S, tak je pocet dosiahnutelnjch pozicii radovo rovny S?V. Takéto riesenie
je teda pouzitelné len pre velmi malé hodnoty N.

Rychlejsia charakterizacia pozicii pre jedného konika

Vratme sa k najjednoduchs$ej moznej hre s jedinym konikom.

Ak chceme vediet rychlejsie povedat, ktord pozicia je vyhravajica a ktord prehrévajica, potom by sme
mali ndjst charakterizdciu pozicii, ktora nevyuziva vedomosti o poziciach naokolo. Velmi ¢asto poméha skusit
si vypocitat pre niekolko najmensich pozicii, ¢i st vyhrdvajuce, a hladaf nejaki zavislost.

Ak by sme v nasom pripade vyhodnotili vSetky pozicie, ktorych stcet siradnic nepresahuje 13, dostali by
sme nasledujicu tabulku:

1Presnejsie, koneéna kombinatoricka hra s Gplnou informéciou.
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OO FrPr P OORFr,r P, OORr KL, OO

0

11

111

0110

01100

111111
1111111
01100110
011001100
1111111111
11111111111
011001100110
0110011001100

Policko (0, 0) sa nachddza v lavom dolnom rohu. Nulou sme oznaéili prehrévajice pozicie, jednotkou vyhra-
vajuce. Nie je obtiazne spozorovat vzorku — celd Sachovnica je zlozend z dlazdic velkosti 4x4, na ktorych su 4
policka vlavo dole prehravajtce a zvy$né vyhravajice. Preto mozeme vyslovit nasledujucu hypotézu:

Pozicia (X,Y") je prehravajica prave vtedy, ak X mod 4 € {0,1} a Y mod 4 € {0,1}.

Tuato hypotézu dokdzeme matematickou indukciou podla suétu X +Y. Pre malé hodnoty sme uZ toto tvrdenie
dokazali zostrojenim vyssie uvedenej tabulky, staci sa teda ststredif na indukény krok.

Majme teda nejak poziciu (X,Y"), pri¢om o vetkych poziciach, ktoré maja sacet siradnic mensi ako X +Y,
uz vieme, %e nasa hypotéza pre ne plati. DokdZeme, Ze plati aj pre (X,Y). Rozoberieme niekolko moZnosti podla

toho,

aké zvysky po deleni 4 davaju X a Y.

Obe sturadnice davaja zvysok 0 alebo 1:

Nech potiahneme lubovolne, jednu stiradnicu vzdy zmenime o 2 a druht o 1. No a t4 stradnica, ktort sme
zmenili o 2, bude teraz dévat po deleni 4 zvySok 2 alebo 3. A teda podla indukéného predpokladu bude
tato nové pozicia pre hraca na tahu vyhravajica.

Tym sme zdovodnili, Ze nech potiahneme akokolvek, vzdy dostaneme stpera do vyhravajicej pozicie. Nasa
pozicia je teda prehravajica, ¢o sme aj chceli dokazat.
Jedna stradnica déva zvysok 2 alebo 3, druhé 0 alebo 1:

Potiahneme tak, Zze prva stradnicu zmensime o 2.

.....

.....

Jedna stradnica déva zvysok 3 a druhd 2: Prva stradnicu zmensime o 2 a druhi o 1.

Vo vSetkych styroch pripadoch sme ukdzali tah, ktorym stpera dostaneme do pozicie, ktord je podla
indukéného predpokladu prehravajica. Z ¢oho vyplyva, Ze nasa pozicia musela zakazdym byt vyhravajtca,
é.b.t.d.

Pre hru s jednym konikom teda vieme v konStantnom ¢ase povedat, ¢i je pozicia vyhravajica alebo nie.

Vseobecna hra

Co ale v pripade, ak mame konikov viac? Pri hladani vSeobecného riesenia poméze, ak sa budeme pozerat
na vzor vyssie a skasat sa po iom hybat dvoma, pripadne inym malym poc¢tom konikov. Takto mézeme objavit
nasledujicu charakterizaciu pozicii:
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volat ¢ervené. Lahko nahliadneme, Ze platia nasledujice tri tvrdenia:

pozicii. Nutne su teda vsetky modré pozicie prehravajice a vSetky cervené vyhravajuce.

e Ak st vsetky koniky na policku s nulou, tak je pozicia prehravajuca.
e Ak existuje konik, ktory je na policku s jednotkou, tak je pozicia vyhravajuca.

Dokaz: Poziciu, kde st vSetky koniky na polickach s nulou, budeme volat modra, ostatné pozicie budeme

1. Vsetky koncové pozicie hry sit modré.

2. Ak sme v modrej pozicii, tak Tubovolnym fahom z nej vyrobime ¢erveni poziciu.

Musime totiz pohnit aspoii jedného konika. A kedZze v hre s jednym konikom vSetky fahy z prehravajuce;
pozicie (t. j. policka s nulou) vedd do vyhrdvajtcich pozicii (na policka s jednotkou), konik, ktorého

pohneme, skoné¢i na policku s jednotkou, a teda nova pozicia bude Cervena.

3. Ak sme v ¢ervenej pozicii, tak z nej vieme platnym tahom vyrobit modri poziciu.

Vyberieme vSetky koniky, ktoré stoja na polickach s jednotkou. KedZe tieto policka dostali jednotky,
z kazdého z nich existuje skok na nejaké policka s nulou. Takéto skoky porobime, ¢im dosiahneme, Ze

vysledna pozicia bude modra.

Teraz vidime, Ze modré a Gervené pozicie presne spliiaji nasu definiciu vyhravajtcich a prehravajicich

Ked méame situaciu s N konikmi, potom stadi len pre kazdého v konStantnom case zistit, ¢i je na policku s
nulou alebo na policku s jednotkou. V pripade, zZe existuje konik na poli¢ku s jednotkou, pozicia je vyhravajuca.
V takom pripade vieme o kazdom jazdcovi na jednotke zistit v konstantom ¢ase, kam ho treba presunif. Casova
zlozitost tohto riesenia je teda O(N). VSimnite si, Ze vieme koniky spracivat po jednom, a teda ndm staci
konstantnd pamét.

Listing programu:

#include <iostream>
using namespace std;
int N, x,y;

int dx[4] = {-2,-2,-1,1}, dyl[4] = {1,-1,-2,-2};

//metoda zisti,

bool prehravajuci (int x, int y) {

}

return (x%4 < 2) && (y%4 < 2);

int main () {

}

cin >> N;

int prehra=1;

for (int i=0; i<N; i++) {
cin >> x >> y;

if ( !prehravajuci(x,y) ){
if (prehra == 1) cout << “Cedecko™ << endl;
prehra = 0;

//treba pohnut kazdym konikom, ktory nie je

cout << x << " "W Ky << MYy
for (int j=0; j<4; j++) {
int nx = x + dx[J], ny =y + dy[]];

if (nx < 0 || ny < 0 ) continue;
if ( prehravajuci (nx,ny) ) {
cout << nx << W W << ny << endl;
break;
}
}
}
}
if (prehra == 1) cout << “Petrzlen“ << endl;
return O;

// povolene tahy kona

ci je konik na prehravajucej pozicii v hre s 1 konom

na prehravajucej pozicii
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A-111-3  Pocitac s gumenou rurou

Poduloha a: Kontrola, ¢i je postupnost rastica

Zacneme oblibenym trikom: na koniec postupnosti si ako zarazku vlozime 0.

Teraz nacitame do registra a prvé ¢islo postupnosti, a za zarazku vlozime ¢islo 1.

Od tohto okamihu dalej budeme &isla z rury striedavo nacitavat do registrov b a a. Vzdy, ked nacitame nové
¢islo, porovname ho s predchddzajicim. Ak je to nové vicsie, vlozime do rary dalsie ¢islo 1. Ak nie, nasli sme
prave hladant prvi chybu. V§imnime si, Ze pocet 1, ktoré sme doteraz do riry vlozili, je presne rovny indexu,
ktory méme vypisat. Staci teda vyprazdnif z rary vSetko po zarézku a nésledne vSetky 1 s¢itat, aby sme dostali
odpoved, a tato vypiSeme.

V opa¢nom pripade, teda ak sa ndm podari doc¢itat celt zadanti postupnost aZ po zardzku, jednoducho
program ukoncime.

Cely program moze vyzerat napr. nasledovne:

get a ; put O
jz a koniec
jump citaj_b

label citaj_b
put 1 ; get b
jz b koniec
jgt b a citaj_a
jump vyprazdni

label citaj_a
put 1 ; get a
jz a koniec
jgt a b citaj_b
jump vyprazdni

label vyprazdni
get a ; jz a scitaj
jump vyprazdni

label scitaj
get a ; jempty vypis ; put a ; add
jump scitaj

label vypis
put a ; print
jump koniec

label koniec

Podiloha b: Hladanie majoritného prvku

Prvé jednoducho naprogramovatelné rieSenie bude zaloZené na nasledujicej myslienke: Nech a a b st dva
prvky zadanej postupnosti, ktoré st navzajom roézne. Potom ak oba tieto prvky vynechdme, dostaneme opét
postupnost, ktord ma majoritny prvok (a je to ten isty prvok ako predtym).

Preco? Jednoducho preto, ze sme vyhodili nanajvys jeden z prvkov, ktorych bola viicSina, a asponl jeden z
prvkov, ktorych viicsina nebola.
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N4s program bude teda dokola opakovat nasledujtci postup: Cita postupnost a overuje, ¢ st vetky prvky
rovnaké. Ak sa docita na koniec a zisti Ze s1, jeden z nich vypiSe a skonéi. V opacnom pripade najde dvojicu
roznych prvkov. Tato odstrani, postupnost doéita do konca a za¢ne odznova.

Tento program bude maf asovi zlozitost kvadraticki od dlzky zadanej postupnosti. Totiz kazdua iteraciu
uvedeného postupu vieme vykonaf v ¢ase linedrnom od aktudlnej dizky postupnosti a plati, Ze jednym jej
vykonanim zmensime dlzku postupnosti o 2.

(Sice by sme mohli postupne vyhadzovat aj viac dvojic, ak ich ndjdeme postupne, ale v najhorSom moznom
pripade bude aj tak takéto rieSenie potrebovat kvadraticky vela krokov — napr. pre postupnost obsahujtacu k
jednotiek a nasledne k + 1 dvojok. Preto radsej zostaneme pri lahsie napisatelnom programe.)

put O

label kolo
get a
label loop
get b ; jz b koniec
jeq a b dalej
jump docitaj

label dalej
put b
jump loop

label docitaj
get a ; jz a docital ; put a
jump docitaj

label docital
put O
jump kolo

label koniec
put a ; print

Existuje vSak aj lepsie rieSenie. Uvazujme najskor situéaciu, kedy je celkova dizka n nasej postupnosti parna.
Rozdelime nasu postupnost na n/2 parov. V niektorych z nich s obe &isla rovnaké, v niektorych st rozne. Uz
sme si zdovodnili, ze kazdy par, kde st ¢isla rozne, mdzeme zahodif. Zostane nam teda niekolko parov, v ktorych
st ¢isla rovnaké. Co s nimi? Z kazdého paru jedno éislo nechdme a to druhé zahodime.
ze nadpoloviény pocet dvojic bol tvoreny tymto prvkom. A teda po ,vydeleni dvoma“ bude mat tento prvok
stale nadpoloviény pocet vyskytov. Tym sme teda ukazali, Ze ak je n parne, vieme v linedrnom case nasu tlohu
previest na tlohu nanajvys polovi¢nej velkosti.

Ako to bude vyzeraf pre neparne n? Oznaéme x prvok, ktory mé v nasom poli viac¢Sinu. Dvojicu prvkov
nazveme dobrd, ak st oba rovné z, a zld, ak st oba rovnaké, ale iné od x. Posledny prvok oznacme p a zatial
ho odlozme nabok. Ostatnych 2m prvkov rozdelme rovnako ako predtym na m dvojic.

Ak p # x, st vSetky vyskyty = (ktorych je aspori m + 1) rozdelené v tychto dvojiciach. To je presne
predchadzajuci pripad, vieme teda, ze dobrych dvojic mame viac ako zlych.

Ak p = z, najhorsie, ¢o sa moze stat, je Ze mame presne m vyskytov x v dvojiciach a Ze tie st rozlozené tak,
ze je dobrych a zlych dvojic presne rovnako. (Dékaz Ze dobrych neméze byt menej ako zlych: Predstavme si,
7e zoberieme lubovolné nie-x a vymenime ho s p. Dostaneme situaciu, v ktorej je ostro viac dobrych ako zlych
dvojic, a pritom sme zmenili len jednu dvojicu.)
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Rozlisme teraz dva pripady. Ak je dokopy dobrych a zlych dvojic neparny pocet, uz sme vyhrali. Totiz spolu
s informéciou, Ze dobrych je asponi tolko ako zljch, z toho vieme povedat, Ze dobrych je viac. Mozeme teda
spravit to isté ako pre parne n (a posledny prvok p jednoducho zahodit).

Ak je dobrych a zlych dvojic dokopy parny pocet, nechame z kazdej z nich po jednom prvku a navyse ku
nim priddme posledny prvok p. Co tym dostaneme? Ak bolo dobrych dvojic viac ako zljch, bolo ich nutne viac
aspoii o dve (aby bol celkovy pocet parny), a teda pridanie p ni¢ nepokazi. A ak bolo dobrych dvojic rovnako
ako zlych, tak vieme, %e p = x, a teda po pridani p bude mat x opéit vicsinu.

Este raz teda zhrnieme cely algoritmus pre n = 2m + 1:

Postupne vyrobime m dvojic. Kazda, v ktorej sit prvky rdézne, zahodime, a z kazdej, v ktorej st prvky
rovnaké, jeden nechame a druhy zahodime. Pritom si paméitame paritu poctu prvkov, ktoré sme uz nechali.
Ked sa dostaneme k poslednému prvku p, ktory uz nemé péar, podla zapamiitanej parity sa rozhodneme, ¢i ho
nechat alebo zahodit.

Vyssie popisany algoritmus teda v linedrnom cGase spracuje postupnost, ktort mé v rire, a vyrobi v nej
nova postupnost priblizne polovi¢nej dlzky. Pritom plati, Ze nova postupnost ma ten isty majoritny prvok ako
t4 povodna. Lahko spocitame, ze opakovanym pouzitim tohto algoritmu (az kym ndm nezostane jediny prvok)
dostaneme odpoved v linedrnom dase.

label kolo

get a ; jempty koniec
put a ; put O

jump even

label even
get a ; jz a kolo
get b ; jz b posledne
jeq a b pis_odd

jump even

label odd
get a ; jz a kolo
get b ; jz b kolo
jeq a b pis_even

jump odd

label pis_odd ; put a ; jump odd
label pis_even ; put a ; jump even
label posledne ; put a ; jump kolo
label koniec ; put a ; print ; stop
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