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A-11-1 Parkovanie kocov

Sluhovia maju koce zaparkovat tak, aby pri odchode vzdy najskor odisiel
jeden cely rad, az potom zacal odchadzat dalsi. To znamend, Ze v kazdom rade
musia byt zaparkované koce, ktoré idu podla dolezitosti bezprostredne po sebe.
Inymi slovami, ak st v rade za sebou zaparkované koce dolezitosti di a do,
nemoze existovat ko¢ s doélezitostou ds taky, ze di < d3 < ds.

Vsimnite si tiez, ze akonahle zistime, Ze koc¢, ktory prave parkujeme, moézeme
postavit do nejakého radu, ni¢ nepokazime, ak ho tam naozaj postavime.

Na zaklade tychto pozorovani sa d& napisat program s ¢asovou zlozitostou
O(N?3). Budeme si pamiitat vetky dosial vytvorené rady. Ked pride dalsi host,
najdeme pre neho vhodny rad, alebo vytvorime novy. Ko¢ s ddélezitostou d;
mozeme zaparkovat na koniec uz existujiceho radu (nech sa tento rad konci
kocom s doélezitostou d), ak d < d; a ziadny dalsi host uz nie je medzi nimi, teda
neplati d < d; < d; pre ziadne j. Podobne vieme zistit, ¢i ko¢ mozeme pridat
na zaciatok nejakého radu. Kedze kocov je N, radov méze byt v najhorSom
pripade, ako sme videli v poslednom priklade v zadani, az O(N) a kedze pre
kazdy ko¢ a rad nam test trvd O(N), mame naozaj kubicky algoritmus.

Testovanie, ¢i ko¢ mozeme zaparkovat do daného radu, vieme zrychlit: Staci
si vstup predspracovat. Koce precislujeme (stale podla ich dolezitosti) na ¢isla
1,2,...,N. Potom budu rad tvorit po sebe idtce ¢isla. Rad kocov s ¢islami
k,k+1,...,1 si sta¢i pamétat ako dvojicu [k,]. Ko¢ ¢islo ¢ mdzeme pridat na
koniec radu, ktory koncil koc¢om ¢islo [ = 7 — 1, alebo na zaciatok radu, ktory
zacinal koc¢om ¢islo k = i + 1. Pre kazdého hosta prezrieme maximélne O(N)
radov, takze mame kvadraticky algoritmus.

Ako koce precislujeme? Pre kazdy ko¢ potrebujeme zistit jeho poradie podla
dolezitosti. Preto koce jednoducho utriedime. Presnejsie, budeme triedit dvojice
(d;, 1) podla délezitosti d;. Po zotriedeni prvé zlozky prepiSeme ¢islami 1,..., N.
Druhé zlozky ndm pomozu vratit koce do povodného poradia (staci dvojice
usporiadat podla druhej zlozky). Triedit mézeme napriklad quick-sortom alebo
heap-sortom.

Vzorové riesenie je (az na precislovanie) linedrne a velmi jednoduché. Kedze
ko¢e maju teraz ¢isla 1,..., N, staci si spravit jedno velké pole od 0 po N + 1,
kde budeme zaskrtavat ¢isla kocov, ktoré sme uz zaparkovali. Ked pride ko¢ s

strana 2 z 16 uloha A-II-1



2007/08
krajské kolo
rieSenia kategdrie A

OLYMPIADA
V INFORMATIKE

¢islom 4, pozrieme sa, ¢i uz sme zaparkovali ko¢ ¢islo i —1 (¢ je i — 1 odskrtnuté;
ak ano, moézeme ho dat na koniec existujiceho radu), alebo ¢i je odskrtnuté i+ 1
(ak &no, moézeme ko¢ daf na zacdiatok existujiceho radu). V opa¢nom pripade
musime vytvorit novy rad (zvysime pocet radov o 1). Ko¢ ¢islo i odsktrneme.
Takyto algoritmus ma ¢asovu zlozitost O(N) plus zlozitost triedenia a pamétovi
zlozitost O(N).

Ind moznost ako precislovat koce je pouzit asociativne pole (map v STL).
Staci koce utriedit, do asociativneho pola si ku kazdému zapamiitat poradie po
utriedeni, a potom pri parkovani kocov si ,,prekladat® ich ¢isla ked potrebujeme.
Iné rieSenie

Pre zaujimavost uvedieme eSte jedno trochu iné rieSenie. Zacneme tym, Ze
si zadané pole skopirujeme a képiu utriedime, aby sme vedeli, aké koce sa na
vstupe nachadzaju, a aby sme vedeli pre kazdé k, ktory koc je k-ty najmensi v
poradi.

V niektorom rade musi skon¢it najmensi ko¢. Uréite ni¢ nepokazime, ak do
tohto radu umiestnime ¢o najviac kocov — ale kolko to bude?

Vieme napisaﬁ funkciu, ktoré pre dané k overi ¢i Vieme k najmenéich kocov
k-ty najmensi ignorujeme.

Takto vieme spravit rieSenie: postupnym skaSanim zistime, kolko najviac
kocov vieme dat do prvého radu. Potom vsetky tieto ko¢e vyhodime z poradia
a pre zvysné koce (ak eSte nejaké zostali) za¢neme tiplne odznova ten isty proces.

Nie je to na prvy pohlad evidentné, ale ¢asové zlozitost takéhoto rieSenia

je O(N?). (Myslienka dokazu: za skoro kazdé zavolanie overovacej funkcie ndm
pribudne jeden ko¢, ktory uz vieme zaparkovat.)

Listing programu:

#i ncl ude <cstdi o>
#i ncl ude <vector>
#i ncl ude <al gorithnp
usi ng nanespace std;

int main() {
int N, K=0;
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vector<pair <int,int> > A
scanf (“%“, &N);
for (int i=0; i<N, ++i) {
int x; scanf (“%l"“, &x);
A. push_back (rmake_pair (x, i));
}
sort (A begin(), Aend());

for (int 1=0; i<N, ++i) { Ali].first = Ali].second; Ali].second =i+1; }
sort (A begin(), Aend());

vect or <bool > B(N+2, fal se);
for (int | =0; i<N;, ++i) {

int x = A[|] second;
if(LOBIx-1] || B[x+1])) ++K
B[ x] = true;
}
) printf (“%l\n*, K);

A-11-2 Dihopisy

Prva vec, ktorti sme si mohli v§imnut je to, Ze na konci roka (po tom, ako
Kleofas dostane vynosy) vidy moze vSetky dlhopisy predat a nakipit nové.
Vzdy by ich mal nakupit tak, aby na konci roka dostal ¢o najvacsie vynosy.
Algoritmus bude vyzerat nasledovne:

1. Na zaciatku roka nakup ¢o najlepsie.
2. Na konci roka vyber vynosy a predaj vsetky dlhopisy.
3. Ak chcem este jeden rok pokracovat, tak chod na krok 1.

Ako vyhodne nakupovat?

Pre jednoduchost vyjadrovania si najkor zavedme nejaké oznacenia. V'[i]
odteraz oznacuje najvicsie vynosy, ktoré vieme dosiahnut ak méame ¢ penazi. ¢;
bude cena i-teho dlhopisu a v; je roény vynos i-teho dlhopisu. Ked dostaneme
obnos penazi K, tak chceme zistit V[K].

Zjavne je jedno v akom poradi kupujeme dlhopisy, zaujima nas len vysledna
mnozina. Niektory dlhopis ale musime kupit ako prvy. Aké vieme mat najvyssie
vynosy, ak by to bol dlhopis ¢islo i? Predsa v; + V[K — ¢;]. Ludovou recou
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povedané, kipime najskor i-ty dlhopis (vynos z neho bude v;), a ostane ndm
K — ¢; penazi. Za tie nakupime ¢o najvyhodnejsie.

Ako teda zistit, ktory dlhopis kupit ako prvy? Vysktsame vSetky mozné i a
vyberieme ten, pre ktory bude celkovy vynos najvicsi. Teda dostavame vztah:

V[K] = max{V[K — c1] + v1, V[K — 3] + va,- -+, VIK —cp| + vp}

(Samozrejme, maximum berieme len cez tie hodnoty, kde K > ¢;, teda berieme
do tvahy len tie dlhopisy, ktoré za K penazi mdzeme kupit.)

Vsimnite si, Ze na vypocitanie V[K]| potrebujeme poznat V[K — ¢1], VK —
ca], -+, V[K —cp]. Ako vypocitame tie? Na to si pomo6zeme postupom, ktory sa
vola dynamické programovanie — zacneme od najmensich hodnét. Urcite vieme,
ze V[0] = 0. Teraz si vypoc¢itame V[1]. Potom V[2]. Takto budeme postupne
pokracovat, az nakoniec dostaneme k vypoc¢tu V[K]. Kazdi hodnotu sme vy-
pocitali z predchadzajiuch hodnot, ktoré sme uz tou dobou poznali. A teda aj
v Case, ked sme sa dostali k vypoc¢tu V[K], sme uz mali vypocitané vsetky
potrebné hodnoty.

Tiez si mozeme vSimnit, Ze hodnota K predstavuje len hornt hranicu, po
ktort pole vypliiame. Samotny obsah pola od nej nezavisi. Inymi slovami, ked
sa ndm zmeni finan¢né situacia, nepotrebujeme preratuvat celé pole V' odznova.

Aky najvicsi index v poli V' nés bude zaujimat? Mame dve rovnocenné
moznosti: bud si ho na zaciatku odhadnit a rovno spocitat dost vela hodnot,
alebo pole V' dopocitavat podla potreby po kazdom roku.

Prvy pristup: V zadani sa dalo do¢itat, ze vynos z dlhopisu je najviac 10% z
ceny dlhopisu. Teda za rok vie Kleofa$ znasobit svoj majetok maximélne o desat
percent. Za R rokov teda Kleofdsov majetok narastie nanajvys na K - 1.1%,

V zadani sa tiez mozeme docitat, ze ceny dlhopisov st nasobky 7" = 1000.
Teda ak napr. méa Kleofas 14 947 kortn, nemoze si nakupit ni¢ iné ako to, ¢o
zvladne nakupit za 14000 kortin. Preto nam budu stacit hodnoty V[i| pre na-
sobky T'. Budeme teda potrebovat vypoéitat K - 1.1%/T hodnot Vi].

Po vypocitani tychto hodnot uz len R krat zopakujeme postup: ,,¢o najlepsie
nakupit a na konci roka vybrat vynosy“.

AKk4 je Casova zlozitost nasho algoritmu? Potrebujeme si predratat hodnoty
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V[i], ¢o vieme spravit v éase O(D - K - 1.1%/T). Zvysok algoritmu bezi v zaned-
batelnom c¢ase O(R).

Listing programu:

#i ncl ude <i ostreanr

#i ncl ude <vector>

#i ncl ude <cmat h>

#i ncl ude <al gorithme
usi ng nanmespace std;

int main(){
int K Db R T = 1000;
cin > K >> D
vector<int> ceny(D), vynosy(D);
for (int i=0; i<D; i++) {
cin >> ceny[i] >> vynosy[i];
ceny[i] /=T,
cin > R
int mxV =2+ int( Kpow(1.1,R) / T);
vect or <i nt > V(nmaxV);
for (int i=0; i<maxV, i++)
for (int j=0; j<D;, j++)
if (i-ceny[j] >= 0)
. Mi] =mx( V[i], V[i-ceny[j]]+vynosy[j] );
for (int 1=0; i<R, i++) K += V[K/T];
cout << K << endl;

A-11-3 O vitazovi turnaja

Zakladné pozorovanie
Zacneme zakladnym pozorovanim, ktoré povedie k efektivnemu rieseniu tilohy:

@: Ak program x moéze vyhrat turnaj, a program y modze vyhrat v zapase s
programom x, tak aj program y moze vyhrat cely turnaj.

Toto pozorovanie si teraz dokazeme. Zoberme si nejaké poradie zapasov a
vysledkov, ktoré vedie k tomu, ze x vyhra turnaj. V prave jednom z tychto
zapasov y prehra a z turnaja vypadne. Predstavme si teraz, ze odohrame vsetky
zapasy presne rovnako, az na to, ze vynechame zapas, v ktorom by y vypadol.
Dostaneme poradie zapasov, ktoré ked sa zahraja, ostant v turnaji len dvaja
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hrac¢i — x a y. No a kedZze y moze vyhrat nad x, staci teraz pridat na koniec
zapas, v ktorom y porazi x.

Nase pozorovanie Q' vieme teda pouzit na postupné zistovanie dalSich a
dalsich programov, ktoré turnaj vyhraja. Potrebujeme ale niekde zacat — vediet
aspon jeden program, ktory méze turnaj vyhrat. Ako ho zistit? To je Tahké —
stac¢i jednoducho jeden mozny turnaj odsimulovat a zobrat jeho vitaza.

Méme teda uz prva predstavu, ako moéze nase vzorové rieSenie vyzerat:

1. Odsimuluj jeden turnaj a najdi prvého mozného vitaza.
2. Pouzivanim © priddvaj novych moznych vitazov.

Najdeme vsetkych vitazov?

Z toho, ¢o sme zatial povedali, eSte nevyplyva odpoved na jednu dolezitu
otazku: Najdeme nasim postupom naozaj vSetky programy, ktoré mozu turnaj
vyhrat?

Zjavne © mozeme pouzit len konecne vela krat. Skor ¢i neskér sa dostaneme
do situéacie, Ze uz pouzitim ¢ nevieme o Ziadnom dalSom programe povedat, Ze
moze vyhrat turnaj.

V tomto okamihu méame programy rozdelené do dvoch mnozin. V prvej (na-
zvime ju V' ako vitazi) st programy, o ktorych uz vieme, ze mézu turnaj vyhrat.
V druhej (t4 nazveme P ako porazeni) su ostatné programy.

Kedze pouzitim Q nevieme Ziaden program presunut z P do V', znamena to,
ze kazdy program z V nutne vyhra nad kazdym programom z P.

Teraz tvrdime, ze ziaden program, ktory je v tomto okamihu v P, turnaj
nemoze vyhrat.

Preco je to tak? VS&imnime si priebeh Iubovolného turnaja. Skor ¢i neskor
ostane v turnaji z programov z mnoziny V uz len jeden. No a ten uz nema
ako vypadnut — vSetky ostatné programy, ktoré si eSte v turnaji, s nim totiz
prehraju. Preto tento program nutne turnaj vyhra. Vitaz je teda vzdy z nami
zostrojenej mnoziny V.

Dokazali sme teda, ze algoritmus ,kym sa da pouzit O, pridavaj do V nové
programy* naozaj najde vSetky programy, ktoré mézu vyhrat turnaj. Zostéava
zodpovedat otazku, ako efektivne vieme tento algoritmus implementovat.
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Podrobnejsi popis algoritmu

Prvym krokom nasho programu bude simulédcia jedného turnaja. Tym do-
staneme jedného vitaza v.

Pocas zvysku algoritmu budeme postupne zostojovat mnozinu vitazov V.
Zaroven s tym si budeme udrziavat aj mnozinu P tych programov, ktoré s
kazdym programom z aktualnej mnoziny V' nutne prehraju.

V8imnime si, ze zatial ¢o mnozinu V' budeme zvic¢Sovat, mnozina P sa nikdy
zvicsit nemoze. Ked priddme novy program do V, jediné, ¢o sa stane, je, Ze z
P ubudnu tie programy, ktoré nad nim mozu vyhrat.

Tiez si vS§imnime, Ze az kym ndas algoritmus neskond¢i, budi existovat prog-
ramy, ktoré nie st ani vo V', ani v P. O tychto uz vieme, Zze moézu vyhrat nad
niektorym programom z V', ale eSte sme ich do V nepridali. Aby sme ich ne-
museli zakazdym hladat, budeme si tieto programy cakajice na spracovanie
pamitat vo fronte S.

Ked teda zistime prvého mozného vitaza, nastavime si V = {v}. Dalej P
bude mnozina programov, s ktorymi v urc¢ite vyhra. No a vSetky ostatné prog-
ramy vlozime do fronty S. Kym fronta S nie je prazdna, dokola opakujeme:

1. Vyberieme program x z fronty S.
2. Pridame program x do mnoziny V.
3. Prejdeme prvky v P. Tie, nad ktorymi z nevyhra, presunieme z P do S.

Akonahle sa fronta S vyprazdni, mame vsetky programy rozdelené do V a
P a mdzeme skondit.

Prvé kvadratické rieSenie

V tomto okamihu je uz lahké napisat program s ¢asovou zlozitostou O(N?).

Nacitame vstup a do dvojrozmerného pola si zaznac¢ime, kto nad kym moze
vyhrat. (Na zaciatku moze vyhrat kazdy nad kazdym, ako postupne cCitame
vstup, znacime si, kto nad kym vyhrat nemoze.)

Odsimulujeme jeden turnaj tak, ze najskor hra 1 s 2, potom vitaz s 3, a tak
dalej az kym nezostane len jeden program.
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Teraz opakujeme dokola cyklus z predchédzajicej ¢asti. Pridat novy prvok
do x vieme v konstantnom case a upravit mnozinu P v ¢ase O(N). (Na to si
sta¢i mnozinu P reprezentovat ako pole, kde mame o kazdom prvku zaznacené,
¢i do P patri alebo nie.)

Kedze v kazdom opakovani cyklu priddme do V' jeden program, bude opa-
kovani najviac N — 1. A teda celkova ¢asova zloZitost bude O(N?).

Aby sme dosiahli lep§iu ¢asovu zlozitost, potrebujeme zlepsit dve miesta v
nagom programe: Prvou je vedief aj bez pamite O(N?) efektivne odsimulovat
turnaj, druhou je Sikovnej$ie upravit mnozinu P.

Prienik dvoch utriedenych postupnosti

Majme dve postupnosti A a B celych ¢isel, pricom obe st utriedené podla
velkosti a ziadna neobsahuje to isté ¢islo dvakrat. Chceme ndjst ich prienik,
teda tie ¢isla, ktoré sa vyskytuji v oboch postupnostiach.

Riesenie je Tahké: Zacnime tym, Ze sa pozrieme na prvé ¢leny postupnosti.
Ak st oba rovnaké, dame prislusni hodnotu na vystup a oba zahodime. Ak
je jeden z nich mensi, mozeme ho rovno zahodit — v druhej postupnosti taka
hodnota urcite nebude. Toto celé teraz opakujeme dokola az kym sa nam jedna
z postupnosti neminie.

Kazdy krok vieme spravit v konstantnom case. (Postupnosti A a B v sku-
to¢nosti nebudeme menit, len si budeme pamitat, kde v ktorej z nich je prave
prvy nevyhodeny prvok.) A kedze v kazdom kroku nie¢o vyhodime, bude pocet
krokov nanajvys rovny suétu dizok postupnosti.

Reprezentacia mnoziny porazenych

Ako sme uz naznadili, mnozinu P si budeme pamitat ako utriedené pole
¢isel programov, ktoré do nej patria.

Na zaciatku toto méame ,,zadarmo‘, programy, nad ktorymi v vyhral, mame
presne v tejto podobe dané na vstupe.

Ked teraz pridavame do V' novy program, spravime vyssie uvedenym postu-
pom prienik doterajsej mnoziny P a mnoziny programov, nad ktorymi pridavany
program vyhra.
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Co sme tymto ziskali? UkéZeme, ako dlho budu trvat dokopy vetky zmeny
mnoziny P. Nech ¢; je pocCet programov, o ktorych mame na vstupe povedané,
ze nad programom ¢ vyhraju. Zjavne q; + --- + qny = M. VSimnime si teraz
IubovoIny program p, ktory sme na zaciatku umiestnili do mnoziny P. Tento
program v nej vydrzi najviac g, krokov, a teda ho budeme spractvat najviac
qp + 1 krat.

Dokopy vsetky prvky z P budeme teda spracuvat nanajvys (¢1 +1) 4+ -+
(gn +1) = M + N krat. Preto celkova ¢asova zlozitost udrziavania mnoziny P
bude O(M + N).

Simulacia turnaja

Posledné, ¢o potrebujeme, je efektivne odsimulovat jeden turnaj, pricom si
informacie o tom, kto s kym musi vyhrat, budeme pamiitat len v podobe, v akej
su dané na vstupe.

Budeme mat jedno pole, v ktorom si pre kazdy program pamiitame, ¢i eSte je
v turnaji alebo uz vypadol. Na zaciatku nastavime, ze kandidatom k na vyhru
v turnaji je program 1. Z turnaja vyhodime vSetky programy, nad ktorymi
program 1 urcite vyhra.

Teraz budeme postupne prechadzat vSetky programy. Zakazdym, ked nara-
zime na nejaky, ktory este nevypadol, spravime nasledovné veci:

V prvom rade, prave najdeny program p modze vyhrat nad doterajsim kan-
didatom k. (Tie, ktoré nad k vyhrat nemo6zu, sme uz vyhodili.) Doterajsieho
kandidata z turnaja vyhodime, odteraz bude kandidatom na vyhru nas program
p. A samozrejme, teraz z turnaja vyhodime vSetky programy, nad ktorymi nas
novy kandidat uréite vyhra. (Teda presnejsie, vyhodime tie z nich, ktoré sme
este nevyhodili.)

Ked takto prejdeme cez vSetky programy, ostane nam uz v turnaji len jeden
program (aktualny kandidat), a ten teda turnaj vyhral.

Zjavne sa na kazdy program pozrieme prave raz a kazdu informaciu zo
vstupu pouzijeme najviac raz, preto je ¢asova zlozitost simulacie O(M + N).
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Alternativne vzorové rieSenie

V ¢ase O(M + N) sa da programy zoradit do poradia, v ktorom plati, ze
kazdy program moze vyhrat nad programom, ktory nasleduje bezprostredne po
nom.

Jedna moznost ako to spravit: Postupne priddvame programy do poradia.
Nech je aktualne poradie pq, . .., px a prave priddvame novy program p. Najdeme
najvicsie také j, ze p; moze vyhrat nad p (teda nepatri medzi programy, nad
ktorymi p urcite vyhra). Umiestnime p do poradia tesne za p;. Jediny Specialny
pripad: ak zistime, ze p porazi vsetky p;, ddme ho na zaciatok poradia.

Zjavne mame opit korektné poradie — p; sme vybrali tak, aby vedelo vy-
hrat nad p, a navySe p uréite vyhra nad kazdym napravo od seba, teda aj s
programom bezprostredne za nim (ak taky existuje).

Toto poradie vieme zostrojit v ¢ase O(M + N), dokonca si na to vystacime
s dvoma obyc¢ajnymi poliami. V poli P na pozicidch 1 az k si budeme pamiétat
aktualne poradie programov. Okrem toho budeme mat jedno pole B, v ktorom
si 0 kazdom programe budeme pamétat, ¢i nad nim aktualny program p urcite
vyhréa alebo nie. Aby sme nemuseli pole B pri kazdom novom p celé nulovat,
pouzijeme jeden jednoduchy trik.

Algoritmus bude fungovat nasledovne:

1. Vynuluj pole B, nastav k na 1 a P[1] na 1.

2. Postupne pre x = 2 az N opakuj nasledujiice kroky:

3. Prejdi zoznam d; programov, nad ktorymi program x vyhra.
Do pola B na prislusné pozicie zapis ¢islo x (toto je spominany trik).

4. Postupne od konca prechadzaj pole P, kym neprides na poziciu j taku,
ze B[P[j]] # x alebo na zaciatok (kedy bude j = 0).

5. Prvky v poli P na poziciach j + 1 az k posun o 1 doprava.
Do P[j] uloz = a zvicsi k o 1.

(Vsimnite si, ze vSetky kroky 3 dokopy trvaja O(dy + ---+d,,) = O(M), a
ze kazdy krok 4 trva radovo tolko isto ako jemu predchadzajuci krok 3.)

Pozrime sa teraz na nasSe poradie programov. Ak nejaky program moze vy-
hrat turnaj, mozu vyhrat turnaj aj vSetky programy, ktoré s v poradi pred
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nim. TakZe stac¢i ndjst hranicu taku, Ze nalavo od nej st programy, ktoré turnaj
vyhrat mézu, a napravo tie, ktoré vyhrat nemozu.

Na hladanie hranice opit pouzijeme pozorovanie O, len sa nam tentokrat
bude lahsie implementovat. Ked teraz spracivame nejaky program p, o ktorom
vieme, ze mdze vyhrat turnaj, sta¢i nam najst v nasom poradi prvy program q od
konca, ktory vie nad p vyhrat. Program ¢ aj vSetky nalavo od neho vedia turnaj
vyhrat. Ak ¢ lezi napravo od doteraz najdenej hranice, prislusne ju posunieme.
No a hladanie programu ¢ je jednoduché — st to opiit presne kroky 3 a 4 z vySssie
uvedeného algoritmu.

Dokopy bude teda tato druhé faza vyzerat nasledovne:

1. Nastav index k posledného nam znameho vyhravajiceho programu na 1.
Nastav index x vyhravajiceho programu, ktory treba spracovat, na 1.

2. Ak x > k, uz sme spracovali vSetky vyhravajice programy a ni¢ nové sa
nedozvieme, takze vieme, Ze turnaj moze vyhrat prave prvych k progra-
mov z nasho poradia.

3. N&jdi index j prvého programu od konca poradia, ktory moze vyhrat nad
programom Plz|. (Ak P[z] nutne vyhra nad kazdym napravo od seba,
bude j = z.)

4. Ak 7 > k, nastav k na j. Zvacsi z o 1 a pokracuj krokom 2.

Pomalsie rieSenia

Na dvojrozmerné pole, v ktorom mame zaznacené, kto nad kym méze vyhrat,
sa mozeme divat ako na maticu susednosti orientovaného grafu.

Vo vzorovom rieSeni sme zdovodnili, ze ak v vie vyhrat turnaj, tak mnozinu
vSetkych vitazov dostaneme tak, Ze zoberieme:

1. v

2. kazdého kto vie vyhrat nad v

3. kazdého, kto vie vyhrat nad niekym z kroku 2
4. ...

V grafovej terminoldgii to vyjadrime lahSie: mozni vitazi turnaja st préave
tie programy, z ktorych je v nasom grafe dosiahnutelny vrchol v.
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Druhé kvadratické riesenie teda dostavame nasledovne: Podobne ako v pr-
vom rieseni simulaciou turnaja nadjdeme prvé v. Teraz otoc¢ime vsSetky hrany a
prehlad4avanim (do hibky alebo do &irky) z v ndjdeme vSetky programy, ktoré
mozu turnaj vyhrat.

V podobnom duchu moéZeme dostat riesenie s ¢asovou zloZitostou O(N3).
Na takéto riesenie nepotrebujeme ani len pozorovanie Q. Iba si stac¢i vSimnut (a
dokazat), ze vo vyssie zostrojenom grafe plati: Program p moéze vyhrat turnaj
prave vtedy, ak je z p dosiahnutelny kazdy vrchol v grafe. Postupne pre kazdy
vrchol teda spustime prehladdvanie, ktorym najdeme vSetky z neho dosiahnu-
telné vrcholy.

Listing programu:

#i ncl ude <al gorithme
#i ncl ude <i ostreanr
#i ncl ude <vector>
#i ncl ude <queue>
usi ng nanespace std

int N, // pocet progranov
vector< vector<int> > vyhra; // pre kazdy program zoznamtych, nad ktorym vyhra

void nacitaj() { // nacita vstup
cin > N
vyhra.resize(N+1);
for (int i=1; i<=N, i++) {
int d;
cin >> d,
vyhral[i].resize(d);
for (int j=0; j<d; j++) cin >> vyhrali][j];
}
}

int sinmuluj()
vect or <bool > hra(N+1,true); // o kazdom prograne, ci este hra v turnaji
int kandi dat = 1;
for (unsigned i=0; i<vyhral[kandidat].size(); i++)
hra[ vyhra[kandidat][i] ] = fal se;
for (int dalsi=2; dalsi<=N dalsi++)
if (hra[dalsi]) {
hra[ kandidat ] =0;
kandi dat = dal si
for (unsigned i=0; i<vyhra[kandidat].size(); i++)
hra[ vyhra[kandidat][i] ] = fal se

return kandi dat;

}

int main() {
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nacitaj();
/'l najdene prveho nbzneho vitaza
int v = sinuluj();

/1 inicializujemre V a P
vector<int> V, P

V. push_back(vVv);

P = vyhra[v];

/1 do fronty S vlozime vsetky prvky, co nie su vo V ani P
queue<i nt> S
vector<int> tnmp(N+1);
tnp[v] = 1;
for (unsigned i=0; i<P.size(); i++) tnmp[P[i]] = 1,
for (int i=1; i<=N, i++) if (!tnp[i]) S.push(i);
/1 kym manme nieco vo fronte S, pridanme to do V a preratane P
while (!S.empty()) {
int x = S.front(); S. pop();
V push_back(x);
/1 ideme preratat P + co vyhodine z P, ide do S
vect or <i nt > newp,
unsi gned a=0, b=0;
while (a<P.size() && b<
if (P[a] == vyhra[x]]
if (Pla] < vyhra[x][b
if (P[a] > vyhra[x][b

vyhra[ x].size()) {

b]) newP. push_back(P[a]); a++; b++; continue; }
1) { S.push(P[a]); at+; continue; }

1) { b++; continue; }

L = newP;

for (unsigned i=0; i<V.size(); i++) cout << V[i] << endl

A-11-4 Prekladacie stroje

Poduiloha a)

Pouzijeme postup podobny tomu z doméaceho kola.

V prvom kroku zostrojime prekladaci stroj, ktory kopiruje vstup na vystup a
navyse na lubovolné miesto v retazci vie dopisat ITubovolne vela znakov c. Tento
stroj moze vyzerat nasledovne:

Zy = (Ki,%,P, 8, F)
Y = {a,b,c}
Ky = {#}
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o= {#}
P = {(‘7a7a7.)7 (.7b7b7‘)7(.75767.)}

Mnozina My = Z1(M;) teda obsahuje prave vSetky retazce z pismen a, b, ¢, kde
je rovnako vela a a b.

Analogicky teraz zostrojime druhy stroj, ktory vyrobi tie refazce, kde bude
rovnako vela b a ¢, a lubovolne vela a. Pre zmenu mézeme tito mnozinu retazcov
zostrojit z prave zostrojenej M, tak, ze cyklicky zamenime vSetky a za b, b za
c a c za a. Toto robi napriklad tento prekladaci stroj:

Zy = (K9,%,P, &, F5)
Y = {a,bc}

Ky = {&}

F = {&}

P2 = {(&7a7b7&)7 (&7 b,C,*),(*,C,CZ,&)}

Teraz sme teda zostrojili mnozinu Ms = Z5(Ms).
No a je evidentné, ze prienikom mnozin My a M3 dostaneme prave hladana
mnozinu G.

Podiloha b)

Zakladnym trikom pri rieSeni tejto tlohy je uvedomit si, ze ak méa byt vy-
stupné mnozina retazcov dostato¢ne jednoduché, vstup vlastne na ni¢ nepotre-
bujeme — vieme ju vygenerovat aj ,bez dopomoci“.

V nasom pripade bude teda vysledny prekladaci stroj pracovat nasledovne:

1. Precita cely vstup a zahodi ho, teda zatial ni¢ nevypise.
(Podla definicie stroja toto musime urobit, preklad je platny len ak spra-
cujeme cely vstupny retazec!)

2. Zacfneme generovat ¢islo, pricom si v stave pamiitame, aky zvySok dava
doteraz zapisané c¢islo po deleni siedmimi. Ukoncovaci stav bude zodpove-
dat zvysku 0 — teda prestat generovat mézeme (a nemusime) prave vtedy,
ked sme vygenerovali ¢islo delitelné siedmimi.
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Treba si dat eSte pozor na to, aby naSe ¢islo nezac¢inalo nulou, toto vieme
ale elegantne osSetrit napriklad v okamihu, ked zistime, Ze sme docitali vstupny
retazec.

Vysledny prekladaci stroj bude vyzerat takto:

= (K,X, P,read, F)

{0,1,...,9}

{read} U {0,1,...,6}

{0}

{(read, z, e, read) ‘ vz € {0,...,9} } U
{(read,$,y,ymod7) | Vye{l,...,9}} U
{(z,e,y,(10z4+y) mod 7) | Vze€{0,...,6}, Vy€{0,...,9}}

N R R MN
I

U
U

Slovny popis: Pravidlami v prvom riadku vieme precitat celé vstupné slovo
a ni¢ nezapisat.

Pravidlo v druhom riadku pouzijeme prave raz, a to po doc¢itani vstupného
slova. Na vystup zapiSeme prvu cifru ¢isla (vSimnite si, Ze musi byt kladnd) a
nastavime si stav na jej zvysok po deleni siedmimi.

Teraz uz mozeme pouzivat len pravidla v trefom riadku. Kazdé z nich dopise
na koniec vysledného retazca nejaka novu cifru y. Matematicky vieme operaciu
»pridaj na koniec ¢isla cifru y“ povedat aj ,,vynasob ¢islo desiatimi a pripocitaj
k nemu y“. Ak teda doteraz zapisané ¢islo malo zvysok po deleni siedmimi rovny
x, nové ¢islo bude mat rovnaky zvysok ako 10x+y. A presne do zodpovedajiceho
stavu prejde nas prekladaci stroj.

Z argumentu v predchadzajicom odseku vyplyva, ze kazdé cislo, ktoré bude
vo vyslednej mnozine Z(X), je naozaj delitelné siedmimi.

No a kedZe na vystup vieme vypisat [ubovolné kladné celé ¢islo, urcite vie
nas stroj vyrobit kazdé ¢islo delitelné siedmimi, a po jeho vypisani bude urcite
v ukoncovacom stave 0. Preto naozaj Y = Z(X).
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