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1. sGtazny den

e Olympiada v informatike je od skolského roku 2006,/07 samostatnou stutazou. Predchadzajicich 21 roéni-
kov tejto sttaze prebiehalo pod nidzvom Matematicka olympiada, kategéria P (programovanie).

e Oficidlnu webstranku sutaze najdete na http://www.ksp.sk/oi/.
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RieSenia prvého siutazného dia

A-111-1  Najvacsia horucava

Oznac¢me si roky zo vstupu ry,...,7, a zodpovedajuce teploty t1,...,t,. Plati ry <--- <r,.

Zacneme tym, Ze si uvedomime nasledovni vec: Ak pre nejaké i a j plati j < i a t; > t;, tak urcite rok r;
mohol byt nanajvys najteplejsi od roku r;, urcite nie dlhsie.

Zislo by sa nam teda pre kazdy zo zadanych rokov zistit, ktory je najblizsi skorsi rok, v ktorom bolo aspori

tak teplo. Presnejsie, chceme hodnoty prevy, ..., prev,, kde prev; je najvicsie j, pre ktoré plati j < i at; > ¢;
(alebo 0, ak také j neexistuje).
Podobne sa ndm buda hodit hodnoty nexty, ..., next,, ktoré hovoria, kde je najblizsi neskorsi rok, v ktorom

bolo aspon tak teplo.
Tieto hodnoty vieme jednoducho spoéitat v ¢ase ©(n?), jednoducho pre kazdé i v cykle vyskisame vietky
j. Neskor ukazeme, ako hodnoty prev; Sikovnejsie spocitat v ¢ase ©(n).

Majme teraz vyrok ,,v roku ¢; bolo najvicsie teplo od roku ¢2“. Ako zistit jeho pravdivostni hodnotu?

V prvom rade si zistime, ¢i st roky ¢1 a g2 medzi zadanymi n rokmi, a ak ano, nadjdeme indexy a a b také, ze
q1 =74 a g2 = rp. KedZe roky na vstupe boli utriedené, vieme toto spravit v ¢ase O(logn), napriklad pomocou
bindrneho vyhladavania. (V nasej implementécii namiesto toho pouzivame map z STL.)

Na zéklade toho, ¢i sa nam podarilo roky ¢1 a g2 najst medzi idajmi zo vstupu, vieme pravdivost daného
vyroku rozhodnit nasledovne:

1. Ani a ani b neexistuje.
Vyrok je vzdy otazny.

2. Aj a aj b existuje.
Ak prev, = b, vyrok je pravdivy alebo otdzny (podla toho, ¢i pozndme vsetky teploty medzi danymi
rokmi). Inak je vyrok nepravdivy.

3. a existuje, b nie.
Nech prev, = x. Ak r, > ¢o, tak je vyrok nepravdivy, inak je otdzny.

4. b existuje, a nie.
Nech next, = x. Ak r, < q1, tak je vyrok nepravdivy, inak je otazny.

Zdoévodnime teraz jednotlivé pripady.

e V pripade 1 vyrok zjavne nie je pravdivy (lebo nepozndme niektoré teploty). Je vSak vzdy otdzny — aby
bol pravdivy, staéi doplnit v rokoch g1 a g2 t istt teplotu, vyssiu od vsetkych teplot medzi nimi.

e V pripade 2 vieme teplotu aj v roku g1, aj v roku ¢2. Aby vyrok mohol byt pravdivy, musi nutne byt
teplota v ¢o aspon takd ako v ¢, a navySe ¢ musi byt najblizsi takyto rok. Inymi slovami, musi platit
prev, = b. Ak teda neplati prev, = b, vyrok je nepravdivy.

Ak plati prev, = b, vyrok je bud pravdivy (ak pozname vSetky teploty medzi ¢; a ¢2), alebo otdzny (inak).

To, ¢i pozname vsetky teploty v danom tseku, Tahko zistime v konstantnom ¢ase. Staéi porovnat hodnoty
¢1 — g2 a a — b. Ak si nie st rovné (a teda ¢1 — g2 > a — b), niektoré roky ndm chybaji.

e Pripad 3 vyzera nasledovne: Nech prev, = x. Inymi slovami, rok r, je najblizsi rok pred ¢;, o ktorom
vieme, ze v iom bolo teplejsie. Ak r, > ¢o, lezi tento rok medzi rokmi ¢; a g2, a teda dany vyrok je nutne
nepravdivy. Naopak, ak 7, < ¢2, znamena to, Zze o ziadnom takom roku medzi ¢; a ¢» nevieme, a Tahko
doplnime chybajuce teploty tak, aby vyrok pravdivy bol.

e Pripad 4 funguje analogicky ako pripad 3.
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Predpocitanie

Zostéava vysvetlit, ako v linearnom ¢ase spoéitat hodnoty prev a next. Vysvetlime si spocitanie hodnot prev,
pre next to vyzerd analogicky.

Budeme postupne spracivat hodnoty zo vstupu. V kazdom okamihu si budeme paméitat mnozinu tych rokov,
ktoré este mozu byt ,najblizsim predchodcom* nejakého roku.

Klacové pozorovanie je nasledovné: Akonahle spracujeme rok r, v ktorom bola teplota ¢, mozeme zabudniut
na vsetky predchédzajice roky, ktoré mali teplotu nizsiu ako ¢.

(Napriklad keby boli na vstupe postupne roky s teplotami: 100, 14, 74, 39, 40, 27 a 12, stacilo by si paméitat
roky s teplotami 100, 74, 40, 27 a 12.

Keby teraz prisiel dalsi rok s teplotou 47, mohli by sme po jeho spracovani zabudnut na dalsie tri roky, a
pamiitat si len roky s teplotami 100, 74 a 47.)

Spracovanie jedného roku r teda bude vyzeraf nasledovne: Zabudneme na vsetky roky, ktoré maju nizsiu
teplotu ako prave spracuvany. Nasledne zoberieme posledny rok p s vyssou alebo rovnou teplotou ako r, a
zapiseme si prev, = p. Na zaver pridame rok » medzi pamétané roky.

KedZe roky, ktoré si v lubovolnom okamihu pamétame, st utriedené podla teploty, méZeme na implementaciu
vy$sie popisaného postupu jednoducho pouzit zdsobnik.

Odhad c¢asovej zlozitosti potom spravime nasledovne: Kazdy rok raz spracujeme a vlozime na zasobnik, a
kazdy rok najviac raz zo zdsobnika vyhodime. Preto dokopy spravime pri predpoc¢itani O(N) operacii.

Zaver

Ukézali sme rieSenie, ktoré si v ¢ase O(N) predpocita hodnoty, ktoré nasledne pouziva na to, aby lubovolnt
otazku zodpovedalo v ¢ase O(log N). Celkova ¢asové zlozitost nasho riesenia je teda O(N + M log N). Pamétova
zlozitost je O(N).

Iné rieSenia

Existuje viacero inych pristupov, ktorymi sa d& dosiahnut rovnaké ¢asova zlozitost ako vo vzorovom rieseni.
Moézeme si napriklad nad vstupnymi datami postavit dva intervalové stromy. Pomocou prvého budeme vediet v
lubovolnom intervale rokov v ¢ase O(log N) najst maximélnu teplotu, pomocou druhého budeme o Tubovolnom

intervale vediet povedat, ¢i mame zadané teploty pre vSetky roky v fiom. Detaily implementacie maximového
intervalového stromu najdete napriklad vo vzorovych rieSeniach doméaceho kola.

Listing programu:

#i ncl ude <iostreanw
#i ncl ude <vector>

#i ncl ude <map>

#i ncl ude <stack>

usi ng nanespace std;

#defi ne MAXN 101000
#def i ne NEKONECNO 1987654321

int N, M

int RIMAXN], T[ MAXN;
map<int,int> kde;

int prev[ MAXN], next[MAXN];

int main() {
/1 nacitame vstup
cin >> N
for (int i=1; i<=N, i++) cin > Ri] > T[i];
vector< pair<int,int> > napln_kde(N);
for (int i=1; i<=N i++) napln_kde[i-1] = make_pair(R[i],i);
kde. i nsert( napl n_kde. begi n(), napln_kde.end() );
R[0] = - NEKONECNO,
R[ N+1] = NEKONECNO,

/'l spocitane polia prev[] a next[]
stack<i nt> teplo;
st ack<int> cislo;
t epl 0. push( NEKONECNO) ; ci sl 0. push(0);
for (int i=1; i<=N, 1|++)
while (teplo.top() < T[i]) { cislo.pop(); teplo.pop(); }

strana 3z 9 aloha A-III-1



2007/08
celostatne kolo, den 1
rieSenia kategorie A

OLYMPIADA
V INFORMATIKE

prev[i] = cislo.top();
tepl o. push(T[i]); ci sl o. push(i);

while (!teplo.enpty()) { teplo. pop() cislo.pop(); }
tepl 0. push(NEKONECNO) ; ci sl o. push(N+1);
for (int i=N i>=1; i—){
while (teplo. top() < T[|]) { cislo.pop(); teplo.pop(); }
next[i] = cislo.top(
teplo. push(T[l]); ci sl o. push(i);

/| odpovedane na ot azky
cin > M
while (M-) {
int ql, q2;
cin >> ql >> (2;
int a = kde[ql], b = kde[q2];
(a==0 && b::O) { cout << “otazny“ << endl; continue; }
al=0 && b!=0 && b!=prev[a]) { cout << “nepravdivy“ << endl; continue; }
al =0 && b!=0 && a-b==ql-q2) { cout << “pravdivy" << endl; continue; }
al =0 && b!=0) { cout << “otazny" << endl ; continue; }

f
f(
f(

if(

if (al=0 && R[prev[a]]>q2) { cout << “nepravdi vy* << endl; continue; }
f(
f(

o}

al =0) { cout << “otazny“ << endl; continue; }

R next[b] ] <q1) { cout << “nepr avdi vy* << endl; continue; }

i
i
i
i
i
i
i
{ ut << “otazny“ << endl; continue; }

C

return O;

A-111-2 Tobogany

V rieseni budeme pouzivat grafovii terminoldégiu, bazény budeme volat vrcholmi a tobogany hranami.

Definujme vgsku vrcholu nasledovne: Cielovy vrchol (spodny bazén) mé vysku 0. Pre kazdy iny vrchol vysku
spocitame ako jedna plus maximum vySok vrcholov, do ktorych sa z neho vieme dostat toboganom.

Mnozinu vrcholov, ktoré maja rovnakt vysku, budeme volat vrstva.

Jazdou z vrcholu v nazveme postupnost, v ktorej sa striedaju typy bazénov, ktoré stretame a ¢isla toboganov,
ktoré si vyberame. Napriklad pre druhy priklad v zadani jedna mozna jazda z vrcholu 2 vyzera nasledovne:
6,1,4,3,6,3. (Zacneme v Sestuholniku, toboganom 1 prejdeme do Stvorca, odtial toboganom 3 do Sestuholnika, a
odtial toboganom 3 do ciela.)

Pozorovanie 1. Vyska vrcholu zodpoveda poctu toboganov v najdlhsej jazde z neho.

Pozorovanie 2. Ak maju dva vrcholy rovnakt mnozinu jazd, tak lezia v tej istej vrstve.

Pravdivost pozorovania 2 vyplyva jednoducho z toho, ze mnozinou jazd je jednozna¢ne urcené vyska vrcholu.

Dva vrcholy, ktoré maji rovnakt mnozinu jazd, budeme volat ekvivalentné.

Pozorovanie 3. V optimalnom grafe ziadne dva vrcholy nebuda ekvivalentné.

Pravdivost tohoto tvrdenia by mala byt intuitivne jasné. Formélne ho mozeme dokazat napriklad nasledovne.
Sporom, nech tvrdenie neplati. Najdime teda v optimalnom grafe najnizsiu vrstvu, v ktorej st dva ekvivalentné
vrcholy. Potom ale mozeme zostrojit novy graf, v ktorom jeden z tychto dvoch vrcholov zahodime, a vSetky
tobogany, ktoré sli don, presmerujeme do toho druhého. To je ale spor s tym, ze povodny graf uz bol optimalny.

Pozorovanie 4. Optiméalny graf méa tolko vrcholov, kolko réznych mnozin jazd maju vrcholy povodného
grafu — ¢ize kolko roznych navzajom neekvivalentnych vrcholov povodny graf obsahuje.

Vsimnime si lubovoIny vrchol v pdvodného grafu. V povodnom grafe existuje cesta, ktorou sa don z horného
vrcholu dostaneme. Tato istd cesta musi v optimalnom grafe tiez viest do nejakého vrcholu v’, a kedze méa
optimalny graf byt nerozlisitelny od povodného, musi mat v’ rovnak mnozinu jazd ako v. Preto mé optiméalny
graf aspon tolko vrcholov, kolko réznych mnozin jazd maja vrcholy povodného grafu. Opacné nerovnost vyplyva
z pozorovania 3.

Pozorovanie 5. Optimalny graf vieme vyrobit z povodného tak, Ze postupne oddola nahor pospajame v
kazdej vrstve vSetky skupiny navzajom ekvivalentnych vrcholov.

Ako vieme efektivne zistit, ¢i st nejaké dva vrcholy ekvivalentné? Najjednoduchsia (a najmenej efektivna)
metdda je samozrejme vyskusat vSetky mozné jazdy z jedného a skontrolovat, ze idu spravif aj z druhého a
naopak. Nagtastie pre nas, ak budeme postupovat pekne systematicky po vrstvach, vieme si skoro vSetku tuto
pracu usetrit.

Pozorovanie 6. Nech u a v st dva vrcholy v tej istej vrstve, a nech uz v nizsich vrstvach ziadne dva vrcholy
nie st ekvivalentné. Potom u a v st ekvivalentné vtedy a len vtedy, ak maju rovnaky tvar a pre kazdé ¢ plati,
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ze i-tou hranou sa z u dostanem do toho istého vrcholu ako z v.
Pozorovanie 6 ndm déva velmi efektivny névod, ako zistit, ¢i je prave spractvana dvojica vrcholov ekviva-
lentna.

Nage rieSenie sa bude skladat z dvoch krokov. V prvom prehladavanim do hibky zistime vysky jednotli-
vych vrcholov, a roztriedime ich do vrstiev. Nasledne v druhom kroku budeme vrcholy postupne po vrstvach
spracuvat.

PopiSeme si teraz podrobnejsie, ako bude spracovanie jednej vrstvy prebiehat. Najskor utriedime vrcholy
podla $tvoric (tvar,ciele vSetkych troch vychadzajtcich hrén). Takto sa dostant ekvivalentné vrcholy k sebe.
Teraz z kazdej skupiny ekvivalentnych vrcholov nechame len jeden, a presmerujeme do neho hrany, ktoré doteraz
viedli do ostatnych vrcholov.

Odstranenie vrcholu vieme lahko spravit v ¢ase linedrnom od poctu vehddzajucich hran. (Potrebujeme na to
pamétat si pre kazdy vrchol zoznam hran, ktoré don vchadzaji.) Kedze kazdy vrchol odstranime najviac raz,
vieme dokopy vSetko odstrafiovanie spravit v ¢ase O(N).

Ak by sme na triedenie vrcholov pouzili vSeobecny triediaci algoritmus, dostali by sme tak rieSenie s ¢asovou
zlozitostou O(N log N).

V naSom pripade v8ak vieme vrcholy utriedif v linedrnom ¢ase, pomocou triedenia CountSort. (Tvary maju
len 3 rozne hodnoty. Vrcholov, do ktorych smeruji hrany, je len linedrne vela, a v ¢ase linedrnom od ich poc¢tu
si ich vieme preéislovat ¢islami od 1 po nanajvys ich pocet.)

Takto dostéavame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(N).

Listing programu:

#i ncl ude <al gorithnm>
#i ncl ude <i ostrean»
#i ncl ude <vector>
usi ng nanespace std;

#define SIZE(t) ((|nt)((t) size()))
#defi ne MAXN 10

int N;
int tvar[ MAXN], tobogany[ MAXN| [ 3];
int hl bka[ MAXN] ;

int pocitaj_hl bku(int v) {
int &es = hlbka[v];
if (res >= 0) return res;
if (v==N-1) return res=0;
for (int i=0; i<3; i++) res = max(res, 1+pocitaj_hl bku(tobogany[Vv][i]));
return res;

vect or<int> count _sort(vector<int> prvky, vector<int> hodnoty) {
int najvacsia = *nax_el enent ( hodnoty. begin(), hodnoty.end() );

vect or<i nt > pocty(najvacsi atl), offset(najvacsia+l);
for (int i=0; i<SlIZE(hodnoty); i++) pocty[ hodnoty[i
for (int i=1; i<=najvacsia; 1++) offset[i] = offset[i

] ] ++;
i-1] + pocty[i-1];
vector<int> vystup( SIZE(prvky) );

for (int i=0; i<SIZE(prvky); i1++) vystup[ offset[ hodnoty[i] ]++ ] = prvky[i];
return vystup;

}

bool rovnake(int x, int y) {
if (tvar[x] l:tvar[y]) return false;
for (int gq=0; q<3; q++) if (tobogany[x][q] = tobogany[y][q]) return fal se;
return true;

int main() {
/1 nacitane vstup
cin > N
for (int i=0; i<N1; |++)
scanf(“%l % % % “, & var[i], & obogany[i][0], & obogany[i ]
for (int i=0; i<N1; |++) for (|nt g=0; Q<3; q++) t obogany[ i

[l],&tobogany[I][ZI)
Ilal-

/'l spocitane hl bky vrcholov a roztriedinme vrcholy do vrstiev

menset (hl bka, - 1, si zeof (hl bka) ) ;

for (int i=0; i<N;, i++) hlbka[i] = pocitaj_hlbku(i);

int H = hlbka[0]+1;

vector< vector<int> > vrstvy(

for (int i=0; i<N, i++) vrstvy[hl bka[i]]. push_back(i);
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/'l pre kazdy vrchol si najdenme vsetky, ktore nan ukazuju
vector< vector<int> > opacne(N);
for (int i=0; i<N-1; i++) for (int j=0; j<3; j++) opacne[ tobogany[i][j] ].push_back(i);

vector<int> cislo(N);

/'l postupne po vrstvach hl adame a odstranuj eme ekvival entne vrcholy
for (int i=0; i<H i++) {
I/ utriedine vrcholy vo vrstve
vector<int> hodnoty( SIZE(vrstvy[i]) );
for (int j=0; j<SIZE(vrstvy[i]); j++) hodnoty[j] = tvar[ vrstvy[i]l[j] ];
vrstvy[i] = count_sort( vrstvy[i], hodnoty );
for (int g=0; q<3; qg++) {
/'l precislujeme vrcholy
int last = 0;
for (int j=0; j<SIZE(vrstvy[i]); j++
if (lcislo[ tobogany[ vrstvy[i][j]
11

ci sl o[ tobogany[ vrstvy[i][j
/1 vyrobi me ponocne pol e
for (int j=0; j<SIZE(vrstvy[i]); j++) hodnoty[j] = cislo[ tobogany[ vrstvy[i][j] 1[dad] 1;
/1 utriedine podla neho
vrstvy[i] = count_sort( vrstvy[i], hodnoty );
/'l upracene po sebe cisla
for (int j=0; j<SIZE(vrstvy[i]); j++) cislo[ tobogany[ vrstvy[i][j] 1[q] 1 = O;

)
= ++| ast;

/1 najdeme a odstrani ne duplikaty
vector<int> ostava(l,vrstvy[i][O0]);
for (int j=1; j<SIZE(vrstvy[i]); |++)
if (rovnake(vrstvy[i][j],vrstvy[i][j-1])) {
int stare = vrstvy[iI][j], nove = ostava. back();
for (int k=0; k<SIZE( opacne[stare] ); k++)
for (int g=0; g<3; qg++)

if (tobogany[ opacne[stare][k] ][q] == stare)
tobogany[ opacne[stare][k] ][q] = nove;
} el se ostava. push_back( vrstvy[i][]] );

}
vrstvy[i] = ostava;

int res = 0;
for (int i=0; i<H i++) res += SIZE( vrstvy[i] );
cout << res << endl;

return O;

A-111-3 Prekladacie stroje

Poddloha a)

Vsetky stroje, ktoré v tejto tlohe zostrojime, budi samozrejme fungovat tak, ze kopiruju vstupny refazec
na vystup a popri tom kontrolujt, ¢i ma pozadovany tvar.

Najjednoduchsie rieSenie je stroj s 105 stavmi, ktory si bude v stave pamitat zvySok, ktory dava doteraz
precitany refazec po deleni 105.

A = (K1,%,P,0,F)

S = {0,...,9)

K, = {0,...,104}

F = K;-{0}

P = {(z,y,y,(10x + y) mod 105) | Vx € K, Vy € X}

Existuje vSak eSte vela priestoru na zlepSenie. V prvom rade si mézeme 105 zapisat ako 5 x 21. Aby sme
zistili delitelnost 105, staci zistit delitelnost 21 a delitelnost 5. LenZe na kontrolu delitelnosti 5 si nepotrebujeme
priebezne pocéitat zvySok. Stac¢i sa pozriet na poslednu cifru, ¢ je to 5 alebo 0.

Ukoncovacie stavy takéhoto stroja budi teda zodpovedat situacii ,,doteraz precitané ¢islo nie je delitelné 21,
alebo posledna cifra nebola 0 alebo 5“.

Takyto stroj vieme lahko zostrojit tak, Ze bude mat 42 stavov — budeme si v stave pamiitat zvysok po deleni
21 a jeden bit hovoriaci, ¢i bola posledna cifra 0 alebo 5.
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Riesenie vieme este zlepsit, ak si uvedomime, Ze poslednd cifra nas zaujima len ak doteraz preéitané ¢islo je
delitelné 21. Takto upraveny stroj uz mé len 22 stavov:

Az (K2,%, P2, 0.0, F3)
¥ = {0,...,9}

Ky = {0z1¢,0d0bre, 1, .., 20}

Fy = K>— {0z}

Py = {(z,y,y,2(z,y) | Vo € {1,...,20}, Vy € ¥}

Novy stav z(x,y) je jednoznacne urceny povodnym stavom z a preéitanou ¢islicou y nasledovne: Nech 2’ je
¢iselnd hodnota z. (Teda pre z € {0.4¢, Odobre} je @' = 0, inak 2’ = z.) Hodnota 2’ bol zvysok, ktory davala
doteraz precitana cast ¢isla po deleni 21. Novy zvySok po deleni 21 je 2z’ = (102’ + y) mod 21. Ak 2’ # 0,
je novy stav z(z,y) = z’. V opafnom pripade novy stav zavisi od y. Ak y € {0,5}, tak z(z,y) = 0.4, inak
Z(ZE, y) = Odobre-

Aj toto riesenie vSak este mozeme vyrazne zlepsit.

Doteraz boli vSetky prekladacie stroje, ktoré sme zostrojili, deterministické. (T. j. na kazdom vstupe bol
preklad jediny, jednoznacne urceny.)

Mozeme vSak eSte vyuzit to, Ze prekladaci stroj moéze mat na jednom slove prekladov viac, a vystupna
mnozina je tvorend vystupmi vSetkych platnych prekladov.

Namiesto toho, aby sme na kazdom slove mali jeden vypodet ,over, Ze nie je delitelné 21“, budeme mat
vypocty dva: ,over, ze nie je delitelné 7¢ a ,over, ze nie je delitelné 3¢.

Uvedieme konstrukciu prekladacieho stroja, ktory si vystaci s 12 stavmi: zaciatoény stav Z, sedem stavov
na kontrolu delitelnosti siedmimi s, ..., sg, tri stavy na kontrolu delitelnosti troma tg, t1, t2 a ukoncovaci stav
U, do ktorého sa budeme vediet dostat len vtedy, ak prekladané slovo nie je delitelné 105.

A = (K3,%,Ps, 2, F3)
S = {0,...,9}
Ks = {Z,U,so,...,S6 to,t1,t2}
k3 = {U}
Py = {(Z,e,e,50),(Z,e,e,t0)}
{(82:%, Y5 8(1004y) mod 7) | VT € {0,...,6}, Vy € X}
23 Ys Y5 t(1004y) mod 3) | V2 € {0,. 2}7 Vy € ¥}

(
(t
(82 55U)|Vx€{123456}}
(te,e,e,U) | Vo € {1,2}}
(s2,4,4,U) | Vo € {0,.
(tz,y,9,U) | Vz € {0,.

6}, Yy €{1,2,3,4,6,7,8,9}}
.2}, Yy €{1,2,3,4,6,7,8,9}}

CcC C C Cccc

{
{
{
{
{

Do ukonc¢ovacieho stavu U moze takyto stroj prejst len v nasledujtcich pripadoch:

e Ak sa rozhodol overovat, ze ¢islo nie je delitelné 7, a doteraz precitané ¢islo delitelné 7 nebolo.
e Ak sa rozhodol overovat, ze ¢islo nie je delitelné 3, a doteraz precitané ¢islo delitelné 3 nebolo.
e Ak sa rozhodol, Ze prave ¢ita poslednu cifru, a ta nie je delitelné 5.

Zjavne pre kazdé ¢islo, ktoré nie je delitelné 105, vieme najst nejaky platny preklad. A naopak, ak mame
platny preklad, musel do U prist az po precitani celého vstupu, a teda vstup musel byt jedného z vyssie
popisanych tvarov.
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Na zaver rieSenie podla Samuela Hapaka: Na uSetrenie eSte jedného stavu mozeme pouzit to, Ze pomocou
$pecidlneho znaku $ vieme zistit, kedy ndm skoncil vstup.

Oproti predchadzajicej konstrukcii zrusime ukoncovaci stav U a namiesto neho prehlasime za ukoncovacie
stavy s, a t, pre vietky x,y # 0. Takto uz mame zabezpecené, ze vypiSeme ¢isla, ktoré nie su delitelné 3 a 7.
Kvoli ¢islam nedelitelnym 5 priddme pravidla tvaru ,ak si v nejakom stave ¢, a ¢itas refazec y$ (kde y je cifra
ind od 0 a 5), vypis y a prejdi do niektorého ukoncéovacieho stavu.

Dostavame teda prekladaci stroj, ktory riesi zadand ilohu a méa len 11 stavov.

Pomocné tvrdenie

Ku kazdému prekladaciemu stroju A existuje prekladaci stroj B, ktory vyraba presne rovnaké preklady, ale
v kazdom kroku prekladu vypiSe najviac jedno pismeno.

Dokaz tohto tvrdenia je trividlny. Budeme B postupne vyrabat z A, pri¢om len upravime prekladové pravidla,
pri ktorych A zapisoval viac ako jedno pismeno.

Nech napriklad A obsahuje pravidlo (g, def, aba,p) (“ak si v stave ¢, a nepre¢itand ¢ast vstupu zacina na
def, mozes precitat def, zapisaf aba a zmenit stav na p,,).

Toto pravidlo je zlé, lebo ak by sme ho v niektorom kroku pouzili, zapiSeme az tri pismena. Nahradime ho
teda v B tromi pravidlami, ktoré tieto tri pismena zapisu postupne.

Presnejsie, do B pridame dva nové stavy (nazvime ich tu trebars O a #), a namiesto povodného pravidla z
A budeme v B mat pravidla: (¢,def,a,Q), (V,e,b, ®), (#,,a,p).

Lahko nahliadneme, ze akonahle pri preklade v B pouZijeme prvé z trojice pravidiel, musime v nasledujucich
dvoch krokoch pouzif zvysné dve pravidla.

Uvedenym sposobom upravime postupne vSetky pravidld z A. Dostaneme tym B, ktory ma sice viac stavov
ako A, ale vyraba presne tie isté preklady, a navySe v kazdom kroku prekladu vypiSe najviac jedno pismeno. A
to je presne to, ¢o sme chceli.

Poduloha b)

Tento prekladaci stroj neexistuje. Intuitivne moézeme povedat, Ze je to preto, ze mame len konecne vela
stavov, a teda si nevieme pomocou stavu paméitat, kolko a sme uz zapisali.

Dokazeme to sporom, a pre jednoduchsi dékaz pouzijeme pomocné tvrdenie, ktoré sme si prave dokazali.

Predpokladajme teda, ze hladany prekladaci stroj existuje. Potom podla pomocného tvrdenia existuje pre-
kladaci stroj, ktory robi to isté, a navyse v kazdom kroku prekladu vypise najviac jedno pismeno.

Zoberme si jeden takyto prekladaci stroj A. Oznac¢me jeho pocet stavov n.

Vsimnime si teraz retazce e, ab, aabb, ..., aza...ab...b.
N N~

Toto je n + 1 roznych retazcov, ktoré nas prekladac? strojnmusi vypisat na vystup. Ku kazdému z nich musi
existovat v A aspon jeden platny preklad. Vyberme si teda ku kazdému refazcu jeden platny preklad.

Teraz vyuzijeme, Ze nas stroj vypisuje pismend na vystup po jednom. Vsimnime si v kazdom z nasich n + 1
prekladov okamih, kedy sme prave vypisali na vystup posledné a. Vypisme si, v akom stave sa prave nas stroj
nachéadzal.

Takto dostaneme zoznam, v ktorom bude n + 1 stavov. N&s stroj A vSak mé len n roznych stavov, a teda je
v nasom zozname nejaky stav aspon dvakrat.

Co toto znamena?

Znamena to, ze existuju dva rozne platné preklady, ktoré vyzeraju nasledovne:

Prvy: Zacneme v zaciatocnom stave. Vypiseme x pismen a. V tomto okamihu sme v nejakom stave p.
VypiSeme x pismen b, a tym sa dostaneme do ukoncovacieho stavu.

Druhy: Za¢neme v zaciatoénom stave. VypiSeme y pismen a (kde y # ). V tomto okamihu sme v tom istom
stave p ako prvy preklad. VypiSeme y pismen b, a tym sa dostaneme do ukoncovacieho stavu.

Aby sme dostali spor, staci si uz len uvedomit, Ze mdzeme oba preklady “rozstrihnit,, a nasledne “zlepit,,
prva polovicu prvého a druht polovicu druhého prekladu.
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Inymi slovami, aj toto musi byt platny preklad:
Treti: Zacneme v zaciato¢nom stave. VypiSeme x pismen a. V tomto okamihu sme v stave p. VypiSeme y
pismen b, a tym sa dostaneme do ukoncovacieho stavu.
Vo vyslednej mnozine A(X) sa teda musi nachadzat aj slovo a...abd...b. Takéto slovo tam ale by{ nesmie,
. , ; , S~
a to je prave hladany spor. x v
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