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B-11-1 Zberatelky

Ako zistit, ¢i st v tseku BJ[1..K]| nejaké z hladanych ¢isel? Lahko. Staci
porovnat hodnoty B[K]| a A[K]. Ak st rovnaké, obe hladané ¢isla st niekde
dalej v poli B. Ak je hodnota v poli B mensSia, aspon jedna z hladanych hodnot
lezi v skiimanom useku.

Vieme toho dokonca povedat aj viac. Tym, Ze sme pridali dva nové prvky, sa
a to najviac o 2. Teda hodnota A[i] je v poli B na pozicii i, i + 1 alebo i + 2. A
podla toho, o kolko pozicii je vpravo, vieme, kolko z hladanych novych prvkov
je v poli B nalavo od nej.

Pomocou tejto ivahy vieme Tahko zistit, kolko hladanych ¢isel je v tiseku
B[1..K]: Pozrime sa na hodnotu B[K]|. St dve moznosti: Ak je aj v poli A, tak
musi nutne byt na jednej z pozicii A[K —2], A[K — 1] alebo A[K]. A podla toho,
na ktorej z nich je, vieme, kolko hladanych ¢isel je nalavo. Ak tato hodnota v
poli A nie je, je to jedno z hladanych ¢isel. Zopakovanim tvahy pre B[1..(K —1)]
zistime, Ci je v tejto Casti pola aj druhé hladané ¢islo.

Podobne vieme zistif pocet hladanych ¢isel v lubovolnom useku Blk..l] —
spocitame ho jednoducho ako (pocet v B[1..l]) minus (pocet v B[l..(k — 1)]).

Vsimnite si, Zze na zodpovedanie takejto otazky nam staci konstantny pocet
operacii.

Vzorové rieSenie bude pouzivat mys$lienku bindrneho vyhladavania.

Majme najskor jednoduchsi problém: Mame tsek pola B, o ktorom vieme,
ze v nlom je prave jedno hladané ¢islo. Ako ho najst?

Ak mé tsek dlzku 1, uz sme ho nasli. Ak je dlhsi, rozdelme ho priblizne na
polovice. Teraz si vieme v konStantnom c¢ase spocitat, v ktorej polovici hladané
¢islo je. Dostali sme ti istt ilohu, len na tseku poloviénej dizky. Tento postup
teda opakujeme dovtedy, kym nam nezostane uz len tusek dlzky 1

Ak sme teda zacali s isekom dlzky K, po priblizne log, K krokoch najdeme
hladané ¢islo.

A ¢o teraz s povodnym problémom? Majme teda tusek pola B, o ktorom
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vieme, ze st v nom obe hladané ¢isla. Opéf ho rozdelime na polovice. Mozu
nastat dva pripady:

Ak st obe cisla v tej istej polovici, mame pdévodny problém a tsek polovicnej
dlzky, pokrac¢ujeme dalej v deleni na polovice.

Ak je kazdé cislo v inej polovici, dostali sme dva jednoduchsie problémy,
ktoré uz vieme riesit.

Casova zlozitost tohoto riegenia je O(log N) — v najhorsom pripade rozdelime
kus pola na dve casti 2log, IV krat.

Listing programu:

var A B : array[1..10000] of Iongint;
N : longint;

{ spocita kol ko hl adanych cisel je v B[1l..(kon-1)] }
function spocitaj (kon: longint) : |ongint;
begin
i f (kon=1) then begin spocitaj:=0; exit; end
if (kon>2) and (Al kon-3]=B[kon-1]) then begin spocitaj:=2; exit; end,
if (kon>1) and (kon<Nt3) and (A] kon-2]=B[kon-1]) then
begin spocitaj:=1; exit; end,
i f (kon<Nt+2) and (A[ kon-1]=B[kon-1]) then begin spocitaj:=0; exit; end
{ ak sa dostal sem B[kon-1] je jedno z hladanych cisel }

spocitaj := 1 + spocitaj(kon-1);
end;
{ spocita kol ko hl adanych cisel je v B[zac..(kon-1)] }
function spocitaj(zac, kon: longint) : longint;
begin spocitaj := spocitaj(kon) - spocitaj(zac); end;
procedure najdi_jeden(zac, kon: longint; var x : longint);
var stred, prvy : longint;
begi n

if (kon-zac=1) then begin x:=B[zac]; exit; end,

stred: =(zac+kon) div 2;

prvy: =spocitaj (zac, stred);

if (prvy=0) then najdi_jeden(stred, kon, x) el se najdi_jeden(zac, stred, x);

end;

procedure najdi _dva(zac, kon: longint; var x,y : longint);
var stred, prvy : longint;

begi n

stred: =(zac+kon) div 2;

prvy: =spocitaj (zac, stred);

i f (prvy=0) then begin najdi_dva(stred, kon, x,y); exit; end
if (prvy=2) then begin najdi _dva(zac,stred, x,y); exit; end
naj di _j eden(zac, stred, x);
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naj di _j eden(stred, kon, y);
end;

{ pre nazornost este priklad progranu, ktory nasu proceduru vola }

var i,x,y : longint;

begi n
read(N)
for i:=1 to N do read(Ali]
for i:=1 to N#2 do read(B[
naj di _dva(1l, N+3, x,Y);
witeln(x,” ",y);

end.

);
i)

B-11-2 Krtkovou norou tam a spat

Pouzijeme postup z doméaceho kola. Do kazdej chodbicky pridame nové br-
167ky, ktoré ju rozdelia na tseky dizky 1

Prehladavanim do Sirky z brlézku 1 teraz vieme v éase O(M + N) pre kazdy
brlozok z spoc¢itat dlzku d(1,z) najkratsej cesty don. Okrem iného sa teda
dozvieme dlzku d(1, N) cesty, ktorou ma Vitek ist.

Spustime este jedno prehladévanie do Sirky, tentokrat z brlozku N. Tym sa
dozvieme dlzky najkratsich ciest medzi brlézkom N a fubovolnym brlézkom z.

Ako teraz zistit, ¢i vie Vitek ist cez konkrétny brlozok x, ak ide najkratSou
cestou do N7 Jednoducho. Pozrime sa, aké najkratsia moze byt jeho cesta, ak
pojde cez x. V prvom rade musi prist najkratSou cestou z 1 do x. No a nésledne
musi prejst, opit najkratsSou cestou, z x do N.

Ak teda Vitek pojde najkratSou cestou, ktora vedie cez brlozok x, prejde
trasu dizky d(1,z) + d(z, N). Ak je tato hodnota rovna d(1, N), Vitek cez z
ist moze. A naopak, ak je dlzka cesty cez x vicsia od d(1,N), Vitek cez x ist
nemoze.

Takto vieme teda o kazdom brlézku v konStantnom case zistit, ¢i cez neho
moze Vitek ist. Tato cast algoritmu méa teda c¢asovu zlozitost O(N), a kedze
prehladdvania trvaju dlhsie, celkova ¢asova zlozitost je O(M + N).

Listing programu:

var G : array[1..1000,1..1000] of longint; { pre kazdy vrchol zoznam susedov }
stupne : array[l..1000] of longint; { stupne vrcholov }
N, M: longint; { pocet vrcholov a hran }
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distl, distN: array[0..1000] of longint; { vzdialenosti od 1 a od N}

procedure nacitaj;

var i,a,b,h, kde,dalsi : |ongint;
begin
readl n(N, M ;
dalsi := Nt+1; { cislo, ktore dostane dalsi brlozok }

for i:=1 to Mdo begin

readl n(a, b, h);

kde : = a;

while (h>1) do begin { kopeme novy brlozok }
i nc(stupne[ kde]); inc(stupne[dalsi]);
g kde] [ stupne[ kde] ] := dalsi;
G dal si][ stupne[dalsi] ] := kde;
kde : = dal si; inc(dalsi);

dec(h);

end,

i nc(stupne[ kde]); inc(stupne[b]);

d kde] [ stupne| kde] ] := b;

G b][ stupne[b] ] := kde;

end;

end;
{ spusti prehladavanie z brlozka “odkial*, v poli *“vzdial enost® je vystup }
procedure prehladaj (odkial : longint; var vzdialenost : array of |ongint);

var fronta : array[1l..1000] of Iongint;
bol : array[1..1000] of bool ean;
zac, kon, kde, i , kam : | ongint;
begi n
zac: =1; kon:=2; fronta[1]:=odki al ;
fillchar(bol, sizeof (bol),0);
bol [ odki al ]: =true; vzdi al enost[ odki al]:
while (zac < kon) do begin
kde := fronta[zac]; inc(zac);
for i:=1 to stupne[ kde] do begl n
kam = dkde][i];
i f (not bol [kan]) t hen begin
bol [ kam : =true; vzdi al enost[ kanj: =vzdi al enost [ kde] +1;
fronta[ kon]: =kam inc(kon);
end;
end;
end;
end;

I
L

var i : longint;
begin

nacitaj;

prehl adaj (1, dist1);

prehl adaj (N, di stN);

for i:=1to N do

if distl[i]+distNi] = distl[N then witeln(i);

end.
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B-11-3 Opravovanie XML

Na pamétanie si otvorenych tagov mozeme pouzit, podobne ako v rieSeniach
domaceho kola, zasobnik. Hlavnym problémom bude, ako pri spractvani zatva-
racieho tagu zistit, ¢i nastal pripad 2 (médme niekde v zédsobniku zodpovedajuci
otvaraci tag) alebo pripad 3 (takyto otvaraci tag neméame).

Zakladné riesenie

Kazdy otvaraci tag vlozime na zasobnik. Ked nam pride zatvaraci tag, pre-
zrieme obsah zasobnika, a podla toho, ¢i ho tam najdeme, bud upravime obsah
zasobnika, alebo zahodime spractivany zatvaraci tag.

Ak je na vstupe N tagov, takéto rieSenie méoze spravit az radovo N? porov-
nani tagov, teda jeho ¢asova zlozitost je O(N?). (Priklad zlého vstupu: najskor
N/2 otvéaracich tagov, potom N/2 zatvaracich tagov, ktoré nemaju zodpoveda-
juci otvaraci tag.)

Lepsie rieSenie

Aby sme vedeli toto riesenie zefektivnit, potrebujeme lepsi spdsob, ako zistit,
¢i je dany tag prave otvoreny. Existuje viacero spésobov, ako na to.

Jednou moznostou napriklad je paméitat si otvorené tagy okrem zasobnika
aj vo vyvazenom binarnom vyhladdvacom strome. Takto vieme kazdy tag spra-
covat v ¢ase O(log N). Takéto rieSenie je vSak dost naro¢né na implementéciu.
Ukéazeme si preto aj jednoduchsi sposob, ako tuto ¢asovi zlozitost dosiahnut.

Vsetky nazvy tagov z dokumentu (otvaracich aj zatvaracich) si ulozime do
pola. Pole utriedime a vynechdme z neho opakujice sa zaznamy. Teraz si mo-
zeme tagy oc¢islovat ¢islami od 1 do nejakého M (kde uréite M < N) — kazdému
tagu priradime index, na ktorom je jeho nazov v tomto utriedenom poli. Kedy-
kolvek, ked budeme chciet z ndzvu tagu urcit jeho ¢islo, vieme ho zistit v case
O(log N) binarnym vyhladavanim.

Ked sme sa takto pripravili, moZzeme zacat samotné spracuvanie tagov. Bu-

deme si pamiitat otvorené tagy v zasobniku, a navyse si budeme v pomocnom
poli ku kazdému nazvu tagu pamiitat, kolkokrat je prave otvoreny.
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Otvéaraci tag spracujeme lahko: Zistime si jeho ¢islo, zvySime prislusnt hod-
notu v poli a vlozime ho na vrch zasobnika.

A ako je to so zatvaracimi tagmi? Zistime si jeho ¢islo a pozrieme na prislusné
miesto do pomocného pola. Ak je tam nula, takyto tag nie je otvoreny, prave
spracuvany tag teda zahodime. Ak tam nie je nula, ideme zatvarat otvorené
tagy, kym nezavrieme aj tento.

Ako spocitat ¢asovu zlozitost tohoto postupu? Kazdy otvaraci tag raz vlo-
Zime na zasobnik a raz ho odtial vyberieme. Toto je nanajvys 2N operacii. kazda
z nich vieme spravit v ¢ase O(log N), lebo musime vzdy upravit aj hodnotu v
pomocnom poli, a na to potrebujeme ,prelozit* tag na ¢islo.

Okrem toho uz len kazdy zatvaraci tag potrebujeme prelozit na ¢islo, ked
chceme zistit, ¢i mame v zdsobniku k nemu péar. Takto budeme prekladat najviac
N tagov. Preto celkova ¢asova zlozitost tohoto riesenia je O(N log V).

\/zorové rieSenie

Zatial sme nijako nevyuzili, Ze ndzvy tagov
st retazce, ktoré sa skladaju z pismeniek. Vdaka
tomu existuju aj Sikovnejsie sposoby, ako si pa-
mitat mnozinu retazcov. PopiSeme jeden z nich,
tzv. pismenkovy strom (po anglicky trie). Pis-
menkovy strom je zakoreneny strom, v ktorom
kazdy vrchol ma najviac 26 synov, a hrany do
synov st oznacené roznymi pismenkami (od a
po z). Kazda cesta z korena nadol zodpoveda
slovu, ktoré si ,,prec¢itame” na hranach, po kto-
rych ideme.

Pismenkovy strom pre jama,
ja, pes a juh.

Pismenkovy strom sa da pouzit na ulozenie mnoziny slov. Zacneme so stro-
mom, ktory obsahuje len koren a ni¢ viac. Teraz budeme postupne po jednom
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pridavat slova. Pri pridavani slova vytvorime vSetky vrcholy, ktoré treba na to,
aby sme si mohli na ceste z korena dole ,precitat® toto slovo. (Teda pri vkla-
dani ,,jama“ priddme 4 nové vrcholy, pri naslednom vkladani ,ja* ziadny.) Vo
vrchole, kde slovo kon¢i, si zapiSeme jeho poradové cislo.

Vzorové rieSenie teda bude vyzerat nasledovne:

e Nacitame zo vstupu postupnost tagov.

e Nazvy tagov postupne vkladdme do pismenkového stromu. Vzdy, ked vlo-
zime novy nazov (ktory tam dovtedy nebol), priradime mu nové ¢islo.

e Postupne spractivame postupnost tagov ako v predchadzajicom rieSeni,
pricom na preklad tagov na ¢isla pouzivame nas pismenkovy strom.

Cas potrebny na vlozenie nového refazca do pismenkového stromu je priamo
tmerny dlzke dotyéného retazca. Podobne aj ¢as potrebny na najdenie é&isla
priradeného refazcu. V naSom pripade (ndzvy tagov maju dizku nanajvys 8)
vieme teda kazdy tag spracovat v konStantnom case.

Preto je celkova ¢asova zlozitost vzorového riesenia O(N).

Listing programu:

program oprava_xm _pi snenkovy_strom

type pvrchol = “tvrchol;
tvrchol = record
cislo : longint;
deti : array['a ..’z’] of pvrchol
end;

procedure inicializuj(co: pvrchol);
var ch : char;
begin co".cislo:=-1; for ch:=a to 'z do co .deti[ch]:=nil; end

{ zacni vo vrchole “koren“, zlez dole cestou zodpovedaj ucou “slovo" }
function zlez(slovo: string; koren: pvrchol) : pvrchol
var i : integer;
begi n
for i:=1 to length(slovo) do begin
if (koren”.deti[slovo[i]]=nil) then begi n
new( koren”.deti[slovo[i]]
iniCia|iZUJ( koren” detl[slovo[l]] )

end;

koren := koren”.deti[slovo[i]];
end;
zl ez : = koren;

end;
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procedure vloz(slovo: string; koren : pvrchol; var N : longint);
begin

koren : = zlez(sl ovo, koren);

if koren".cislo >= 0 then exit;

koren".cislo := N

inc(N);
end;
function preloz(slovo: string; koren : pvrchol) | ongi nt;
begin

koren : = zlez(sl ovo, koren);

preloz := koren™.cislo;
end;
{ skusi nacitat dalsi tag, ak sa podarilo, vyplni premenne a vrati true }
function nacitaj _tag(var nazov : string; var zaciatok : bool ean) bool ean
var ch : char;
begi n

ch:="7?";

whil e ch<>' < do begin

if eof then begin nacitaj _tag:=false; exit; end
read(ch);

end;

nazov: ='"; zaci atok: =true

read(ch);

if (ch="/") then begin zaciatok: =fal se; read(ch); end

while true do begin
if (ch=">") then break
nazov := nazov + ch;
read(ch);

end;

naci taj tag: =true;

end;

{ nacita vstup do danych prenmennych }

array of string;
array of bool ean);

end;

inc(N);

int;
tring;

procedure load(var N : longint; var tagy :
var typy
var tag : string;
typ : bool ean;
begi n
N := 0,
while (nacitaj tag(tag,typ)) do
begin tagy[ N :=tag; typy[N:=typ;
end;
var NbM Z,i,cislo,cislo2, vysledok : |ong
tagy, zasobnik : array[0..1000] of s
typy : array[0..1000] of bool ean;
pocty : array[0..1000] of |ongint;
strom : pvrchol
begi n
load(N, tagy, typy);
new(strom; inicializuj(strom; M=0
for i:=0 to N1 do vloz(tagy[i],stromM;
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Z = 0;
vysl edok := 0;
for i:=0 to N1 do begin
cislo:=preloz(tagy[i],strom;
if (typy[i]) then begin { otvaraci tag, vlozine na zasobnik }
zasobni k[ Z] : =tagy[i];
inc(2);
i nc(pocty[cislo]);
end el se begin { zatvaraci tag }
if (pocty[cislo]>0) then begin { mame ho, idenme vyberat }
while true do begin
ci sl 02: =prel oz(zasobni k[ Z- 1], strom) ;
dec(pocty[cislo?]);
dec(2);
if (cislo=cislo2) then break;
i nc(vysl edok);
end;
end el se inc(vysledok); { nemane ho, zahodine }
end;
end;
i nc(vysl edok, Z2); { vyhadzenme co ostalo v zasobni ku }
writel n(vysl edok);
end.

B-11-4 Rakosie sa vracia

Podiloha a)

Pouzijeme podobny postup ako v jednom z prikladov v studijnom texte.
Genetické pravidla nasho rakosia buda najskor generovat zivé bunky A, B a C,
pricom pocet C' bude stale rovnaky ako pocet A a B dokopy. Tieto zivé bunky
si budt moéct Tubovolne vymieriat miesta. A ked sa uz bunka rozhodne, Ze na
nejakom mieste chce skonc¢it, zmeni sa na zodpovedajicu mitvu bunku.

Pravidla teda buda vyzerat napriklad takto:

Z — ACZ | BCZ |« (1)

AB — BA, BA — AB (2)
AC — CA, CA — AC (3)
BC — (OB, CB — BC (4)
A — a, B — b, C — ¢ (5)

Zjavne pre kazdé steblo, ktoré moze narast, plati, ze pocet a plus pocet b
(velkych aj malych dokopy) je rovny poctu c (opét velkych aj malych dokopy).
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Toto je preto, ze kazdé pravidlo tuto rovnost zachovava. Pravidlami (2) az (4)
nové bunky nepribtudaji, pravidlami (5) sa len ziva bunka zmeni na zodpove-
dajicu mftvu, ¢o rovnost zjavne nepokazi. No a pri pouziti pravidla Z — ACZ
alebo Z — BC'Z pribudne jedno ¢ a jedno iné pismenko, ¢o rovnost tiez nepo-
kazi. Preto urcite kazdé mitve steblo tejto odrody obsahuje rovnako vela ¢ ako
a a b dokopy.

Naopak, majme konkrétny retazec pismen a, b, ¢, v ktorom je rovnako vela
¢ ako a a b dokopy. Nech « je pocet pismen a a 3 pocet pismen b v iom. Ked
pouzijeme « krat pravidlo Z7 — ACZ, potom ([ krat pravidlo Z — BCZ a
potom raz Z — &, dostaneme retazec, v ktorom st uz pocty A, B a C také, aké
maja byt poCty a, b a ¢ na konci. Pomocou pravidiel 2-7 vieme vsetky A, B a C
preusporiadat do spravneho poradia. Na zaver ich pravidlami 8-10 prepiSeme na
malé pismend a sme hotovi. Preto uréite vieme mat mftve steblo s lubovolnym
pozadovanym retazcom.

Podiloha b)

Myslienka bude nasledovna: Vygenerujeme si refazec pismen X a refazec
pismen Y, kazdy z nich dlzky aspoii 2. Teraz by sme chceli ich dlzky ,,vynasobit“.
To spravime takto: Skrtneme jedno X a za kazdé Y priddme do retazca jedno
a. Toto opakujeme, kym sa nam vSetky X neminii. Na zaver uz len zmazeme
vsetky Y.

Aby sme sa v tom celom nezamotali, pouzijeme eSte niekolko pomocnych
symbolov ako zarazky — B (ako begin) na zac¢iatku, £ (ako end) na konci.

7 — BXXP (1)
P — XP|YYQ (2)

Pomocou postupného aplikovania pravidiel 1, 2 a 3 zo symbolu Z postupne
dostaneme retazec tvaru BX ... XY ...YSE. Vieme vyrobit Iubovolny taky
retazec, v ktorom st aj X, aj Y aspon dve.

aS — Sa (4)
Ys — S8Y (5)
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XS — T (6)
Ta — aT (7)
TY — YaT (8)
TE — SE 9)

S (ako spit) je symbol, ktory sa vracia spit (pravidla 4 a 5) na zaciatok
najst dalsie X. Ak sa mu to podari, pouzitim pravidla 6 ho vymaZe a zmeni sa
na 7' (ako tam). Symbol T" pouzitim pravidiel 7 a 8 prestivame doprava, pri¢om
vzdy, ked stretneme Y, priddme do retazca nové a.

BS — F (10)
Fa — aF (11)
FY — F (12)
FE — ¢ (13)

Ak S prejde celym retazcom az ku B a ziadne X uZ nenajde, nasobenie
sa skoncilo a zacina upratovanie. Zmenime pouzitim pravidla 10 S na F' (a
jednym krokom zahodime uz nepotrebna zarazku B). Pouzitim pravidiel 11 a
12 prechadza F' doprava retazcom, pismend a nechava na pokoji a zahadzuje
vsetky Y. Ked F' pride na koniec slova, pravidlom 13 zahodime posledné dva
pomocné symboly F' a E a skoncili sme.

Zjavne ked si zvolime Tubovolné zloZené ¢islo z = mn, vieme retazec a®
vyrobit tak, Ze pravidlami 1-3 vyrobime retazec BX™Y"SE a odsimulujeme
vysSie popisany postup.

Na druhej strane, v okamihu, kedy pouzijeme pravidlo Q — SE, je celé
pokracovanie jednoznac¢ne urcené. V kazdom okamihu moézeme spravit prave
jednu jedini zmenu retazca. Tento postup, ako sme uz vyssie ukazali, skon¢i s
tym, ze mame retazec a® pre nejaké zlozené ¢islo z. Preto v nasej odrode rakosia
urcite ni¢ zlé nenarastie.
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