OLYMPIADA V INFORMATIKE
NA STREDNYCH SKOLACH

dvadsiaty treti rocnik
Skolsky rok 2007,/08

rieSenia celostatneho kola
kategoria A

2. sutazny den

e Olympiada v informatike je od skolského roku 2006,/07 samostatnou stutazou. Predchadzajicich 21 roéni-
kov tejto sttaze prebiehalo pod nidzvom Matematicka olympiada, kategéria P (programovanie).

e Oficidlnu webstranku sutaze najdete na http://www.ksp.sk/oi/.
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RieSenia druhého sitazného dna

A-111-4 O lenivych prasiatkach

Zacneme tym, ze si uvedomime, ze stromy ani senniky sa nehybu. V kazdom okamihu teda vieme situaciu
jednoznacne popisat tak, ze udame suradnice vSetkych prasiatok.

Vsetkych moznych situacii nie je az tak vela, ako by sa na prvy pohlad mohlo zdat. Mame 2P saradnic,
kazd4 je z rozsahu od 1 po N, teda moznych popisov je rddovo N2F. (V skutoénosti menej, lebo pripustné st
len tie popisy, kde je vsetkych P poli¢ok navzadjom roznych.) Pre intuiciu, pre P = 4 a N = 8 je N2 len 16
miliénov.

Prvé, pomerne priamociare rieSenie bude pouzivat prehladdvanie do $irky. Budeme postupne zostrojovat
situdcie, ktoré st dosiahnutelné na jeden krok, na dva kroky, a tak dalej.

Samozrejme, aby sme neprezerali t1 isti situdciu viackrat, potrebujeme si napriklad v poli pamiitat, ktoré
situdcie sme uz videli. Na to modzeme bud pouzit 2P-rozmerné pole, alebo si napisat pomocné funkcie na
kédovanie celého popisu situdcie do jedného ¢isla a pouzit pole 1-rozmerné. (Druhy pristup je o Cosi lepsi, lebo
sa nepotrebujeme trapit s rozmermi pola, spravime ho proste také velké, ako ndm pamétovy limit dovoli.)

Prvé zlepSenie

Takyto pristup vSak eSte na plny pocet bodov nestaci. Mozeme vSak nasu situdciu lahko o nieco vylepsit.
Staci si napriklad uvedomit, Ze ndm nezélezi na tom, ktoré prasiatko je ktoré. A teda si ich stradnice mozeme
udrziavat utriedené. Takto sa nam vzdy P! situdcii zmeni na jednu. Pre intuiciu, pre P = 4 a N = 8 je N2/ P!
uz len 700 tisic.

Prehladavanie z oboch stran naraz

Napriek tomu nés problém s privela stavmi zacne pre velké hodnoty N trapit znova.

Problém je v tom, Ze pri kazdom dalsom tahu moze pocet dosiahnutelnych situacii narast az exponenciélne:
v prvom fahu mame raddovo 4P mo#nosti, po druhom ich uz moze byt az radovo (4P)?, a tak dalej. A vidésina
tychto situdcii je ndm tplne nani¢, ale to nase rieSenie (zatial) nevie rozpoznat.

Zaujimavym a jednoduchym trikom, ako zmens$it mnozstvo spractvanych ,zbytoénych® situacii je zacat
riesenie hladat naraz z oboch stran — aj zo zaciatoc¢nej situécie, aj z cielove;j.

Ak teda méa napriklad optimélne riesenie 31 krokov, nevygenerujeme vsetky situacie, ktoré ida dosiahnuf zo
zafiatoénej na 31 krokov, ale len: (tie, ktoré idu dosiahnut na 16 krokov) + (tie, z ktorych ide na 15 krokov
dosiahnuf ciel).

Algoritmus A*

Este lepsie by bolo, keby nas program vedel robit to, ¢o my ,,od oka“ spravime lahko: pozrief sa na nejaku
situdciu a zhodnotit, Ze ju nemd zmysel skusat, lebo vyzera prili§ nanic.

Ako moze takéto nieco vediet program robit? PouZijeme na to heuristickd funkciu h, ktora bude hovorit
nejaky dolny odhad riesenia. Inymi slovami, pre h musi platit: Ak S je Tubovolna situéacia, tak najlepsie rieSenie
pre S m4 aspoii h(S) krokov.

Naco nam je takdto funkcia h dobra? Pomocou nej mdzeme vedief niektoré situdcie rovno zahodit. Pred-
stavme si napriklad, Ze uz pozname nejaké riesSenie nasej tlohy s hodnotou X, a prave sme zistili, Ze sa zo zacia-
to¢nej situdcie vieme na d(S) krokov dostat do situdcie S. Spoéitame si h(S), a ak zistime, ze d(S) + h(S) > X,
tak je pre nas S nezaujimava — urcite naim nepomoze najst lepsie rieSenie.

Roznych funkcii, ktoré spliiaji nasu podmienku, je samozrejme vela. Spliia ju napriklad aj funkcia h(S) = 0.
T4 ndm ale prili$§ nepomoze. Trik je samozrejme v tom, Ze treba zvolit funkciu h, ktord na jednej strane hodnotu
riesenia odhadne ¢o najlepS$ie, ale na druhej strane ju musime vediet efektivne podcitat.

Samotny algoritmus A* je v podstate len upravené prehladavanie do sirky. Zmena bude jednoduché: Nebu-
deme pouzivat oby¢ajnt frontu (z ktorej ako prvia vyberieme situdciu, ktord tam bola prva vlozend). Namiesto
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toho budeme pouzivat prioritni frontu. Vyberat na spracovanie budeme vzdy ta situéciu S, ktord mé najmensi
sucet d(S) + h(S). Prestaneme, akonahle sa prvykrat dostaneme do ciela.

Pre Tubovolni funkciu A spliiajicu nagu podmienku, bude algoritmus A* fungovaf a najde najkratsiu cestu
do ciela. Totiz ked sa dostaneme do cielovej situacie C, pre Tubovolnt este nespracovani situdciu S plati, ze
d(S)+h(S) > d(C)+h(C) = d(C)4+0 = d(C), a teda cez S uz lepsiu cestu od prave objavenej ur¢ite nevyrobime.

Pritom plati, Ze ¢im lepsiu funkciu A budeme mat, tym menej situdcii budeme musiet zobrat do tvahy.
Vhodnou volbou h vSak vieme dosiahnut to, ze ako prvé pojde nas algoritmus prezerat tie situécie, ktoré
vyzeraju najviac nadejne. Presny dokaz je komplikovany, ukaZzeme si ale aspon oba okrajové pripady:

Keby sme zobrali h(S) = 0, dostali by sme povodné prehladavanie do Sirky, kde by sme spractuvali situdcie
usporiadané podla vzdialenosti od zaciatku.

Naopak, ¢o by sa stalo, ak by funkcia h bola presnd, teda vracala pocet krokov potrebny na dosiahnutie
ciela? V takomto pripade by algoritmus A* jednoducho presiel po najkratsej ceste a skonéil. Ziadne odchylky

.....

Heuristicka funkcia

V nasom pripade mozeme pouzit napriklad takato funkciu h:

Vyskusame vSetkych P! sposobov, ako priradit prasiatka sennikom. Pre kazdi moznost zoberieme pre kazdé
prasiatko p najkratsiu vzdialenost d, od jeho aktuélnej polohy k jeho senniku. Kedze prasiatko vie robif na
jeden krok posun najviac o dve policka, ur¢ite bude potrebovat aspon [d,/2] krokov. Toto s¢itame pre vSetky
prasiatka. Spomedzi vSetkych P! sposobov vyberieme ten, kde nam vysledok vyjde najmensi, a ten vratime ako
hodnotu h.

Najkratsie vzdialenosti medzi kazdou dvojicou policok si vieme na zac¢iatku predpocitat (napr. prehladava-
niami do $irky v celkovom ¢ase O(N?)), a teda jedno volanie funkcie h ma ¢asovi zlozitost O(P - P!).

ESte o nieco lepsie je pri pocitani vzdialenosti brat do Gvahy to, ¢i sa tam vobec dé skékat. Teda predpocitame
si priamo najmensie po¢ty krokov, ktoré by prasiatko na presun potrebovalo, keby vzdy, ked chce skdkat, malo
na spravnom mieste kamarata.

Listing programu:

#i ncl ude <al gorithnm>
#i ncl ude <cstdi o>

#i ncl ude <queue>

#i ncl ude <map>

usi ng nanespace std;

#define SIZE(t) ((int)((t).size()))

#define MAX_P 4
#define MAX_N 22

int NP, // rozmer nmapy a pocet prasiatok

char M MAX_N+4] [ MAX_N+4]; // mapa

int dr{] = {-1,1,0,0}, dc[] = {0,0,-1,1}; // smery pohybu

int 600][600]; // prasacie vzdial enosti nmedzi polickanm napy

inline int encode(int r, int c) { return (N+3)*r + c; }
inline void decode(int co, int &, int &) { c=co% N+3); r=co/(N+3); }

/'l spravime si class na panatanie si situacie
class State {
publi c:
int cells[ MAX_P];
/'l situacie viene normalizovat (zoradit prasiatka):
void nornalize() {
for (int i=0; i<P; i++) for (int j=i+l;, j<P; j++)
if (cells[i]l>cells[j]) swap(cells[i],cells[]]);

/'l konstruktor z pola suradnic

State(int *coords) {
for (int i=0; i<P; i++) cells[i] = encode(coords[2*i],coords[2*i+1]);
normal i ze();

zoradi t

/'l situacie viene |exikograficky
s) const {

)

)

bool operator<(const State &h
for (int i=0; i<P; i++)

if (cells[i] <rhs.cells

if (cells[i] >rhs.cells

return true;
return fal se;

[i]
[i]

return fal se;
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}
b

typedef pair<int, State> Record;

/'l funkcia ktora vygeneruje nozne tahy zo situacie “kde"
vect or <St at e> generuj _tahy(State kde) {
vect or <St at e> res;
int x[2*MAX_P] ;
for (int i=0; i<P; i++) decode(kde.cells[i] ,x[2*|] x[2*i +1]);
for (int i=0; i<P; i++) Mx[2*i]][x[2*i+1]]="O

for (int i=0; i<P; i++) for (int d=0; d<4; d++) {
x[2*i]+=dr[d]; x[2*|+l]+ dc[d];
bool two = fals
if (N[x[2*|]][x[2*|+1]] =="0) { two=true; x[2*i]+=dr[d]; x[2*i+1]+=dc[d]; }

if (Mx[2*i]][x[2*i+1]]1==".") res.push_back(State(x));

if (two) { x[2%i]-=dr[d]; x[2*i+1]-=dc[d]; }
} x[2*%i]-=dr[d]; x[2*i+1]-=dc[d];

for (int i=0; i<P; i++) Mx[2*i]]1[x[2*i+1]]=".";
return res;

}

/1 eval () vracia hodnotu - (d(kde)+h(kde))
int eval (int dist, const State &kde, const State &koniec) {
int x[2*MAX_P], y[2*MAX_P], pern{MAX
for (int i=0; i<P; i++) decode(konl ec. ceIIs[l] x[2*i], x[2*i +1]);
for (int i =0 i<P; i ++) decode(kde. cel I's[i], y[2*|] y[2*|+1])
for (int i=0; i<P; i++) pernfi]=i;
idnt bestdi st = 987654321;
0
int thisdist = 0;
for (int i=0; i<P; i++) {
int a encode(x[z*l] x[2%i +1]);
int b encode(y[z*pern{l]] y[2*pern1|]+1])
thisdist += G a][b];

}

bestdi st = m n(bestdist,thisdist);
} while (next_pernutation(perm permtP));
di st += bestdist;
return -dist;

}

int main() {
/1 nacitame vstup
scanf (“% “, &\);
for (int i=0; 1<=N+1; i++) for (int j=0; j<=N+1; j++) Mi][j]=#
for (int i=1; i<=N; i++) scanf(“%“,Mi]+1);
scanf (“%l “, &P);
int x[Z*NAX Pl;
for (int i=0; i<2*P; i++) scanf(“% “,&[i]);
State zaci at ok(x);
for (int i=0; i<2*P; i++) scanf(“% “,&[i]);
State koniec(x);

/'l spocitane prasiatkove vzdi al enosti policok na nape
menset (G 47, si zeof (G ) ;
for (int i=1; i<= N i++) for (int j=1; j<=N, j++) {
if (N[l][ Jr=". ) conti nue;
int x = encode(l,])

g x][x] =0;

for (int d=0; d<4; d++) {
int k,I;
k=i +dr[d], I=+dc[d]
if (MKJ[I]!=".") continue;

g x] [ encode(k, I)] =1;

k i +2*dr[d], I—] +2*dc[d] ;
(MKI[I]t=".") conti nue;
) G{x][encode(k I)]—l,

int TOP = (N+3)*(N+3);

for (int k=0; Kk<TOP; k++)

for (int i=0; i<TOP; i++)

for (int j=0; j<TOP j++) Qil[j] = mn(qi][j], Qil[kl+dK][j]);
/'l spustime al goritmus A*

map<State,int> dist;
di st[zaci atok] = 0;

priority_queue<Record> Q
Q push( Record( eval (0, zaci at ok, koni ec), zaciatok ) );
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while (!dist. count(kom ec)) {

State kde = Qtop().second; Q pop();

vect or <St at e> kam = gener uj tahy(kde);

for (int |:0; i <SI ZE(kam); i++) {
bool ok = false;
if (!dist. count(kan{l])) =tru
if (dist.count(kanfi])) if (dlst[kan{|]] > di st[kde] +1) ok = true;
if (!ok) contlnue

dist[kanfi]] = dist[kde] +
) Q push( Record( eval (di st[kan{l]] kan{i], koniec), kanfi] ) );
}
printf(“%\ n“,dist[koniec]);
return O;

A-111-5 Posledna dobrota

Zacneme terminoldgiou. Stav hry, teda aktualne pocty koldcov a ovocia, budeme volat pozicia. Vyhrdvajica
stratégia je postup, ktory ndm zarudi, ze hru vyhrame, bez ohladu na to, ako bude tahat protihric¢. Pozicia je
vyhrdvajuca, ak hraé¢, ktory je prave na tahu, mé vyhravajicu stratégiu. Ostatné pozicie volame prehrdvajice.

Prezeranie stromu hry

Najjednoduchsie riesenie, ktoré sa da pouzit pre fubovolni koneént matematickd hru, je zalozené na dvoch
jednoduchych myslienkach:

e Ak z danej pozicie vsetky fahy vedu do vyhrévajucich pozicii, tak je tdto pozicia prehravajuca.
e Ak z danej pozicie existuje tah do prehravajacej, tak je tato pozicia vyhravajica.

(Ak vSetky fahy vedt do vyhravajtcich pozicii, nech si vyberieme ktorykolvek, vzdy tym dostaneme stipera
do vyhravajucej pozicie. A ak sa potom bude stper drzat nejakej vyhravajicej stratégie, hru prehrame. Preto
takato pozicia je prehravajica. Naopak, ak existuje tah do prehrévajucej pozicie, spravime ho, a tym dostaneme
supera do tejto, pre neho prehravajucej pozicie.)

Tato myslienku lahko prepiSeme do rekurzivnej funkcie, ktord ndm o pozicii povie, ¢ je vyhravajica alebo
prehravajuca.

Dynamické programovanie / memoizacia

Problém predchadzajaceho pristupu spociva v tom, Ze je prili§ pomaly. Hlavny dévod je ten, Ze pri rekur-
zivnych volaniach vlastne skusa vSetky mozné priebehy hry, a pri tom mnohé pozicie vyhodnoti vela krat.

Tu je samozrejme Tahkéd pomoc — akondhle o nejakej pozicii zistime, ¢i je vyhravajtca, zapiSeme si to do
pomocného pola. Takto dosiahneme to, Ze kazda poziciu budeme spractvat prave raz.

Roznych porzicii je O(AB). Preto je takd aj pamétova zlozitost tohoto rieSenia. Na vyhodnotenie pozicie
potrebujeme prezriet vSetky mozné tahy, ktorych je O(K). Preto je ¢asova zloZitost rieSenia O(ABK).

Na toto rieSenie sa modzeme divat aj z opacnej strany: Keby sme napriklad pozicie spracuvali zoradené
podla celkového mnozstva dobrot, tak by platilo, Ze v okamihu, ked vyhodnocujeme nejakt poziciu, uz vieme o
vSetkych pozicidch, do ktorych mozeme fahat, ¢i st vyhravajuce alebo prehravajuce.

Sikovnejsie dynamické programovanie

Predchadzajtce rieSenie este stale robi zbytocéne vela prace, ked skusa vSetky mozné fahy. Namiesto toho
mozeme vyuzif skutocnost, Zze prehravajucich pozicii je mélo.

Budeme postupne prechadzat pozicie. VZdy, ked narazime na prehrévajicu poziciu (z,y), zaznac¢ime si o
vetkych poziciach (x + i,y), (z,y +14) aj (x + i,y +14) pre 1 <1i < K, Ze st vyhrévajuce:
for (int x=0; x<=A; x++)

for (int y=0; y<=B; y++)
if (!vyhravajuca[x][y])
for (int i=1; i<=K; i++)
vyhravaj uca[ x+i][y] = vyhravajuca[x][y+i] = vyhravajucal[x+i][y+i] = true;
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Zjavne kazdu poziciu zmenime z prehravajicej na vyhravajicu najviac raz. Preto mé tento algoritmus casovii
zlozitost O(AB).

Ina formulacia hry

V dalSom texte rieSenia bude lepsie predstavit si nasu hru ina¢. Predstavme si, ze mame obrovskt sachovnicu,
ktora pokryva cely prvy kvadrant stiradnicovej ststavy. Policko v Tavom dolnom rohu nech méa siradnice (0, 0).

Na poli¢ku (A, B) stoji figirka. Hr4¢ na tahu ju moze posunat nanajvys o K poli¢ok, a to bud dolava, alebo
dodola, alebo sikmo dolava dodola. Vyhrédva ten, kto figirku privedie do lavého dolného rohu.

Tato hra je identickd (presnejsie povedané, izomorfnd) s hrou, ktort hraji Julka a Monika s kola¢mi a
ovocim. Prva stradnica figurky zodpoveda poctu kolacov na stole, druhéd poctu kusov ovocia.

Redukcia priestoru stavov

Predchadzajtice rieSenie este stale nestaci na riesenie tlohy pre limity dané v zadani. Dalsim krokom méze
byt napriklad odpozorovanie nejakej zavislosti v tabulke vyhravajucich a prehravajucich pozicii. Jednu takuto
zavislost si teraz dokdzeme:

Tvrdime, Ze pozicia (A, B) je vyhravajtca prave vtedy, ked je vyhravajaca pozicia (A mod (K + 1), B mod
(K +1)).

Intuicia za tymto tvrdenim: Ak je eSte hra daleko od konca, vieme doplnif tah stpera tak, aby sme dokopy
odobrali aj kolacov, aj ovocia bud 0 alebo K + 1 kusov, a tak zabezpecit, Ze sa zvySok nezmeni.

Dokaz budeme vysvetlovat pre hru s figtirkou na Sachovnici. Predstavme si, Ze Sachovnicu rozdelime na velké
Stvorce so stranou K + 1, zacinajic samozrejme v favom dolnom rohu.

Ukézeme najskor, ze ak je vyhrdvajuca pozicia (A mod (K + 1), Bmod (K + 1)), tak je vyhravajica aj
pozicia (A, B).

Uvazujme nasledujicu stratégiu:

e V prvom tahu potiahneme rovnako ako by sme fahali v pozicii (4 mod (K + 1), B mod (K + 1)).

e Ak protihra¢ svojim predchédzajacim tahom prekrodcil hranicu velkého Stvorca, potiahneme tym istym
smerom tak, aby sme dokopy posunuli figurku presne o K + 1.
(Toto urcite vieme urobit, a dosiahneme tym, ze figtirka bude na tej istej pozicii, len v inom velkom $tvorci
ako bola.)

e V opac¢nom pripade potiahneme aj my len v rdmci velkého Stvorca, a to rovnako ako by sme fahali v tejto
pozicii v Tavom dolnom velkom $tvorci.

Ak sa jej budeme drzaft, zjavne hru vyhrame.

Podobne sa da ukézat, ze ak je pozicia (A mod (K +1), B mod (K + 1)) prehravajtca, tak aj pozicia (A, B)
je prehravajuca — nech zacneme Iubovolnym tahom, stiperovi na to, aby vyhral, sta¢d pouzit prave popisani
stratégiu.

Ak pouzijeme algoritmus z ¢asti ,,Sikovnejsie dynamické programovanie“, dostaneme rieSenie s ¢asovou aj
pamétovou zlozitostou O(K?).

Vzorové rieSenie

Vsimnime si, ze kedZe nds uz zaujimaja len pozicie od (0,0) po (K, K), mdZzeme uplne zabudnit na to, Ze
mame nejaké obmedzenie na pocet veci, ktoré mézeme v jednom fahu zobrat. Budeme teda odteraz uvazovaft
hru, kde toto obmedzenie nie je.

Pre kazdé x urcite existuje najviac jedno y také, ze (z,y) je prehrdvajica pozicia. Zoberme totiZ najmensie
y také, ze (x.y) je prehrévajica. Potom pre Iubovolné z > y vieme z (z,z) fahat do (z,y), a teda (z,2) je
vyhréavajaca pozicia. (D4 sa dokonca dokézat, ze existuje prave jedno také y.)
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Nepotrebujeme teda dvojrozmerné pole pozicii, sta¢i nam pamétat si v poli pre kazdé x jemu zodpovedajtce
y, ak sme ho uz zistili.

Prehrévajuce pozicie budeme zostrojovat usporiadané podla = + y. Budeme mat dve polia: v jednom si pa-
mitame, kde je prehravajica pozicia v ktorom riadku, v druhom, kde je na ktorej ,,uhlopriecke”. (Uhloprieckami
voldme mnoziny polic¢ok ,rovnobezné“ s hlavnou uhlopriecou tabulky.)

Budeme v cykle prechadzat riadky od 0 po A. Vzdy, ked natrafime na riadok z, v ktorom este nepozname
prehravajicu poziciu, ndjdeme ju jednoducho tak, ze najdeme k nemu prvy taky stipec y, Ze este nepozname
prehravajtcu poziciu ani v stipci y, ani na uhlopriecke idtcej cez (z,y). Stlpec y sta¢i hladaf napravo od
stlpca, ktory sme nasli k predchadzajicemu riadku. Zaznadime si, ze v riadku « je prehravajica pozicia y. A zo
symetrie vyplyva, ze v riadku y je prehravajica pozicia x, to si zaznac¢ime tiez. V oboch pripadoch si prislusny
udaj zapiseme aj pre uhlopriecku, na ktorej prave najdené pozicia lezi.

Takto dostédvame rieSenie, ktoré vsetky potrebné prehravajice pozicie spocita v ¢ase O(K ). Pomocou nich
vieme nasledne kazdy tah spravit v konstantnom case.

Listing programu:

#i ncl ude “dobrota. h*
#i ncl ude <cstdi o>
usi ng nanespace std;

int prehraR MAX_K+1];

int prehralf 2* MAX_K+1];

int K

void zaciatok (int A int B, int _K) {
K= K
for (int i=0; i<=2*K; i++) prehrali] = -1;
for (int i=0; i<=K; i++) prehraRi] = -1;

int stlpec = 0;
for (int riadok = 0; riadok <= K; riadok++) {
if (prehraR[riadok] >= 0) continue;
while (prehraUriadok-stl pec+K]>=0 || prehraR[stlpec]>=0) {
st pec++;
if (stlpec > K) break;

if (stlpec > K) break;
prehraR[ ri adok] = stl pec;
prehraR[ stl pec] = riadok;
prehral ri adok- st pec+K] = ri adok;
) prehralf stl pec-ri adok+K] = stl pec;
}

void tahaj (int A int B, int *ber_A int *ber_B) {
A % K+1;
B % K+1;
if (prehraR[A]!=
if (prehraR[B]!=-1
if (prehral A-B+K]
printf(“zle je!l\n"

B > prehraR[A]) { *ber_A
A > prehraR[B]) { *ber_B _
1=-1 & A > prehral A-B+K]) { *ber_A = *ber_B = A-prehraU A-B+K]; return; }
); *ber_A=*ber_B=0; // nenul o by nastat

0; *ber_B = B-prehraR[A]; return; }

-1 && _
& 0; *ber_A = A-prehraR[B]; return;
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