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Sous-algebre commutative définie dans I'ensemidentitrices bisymeétriques d’ordne

Introduction

R désigne le corps des reelsdésigne le corps des nombres complexes.

7127, est le corps fini constitué des 2 seuls élémeoitdsn0 et 1. Pour alléger les notations a

venir, Nous poserons systématiquementZ = B.

M, (B) et M (B) désignent respectivement I'ensemble des matrceslignes etp
colonnes et I'ensemble des matrices carrées d’'ardeeéléments danB. BS , (B) désigne
le sous-espace vectoriel d€, (B) renfermant les matrices carrées bisymétriquesicéan.

L’objectif de cette étude est d’établir I'existend@in B-sous-espace vectoriel d&S  (B),
dénommeéBSC , (B), de dimension égale & et dans lequel le produit matriciel est
commutatif. Nous démontrerons ainsi g88€ , (B) est uneB-algebre commutative, Evia
loi interne étant la multiplication matricielle.

Nous définirons la base canonique®iC  (B).

L’étude mettra en lumiére de nombreuses proprggésifiques aux matrices B$€ , (B).

La conclusion de cette étude démontrera I'existetiegitres sous-espaces vectoriels de
BS . (B) dont le produit matriciel est commutatif, de dimmn inférieure ou égale @&

Elle fournira aussi la définition d&8SC, (R) et deBSC, (C), et donnera des indications

relatives a la transposition de certaines prosideBSe  (B) versBSC , (R) etBSEC , (C).
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Abstract

R is the field of the reals” is the field of the complex numbers.

7127, is thefinite field, consisting of 2 elements denoted bywrd 1. In order to simplify

forthcoming notations, we will systematically writé/27 = B.

M, (B) et (B) are respectively the set of thex p matrices ( rows, p columns) and
the set of then x n square matrices with elements belongin@®to3BS , (B) designates the
subspace of# , (B) consisting ofn x n bisymmetrical matrices.

The purpose of this paper is to demonstrate th&tenge of am-dimensionalB-vector sub-
space of BS , (B), called$8BSC ., (B), where the product of matrices is commutative. Wie

consequently prove th&S¢€  (B) is a commutativé-algebra, the " internal law being the
product of matrices.

We will define the canonical basis 88C , (B).

This paper will also highlight numerous propertgsecific to the matrices belonging to
BSC, (B).

The conclusion of this document will prove the &mse of otherB-vector sub-spaces
of BS, (B), where the product of matrices is commutativehva dimension less than or
equal ton. It will also provide the definition of th8S€, (R) andBSC , (C) vector-spaces, as
well as indications about the transposition of @erproperties of8S€,, (B) to BS€, (R) and
BSC, (C).
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Sous-algebre commutative définie dans I'ensemidentitrices bisymeétriques d’ordne

PRINCIPAUX APPORTS DE LA VERSION 2

La démarche adoptée pour introduire I'ensen®$€ , (B), qui constitue la partie centrale de
cette étude, a été légérement modifiée dans lemed/ersion 2, par rapport a la Version 1
d’origine. Cette approche nouvelle a pour objesiflluidifier 'ensemble de I'exposé.

A cet égard, dans le Chapitre 2, les matriBes, 1<i < n, de la base canonique #BS€  (B)
ont été définies d’emblée, avant toute définitiers3$€ , (B).

Dans le Chapitre 3 ont été introduites trois noegetiéfinitions deBS€ , (B) et une nouvelle
définition des matriced,,, 1<i<n. Ces définitions apportent un éclairage nouveau sur
certaines propriétés caractéristiques des matlie@SC , (B).

Dans le Chapitre 4 apparait maintenant la démdiwstrdes Théoremes 4-1 et 4-4. Dans la
Version 1, cette démonstration avait été renvoygeeapublication ultérieure.

Enfin, diverses erreurs typographiques (ne modifem rien le fond de I'exposé) ont été
corrigées.

Par ailleurs, pour une meilleure gestion de talébs fichiers, 'ensemble de cette étude a été
subdivisé en 4 Parties (et non plus en 2 Part@ane précédemment). Le découpage réalisé
est le suivant :

1° Partie : Chapitres 1-2
2°"Partie : Chapitres 3-4
3*"Partie : Chapitres 5-6
4°™ Partie : Chapitres 7-Conclusion.
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CHAPITRE 1

Matrices symétrigues — Matrices 2-symétriques — Maices
bisymétriques
1.1. Matrices symétriques(Rappels de notions classiques).

Soit A = [a,;] une matrice quelconque dé¢ , (B).

a, a, B,y By
a21 a22 a2 n-1 a'2n
A =
an—11 a'n—l 2 a'n—1 n-1 an—l n
Ay @y e Ay A, |

Définition 1-1. On appelle matrice transposée de la matAce la matrice deMl , (B)
obtenuea partir de A par symétriepar rapporta sa1®®diagonale(a,,, a,,, ... a4, &)
Elle est notéeA .

'A s’écrit donc :

all a'21 an—ll anl
a12 a'22 an—l 2 an2
tA -
al n-1 a2 n-1 an—l n-1 a'n n-1
L aln a2n an—l n ann a

Définition 1-2. Une matrice carréeA deJ , (B) est dite symétrique si et seulement si:
‘A = A

Définition 1-3. On noteS ., (B) 'ensemble des matrices symétriques d’ordra €léments
dansB.

Théoréme 1-4. §, (B) est un s.e.deJ , (B) de dimension@.

Remarque :
Le produit de 2 matrices symétriques d’ordre s@ugran = 2 peut ne pas étre symetrique.

0 1{|1 O 00
Exemple : = :
2 ollo ot o

Théoréme 1-5. O(A,B)J (S, (B))* : ABO S, (B) = AB=BA.
Autrement dit : le produit de 2 matrices symétrigj@st symétrique si et seulement si ce
produit est commutatif.
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Théoréme 1-6.A0S (B) n L (B) = A0S (B) n gL (B).
Théoréme 1-7.A 1S, (B) n GL.(B) = 'AUS, (B) n gL (B)et(‘A)™" ="(A™).

Terminologie et notations
En raison des notions introduites dans la suiteeti® étude, nous substituerons désormais a
la terminologie classique la terminologie suivante.

Nous dénommerons 1-transposée de la matrice Al(éB) la matrice dite transposée en

terminologie classique. Nous la noterons classiguem A .
Nous dirons qu'une matrice A dd4( , (B) est 1-symétrique si elle est symétriqgue en

terminologie classique. (autrement dit 8i= A).
Nous noterons désormaisS1-(B) I'ensemble classiquement nose (B) des matrices

symétriques d’ordran a éléments dari.

1.2. Matrices 2-symétriques

Soit A = [a,;] une matrice quelconque d¢ , (B).

a, Ay e Qg Ay
a21 a22 a2 n-1 a2n
A =
Q11 Gy Q1n1 Hnan
L ay Ay, A Ay |

Définition 1-8. On appelle matrice 2-transposée de la matiice la matrice ded , (B)
obtenue partir deA par symétrigoar rapportasa2°™diagonale(a,,, @, 4, ..., 8,5, a,).
Elle estnotéeA".
A' s'écrit donc :

ann an—l n e a2n aln
Ana Gnang v B Qg
Al =
8y A1z o a,
| @n A e 8y ;|

Définition 1-9. Une matrice carréeA deJ . (B) est dite 2-symétrique si et seulement si :
A=A

Définition 1-10. On note 2-S , (B) I'ensemble des matrices 2-symétriques d’ordré&
éléments danB.

10
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Théoréme 1-11. 2-§ , (B) est un sev ddt , (B) de dimension@.

Théoréme 1-12. 0(A,B) U (2-S, (B))? : ABL 2-S (B) — AB=BA.
Autrement dit : le produit de 2 matrices 2-symétes est 2-symétrique si et seulement si ce
produit est commutatif.

Théoréme 1-13. A0 2-S (B) n @£, (B) = A™ 02§ (B) n G£, (B).

Axes medians d’'une matrice delt , (B)

Considérons une matrice quelconquetfig(B). Elle posséde un axe médian horizontal et un
axe médian vertical.

Si n est pair h=2v, vON*), I'axe médian vertical (resp. horizontal) passetre les
colonnes (resp. lignes) etv + 1

Sin est impair h=2v+ 1 vUN), 'axe médian vertical (resp. horizontal) passe [e

milieu de la colonne (resp. ligne)+ . Nous dénommerons colonne centrale (resp. ligne
centrale) cette colonne (resp. ligney . 1

Les notions de colonne centrale (resp. ligne clntraont de sens que si est impair.

Nous dénommerons « centre » d’'une matrice le ®iiné a l'intersection de ses deux axes
médians. Ce « centre » ne coincide avec un élédeetd dite matrice que & est impair.
Cet élément d’ indice§y +1, v+ 1gera alors dénommé élément central de la matrice.

Matrices |, et J,

|, désigne la matrice-unité d’ordre, élément neutre de la multiplication matricielle.
|, estala fois 1-symétrique et 2-symétrique=1'1, = |,

Soit J la matrice dont les seuls éléments non nuls sant de la 2" diagonale :

00.01
00.10
N
01.00
1 0.0 0]

J, représente ainsi la matrice symétriqgue de la weatrj par rapport aux axes medians
(vertical ou horizontal) ainsi définis. Enuméronglyues propriétés de J

1) Ona: J =1 etdonc: J = J .

2) J, estalafois 1-symétrique et 2-symétrique=JJ, = J.

n-

11



Version 2 Richard Riedel

3) SoitA [a;] (1=i<n,1<j<n)une matrice quelconque dé ().
& .- &y

On veérifie aisément que :
aln e all anl e ann ann T anl
A.J =1 . oy A =] oy VAL D =

n
a,, ... 8, a, ... a, a, ... a,
En conclusion :
A . J, estla matrice symétrique de A par rapport a semaédian vertical.

J,. A estla matrice symétrique de A par rapporraaxe médian horizontal.
J,. A.J, estlamatrice symétrique de A par rapport a sutre.

Théoréme 1-14.A' = J .'A. J = “(J, . A. J).

Remarque :
Les égalités ci-dessus permettent de se passarragationA’ en lui substituant la notation
J,.'A. J,ou '(J,.A.J).

Théoréme 1-15.Une matrice carrée@ deJ , (B) est dite 2-symétrique si et seulement si :
‘A=J . A D

Preuve : Les preuves des Théorémes 1-14 et 1-15 sont imteédia

Remarque :
D’'une maniere générale, tous les résultats appésalmux matrices 1-symétriques
s’appliquent de la méme fagon aux matrices 2-syqués.

Citons-en deux, faisant I'objet des Théoremes &11617.

Théoréme 1-16. (AB)' = B'. A".

Remarque :
Ce théoréme est I'équivalent du théoréme classicgiatif aux matrices 1-ymétriques :

“(AB) = 'B.'A.

Preuve :
Démontrons ce théoreme en utilisant les égalitéa@¥es par le Théoreme 1-14.

(AB)' = J ."(AB).J =J .'B.'A.J = (J,'BJ,).(J,'A.J,) puisque:J =1,
= B'. A",

Théoréme 1-17. A0 2-S (B) n £, (B) = A'02-S (B) n €L, (B)et (A")™ = (A",

12
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Preuve :
Démontrons ce théoreme en utilisant I'égalité suiwaEnoncée par le Théoreme 1-14.

At=J .'A. J..

Comme'AS . (B) n G& (B) etque JUOS (B) n GL (B), il en est de méme de
J. .'A. J etdoncdeA'. Donc(A')™ existe.

D’autre part, en appliquant I'équivalence ci-dessis matriceA™ :

AH'=3 . 'AD .3 =3 .(AT. I =@, AL =AY

Finalement :(A")™" = (A™)".

Théoréme 1-18. (‘A)' = ‘(A') = J . A. J,

Remarque :
(‘A)' est la matrice 2-transposée de la matrice 1{i@sée de A.

'(A') est la matrice 1-transposée de la matrice 2-tragspde A.

Le Théoreme 1-18 affirme que ces 2 matrices samtég

Preuve :

Partons de I'égalité établie au Théoréme 1-14":= J .'A. J,.

Appliquons cette égalité a la matri¢e. Il vient: (‘A)' = J. . ‘(‘A). J, = J, . A. ]
Par ailleurs *(A' = '@, .'A. J) = '3,."(‘'A). 'J) = J, .A.J
Finalement: (‘A)' = ‘(A')= J . A. J.

n-

n-

Notation et Définition 1-19. Nous noterons sous la forma"' les matrices('A)" et '(A")
qui sont égaleOn adonc 'A' = (‘A)' = ‘(AY)= J .A. J,.

1.3. Matrices bisymétriques

1.3.1. Définitions

Définition et Théoréeme 1-20.Une matriceA de M , (B) est dite bisymétrique si elle est a la
fois 1-symétrique et 2-symétrique . On a donc @dindion : ‘A = A" = A . Il S’ensuit
que: 'A' = A.

Preuve: 'A' = (‘A)' = A" = A.

Définition 1-21. On note BS , (B) I'ensemble des matrices bisymétriques d’ordrex
éléments danB.

Définition 1-22. Nous dénommerons parametres d’'une matrice bisygmétd’ordren les
éléments de cette matrice dont les indie§) vérifient les inégalités suivantes :

13
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(1) 1=<ic< E(nTJrl), inégalité qui se dédouble en 2 cas, selon quest pair ou impair :

= sin=2v (VON*): 1<i<v s sin=2v+1(vON): 1<isv+1],
(2) pouri fixé:i<jsn-i+l.
Nous dénommerons zone principale d'une matrice nigyque I'ensemble de ses
parametres.
(Cette zone correspond graphiguement au domairse gies Figures 1-a et 1-b ci-apres).
Nous dénommerons zone secondaire d'une matricenbigsigue I'ensemble de ses autres
éléments. (Cette zone correspond graphiquementomaitie non grisé des Figures 1-a et
1-b ci-aprés).

Note: Par commodité, les matrices bisymétriques aodes seront représentées ci-dessous
sous la forme d’un tableau carré constituénden cases).

Figure 1-a:n=2v (v UON¥)
12 ... . wvv+l . . .n-1n

Figure 1-b:n=2v+ 1 (v LN)
12 ... . v+l . . .n-1n

14
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Remarque :

Il est clair gu’'une 1-transposition de la zone @ipale fournit la moitié supérieure gauche de
la matrice bisymétrigue concernée et que la 2fm@ston de cette derniere fournit
I'intégralité de la matrice bisymétrique concernée.

L’ensemble des paramétres d’une matrice bisymedridéfinit donc parfaitement la dite
matrice.

Théoreme 1-23.8S , (B) est un sev dd( , (B), un sev dd.- S (B) et un sev d&-S  (B).

- si n estimpair (n=2v+1, vON): dim@S ,(B)) = (v+1)?,

- si nestpair(n=2v,vION*): dm(®BS ,(B)) = v(v+]1).

Preuve :
Le calcul de la dimension dgS$ , (B) se fait par simple dénombrement des paramétres.

On observeraqu’ilya (avet=2 etl<i<v):(n-2i + 2) parametres dans la ligne
Deplus: - sinestpair 6=2v,vON*): ilya 2 parameétres dans la ligne

- si nestimpair=2v+ 1vLN): ilya 1 parametre dans la ligne- . 1
Partant de 13, les résultats ci-dessus sont imr#dia

1.3.2. Exemples de matrices bisymétriques

Nous avons introduit précédemment (page 11) lesiceatl, et J,, définies a tout ordrs,
et nous avons alors indiqué que ces matrices étailenfois 1-symétriques et 2-symétriques.
I, et J, sontdonc des matrices bisymétriques.

Nous donnons ci-apres la forme générale des matbisgmeétriques pouk<sn< 6.

n=1: A=[a], aOB ; dim(®BS,(B)) = 1.

n=2 A={a :j (@b)0 B2 ; dim(BS,(B)) = 2.

b
a b c
n=3 A=|b d b|, (@bcd)OB* ; dim(3BS ,(B)) = 4.
b a
a b c¢c d
b e f c 6 .
n=4 A= , @b,c,d,ef)0B” ; dm@®BS,(B)) =6.
c f e b
d ¢c b a

15
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a b d e
b f g h d
n=5 A=|c g i g c|, (@b,cd,ef,g,hi)O0B° ; dmBS.(B)) =9.
d h g f b
e d ¢c b aj
fa b c d e f]
b g hi | e
n=6 A=|° h k1 , @b, c,d,ef,g,h,i,jk,1)0B*%; dim@BS,(B))=12.
d i | k h c
e J i h g b
| f e d c b a]

1.3.3. Propriétés des matrices bisymétriques

Remarque 1 :
Le produit de 2 matrices non-bisymétriques pew Bisymétrique. Tel est le cas si le produit
obtenu est la matrice nulle, comme dans I'exemyilast :

ST

Le cas suivant aboutit, lui, & une matrice-prodhigymeétrique non nulle.

1010 1 001
1100 o . R 1 o
A= est non-bisymétrique, tandis quk” = est bisymétrique.
0011 0110
0101 1 001
Remarque 2 :

A l'inverse, poumn > 3 le produit de 2 matrices bisymétriques peut reegtige bisymétrique.

1 10(|110 0 01
0 =1 0 1).
1 1 00

Exemple : |1 111 11
0 1|10 1 1
Toutefois, comme pour les matrices 1-symétriques Zsymétriques, on a la condition
nécessaire et suffisante suivante.

Théoréme 1-24.0(A,B) 0 (8BS, (B))* : AB [ 8BS ,(B) - AB = BA. Autrement dit :

le produit de 2 matrices bisymétriques est bisyipéér si et seulement si ce produit est
commutatif.

16
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Comme pour les matrices 1-symétriques et 2-syqués inversibles, on a le théoreme qui
suit, relatif aux matrices bisymétriques inverssble

Théoréme 1-25.AL0 BS . (B) n QL. (B) = A7 U BS,.(B) n GL, (B).

1.3.4. Structure générale d’'une matrice bisymétriga
1.3.4.1. Sous-matrices centrales et cadres d’'une matrice a&e

Définition 1-26. SoitAl M, (B) et soitk un entier tel que :
- Osk<sv-1sin=2v (vLN?¥)
- 0<k<v,sin=2v+1 (vUN).

On appelle sous-matrice centrale de niveau kAd@n abrégé : smc de nivedou plus

simplement : sm&) la sous-matrice obtenue en supprimantAdees k premiéres lignes,
ses k derniéres lignes, ses k premiéres colonnesgsk dernieres colonnes. La smc de
niveau k deA est donc une matrice d’ord(a — 2k).

Note : La smc de nivedl(smcd) de A est donc la matricé elle-méme.
Pourk>v -1, sin=2v, et pourk>v, sin=2v+1:smc-k deA = .

On appelle cadre de nivea(k+1) de A (ou plus simplement: cadiek +1) de A)
I'ensemble obtenu en privant la smc de niveau A de la smc de nivea(k +1) deA.

Remarques :

1) Sin=2v (vON?*), la matrice A compter smc (en comptant la smc 0 qui se confond
avec A) etv cadres.

A noter que le cadre de niveaude A se confond avec sa smc de nivGat |l Hagit
d’'une matrice d’ordre 2.

2) Sin=2v+ 1(vUN), la matrice A comptdy + 1smc (en comptant la smc 0 qui se
confond avec A) efv + I1radres.

A noter que le cadre de nive@u+ dg A se confond avec sa smc de niveadl

s’'agit d’'une matrice d'ordre 1 qui se confond avaccase centrale de la matrice,
d’'indices (v +1, v + 1).

3) Le cadre de nivealk + dp A peut aussi se définir comme le cadre de nivede la
smc de nivealk de A.

17
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Exemples :

Les exemples ci-dessous illustrent toutes les nstjgrécédentes pour les ordres 6 et
n="7.

n= 6 n= 6 n= 6
smc-0 smc-1 smc-2

cadre-1 cadre-2 cadre-3

>
1
~
>
1
~
>
1
~
>
1
~

smc-1 smc-2 sh

cadre-1 cadre-2 cadre-3 icad

18
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1.3.4.2. Positionnement des parameétres dans unetmee bisymétrique

Notation et Définition 1-27.

L’élément d’indices(, j) de la zone principale d’'une matrice d&S , (B) constitue un
parametre de cette matricgf. Définition 1-22) Nous noterons ce parameétre sous la
forme abrégéeli, j].

Le I* indicei est dénommé niveau du paramétre.

Le Z™indice j est dénommé numéro d’ordre du paramétre a I'ietérdu niveaui .

Rappelons que les indices de la zone principaléiesdria double inégalité :
1sisE(nT+l) et i<jsn-i+1

Oou encore :

- 1<i<v,sin=2v (vON¥),

- I<isv+1sin=2v+1 (VON).

Remarque :
Il convient de noter que tous les parametres deaniv d'une matrice bisymétrique sont
positionnés dans le cadre de niveade cette matrice.

Exemples :

Les exemples1 =6 et n = 7 ci-dessous illustrent la disposition des paranséediess matrices
bisymétriques d'ordren= &t n= 7 dans la zone principale (en grisé) et dans la zone
secondaire de ces matrices.

La disposition des parametres dans la zone seaenesti obtenue par 1-transposition de la
zone principale. Cette opération fournit la mois@périeure gauche de la matrice
bisymétrique concernée. La 2-transposition de aittaiere fournit ensuite I'intégralité de la

matrice bisymétriqgue concernée.

Note:
Par commodité, les matrices bisymétriques conceraémnt représentées ci-dessous sous la
forme d’un tableau carré constitué d&n cases).
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[1,1]

[1,2]

[1,3]

[1,4]

[1,5]

[1,6]

[1.2]

[2,2]

[2,3]

[2,4]

[2,5]

[1.5]

[1,3]

[2,3]

[3,3]

[3,4]

[2,4]

[1.4]

[1.4]

[2,4]

[3.4]

[3.3]

[2,3]

[1,3]

[1.5]

[2,5]

[2,4]

[2,3]

[2,2]

[1.2]

[1,6]

[1.4]

[1.5]

[1.3]

[1.2]

[1.1]

[1.1]

[1,2]

[1,3]

[1,4]

[1,5]

[1,6]

[1,7]

[1,2]

[2,2]

[2,3]

[2,4]

[2,5]

[2,6]

[1.6]

[1,3]

[2,3]

[3.3]

[3,4]

[3,5]

[2,5]

[1,5]

[1,4]

[2,4]

[3.4]

[4.4]

[2,4]

[2,4]

[1,4]

[1,5]

[2,5]

[3.5]

[3,4]

[3,3]

[2,3]

[1,3]

[1.6]

[2,6]

[2,5]

[2,4]

[2,3]

[2,2]

[1,2]

[1,7]

[1.6]

[1,5]

[1,4]

[1,3]

[1,2]

[1.1]
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1.3.4.3. Structure générale d’'une matrice bisymésque d’'ordre n
Soit A=[a;] U BS,(B).

Nous allons définir la structure générale de A eaxc@dant a I'étude de ses cadres successifs
deniveaul & sin=2v (VLIN*),etdeniveaul & +1sin=2v+1(vLN).

On suppose dans les schémas qui suiteassez grandn(= 6 pour fixer les idées) de maniere qu'il

existe un cadre de niveau 2 ainsi qu'un cadre deanii > 2. On suppose aussK IV de maniéere

quen—i+1>i. L'adaptation de ces schémas aux matrices d’andteb ne pose aucune difficulté

particuliere.

Cadre 1 : Par définition :

[1.1] &, [1.2] =a,,, ..
- 1[r1_i +1] = Qb e

Sl =a,, ...,
S [n=-1 =a,,,[1,n] =a,.

[1,1] [1,2] [1,0] [1, n-i+1] (1, n-1] [1,n]
[1,2] [1,n-1]
[1,0] [1, Nn—i+1]
[1, n—i+1] [ 1,07
[1,n—-1] [ 1,2]
[1,n] (1 n-1] [1 n-i+1] [10] [1,2] [1,1]
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Cadre 2 Par définition : [2,2), , ..., [2J] = &,, , ...,
2. n-itl] =&, .., [20-1 =&, .
[2,2] [2,i] [2, n—i+1] 2, N—1]
[2,i] [2, n—i+1]
[2, n—i+1] (2,0 1]
2, N—1] [2, n—i+1] [2,1] [2,2]
Cadre Par définition : i[,i] =&, ,...,[i, n-i+1] =& ., -

[i, i]

[, n=i+1]

[, n=i+1]

[i, i]
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Enfin, concernant les cases centrales de la ma#icas sont a distinguer, selon que
est pair ou impair.

n pair: n=2v (v ON¥)

Cadrey : Par définition: ¢,v] =a,, ,[v,v+1] =a, ., .

[v,V] [V,V+1]

v+ | V.VI

n impair n=2v +1 (v LIN)

Cadrev + 1. Pardéfinition: ¢+ Ww+1] = a,, ., -

[Vv+1,v+1]

La structure générale d’'une matrice bisymétriquebtsént en imbriquant les cadres de
niveaux successifs précédemment définis.

La Figure suivante donne un apercu de cette stejctachant que la partie centrale de la
matrice a été sciemment laissée en blanc : ilfansérer le cadre de niveauci-dessus si
n est pair et la cadre de niveu+ cd)dessus snh est impair.
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[1,1] [1,2] [1,1] [1, n-i+1] [1,n-1] [1,n]
[1,2] [2,2] [2,0] [2, n—i+1] (2,n-11 |11 n-1j
(101 [2,0] [i,i] é[i,n—i+1] [2.n-i+1] |1 n=-i+1]
[Ln=i+1] [[2n-i+]1] [i,n=i+1] li,il 12,01 i
[1,n-1] [2,n-1] [2, n=i+1] [2,1] [2,2] [1,2]
[1,Nn] [1,n-1] [1, Nn—i+1] [1,0] [1,2] [1,1]

Terminons en explicitant ci-dessous la strecte la ligne :

(L0102 011..[i=Li1[i,i10i, i+1]..[0,n=i][i, n=i+1][i-1, n=i+1]...[2, n=i+1][1, n—i+1]

gui compte biem éléments.

Structure identique pour la colonngmémes éléments dans le méme ordre, mais dans le

sens vertical).
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CHAPITRE 2

Matrices bisymétrigues commutatives— Espacevectoriel BS€ ., (B)
— Sous-algébre commutativeBSC, (B)

2.1. Introduction

BS , (B) désigne I'ensemble des matrices bisymétriquesdBon a éléments dan.
O, désigne la matrice nulle d’ordre |, désigne la matrice-unité d’ordrre

Nous avons établi que le produit de 2 matrices nhégiques n’'est pas nécessairement
bisymétrique mais que ce produit est bisymétriguetsseulement s'il est commutatif.
(Cf. Théoréme 1-24 du Chapitre 1).

Nous nous intéresserons dans ce chapitre a I'existde sous-espaces vectoriels (sev) de
BS , (B) stables par la multiplication, c.-a-d. tels qeeploduit de 2 quelconques de leurs

matrices leur appartiennent (autrement dit encoeés:que la matrice-produit résultante soit
bisymétrique).

Compte tenu de la condition nécessaire et suffiseappelée ci-dessus, il revient au méme de
rechercher les sev dg$ , (B) stables par la multiplication ou les sevg, (B) tels que le
produit de 2 quelconques de leurs matrices soinuatatif.

Nous donnerons a de tels sev un nom générique derre BSC (BS = bisymétrique,
€ = commutatif), et nous verrons ci-apres qu'il eisxpour tout ordre de matrice Nous

dirons queBSC est commutatif (*) et que les matrices élémentsBd€ commutent entre
elles ou encore qu’elles sont commutantes (*).

(*) Nous sous-entendrons systématiqguement queolarigté de commutativité dont il s’agit concerne
la multiplication matricielle.

Pourn=1, 8S€ = BS,(B) convient. De méme, pour= ,BSC = BS, (B) convient.

Par contre, poun = 3, nécessairementBSC # BS ,(B) (cf. exemple de la Remarque 2 de

la Section 1.3.3. du Chapitre 1). Par suite, poar , o8 a nécessairement l'inclusion
stricte :BSC LI BS ;(B).

En fait, I'existence d’au moins un s&@5€ de3BS , (B) (& un ordre de matrice quelconque),

stable par la multiplication (ou commutatif - cei gavient au méme) est facile a établir.
Le sev8S€={0,, I,}, de dimension 1, répond aux critéres fixés, cormmée vérifie sans

peine.

Bien entenduS¢€ contiendra toujours les matric€x, et | .En effet, le produit d®, ou

de |, par toute matrice A déBS , (B) est commutatif. De plusBS€ étant un sev, siBSC
contient les matrices A et B d&S , (B), alors8S€ contiendra aussi toute matrice issue d’'une
combinaison linéaire de A et de B, de la forma + 3 , Ba,5) 0 (B)?.
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2.2. MatricesB,,,1<i<n
Nous allons introduire, pour tout ordneé] N*, un ensemble da matrices deBS , (B), noté
{B,.}, 1<i<n,

2.2.1. Définition des matricesB . ,1<i<n

ni?

Nous commencerons par donner la structure de céscesapourn = 1 a 6, avant de
généraliser cette derniére a un onaligelconque.

n=1:

B,, =1,,s0it: B, = [1].

Donc
— 5 - [01
21 22 10
n=3:
100 010 00 1
B, =1,=/0 10 ; B,=[101| ; By=J=|010
001 010 100
n=4:
1 000 0100 0010
5 -, _|0100 5 1010 5 _ 0101
“a %" 1oo010 " 2 lo1o0 1" % 101 0o’
0001 0010 0100
000 1
B_J_001o
“oT T 10100
1 000

26



Sous-algebre commutative définie dans I'ensemidentitrices bisymeétriques d’ordne

O O o 4 o O 4 0 o o
O O A O H - O 4 O o
O Hd 0O d o O 4 0O 4 o
4 O 4 O O O O d o0 o
O 4000 ©ooodo
I
I
N
o’ Bm
c oo ood oo do 4
O O o +d o O 4 0O 4 o
O O d o o - O 4 O H
O +4 0 o o O 4 0O 4 o
40000 ©oo-doo
I
I
wn
- 9
I an)]
8
m

0 00O01
00010

0 01 0 0.
01000

Bss = J5 =

000010_001000
© o +d o 1 0o — O +d O +d o
© < o0+ 0 0o O Hd O d O o
- O 4 O O O O O 4 O 4 O
_010000_000100

1 I

P 3

[a] m
Ccoocoood ©ood4doo
O O O O 1 O O O 14 O +d O
O O O 4 O O O 14 O +d O
O O 4 O O O — O 4 O +dH O
O 4 O O O O O 4 O 4 O O
_100000_001000

11 I

© ™

— BG

1

o

(2]
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0 00OO1

0 00O0O0O1O

0 001O00O0

00100 0|
010000
100000

0 00O0O1O

000101

001010

010100

101000
01 00O0O0

65

0]

n quelconque

Nous poserons, en généralisant ce qui précede :

O o o o O O +d O
O o o o O 4 o dH
O o o o — O +4 O
O o o o O 4 o o
O O +d O O O o o
O +d O - O O o o
— O 4 O O O o o
© <+ o o O o o o

I

N

o

(2]
'c o o o O oo d oo oo O 4 O O
O O o o O o 4 0o O O O o — O 4 O
O O o o O 4 O o O O O o O +d O -
O o o o - O O o O O O o — O 4 O
o o o d O O O o O d4 O O O O o
O O +d O O o o o — O +d O O O O o
O 4 O o O o o o O +dH O - O O O o
— © o o ©O ©Oo o oo dHo O O O o

I 1

— (32}

o o

(2] m
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0 00O 0 1 0 O]
0 00O 1 010
0 00O 01 01
0 00O 1 010
................................... B, ,= :
010 1 0 00O
1 01 O 0 00O
010 1 0 00O
0010 000 O]
[0 00O 0 0 1 O] [0 0 0 O 0 0 0 1]
0 00O 0101 0 00O 0010
0 00O 1 010 0 00O 0100
0 00O 0100 0 00O 1 00O
Bnn—l: ;Bnn:
0010 0 00O 0 00 1 0 00O
01 0 1 0 00O 0010 0 00O
1 01 O 0 00O 01 0O 0 00O
010 O 000 0 100 O 000 0
Définition 2-1 — £ Définition des matricesB_ ,1<i<n.

ni?

Soit (0, i, j, p,q) O (N*) °.
Les n matricesB,_ ., 1<i <n, ont leurs éléments tous nul8Ll B), a I'exception de ceux

ni?

d’indices(p, ¢ vérifiant les relations ci-dessous, et qui prertredaors la valeurl (1] B).

Pour tout i fixé,1<i<n:
Oj telquel<s j<n-i+letOptelquej<p<i+j-1:p+g=i+2j-1

Remarque 1 :
Notons que I'on a toujours les identités suivantBs, = |,; B,, = J

n? nn n*

Remarque 2 :

Les éléments non nuls dessinent une configuratiofoene de rectangle dont les sommets
sont les éléments d’indices i1,;)( ,2) ; (n-i+1 n) ; (n,n—i+1).

Lorsquei = 1let lorsque = n, le rectangle est dégénéré et se confond respemivteavec la
1% diagonale et 1a%' diagonale de la matrice.
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Remarque 3 :
Il faut bien reconnaitre que les relations figurdans la Définition 2-1 ci-dessus sont moins
« parlantes » que la représentation graphique degscesB,,, 1<i<n, donnée plus haut.

Pour rendre plus « parlante » encore la représemtgtaphique de ces matrices, nous aurons
parfois recours a un autre mode de représentating ldquelle :

- la matrice a représenter prend la forme d’un tabtianx ncases,
- les cases correspondant a un élément égal a Bopatit une croix : x,
- les cases correspondant a un élément égal a (ags#tes a blanc.

Exemples :
Dans ce mode de représentation, on a a titre oiiphess, poum =4 :
B=1, B B B=J,
X X X X X
X X X X X X | X
X X X X X X | X
X X X X X

Nous dénommerons ce mode de représentation : espadion simplifiee des matricds, ; ,
1<i<n.

2.2.2. Indépendance du systeme de matric{i'Bn i}, 1<i<n
Théoréme 2-2Le systémgB, .}, 1<i < nest libre.

Preuve :
Soient :(A, ,....A;,...A, I B".

La combinaison linéaire :

Cc=AB,+ A,B,+...+A, B, +....+A,_, B,.,+4,B,,

estune matrice C =[;] (1<i<n,1<j<n) deM  (B).
Par suite :

cC=20

n

= ;= 0, pourl<is<netl<sj<n.
Or:c,=A,¢c,=4,,...,¢, =4, ...,¢,,=4,4,C,=4,, donc:
C=0,= A,=0,4,=0,..... A=0, ... Au=0,14,=0.

Le systéme{ Bni}, 1<i<n, estdonc libre.
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2.3. Définition de I'ensembleBSe, (B)

Nous allons maintenant nous attacher a définir {pout ordre de matrica entier positif)
un sev particulier deBS , (B), de dimensionn, que nous noteron®BSE€ , (B), et dont

les matrices possedent les propriétés de bisymétride commutativité dont il a été fait
mention dans I'introduction de ce chapitre.

Nous allons nous donner pour ce faire aragrice de référencet nous choisirons a cet égard,
pour n= 2, la matriceB,,,. Nous poserons alors : & B,,.

Définition 2-3. On O N*-{1} : N, = B_,.

n

Pour n =1, nous conviendrons queN, = O, = [0].

Définition 2-4. Nous désignerons pacom (N, ) le commutant de la matrichl , dans
BS . (B).

Note : Dans tout le présent Chapitre 2, Com, Nlésignera le commutant de, Nans
BS ., (B), et non pas dandl , (B). Nous étudierons le commutant de, Mans
M (B) dans le Chapitre 3.

Com (N, ) est bien un sev d8S ,(B) (propriété classique du commutant d’'une matrete)
il est clair que les matrice®, , |, et N, figurent dans Com (I\), puisque les produits
N,.O,,N,.I, et N,. N,.sont commutatifs.

Nous démontrerons que Com (Nest globalement stable pour la multiplication, ewnrent
dit que le produit de 2 matrices quelconques A'ede Com (N,) (et non plus seulement le
produit A . N, ) est bisymétrique.

Nous démontrerons également que la dimension de(Sigfest égale an.

Nous commencerons par étudier les pas 1 & 5, ou nous poserons, par définition, que :
BSC, (B) = Com (N,) dans®8S , (B). Pourn =6, nous adopterons une approche légerement

différente qui préfigurera le traitement du caségahn [1 N* quelconque.

2.3.1. Etudedescaa=14a6
n=1

M, (B) =BS,(B) ne contient que 2 matrices#+ [1] et O = [O]
Par ailleurs N = O, (cf. Définition 2-3) et on vérifie sans peine que les produits :
,.0,=0,, 0,.1,=0,, O,.0,=0, etl, .l =1, sontcommutatifs.

Donc : Com (N) = 8S,(B) = M, (B).
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Nous posons, par définitiof8S€,(B) = Com (N,) dans®8S, (B), et donc :
BSC,(B) = BS,(B) = M,(B) et dim@BSe,(B)) = 1.

Or:B,, =1, (cf. Définition 2-1).

Toute matrice A d&S€, (B) s’écrit sous la forme A aB,, avecal B.

Nous dirons qué B, } constitue la « base canonique »B&C, (B).

On a donc BS€,(B) = Vect (B,,).

n=2

01
BS,(B) =M, (B) et: N, = L o} =,

b
Soit A :{Z a} , (a,b) 0 B?, une matrice quelconque &S , (B).

{b
A.N, =

a : " " N
b} est bisymétrique, sans conditions particulieressset b .
a

On peut d'ailleurs vérifier directement que si I'ea@ donne 2 matrices A &t quelconques
deRBS , (B) :

1 a.l
aa' +bb' ab +ba
ab'+ba aa +bb'

b ' b
AZ{Z a} . AI:{E } (a,b)0B?, (a',b)dB?, alors le produit :

A A = { } est bisymétrique, sans conditions particulieres sur
a, b a,b.

Donc : Com (N) = 8S,(B) = M, (B).

Nous posons, par définitiofBS€, (B) = Com (N, ) dans®S , (B), et donc :

BSC,(B) =BS,(B) = M,(B) et dim@BSC, (B)) = 2.

Considérons maintenant les 2 matrices, B 1, et B,, = J, = N, faisant I'objet de la
Définition 2-1.

Toute matrice A d&3S€, (B) s’écrit sous la forme A=a B,, + b B,, avec(a,b) 0 B?.
Nous dirons qué B, 822} constitue la « base canonique »B&€ , (B).

On a donc :8BSC, (B) = Vect (B, B,,).
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n=3
010 a b c

Soit N,=|1 0 1l|etsoitA=|b d b|, (a,bcd)d B*, une matrice quelconquede
010 c b a

BS ; (B).

Cherchons a quelles conditions la matrice produitNd est bisymétrique.

b a+c b
b a+c b

On voit donc qu’en régle générale, A ;Nest pas bisymétrique. Cependant A 5 &&t
bisymétrique si et seulement si la condition suigd; ) est remplie :

(Cjy) d=a+c

Lorsque cette condition (Q) est remplie, A prend la forme générale suivante :

a b c
(Fs) A=|b a+c b
C b a

Réciproquement, on vérifie aisément que le prodieiitoute matrice A de la forme {Fpar la
matrice N, est bisymétrique.

Remarque :
Le produit N;. A est le 1-transposé de A ;NEn effet :'(N;. A) ='A. " N;=A.Nj;.

Si I'on avait formé le produit ). A (au lieu de A . N) et si I'on avait cherché a quelles
conditions N; . A est bisymétrique, on aurait retrouvé la méoeddion (C;) : d =a+c.
De méme, si I'on avait cherché a quelles conditiermoduit A . N; est commutatif, donc a

quelles conditions: A . Bl = N5 . A, on aurait a nouveau retrouvé la méme condit®y) :
d=a+c.

En conclusion, A . Nest bisymétrique si et seulement si A est dertiaéo(F;) ci-dessus.

Donc : Com (N;) dans 8BS ; (B) = ensemble des matrices A de la formg)(F

(I convient de noter que la matrice;Ncorrespond a la matrice A pour laquella= , O
b=1,c=0).
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Considérons maintenant les 3 matriceg, B ,, et B,,, faisant I'objet de la Définition 2-1.

100 010 001
B, =1,=(0 10/ ; B,=N;=|101 ; B,=J=1/01 0.
001 010 100

Ces matrices appartiennentGom (N; ), comme on le vérifie aisément :
- B, correspond aux valeurst=1, b=0, c=0,
- B, correspond aux valeursx= ,0=1,c=0,
B ., correspond aux valeursa:= ,0=0, c=1.

Le systéme{ B, Ba,, 833} est un systeme générateur de Com JNouisque toute matrice

A de Com (N;) s’écrit sous laforme: Aa B, +b B,,+ c B,.

Par ailleurs, le systémeB.,, B,,,B., } est libre (cf. Théoréme 2-2).

En conclusion, le systén{6831, B.,,Bas } libre et générateur, est une base de Cog)(N
Donc : Com (N;) = Vect(B,, ), 1<i< 3.

Nous allons maintenant montrer que le produit den&rices quelconques A et A’ de
Com (N;) est commutatif.

Commencgons par montrer que tel est bien le caslpsunatrices de la ba$831, B,,, B33}

de Com (N; ), autrement dit que : B. B;; = B;; . B, pour:1<i< 3etl< j<3.

Pouri = 2, comme B, = N ,, nous sommes assures, par définition méme de Gb), (
que:B,,.B; = B, . By, 1<j<3.

Table de multiplication;BB,; = B;; . B; (l<i<3 etl<sj< 3)

(Par commodité d’écriture, I€"indice de B relatif & 'ordrdn = 3 a été omis dans le tableau ci-dessous).

B, B, B,
B, B, B, B,
B, B, B,+B; | B,
B, B, B, B,

Les matrices de la ba$6831, B, B } de Com (N;) sont donc bien commutantes.
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Bien entendu, ceci suffit a établir la commutaéwitu produit de 2 matrices quelconques de
Com (N, ), autrement dit :

OA O Com (N;), DA Com(N;): A.A = A' A

3 3
En effet, comme : A =) a B,, etcomme A' = ) a'; B, le produit :
i=1 =1

3

3
A.A =D aB;) (D aB,;) est commutatif,
i=1 =1

puisque tous les produits,B. B, ; (1<i<3 etl< j<3)le sont.
Nous posons, par définitiorBSE , (B) = Com (N, )dans BS ; (B), et donc :
BSC, (B) = Vect (B, B;,,B;).

Nous dirons qué B., Bs,,Ba; } constitue la « base canonique »B&L , (B).

BSC , (B) est un sev dell ; (B) et deBS ; (B) de dimension 3, constitué de matrices
bisymétriques commutantes.

n=4
0100 a b c d
1 010 b e f c
Soit N, = et Soit A = , (a,b,c,d, e f) U B®°, unematrice
0101 c f e b
0010 d ¢c b a

quelconque d&S$ , (B).

Cherchons a quelles conditions la matrice produif\® est bisymétrique.

b a+c b+d c
e b+f c+e f
f c+e b+f el
c b+d a+c b

On voit donc gqu’en regle générale, A .,N'est pas bisymétrique. Cependant A , &bt
bisymeétrique si et seulement si les conditionsanuties (G ) sont remplies :

(C.,) e=a+c et f =b+d

Lorsque ces conditions (O sont remplies, A prend la forme générale suivante
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a b C d

b a+c b+d c
(F,) A=

c b+d a+c b

d C b a

Réciproquement, on vérifie aisément que le prodeittoute matrice A de la forme (I
par la matrice N est bisymétrique.

Remarque :

Comme dans le cas= 3, on aurait aussi pu former le produit ,NA (au lieude A. N)

et rechercher a quelles conditions ce produit Bsini@trigue. On aurait retrouvé les mémes
conditions (G, ). De méme, si I'on avait cherché les conditionasdiesquelles le produit

A . N, est commutatif, on aurait & nouveau retrouve lesieséconditions (¢ ).

En conclusion, A . N, est bisymétrique si et seulement si A est de lanéor(F,)
ci-dessus.

Donc : Com (N,) dans®S , (B) = ensemble des matrices A de la formg)(F

(I convient de noter que la matrice ,Norrespond a la matrice A pour laquella= , 0
b=1, c=0).

Considérons maintenant les 4 matriceg,B,,, B,;, B,,, faisant I'objet de la Définition
2-1.

1000 0100 0010
B_|_01oo B_N_101O B_0101_
‘” 4 0010 @ % *“ o101 *® J101 0"

0001 0010 0100

0001

0010
Bu=di =10 1 0 0

1000

Ces matrices appartiennentGom (N, ), comme on le verifie aisément :
- B, correspond aux valeursx= ,b=0,c=0,d=0,

- B,, correspond aux valeursas= ,0=1,¢c=0,d=0,
- B,; correspond aux valeurss= ,0=0,c=1,d=0,
- B,, correspond aux valeurss= ,0=0,c=0, d=1.
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Le systémdl B, Bs B, BM} est un systeme générateur de Com, XNpuisque toute
matrice A de Com () s’écrit sous laforme: A=a B, +b B,,+c B ,;+d B,,.

Par ailleurs, le systémeB,,, B,,,B.,, B,.} est libre (cf. Théoréme 2-2).

En conclusion, le systém{aB41, B., B, B44}, libre et générateur, est une base de
Com (N,).
Donc : Com (N, ) = Vect(B,, ), 1si<4

Il convient maintenant de montrer que le produit Zenatrices quelconques A At de
Com (N,) est commutatif.

Commencons par montrer que tel est bien le cas pesr matrices de labase
{841, B4, Buss B44} de Com (N,), autrement dit que: B. B,; = B,; . B, , pour:
l<i<4etl<j<4.

Pour i= 2, comme B,, = N, , nous sommes assures, par définition médee
Com (N,), que:B,,.B,; = B,; . B,,, 1= <4,

Table de multiplication , BB,; = B,; . B, (1si<4 etl<j< 4)

(Par commodité d’écriture, I€"indice de B relatif & 'ordrdl = 4 a été omis dans le tableau ci-dessous).

B, B, B, B,
B, B, B, B, B,
B, B, B,+B, | B,+B,| B,
B, B, B,+B, | B,+B; B,
B, B, B, B, B,

Les matrices de la ba%eB‘u, B, B, B44} de Com (N,) sont donc bien commutantes.
Bien entendu, ceci suffit a établir la commutaéwvitu produit de 2 matrices quelconques de

Com (N,) , autrement dit :
OAOCom(N,), OA'OCom(N,): A.A = A A,
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4 4
En effet, comme : A =Zai B, etcomme A' = Za'j B,;, le produit
j=1

i=1

4 4
A.A =00 aB,) (D a,B,;) est commutatif,
i=1 j=1
puisque tous les produits,B. B,; (1si<4 etl< j<4)le sont.

Nous posons, par définitio8S€ , (B) = Com (N,) dans8S$ , (B), et donc :
BS€, (B) = Vect By, B,,,B,3, Bu).

Nous dirons qué B, B, Bys, B44} constitue la « base canonique >®B&€ , (B).

BSC, (B) est un sev dell , (B) et deBS , (B) de dimension 4, constitué de matrices
bisymétriques commutantes.

n=>5
0 1 0 0 0] fa b d e]
10100 b f g h d
Soit N,=|0 1 0 1 O|etsoitA=|c g i g c|, (@b,cd,ef,g,hi) 0B,
00101 d h g f b
00010 e d ¢c b aj

une matrice quelconque @S . (B).

Cherchons a quelles conditions la matrice produif\y est bisymétrique.

atc b+d e+c
b+g f+h d+g
c+i 0 C+i
d+g f+h b+g
etc b+d a+c

>
pd
ol
I
o Q@ - T

o -~ Q T Q9

On voit donc qu’en regle générale, A . Nest pas bisymétrique. Cependant A , Hst
bisymeétrique si et seulement si les conditionsaties (G ) sont remplies :

(Cy) f=a+c, g=b+d, h=c+e, i=za+c+e

Lorsque ces conditions (J sont remplies, A prend la forme générale suivante
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(Fs)

® & O T 9

b
a+c
b+d
c+e

d

c d
b+d c+e
atc+e b+d
b+d a+c
c b

QO T O Q o

Réciproquement, on vérifie aisément que le prodaittoute matrice A de la forme (F
par la matrice I est bisymétrique.

Remarque :
Comme dans les cas=3 et n= 4, on aurait aussi pu former le produit ; NA (au lieu de

A . N;) et rechercher & quelles conditions ce produibisimétrique. On aurait retrouvé les
mémes conditions (). De méme, si I'on avait cherché les conditionasdiesquelles le
produit A . N, est commutatif, on aurait & nouveau retrouvé leseseconditions (¢).

En conclusion, A . N est bisymétrique si et seulement si A est dertaéo(F; ) ci-dessus.

Donc : Com (N, )dans®S . (B) = ensemble des matrices A de la formg (F ).

(I convient de noter que la matrice,Ncorrespond a la matrice A pour laquella= , O
b=1,¢c=0,d=0,e=0).

Considérons maintenant les 5 matriceg,BB.,, B.;, B.,, B, faisant I'objet de la
Définition 2-1.

10000 01000 00100
01000 10100 01010
By,=l;=]0 010 0/;B,=Ng=|{0 101 O0[;Bg=|(1010 1;
00010 00101 01010
0000 1 00010 0010 1
00 01 0] 0 0 0 0 1]
00101 00010
B, =/01010|;B;=J=[(00100
10100 01000
0100 0] 100 0 O]

Ces matrices appartiennentGom (N, ),comme on le vérifie aisément :
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- B, correspond aux valeurs&:=1,b=0,c=0,d=0, e=0,

- B, correspond aux valeursas= ,0=1,¢=0,d=0,e=0,
- B, correspond aux valeursa= ,06=0,c=1,d=0, e=0,
- B, correspond aux valeursa= ,06=0,c=0,d=1,e=0,
- B, correspond aux valeurss= ,0=0,c=0,d=0,e=1

Le systémd B.,, Bs,,Bs;, B, B } est un systéme générateur de Corg (Nbu)sque toute
matrice A deBS€  (B) s’écrit sous laforme:Aa B, +b B,+cB,,+d B,,+€B,.

Par ailleurs le systén{eBSl, B.,,B:;, By, B } est libre (cf. Théoreme 2-2).

En conclusion, le systén@,,, B,,B.,, B, By}, libre et générateur, est une base de
Com (N; ).
Donc : Com (N;) = Vect(B,, ), 1<i < 5.

Il convient maintenant de montrer que le produit Zlenatrices quelconques A At de
Com (N; ) est commutatif.

Commencons par montrer que tel est bien le cas pesr matrices de labase
{851, Bs,, Bss, B54,B55} de Com (N ),autrement dit que : B. B;; = B;; . By, pour:

1<i<5 etl< j<5.

Pouri = 2 comme B, = N,, nous sommes assures, par définition méme de G (
que:B;,. B;; = By, . By,, 1< j<5.

Table de multiplicatidd;; . B;; = B;; . By, (1<i<5 etl<sj< 9

(Par commodité d’écriture, 1€ ihdice de B relatif & I'ordrdl =5 a été omis dans le tableau ci-dessous).

B, B, B, B, B,
B, B, B, B, B, B,
B, B, B,+B, | B,+B, | B,+B.,| B,
B, B, B,+B, |B,+B,+B. | B,+B, | B,
B, B, B,+B. | B,+B, | B,+B, | B,
B, B, B, B, B, B,
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Les matrices de la base canoni(ilEeSl, B.,,B., BS4,855} de Com (N )sont donc bien
commutantes.

Bien entendu, ceci suffit a établir la commutaéwitu produit de 2 matrices quelconques de
Com (N ), autrement dit :

OADOCom (N, ), OATCom(N,): A.A = A A

5

5
En effet, comme : A =Zai Bs; etcomme A' = » &' B, le produit :
=1

i=1 i
5

5
A.A =(DaBg) (D a,Bg;) est commutatif,
i=1 =1

puisque tous les produits,B B;; (1<i<5 etl< j<5)le sont.

Nous posons, par définitior8SC, (B) = Com (N, )dans®S . (B), et donc :
BSC (B) = Vect By, Bs,,Bsss Boys Bss)-

Nous dirons qué B.,, Bs,,Bs;, Bs,, B } constitue la « base canonique »B8C , (B).

BSC; (B) est un sev dell ; (B) et deBS . (B) de dimension 5, constitué de matrices

bisymétriques commutantes.

n=6

Nous allons procéder Iégerement differemment despcacédemment étudigs= 1 a 5.
Cet exemple préfigurera I'approche adoptée darseddion suivante, traitant le cas général
nL N*.

Nous prédéfiniron$BS€ ; (B) comme un sous-ensemble particulieB; (B).

Puis nous établirons que ce sous-ensemble esvude$s , (B) de dimension 6.

Nous démontrerons ensuite B8C , (B) = Com (N, ) dansBsS ¢ (B).

Nous établirons enfin que le produit de deux mesriquelconques dBSC , (B) est
commutatif.

Par définition donc#BSC, (B) sera le sous-ensemble 8§  (B) constitué des matrices de la
forme générale :
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(Fe)

a b C d e f
b a+c b+d cte d+f e
c b+d a+c+e b+d+f c+e d
d c+te b+d+f a+c+e b+d c
e d+f ct+e b+d atc b
f e d C b a]

Considérons maintenant les 6 matriceg,B,, By;, B¢, B4s, B¢,, faisant I'objet de la

Définition 2-1.
1 0 0 0 0 O] (01 0 0 0 O]
01 00O00O 1 01000
00100 0 01010 0|
B61=|6= ’ Bezz N6: y
0 001O00O0 001010
0 00O0T10O0 000101
00000 1 000010
0 01 0 0 O] 0 0 0 1 0 O]
01 0100 001010
1 01 010 01 0101 _
Bes = ’ B, = ’
01 0101 1 01 010
001010 01 0100
_O 0 010 O_ _O 0100 O_
0 0 0 0 1 O] 0 000 0 1]
0 00101 0 0O0O0O10
001010 000100
Bss = ) 866 = J6 =
01 0100 0 010O00O0
1 01000 01 0O0O0O0
01000 0 10000 0

Ces matrices appartiennent bieB&C , (B), comme on le vérifie aisément :

- B, correspond
- B, correspond
- B,; correspond
- B, correspond
- B, correspond
- B correspond

aux valeurss=1, b=0,c=0,d=0,e=0, f =0,

aux valeursa:= ,0=1,¢c=0,d=0,e=0, f =0,
aux valeura:= ,0=0,c=1,d=0,e=0, f =0,
aux valeura:= ,0=0,c=0,d=1,e=0, f =0,
aux valeurs= ,0=0,c=0,d=0,e=1, f =0,
aux valeurs= ,0=0,c=0,d=0,e=0, f =1
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Moyennant l'introduction ce ces matrices, la matrgenérale déBS€ . (B) ayant la forme
(F,) ci-dessus s’écrit comme suiaB ,,+bB,,+CcB,+dB,+teB, + f B .

Le systéme{ Bes BgyiBgss BesayBess BGG} est donc un systeme géenérateuBse  (B),
Par ailleurs le systén{eBGl, BeosBgss BgsrBess BGG} est libre (cf. Théoréme 2-2).

En conclusion, le systér{mBGl, By Beasy BgsiBgsy Bes } libre et générateur, est une base de
BSC ¢ (B).

Nous dirons que{BGl, 862,863,864,865,866} constitue la «base canonique » de
BSC, (B).

On adonc BSC, (B) = Vect B¢, Bgy Bgss Besr Besy Bes)-

Nous allons maintenant démontrer qugSe ., (B) = Com (N, ) dans3S ; (B).

a b cd e f
b g hi | e
Soit A= h Kb , @b, c,d,e,f,g,h,i,jk,1)OB* une matrice
d i I k hc
e J i h g b
| f e d c b a]
quelconque déS ; (B).
0 1 0 0 0 O
101000
: 010100
Soit: Ng=B,,= .
001010
000101
0 0 001 0f

Cherchons a quelles conditions la matrice produit\4 est bisymétrique.

at+c b+d c+e d+f e
b+h g+i h+j i+e
c+tk h+l k+i |+d
i d+l i+k I+h k+c
j e+i j+h i+g h+b
e f+d e+c d+b c+a

o Q T

T Q I — —
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On voit donc qu’en regle générale, A M’est pas bisymétrique. Cependant A , @st
bisymétrique si les conditions suivantes; {Gont remplies :

(C,) g=a+c, h=b+d, i=c+e, j=d+f, c+k=g+i, d+l=h+ ]
soit encore :
(C,) g=a+c, h=b+d, i=c+e, j=d+f, k=a+c+e, | =b+d+f

Lorsque ces conditions (G sont remplies, on constate que A prend la forémeoale(F,)
introduite plus haut :

a b C d e f
b a+c b+d cte d+f e

F) A = c b+d a+c+e b+d+f c+e d .
® d c+e b+d+f a+c+te b+d c
e d+f cte b+d atc b
f e d c b a

Réciproquement, on vérifie aisément que le prodeittoute matrice A de la forme (F
par la matrice N est bisymétrique.

En conclusion, A . Nest bisymétrique si et seulement si la matricetAleda forme (E) ci-
dessus.

Remarque :
Comme dans les cas=3, n=4 etn=5, on aurait aussi pu former le produit;N A

(au lieu de A . N) et rechercher a quelles conditions ce ptodst bisymétrique.

De méme, on aurait pu chercher a déterminer leslitons dans lesquelles le produit
A . N, est commutatif. Dans les deux cas, on aurait aldolaticonclusion que A doit étre de
la forme(F4) ci-dessus.

Finalement, A . N est bisymétrique (ou: N. A est bisymétrique, ou encore : A .,N
est commutatif), si et seulement si LABSC, (B) = Vect B¢, By, Bgss Besr Bes: Bes)-

Et donc BSC (B) = Com (N, ) dansBS ; (B).
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Il convient maintenant de montrer que le produit Zlenatrices quelconques A At de
BSE ; (B) est commutatif.

Commencgons par montrer que tel est bien le cas lpsumatrices de la base canonique de
BSC 4 (B), autrement dit que : B. B;; = By, . By, pour:1l<i<6 etl< j<6.

Pouri = 2 comme B, = N,, nous sommes assurés, par définition méme de Gon), (

que : By,. Bg; = By, . Bg,, 1<) <6.

Si nous procédions comme dans les exemples préséden1 a 5, nous nous contenterions
de calculer la table de multiplication,BB,; = B, . B, pour:1<i< 6 etl< j< 6, etde

constater la commutativité de chacun de ces pmdutherchons une démonstration
généralisable a un ordre quelconque.

Montrons d’'abord que B. B,; (1<i<6 etl< j< 6) 0 BSC, (B).

Ce dernier point n’est pas acquis puisque le ptod&i2 matrices bisymétriques n’est pas
nécessairement bisymétrique.

Pour ce faire, nous allons démontrer que le pradieiita matrice (B . B,;) et de la matrice
Bs, = Ny est commutatif, c.-a-d. que : (BBy;) . B;,= By;. (B - By,)-

Or Bg; . Bg, est commutatif, donc :
(Bei-Bgj) - Bsy = Bgi- (Bgj - Bgy) = Bgi- (Bgy- Bgj) = (Bgi- Bgy) - By

B - Bg, €st commutatif, donc : (B. Bg,) . Bg; = (Bg, - Bg) - Bg; = By, - (Bgi- Bg)-
Donc le produit de la matrice (B B,;) et de la matrice B = N, est bien commutatif.

Comme seules les matrices bisymétriques apparteaaSC . (B) commutent avec
B., = Ng,on en conclut que :
Be-Bg; (1<i<6 etl<sj< 6) O BSC,(B).

De ce fait la matrice produit B. B, est bisymétrique. Or, si ce produit;B B; est
bisymétrique, alors c’est qu'’il est commutatif. RdB;. B;; est commutatif.

Redémontrons ce dernier point :
B - Bg; €tant bisymetrique, B. B,; est symetrique.

Donc : Bs. Bs; = '(Bg . Bs;) = "By, . ' Bg = B, . By
La commutativité du produit B . B,; est donc bien établie.

Les matrices de la base canoniqueBd€ . (B) sont donc bien commutantes.
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Bien entendu, ceci suffit & établir la commutaéwitu produit de 2 matrices quelconques de
BSEC  (B), autrement dit :

ALl BSC,(B), OA'LI BSC,(B): A.A =A A

6 6
En effet, comme : A =Zai Bs; etcomme A' = Za'j B¢ ;» le produit :
j=1

i=1

6 6

A.A = (Za,. Bsi) (Za’j B¢ ;) est commutatif, puisque tous les produitg, BB,
i=1 j=1

(1<i<6 etl< j<6)lesont.

Ci-apres la table de multiplication,B B;; = By, . B;;, pour:l<i< 6 etl< j< 6.
La lecture de ce tableau montre bien que le prolyit B;; = Bg, . B, (1<i<6 et
1< j £6) est commutatif.

Table de multiplication BB, = By, . By, (l<i<6et1l<j< 6)

(Par commodité d’écriture, I€ Indice de B relatif & 'ordren = 6 a été omis dans le tableau ci-dessous).

B, B, B, B, B, B,
B, B, B, B, B, B, B,
B, B, B,+B, | B,+B, B,+ B, B,+B,| B,
B, B, B,+B, |B,+B,+B, |B,+B,+B,| B,+B, | B,
B, B, B,+B, |B,+B,+B, |B,+B,+B, | B,+B, B,
B, B. |B,+B, | B,+B, B,+B, B,+ B, B,
B, B, B, B, B, B, B,

En conclusion :

BSC  (B) = Vect (Bg,, Bg,,Bgs, Bgsy Bgss B ) €St un sev deMl  (B) et deBS , (B)

de dimension 6, constitué de matrices bisymétrigoesmutantes.
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2.3.2. Matrices bisymétrigues commutatives d’ordren L1 N* - Espace vectorietBS€ , (B)
- Base canoniqueB,; (1<i<n) deBSE€, (B)

Nous allons nous inspirer du cas précédenat . 6

Nous prédéfiniron$BS€ . (B) comme un sous-ensemble particulier B8&  (B). Puis nous
établirons queBSC , (B) est un sev d8S , (B) de dimensiom.

Nous démontrerons ensuite g88€C, (B) = Com (N, )dans®sS , (B).

Nous établirons enfin que le produit de deux masiquelconques d8SC , (B) est
commutatif.

Par définition doncBSC , (B) sera le sous-ensemble 88 A (B) constitué des matrices dont
les parametres (notés | ] ) vérifient les Relations suivantes (*) :

(Ry):

[1,1] LI B, quelconque,
[1,2] [0 B, quelconque,

[1,i] LI B, quelconque,

[1,n-1] OO B, quelconque,
[1,n] [ B, quelconque.

(R,):

22 = [11]+[13]
2.3 = [1.2]+[14]
201 = [Lj-1+[1i+1]
[2.n-2]= [1,n-3]+[1,n-1]
[2,n-1] = [1,n-2]+[1,n]

(*) Note : Les parametres d’'une matrice bisymée font I'objet de la Définition 1-22 du
Chapitre 1

Nous supposerons> fes casn=1 a 6 ayant déja été traités), de maniére
gu'il existe des paramétres de niveau 1 a 3 ausnoin
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(Ry):

[3,2] = [1,1] +[1,3] +[1,5]

[3.3] = [1.2] +[14] + [1.6]

3] = [Li-2]+[Li]+[Li+2]
[3,n-3] = [1,n-5]+ [1,n—3] + [1.n-1]
[B.n-2] = [Ln-4]+[Ln-2] + [1,n]
(Ry):

(1<k<v, sinpair(n=2v,vUN*),etl<sk<v+1sinimpar(n=2v+LvUN).

[k, K] = [LA]+[1,3] + [1,5] + ...+ [2k-3] +[1,2k - 1]
[k, k+1] = [1,2]+[1,4]+[1,6] +...+[Bk- P+[1,2k]

[k, k+2] = [1,3]+[15]+[1,7]+...+[Bk- J1+[1,2k+1]

[k, k+h] = [11+h]+[L3+h]+[L5+h]+...+[12k-3+h] +[L2k-1+h] ()
O<hsn-2k+1)

[k.n—k] = [Ln-2k+ 1 +[Ln-2k+3]+[Ln-2k+5]+...+[1n—3+[Ln-1]
[k,n-k+1]= [1,n-2k+2]+[1,n-2k+4]+[1,n-2k+6]+...+[1n- 2 +[1,n]

(*) soit aussi, en effectuant le changement déedi:i =k+h (k<i<n-k+1):
[k,i] = [Li-k+1+[1,i-k+3]+[1,i-k+5]+...+[1j+k-3J+[1,i+k-1].

Précisons la forme des Relatioff$, oBtenues pouk =v sin pair (n=2v,v[ON¥*), et

pourk =v + 1, si n impair (n=2v + 1,v LIN).

- pourn pair (n=2v ,v[LIN?*):

(R,): h ne peut prendre que les valeurs O et 1.

[1,1] +[1,3] +[1,5]+...+[b-3] +[1,n-1] (v termes)
[1,2] +[1,4]+[1,6] +...+[h—- P+[1,n] ¢ termes)

[v.v]
[v,v+1]

- pourn impair(n=2v+1 vON):

(R,.;): h ne peut prendre que la seule valeur 0.

[v+1l,v+1] = [1,1] +[1,3] +[1,5] +...+[In—- P+[1,n] ¢ + ltermes)
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La matrice générale d8S€, (B) a donc la structure suivante :

s [12] 23] o [Ln-2] [Ln-1] [Ln] |
[12] [11] + [13] [12] +[14] . [Ln=3]+[Ln-1] Ln-2]+[Ln] [Ln-]]
(3] [1.2] +[14] [11] + [13] + [15] .« An-4]+@n-2]+[Ln] [Ln-3]+[Ln-1] [Ln-2]

Ln-2] @An=-3]+[@n-1] [Ln-4]+[Ln-2]+[n] . . [11]+ [13] +[19] [12] +[14] [13]
Ln-1 [Ln-2]+[1n] [Ln=3]+[1n-1] . [12] +[14] [11] + [13] [12]

L [Ln] L n-1] Ln-2] . [13] [12] (1]

Remarque :

Il est clair que les parametres de cette matrisgniétrique (cf. Notation et Définition 1-27)

ne dépendent que desparamétres constituant sd°ligne : [1,1], [1,2], ..... (4], .. ,

[1,n-1],[1,n].

Considérons maintenant lesmatrices obtenues en posant :j[lz 0 si j#i et [1,i] =1.
On constate que ces matrices ne sont autres quealeises B, (1<i <n) faisant I'objet de
la Définition 2-1.

Moyennant l'introduction ce ces matrices, la matrgénérale d&S€ , (B) s’écrit sous la
forme suivante :

[1,1]B,, + [1.2]B,,+.... +[Li] B,, + ... +[ln-1 B, ,+[1.n] B,

soit encore : " [1,i ] B, ;.

i=1

Ceci prouve que le systéann i}, 1<i<n, est générateur deSC , (B).

Par ailleurs le systérrf@_%n i}, 1<i<n, estlibre (cf. Théoreme 2.2)

En conclusion, le systérT{eBn i}, 1<i<n, libre et générateur, est une bas&Bs€ . (B).
Nous dirons qué B, i}, 1<i < n, constitue la « base canonique »R&C  (B).

On adonc :BSC,(B) = Vect(B,, ),1<i<n.

BSE , (B) est donc un sous-espace vectoriefBde (B), de dimensiom.
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Nous allons maintenant demontrer @@&C,  (B) = Com( N ) dans®BS , (B).

Nous nous intéresserons d’abord, en toute géré&ralit produit d’'une matrice quelconque de
M. (B)parN,=B,,.

Soit A une telle matrice, que nous écrirons soteriae :

A=[c, ¢, .. ¢ .. C. CJl

écriture dans laquelle les, C1<i <n, désignent les colonnes de la matrice A.

Soit :
[0 1 0 O 0 0 0 O]
1 010 0 00O
010 1 0 00O
0010 0 00O
N,= B, = .
0O 00O O 0100
000D O 1 010
000D O 0101
|0 0 0 O 0 01 0
Calculons :
01 0 0 0 0 0 O]
1 010 0O 00O
010 1 0 00O
0010 0O 00O
ANn:[Cl C, C Chra Cn] e
O 00O 0100
0O 00O 1 010
0O 00O 0101
0 0 0 O 0 0 1 O]
On adonc:
A.N, =[c, c,+C, .. C,+C. .. C_,+C, C.] 1)
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Considérons maintenant le cas ou A est une majuekonque dés . (B).

Reportons-nous a la Section 1.3.4.3. du Chapitre «IStructure générale d’'une matrice
bisymétrique d’ordren ».

A se présente sous la forme générale suivante :

G G . G . G G
[ [1,1] [1,2] : [1,i] . [A,n-]] [1,n]

[12] [22] . [2]] . [2n-1] [1,n-]]

[13] 231 . [3i] . [2n-2]  [1,n-2]

[14] 241 . [4]] . [2n=3] [1,n-3]

[1,.i] [2:i] [i ,li] [2,n—li +1] [l,n—li +1]

[ii +1]

[ii+2]

[ii+3]
A =

[i,n—i-2]

[i,n—i-1]

. . . lin-i] . .
Ln-i+1] [2n-i+1 . [in-i+] . [2i] [Li]
[1,nl—3] [2,n.—3] [4,n—.i+1] [2,.4] [1'4]
[1,n-2] [2n-2] . [Bn-i+] . [23] [1,3]
1,01  [2n-1] . [2n-i+1] . [22] 1,2]
[1,n] [1,n-1 . [Ln-i+1] [ [L2] [1,1]

Examinons la structure de la matrice-produit A,..N

Conformément a la relation (1) page 50, la mutigdlon a droite de A par \conduit a :
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_Col. 1 __Col. 2 _Coli _Coln-1 _Coln
e G+Cy .. €.+ Ciy . GtC, o

[ 1,2 [1,1]+[1,3] . [1,i =1] +[1,i +1] . [1,n-2]+[1,n] [1,n-1] |
[2,2] [1L2]+[23] . [2,i —1]+[2,i +1] . [2,n=-2]+[Ln-]] [2,n-1]
[2,3] [13]+[33] . [3i-1]+[3,i +]1] . [3n-2]+[1,n-2] [2,n-2]
[2.4] [14]+[34] . [4,i -1] +[4,i +1] . [3n-3]+[Ln-3] [2,n-3]
[2,1] [Li]+[3i] . [i-1i-1]+[i-1i+]1] . Bn=-i++n-i+1] [2n-i+]]

. . [i=1i]+[i,i+1] . .

[i=Li+1] +[i +1i+1]
[i-1i+2] +[i +1i +2]

o li-Ln=i-g+[i+Ln-i-1] .
[i-Ln-i]+[i+1n-i]
. . . [i-Ln-i+1]+[i,n—i] . .
[2n=i+]1] [3n-i+1]+[Ln-i+]1] . [i-Ln-i+2]+[i-,n-i] . [Li]+][3i] [2,1]

[2,n-3] [3n=3]+[1,n-3] . [4,n=i+2]+[4,n-i] . [1,4]+[34] [2,4]
[2,n-2] [3,n-2]+[1,n-2] . [Bn=i+2]+[3 n-i] . [L3]+[33] [2,3]
[2,n4] [2,n=-2]+[Ln-]] . [2,n=i+2]+[2n-i] . [L2]+[23] [2,2]
| [1,n-1] [1,n=2]+[1,n] . [1,n=i+2]+[Ln-i] . [1,1]+[1,3] [1,2]

On voit donc qu’en régle générale, la matrice A,. Nlest pas bisymétrique.
Nous allons démontrer I'équivalence : A , Nvisymétrique =« A [ BSC, (B).
Démontrons d’abord I'implication :

A . N, bisymétrique= A U BSE€, (B), ou ce qui revient au méme :

A . N, bisymétrigue = A satisfait aux Relation§R,), (R,), .... ,(R,), .... jusqu’a la
Relation (R, ) pour n pair, (n=2v, vUN*) ou jusqu’a la RelationR,,, Jour n impair
(n=2v+1, vON).

(Ry):

Les relationg(R,) n'appellent aucune vérification particuliére :esllexpriment simplement,
comme il a été dit plus haut, que leparameétres constituant I&®ligne : [1,1] , [1,2] ,
..... , [Li], ..., [L,n—=1, [1,n] de la matrice générale d&SC,(B) peuvent étre fixés de
fagcon arbitraire.
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(R;):

Rappelons ces relations :

22 = [1,1]+[13]
2.3 = [1.2]+[14]
201 = [1j-1]+[Li+1]
[2.n-2]= [1,n-3]+[1,n-1]
[2,n-1] = [1,n-2]+[1,n]

Il s’agit de démontrer que : A . Nbisymétrique = (R,).

Remarquons que lesnt ) 2Zparametres de niveau 2 de la matrice A se trdudans la
colonne 1 de la matrice A . Nentre les indice<i<n- .1

Pour que A . N soit bisymétrique il faut que tous les élémentsae™ colonne, entre les
indices2<i < n- 1 soient égaux aux éléments correspondants dé°digre, soit :

[2,i] = [Li-Q+[1,i+1], 2<i<n-1.
et la Relation(R,) est donc bien satisfaite.

Notons que(R,) entraine bien la bisymétrie de 'ensemble du cadr@iveau 1 de A . N
(cf. Définition 1-26 du Chapitre 1).

(Rs):

Rappelons ces relations :

[3,2] = [1,1] +[1,3] + [1,9]

[3,3] = [1,2] +[1,4] + [1,6]

3] = [j- A+ [Li]+[Li+2]
[3,n-3] = [1,n-5]+ [1,n—3] + [1.n-1]
[B.n-2] = [Ln-4]+[Ln-2] + [1,n]

Il s’agit de démontrer que : A . Nbisymétriqgue = (R;).

Remarquons que lesnt )4parametres de niveau 3 de la matrice A se trdudans la
colonne 2 de la matrice A . Nentre les indice8<i<n- 2

Pour que A . N soit bisymétrique il faut que tous les élémentsaeZ™ colonne, entre les
indices3<i <n- 2 soient égaux aux éléments correspondants de"8digne, soit :

[L,i]+[3,i] = [2,i—-1+[2,i+1], 3<i<n-2, soit encore :
[3,i] = [Li]+[2,i-1]+[2,i+]1],3<i<n-2.
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Or la Relation(R,) entraine que :

[2,i-1] = [Li-2]+[1,i] et [2j+1 = [1Li]+][1,i+2]
On en déduit :

[3,i] = [Li—-2]+[1,i]+[1,i+2], 3<i<n-2.

et la Relation(R, )est donc bien satisfaite.

Notons que(R,; )entraine bien la bisymétrie de 'ensemble du cadr@iveau 2 de A . N
(cf. Définition 1-26 du Chapitre 1).

(Ry):

(l1<sk<v,sinpar(n=2v,vON*),etl<k<v+1 sin impair (n=2v+ 1LV N) .

Rappelons ces relations :

[k, k] = [1,1]+[1,3]+[1,5] +...+[2k—-3]+[1,2k—-1]

[k k+1] = [1.2]+[14]+[16]+ ... +[Rk- P+ [12K]

[k, k+2] = [1,3]+[1,5]+[1,7]+...+[Pk— J1+[1,2k+1]]

[k, k+h] = [11+h]+[L3+h]+[L5+h]+... +[12k-3+h] +[L.2k-1+h] (¥

O<hsn-2k+1)

[k.n-k] = [1n-2k+ 1 +[1,n—2k+3]+[1n-2k+5]+... +[1n-3+[Ln-1]
[k,n-k+1]= [1,n-2k+2]+[1,n=-2k+4]+[1,n-2k+6]+...+[1n- F +[1,n]

(*) soit aussi, en effectuant le changement déedi:i =k+h (k<i<n-k+1):
[k,i] = [Li-k++[1,i-k+3]+[1,i-k+5]+...+[1j+k-3F+[1,i+k-1].

Nous allons démontrglR,  ¢st donc satisfaite, par récurrence forteksur

Nous admettrons donc (hypothése de récurrence) dueN , bisymétrique = toutes les
Relations(R, )sont vraies jusqu’au rank

. . R . +
Nous établirons qu’il en est alors de méme p@yy,, (Or).supposera auski< E(nle

faute de quolR,,, )n’existe pas).

Remarquons que les ¢ 2k ) parametres de niveald+ de la matrice A se trouvent dans la
colonnek de la matrice A. N, entre les indicek +1<h<n-Kk.

Pour que A . N soit bisymétrique il faut que tous les élémentsalek *™ colonne, entre les
indicesk +1< h< n-k soient égaux aux éléments correspondants &€"saligne, soit :
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[k -1, k+1] + [k+1Lk+ 1] [k, k ]
[k-1k+2] + [k+1Lk+ 2] = [k,k+ 1]
[k-1k+3] + [k+1Lk+ 3]

+

[k,k+ 2]
[k,k+ 3]
[k, k+ 2] + [k, k+ 4]

+

[k-1k+h]  + [k+Llk+h] = [kKk+h-1 + [Kk+h+1] (*

[k-1n-k-2] + [k+Ln-k-2]= [kn-k-3] + [kn-k-1]
[k-Ln-k-1 + [k+Lln-k-1]= [kn-k=-2] + [kn-k]
[k-=1,n-k] + [k+Ln-k] [k,n-k-1] + [k,n=-k+1]]

(*) avec:1<sh<sn-2Kk.

On en déduit donc :

[K+Lk+h] = [k=Lk+h] + [k,k+h-1] + [k,k+h+1] (1)
avec:1<shsn-2k.

D’aprés I'hypothése de récurrence, les Relatighs et (R,_, ) sont satisfaites. Donc :

[k-1,k+h] = [1,2+h]+[1,4+h]+[1,6+h]+...+[12k-4+h]+[1,2k-2+h]
[k, k+h-1] = [1,h]+][1,2+h]+[1,4+h] +...+[12k-4+h]+[1,2k-2+h]
[k, k+h+1] = [1,2+h]+[1,4+h]+[1,6+h]+...+[1,2k-2+h]+[1,2k+h]

En reportant ces trois égalités dans I'expressidmi¢dessus, il vient aprés simplification :

[k+Lk+h] = [1h]+][1,2+h]+[1,4+h] +...+[12k+h- 2+][1,2k+h],
avec :1<hsn-2k.

La RelationR,,, )est donc bien satisfaite.

Nous allons vérifier que la RelatiofR, €st satisfaite lorsquk atteint sa valeur limite
supérieurek =v pourn pair (n=2v, v N¥*), puis que la RelatiofR,,, st satisfaite

lorsquek atteint sa valeur limite supérieuke=v + pburn impair (n=2v + 1, v ON).

(R,) nparr (n=2v,vHON*):

Rappelons les 2 relations correspondantes a vérifie

[1,1] +[1,3] +[1,5] +...+[b-3]+[1,n-1] (2)
[1,2] +[1,4] +[1,6] +...+[h—- P+[1,n] (3)

[v.v]
[v,v+1]

Nous admettrons, par hypothese de récurrence,eguRdlationgR,_; ket (R,_, )sont bien
vérifiées. Celles qui nous intéressent sont legsues :

[v-1,v-1] = [1,1]+[1,3]+[1,5]+...+[Ih—- B+[1,n-3] 4
[v-1,v] = [1,2]+[1,4] +[1,6]+...+[h— K+[1l,n-2] (5)
[v-1,v+1] = [1,3]+[15]+[17]+...+[h—- B+[1,n-1] (6)
[v-1,v+2]= [1,4]+[1,6]+[1,8]+...+[In—- Bb+[1,n] (7
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[v-2,v] = [1,3]+[1,5]+[1,7]+...+[h- PB+[1,n-3] (8)
[Vv-2,v+1]= [1,4] +[1,6]+[1,8] +...+[In— B+ [1,n-2] (9)
L’expression (1) prend, quant a elle, les 2 forsgsantes :

[v,v] = [v-2V] + v-Lv-1] + [v-1,v-1] (10)
[v,v+1l]= [v-2,v+1] + [v-1,V] + [v-1Lv+2] (11)

En reportant les égalités (4), (6) et (8) dans,(@0)obtient immédiatement I'égalité (2).
En reportant les égalités (3), (7) et (9) dans, (@t )obtient immédiatement I'égalité (3).

La Relation(R, )est donc bien satisfaite.

(Ryy;) nimpair(n=2v+1, v N):

Rappelons l'unigue relation correspondante a \aérifi
[v+1l,v+1] = [1,1] +[1,3] +[1,5] +...+[In—- PR+[1,n] (12)

Nous admettrons, par hypothése de récurrence, epu®élationgR, )t (R,_;) sont bien
vérifiées. Celles qui nous intéressent sont lessues :

[v,v] = [1,1] +[1,3] +[1,5] +...+[b~ )4 [1,n-2] (13)
[v,v+2] =1[1,3]+[1,5]+[1,7]+...+[h—- P+[1,n] (14)
[v-1,v+1]= [1,3] +[1,5] +[1,7]+...+[In- #+[1,n-2] (15)

L’expression (1) prend, quant a elle, la forme aote :
[v+1l,v+1]= [v-1v+1]+ [v,v] + [v,v+2] (16)

En reportant les égalités (13), (14) et (15) das3, (on obtient immédiatement I'égalité (12).

La RelationR,,, )est donc bien satisfaite.

Reste maintenant a démontrer I'implication inverdel] B8S€, (B) = A . N, bisymétrique,
Ou ce qui revient au méme, la proposition suivante

Si A vérifie les RelationgR,), (R,), .... ,(R,), .... jusqu'a la Relatio(R, pourn pair,
(n=2v,vUN*)ou jusqua la Relatio(R,,, pourn impair (n=2v+1, v N), alors
la matrice A . N, est bisymétrique.

Par hypothese donc, les paramétres de A vérifenRlelationgR, )telle que définie plus
haut) pour toute valeur de telle que les paramétres ci-dessous existentdc.:d<k<v,

pourn pair (n=2v,vUN*)etl<k<v+1, pourn impair (h=2v + 1, vLN)).

[k, k+h] = [11+h] + [1,3+h] + [1,5+h] + . . . .. + [12k-1+h]
O<hsn-2k+1)

ou encore .
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k
[k, k+h] => [2i-1+h]

i=1
O<shsn-2k+1
Il s’agit de démontrer que cette propriété entrdindisymétrie de la matrice A . Net
donc de démontrer I'égalité (17) qui suit, pourtéovaleur dek telle que les paramétres ci-
dessous existent (c. a d. plus précisemehx k<v - podyn pair (n=2v, v N¥
et 2<k<v,pourn impair (n=2v+1, v[N)):
[k-Lk+h] + [k+Lk+h] = [kk+h-1 + [kk+h+1] (17)
(1<hsn-2k)
k étant fixé dans le domaine de validité définilessus, nous allons calculer :

[k-Lk+h] =[k-1(k=-2)+(h+1)]
(Osh+1<sn-2(k-1)+1)
soit :

k-1 k=1
[k-Lk+h] = > [L2i-1+h+1] = ) [12i+h]

i=1 i=1
(-1<shsn-2k+2)

Par ailleurs :

[k+1k+h] =[k+1(k+1)+(h-1)]
(0sh-1<sn-2(k+1+1)

soit :

[k+Lk+h] = kf‘ [L2i -1+h-1] = kf‘ [L2i —2+h]
(l1<shsn-2k) ) )

On adonc:
k+1

[k-1L,k+h] + [k+Lk+h] = ki[lzwh] +> [L2i-2+h]
(1<h<n-2k) ) )

En posant j =i — Idansle ?"esignez :

_ki[lznh] +Zk:[12j+h]

[K-Lk+h] + [k+Lk+h]
(1<h<sn-2k)
Et, aprées simplification :

[k-Lk+h] + [k+1k+h]
(1<h<sn-2k)

[1,h] + [L2k +h]
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Calculons de méme :

[k,k+h-1]
(0Osh-1<n-2k+1)
soit :

k k
[k,k+h=1 = > [12i-1+h-1] = > [L2i-2+h]
i=1 i=1
(1<hsn-2k+2)
Calculons par ailleurs :

[k, k +h+1]
(0O<h+1<n-2k+1)

soit :

[k, k+h+1] = Zk: [L2i -1+h+1] = Zk: [12i +h]
(—1shsn—2k)i:l -

On adonc:

[k,k+h-1 + [k,k+h+1] = Zk: [L2i —2+h] +zk: [L2i +h]
(1=shs<n-2k) - -

En posantj =i—- Idansle Tsignez :

[k,k+h-1 + [k,k+h+1] = kZ_%‘[],2j+h] +Zk:[12i+h]
(1shs<n-2k) . -

Et, aprés simplification :
[k=Lk+h] + [k+Lk+h] = [1,h] + [L2k+h]

(1<h<sn-2k)

Finalement, on aboutit bien, dans tout le domamealidité dek , a I'égalité :
[k-Lk+h] + [k+Lk+h] = |[kk+h=-1 + [kK,k+h+1]]
(1<h<n-2k)

En conclusion, I'implication réciproque est bienifiée :

AOBSC, (B) = A.N, bisymétrique

Nous avons donc établi 'équivalence :

A . N bisymétrique o AL BSC , (B)
(ou: N, .A bisymétrique, ou : A. N commutatif)

Et donc, en conclusion®8S€, (B) = Com( N ) dans®BS ,(B) .
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Il convient maintenant de montrer que le produit2Zenatrices quelconques A et A’ de
BSE, (B) est commutatif.

Commencgons par montrer que tel est bien le cagas choisit 2 matrices de la base
canonique deBS€, (B), autrement dit que: B. B, = B, . B pour:1<i<n et

nj ni?
l<j<n.

Pouri= 2 on a:B,, = N,. Comme®8SC, (B) est le commutant de la matrice, Nlans
BS , (B), nous sommes assurés que,; B, = B, . B,,, 1<j<n.

nj
Montrons maintenant que B B, (1<i<n etl< j<n)0 BSC, (B).

Ce dernier point n'est pas acquis puisque le ptod&i2 matrices bisymétriqgues n’'est pas
nécessairement bisymeétrique.

Pour ce faire, nous allons démontrer que le pradizita matrice (B . B,,;) et de la matrice
B,, = N, est commutatif.

(Bni-B,j))- By, =B, . (B, . B,)

Or B, . B,, est commutatif, donc :

nj

(Byi-B,) B, = B,. (B, - Byy) = By. (B, .B,;) = By - By). By,

nj

B, . B,, est commutatif, donc :

ni*"

(B, - Bn).B,, = (B, -By).B,; = (B, . (B, -B,))

ni nj

Donc le produit de la matrice (B. B,,;) et de la matricd8,, = N, est bien commutatif.
Comme BS€,(B) = Com( N ) dans®8S , (B), on en conclut que :
B,-B,; (Isisn etlsj<n)URBSE, (B).

n

De ce fait la matrice produit B. B, est bisymétrique.

Or, si le produit B;. B
est commutatif.

est bisymétrique, alors c’est qu'il est commtitddonc B . B

nj

Redémontrons ce dernier point :
B, B, étantbisymétrique, B.B,; estsymetrique. Donc:

ni nj
— t — t t —
Bni-Ba = (Bni'an ) = B, - B, = B, .B

ni

La commutativité du produit B. B,; est donc bien établie.

Les matrices de la base canoniqueBd€  (B) sont donc bien commutantes.
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Bien entendu, ceci suffit & établir la commutaéwitu produit de 2 matrices quelconques de
BSE , (B), autrement dit :

OA U 8BS€, (B), DAL BSC, (B)): A.A = A" A
En effet, comme : A =Zai B, etcomme A" = Za'j B, . le produit :
i=1 j=1

A.A =0aB,) (D a;B,,) estcommutatif,
i=1 j=1
puisque tous les produitsB. B, ; (1<i<n etl< j<n)le sont.

En conclusion :

BSE,(B) = Vect(B,,),1<i<n, estun sev ddl  (B) et desBS , (B), de dimensiom,
constitué de matrices bisymétriques commutantes.

De plus,BS€, (B) est une sous-algébre commutative de I'algétre (B), la Z™loi interne
étant la multiplication matricielle.

Remarque :

Comme dans les cas particuliers= 3 a 6 étudiés précédemment, on aurait pu fotmer
produit N, . A (au lieu de A . N, )et rechercher a quelles conditions ce produit est
bisymétrique.

De méme, on aurait pu chercher a déterminer leslitoms dans lesquelles le produit
A . N, est commutatif.

Dans les deux cas, on aurait conclu de la mémenfage A doit alors satisfaire aux relations

(R), (R,), ... ,(R,), ... jusqu'a la RelatiofR,, Journ pair, (n=2v, v [l N*) ou jusqu’a

la Relation(R,,, )pourn impair (n=2v + 1, v N).

La proposition qui suit résume I'ensemble des tésubbtenus.
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Définition et Théoréme 2-5 — 1¢, 2°™ et 3™ Définitions de BSE  (B) — 2™ Définition
des matricesB,,, 1<i<n.

1% Définition de BSE , (B) : L'ensembleBSC , (B) est constitué de I'ensembdes matrices
bisymeétriques d’ordren dont les parametres sont définis par les Relati@g) ci-dessous

1<k<v,sinpar (n=2v,vON*), et 1<k<v+1 sin impair(n=2v+1,v[N).

(Ry) :

[k, K] - L]+ [13]4[L5]+. . ... i, 2k - 1]

[k, k+1] = [1,2]+[14]+[1,6]+..... +[2K]

[k, k+2] = [13]+[15]+[17]+..... +[2k+ ]1

[k, k+h] = [11+h]+[13+h]+[L5+h]+..... F[12k-1+h] ()
O<hsn-2k+1)

[k.n-k] = [1n-2k+T+[1,n-2k+3]+[Ln-2k+5]+.. ... f[n-1
[k,n-k+1]= [1,n-2k+2]+[1,n-2k+4]+[1,n-2k+6]+..... +[1n]

(*) soit aussi, en effectuant le changement d’'indidgesk+h (k<i<n-k+1):
[k,i] = [Li-k+QQ+[1,i-k+3]+[1,i-k+5]+..... +[li+k- 1.
Note : Pourk =1 (R,) n'implique aucune contrainte : les paramétrefd,1], [1,2], ... ,
[1,n-1], [1,n] sont arbitraires dan$.

L’ensemble des Relatiorf®, ) constitue un condition nécessaire et suffisanterass que
BSE , (B) est le commutant de la matride, dans$sS , (B), et donc:

2°™ Définition de BSC . (B) : BSC,(B) = Com (N, ) dansBS . (B).

2°™ Définition des matricesB, ;, 1<i<n :{B,,}, 1<i <n,est 'ensemble des matrices

deBSe, (B) dont les paramétres de 14 ligne sont de la forme
[1,j]1=0, 1<j<netj#i, et [1,i]=1.

ni?

3™ Définition de BSC . (B) : BSC . (B) = Vect(B,, ),1<i<n.
Le systémé B, i}, 1<i <n,constitue la « base canonique »4&C€ , (B).

BSE , (B) est un sous-espace vectoriel 88 . (B) (et donc deM  (B)) de dimensiom,
commutatif pour la multiplication matricielle.

BSEC , (B) est également une sous-algébre commutative deebatgM , (B), la 22 |oi
interne étant la multiplication matricielle.
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Remarque 1 :
La Définition et le Théoreme 2-5 renferment troi&fiitions équivalentes d@8S€ . (B).

Nous donnerons dans le Chapitre 3 trois nouvebéisitons deBS€,, (B).

La Définition et le Théoréme 2-5 incluent égalemene 2™ définition des matrices, .,
1<i <n, équivalente a la®F définition (Définition 2-1). La différence essesite entre ces
deux définitions tient au fait que 1&™ définition nécessite d'avoir défini au préalable
I'ensembleBSC , (B), ce que la ¢ définition n’exige pas : les matricé), ,, 1<i<n, y ont

été définies sans aucun préalable.

Remarque 2 :
La Définition et le Théoreme 2-5 énoncent 'exister’au moins un sous-espace vectoriel
commutatif deBS , (B) de dimensiom. Il ne garantit pas son unicité et ce point esilldias

faux (cf. Chapitre Conclusion de la présente étude)

Remarque 3 :
Pour construireBS€ , (B), nous avons étudié la commutativité d’'une matAcquelconque

deBS , (B) avec la matrice de référen8e, = N, . Etait-il possible d’utiliser comme matrice
de référence n'importe quelle matri®,,, 1<i<n, pour parvenir au méme résultat ?
Autrement dit, se pourrait-il queBS€ , (B) = Com B,,) dans8S$ . (B), Ui, 1<i<n.

La réponse est clairement négative. En effetr@diexemples :

PourB,, = I,, Com (B,,) dans®S , (B) = BS,(B). Et donc BSC,(B) # Com (B,,)
dans®s , (B).
PourB,, = J,, Com B,,) dans®S,(B) = $BS,(B). Et donc :8S€,(B) # Com (B,,)
dans®s , (B).

Mais, outre ces cas particuliers correspondant=a et &i =n, montrons que d'autres
matricesB,,, 1<i <n, ne conviennent pas. Fournissons un exempléfr@l8SC . (B).

ni?

Choisissons B, = comme matrice de référence (en lieu et place gé.B

o O O O
o+ O B, O
P O L O
O+ O L, O
R O+ O O

- Q

Soit A = , (ab,c, d,e f,g,h, i)OB° une matrice donnée dgs . (B).

O Q O T 9
O o Q —~ T
o +~Q o Q
QQ T O Q9 o

O «
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Tous calculs faits :

'c b+d a+c+e b+d
g f+h b+g+d f+h
A.B,=|i 0 i 0

g f+h b+g+d f+h
¢ b+d a+c+e b+d

O Q — Q

A . B, est bisymétrique si et seulement si les condit{@)sont réalisées :
(C) g=b+d eti=a+c+e.

Si I'on adopte B, comme matrice de référence, il n'existe donc, demscas, aucune
contrainte sur les valeurs fiet h.

La forme générale des matrices A commutant avgceBt donc la suivante :

b c d
f b+d h
b+d a+c+e b+d
h b+d f
d c b

, (ab,c,d, e f,hYOB’

>
I
O Q O T 9

QQ T O Q o

Le commutant de B, dans$S . (B) est donc un sev d8S . (B) de dimension 7, dont
BSC (B) est lui-méme un sev de dimension 5.

En conséquence, si les conditions (C) ci-dessus reomplies, le produit A . B, sera bien
commutatif, mais le produit A . B ne le sera pas, en régle générale, puisque |ekticors

supplémentairesf =a+c et h=c+e (cf. casn=5 étudié plus haut) ne seront pas
nécessairement remplies.

Autrement dit, la matrice de référenceg,Bie permet pas de « construir@8$C . (B).

Remarque 4 :
Les sous-matrices centrales (smc) d’'une matricgni@trique sont bisymeétriques. Par contre,
les sous-matrices centrales (smc) d’une matricé$ie, (B) n'appartiennent pas en régle

générale aBSC, (B) , comme on le vérifie aisément.
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Théoréeme 2-6.Soient A [I BS€, (B) etP un polyndme quelconque BEX].
Alors: P(A) U BS€, (B).

Preuve :
Pour P =0, polyndme nul :P(A) = O, et O, U BSEC, (B).

PourP=1 (constante 1)P(A) = A° = | et | U BSE, (B).
Dans le cas générdP, est un polynéme de degg@ non nul.
Il est clair que : ALl BSC (B) = A? [0 BSC, (B), ...., A® 0 BSE_ (B).

Comme toute combinaison linéaire de matrices€ , (B) appartient aBS€,, (B),
P (A) appartient &BSC , (B).

Théoréme 2-7.A 0 BS€,(B) n €L, (B) = A™ 0 BSC_ (B) n 6L, (B).

Preuve :
Nous savons (cf. Théoreme 1-25 du Chapitre 1) que :

AOBS (B)n QL (B) = AL BS, (B) n QL (B).

Soit ALl BS€, (B) n GL, (B).

CommeBSC, (B) U BS, (B), A~ existe etA™ [ BS, (B).

Montrons que A™ [l BS€ , (B).

Nous utiliserons a nouveau I'équivalence :

A7 BSC,(B) = A™. N, commutatif (ou:A™.B,, commutatif, puisque N= B, ,).
Or: AL®BSC, (B) = A.B,,=B,,.A

Par ailleurs :A™* existe, donc:A™. A.B,, = A™. B,,. A
- B,=A.B, A = B,.A'=A%B, A A"
- B,.At=A"B,.

Donc le produitA™. B,, est commutatif.

Par suite :A™ [ BS€_ (B) et donc A™ [0 BSC.(B) n GL (B).
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2.4. Schéma représentant les inclusion$BS€ (B) 0 RBS,(B) 0 M (B)

M, (B)

/ BS , (B)

BSe . (B)

Matrice O, Matrice I,

Ensemble des matrices non inversibllefnsemblt(}Bn (B) des matrices inversibles

Rappelons que : dim#{ . (B)) = n*; dim (BS , (B)) = [E(nTﬂﬂ ; dim BSC,(B)) =n.

NOTATION

Par souci d'allegement d’écriture, nous noteroagdemment les matriceB,,, 1<i<n,
de la base canonique #85€ , (B), sous la forme simplifiéeB,, 1<i<n.

Autrement dit, le & indice deB,,; correspondant a I'ordre, sera alors sous-entendu.
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CHAPITRE 3

Signature-colonne et signature-ligne d’'une matricale BSC, (B) —
Isomorphismes entre M ,,(B) et BSC, (B) et entre M, (B) et
BSC (B) — Produit de matrices de BSC , (B) — Definitions
nouvelles deBSE€, (B) — Définition nouvelle des matricesB_.,

1<i<n

3.1. Signature-colonne et signature-ligne d’une niace de BSC, (B)

Définition 3-1. SoitAl BS€ , (B).

On appelle signature-colonne de la matrice-colonne deit, ,(IB) dont les éléments sont
ceux de lal*®colonne deA. Nous la noterons| A |.

On appelle signature-ligne d& la matrice-ligne deM, ,(B) dont les €léments sont ceux de

la 1°®ligne deA. Nous la noterons E

Les éléments de la signature-colonne et de laasige-ligne deA ont ainsi pour valeur
les n parameétresde A : [Li], 1<i<n.

Remarque :
Il est clair que|A| ou A détermine parfaitement la matrice A. En effet,dannée de
|Alou E détermine la connaissance deparamétres [1, ,|J1<i<n, de la matrice A.

Or ceux-ci ne sont autres que les coordonnéesdtna la base canoniq{ig; }, 1<i<n.

(Rappelons en effet que : AX [1i] B,,).

3.2. Isomorphismes entreit  ,(B) et BSC, (B) et entre M, ,(B) et BSC, (B)

Définition 3-2.
Nous désignerons pa# Iisomorphisme entreil | ,(B) etBSC, (B) defini par :

A] of A
Nous désignerons pag I'isomorphisme entreit,  (B) etBS€, (B) définipar :
A 04 A

Remarque 1 :
Le schéma ci-dessous précise la nature de I'isommsme ¢ .

Soit ALl B8S€, (B). Lesn parametres [1, L<i<n de A sontici notésa, 1<i<n.
¢ est I'application bijective suivante entre les 4t ,(B) etBSC  (B) :
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ol 8 a1 3y
a, a, an
A] =| d. A =
A I R a
| a, | la, a. - . A & |

Schéma équivalent poyr, application bijective entrdd,  (B) etBSC  (B).

Remarque 2 :
L'isomorphismeg permet de dote#l , , (B) d’un loi multiplicative interne, définie comme

suit.
Soient G et C, deux matrices-colonnes d¢  ,(IB).

L'isomorphismeg permet d’associer a @&t a C, deux matrices Aet A, deBSC ,(B) :
c, &2 A et % A,

Nous dirons que le produit des deux matrices-c@enC et C,, noté G . C,, est, par
définition, la signature-colonne du produit; AA,.

On adoncg étant bijectif :
-1
A, A, OfD ¢ .c,

On pourra définir de la méme facon le carré d’urarize-colonne C, que I'on notera®C
plus généralement la puissaric&™ (k ON) d’une matrice-colonne C, que I'on noter&.C

Si la matrice A, image de C pér, est inversible, on pourra définir la matrice-calennverse

de C, notée C!, et on pourra définir plus généralemerft Tk 0Z.

On a donc doté I'ensemhlt | ,(B) d’une loi de multiplication interne.

L'isomorphisme ¢ entre les evl ,, (B) et BS€ A (B) devient alors un isomorphisme
d’algebres, faisant correspondre la multiplicatiomerne a.m , , (B) ainsi définie a la
multiplication matricielle classique internef&s¢C , (B).

Théoréme 3-3Soient A 0 BSC, (B), B 0 BSC , (B).
On a les équivalences suivantes :

Théoréme 3-4SoientA U BSC,(B), BO BSEC, (B).
|A+B| = |A| +|B| et A+B =A + B.
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Preuve:
Les Théoremes 3-3 et 3-4 sont des conséquencestedirdes isomorphismes et ¢
précédents.

Théoréme 3-5SoientA U BSC, (B), BO BSEC, (B).

|AB| = A.|B| = B.|A| et AB = A.B = B .A

ou encore :

La signature-colonne du produit de 2 matrices®B®C , (B) est égale au produit de l'une

guelconque de ces matrices par la signature-colatenkautre (dans I'ordre requis).
La signature-ligne du produit de 2 matrices B8€  (B) est égale au produit de l'une
quelcongue de ces matrices par la signature-ligneadere (dans I'ordre requis).

Preuve:
La matrice-colonn¢A.B| est la signature-colonne de la matrice-produit BA Elle est donc
égale a la%¥®colonne de A . B.

La matrice-colonne A|.B| est aussi égale a I8®colonne de la matrice-produit A . B.

Donc:|A.B| = A.|B|.

Comme AU BS€,(B) etBLU BSC,(B),ona:A .B = B.A.

Donc:|A.B| = |B.A| = B.|A| (conformément au résultat précédent).
Méme raisonnement pour les signatures-lignes.

Théoreme 3-6.SoientA U BS€ ,(B), B U BS€ , (B) telles que A. B = O,, ou la matrice
O, est la matrice nulle d'ordren. On a:

A.B = Q- A. Bl =|0,] = B.|JA|] =]0,|
A.B == AB =0, = B.A =0,
Preuve:
Notons d’'abord que {O,| = | 0| , matrice-colonne nulle dél , ,(B),

n

etque: O, = [ 0 ]n,matrice-ligne nulle dd(,  (IB).

Ce théoreme est une conséquence directe du ThéB&ngeii précede dans le cas particulier
ou A.B =Q,.
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Théoréme 3-7SoientA U BSC,(B), BO BSEC, (B).
On a les implications suivantes :

A.|B| = |0, = A.|B| = B.|A] = 0
B.|A| = |0, = A.|B] = B.|A] =0
A.B = 0, = A.|B|=B.|[A| =0
B.A =0, = A.|B|=B.|A] =0
Preuve:

Notons bien que :
A . |B| estun scalaire d : il s’agit de I'élément d'indice (1, 1) de la miae A . B,

B .|A] estun scalaire d@ : il s'agit de 'élément d'indice (1, 1) de la miae B . A.
Comme A.B = B.A,ona:E.|B| = E|A|
D'aprés le Théoreme 3-6: AB| = |[O,|] = A.B = Q

AB =0, = A.B = Q.

Par suite, et dans les 2 cas, tous les élémen#s .dB sont nuls, en particulier I'élément
d’indice (1, 1). Donc :
A.lB| = B.|A[=0,

Remarque :
Il est clair que les implications énoncées dariEh&oreme 3-7 sont « a sens unique ».

En effet, lorsque E |B| = E |A| = 0, seul I'élément d'indice (1, 1) de la matrike B
est nul. Ceci n’entraine en rien la nullité du piod . B.

Considérons I'exemple suivant :

100 010

A=|010=1,03B8€,B) et B =1 0 1| 0 BSC,(B).
001 010

On a: A.B=B0O, et |A.B|] = A.|B|] =B.|A| =|1|z |0,].

Donc: A.|B| = B.|A|=0,mais: A.B = B.A# O,.
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3.3. Transformation d’'un systeme affine associé ane matrice desBSC, (BB)
en équation matricielle

L'isomorphisme ¢ permet de transposer un systéme affine associéea matrice de
BSC, (B) en équation matricielle et vice versa.

a - - A,
Soit A =| " | une matrice d8S€  (B).
a, . . a,
Considérons le systéme affine (S) suivanthdégquations an inconnuesx,, . . .., X,.
ay, + .... + a.x, = b
(S)
a.,X + .... + a, x, = b,

Nous dirons que le systeme (S) est associé a kiceat deBS€ , (B) et inversement que la
matrice A deBS€ , (B) est associée au systéme (S).

Le systeme (S) peut s’écrire sous la forme mattesuivante :

A - - A, | X b,
® | NI
ay . . ag || X, b,
X, by
Posons [X] 5 | O M,,(B) et [B] =| | O M,,(B).
) b

n n

(S) s’écrit alors sous laforme : (S) A. D& [B]

Introduisons la matrice X d8S€,(B) telle que :|X| = [X].
Introduisons de méme la matrice B B8€, (B) telle que:|B| = [B].

L’isomorphismeg permet d’affirmer qu’il revient au méme de résauldr systeme affine :
(S) A. [X] = [B], oulinconnue est laatrice-colonne [X] delt , ,(B),

ou I'’équation matricielle (S’) suivante :

(S) A.X = B, oulinconnue estla maeiX deBSE€, (B).
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3.4. Produit B, .B;,1<i<n,1<j<n

3.4.1. Aspects théoriques

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3-8. SoitA une matrice deil , (B).
Soit U; (1<i<n)la matrice-colonne de(  ,(B) dont tous les éléments sont nuls sauf celui

de la lignei .
Soit V; (1< j <n)la matrice-ligne de#, ,(B) dont tous les éléments sont nuls sauf celui

de la lignej .
Alors: A .U, est la matrice-colonne dé(, ,(B) égale a lai °"colonne de la matricé,

et : V; . A estla matrice-ligne ddi(, (B) égale a laj ®meligne de la matriceA.
Preuve:
Raisonnons sur les colonnes. (Méme raisonnemagissant des lignes).
Ecrivons A sous la forme[:C1 U O Cn], ou les G, 1<i<n, désignent les
colonnes de la matrice A.

o1 o
Notons:U, =|1| « lignei.Onadonc: AU, = [C1 T O Cn] 1= [Ci].

Théoreme 3-9.Le produit de 2 matrices de la base canoni@yeB;, 1<i<n,1<j<n,
est la matrice d&BS€ , (B) dont la signature-colonne (resp. signature-lignsf e
- lai®™colonne (resp.i °™ ligne) de la matrices ,
ou:
- la j*™colonne (resp.j * ligne) de la matrice
ces 2 colonnes (resp. lignes) étant égales.

Preuve:
Raisonnons sur les colonnes.

Remarquons d’abord quq B, ‘ = U, =|1| ~ lignej.

_O_

D’apres le Lemme 3-8 précédent :
B.. ‘Bj‘ = B,.U, = j*™colonne de la matrice B
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D’aprés le Théoreme 3-5} B .B; ‘ =B,. ‘Bj ‘ donc :
|B.B;| = j°™colonne de la matrice B

Le Théoreme 3-3 permet alors de conclure : \
B,. B, = matrice deBS€C, (B) de signature-colonne égale ajld™colonne de B.

Comme B.B; = B,;.B,;, onaparallelement:
B,.B; = matrice d&BS€, (B) de signature-colonne égale aild"™ colonne de B.

En rapprochant les deux résultats, on en déduitaya€™ colonne de B est égale a g eme
colonne de B.

Méme raisonnement s’agissant des lignes.
3.4.2. Calcul pratique du produit B;. B;,1<i<n,1<j<n,.

Le Theoreme 3-9 permet de calculer tres simpleregmioduit de 2 matrices;Bet B; de la
base canoniquel€i<n,l1l<j<n).

3.4.2.1. Représentation simplifiée des matricee BSC , (B)

Nous utiliserons a maintes reprises dans la suteatte étude la représentation simplifiée
suivante d’'une matrice d8S€, (B), dans laquelle :

- la matrice est représentée par un tableanxlecases,
- les cases dont I'élément est égal a la valeur eshfiennent une croix : X,
- les cases dont I'élément est égal a la valeur sshDlaissées a blanc.

L’avantage de ce mode de représentation simplégeque la structure des matrices de
BSE , (B) est plus clairement perceptible.
Exemples :

Dans ce mode de représentation, on a a titre oliphes :

L= B, N = B, B 2= B,
X X X X X
X x| [x x| [x x| x
X x| [x x| [x x| x

X X X X X

N4+ |4 5+B3 |4+J4:Bl+B4 Bl+BZ+B3+B4
x | x x| x X X x [ x[x]x
x [ x[x x | x| x| x x| x X X
X | x| x x | x [ x| x X | x| x X X
x| x x| x X X x | x [ x] x
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Avec ce mode de représentation, la table de migigbn B;. B, 1<i<n,l<j<n
s’obtient par simple lecture de la fagon suivante :

- on se positionne dans la lignede la matrice B,
- on recherche dans cette ligneles indices-colonnes des cases contenant une. croix

Ces indices correspondent aux coordonnées nonsnddéles la base canonique du
produit B;. B;. A titre d’exemple, si I'on veut calculer B. B, (en supposant

n=6), on trouvera une croix dans les colonnes 2,t 46 de la ligne 4 de la matrice
B,,alors:B,.B, = B,+B,+ B,.

D’aprés le Théoreme 3-9, il est indifférent de relgale contenu de la ligng de la matrice
B, ou celui de la ligne de la matrice B : le résultat est identique.

Nous allons retrouver, a titre d’application, le&sultats correspondant aux tables de
multiplication B.B;,1<i<n,1<j<n,pourn= 1 a 6,du Chapitre 2.

3.4.2.2. Tables de multiplication B;.B;,1<i<n,l<j<n, pourn=1 a 6.

n=1
B
B = B
n=2
B
B: | x = B:
B X | = B2
B
B: X | = B2
B> | x = B
n=3
B
B: [X = B:
B2 X = B2
B, X | = B;
B: X B2
B2 X X = Bl+Bg
B2 X = B2
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B
Bl X - Bg
B2 X = B>
Bg X = Bl
n=4
B
B: | X = B:
B X = B>
B X = Bs
B x| = Bas
B: X = B2
B | X X = B:1 + B3
B X X| = B2 +Bas
B X = Bs
B
B1 X = Bs
B X X| = B2+ Ba
B |X X = B1 + B3
B X = B>
B
B1 X| = Ba
B X = Bs
B X = B2
B | X = B:
n=>5
B
B: | x = B:
B2 X = B2
Bs X = Bs
B4 X = Bas
Bs x| = Bs
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B: X = B:
B2 |x X = B:1 + B3
Bs X = B2 + Bas4
B4 X = Bz + Bs
Bs = Ba

B
B: X = B:
B2 X = B2 + B4
Bz | x X = B: +Bs + Bs
B4 X = B2 + B4
Bs X = Bs

B
B1 = B4
B2 X = B3 +Bs
Bs X = B2 + B4
Bs | x X = B:1 + B3
Bs X = B2
B: = Bs
B2 = B4
Bs X = Bs
B4 X = B2
Bs | x = B:

n=6

B
B: [ X = Bz
B2 X = B2
Bz X = Bs
B4 X = B4
Bs = Bs
Bs X|] = Bes
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B: X = B2

B2 [X X = B1+ Bs

Bs X X = B2 + B4

Ba X X = Bs + Bs

Bs X X| = Bs + Bs

Bs X = Bs

B

B1 X = Bs

B: X X = B2 + Bsa

Bs | X X X = B:1 + Bs+ Bs
B4 X X X| = B2+ Bs+ Bs
Bs X X = Bs + Bs

Bs X = Ba

B1 X = B4

B2 X X = Bs + Bs

Bs X X X| = B2 +Ba4 + Bs
Basa [ X X X = B:1 + Bz + Bs
Bs X X = B2 + B4

Bs X = Bs

B1 X = Bs

B2 X X| = B4 + Bs

Bs X X = Bs + Bs

B4 X X = B2 + B4

Bs | X X = B1 + Bs

Bs X = B2

B: X| = Bs

B2 X = Bs

Bs X = Bas

B4 X = Bs

Bs X = B2

Bes X = B:

Tous les résultats obtenus ci-dessus sont en fgacfanformité avec ceux du Chapitre 2.
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3.4.3. Remarque concernant le produitB;. B, 1<si<n,1<j<n, nON*

Remarquons tout d’abord que, dans une matrice gogle donnée Bde la base canonique
(1<i<n), tous les éléments non nuls d'une ligne donn#eua indice colonne de méme
parité. Sii est impair, les éléments non nuls d’'une ligne ingp@esp. paire) ont un indice
colonne impair (resp. pair). $iest pair, les éléments non nuls d'une ligne ingpéiesp.
paire) ont un indice colonne pair (resp. impair).

Désignons par Bair une matrice de la base canonic{lm}, 1<i<n, dindicei pair et par
B-impair une matrice de la base canonidi&}, 1<i < n, d'indicei impair.

On tire de la remarque précédente les regles sigisan
B-pair x B-pair = z B-impair

B-impair x B-impair = Z B-impair

B-pair x B-impair = Z B-pair

B-impair x B-pair = z B-pair.

3.5. Produit d’'une matrice quelconque deBS€ ,(B) par une matrice de la
base canoniqueB,, 1<i<n

3.5.1 Théoréme relatif au produit d’'une matrice de8S€ ,(B) par une matrice de la
base canoniqueB;, 1<i<n.

Les deux théorémes qui suivent généralisent le rEné® 3-9 relatif au produit de 2 matrices
de la base canoniqug BB, 1<si<n,l<j<n.

Théoreme 3-10.SoitA une matrice d&3SC , (B).

Le produit de la matricé\ par la matriceB; (1<i<n) de la base canonique deS€, (B),
est la matrice dé3SC , (B) dont la signature-colonne est égale ai f°colonne deA et dont
la signature-ligne est égale a I&™ligne deA.

Preuve :
Raisonnons sur les colonnes.

Considérons A |B; |.
|Bi | est une matrice-colonne dont tous les éléments rada sauf celui de la lignie On

peut donc appliguer le Lemme 3-8 et conclure que :
A .|B; | = i®™colonne de A.

Mais: A.|B, | = |A.B, | (cf. Théoréme 3-5). Dond A .B; |=i®™colonne de A.

Méme raisonnement concernant les lignes.
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Le théoreme suivant, tout aussi important, estaamséquence directe du Théoréme 3.10.

Théoréme 3-11.SoitA une matrice d&BSC , (B).
La i *™colonne(1<i < n)de la matriceA est égale aB;. |A|.

La i *™ligne (1<i < n)de la matriceA est égale aE B,.

Preuve :
Raisonnons a nouveau sur les colonnes. D’apresderéme 3-10 :

|A B, |= i*™colonne de A.

Mais 'on aaussi {A.B, | = | B,.A | = B, .| A| (d'aprés le Théoréme 3-5).
Méme raisonnement concernant les lignes.

Remarque :
Le Théoréme 3-11 permet de calculer tres aisemeajue colonne et chaque ligne d’'une

matrice quelconque d8SC , (B).

Soit A une matrice d8S€  (B). Si I'on désigne :

- par L, etpar L les matrices-lignes dél, (B) correspondant a l&"iet & lai®™®

ligne de A, .
- etpar G etpar G les matrices-colonnes di ,(B) correspondant a I&'fet & la

i °™® colonne de A,
le Théoréme 3-11 affirme que :

L, =L,.B; et G=B;.C,
La suite de cette Section 3.5. est consacrée éséwapplications du Théoréme 3-11.

3.5.2. Applications diverses du Théoreme 3-11

Remarque :
Pour la définition du déterminant d’'une matrice e (B), se référer a 'Annexe 1 du

Chapitre 4.

Notation :
Nous serons amenés a noxefélément deB qui prend la valeur alternative de celle xle
Si x vaut 0,x vaut 1, et inversement.

Onadonc0 =1etl1=0.

On vérifie aisément quex = x+1. Noter que X+y = X+y=X+Yy.
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Calcul d'une colonne d’'une matrice 88C  (B) a partir de sa signature-colonne
Calcul d'une colonne d’'une matrice #8C , (B) a partir de sa signature-ligne

Les exemples qui suivent sont basés sur les catore aurait tout aussi bien pu effectuer
des calculs identiques sur des lignes.

n=3

a
Soit: C, =|a, |, laforme générale de la signature-colonne dinagice A deBSC,(B).
a

8,
On veérifie sans peineque :; € B, .C, etque: G=B,.C,=|a,|.
&
Calculons G :
01 0] & a,
C,=B,.C,=(1 0 1||a,|=|a+ta;].
0 1 0f]|a a,
D’ou la forme générale d’'une matrice AB8C,(B) :
a &, 8,
A=[c, ¢, c] =]a a+a &
a &, &
n=4
a
a
Soit: C, = az , la forme générale de la signature-colonne dagice A deBSC, (B).
a4
a‘4
On vérifie sans peine que ;€ B, .C, etque: G = B,.C, = 23 .
2
a
Calculons G :
01 0 Of|q a,
1 010||a +
C,=B,.C, = 2= |BT%
010 1| a, +ta,
0 01 0f|a, a,

Le calcul de G est immédiat sachant que ; B J, . B,.
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a,

a2+a4

ata, |
a'2

c,=B;.C, = J.B,.C,= J.C, =

D’ou la forme générale d’'une matrice AB8C,(B) :

a a, a a,
A :[Cl CZ C3 C4] = a2 a1+a8 a2+a4 a3 '
y yta ata
a, a, a a
n=>5
2]
a'2
Soit: C, =|a, |, laforme générale de la signature-colonne dinagice A deBSC . (B).
a4
|85 |
a]
a,
On vérifie sans peineque :; G B, .C etque: G = B,.C, = |a,|.
a2
[ & ]
[0 1 0 0 Of[a| [ a, |
1 010 0ffa, a +a,
C,=8B,.C, =]/01010||la| =]|a+a,
0 010 1f|a, a, +ag
0 0 01 0as] L a, |
[0 010 O|[a] [ & |
01 01 0||a a, +a,
C,=B,.C, =1 010 1||a| =|a+a,+a
01 01 0||a a, +a,
10 01 0 1]|a) | a, ]
P
a3+t 35
¢, =8B,.C, =J.B,.C, =] .C, =|a,+taq,
&+,
L & ]
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D’ou la forme générale d’'une matrice AB8C (B) :

a & 2 a,
a+ta, aHta, ata
a2+a4 a1+a3+a5 a2+a'4
ata, A ta a4 ta
a'4 a3 a2

A=[Cl C, G C, Cs] =

A

&,
EE
a,
A

n==6

Nous allons mener nos calcul différemment en fdaisgpel a I'isomorphismeé associant a
une matrice-colonne Cde M (B) a la matrice deBS€(B) dont cette matrice-colonne

représente la signature-colonne. Nous donneronsgramodité le méme nom a la matrice-
colonne G et a la matrice d8S€,(B) associée :

&

QD
N

Dﬁ C,=aB,+a,B, + 3B, +3,B, +a;B; + a;B,

L L P

D

Calculons C (considéré comme matrice 8BS€C(B)).

C,=8B,.C,=B,(aB, +a,B, +a,B; +a,B, + a;B; + a,B;)

a:l. BZBl + ang + aS BZBS + a'4 BZB4 + a5 BZBS + aﬁ BZBG

=a B, + aZ(Bl + Bs)+ ae(Bz+B4)+ a4(Bs+ Bs)+ aS(B4+BG)
+a5 By

= a,B, +(a+a)B,+(a+a,)B; +(a;+ a)B, +(a,+ &) B; + aB;,

Par ¢ *, on en déduit la matrice-colonng C

a,

& +a,
a,+a, ) .
C, = , résultat conforme a notre attente.
a; +a;

a, +a,

as

Calculons de méme {(considéré comme matrice 8BSC(B)).
C3: BS'Cl: B3 (aiBl+a282+aSB3+a4B4+aSBS+a6B6)
:al BSBl+a2 B3BZ+aGB§+a4 BSB4+aSB3BS+aGB3B6
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=8 By +a,(B,+ B,)+a,(B,+By+B;)+a,(B,+B,+By)
-a5(83+ BS) + aGB4

=8,B, +(a,+ &,) B,+ (&, + a+ &) By + (a,+ a,+ &) B,
+d%+ a5) BS + a4BG

Par ¢ *, on en déduit la matrice-colonng C

8
a,+a,
+a,+

C,= %% T , résultat conforme a notre attente.
a,+a, +a,

8+ 8
&

Sachant d’autre part que : ,G J; C,, C,=J, C,, C,=J, C,,

On en déduit la forme générale d’'une matrice AB8€ .(B) :
A=[c, c, c, ¢, ¢ CJ,soit:

a a a a, a g
a, a+a ata, 8+t a,ta; &
a3 a2+a4 a1+a3+a5 a2-|-a'4-|-a6 a3+a5 a4

A =
a4 a3+a'5 a2+a4+a6 a1+a3+a5 a2+a4 a3
a5 a4+a6 a3+a5 a2+a4 a1+a3 aZ
3 as a, a, a, a

Etant donné un vecteur-colonne V., (B), recherche d’'une matrice A #5€C, (B) telle
que lai ®™ colonne de A soit égale a V.

(Bien évidemment ce probléme est transposable gngJi

Il s’agit donc de résoudre I'équation d’inconnue:CC, = V, qui, par application du
Théoreme 3-11 s’écrit :

B, C, = V (oulinconnue est (.

Ce probleme peut avoir une solution unique, plusisolutions ou étre impossible. Plus
précisément :
- si det(B)=1 (pour l'ordren considére), le systeme considéré est de Cramer.
La matrice B est inversible. Il existe donc une solution uniqueC, = B;* V.
- sidet(B)=0 (pourl'ordren considére), le systeme considéré n’est pas ded&lram
La matrice B n’est pas inversible. Le probléme peut avoir @lusieurs solutions.
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Examinons quelques exemples.

n=4

Une particularité de l'ordr@= 4#st que det (B = 1,00 =1 a 4 (cf. Tableau de la

Section 4.2. du Chapitre 4). Cette particularitée(tion retrouve aussi a d’autres ordres tels
que 6, 10 et 12) entraine une conséquence tréis@racsavoir :

OVOM,(B): CA, (unique) LI BS€, (B) telle que : ¥®colonne de A = V,

C A, (unique) U 8BS€, (B) telle que : 2"°colonnede A = V
C A, (unique) U BS€, (B) telle que : 3"°colonne de A = V

C A, (unique) O BS€, (B) telle que : #"°colonne de A = V.

Pour fixer les idées, choisissons :

N S

Il est clair que :.C A, (unique)l! BSEC, (B) telle que : ¥©colonne de A=V.

En effet, I'unique solution Aest évidemment celle correspondant|a\'1| =V.
111

00

00

111

Il est non moins clair quelz A, (unique)ld BSC, (B) telle que : A" colonne de A=YV

etque: A = A,.

Cherchons a déterminer la matrice Al B8S€, (B) telle que : 2™colonne de A = V.

Par application du Théoreme 3-11, nous avons aigésd’équation :

N

Donc: A =

N

B,C, = V (oulinconnue est (.

On calcule B* = B, + B, (le vérifier). On en déduit :

010 1|2 0
, 1 0 0 0|1 1
C, =B,V = = )
0 00 1|1 1
1 0 1 0|1 0
Par suite :
0110
1111
A, = .
1111
0110
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Enfin: L A, (unique)d BS€C,(B) telle que : 3" colonne de A=YV
etlona: A, =A, (comme on le constate en observag) A

Ce résultat non surprenant tient au fait qug =BJ, B,.

n=5

Alordre n=5,0na évidemment: det (B= 1 et det(B)= 1. Par contre, a la différence
de l'ordren= 4: det(B,) = 0, det(B) = 0, det (B,) = O, (cf. Chapitre 4). Les matrices
B,, B;, B, ne sont donc pas inversibles.

Soit V =

Cherchons a déterminer s'il existe une matrice ABSC.(B) telle que 9" colonne de A
= V.

Par application du Théoreme 3-11, nous avons aidésd’équation :

B,C, =V (oulinconnue est (.

X 01000
X, 1 0100
Posons € =| X, |. SachantqueB= |0 1 0 1 O, ilvient:
X, 00101
| Xs | 10 0 0 1 0]
[0 1. 0 0 O] [x] [1]
1 010 0Of|x 1
B,C, =V - |01 0 1 0||X|=|1],systeme equivalenta:
0 010 1f|x, 1
10 0 01 0] %] |1
X, =1
X + X =1 X, =1
, + X, = 1 , dontonextrait: {x, + x, = 1.
X, + X =1 X, =1
X, =1
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Ce sous-systéme est clairement impossible. Il stexdonc pas de matrice, Ale BSE€ . (B)
ayant sa 9"colonne égale & V.

Cherchons a déterminer s’il existe une matrice IABSC. (B) telle que 3" colonne de
A, = V.

Par application du Théoréme 3-11, nous avonsaaudés I'équation :

B,C, = V (oulinconnue est (.

X 00100
X, 01010
Posons € =| X, |. SachantqueB= {1 0 1 0 1|, ilvient:
Xy 01010
| Xs | 0 01 0 1]
0 01 0 O[x] [1]
01 0 1 0Of]|x, 1
B,C, =V < |1 01 0 1||x,|=]1},systeme équivalenta:
01 0 1 0Of]|x, 1
0010 1] |x]| |1
Xl = xl
X, =1 X, = X,
X, + X, =1 - X = X,
Xt X ot ox =1 Xy = X_z (=X,+1)
X5 = xl

ou X,, X,, X, désignent des parametres a valeur dBngpouvant donc prendre
indifféeremment la valeur O ou 1).

Nous en déduisons 4 solutions poyr,deux a deux symétriques :

@)
-
I

O r PP OO
O
1

N =l
A
1

O O r L O
O
1

P O R Rk R

Les 4 matrices répondant au probleme posé somt:don
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00110 10111
01111 00101

A, =11 111 1 et A =JA,; A;=1]1111 1] et A, =JA,.
11110 10100
0110 0 1110 1]

Recherche des matrices 88C, (B) ayant une colonne donnée nulle.

(Bien évidemment ce probléme est transposable gnggi

Ce probleme est un cas particulier du précédehit, peur lequel V 0

n

Il s’agit donc de rechercher les matrices 88C . (B) ayant leuri ®™ colonne nulle
(1<i<n).

Ceci revient a résoudre I'équation d’inconnue:CC, = | 0| , qui, par application du

Théoreme 3-11, s’écrit :

B, C, =|0| (oulinconnue estQ.

n

Ce probléme admet bien évidemment toujours laisolu€C, = |0

n

En effet, la matrice nulle Qayant toutes ses colonnes (et toutes ses ligndéies mépond
clairement au probléemé]i = 1 an.

Il convient donc de rechercher les solutions niwiales, s'’il en existe.

Plus précisément :

- si det(B)=1 (pour l'ordren considére), le systeme considéré est de Cramer.

La matrice B est inversible. Il existe donc une solution uniqug, = | 0| et

n

la matrice nulle Qest la seule solution au probleme posé.

- sidet(B)=0 (pourl'ordren considére), le systéme considéré n’est pas de&ram
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La matrice B n’est pas inversible. Il existe, outre la soluton = | 0| , d'autres

n

solutions, non nulles, pour, @t, outre la matrice nulle, il existe d’autresusioins au
probléme posé.

Examinons deux exemples correspondant a 'ordeebs .

Cherchons a savoir s'il existe (outre la matriagdlenO,) des matrices dBSC. (B) telles que

leur 2™ colonne soit nulle ? Comme det(B= O, la réponse est positive. Nous allons les
identifier.

Il s’agit donc de résoudre : ,BE, =|0| (oulinconnue est Q.

J5

X 01000
X, 1 0100
Posons € =| X, |. SachantqueB= |0 1 0 1 O, ilvient:
X, 00101
| Xs | 10 0 0 1 0]
0] (01 00 0][x]| [O]
0 1 01 0 0](x 0
B,C, =|0] <« |0 1 0 1 0||X|=|0],systeme équivalenta:
0 0 01 0 1|]|x, 0
0] 0 0 01 0]|xs| |O]
X2 = O Xl = Xl
X + X =0 X, = 0
, + %X, = 0 o X, = X, , ou X, O B.
., + X =0 X, = 0
X, =0 X = X,
o
0
Pour X, =0, on obtient: G = | 0| correspondant a la matrice nulle.
0
_O_
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Pour X, =1, on obtient: ¢ = correspondant a la matrice suivante :

R O R, O PR

, qui est bien une solution non nulle du probl¢gose.

R O R, O PR
O O O O o
R O R, O PR
O O O O o
R O R, O PR

Il n’existe donc, dans ce cas précis, outig u'une seule solution non triviale au probleme
POSé.

Cherchons maintenant a savoir s'il existe (outremlatrice nulle Q) des matrices de
BSE . (B) telles que leur % colonne soit nulle ? Comme det {B= 0O, la réponse est
positive. Nous allons les identifier.

Il s’agit donc de résoudre : B, = |0| (ou l'inconnue est Q.
5
%, | [0 0 1 0 O]
X, 01010
Posons € =| X, |. SachantquepB= {1 0 1 0 1|, ilvient:
X, 01010
| Xs | 0 01 0 1]
[0] [0 0 1 0 0][x]| [O]
0 01 010||x% 0
B,C, =|0| = |1 01 0 1| |x;|=]|0],systéme équivalenta:
0 0101 0|]|x, 0
10] 0 01 0 1]|x| |O]
X =X
X; =0 X, = X,
X, + X =0 o X, = 0 , ouX OB etX,dB.
Xl + X3 + X5 = O X4 = XZ
X = X
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Nous en déduisons 4 solutions poyr C

1) X, = 0, X, =0 correspond clairement a la solution triviaf®, .

1 10001
0 01010
2) X, =1,X, =0 correspondaC=|0|, etdoncalamatrice 0 0 0 0 O
0 01010
1 11 0 0 0 1]

qui représente bien une solution non trivéalgorobléme posé.

0 01010

1 10001

3) X,=0,X,=1 corresponda,C=|0|, etdoncalamatrice 0 0 0 0 O
1 10001

0 01010

qui représente bien une solution nan_trivihlqorobléme posé._ _

[1] 110 1 1]

1 11011

4) X, =1,X, =1 correspondaC=|0(, etdonc alamatric0 0 0 0 O
1 11011

1 1101 1]

qui représente bien une solution non trév@ probléme posé.

Il existe donc, dans ce cas précis, outte ®solutions non triviales au probleme posé.

Détermination des matrices d@S€, (B) telles que leui ®™ colonne soit égale & leur
1°"® colonne.

(Bien évidemment ce probléme est transposable gnedi

Il s’agit donc de résoudre I'équation d’inconnug<€ C,, qui, par application du Théoreme
3-11, s’écrit :

B, C, = C, (oulinconnue est Q.

Cette équation est équivalente a la suivante :

(B, + B,)C, =0

n
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Il s’agit la d’'une équation homogene dont€| 0| constitue la solution triviale.

n
La matrice correspondante est la matrice nulleqDi répond a I'évidence au probleme posé.

Nous ne nous intéresserons dorénavant qu’aux sofution triviales.

- si det(B + B,)=1 (pourl'ordren considéré), le systeme considéré est de Cramer.
La matrice (B + B,) est inversible.

La solution triviale C=|0| estl'unique solution et la matrice nulle, @st la seule

n

solution au probleme posé.
- sidet(B + B;) =0 (pourl'ordren considére), le systeme considéré n’est pas de

Cramer. La matrice (B+ B,) n’est pas inversible.

Il existe, outre la solution ,C=| 0| , d'autres solutions non nulles pour €, outre

n

la matrice nulle Q, il existe d’autres solutions non nulles au proigeposé.

Examinons quelques exemples.

n=3

i=2:det(B, + B;) = det(M,)= 1: lamatrice nulle Qest la seule solution.

i= 3:det(B; + B;) = 0.0n estamené arésoudre le systemeg +#(B,) C, =|0| ,

1 01
sachantque: B+ B, = |0 0 O
101
X
Posons : €= | X, |. Le systéme a résoudre s’écrit :
X3
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Ce systeme a pour solution générale :

X = X
X, = X, ou X, OB et X, OB.
X = X

1) X, = 0, X, =0 correspond clairement a la solution trivia@, .

1 1 01
2) X;=1,X, =0 correspondaC= |0}, etdonc ala matrice B= |0 0 O
1 101
qui représente bien une solution non triviale cabfgme pose.
0 010
3) X;,=0,X,=1 corresponda,C=|1|,etdoncalamatricel 0 1
0 010
qui représente bien une solution non triviale cabfgme pose.
1 111
4) X, =1,X, =1 correspond a CG=|1|, etdonc ala matricefl 0 1
1 111

qui représente bien une solution non triviale dabf@me posé.

Il existe donc, dans ce cas précis, 3 solutionstriaales au probleme pose.

i=2:det(B, + B,) = det(M,)= 1:lamatrice nulle Qest la seule solution.

=3 :det(B, + B;) = 1: lamatrice nulle Qest la seule solution.

i =4 :det(B, + B,) = 0: On estamené a résoudre le systemg HHB,) C, =(0| ,

4

1 001

0110 R R . -
sachantque: B+ B, = 01 1 ol Ce systeme a pour solution générale :

1 001

[

o X, 0B et X, OB.

N

O
I
X X X X

[
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Les 3 matrices non triviales répondant au problpose sont :

100 1 0110 1111

011 0| 1111 1001

0110’ 111 1|° 1001

1 00 1 0110 1111
Remarque :

Nous remarquons que, pour les ordres 3 et n=4, nous avons toujours trouvé des
solutions multiples non triviales de matrices it I'égalité de leur®® et de leur derniére
colonne. Ceci est toujours le cas a tous les ardteseffet, si 'on choisit pour signature-
colonne d’'une matrice deBSC, (B) un vecteur-colonne symeétrique par rapport aaa

median, alors, en raison de la bisymétrie de laiogatoncernée, la derniére colonne de cette
matrice sera égale a sa°tolonne idempour les lignes).

Précisons que ces matrices ayant une signaturermleymétrique par rapport a son axe
médian représentent les seules solutions au prebpase. En effet une matrice ®SC, (B)
ayant une signature-colonne non symetrique paroragpson axe median aura pour derniere
colonne un vecteur-colonne égal au symétrique te de la £ colonne par rapport a son
axe médian. Dés lors, & colonne et la derniére colonne de cette matricearent pas
égales.

n=5 Contentons-nous de fournir les résultats.

i=2:det(B, + B;) = det(M,)=0.

Le systeme : (B+ B,) C, =|0| ades solutions dont la forme générale est :

5

O
1
o |—‘>< |—‘><

,ou X, O B.

1

X X

1

Pour X, =1, on trouve la seule solution non triviale au péoi posé:

P RO R R
P RO R P
O O O O o
P RO R
P RO R P
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i=3:det(B; + B,) = 0.

Le systéme : (B+ B,) C, = | 0| ades solutions dont la forme générale est :

5

X

O
I

,ou X, O B.

X o

1

Pour X, =1, on trouve la seule solution non triviale au péobé posé :

R O R, O R
O O O O o
R O R, O R
O O O O o
R O R, O R

i= 4:det(B, + B,) = 0.

La seule solution réalisant I'égalité de f let de la ﬂ“ecolqnne d’'une matrice de
BSC.(B) est aussi celle qui réalise I'égalité de 4 dt de la 2™ colonne (cf. le cas

i=2), asavoir:

P RO R R
N = i B S
O O O O o
P PO R P
N = o B S

i= 4:det(B;+ B,) =0.

Il s’agit du cas d'égalité de I&"iet de la derniére colonne d’'une matriceiH€ . (B).

Nous avons établi plus haut (cf. Remarque conatudivcasn = 4 que toute matrice
ayant une signature-colonne symétrique par rapp@dn axe médian, répond a la
guestion. Nous avons aussi établi que ce sontldes

Nous pouvons donc, sans méme résoudre le syst@net: B,) C, = |0

conclure que la solution générale de ce systemaedstforme :
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[

N

bou X, 0B, X, 0B et X, 0B.

N

0
I
><><w><><><

[

Hormis la solution nulle Q, il y a donc 7 solutions non triviales au probéepose, a

savoir :

1 00 01] [01 010 (1101 1] [0 0 1 0 O]
01010 10001 11011 01010
00O0OO|; |O0O0OO; [0DO0O0O0GO; [12010 1f;
01010 10001 11011 01010
10001 |01 010 (110011 10 010 O]
1 01 01] (01110 (1111 1]

000O0TO 11011 10001

10101(; [10101; |10101

000O0TO 11011 10001

10101 (01110 11111

3.6. Produit de 2 matrices quelconques d8SC, (B)
Le théoréme qui suit généralise les Théoremes3319, et 3-11.

Théoreme 3-12.Soit A et B deux matrices dé8S€C,(B) : A = [a;], B = [h;], 1<i<n,
l<j<n

Désignons parC; (A) la i *™colonne deA et par L; (A) la i *™ligne deA (1<i<n).
Désignons parC; (B) la i *"colonne deB et par L, (B) la i “™ligne deB (1<i<n).

Le produit de matricesA . B est la matrice déB3S€ , (B) dont la signature-colonne est :
n n

|A'B| = |B'A| = Zbli Ci(A) = Zali G (B).
i=1 i=1

Le produit de matriceé . B est la matrice dé8S€,, (B) dont la signature-ligne est :

AB = BA = Zn:bli L, (A) = iaﬂ L (B).
i=1 i=1

Preuve :
Raisonnons sur les colonnes.
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B,, 1<i <n, désigne comme toujours la base canoniqu&z, (B).

llest clairque: A =) a, B, etque: B =) b, B,.
i=1 i=1

Par application du Théoreme 3-11 :

A.|B; | = Ci(A), Oi=1an. Donc:
n n n n
Yb(A.|B|) = >byC(A) = A.X|[b;B| =>b,C(A =
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
A Dby Bi‘ = >b;C (A = A.B| =>b,C(A =
i=1 i=1 i=1

|A.B| =ibli C. (A).
i=1

En raison de la commutativité du produit A . B,abaussi :

n
|A.B| =|B.A| = > a;C; (B)
i=1

Méme raisonnement pour les lignes.

3.7. Nouvelle définition deBSC, (B)

Théoreme 3-13.B,,, 1< k <n, désignent les matrices objets deDéfinition 2-1.

Soit A une matrice deMl , (B), telle que I'ensemble de ses colon@®s(1< k < n) veérifient
larelation: C, = B,, . C,, Ok (I<k<n). AlorsA appartient aBS€,, (B).

Soit A une matrice deM  (B), telle que I'ensemble de ses ligngs (1< k < n) vérifient
larelation: L, = L, .B,,, Ok @<k<n). AlorsA appartient aBS€,, (B).

Preuve:
Raisonnons sur les colonnes.

Soit A' la matrice deBS€,, (B) ayant pour signature-colonné\'| =C, .

D’aprés le Théoréme 3-11, Ih“ii“"ecolonneC’k (L<k<n) deA' estégalea B.C,.

D’apres les hypothéses du Théoréme 3-18‘:,:‘"I‘8colonneCk (L=< k<n) de A est aussi égale
a B,.C,.

Donc:0Ok (Isks<n): C, =C,,etdonc:A=A'
Par suite : AJ BSC, (B).

Raisonnement identique pour les lignes.
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Une nouvelle définition de I'ensemi®S¢€  (B) résulte de ce qui précede.

Définition 3-14 — 4™ définition de BSE€, (B).

B,, 1<k <n, désignent les matrices faisant I'objet deDléfinition 2-1.

BSC , (B) est le sous-ensemble dé  (B) constitué des matrices telles que toutes les
colonnesC, (1<k <n)de ces matrices vérifient la relatiorC, = B,, .C,.

BSC, (B) est le sous-ensemble dé, (B) constitué des matrices telles que toutes les lignes
L, (1<k <n)de ces matrices vérifient la relatior., = L,.B,,.

3.8. Commutant de la matrice N, dans M, (B) — Nouvelle propriété
caractéristiqgue des matrices deéBSC, (B) — Nouvelles définitions de
BSC, (B)

Nous avons initialement défini I'ensemt#lS€  (B) comme le commutant de la matricg N
dans 8BS , (B). Cette approche nous a amené a deécouvrir une ignenpropriété
caractéristique des matrices 88C , (B), & savoir que ce sont les matricesfB#e, (B) dont

les paramétres sont définis par les Relatihs 1k<v, sin pair (n=2v, vU N¥),
etl<sks<v+1 sin impar (n=2v+1,vON) — (cf. £ définition de®BS€ . (B) dans
Définition et Théoreme 2-5).

Nous allons maintenant établir une autre propre@@ctéristique des matrices 88€, (B)
en nous intéressant au commutant de la matricedans.M , (B) (et non plus, comme
auparavant, danss  (B)).

Nous allons démontrer que :

BSE, (B) = Com (N,) dansBS ,(B) = Com (N,) dansM , (B).

Introduisons les matrices élémentaitgs (1<i<n,1< j<n) constituant la base canonique
deM , (B).

Rappelons quéli (1<i<n),0j (1<j<n),0k(1<k<n), 0Ol (1<sl<n):

E,.E, =0, si j#k,etE,; .E; =FE, (lorsque doncg =k ).

ij jl

-1

Notons alors que la matrice N'écrit : N, = D (E; . +Eiyy).
i=1

On établit facilement les égalités :

Ew N, = Eju+tEj 4 si:k#letk#n.
E.,. N E;, (k=1);E;, .N,=E; , (k=n).

i1 n n
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B = EjqtEy Sitj#Eletj#n,
B = Ey (=1 N, E = Ey (J=n).

On établit aisément les égalités :
n n
A.N, = ZZ(ajk_l +a;.,)E; enconvenantquea;,=a; ., = O

n n
A = ZZ(aj_1k +a;,;, )E; enconvenant quea,, =a,,, = O

D’ou le théoreme qui suit.

Théoreme 3-15.S0itA [a;,] (1< j<n,1<k<n)une matrice quelconque dé , (B).
Les matriceA et N, commutent si et seulement si les coefficientd dérifient lesRelations
(RVI,,) ci-dessous

RVI,) : Of (1<j<n),0Kk(ASKSN): 8,4 +80 = 8, +a,.

en convenant quea;, =a,,, =0 eta,, =a,,, =0.

Terminologie: Relation des Voisins Immédiats (RVI).
Considérons le schéma cruciforme suivant, centréedémenta;, de A :

AP

a4 | Ay A

a'j+1k

Le Theéoreme 3-15 stipule que les matrices A etdimmutent si et seulement si, quel que
soit le coefficienta; de A considéré, la somme de ses (coefficientsing® immediats

situés dans la méme colonne (ici en jaune) esteégala somme de ses (coefficients)
voisins immédiats situés dans la méme ligne (idbleu).
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Si le coefficienta;, considéré se trouve en bordure de la matrit8d derniére colonne ou

1% ou derniére ligne), on « ignore » les coefficierdisins qui sortent du cadre de la matrice
A et I'on reduit donc I'égalitéa;, , +a,,, = a;,, +a;,, aux seuls coefficients figurant a

Iintérieur de la matrice A. (Ceci revient bien aedque :a;, =a;,,, =0 eta,, =a,,,, =0).

j n+l

Nous dénommerons « Relation des Voisins ImmediRg1)(» chacune des Relations
(RVI,,) donneée par le Théoreme 3-15.

Remarque:
Dans la mesure ou tous les coefficieats (1< j<n,l<ks<n) de la matrice A sont

a valeur dan®, la RVI peut aussi s’exprimer sous la forme éqi@nge suivante :

A Tyt A tajy = 0 (1)

On peut alors énoncer la RVI comme suit : « La sendies (coefficients) voisins immédiats
de a;, estnulle ».

Cependant, nous préfererons, en régle généralamexga RVI sous la forme donnée par le
Théoréme 3-15, plutbt que sous la forme (1) ci4dgsst ceci pour la raison suivante.

Considérons la matrice Ncomme une matrice ddt  (R) ou deM ., (C). Les valeurs
0 et 1 que renferme Nsont alors I'élément neutre de I'addition et Iréknt neutre de la

multiplication danskR ou dansC. Si I'on s’intéresse maintenant au commutant dedsns

M (R) ou dansM, (C), on s’apercevra que les Relatiofi®VIl,;, données par le Théoreme

3-15 demeurent toujours valables. Par contre giesions de la forme (1) ci-dessus ne le sont
bien évidemment plus. Il est dés lors préférablaéserver la dénomination de RVI aux
seules RelationgRVI,, données par le Theoreme 3-15.

*
* *
Avant de poursuivre le fil de cet exposé, nous m@sirfbesoin de démontrer la proposition

suivante. Celle-ci fait appel aux polynﬁmlég()l), k[0 N, deB[X] définis dans I’Annexe du
présent chapitre. On se référera donc a cette éwatd d’aborder ce qui suit.

Lemme 3-16.I5k (A), kO N, sont les polyndbmes dB[X] définis dans I’Annexe du présent
chapitre {B,, }, 1<k <n, désigne la « base canonique »B8&€C , (B).

Silonpose N,= B, ,,alors Ok (I<ks<n):PR_(N,) = B,,.

Preuve:
Par récurrence stk

(Dans la démonstration qui suit, nous noterBng, 1< k < n, sous sa forme abrégée, ).
|, désigne la matrice-identité d’ordne
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Pourk=1: P(1)=1 = P(N,)=1 =B,
Pourk=2: P(A)=4 = PB(N,)= N, = B,

Supposons la propriété vérifiée au rdngl etk (k<n-1). On a donc par hypothése de
récurrence P_,(N.) = B,, et P, (N,) = B,.
D’aprés la relation fondamentale des polynémfg(;/i), KON (cf. Théoreme A3-8 de

’Annexe du présent chapitre) :
R(A) =AR.,(A) +R,(A) (kz2).

Et donc :
R.(N,) =N, R,(N,)+R_,(N,) =B,.B,+ B, =B,.B, + B,
= (B, +B,y)+B =B,.

La proposition est donc établie.

Nous allons maintenant démontrer la propositionante : toute matrice dont les coefficients
vérifient la Relation des Voisins Immediats (c.-ales RelationgRVI;, )u Theoreme

3-15), est un éléement d@S€, (B).

Théoreme 3-17.Soit A [a;, ] (1<j<n,1<k<n) une matrice deM , (B) dont les
coefficients vérifient les RelatiofRV1 ;) :

(RVI;,) : Oj (= jsn),0k(@Asksn)ra; +a,,, = @4, +a,

(en convenant quea;, =a,;,, =0 eta;, =a,,, =0).

Alors: A L1 BSC, (B).

Preuve :
La Relation des Voisins InmediafRVI;, pgut s’écrire comme suit :

A = Qe Ftag T a4 (1)

En faisant variey de 1 an, la relation (1) se traduit sous la forme mattieigui suit :

fay., | [0 1 0 .. 0 0 O] &, I
Qo1 101 .. 0 00 Ay k-1
By 0 1 0 .. 00 Of] & W
S TN N RN S B )
Ap_oka1 0 00 .. 010O0 Apok Ap-2k-1
Q141 0 00 .. 101 Qi Ap-1k1
| 8un | [0 0 0 .. 01 Of[aw | | &
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Si 'on désigne paC, (1<k<n)la k™ colonne de la matrice A, la relation (2) entraine
Cu=N,.C, +C,._, (I<sksn-1) (3)

Commea,, =0, 1< j<n, lacolonneC, doit étre considérée comme nulle :

C, =|0

L’étude faite en Annexe du présent chapitre (a élguon se référera) permet d’écrire,
en introduisant les polynﬁmﬁ(A), k OON, deB[X] :

A

C, =Pu(N,) C, +P,(N,)C, (1sksn) ) (4

Comme :C, =| 0] , larelation (4) se réduit simplement a :

C.=Ru(N,)C,  @sksn). (5)
Le Lemme 3-16 établit 'égalitéR,_ (N,) = B,, (@sks<n).
(5) s’écrit donc :

C, =B, .C l<k<n).

Le Théoréme 3-13 permet alors de conclure que teacaa appartient 3BSE€ (B).

Définition et Théoréme 3-18— 5™ Définition de BS€, (B).

Le commutant de la matricd, dans M, (B) et le commutant de la matricdd , dans
BS , (B) sont égaux. Donc

BSE€,(B) = Com (N,) dans®BS ,(B) = Com (N,) dans M, (B).

Preuve:
Conséquence immédiate du Théoreme 3-17.

Remarque 1 :
La Relation des Voisins Immédiats (RVI) est unatieh trés puissante, puisque, lorsque
tous les coefficients d’'une matrice d€, (B) y satisfont, alors cette matrice est bisymeétrique

et, mieux encore, elle appartienB&C , (B).
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Remarque 2 :
Le Théoreme 3-18 a établi que : Com,{Nlans®BS , (B) = Com (N,) dans.m , (B).

Cette égalité entraine donc les implications quiesuti :

ALl BS€, (B)

et
A satisfait donc aux Relations =
(R,) (cf. Déf. et Théoréme 2-5).

(h) A satisfait aux RVI
c.-a-d.
aux RelationgRVI ;, )
du Théoréme 3-15

AL M (B)
et ey Al BS€, (B)
A satisfait aux RVI — et
C.-Q-d- A satisfait donc aux Relations
aux Relation¢RVI ;) (R, ) (cf. Déf. et Théoréme 2-5).
du Théoreme -15.

Il est dés lors intéressant de chercher a démdesémplications (1) et (2) par la voie la plus
« directe » possible.

Implication 1

En fait, nous avons déja mis en évidence cetteidatpn lors de la démonstration de la
proposition BSC,(B) = Com( N,) dansBS ,(B) (cf. Chapitre 2) .

Nous avons en effet établi dans le Chapitre 2 (5b&yéa relation suivante :

[k =1k +h] + [k+Lk+h] = [kk+h=-1 + [k,k+h+1]

avec :1<shsn-2k.

Cette relation implique les paramétres de la zanecipale de la matrice bisymétrique A
concernée (cf. Définition 1-22 et Notation et Défon 1-27).

On reconnait bien la Relation des Voisins ImmédigRy/I), restreinte toutefois aux
coefficients-parametres de la zone principale ded&ice bisymétrique A.

Il est ensuite aisé de vérifier que la RVI estsdaiie pour tous les coefficients de la
1% ligne de A, puis pour tous les coefficients ddTadet 2™ diagonale de A, situés dans la
zone principale.

La bisymétrie de A garantit alors que la RVI esis$aite pour 'ensemble des coefficients de
la matrice A.
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Implication 2

Il est aisé de démontrer dans un premier tempglication suivante :
Al M, (B)

et (29)
A satisfait aux RVI — A BS  (B)
c.-a-d. "
aux RelationgRVI,;, )

du Théoréme -15.

Sans entrer dans les détails de la preuve, indgghonavement la marche a suivre.

Il faut, dans un premier temps, démontrer que laio®A est 1-symétrique.
En positionnant le centre de la croix (cf. ci-desqage 100) successivement sur les
coefficientsa,,, a,,, ... ,a,,, on démontre pas a pas la symétrie des 2 premsnes

diagonales inférieure et supérieure de A. Puis @sitipnnant 2 croix sur 2 coefficients
symetriques appartenant a ces 2 premiéres sousrdi@g inférieure et supérieura, f et
a,, a,, et a,,, ..., jusquaa,, eta,,,), on démontre pas a pas la symétrie des 2

deuxiemes sous-diagonales inférieure et supériel@reA. Le raisonnement ci-dessus
s’extrapole aisément et 'on démontre par récueeiacl-symétrie de des 2 “"*°sous-
diagonales inférieure et supérieure dé2X i < n), sachant que les 2 *"**sous-diagonales

inférieure et supérieure de A se réduisent erafait2 seuls coefficients, , eta, ;.

Dans un deuxieme temps, un raisonnement identidéeeloppe cette fois-ci selon la
direction de la 2"°diagonal, permet de démontrer que la matrice Rastmétrique.

Finalement la matrice A est bisymétrique et I'inaption (2 a) ci-dessus est établie.

Reste a déemontrer I'implication (2 b) suivante (gatt que la matrice A est bisymétrique) :
AL M (B)

et (2b)
A satisfait aux RVI — A satisfait aux Relations
c.-a-d. (R,) (cf. Déf. et Théoreme 2-5).
aux RelationgRVI , )

du Théoréme -15.

Deux raisonnements sont possibles, le raisonnedietdt (R1), plutét long et complexe, et
le raisonnement indirect (R2), bref et simple.

(R1) Nous ne nous attarderons pas sur le raisomamtedirect (R1) qui consiste a démontrer
par récurrence que, si tous les coefficients-parn@néle la zone principale de la matrice
bisymétrique A vérifient la Relation des Voisinsnh@diats (RVI), alors 'ensemble des

Relations(R, )1<k<v, sin pair (n=2v, v N*), et1<sk<v+1, sin impair

(n=2v+1, v N) sont satisfaites.

Cette démonstration est analogue a celle effectiads le Chapitre 2 (pages 50 et
suivantes) lorsqu’il s’agissait d’établir qu8S€, (B) = Com( N ) dans®S , (B).
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(R2) Le raisonnement indirect est le suivant :

D’aprés le Théoéme 3-15:

AL M, (B)
et
A satisfait aux RVI
c.-a-d.
aux RelationgRVI,, )
duThéoreme -15.

= ALl Com (N,) dans BS€ , (B)

Mais, d’aprées I'implication (2 a), A est bisyméie. On a donc :

AO BS . (B)

et = A L1 Com (N,) dans BS , (B).
A [0 Com (N,) dans M . (B)

Mais alors, d’apres la Définition et le Théoremg 2-

A 1 Com (N,) dans BS , (B) = Al 3BSC , (B)
Et, toujours d’apres la Définition et le Théorémg 2-

A BSC,(B) = A satisfait aux Relation®, ).

Remarque 3 :
Le Théoreme 3-18 a établi que : Com,{Nlans®BS , (B) = Com (N,) dans.m, (B).

Cette égalite, vraie donc pour,N= B, ,, est-elle vraie, en toute généralité, pour toudtrice

B,., 1<i<n ? Autrement dit, se pourrait-il que :

Ui,1<i<n: Com @B,,) dansBS ,(B) = Com B,,) dans.M , (B) ?
La réponse est clairement négative.

En effet, pourB,, =1, etB,, = J,,ona:

Com (I,,) dans®S , (B)
Com (J,) dansBsS ,, (B)

BS ,(B). Com (I,) dans M, (B) = M, (B).
BS ., (B). Com (J,) dans M, (B) = M, (B).

Et donc, dans ces deux cas :

Com (l,) dansBS . (B) # Com (l.) dansMm  (B).
Com (J,) dansBS ,(B) # Com (J,) dansM , (B).

Mais, outre ces cas particulier, fournissons deusea contre-exemples moins banals.
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Contre-exemple 1:

00100
01010

Soit B, = [1 0 1 0 1| O BSe,(B).
01010
0010 1]

On démontre que I'ensemble des matricesitlg(B) commutant avec B est (tous calculs
faits) de la forme :

a b c d e
f g f+] [ ]
A =]k b+d a+c+e b+d c|.
j [ f+]j g f
e d C b aj

avec:(a,b,c d,e f,qg,i, j) UB°.

L’ensemble des matrices &S . (B) commutant ave®,, s’obtient en écrivant que dans la
forme générale ci-dessub=f c7k,d=9,d=j.

Les matrices obtenues sont alors de la forme généra

a b c d e
b g b+d i d
A=|c b+d a+c+e b+d c|, (abcd,ef, h)OB’
d [ b+d g b
e d C b aj

(On retrouve par ce biais les résultats obtenus taxemple de la Remarque 3 faite a la suite
de la Définition et du Théoreme 2-5 du Chapitre 2).

En définitive, on a les inclusions strictes suiesint

BSC, (B) U Commutant de B, dans®BS  (B) [l Commutant de B, dans M . (B)
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Contre-exemple 2 :

0 01 0 0 O

010100

: 101010
SOItBGS:010101D$See(B)'

001010

0 001 0 0f

On démontre que I'ensemble des matricesitle(B) commutant ave®, est (tous calculs
faits) de la forme :

a b c d e f
L a+y [+0 yte o+¢ &
c b+d a+ct+te b+d+f c+e d
O y+e pB+o+¢ a+y+e [+0 y
e b+f c+e b+d atc b
K o y g al

avec:a bcde,f.a,b,y,0,6¢) UBY.

L’ensemble des matrices &S . (B) commutant ave®,, s'obtient en écrivant que dans la
forme générale ci-dessua=a,b=06,c=y,d=90,a=a,e=¢, f =¢.

On établit ainsi que : Commutant &g, dans8S$ , (B) = BSC, (B). Et donc, dans ce cas :

Commutant deB;dans®BS ¢ (B) = BSE, (B) I Commutant deB,dans M (B).

*

* %

L'étude qui précéde permet maintenant de fournie @™ Définition de BS€ . (B),
équivalente aux définitions précédentes.

Définition 3-19 — 6™ Définition de BSC.. (B).

BSC, (B) est constitué par 'ensemble des matriéega, | (1< j<n,l<sks<n)deM, (B),
dont les coefficients vérifient les Relatidi®VI1 ;) :

(RVI;,): 0j (1< j<n),0k(1sk<sn)a, +a,,, = a5, +a.

(en convenant quea;, =a;,,, =0 eta;, =a,,, =0).

Preuve :Conséquence directe du Théoreme 3-17 et de laibefi et du Théoreme 3-18
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Remarque :
Pour « construire » une matrice 88C , (B), en utilisant les Relations des Voisins Immédiats

(RVI,,) ci-dessus, on procede comme suit :

1) On choisit la valeur de la signature-colonne (refp.la signature-ligne) de la matrice
a construire.

2) Puis on calcule, de proche en proche, en utilisgsitRelationgRVI,, )la valeur de
chacun des coefficients de la matrice, en procédardroite a gauche (resp. de haut en
bas).

Cette approche permet, en particulier, de constioutes les matriceB_ ., 1<i<n, de la
base canonique dBS€, (B). Celles-ci peuvent ainsi faire I'objet de 183 Définition

suivante.

ni?

Définition 3-20 — 3™ Définition des matricesB_,,1<i<n.

B, [bf’] (1< j<n,1sk<n)est l'unique matrice ddt  (B) dont tous les coefficients de
la 1% colonne sont nuls, & I'exception 8¢ égal al (ou encore : dont tous les coefficients
de la £ ligne sont nuls, a I'exception d€"” égal a1), et dont 'ensemble des coefficients
vérifie les RelationgR';, ) :

(R',) :0j (1= j<n)Ok(1<sksn): bl +bl) = b, +b0),

(en convenant queb(’ =b{"’, =0 et b{}) =b{?, =0).

Nous disposons donc maintenant de 3 Définitiongvétgntes des matriceB_ ., 1<i<n,

ni?

de la base canonique @B5€ , (B).

- La I*®est donnée par la Définition 2-1.
- La Z™est donnée par la Définition et le Théoreme 2-5.
- La 3™ est donnée par la Définition 3-20.

Nous disposons aussi de 6 Définitions équivaled®=®8S€  (B), que nous rappelons ci-
dessous.

3 Définitions ont été fournies dans le Chapit(ef2 Définition et Théoréme 2-5) :

- BSC,(B) = Commutant de la matrice,NdansBsS ,, (B),

- BSC,(B) = ensemble des matrices bisymétriques dorgdemmetres sont définis par
les Relatio(R, ),
- BSC.(B) = VectB,, ),1<i<n, les matriceB ; devant alors étre prédéfinies.
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3 nouvelles Définitions sont issues du présent @ieap.

- BSC,(B) = ensemble des matrices.le, (B) telles que toutes leurs colonn€s
(1< k =< n) vérifient larelation C, = B, C, - (cf. Définition 3-14).

BSE,(B) = ensemble des matricesdle, (B) telles que toutes leurs lignés
X< k<n) vérifient larelation L, = L, B, - (cf. Définition 3-14).
- $BSE,(B) = Commutant de la matrice,dansM , (B) - (cf. Définition et Théoréme
3-18).
- BSC,(B) = ensemble des matrices dont les coefficie@tsient les Relations des

Voisins Immédia(RVI ,) - (cf. Définition 3-19).
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ANNEXE / CHAPITRE 3

POLYNOMES P, (1)DE R[X] — POLYNOMES P, (1) DE B[X]

A3.1. Etude de la suite récurrente linéaire d'orde 2:a,=14a,_, + a_, — Polynémes
P, (A1) associés

Nous allons étudier la suite réelle récurrente diree d'ordre 2:a,=Aa,_, + a,, ,

aveca,JR ,0n0ON-{12}, etAOR. Pour initialiser la suite, nous nous donnerons
2 nombres réelg, et a, arbitraires.

Théoreme A3-1. Soit la suite réelle récurrente linéaire d’ordge:
a,=Aa_,+a,, a OR, 0On0ON-{12}, a eta, arbitraires,A 0 R.
Le terme générah, de cette suite s’exprime en fonction d’'un couplelcpnque de termes
consécutifya, _, a,,,,), avecl<i <n-1, de la facon suivante
a,=R(A) a, +R () a,,
ou P (A), i ON, est une suite de polyndmes vérifiant la relatiométirrence « fondatrice:»
R(A)=AR,(A) +PR,() (i22)avech,(A)=letR(})=4.
En particulier, poun=2: a,=P_(4) a +P,_,(1) a,

Preuve :
Ona:a,=Aa_+ a._,, a R, Oi0ON, a,et a arbitraires et I R.
Donc, en posantP, (1) = @&tP (A) =4, on obtient :

a,=R)a._ +PR()a,_,, ouPR, (A)etP, (A1) sont bien des polynémes #EX] en A.
Démontrons la propriété annoncée par le théorémesparrence sur le rarg

Supposons a cet effet (hypothése de récurrence)l’gmeait a un certain rang (avec
n2i +2): a,=P(A) a,, +P,(}) a, (1)

Remarquons que cette hypothése est bien vérifigeipol.

On apar ailleursa,_, =Aa,_,+ a,__, (2)

En reportant (2) dans (1) :
a,=R(A) (Aa ,+a,,)+R.(A)a,
a, =[A R(A) +R (Ml a, . +Ri(1)a .,

En posant P,,(1) =4 P.(A) + P, 4 )on obtient:a, =P, (4) a,., +R(}) a, .,

Le théoréme est donc bien démontré et la suiteolgndmesP (1), i ON, vérifie bien la
relation de récurrence annoncé(A) =A P_ (1) +P_, A (()=2), avec Ry(1) = 1let
R(A)=4.
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Reste a calculer formellement les polynonfist), i ON. Tel est I'objet du théoréme qui suit.

Théoreme A3-2.Les polyndmeRB, (A1), nJN, définis par la relation de récurrence
PA)=AP_ ) +P_(A) (n=22),avecP,(4) =1etR (1) =/
ont les propriétés suivantes

(1) P, (A)estde degré, OnON.
(2) P, (A)est pair pourn pair. P, (A) est impair poum impair.

(3) L’expression des polyndmBgA), nU N, est la suivante

k
Py (A) =) Ci A%, OkON,

i=0

k B "
Py (A) = ZC:J:H A7 O KON.
i=0

(4) Valuation(PR,,) =0, OkON; Valuation(P,,,,) =1, OkON.

Preuve :
Nous allons commencer par démontrer le point (pesonnant par récurrence « a 2 étages »
surk.

En faisantk = @ans les 2 expressions ci-dessus, il vient :

P, (1) :fckk;i‘ A =Cir=1 et P.(1) :kzzc‘:c,f;{ﬂ At =Ccla=2
Les explr:eossions données sont donc vérifiées p;)r. 1
Par hypothese de récurrence, supposons que I'bieait

PN =S CL 7 et Py, ()=3 i A

i=0 i=0

Calculons d’abord?,, A )au moyen de la relation de récurrence :

Py (A) =4 Py i (A) + Py, (A).

Il vient :
k-1 k-1

P =A [ o] + [ Yoan A ]
i=0

i=0
Pld) = Y.C P+ S Cl A
i=0

1
i=0
Effectuons le changement d'indic§ =i+ dans le I'signe)’ .

Il vient :
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k ) ) k-1 ) )
Pl = DICKL P+ Yot A
i=0

=1

k-1 _ N i )
Py (1) =Cgk—1 A%+ Z [ C::il—l + C:+i—1l ] A%+ C||<(—1l A
i=1

Or, d’aprés la relation du Triangle de Pas@fl;, + C, 7 =C/}; etdonc:

k . .
P (1) = E C\' A%, expression conforme & celle de I'hypothése derrénce.
.:0

Calculons de méme,,,, A( fu moyen de la relation de récurrence :
Poia(A) =A Py (1) + Py (4).

Il vient :

Pas =1 (S 1+ [ St i ]
i=0 =

k-1

Paa(d) = D CE A+ Y Cig A2
i=0

i=0

k-1
Paa(A) =CL A%+ Y [ Cio v i | 42
i=0

Or, d’aprés la relation du Triangle de Pas&ii.: +C); ™" =C/;,, etdonc:

k-1 ) '
P2k+1 (A) = /12k+1 + z C:;ilﬂ /12I *

i=0

k
Posi(A) = ZCkk;i'+l A%t expression conforme a celle de I'hypothése derrénce.
i=0

Le point (3) du théoréme est donc établi.

Les points (1) et (2) en découlent immédiatement.
Concernant le point (4) :

P, est pair.
Pouri =0, le terme de degré 0 d®_ est :C, =1. Donc : Valuation B, ) =0, Ok ON.

P,., estimpair. Pour= Qle terme de degré 1 dg,,, estC;,, =C.,, =k+1> Q
Donc : Valuation @,,,) =1, OKON.

Tous les points du Théoreme A3-2 sont donc biebligta
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A3.2. Propriétés des polyndome®, (1)

Théoréme A3-3.
Oi0ON, O jON, telsquel<sj<i-1:RP)= P, A R_j(/i) + P ()I) o 42

Preuve :
Par récurrence suy avec 1< j <i— 1 Pour alléger I'écriture, nous écrirons simplement

en lieu et place d@ A( et P, en lieu et place d& A(.)

Notons tout d’abord que la relation est bien vééfpourj = 1valeur pour laguelle on

retrouve la relation de récurrence fondatrice ddgrndmes objets de notre étude :

R=AP,+ P,

Supposons la propriété vraie a un certain ran@pypothese de récurrence), a savoir :
P=P P ,+P, P,

i j i-
Supposons maintenantji+1<i—- ,doit: j<i- 2desortequei—(j+1)-1> @tque:

P_+) = P_j-, €xiste bien.

Démontrons que la propriété est bien vérifiée ag rp+ 1

D’une part : P, =RPR4+P_ (1)
D’autre patrt : Pj+1 =R P +P, (2)
(2) = P,=P,-RP (3)

Par hypothese de récurrende =P, B_;+ P, B_;

En reportant (1) et (3) dans cette relatlon

R =P (PP L+P ) +(P.-RP)R,,
soit R=RP PR R PR 4 RR R,

i-]

et, apres simplification® =P, B_,, + P P_,_,

Le théoréme annoncé est donc démontré.
Théoréme A3-4.
P, =P?+P? DOjON*; P,,=P (P,+P,) 0OjON~

Preuve :
Le Théoreme Al-3. assureque =P, P_;+ P, B_,_, pourtoutj telque 1< j<i- 1

- En supposanit pair et en posanti:=2j, jON* al'évidence:1l<j<i-1
Déslors:P, =P, P+ P, P =P*+P?,

- En supposant impair et en posanti:=2j+ ,1j0 N, al'évidence 1< j<i- 1
Déslors:P,, =P, P+ P P =P (P, +P_).
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Théoreme A3-5.
(1) Pri =Py, Py =-1 OkON*; Py =P, Py, =+1 OkON*.
(2) pg.cd.@,P,) =10n0ON - P, etP,, premiersentre eyXdnlIN.

Preuve :
(1) Parrécurrence forte skir

P=1P=A,P=A+1 P =2+21.

PZ-R R = -1 +])=-1 et PL,-PR=(W+D)*-A(A+21 )= +1
Les relations (1) sont donc vraies pourl.

Supposons les relations (1) vraies jlimgrangk (hypothése de récurrence).

Comme P, ,, =AP,, +P,,ona:
P22k+1 — Py Pyin = P22k+1 — Py (AP, ¥ Py ) = Py (Poysy —AP,) - P22k
Or:P,,, =AP, +P,_, etdonc:P,,, —AP, =P,_,.

Par SUiteF?zzkﬂ - sz P2k+2 = P2k+1P2k—1 - P22k =-1

Ensuite, commeR,,,; =AP,,, + Py, 0na:
P22k+2 =Py Paia = P22k+2 = P (A Pz + Poa) = Poin (Poir =APoy) = P22k+1
Or:Py,, =AP,,, +P, etdonc:P,,, ~AP,,, =P, . Parsuite :

P22k+2 = Py Pais = PooPo — P22k+1 =+1
Le point (1) du théoréme est donc Igibli.

(2) Le théoréme de Bezout permet immédiatere déduire des relations (1) que :
p.g.c.d. R ,P.) = 1,0n0ON, etdoncque:

P, et P, sont premiers entre euXnN.

Remarque :
Les polyndbmesP, A jpuissent de nombreuses autres propriétés qui noatspas évoquees

ici. Il existe notamment d’autres expressions fdlesede ces polynémes. L'une d’elles
évoque une certaine ressemblance avec les polyndendshebychew,, X Yle £ espéce,

les lignes hyperboliques se substituant aux ligrigenométriques. Le théoréme qui suit est
donné sans démonstration.

Théoreme A3-6.
Les polyndémesP, (A), kKON, et P,,,(4), KON, s'écrivent sous la forme paramétrée
suivante(ou I'on a posé A =2shd, 0R) :

ch(2k +1é sh(2k +2)6

P, (2shf) = T che Po.1 (25h6) = cho
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A3.3. PolyndomesP, (A)

POLYNOMES P, (1)

P,(}) =1

P(A) =1

P,(1) = A +1

P(1) = 1 +2)

P,(A)=A*+31% +1

P(A) =2 +44° +3)

P,(A)=A°+54" +64° +1

P,(A) = A" +61° +104° + 44

P,(A) =2 +74° +151* +104% +1

P, (1) = A° +81" +212° + 202° + 51

Po(A) = A% +92° +281° +351* +154° +1

P,(A) = A" +104° + 364" +564° +354° + 6/

P,(A) = A% +114"° + 458° +841° + 704* + 214° +1

PL(A) = AP +124" +550° + 12007 +1264° +564° + 71

P,(A) = A" +131 + 664" + 1654° + 2104° +1264" +284° +1
P.(A) = A® +142° + 781" + 2204° + 33047 + 2524° +844° + 8/

Pg(A) = A° +154" + 911" + 2861 + 4950° + 4621° + 2104* +364° +1
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A3.4. Préambule a la définition des Polyn()meé’n (A) de B[X]

Nous allons dériver I'existence et les propriétés piolynémesﬁn (A) appartenant 8 [X] de
I'existence et des propriétés des polynonfiesl grdcédemment étudiés, appartenant a

R[X].

A3.4.1. Coefficients C” dans B
Rappelons les points suivants.

Soit (n,p)d N 2. Si p<n, le nombre de combinaisons linéaires méléments pris dans
|

~ ™ ona:c®=c"=1.

p! (n-p)!

On prolonge la définition de€,” de la facon suivante :
- sip>n: CP=0,

- sip0z _*:CP=0.

'ensemble{ 1,2,..... ,n } noté CP vaut: CP =

Partant de |a, nous allons introduire les coefrﬁtsiéf,f’ a valeur dandB de la fagon suivante :
C”=0 si CPest nuloupairCP =1 si CP est impair.

Comme pour le€P :
Om,p) 0N x Z: én":é,?‘p
OMnpONxZ: CPl=CP*+CP

n+l

Cette derniere relation est génératrice du Triadgl®ascal dariB.

Triangle de PascalC” pourn=0 a8
n=0 : 1
n=1: 1 1
n=2 : 1 0 1
n=3 : 1 1 1 1
n=4 : 1 0 0 0 1
n=5 : 1 1 0 0 1 1
n=6 : 1 0 1 0 1 0 1
n=7 : 1 1 1 1 1 1 1 1
n=8 : 1 0O O 0 0 0 0O O 1
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Les résultats qui suivent sont données sans dératast

Théoreme A3-7.
(1) énp =0, 1< p<n, pourn=2", OvON¥

(2) én" =1, 1< p<sn, pourn=2"- 1 OvON¥
(3) én" =1 si et seulement si la décomposition en adep est une combinaison linéaire
des seules puissancefdgurant dans la décomposition en bésde n.

Note : La proposition (3) entraine les propositionsgtl{(2).

A3.4.2. Formule du Binbme de Newton
La formule du Binbme de Newton reste applicable.

Si I'on désigne paA etB deux objets mathématiques (matrices, polynébmes, valeur dans
B, et sous réserve que le prodAik B soit commutatif, on a la relation :

(A+B)" =) CrAB™.

k=0

A3.5. Définition des ponn@mesIﬁA)n (A)

Dans la Section 3.8. du présent Chapitre 3, noassagté conduits, pour la démonstration du
Théoréme 3-17, a nous intéresser a la suite nelteicappelée ci-dessous.

A étant une matrice d8S€  (B), C, (1< k < n) désignait l&®™ colonne de A.
N, désignait (comme toujours) la matriBg de la base canonique 85C  (B)).

La suite a étudier était alors :
Cu=N,.C,+C,, (l<ksn-1

La colonneC, était arbitraire, mais la colonr@, devait étre considérée comme nulle :

Nous allons lever certaines restrictions en comaiténaintenant que :

A est une matrice quelconque.gie, (B).
B (qui se substitue a la matrice Nest une matrice quelconque e, (B).

L’indice k appartient a&8*.
Les valeurs des colonn€x et C, sont arbitraires.

La suite (S) qui nous intéresse est alors la steva

Cwa=B.C +C (kON¥), C, etC, sont arbitraires. (S)
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En fait, c’est la forme méme de cette suite malieiqui nous a incité a étudier en téte de la
présente Annexe la suite réelle récurrente linéhoedre 2 :

a,=Aa_+a_, avec:a, R, On DN—{ 1,2}, a, et a arbitraires, et 0 R.

L’étude faite plus haut nous permet maintenant diéaole résultat suivant, qu’il convient de
rapprocher du Théoreme A3-1.

Théoreme A3-8.
Soit la suite matricielle récurrente linéaire dosl2: C,,, = N, .C, +C,, (kON),
dans laquelle C, O M ,(B), C, et C, étant arbitraires
Le terme généraC, de cette suite s’exprime en fonction d’'un couplelepnque de termes
consécutif¢C, _ , C,__,) , aveci < k-1, de la fagcon suivante
Cy = lsl(B) Ceai t+ lsi—l( B) Ciois
ou I5i()l), i 0 N, est une suite de polynémes vérifiant la relatiométirrence:
R()=APL() +R,() (22
avecP,(1)=1etP(A)=A.
On a donc, en particulier, pok = 2 : C, =R_,(B) C, +P_,(B) C,

Preuve :Elle suit en tout point celle effectuée pour l&€dtéeme A3-1.

Nous pouvons également énoncer le théoréme qui guil convient de rapprocher du
Théoréme A3-2.

Théoreme A3-9.
Les polynﬁmeén()l), nIN, définis par la relation d récurrence :

P(A)=AP_()+P_() (n=2) avecP,(A) =1etP,(1) =1
ont les propriétés suivantes

(1) P, (A)est de degré, OnON.
(2) I5n (A) est pair pourn pair. FA>n (A) est impair pourn impair.
(3) L’expression des polynﬁmérg(A), n[N, est la suivante
Py (A) = Zk:ékk;ii A% 0 KON.
i=0
Py () = ﬁékk;;ﬂ A2 O kON.
i=0

(4) Valuation (P,,) = 0, 0k N ; Valuation (P,,,,) = 1, 0kON ; Valuation (P,.,) > 1,
Ok ON.
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Preuve :
Concernant les points (1), (2) et (3), elle suas p pas, la démonstration du Théoréme A3-2.

Concernant le point (4) :
P, est pair.
Pouri =0, le terme de degré 0 d%k est :C, =1. Donc : Valuation [3’2k) =0, OkON*

A

P, €stimpair.

Pouri = 0, le terme de degré 1 d%kﬂ estékk+l = éiﬂ = k+1 [mod.2] , qui est tantot pair,
tantot impair.

Sil'on pose k = 2h, C2" =CL , =2h+1 [mod.2] =1. Dol le résultat annoncé.

Silon pose k=2h+ 1 C2*1 =CL , =2h+2 [mod.2] =0. D'oll le résultat annonceé.

A3.6. Propriétés des ponnémesIsn A)
Le théoréme qui suit est a rapprocher du Théoregd.A

Théoreme A3-10.
Oi0ON, OjON, telsque 1< j<i-1: P()=P () P_,(A) + PL(A) P_L().

Preuve :
Elle est identique a la démonstration du Théorem& A8ncernant les polyndmés (4 ).

Le théoreme qui suit est a rapprocher du Théoremé.A3

Théoreme A3-11.
ISZ] = IE)]_Z + If)jz—l :(If)j + lf)i—l)z B J 0 N* : ﬁ2j+1 — If)l lf)jZ = lf)jZ DJ N,

Preuve :
Elle est analogue a la démonstration du Théorémé é@cernant les polyndbmés (4 ).

Concernant les polynémes d’indice pair, cette d&stration aboutit a :
P, =P/ +P?,, etdeslors P, = (P, +P_,)°.

Concernant les polynémes d’indice impair, cette aléstration aboutit & :

P, =P (P,,, + P,,;) , mais dans le cas d’espece :

P =A P+P,=FRP +P,, et donc Pt P =A P =RP.
Dés lors :P,,,, =P, PP =A P? .

Théoréme A3-12.
P =77 OnOwN.

2"
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Preuve :

Démontrons la relation annoncée par récurrence sur

Constatons déja queP,(1) = A, que P,(1) = X et que :P, (1) = A".

La relation est donc vraie poar=1, n=2 etn= 3.

Supposons-la établie au rang- k (hypothése de récurrence). On a donc, par hypethés

P, ="

X4 '

D'aprés le Théoréme A3-11P,,, =P, P? = P?, O jON*
. D — 1D2

Donc:P,. = A Py,

Et donc :

Et le théoreme est établi.

Le théoréme qui suit est a rapprocher du Théoregis.A

Théoreme A3-13.
(1) P2+P_P.=1 OnON*
(2) p.g.c.d. (f’n, FA>n+l) =1,0n0N < P et F3+l premiers entre eux;nON.

n n

Preuve :
Identique a celle du Théoreme A3-5, relatif auxypémesP, (1 ).

Théoréme A3-14.
(1) P,=AP P, +1 OkON*

~

) P,,=APR*=P P’ OkON.

Preuve :
(2) Il s’agit en fait d’'une relation connue :eefhit I'objet du Théoreme A3-11, Point (2).
Elle n'est mentionnée ici qu’en raison duigilélisme entre (1) et (2).

(1) P, =R?+P?% (Cf. Théoréme A3-11). Donc :
ISZk +1= |5k2+ |5k2—1+ 1= (|5k2+1)+|5k2—1
D’aprés le Théoreme A3-13 Point (]ékz. +1= ﬁk_llskﬂ. Donc :

A

Py +1=FP R+ Pk2—1 =R.4(Ru+R.) =R.L.(UAR) =ARR,

Le théoréme est donc établi.
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Théoréme A3-15.
DiON, OKkON, k=2 : P(A)=P,,(A)P_,(A)+P, (AP (A)

Remarques préliminaires :

1)

On peut rapprocher cette relation de @allencée par le Théoréme A3-10, a savoir :
Oi0ON, OjON, telsquels j<i-1: B(A) =P () P_,(A) + P () P_L(A).

Cette derniére relation établit en effet que taalypéme é(/]) peut s’exprimer sous la
forme de la somme de produits de polynédmes de nigpee de degré inférieur a celui
de P (/).

Le Théoréme A3-15 énonce, lui, que tout polynd%(d) peut aussi s’exprimer sous la
forme de la somme de produits de polynbmes de nt@pee de degré supérieur a celui
de I5i()l). Il est clair que tous les termes du membre detelidé degré supérieuria
s’annulent donc nécessairement.

2) La relation exprimée par le Théoréme A3-15égélise en fait la relation de récurrence

3)

fondatrice des polynomed ().
En effet, pouk = 2on retrouve cette derniere sous la forme :
P()=R,D)RM+R.MPRM) TiON,

soit encore, sous forme plus « classique » :

P() =AP,()+P, (1) 0OiON.
En faisant variek pn obtient plus généralement les relations suesant
-pourk=3:  P(A)=P, (AR +P,(AR()  OiOn,
-pourk=4:  R(A) =R, NP +RMRM)  DiON,

et ainsi de suite.

La relation exprimée par le Théoréme A3-18unhen outre, comme cas particulier, la
relation (1) exprimée par le Théoréme A3-13. Ertefbouri = 0,la relation exprimée

par le Théoréme A3-15 prend la forme :
R(A) = R R, +Pa()Py(A)  OkON, k22,
soit encore : 1=PB ()P _,(1)+P2,(1) OkON, k=2

Il s’agit bien la de la relation (1) exprimée pailhéoreme A3-13.

Démonstration du Théorene3-15:
Par commodité d’écriture, nous noterons, dans tlutkmonstration qui suif (1) sous la

forme abrégéé.
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i ON étant fixé, nous allons démontrer le Théoreme A3fEs récurrence skr, k entier
> 2

Pour initialiser la récurrence, vérifions la valé@du Théoreme A3-15 polkr= 2, puis pour
k=3.

Pourk = 2, nous avons déja noté que la relation a démontest autre que la relation la
fondatrice des ponnOmd@,(A) (cf. Remarque 2 ci-dessus).

A

Pourk = 3 il s’agit d’établir la relation I5, = FAL?, P+ ﬁ+2 |52, Oi ON.

CommeP, = P? +P, et commeP,P,, =P,, +P,,:

I:)|+3 P + I:>|+2 P I31 I:>|+3 + (P2 IE\>O)|s|+2 = i+2 + I:>i+4 + 12|si+2 + IE\>i+2

Et comme P, F3i+l =P+ F3i+2 etR, F3i+3 = F3i+2 +P,,, ilvient:

La relation est donc vraie pour= 3.

Nous allons maintenant admettre (hypothése de n&ftee) que la relation exprimée par le
Théoréme A3-15 est vraie au rakg aihsi qu’au randk (on supposek = B

On a donc, par hypothése :

A A A A ~ A

P =P Isk—s +Py2 R (3 et R =R, Isk—z + If)i+k—1 Isk—l (b)

Calculons alors :

P|+k+1 Pk1+P FA’k = 1|£)+ P k- 1)(PPk » TR+ (AFA)+|<1 P 2)(|5|5k1+|5k 2)
LT Isi+k—1pk—1) + Pl(lf)wkls ls+k 1|5k 2 T P|+k 1Pk 27T P|+k Ra)
st Iai+k

I:)i+k—l k- -2 I:)k—2

+

En utilisant (b) dans le®1terme et (a) le dernier terme, il vient, apréspification :

A A A

IE\>|+k+l IS ISI IS |£) lsl IE\>1(|£\>i+k|£\)k—3 + i+k-2 I:>k—1) + P .

CalculonsF’l+kP + P|+k 2P

I:>i+k I:>k—3 + I:)i+k—2 I:>k—l ( k 1
F)I P - i+kPk—1 + 1 Pk—l I:)i+k—1 + I:)k—ll:)i+k

1
'U>

'U)

x

iR

N—r
+
O

iR

)
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En S|mpI|f|ant pws en utilisant (b) il vient :
I:)|+k|:)k3+|:)|+k 2Pk1_P(P|+k I:)kZ-l-I:)kll:)Hk:L) PPl

Par suite :

A A

F)I +k+1 I:)k -1 F)I If) P If) Pt

_'U>
_'U>
O

= FI' .
La relation a démontrer est donc vraie au rerd.

Le Théoreme A3-15 est donc établi.

Remarque :
Les polyndmesP, A jpuissent de nombreuses autres propriétés qui noaitspas évoquées
ici. Nous nous contenterons d’énoncer la propasigoi suit :

Théoréme A3-16.

La définition des polynémeéh()l), nN, peut étre prolongée aldZ au moyen de la

relation de récurrence fondatrice des polyn()nﬁﬁ(sﬁ), étendue a touh1Z :
P(A)=AP_(A)+P_(A), avecP, (1) =1etP () =A.

On a alors: If’_l(/]) =0, I5_2(/]) =1, If>_3(/1) =A, ... et plus généralement
P,(A) =P, (1), DiON:

Moyennant cette extension, les propriétés énonuaéeesThéoremes A3-10, A3-11, A3-13,
A3-14 et A3-15relatives aux polynémeén()l), pour nlJ N, restent valables poun(]Z.

On a donc (en notant systématiquemél(ud) sous la forme abrégélé) :

0i0z, 0j0z . P=P P, +P_,P_,

00z . B, =P2+P% = (P +P_)?; P, =P P?=1P?
On0Z . P*+P_P. =1

OkOz . Py =APRPR,+1

0i0z, 0kOzZ . P=P,P,+P,.P,
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A3.7. Polynbmes If’n (A)

POLYNOMES P, (1)

P,(1) =1

R(1) =4

P,(A) =2 +1

P(A) = A°
P,(A) = A* + 1> +1

P(A) =A%+

P(A) =A%+ A% +1

P(A) =4

R =L+ A2+ +1
P)=L+ 2+

Po(A) = A0+ 1% + 4%+ % +1
P (A) = A+ 1

Po(A) = A2+ 10+ 1o+ A% +1
Pa(A) = A2+ 47+

P (1) = A+ A2+ P +1
Ps(4) = 4°

If\)le(/‘):Alﬁ +/114 +A12 +/18+1
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CHAPITRE 4

Déterminant des matricesB_., 1<i<n, de la Base Canonique de
BSE, (B)

Note :
Pour la définition du déterminant d’'une matrice/e (B), se référer a ’Annexe du présent

chapitre.
4.1. Introduction

Nous noterons dans ce chapitre les matrices daska tanonique d8SC , (B) sous la forme
B,.,1<i<n.

ni?

Le Tableau constituant la Section 4.2. du préshapitre fournit la valeur du déterminant
des matrice8 ., 1<i<n,1<n<16.

ni?

Le calcul a été effectué au moyen d’'un programnf@nmatique développé en Visual Basic
résolvant des équations matricielles de la forme :

A.X=8B

ou X LI M, (B) est 'inconnue, ou A est une matrice donné&deé  (B) et ou BU M, (B)
représente le second membre.

Nous nous sommes servis de ce programme pour mésdeas équations homogenes du type :

n

La résolution d’une telle équation homogéne pemeedéterminer si cette derniére possede

d’autres solutions que la solution nulle: X &
n

- Si I'équation considérée n'‘admet que la sohuthulle, on en déduit alors que :
det 8,;,) = 1, pour la valeur deet pour I'ordren considéres,

- Sil'équation considérée admet d’autres solutiams lg solution nulle, on en déduit
alors que : detB,,) = 0, pour la valeur de et pour I'ordren considérés.

L’examen des lignes et des colonnes du Tableau me. en évidence l'existence de
peériodicités dans les valeurs des déterminantéBigt), 1<i<n, 1<n<16.

Les Théorémes 4-1 et 4-4 de la Section 4.3. fosenisl’explication de ces périodicités.
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4.2. Tableau donnant les déterminants des matrisd

de la base canonique d8S€, (B)

ni:

1<i<n,1<n<l16,

Ordre|B, |B, |B, |B, |B; |B; |B, |By |By |B,, B, |By By | By | B | By
1 1

2 1 1

3 1 0 1

4 1 1 1 1

5 1 0 0 0 1

6 1 1 1 1 1 1

7 1 0 1 0 1 0 1

8 1 1 0 1 1 0 1 1

9 1 0 1 0 0 0 1 0 1

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

11 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1

12 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

13 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1

14 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1

15 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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4.3. Théoreme du déterminant des matricesB ,; , 1<i<n, de la base
canonique de BS€,, (B)

Théoreme 4-1 - Théoréme du déterminant des matriceB
canonique deBSe€, (B) (1°* formulation).

1<i<n, de la base

ni?

SoitB,,, 1<i<n, une matrice de la base canonique #8C , (B), nIN*.
det(B,;) =1 <« i estpremieraven+1
ou :
det(B,,) =1 < pgcd(i,n+1)=1
Remarques :

1 est premier aven+ , 1] n[JN*, puisque pgcd (In+ )= 1, 0 nON*. Par suite :
det(B,,) = 1,0 n0ON*

n est premier avea+ 1] n[JN*, puisque pgcdi, n+1) =1, [0 nON*. Par suite :
det(B,,) = 1,0 nON*.

Lorsque le nombren+ Zst premier (ceci se produit dans le Tableau pdur les
ordresn=1n=2,n=4,n=6,n=10, n=12, n=16), alors pgcdi, n+1)=1,0i =1

a n. Par suite, dans ce cas-la:dBt() = 1,0i =1an.

On vérifiera plus généralement que le contenu chieBal 4.2. est en parfaite adéquation avec
le Théoréme 4-1 ci-dessus.

Nous allons proposer une deuxieme formulation déoféme 4-1 rigoureusement équivalente
a la premiére.

Comme on n'a pas manqué de le remarquer, I'ensenhse coefficients non nuls des
matricesB,,,, 1<i <n, de la base canonique 88C  (B) dessinent une configuration en

forme de rectangle formé de chiffres 1, dont les@&ont orientés selon le§®let ™
diagonales de la matrice considérée.

Ceci nous améne a poser les définitions suivantes.

Définition et Théoréme 4-2.Soit B

BSC, (B), nLIN*.
L’ensemble des chiffrésqui y figurent dessine une configuration en fodeeectangle.
Nous appellerons longueur (notég de la matriceB,,,, le nombre de chiffre portés par

I'un des cotés de ce rectangle, paralléle 494 diagonale.
Nous appellerons largeur (notéede la matriceB,,, le nombre de chiffre$ portés par I'un

des cotés de ce rectangle, paralléle a38°xliagonale.

Ona: € =i et £=n-i+1.

Nous dénommerons matrice-losange toute maige, ,,, d'ordre n=2v+1 v[N. On a
alors: £ =¢=v+1

1<i<n, une matrice de la base canonique de

ni?
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Preuve :
On établit sans peine les relationé = i et £ = n—i +1.

Remarques :

1) Lorsquel<i sE(nTJrlj, ona:l <f. LorsqueE(nTﬂjd <n,ona:l >£L.

2) Lorsquen est impair (=2v+1, vUN), pouri=v+ 1 la matriceB,,,, ., est une

matrice-losange dont 'ensemble des éléments ntsnami la forme d’un carré « reposant
sur la pointe ». C’est la seule matrice telle qée= £.

Lemme 4-3. Soit B, ,, 1<i < n,une matrice de la base canonique®i#C  (B), nLIN*.

pged @, n+1)=1 - pgcd€,€)=1

ni?

Preuve :
Démonstration immédiate.

Théoreme 4-4 - Théoréme du déterminant des matriceB,,, 1<i<n, de la base
canonique deBS€, (B) (2°™ formulation).

SoitB,,,, 1<i < n,une matrice de la base canonique #%C  (B), nUN*.
det®,) =1 < Lestpremieravel
ou :
detB,,) =1 < pgcdf,t)=1
Remarque :

La Z™formulation du Théoréme résulte directement du em-3.

Preuve des Théorémes 4-1 et 4-4
La démonstration de ce théoreme repose sur unisatibh originale de I'algorithme
d’Euclide appliqué a la recherche du pgcd de Zenti

La suite de ce chapitre est consacrée a cette dtratbon. Celle-ci a été découpée en
6 Etapes.

L'idée directrice en est assez simple mais néeetsitroduction d'une série de définitions,
qui fait I'objet de la 1 Etape.
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1°" Etape : Définitions préalables

Nous utiliserons dans ce qui suit, pour plus déilie, une représentation dite « non
conventionnelle » du déterminant d'une matricelie(B). Celle-ci est définie comme suit.

Convention de représentation 4-5.
Nous représenterons le déterminant d’une matriceltie(B) sous forme d'un tableau de

dimensionsnx n, constitué de cases carrées.

Toute case correspondant a un coefficient non @utase non nulle), qui contient
normalement la valeut [J B, apparaitra colorée

Toute case correspondant a un coefficient qGutase nulle»), qui contient normalement
la valeurQ U B), sera laissée a blan€¢On la désignera aussi de ce fait sous le vocable de
« case blanche).

Remarque 1 :

Cette représentation « non conventionnelle » derdébhant d’'une matrice dé(  (B) est a
rapprocher de celle utilisée, pour les matricessethémes, au Chapitre 1 (cf. Note a la suite
de la Définition 1-22 et se référer, d’'une manigéaérale, a la Section 1.3.4. du Chapitre 1 ;
cf. également Section 3.4.2.1. du Chapitre 3 : &aprtation simplifiée des matrices de
BSC , (B).

Remarque 2 :

S'agissant du déterminant deB () d’'une matriceB,,, 1<i<n, de la base canonique de

ni?

BSE , (B), nous adopterons le méme vocabulaire (notammiemgueur£, largeurf) que
pour la matriceB,, ; elle-méme (se reporter a Définition et Théoredg).

Exemples :
Représentation « non conventionnelle » de &g}.( ,.,) @ 'ordren=2v + 1 pourn =1, 3

et5¥ =0 a 2).

det I =[&] =1;

010 1

det (1 0 1= [ =0;
010 1
[0 0 1 0 0] 1
01010 1] |1

det (1 0 1 01| =/4| [4| [2/=0
01010 1] |1
0 010 0 1
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Définition 4-6. Soit B
— (ni)

PosonsB,; = [b}], 1< p<sn,l<qg<n

Soientf salongueur etl sa largeur.(Rappelons les relation€ = i et£ = n-i+1).

Soitdet (B, ;) le déterminant déB, ; (dans sa représentation « non conventionnélle »

1<i <n, une matrice de la base canonique®Bi&C  (B).

ni?

Nous dénommerons 1-rectangle de dimensiosx € » (ou en abrégé 1-rectanglef x ¢)
I'ensemble des cases non nullesBlg, complété par 'ensemble des cases nulles (blag)che

de B, ., situées entre 2 cases non nulles (s’il en existe)

Nous dirons que lel-rectangle de dimension8 x € correspond (ou: est associé) a
la matriceB,, ;. Inversementiousdironsquela matriceB,, ; correspond (ou : est associée) au

1-rectangle de dimensiousx ¢.
Par extension, nous dirons aussi quédeectangle de dimensiosx ¢ correspond (ou : est
associé) au déterminarmtet(B,;), ou que le déterminardet(B,,) correspond (ou : est

associé) au-rectangle de dimensiousx (.

Nous appellerons cété supérieur gaucheBje ou dedet(B,;) I'ensemble des éléments
b0y telsque p+qg=i+1(l<sp<ioulsqg<ioulsps<toulsqgsyd.

Nous appellerons cété supérieur droit 8, ou dedet(B,;) I'ensemble des éléments
b®) tels que q-p=i-1(lsp<sn-i+loui<gs<n ou l<ps<Louls<gs<n).

Nous appellerons coté inférieur gauche Be ou dedet(B,;) 'ensemble des éléements
bl) tels que p-q=i-1(isp<n oulsgs<n-i+lout<psnoulsqgs £)

Nous appellerons coté inférieur droit d& . ou dedet(B,;) 'ensemble des éléments
b®) tels que p+g=2n-i+1 (n-i+l<ps<n ou n-i+l<gs<n ou £ <ps<n ou
L<qg<n).

La configuration particuliere correspondant au c#s= ¢ sera dénommeée 1-losange de
dimensions x £ » (ou en abrégé 1-losangef x £). Elle correspond B matrice-

v+l v+l

losanged’ordre n=2v+1, v N.Onaalors: £ = € =v+1.

Exemples :

1 1 1

1 1
1-rectangle ¥1 (correspondant 8,,) 1-rectangle 82 (correspondant 8,,)
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1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1

1-rectangle 83 (correspondant B,,) 1-rectangle 85 (correspondant 8,)

1 1

1 1 1

1 1

1-rectangle 26 (correspondant 8,s)  1-rectangle 7 (correspondant &)

Remarque :
Un 1l-losangef x £ possede en fait la forme d'un «carré reposant lsupointe»
(cf. Remarque 2 faisant suite a la Définition efTagoreme 4-2).

Exemples :
1
1-losangeXl 1 1
(correspondantB, ;) 1
1-losange 2
(correspondarB &, )
1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1] |1 1] J1] 1] |1
1 1] J1] |1
1-losangex3 1 1
(correspondant B, ;) 1
1-losange4
(correspondari a,)
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Définition 4-7. Soit B,; (1<i<n) une matrice quelconque de la base canonique de
BSE , (B). Soit £ lalongueur et € lalargeurde B, ..

Soitdet (B, ;) le déterminant déB, ; (dans sa représentation « non conventionnéjle »

d désigne un entier positif tel quel < inf (£, ¢).

On appellera« 1-losanged xd inclus dans det B, ) » tout ensemble de cases contenu
dans le déterminant dB,, et ayant la structure d’'url-rectangled xd conforme a la
Définition 4-6.

On appellera « 1-losange maximal inclus dans dBf, () » tout 1-losanget x ¢, si € <.£, ou

L xLsit>L

II'a pour dimensiongv +1) x(v +1) dans le cas particulier de la matrice-losanBg,., ,.,

d’ordre n impair (n=2v +1, v LIN).

Exemple :det B, ), avecB,,, n=19, £=15, £=5.

1

1 1 1

1] [a] (2]

Les 1-losanges suivant sont inclus dans Bef.() :

Enrouge : 1l-losangex1l. En orange : 1-losang®x?2.

En bleu : 1-losang8x3. En jaune: 1-losangéx4.

Envert: 1-losangx 5 Il s’agit d’'un 1-losange maximal (cf. Définiticd-7),
c.-a-d. de la plus grande canfigion de 1-losange incluse dans d&f,().
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Définition 4-8. Soit B, (1<i<n) une matrice quelconque de la base canonique de
BSE , (B). SoitL la longueur et la largeurde B, .

Si€ < £, nous appellerong-losange inférieur drodedet (B,,) le 1-losange maximahclus
dansdet (B, ;) et renfermant le coté inférieur droit durectanglecorrespondant aet (B, ;).

Si¢ > £, nousappelleronsl-losangenférieurgauchededet(B,, ;) le 1-losangamaximalinclus
dansdet(B,, ;) etrenfermante cotéinférieurgauchedul-rectangleorrespondanhdet(B, ;).

Dans le cas particulier de la matrice-losan8s, ., ,,, d’ordre n impair (n=2v +1, v N),
le seull-losange maximadedet (B,,., ,.,) €st a la fois sori-losange inférieur dro#t son
1-losange inférieur gauche.

Remarques :

Si €< £, det (B, ;) ne renferme pas delosange inférieur gauche.

Si €> £, det (B, ;) ne renferme pas delosange inférieur droit.

Si € = £, nous sommes dans le cas particulier d'une maogangeB d’ordre n

v+l v+l

impair (n=2v +1, vLIN). Le 1-losange maximal correspondant a la condigiom méme de
det (B,,., ,.,) est a la fois son 1-losange inférieur droit et $dosange inférieur gauche.

Exemples :
Le 1-losange inférieur droit de deB (. ) représenté a la page précédente est figuréren ve

Les exemples ci-dessous correspondent aBlgt(1<i<n. Le 1-losange inférieur droit de
det (B,) et de det B,,) apparait en vert. Le 1-losange inférieur gaubhelet B.,) et de
det (B,;) apparait en rouge. En ce qui concerne dit,), qui correspond a la matrice-
losangeB.,, son 1-losange maximal est a la fois son 1-losamdérieur droit et son
1-losange inférieur gauche. Il apparait en bleu.

1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1
1 1
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2°™ Etape : Etude du déterminant de la matrice-losdbgg ,., d’ordren est impair
0N=2v+1, vLN)

Rappelons la forme de la matriég, ., ,,, (n=2v+1, vUN) pour n =1, 3,5, 7.

00010 0 0]
(0 0 1 0 0] 0010100
010 01010 0101010
[ ; 10 1; 1010 1; 1010101
010 01010 0101010
0 010 0f 0010100
000100 0]
Bll B32 BS3 B74

Théoreme 4-9.Soit n un entier impair § =2v + 1v[N).
Soit B,,,, ,,,; la matrice-losange d’ordne
- det®,,,;,.,) = 1pour n=1 (etdoncv = 0),

- det®B,,.;,.,) = Opour n N*- {]} (et dort v LIN¥).

Preuve :
Immédiate.

Pourn=1(v=0), B,.;,.; = B;; etdonc:detB,,, ) = det®,,)=1.
Pourn U N* - {]} (et doncy LI N*), il existe dans la matric&,,,, ,,, au moins 2 lignes
(et 2 colonnes) égales, et donc : d&t,(, ,.,) = O.

3°™ Etape : Réduction du déterminant d’'une matrisasgeB,,,, ,,, d’ordre n est impair
(n=2v+1, v[N).

Dans ce qui suit : \

L, (1<i<n) désigne lai *"ligne d’un déterminant d’'une matrice dé, (B),

C, (1= j <n) désigne laj ®mecolonne d’un déterminant d’une matrice.le (B).

Nous désignerons classiquement pdr: - L, + L, (1<i<n ; 1<sk<n, k#i)
I'opération de remplacement deild"ligne du déterminant d’'une matrice de. (B) par la
somme des lignek, et L,.

Nous désignerons de méme p&: -~ C, +C, (1<j<n ;1<hs<n, h# |) l'opération

de remplacement de Ip°™ colonne du déterminant d’une matrice.tle,, (B) par la somme

de des colonne€ ; et C,.
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Rappelons que ces opérations de remplacement mesligu de colonnes ne modifient pas
la valeur du déterminant auquel on les applique.

Considérons le déterminant d’'une matrice-losaBgg, ., de la base canonique € 2v +1,

v N). Nous allons démontrer que l'on peut, par unecassion d’opérations de
remplacement, restructurer deB 4, ,,,) et le ramener a un déterminant de méme valeur
(dénommeé forme réduite deByg,., ,,,) dans lequel les coefficients non nuls se rédtiaan
seul coté supérieur droit ou gauche ou au seulicf#ideur droit ou gauche de daB (., ,,.,)-

Dans la mesure, ou nous n'utiliserons par la syiie la forme réduite det(,., ,,,) & son
c6té inférieur (droit ou gauche), la définition guit se restreint a ce type de réduction.

Définition 4-10. Soit n un entier impai(n=2v +1, v [IN).
Soit det (B, ., ,.,) le déterminant de la matrice-losange d’ordne

Nous dénommerons « réduction au coOté inférieur tdroilen abrégé RCID) de

det (B.,,.,,.,;) les suites d’'opérations suivantes a effectuer démslre indique, si ces
opérations sont possibles et tant que ces opérasont possibles.

1*® suite: L, - L, +L, ., (Isisv)
- Lv+1 + Lv+3 L - Lv+3 +L
Lyizpn - L +L,ps (0s2psv-2).
suite : Lv+2 - Lv+2 + Lv+4 ; LV+4 - Lv+4 +L
L

eme : . . .
2 SUIte . LV+1 v+3 v+5 L |

v+2p+l
3éme . .
V46 1 e

- L + L, (0S2psv=3).

v+2p+2 v+2p+2

4Msuite: C, -~ C, +C

J

1< j<v).

n-j+1

Nous dénommerons « réduction au coété inférieur gawc(en abrégé : réductioRCIG) de
det (B,,;..;) les suites d'opérations suivantes a effectuer démslre indiqué, si ces

opérations sont possibles et tant que ces opéragont possibles.

1% suite : identique & RCID,

2°Msuite : identique & RCID,
3""suite : identique a RCID,
4™ suite:C,_, - C,,+C, (A=j=v).

A l'issue de ces 4 suites d’opératiodst (B, ., ,.,) apparait sous la forme réduite, notée
det (B5.>,,,) oudet (B5S? ), dans laquelle tous les coefficients sont nulseadéption :

W+

- pour RCID : des coefficientg, ; tels que: i + j =3v + 2(v +1<i < n), correspondant
au coté inférieur droit delet (B.,.; ,.1),

- pour RCIG : des coefficients; ; tels que i —j=v (v+1<i<n), correspondant au
cote inférieur gauche dget (B,,.; ,.1)-
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Remarques :
Pourn =1, aucune des 4 séries d'opérations n’est possitds (B,,) pourn=1 se trouve

déja sous forme réduite. Autrement dit : dBf,() = det B5;"°) = det B{'°) = 1.

Pourn = 3 seule la I® opération de la®° suite d’opérations est possible. Aucune opération

de la 2™ suite, ni de la %™ suite d'opérations n’est possible. Enfin, seulé‘l&opération de
la 4™ suite d’opérations est possible.

Pourn = 5,dans la 2" suite d’opérations, seule |8°lopération est possible.
Pourn = 7,dans la $"suite d’opérations, seule |8°lopération est possible.
Dans la ™ suite d’opérations, la conditioRp<v - &sure que +2p+3<n .
Dans la 8™ suite d’opérations, la conditioBp <V - &sure que +2p+4<n .
Exemple :n=9 (v =4)

Le déterminant considére est dBf() :

1 1 1

1

La 1° suite d’opérations a pour effet d’annuler tous desfficients des lignes 1 1a de
det (B, ). Le résultat obtenu est le suivant :
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La 2™ suite d’opérations a pour effet d’annuler tousdesfficients égaux a 1 (hormis les
coefficients extrémes) des lignest1, v+3, ... ,v+2p+ 1, et cecitant que +2p+ I n.
Le résultat obtenu est le suivant :

1

La 3™ suite d'opérations a pour effet d’annuler tous desfficients égaux a 1 (hormis les
coefficients extrémes) des ligness 12+ 4, ... ,v+2p+ 2 et cecitant que +2p+ 4 n.

Le résultat obtenu est le suivant :

1

S’agissant de la réduction RCID, 18™ suite d’opérations a pour effet d’annuler tous les
coefficients du coté inférieur gauche de d&J). Le résultat obtenu est le suivant :
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Le déterminant ci-dessus, noté dBE{"), constitue la forme réduite inférieure droite det
(Bys). On verifiera sans peine que les coefficients; non nuls sont ceux tels que :
i+j=3+2 (v+1<i<n), soitici:i+j=14 (5<i<9), asavoir :C;y ,Cs5, Cr7, Cgg, Cos-

S'agissant de la réduction RCIG, I8 suite d'opérations a pour effet d’annuler tous les
coefficients du coté inférieur droit de d& ;). Le résultat obtenu est le suivant :

1

Le déterminant ci-dessus, noté dBf{ ), constitue la forme réduite inférieure gauchelete
(Bgs). On verifiera sans peine que les coefficiets non nuls sont ceux tels que= j =v
(v+1l<is<n), soitici:i—j=4 (5<i<9), asavoir :Cy, ,Cs, Css, Cgy, Cos-

Remarque :
Il est bien évidemment possible de définir la aaun au c6té supérieur droit (RCSD) ou
au coté superieur gauche (RCSG) de &g} ( ,.,), mais nous ne nous en servirons pas.

La méthode exposée ci-dessus se généralise sars pdlie s’applique a tout déterminant

det (B,,., ,.;) correspondant a la matrice-losange d’ordrén = 2v +1, v [ N). On aboutit

a un déterminant réduit deBf.> .,) ou det B55.;,.,) dont tous les coefficients sont nuls,

sauf ceux du coté inférieur droit pour d&5( .)), ou ceux du coté inférieur gauche pour

det (B RCIG

v+lv+l/"

Dans le cas particulier oa=1 (v =0) : det B,,) = det B ") = det B87"°) =1

4°™ Etape : Processus initial de réduction du déteantird’une matriceB,; quelconque

(1<i, £n) de la base canonique 88€, (B).
Le cas de la matricB,,,, ,,, d’ordre n impair (n=2v + 1, v [N) a été traité dans le$™

et 3™ Etapes ci-dessus (cf. Théoréme 4-9 et DéfinitictO¥ Ce cas correspond a I'égalité
¢t =L
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Nous considererons donc maintenant le cas d'uneiced,; (l<i,<n) de la base

canonique de®BS€ , (B) correspondant a I'hypothede< £, puis a I'hypothese > L.
Rappelons les égalité<: = i, et£L = n—i, +1 (cf. Définition et Théoréme 4-2).

Hypothése 1 €< £ c.-a-d. 1<i, < E(”T”j *)
(*) cf. Remarque 1 faisant suite & Définition &&dréme 4-2

Désignons pag et r le quotient et le reste de la division euclidiedee? paré :
L= qé+r avec:qUN* rONetr<¢ (Biennoterquedl=i,).

Remarque :q [0 N*, faute de quoi I'on aurait > £.

det (B,,,) inclut alorsq 1-losanges maximaux disjoints (c.-a-d. qui neeseuvrent pas) de
dimensions x ¢. Le 1-losange inférieur droit de deB(; ) (cf. Définition 4-8) portera le
n° 1. Les suivants dans l'ordre ascendant sont mtég de 2 . Cesq l-losanges sont
complétés, sr # 0, par un 1-rectangle « résiduel » de dimensioRst.

Exemple: det®,.),n=17, £=13,¢=i,=5.0naici:q =2 etr =3.

Commeq = 2, il y a dans detR,, ), 2 1-losange maximaux disjoints de dimensibrs.

Le 1-losange inférieur droit n° 1 est en vert. Lidange maximal n° 2 est en jaune. De plus,
il existe dans ce cas (puisquet W) 1l-rectangle résiduel de dimensids (eB bleu).
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Définition et Théoreme 4-11. SoitB,; (1<i, < E(nTHJ), de dimension® x € (€ < £)

une matrice de la base canonique&igC , (B) - (On rappelle que € = i,).
Posons £ = g€ +r (qUN* 0<r <.
On appelle « réduction au cote inférieur droit » @brégé RCID) du déterminant d8,

I'opération consistant a procéder a la réduction &té inférieur droifRCID) du 1-losange
inférieur droitdedet (B,; ) conformément a |®éfinition 4-10.

Pour la réaliser, on effectue les 4 suites d’opiénadt décrites dans cett@éfinition 4-1Q
sachant que les lignes et colonnes concernées lesnlignes complétes et les colonnes
completes deet (B, ) traversant lel-losange inférieur drode ce déterminant.

La RCID du déterminant d&; n’impacte que sof-losange inférieur droiElle n'altere:
-ni les (g —1) autresl-losanges maximaumrclus dangdet (B, - ),

- ni lel-rectanglaésiduelde dimensions x £ (sir # 0),
- ni les coefficients nuls det (B, ) situés en-dehors de ces configurations

Le nouveau déterminardet (B;;") obtenu aprés 1aRCID de det (B, ) est égal &
det (B, ). Autrement dit det (B;7") = det B, ;).

Remarque Le casr =0 etq= 1correspond a celui d'une matrice-losange déjéétrai

Preuve : Nous nous appuierons sur I'exemple de &gt (), n=17, £=13,€ =5,
g =2 etr =3, déja mentionné plus haut.

1

1 1 1
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Effectuons la réduction au c6té inférieur droit (R du 1-losange inférieur droit de
det (B, ;) (1-losange vert). Cette réduction s’effectue procédant ¢ situ», dans le

1-losange en question, aux séries d’'opérationstdéaans la Définition 4-10.

Bien évidemment, ces opérations porteront sur igse$ complétes et sur les colonnes
completes de det, ;) traversant le 1-losange inférieur droit.

On constatera que la réduction effectuée ne neoeifiaucune maniere :

- nile 1-losange maximal jaune,
- nile 1-rectangle résiduel bleu de dimensi@ns3,
- niles coefficients nuls situés en-dehors de cefigurations.

Aprés réduction, le nouveau déterminant &) obtenu est le suivant :

1

1 1 1

Aucune des opérations effectuées ne modifient [euvadu déterminant initial. En
conséquence, deB(;r) = det B, ;).

La procédure de réduction exposée sur cet exengplpeséralise aisément au déterminant

det (B, ) de toute matrice8,; (1<i, < E(nTﬂJ) de la base canonique @8$C  (B), avec

L= ql+r (gqLN?*).
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Théoreme 4-12Soit B,,; (1<i, < E(nTﬂj), de dimension€ x ¢ (¢ < £) une matrice de

la base canonique d8S€, (B) - (Rappelons que €= i,). Posons L= q ¢+ r (qUN*,
Osr<¢ et m=n-2¢

Soit B,,;, U BS€, (B), de dimensiongl — €) x L.

On a alors: det B,,;,) =det B,,;,).

Preuve :
Rappelons les relations,; = ¢ etn =£ +¢ -1 Parsuite:m =n-¢ = £ -1

Commel > ¢ =1, mU N*. BSC, (B) existe bien.

Démontrons le Théoréeme 4-12 en nous appuyant aeaousur 'exemple de deB(;, ;),
n=17,L£ =13,¢£=5,q =2 etr =3, utilisé plus haut.

En procédant a la RCID de deB( .), nous avons démontré que dé& () est égal au

déterminant réduit suivant deB{S) (cf. Démonstration du Théoréme 4-11).

1

On constate que les 5 derniéeres lignes du nouvéigundinant obtenu ne comportent chacune

gu’un seul coefficient non nul. On procéde alorsléueloppement de deB(SY) par rapport

a sa derniere ligne. Puis on réitére le processois 4vec le nouveau déterminant obtenu.
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On en conclut que le déterminant de départ d&t {) est égal au déterminant suivant
det (B, ;) d'ordrem =n—- ¢ =12

Le raisonnement exposé sur I'exemple ci-dessus éserglise aisément au déterminant

det (B,;,) de toute matrice8,; (1<i, < E(n—;lj) de la base canonique &SC  (B),
avecL= qgql+r (qUN* O<r<?).

On en déduit I'égalité : det(,; ) =det B,; ), ouB,; estune matrice d'ordrem = n- ¢

n'incluant plus quegq-1) 1-losanges de dimensiobs € (si g >1), complétés, si # Opar
un 1-rectangle résiduel de dimensians (.

Remarque :

Lorsque I'on passe dB,; aB on constate que l'ordre de la matrice est dimideda

mig?

valeur ¢. La valeur de l'indice, demeure, elle, inchangée.

Distinguons maintenant les cas e0r # 0.

Casn°l1lr# O

Dans ce cas de figure, deB(; ) inclut g 1-losanges maximaux disjoints de dimensions
¢ x € (dont le 1-losange inférieur droit de deB (). Cesq l-losanges sont complétés,

puisquer # O,par un 1-rectangle résiduel de dimensionst.
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Théoreme 4-13. Soit B,; (1<i, < E(nTﬂj), de dimension® x £ (¢ < £) une matrice de

la base canoniqueedBS€ , (B) - (Rappelons que € = i,).

Posons £ = q ¢+ r (qUN*). On suppose # 0, soit: 0<r < ¢.
Posons m, = n-q¢.Onaalorss m, =€+ r -1

Soit qu i, U fBSCmq (B). Alors:

1) By, i, estune matrice d'ordren,, de dimensions X .

Mg io

2) det (B, ,)=det@®,).

Preuve :
Le determinant de la matricB,; d'ordre n inclut g 1-losanges maximaux disjoints de

dimensionsé x €. L’hypotheser # Oimplique l'existence d'un 1-rectangle résiduel de
dimensions x ¢.

Le Théoreme 4-12 établit que I'on peut dériveradtir deB,,; une matrice B, ; d'ordre

m, = n— ¢, dont le déterminant incllig— 1-losanges maximaux disjoints de dimensions
¢x¢€ (0 sig=1.Deplus,ona:det(B ;)= det@®,; ).

Réappliquons (sq= Ple Théoreme 4-12 a B ; . On en déduit 'existence d’'une matrice
B, i, d'ordrem,= n-2¢, dont le déterminant incl(g— 2)-losanges maximaux disjoints
de dimensiond x £ (0 si q= 2. Deplus,ona:det(B ;) = det(B, )

En itérant ce processus, on met en évidence uméfsele matrice®,; , B,  , B, i,

C qu—lio' qu i, d'ordre respectin, n-¢ n-2, .. ,n-(q-1)¢ n-q¢, dont le
déterminant inclut respectivement (q-1, (q-2), ..., 1, puis 0 1l-losanges maximaux
disjoints de dimensiong x €.

De plus, en cascade :
det (B, ;,) = det (B, ;) = .. = det(§, ;) = det(B,, ;) = det@®,,,).

Le déterminant de la dernieére matrice obtenugq B, correspond a un 1-rectangle de
dimensionsr x ¢.

Par ailleurs, I'ordrem de qu i, vautm, = n-q ¢, comme établi plus haut.
Tenantcomptedeceque:=L +¢ -1 et decequeL=ql+r,ona:
m=n-q¢ =L +¢-1-qg¢=¢+r1 -1.

q
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Exemple :

Le Théoreme 4-13 nous apprend que les 3 détertsisaivants sont égaux :

1
1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1
1 1
det(B ), n=17, 1
£=13,0=5: 1
puis :
1
1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
det (8125), n:12, 1 1 1 1 1
£=8,(=5: 1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1
1 1
1

et, finalement, le déterminant de la matrice «déslle » :
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1
1 1
det (B,5), n=7, 1 1 1
L£=3,(=5: 1 1 1
(déterminant pour lequdéd <¢) | 1 1 1
1 1
1

Casn°2r=0.
Onaalors £ = q ¢ (qUN*). £estun multiple d& = ij,.

det (B,;,) inclut alors exactemery 1-losanges maximaux disjoints de dimensiohs .
Il n'y a plus de 1-rectangle résiduel puisque 0.

Théoreme 4-14.Soit B, (1<i, < E(nTJrlj), de dimension® x ¢ (¢ < £) une matrice de

la base canoniqueedBS€ , (B) - (Rappelons que € = i,).
On suppose quel = g ¢ (qUN*). Alors:

- Sie=1:detB, )=1.

- Sie>1:detg,; )=0.

Preuve :
Traitons lecas €= 1.

Si ¢=1(etdond, =1), B,; = B,;, matrice-unité d'ordre. Donc :

det (B,;,) =det®B,,) = 1.

Supposons maintenan¥é:> 1 .

En toute généralité £ = i, et = n—i, +1. Mais, dans ce cas particulier, puisdqtie- q¢:
gl=n+l1l-¢ soit:n=(q+1¢ —-1.

Le déterminant de la matricB,; d'ordre n inclut exactemeny 1-losanges maximaux

disjoints de dimensiong x (.
Sig=1 B,;, estune matrice-losange de dimensibast (¢ > 1). Onaalorsn= 2 -1

etdonc :n> 1.0n sait qu'alors : detg,; ) = 0 (cf. Théoreme 4-9).

Sigz 2 le Theéoreme 4-12 établit que I'on peut dériveadir deB,,; une matrice B,
d’ordre m; = n— ¢, dont le déterminant inclut alors exactemént  1dpsanges maximaux
disjoints de dimensioné x ¢. De plus, ona:det (B ; )= det®,, ).
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Réappliquons (sg > 2) le Théoréeme 4-12 a B i, . On en deduit I'existence d’une matrice
B, i, dordre m,=n- 2 dont le déterminant inclut exactemefgf—  Pjlosanges

maximaux disjoints de dimensiorfsx €. De plus, ona:det (B ; ) = det(B, ; ).

En itérant ce processus, on met en évidence uméatsele matriceB,; , By, i B, i s
qu—1 i,» dordre respectifn, n- ¢ n- 2, .. ,n-(q- 1)¢ dont le déterminant inclut
respectivementq, (q-12), (-2, ..., 2, puis 1 seul l-losanges maximaux disjoines d

dimensions € x ¢.
De plus, en cascade :
det (qu—lio) = .. = det(B, ;) = det(B, ;) = det®,;,).

Le déterminant de la derniere matrice obtenug;q_@io correspond a un 1-losange de

dimensiond x ¢, sachant qué > 1 et donc quen>1. On sait qu'alors : det (ﬁq_l i,) =0
(cf. Théoreme 4-9).

Il 'en résulte que : de§(;; ) = 0.

Exemple det(B ,.), n=19 £ =15,¢ =i,=5,q = 3.
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Le Théoreme 4-14 nous apprend que le détermindntBig ) est égal aux 2 déterminants
qui suivent :

det(B,s), n=14 1 1 1 1 1
£=10,¢=5: 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1
1
puis :
1
1 1
1 1 1
det (Bg 5), n= 9, 1 1 1 1
£=€=5: 1] 1] 1] [2] |1
1 1 1 1
1 1 1
1 1
1

Or, det B,5) =0 (cf. Théoréme 4-9).

Donc:detB,,5)=det(B,,5) = detB,5)=0.
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Hypothéese 2 ¢£> £ c.-a-d. E(nTJrlj <ip<n (¥

(*) cf. Remarque 1 faisant suite a Définitiong agoreme 4-2.
Désignons parg etr le quotient et le reste de la division euclidiedeé par £ :
¢ =qgL+r (qUN* 0<r < £). (Bien noter que I'on a toujoursl: = i,).

Remarque : gl N*, faute de quoi I'on auraité < £.

ere

1" approche:

Il est bien évidemment possible de reprendre ppasd’approche adoptée dans le cadre du
traitement de I'Hypothése 1. On remplacera syst@uwament la réduction inférieure au cété
inférieur droit (RCID) par une réduction inférie.ae c6té inférieur gauche (RCIG).

On distinguera alors comme précédemment leg ¢as et r& 0.

Casn°l1lir# O

Nous nous contenterons d’énoncer le Théoréme 4-d&ssous. Ce théoréme est I'équivalent
du Théoréme 4-13. Les énoncés de ces deux théorsmmésanalogues a la nuance pres
figurant dans la Remarque faisant suite au Théerimhs.

Théoreme 4-15. Soit B, ; (E[nTﬂj <i, £n), de dimensiong x ¢ (£ > £) une matrice de

la base canonique dB8SC  (B) - (Note : € = i,).

Posons ¢ = gL+ r (gqLIN*). On suppose 0, soit: 0<r < L.
Posons m, = n-g£.Onaalorss m, =£ + r -1

Posonsi, =i, -q £ =¢-q £ =,

Soit qu iq U .‘BSqu (B). Alors:

1) B, iq EStUNE matrice d'ordren,, de dimensions x £.

2) det @mq iq) =det®,;,)

Remarque :

Lorsque I'on passe dB,; a qu g I'ordre et I'indice de la matrice sont diminués k&

valeur g £. Dans le cas de Hypothése 1, I'ordre était dimish&i§ ¢, mais non l'indice.

Exemple :det B ,;,5), N=17, £=5,€=i,= 13.0n aici:q =2 etr =3.
Les 3 déterminants qui suivent sont é€gaux. Le Téréer 4-15 énonce plus
particulierement 'egalité : de®(,,,;) = det B ,;)
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det (B ;;,3), n=17,
L£=50=i,=13:

det(B,,5), n=12
L=51€=i,=8:

det(B,;), n=7,
L=51€=i,=3:
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Casn°2r=0.
Onaalors: =q£ (qUN*). € =i, estun multiple de.

Ce cas se traite exactement comme dans I'Hypothaseguel on se référera.

Nous nous contenterons d’énoncer le Théoréme 4-déssous. Ce théoréme est I'équivalent
du Théoréme 4-14.

Théoreme 4-16. Soit B, (E(n—;l] <iy <£n), de dimensiong x ¢ (£ > £) une matrice de

la base canoniqueedBS€ , (B) - (Rappelons que € = i,).
On suppose quel = q.L (gqLIN*). Alors:
Si£=1:detg,, )=1

Si£>1:det@,, )=0.

2°™ approche :

Pour traiter I'Hypothese 2¢ > £ c.-a-d. E[nTﬂjdo <n, il est beaucoup plus rapide

d'introduire la matricel, (c.-a-d. la matric®,, d'ordre n).

Rappelons (cf. Chapitre 1 page 11) que la matijcest la matrice d’ordra dont les seuls
éléments non nuls sont ceux de 9%°2liagonale :

00.0
00.10
o= ..
01.00
1 0.0 0]

A I'évidence : det (J) =1.

L'une des propriétés essentiellesdjeest la suivante : si A désigne une matricecquejue
deJ , (B), alors A . J est la matrice symétrique de A par rapport a semaédian vertical.

Soit B,;, une matrice de la base canoniqueR&€  (B), telle que : E(nTﬂjdo <n),

de dimensions x ¢ (avec donc ¢ > £). La matriceB,; = B,; . J, est donc la matrice

symétrique deB; par rapport a son axe médian vertical.
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Il s’ensuit queB,; est la matrice de la base canoniqueBd€ , (B), telle que :

I, =n-i,+1dedimensions' x €', avec L' =€ etl' =L

Onadonc B,, =B, .J,, (etinversementB ; =B, .J,).

Par suite : det®; ) =det(B,, ).det(])=detB,;)).

L'étude d’une matriceB,; de la base canonique d&5€, (B) relevant de I'Hypothese 2,
se ramene donc a celle de la matfii;e de la base canonique @BS€ , (B), symeétrique de

B, i, par rapport a son axe median vertical, qui retivéHypothese 1.

Le Théoreme 4-17 qui suit résume les résultatsnéete obtenus au cours de la présente
Etape 3.

Théoréme 4-17. Considérons ud-losangede dimensionsl xd (d LIN*).
SoitB,;, (1<i, <n)une matrice de la base canoniqueteC  (B) de dimension£ x £.

(Rappelons que ¢ = i,). Posons d= inf. (£, ¢).

1) Si¢= detL£ =qgd,ousiL = detl =qd (gqLIN*), alors:
- sid=1:detB,, )=1,
- sid>1:detg,.. )=0.

nio

2) Si¢=detf =qgd +r (avecqglN et r entiertel que 0<r <d), posons
m=d+r-1
SoitB,,;., la matrice de la base canonique B8€ , (B) correspondant au-rectangle

résiduel dxr (onaalors: i',= d).
Alors: det@®,, ) = det@,; )

3) SiL=dett =qd +r (avecqLIN et r entiertel que O0<r <d), posons
m=d+r-1

SoitB,,;., la matrice de la base canonique @€ ,(B) correspondant au-rectangle

résiduel r xd (onaalors: i',=r).
Alors: det@®,, ) = det@,; )
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5°MEtape Algorithme d’Euclide pour la déterminatiinpgcd de 2 entiers positifs (Rappel)
- Méthode graphique.

Rappelons brievement l'algorithme d’Euclide perrawettde déterminer le pgcd de 2 entiers
positifs d, et d,. On supposed, > d, > 0.

Par divisions euclidiennes successives, que I'omsuiiutant qued, > 0 (kK N*), on obtient :

d,=0q,d, +d, d, entiertelque : & d,< d,,
d=0q,d, +d, d; entier tel que : & d;< d,,
d_, =0.,d. +d d, entiertelque : & d,<d,.

On peut des lors écrire les inégaltés< @, < d, ;< ... <d;<d,<d,.

La suite d’'entiers positifsd, ( k [ N*) est strictement décroissante. Il existe donc
nécessairement un rarkg tel que :d, =0. On alors :

Oig-2 = Okgmr digr (1)

Or tout diviseur commun dé, et d, est aussi diviseur commun deetd,, de d, etd,, et
ainsi de suite jusqu’d, _, etd, ;.

En particulier, le pgcd dd, et d, est aussi le pgcd d#, etd,, de d, etd, et ainsi de
suite jusqu'ad, _, etd, .

D'apres (1),d,  est le pgcd del, _, etd, _, donc:
dy,-, estle pgcd des 2 entiers positifs et d, donnés au départ.

Méthode graphigue pour la détermination du pgcd eetrs positifsd, et d,

Elle est basée sur I'algorithme d’Euclide exposédassus.

On construit tout d’abord un rectandgls de longueurd, et de largeud, .

Puis on construit a l'intérieur du rectandg®e (par convention de la gauche vers la droite)
autant de carrés de dimensiahis< d, que R, peut en contenir par défaut.

Si d, divise d,, alors il existe un nombre entieg,() de carrés dans le rectand®e et d, est
le pgcd ded,et d,.

Sinon, il subsiste dank, (a droite deR,) un rectangle résidueR, de dimensionsl, x d,
tellesque: 04d,<d,.
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On poursuit alors le processus en construisaringdieur du rectangl®, (par convention
de bas en haut) autant de carrés de dimensipasd, que R, peut en contenir par défaut.

Si d, divise d,, alors il existe un nombre entieq,() de carrés dans le rectand®g et d, est
alors le pgcd del, et d, et donc ded, et d;.

Sinon, il subsiste darR, (en haut deR,) un rectangle résidueR, de dimensionsl, x d,
tellesque: 0 <d;< d,.

On réitere ces opérations jusqu'a l'obtention d'wectangle R, , de dimensions
dy,-» X dy 4 (@vec: 0 <d, , <d, _,) telles que d, _, = g, , d, , (ce que l'algorithme
d’Euclide garantit).

dy,-, estalors le pged dd, et d,.

Les exemples suivants illustrent la méthode gopghprésentée ci-dessus. L'introduction de

couleurs permet de suivde visule processus décrit. La longueur du c6té du paig parré
obtenu, qui permet d’achever le « pavage » du Rglgal, x d, représente le pgcd des

entiers donnésl, et d,.

Exemple 1:d, =18 ;d, = 16.
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Exemple 2 :d, =18 ;d, = 14.
pge@

Exemple 3:d, =24 ;d, = 9.
pgcd = 3

Exemple 4 :d, =18 ;d, =5.
pgcd =1

18 et 5 sont premiers entre eux.
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6°™ Etape : Processus final de réduction du détermidamte matriceB,,; ~quelconque

(1<i, =n) de la base canonique 88€,, (B).

Théoreme 4-18.So0it B, (1<i, <n)une matrice de la base canoniqueRBC , (B).

On peut toujours dériver a partir dB,; une matrice-losangeB,, ;. de BSC,, (B) de
dimensionsd xd (d UN*) et d'ordrem = 2d -1, telle que: det (B,;, ) = det (B, ).
Alors:

- sid=1:detg,; )=1,
- sid>1:detg,; )=0.
Preuve :

SoitB,;, (1<i, <n) une matrice de la base canoniqueli€ (B) de dimensions x ¢

(Rappel : € =i,).

Si £ = ¢ on a immediatement comme solutioB,;,. =B,; etlona:d=.£ = ¢ ainsi

nNig

que :i',=i, etm=n.

Si ¢ <L alors:1<i, < E[nTJrlj Posons alorsd, = £ = et d, = ¢ (avec donc d,>d,).

Par division euclidienne de, pard, :
d,=¢qd, +d, avecd, entier (0<d,< d,).
Il existe alors d’'apres le Théoreme 4-17 une matég,; o d'ordrem()= (d, +d, -1),

telle que : detB,; ) = det B,qi,0)-

Par division euclidienne de, pard, :
d, =qd, +d, avec d, entier 0< d;< d,).

- Sidy = 0, la matriceB,,;. est la matrice-losange correspondant au 1-losatege
dimensionsd, x d, et d'ordrem = 2d, —~1.On a alors : det§,; ) =det B

mi'o)’

- Sid; > 0, il existe alors d'aprés le Théoreme 4-17 umatrice B, , d'ordre
m(2) = (d, +d; - 1), telle que : detB,; ) = det Byi,0) = det Bnyi,p)-

Au rang k- 2 par division euclidienne dé,_, pard, (non nul):
d_, =qd,_ +d avecd, entier O< d, <d,,).

Distinguons les cad, =0 etd, > 0.
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- Sid, =0, la matriceB,,;. est la matrice-losange correspondant au l-losaiege

dimensionsd,, x d,_, etetdordrem = 2d,, —1. On a alors : detf,; ) =det B, ).

- Sid, > 0, il existe alors d'apres le Théoreme 4-17 umariceB . ,; - dordre
m(k-1 = (d,_, +d, —1), telle que : det$nio) = det (Bm(l)io(l)) = det (Bm(z)io(z)) = ..
= det B iy iouy))-

On met donc en évidence une suite d’entirg k LIN*) tel que :
0< d, <d,, ..<d;<d,<d;<d,.

Comme cette suite d’entiers est strictement désaoi®, il existe nécessairement un répg
tel que :d,, =0.

La matriceB,, ;. est alors la matrice-losange correspondant ausdnlge de dimensions
dy,, % d, , dordre :m = 2d, ., -1. On a alors : detf,; ) = det @, ).

Si € > £, alors :E(n—;ljdo <n. On pose dans ce ca¥ = d, et £ = d; (avec donc:

d,>d,). Le processus est a partir de la tout a faitcanad au cag <.L.

7°™ Etape : Achévement de la démonstration des Théewd-1/4-4.

Le processus décrit ci-dessus pour la démonstratioriThéoreme 4-18 n’est autre que
I'algorithme d’Euclide (cf. Etape 6) appliqué arkecherche du pgcd des entiefs= d, et

L =d,.
L’entier d, _, obtenu plus haut est donc le pgcd des entierst £.

CommeB,,;. est la matrice-losange de dimensiahs, x d, , d'ordre :m = 2d, _, - 1.

(cf. démonstration du Théoreme 4-18) et commeBet ) = detB,,;.,):
- det@®,; ) =1 sipgcdL, £ =1 (c.-a-d.siLet £ sont premiers entre eux),

- det@®,; ) =0 sipgcdL, € >1 (c.-a-d.siL et € sont non premiers entre eux).

Les Théoremes 4-1/4-4 sont ainsi démontrés.
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Exemples :

Nous allons déterminer graphiguement, en nous aupeur des exemples, le déterminant de
matricesB,; d'ordre n. Les 4 premiers exemples choisis sont les mémesejueillustrant

I'Etape 5. Les codes-couleurs utilisés sont idemtigde maniére a faciliter le rapprochement

entre les divers découpages effectués. La seulérafite notable est que, dans I'Etape 5,

apparaissent des rectangles (et des carrés) doodtés sont horizontaux et verticaux, tandis

que l'on a affaire ci-dessous a des 1-rectanglede@ 1-losanges) dont les cotés sont orientés
selon les $°et Z™® diagonales des matrices concernées.

Exemple 1 :det B.;,4), N=33, £ =18,¢ =16 : pgcd (18,16) = 2> det B ,;,5) = 0.
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Exemple 2 :det B, 5), N=31, £ =14,¢=18: pgcd (14,18) =2 det B,,,3) =0..

Dans cet exemplet: > £. Mais le processus de découpage est strictementigdie au cas
L <L
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Exemple 3 :det B,,,), N=32, £=24,¢ =9 pgcd (24, 9) = 3> det (B;,,) = 0.
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Exemple 4 :det B.,,;), n=22, £ =18,£=5:pgcd (18,5) = detB, ;) = 1.

Le dernier 1-losange (rouge) obtenu a lissue dicgssus de découpage est de dimensions
1x1. La valeur de son c6té est égale au pcgl del8 et dé = 5 (cf. algorithme d’Euclide).

La matrice B, ;. a laquelle on aboutit (cf. notation employée démsThéoreme 4-18)

correspond donc a cet ultime 1-losange de dimesasigi. Il s’agit donc de la matricB,,
d’ordre 1.

Par suite : detB,... )=1.

mi'o

Et donc, finalement : de®(,, ;) = 1.
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Exemple 5 :

Traitons pour finir 'exemple qui nous a servi tautlong de I'Etape 4 :
detB,:),n=17, £ =13,¢£=5: pgcd (13,5) = det(B, ;) = 1.
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ANNEXE / CHAPITRE 4

DETERMINANT D'UNE MATRICE DE M, (B)

Définition A4-1. SoitA = [a ;] une matrice dell , (B).
Le déterminant de la matrio®, que nous noterorget (A), est le scalaire d® défini comme

suit :
da) = %aa(l)l""aa(n)n’
ol
n
ou J, représente I'ensemble des permutations de I'entedds entierd 1,2,..... .n} et

ou o représente une permutation donnée faisant pai€Jg .

Remarque :
Nous admettrons dans le cadre de cette étude gdétéeminant ainsi défini possede les
propriétés « classiques » d’'un déterminant, etagtiqulier la suivante :

Théoreme A4-2. SoitA une matrice deit , (B) : Ainversible - det (A) = 1.
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CHAPITRE 5
Etude des matrices carrées de matrices d8SC_ (B)
5.1. Introduction

Nous avons déja été amenés a introduire dans Igit@ha (page 11) la matrice, InLIN¥).
Cette matrice fait partie de la base canoniqu88é, (B) : il s’agit de la matrice B.

[0 0 . 0 1]
00.10
J, =B, = .
01.00
1 0.0 0]

Rappelons brievement les propriétés (e=JB ..

1) P=l,et: J'=1,.

2) J="'J3. =173

3) Soit A une matrice quelconque. dig, (B).
A . J, estla matrice symétrique de A par rapport a semaédian vertical.
J,. A estla matrice symétrique de A par rapporraae median horizontal.

Désignons paB,, 1<i <n, lesn de la base canonique B5C  (B).
Comme les matriceB, et B, _,, sont symétriques I'une de l'autre par rapporturdedeux
axes médians, on peut énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 5-1. B =J.B = B .J, 0 =1an.

n-i+l n i i n?
Remarque :

Pourn impair,n=2v+1 vl N, onadonc: B,, =J,.B,, = B,,, .J,.
La matrice B,, (n impair,n=2v+1, v N ) est sa propre symétrique par rapport a ses
deux axes médians. C’est la seule matrice de kd¢m@sonique dans ce cas.

Exemples :
(Les matrices deux a deux symétriques par rapperages medians ont été mises en regard).

n=5

1B Bs =J = J B:

X X
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B B: = J B>
X X
X X X X
X X X X
X X X X
X X
B = J Bs
X
X X
X X X
X X
X
n=6
B: 6B= J = Js B:
X X
X X
X X
X X
X X
X X
B> 5B Js B2
X X
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
X X
Bs B4 = Js Bz
X X
X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X
X X
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5.2. Etude des carrés des matriceB,, 1<i<n, de la base canonique de
BSC, (B)

Théoréme 5-2. B2, = B?> [i = 1an.

n-i+l i

Preuve :Immédiate a partir du Théoréme 5-1, en tenant cemptfait que : J = I ..

5.2.1. Ordre pair: n=2v, vON*

Théoréme 5-3.

BI = B

Bg = Bl +BS

Bg = Bl + BS + BS

B> = B+B,+B,+ ...+ B,, + B,, (Isi<v)

Preuve:
Immédiate. C’est une conséquence directe du ThéB&mMdu Chapitre 3, relatif au produit
de 2 matrices de la base canonique B;, 1<i<n,1<j<n, dans le cas particulier ou

=] ()
5.2.2. Ordre impair : n=2v +1, vLIN

Théoreme 5-4.

B12 = B

Bg = B, +B;,

B = B, +B, +B;

B? = B,+B,+B.+ ...+ B,, + B,, (Isisv+))

B = B, +B,+B+ ............. + B,+ B,
B2, = B +By+Bg+ ... +,B + B,
Preuve:

Immédiate. Comme pour le cas d'un ordre pair (*).

(*) Note : Rappelons que le produit de 2 matrices de la basencque B. B, 1<i<n,
1< j <n, s’obtient par simple lecture de la lighele la matrice B. Dans cette

ligne, les indices-colonnes des cases ayant lauwvdle correspondent aux
coordonnées non nulles dans la base canoniqueoduipB; . B .
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5.3. Etude des carrés des matrices d@SC . (B)

Une matrice A d&BSC , (B) s’écrit en toute généralité :
A = zai B,
i=1

oll &, 1<i<n, représentent les paramétres de la®f ligne de A , ou encore les
composantes (ou « coordonnées ») de A dans lachasaique dé&SC , (B).

Dés lors :

n 2 n n
A’ =(Za Bij = > a’B? = > a B’ (puisquea OB = a’=a).
i=1 i=1

i=1
5.3.1. Ordre pair: n=2v, vON*

Scindons le sign§ en 2 tranches :

A2=zn:a,.Bi2: iaiBi2+ iaiBiz.
i=1 i=1

i=v+l

D’aprés le Théoreme 5-2 ci-dessusi:= a, pour j=2v-i+1: B?= B}
On en déduit :

A? = Z(a1 +,,.,) B!
=

Posons :
/\1 = Eil Ein
Az = 82 oAy,
A3 = aG + a'2V—2

o,

(@) A= a gy
A = a4 + a,
/\v = av + E%/+1

On obtient alors :

A% = > AB?
i=1

Appliguons les résultats du Théoreme 5-3 ci-dessus

B? = B,

B2 = B, +B,

B = B,+B,+B,
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B|2 = Bl+B3+BS+ + B’2|—3 + BZi—l
B’,= B, +B,;+B,+ ........... + B+ B,
B2 = B +B,+B+ ..., +.B, + B,
Il vient alors :
A* = (A+A+A+ .. +A+ ... +A,+A)B,
H(AL+A+ L FA+ L HALTA) B,
+(A+ ... +A+ ... +A_+A) B
()
+(A+ ... +AL+A)B,,
*(A4*A) By
+(A) Bon

Théoréme 5-5.Soit A = Za,. B, une matrice d&BSC, (B), n pair (n=2v, vUN*).

i=1
Les composantes (ou « coordonnées »)Adedans la base canonique d&S€ , (B) sont

données par les relationgo,) et (o,) ci-dessus. Toutes les composantesAdeelatives
aux matricesB, d'indicei pair sont nulles

Remarques :

1) Pour n pair (n=2v,vN*), il existey matricesB, d’indice i pair et v matricesB,
d’indice i impair. Il n’existe donc au total « que2$ matrices qui sont les carrés d’'une
matrice deBS€ , (B), n pair (n=2v,vLN*).

2) Le point final du Théoreme 5-5 découle direaatrdu Théoreme 5-3.
Comme les composantes de tous BS, 1<i<n, dindice i pair sont nulles

(cf. Théoréme 5-3), il en est de méme pour: A > a B’

i=1

Réciproque du Théoréme 5-5

Soit U une matrice d&S€, (B), n pair (n=2v, vUN*), dont toutes les composantes
relatives aux matriceB; d’indicei pair sont nulles.

Uestdelaforme:U =) a,B,,.
i=1

Montrons que cette matrice est le carré commuB’dmatrices deBS€, (B).
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Considérons en effet le systéeme, ] suivant, dérivé des relatiorts,) :

A+A+A+ ... +A+ ... +AL+A = q
A+A+ ... +A+ ... +A+A = a,
+A+ ... +tA+ ... +tAL+A = a

) o B
A+ ... +AL+A =g

FALHA = a,

+A = a,

Ce systeme de équations & inconnues se résout sans peine de bas en haut.

On obtient ainsi :

A = a + a,
A, = a, a,
A, = a, a,
(g4) _
A= a t+ oay
A, = a,_ + a,
AV = al/

Lesv coefficientsA, (1<i<v) étant ainsi déterminés, il convient mainterdstésoudre
le systemeg(o,) constitué de/ équations au@v inconnuesa, (1<i<2v)

Al = al + a2v
A2 = a2 + a2v—1
AS = a3 + a2|/—2
) _
Ai - ai + a21/—i +1
Av—l = av—l + a|/+2
Av = av + a|/+1

Ainsi qu'on le constate, on peut, par exemple, rfigsgbitrairement la valeur (0 ou 1)
des inconnuesa, (L<i<v). Celle des inconnues, (v+1<i<2y) en découle alors

immédiatement. Il y a don2” solutions distinctes.

Le théoréme suivant en découle.
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Théoreme 5-6 Soit U = Zai B,_, une matrice d&BS€, (B), n pair (n=2v,vLN¥), dont
i=1

les composantes relatives aux matri@&sd’indice i pair sont nullesU est alors le carré de
2" matrices de®BSC , (B) dont les composantes (ou « coordonnées ») dansae b
canonique deéBSC , (B) sont données par les relationgr,) et (g,) ci-dessus.

Remarque 1 :
Nous démontrerons en Annexe du présent ChapitfEhémréme 5-6bis représentant une
version plus élaborée du théoreme ci-dessus. -Cieffeécisera le lien existant entre les

2" matrices racines carrées de U.
Remarque 2 :

Il existe, n étant pair =2v,vLN*), 2 matrices dan®S€ , (B). Chacune de ces matrices

possede bien évidemment une matrice carrée. Nawssadtabli qu'il n’existe « que »2”
matrices qui soient des carrés de matrice88é  (B). (Ce sont celles dont les composantes
dans la base canonique d’indice pair sont nulles).

Il nest donc pas étonnant qu'une matrice carréeB8e  (B) soit dés lors le carré de

2v
22V = 2" matrices deBSC , (B).

Remarque 3 :

Notons quen étant pair = 2v,vN*), la matriceJ, =B, =B,, n'est le carré d’aucune
matrice deBSC , (B), sa seule composante non nulle dans la baseigareoétant d’indice
pair.

5.3.2. Ordre impair : n=2v +1, vON

Note : Laissons provisoirement de coté le cagtriv =1 en imposant d’abors [1N*.

Nous avons établi plus haut que :
n 2 n

A? :(Za Bij = > a BZ.
i=1 i=1

Scindons le sign§ en 3 tranches, en isolant le terme cenaralB’

v+l *
v+1

AT=Sas = Sasl+a.s,+Sasl

i=1 i=1 i=v+2
D’aprés le Théoreme 5-2 ci-dessusi:=1 av, pour j =2v-i+ 2: Bf = B/.
On en déduit :

A% = Z(a'l +8,,.) B+ 8,8/,

i=1
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On constate que la différence essentielle, parompgu cas otn est pair provient de
I'existence du terme centrak;,,,B’

v+1-

Posons :
Al = al a2|/+l
A2 = a2 + a'2l/
A3 = aS + a2v—l

g

( 5) Ai = a'l + a2|/—i+2
Av = av + a'v+2
Av+1 = a'v+1

On obtient alors :

AT = TAB + a8

v+l
i=1

Appliguons les résultats du Théoreme 5-4 ci-dessus
B = B,

Bg = Bl + BS

Bg = Bl + BS + BS

B? = B+B,+B,+ ...+ B,, + B,, (Isi<v+))

B2 = B,+B,+B,+ ............. + B.,+ B,
B2,= B, +B,+B.+ ............. .., +.B + B,,.,
Il vient alors :
AP = (A+A+A+ . FA+ . +ALHAFAL) B
A FAT L FA+ . FALTATAL) B
FAF . FAF L FALHAFAL) B
() A+ .. +AL+A+AL) B,

A4+t A AL Bog
(A +AL) Byy
+ ( A/+1) BZV+1
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Théoréme 5-7.Soit A = Za,. B, une matrice d&BSC, (B), n impair (n=2v +1,vN).
i=1

Les composantes (ou « coordonnées »)Adedans la base canonique dgSe , (B) sont
données par les relationgo, ) et (g,) ci-dessus. Toutes les composantef\deelatives
aux matricesB, d'indicei pair sont nulles.

(Note : dans I'énoncé du Théoreme 5-7, nous aw@inggreé le cas trivial n =1).

Remarques :

1) Pourn impair (n=2v+1,vUN), il existe v matricesB, d'indice i pair ety + 1
matricesB,; d’indicei impair . Il n’existe donc au total « que2$™ matrices qui sont les
carrés d’'une matrice d8S€ ., (B), n impair (n=2v + 1, vLN).

2) Le point final du Théoreme 5-7 découle direaatrdu Théoreme 5-4.
Comme les composantes de tous BS, 1<i<n, dindice i pair sont nulles

(cf. Théoréme 5-4), il en est de méme pour: A > a B
i=1

Réciproque du Théoreme 5-7

Soit U une matrice d8S€ ,(B), n impair (n=2v+ 1LvN), dont toutes les composantes
relatives aux matriceB; d’indicei pair sont nulles.

v+l
Uestdelaforme:U = a,B,.

i=1

Montrons que cette matrice est le carré commu@’dratrices deBSC , (B).

Considérons en effet le systéme, {j suivant, dérivé des relatiorfsr, :)

A+ATAT L AAY L TALEATA, = G
A+A+ ... +A+ ... +tA +A+A, = @
+A3+ +A+ +A/—1+A/+A/+l = 0

(a;) A+ +,0»_1+”,A.,,+,A\/+1 :Hc.yi

AL+A+A, = a,
A/ + A/+1 = av
A/+1 = av+1

Ce systeme de + @&quations & + linconnues se résout sans peine de bas en haut.

On obtient ainsi :
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Al = al aZ
A, = a, a,
A, = a, a,
(0g) A= oo+ oay
AV_1 = Qa o1 + a,
Av = av + av+1
A/+l = av+l

Les v +1 coefficients A, (1<i<v+1) étant ainsi déterminés, il convient maintenant de

résoudre le systemdo,.), constitué dev+ 1léquations aux2v+ linconnues g
(1<i<2v+1).

Al = al + a2l/+l
A, = a, a,,
A3 = + a'2l/—l
(05) _
Ai - & + Ay i+2
Av = av + a'v+2
Av+1 = av+1

Ainsi qu'on le constatea, ,, est parfaitement déterminé, puisque,; =A,,,. Par contre, on
peut, par exemple, fixer arbitrairement la valéuo(@ 1) des inconnue (1<i<v). Celle

des inconnues, (v +1<i<2v) en découle alors immédiatement. Il y a d@isolutions
distinctes.

Le théoréme suivant en découle.

v+l
Théoreme 5-8.Soit U = Zai B,_, une matrice d&BS€, (B), n impair (n=2v +1, v[N),

i=1
dont les composantes relatives aux matriBesl'indice i pair sont nullesU est alors le
carré de2” matrices deBSC, (B) dont les composantes (ou « coordonnées ») danada b

canonique deéBSC , (B) sont données par les relationgry() et (o,) ci-dessus

Remarque 1 :
Nous démontrerons en Annexe du présent Chapitfehémréeme 5-8bis représentant une

version plus élaborée du théoreme ci-dessus. -Ciefiezcisera le lien existant entre Es
matrices racines carrées de U.
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Remarque 2 :

Il existe, n étant impair o =2v +1, vIN), 2** matrices dan$3S€  (B). Chacune de ces
matrices possede bien évidemment une matrice cakées avons établi qu'il n’existe
« que » 2"** matrices qui soient des carrés de matricé38€  (B). (Ce sont celles dont les
composantes dans la base canonique d’indice patimsdies).

Il nest donc pas étonnant qu'une matrice carréeB8e  (B) soit dés lors le carré de
22V+1

2V+l

=2 matrices deBSC , (B).

Remarque 3 :

Pourn impair (n=2v + 1, vUN), la matriceJ, =B, =B,,,; a une seule composante non
nulle dans la base canonique et cette composatteliadice impair. D’aprés ce qui
précédeJ, est donc le carré d& matrices deBS€ , (B), (ce qui, rappelons-le, n'est pas le

cas pour deJ, pourn pair (n=2v, vLIN¥).

Nous allons, a titre d’exercice, nous placer dassdas n= v =2) et déterminer les
2% =4 matrices deBSC, (B), « racines carrées » dg.

Il s’agit donc de résoudre le systéne, { :

AL = a + a,
( 08 ) A2 = az + ag
As = 4

Or:Jy =a,B, +a,B,+a,B,, aveco, =a,=0eta; =1

(gg) se résout instantanément. On obtient :

A = 0
(0%) A, =1
A, = 1

Reste a résoudre, poar= , & systemgo, )pu les inconnues sont;, a,, a;, a,, a; :

A= a oy

(gs) 1A, = a, + a,
A, = &

Il vient
31 aa = 0

(05) a, a, =1
a, =1
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En prenanta, et a, comme paramétre¢a, et a, peuvent donc prendre une valeur
guelconque danB), on aboutit a :

a

a2

(0;) | a, =1 (Rappelons que; = a, +1).

3, =2,

a =a

Les 4 matrices deBS€ . (B), «racines carrées » d& , sont donc de la forme
générale suivante :

o 2 1a a
8, a 1 a &
A =11 111 1
azilala2
& & 1 a a]

Pour:a, =0, a, =0, onobtient: A= B, +B,,
pour:a, =1, a, =0,onobtient: A =B, +B; +B, +B;,
pour:a, =0, a, =1, onobtient: A =B, +B,,
pour:a, =1, a, =1,onobtient: A =B, +B, +B; +B..

5.3.3. Conclusion de 'étude des carrés des matrcdeBSEC , (B)

Nous allons résumer dans le Théoréme 5-9 les adsudssentiels des Théoremes 5-5, 5-6,
5.7 et 5.8 précédents, tout en les complétant.
Théoreme 5-9. Pour tout ordren pair ou impair, une matrice d8SC ,(B) est le carré
d’une matriceA de BSC, (B) si et seulement si ses composantes (ou « coordemhée
d’indice pair dans la base canonique 88€ , (B) sont nulles
On peut donc écriré\? sous la forme générale suivante :

%)
A? = Zai Bsa (¥

i=1

(*) Voir Considérations sur les Notations dans la $&c.6 du présent chapitre.
L’ensemble notéBSE?(B) qui contient les carrés des matrices 86€  (B), constitue un
sous-espace vectoriel B5C  (B).
- Pour n pair (n=2v, vON*), la dimension d&BSC’ (B) est égal .

- Pour n impair (n=2v +1, v[IN), la dimension deéBS€’ (B) est égal & + 1.

BSCZ(B) constitue une sous-algébre commutative de I'algébremutativeBS€ , (B).
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Preuve :
Le dernier point de ce théoreme est immédiat.
La 3¥™loi de l'algébre est bien évidemment la multiplioa matricielle.

La somme et le produit de 2 matrices®BI8C? (B) appartiennent 8BSCZ (B). Cet ensemble

est donc stable par I'addition et la multiplicatimatricielle.
La commutativité de la multiplication matriciellérive de celle dan8S€ , (B).

Remarque :
Rappelons (cf. Chapitre 2 - Théoreme 2-5) I'ensendals Relation§R, :) (1<k<v, sin

pair (n=2v, vON*) et 1<k <v+1 sin impair (n=2v + 1,vN)), définissant en toute
généralité la matrice d8SC , (B) correspondant aux parameétres : [1,1], [1,2]3][ ... .,
[1,n-1], [1,n]:

[k, K] - [LA]4[13] 4 [L5]+. . ... i, 2k - 1]

[k, k+1] = [1,2]+[14]+[16]+..... +[2K]

[k, k+2] = [13]+[15]+[17]+..... +[2k+ ]1

[k, k+h] = [11+h]+[L3+h]+[L5+h]+..... F[12k-1+h] ()
O<hsn-2k+1)

[k.n-k] = [1n-2k+T+[1,n-2k+3]+[Ln-2k+5]+.. ... f[n-1
[k,n-k+1]= [1,n-2k+2]+[1,n-2k+4]+[1,n—-2k+6]+..... +[1n]

Supposons que la matrice en question est le camé dhatrice deéBS€,, (B), - autrement dit
supposons que cette matrice appartieB3S&Z (B). D’aprés le Théoréme 5-9, les paramétres
correspondant aux composantes d’indice pair dabada canonique d8S€, (B) sont nuls.
Donc :

[1,2]
[1.2]

[1,4] [h- R= [1,n]= 0, sinest pair,
[1,4] = ..... [h- B= [1,n-1] = 0, sin estimpair.

Il en découle que pour toutes les valeurkdet deh (respectant les inégalités ci-dessus) :
[k, k+h] n’est composé que de termes correspondant gpaesnétres d’indice pair,
lorsqueh est impair.

Par suite, pour toutes les valeurskdet deh (respectant les inégalités ci-dessus) :
[k, k+h] = 0 pourh impair.

En conséquence, dans une matricé3d€? (B) :
- les éléments d’indices impair, j pair, sont tous nuls
- les éléments d’indices pair, j impair, sont tous nuls.
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5.4. Traduction matricielle des relations entreles cofficients A, d'une
matrice A de BS€C, (B) et les coefficientsa, de la matriceA’

5.4.1. Ordre pair: n=2v, vLN*

Rappelons les relationg{) établies au 5.3.1.
A+A+A+ . FA+ L FALFA = a
A+A+ L FAF L FALHA = G,
A+ ... +tA+ ... tAL+A = a,

o L
(22) A+ .. +AL+A = a
+A/—1+A/ = av—l
A = a,
Ces relations peuvent s’écrire sous la forme matigécsuivante :
fa, ] 211 .1 . 11|[A] A ]
a, 011.1 .11 A, A,
a, 0O001.1 .11 A A
o : -]
a, 0O0O0.1 .11 A A
a,., 00O 0 011 A, A
la, | [0 0O 0001 A ] | A
1 .
0
0
ou: T, =

La matrice T,, matrice de passagd (1<i<v) - a,(1l<i<v), est une matrice

triangulaire supérieure d’ordne dont tous les éléments situés au-dessus dé®ldidgonale
sont égaux a 1.

T, estinversible.

182



Sous-algebre commutative définie dans I'ensemidentitrices bisymeétriques d’ordne

Les relations inversess(;) sont:

Al = a, a,
A2 = 0'2 +  a,
As = 4 a,
(04)
AI = ai + al +1
A = a_, *+ a,
AV = aV

A 110.0. 00| o a,

A, 011.0 . 00| a a,

A, 001.0 . 00} a a,
I S

A 000.1 . 00| a " a;

A 000.0O011}|a, a,.,

A ] [000.0O0O0T1]|a, | L a, |

La matrice de passage (1<i<v) - A (1<i<v) est évidemment la matriceT

Cette matrice est une matrice triangulaire supggiewlle partout, a I'exception de la
1*®diagonale et de 1a"f sous-diagonale supérieure, dont tous les élémateat 1.

Remarque :
Pourn= 2(v=1), ona:T = T;* = [1]

5.4.2. Ordre impair : n=2v +1, v[ON

Rappelons les relationgr{) établies au 5.3.2.

A+A+A+ . +A+ . +ALFAFA, = a
A+A+ A+ L HALFATA, = a
A+ A+ L HALHAFAL = a

(07) A+ . +ALHA+A,L = aq

As+A+A, = a,
A/ + A/+1 = av
A/+1 = av+1
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Ces relations peuvent s’écrire sous la forme maligcsuivante :

0
0
0

11.1.111[A A
11.1.111||A A,
01.1.111]|A A,
00.1.111/|A/l=T.l Al
... . o.1 11 . .
00.0.111|A, A
00.0.011|A A,
00.0.001][A, Al

Dans le cas impair (n=2v +1, v[LIN), on voit donc apparaitre le méme type de matrice

que dans le cas pair (n=2v, vLIN*), mais a l'ordrev + 1.

v+l

1
0
0

0
0
0

1
1
0

0
0
0

1 .1.111
1 .1.111
1.1.111

111
Co 111
0.0 111
0.0 011
0.0 0 01

La matrice de passagh (1<i<v+1l) - a,(1<i<v+1), estdoncT,,.

Les relations inversessg ) sont :

(T%)

= a, + a,
= a, + 0,
= a, + a,
= ai + al +1
= «a o1 + a,
= av + av+1
= a

Ces derniéres se traduisent sous la forme mateécaivante :
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A 110.0.000]a a,
A, 011.0.000]||a, a,
A, 001.0.00 0||a, a,
Al=|l000.1.010||a|=T4|a,
A 000.0.110]||a, a,,
A, 000.0.01T1||a, a,
A.] [000.0.00 1]|a,.,] a,.

La matrice de passage (1<i<v+1) - A (1<i<v+1) est évidemment la matrice,T.

Remarque :
Pourn=1(v=0), ona:T = T;* = [1]

5.5. Signature réduite du carré d’'une matrice deBS€, (B)

Les paramétres d’indice pair de la signature (amdoou ligne) d’'une matrice A carrée
d'une matrice A deBSC,(B), étant nuls, on peut songer a réduire la tailda matrice-

colonne ou de la matrice-ligne représentant cetieature y en éliminant les parametres
d’indice pair. On aboutit ce faisant a la notion signature réduite d’'une matrice de

BSC2 (B).

Le principal intérét de la signature réduite d’umtrice A® de BS€? (B), est que cette
derniere condense toute linformation utile coneerdans la signature simp{lé\z‘ sous
forme d’'une matrice de dimension réduit®sso modale moitié, puisque celle-ci passe de

na E[n—ﬂj
2

Définition 5-10. On appelle signature-colonne réduite d’une matri&é, carrée d’une
matrice A de BSC, (B), le vecteur-colonne dg( ( ) (B) constitué des éléments d’indice
E 1

n+l

2

impair de la signature-colonne de la matriaé .

On appelle signature-ligne réduite d’'une matriéé carrée d’une matriceA de BSC, (B)

le vecteur-ligne deit (MJ (B) constitué des éléments d’indice impair de la sigrextigne
1,E —

2
de la matriceA?.

Note : Par la suite, nous ne serons amenés a utiliselagsignature-colonne réduite d’'une
matrice A, carrée d’une matrice A dg@S€ (B).
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Notation 5-11. Nous noterons la signature-colonne réduite d’unericeid >, carrée d’'une
matriceA deBS€ , (B), sous la forme < A2> .

Remarque 1 :
Il est évidemment capital de ne considérer la sigeacolonne réduite d’une matrice de

BSC, (B) que si I'on a établi que cette matrice est untiosappartenant 8S€2 (B).
Remarque 2 :

Soient A et B deux matrices SC, (B) telles que : & = BZ.

A?=B" - (A%) =(B?)

Parcontrez<A2> :<Bz> =+ |A| =|BJ|, nidonc:A = B.

Ceci provient du fait que les carrés de deux nmedraeBSC , (B) peuvent étre égaux, sans
gue ces deux matrices soient égales. (Rappeloreffeinque toute matrice, carrée d’'une

n+l

E| —=
matrice deBS€ , (B), possede? [ 2 ] « racines carrées »).

Exemple

, 00 11
Soient: A = =0, et B = = [1]2.
00 11

Ona bien: A= B’ = O, (etdonc:A®) =(B*) =[0]).
Par contre :{|A| # |B| et A% B.

5.6. Considérations concernant la notation de la d@émposition d’une
matrice de B8SC? (B) dans la base canonique d8S€, (B)

Soit A une matrice d8S€ ,(B). A* appartient donc BS€? (B).

Nous avons vu que 'on peut écrire la matrice sous la forme générale suivante :

)
A? = > a;B,, (Notation ).

i=1
Nous allons introduire le systéme de Notation il st :
n+l
17
A? = >a,,B,, (Notation l).
i=1

Cette Notation Il est équivalente a I'écriture asdique » :

A? = > a,B;,aveca = 0.

i (i impair) —
i=1
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Dans les deux systéemes de Notation | et Il n‘appseat que les composantes
ou « coordonnées » d&® correspondant aux matrices d’indice impair de lsebeanonique
deBSC , (B).

Dans le systéme de Notation |, les composante&idsont indexées séquentiellement de 1 a

+ . ;- N P
E(nle . C’est le systeme de notation adopté jusqu’agmtés

Dans le systéme de Notation Il, les composanteé d@ortent un indice impair égal a
I'indice de la matrice correspondante de la bas®mgue deBS€  (B). En fait, dans ce
systeme de notation, il faut sous-entendre qued’on

n+1

a, = 0, (].Sl SE(TJ)

La Notation | est celle qui est la mieux adaptééétude matricielle des matrices de
BSCZ(B) lorsqu’on représente leur signature sous forrdaité.

En revanche, le systeme de Notation (lI) est plgréssant lorsqu'on considere la
décomposition du carrd® d’'une matrice A dans la base canoniqueBs€ , (B). En effet,
I'écriture (2) ci-dessus a le grand intérét d’afi@da méme valeur d’'indice a une composante

(ou « coordonnée ») d&” dans la base canonique et a la matrice corresptndians la
base, ce qui n’est pas le cas de la Notation I.
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ANNEXE / CHAPITRE 5

RACINES CARREES DE LA MATRICE NULLE

Nous allons établir que la matrice nulle, possede” matrices racines carrées, pauipair
(n=2v, vLIN*) comme pourn impair (n=2v + 1, v[IN). Nous en déduirons une version
plus élaborée des Théoremes 5-6 et 5-8 précédengmentés.

Ordre pair :n=2v, vLIN*

En tout généralité, poun pair (cf. Section 5.3.1. ci-dessus) :

A? = > AB?, avec:
i=1

Al = ai + a2v
A, = a, oAy,
A3 = aS + a2v—2
.
( l) Ai = a'l + a2|/—i+1
A = 8, Q.2
AV = a[/ a'l/+1
Des lors :
a2|/ = al
a'2l/—1 = a2
a2|/—2 = a3
A? =0, < A =0 (lgigv) = ~ :
a2v—i+1 - a1
8., = 8,
3, = 8

Théoreme A5-1. Soitn pair: n=2v, vN*,
Les matrices racines carrées da matrice O, sont les2” matrices de®S€ , (B)
symeétriques par rapport a leurs 2 axes medi@ns

(*) Se reporter au Chapitre 7 consacré aux negrsgymétriques par rapport a leurs 2 axes médians.

Remarque :
Bien entendu la matrice null®, fait elle-méme partie des matrices racines cardé®,, :
il s’agit de la matrice pour laquelles; = @ = 1an).
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Le Théoreme 5-6 peut dés lors étre complété conuiméPoint 2 ci-dessous).

Théoreme 5-6bis.Soit U = Zai B,_, une matrice d&BS€, (B), n pair (n=2v, vON*),
i=1

dont les composantes relatives aux matriBesl’indice i pair sont nulles

1) U est alors le carré de2” matrices de®S€ , (B) dont les composantes (ou
« coordonnées ») dans la base canoniqueBd€  (B) sont données par les relations
(g,) et(o,) ci-dessus.

2) On obtient I'ensemble de®” matrices racines carrées dg en ajoutant a l'une
quelconque d’entre elles |& matrices racines carrées de la matrice n@le

Preuve du Point 2 :
Soit Q, l'une quelconque de®” matrices racines carrées de la matrice nQlleet soit V

I'une quelconque deg” matrices racines carrées de la matrice U. Alors :
(V+Q,)? = V*+Q2 = U+0O, = U.

Par ailleurs, si V et V'désignent 2 matrices ragioarées de U :

Vi=UetV? =U = (V+V)* =0, = (V+V') estune racine carrée Og.

Ordre impair :n=2v + 1 vLIN.

En tout généralité, pour impair (cf. Section 5.3.2. ci-dessus) :

A? = > AB! +a,B,, avec:
i=1

Al = al + a2|/+l
A, = a, + a,
A3 = aS + a2l/—l
g
( 5) Ai = a'l + a2|/—i+2
Av = av + a'v+2
Av+1 = a'v+1
Des lors :
a2|/+1 = al
a2v = a2
a21/—1 = a’3
A? =0, = A =0 (lsisv) = ET a, =0
a2|/—|+2 = al
av+2 = al/
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Théoreme A5-2. Soit nimpair: n=2v +1, vN.
Les matrices racines carrées de la matri€g sont les2” matrices de$BS€ ., (B)

symétriques par rapport a leurs 2 axes médiansat télément central de la signature est
nul (*).

(*) Se reporter au Chapitre 7 consacré aux matggenétriques par rapport a leurs 2 axes médians.

Remarque :
Bien entendu la matrice null®, fait elle-méme partie des matrices racines camé®, :

il s’agit de la matrice pour laquelles; = (@<i<n).
Le Théoréme 5-8 peut dés lors étre complété conuihéPoint 2 ci-dessous).

v+l

Théoreme 5-8bis. Soit U = Zai B,_ une matrice deBSC, (B), n impair (n=2v +1,
i=1

v UN), dont les composantes relatives aux matriBesd’indice i pair sont nulles.

1) U est alors le carré de2” matrices de®S€ , (B) dont les composantes (ou
« coordonnées ») dans la base canoniqueBd€  (B) sont données par les relations
(g,) et(o;) ci-dessus.

2) On obtient 'ensemble de®” matrices racines carrées de en ajoutant a l'une
quelconque d’entre elles |& matrices racines carrées de la matrice n@le

Preuve du Point 2 :
Identique au cas pair.
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CHAPITRE 6

Etude des puissanceg* (ko N*) des matrices deBS€ , (B) —

Lois générales relatives aux puissances de bouclages matrices
de BSC,(B)

Note préliminaire :

Les notions de puissances de bouclage d'une mateiB$C  (B) (et plus généralement de
M, (B)) apparaissant dans le présent chapitre, fonteééé au Théoréme fondamental des
matrices dell , (B) dont I'énoncé figure en Annexe du présent chapitr

6.1. Introduction

Cette étude s’appuie sur les résultats du Chdpitre

Soit A une matrice quelconque @MS€  (B). (Nous écarterons initialement le cas trivial
n=1: rappelons quBSEC, (B) ne renferme que les 2 matrices suivantes :¢tJ L ]).

Nous nous intéressons & la suite des puissa2icék ON*) de la matrice A: A, A, A*,
AS, A2 kO,

Distinguons les cas pair etn impair.

6.2. Etude relative a l'ordre pair : n=2v, v UN*

2v
Soit A = ZaiBi une matrice quelconque BS€,, (B).

i=1
Nous savons (cf. systéme de Notation Il - Sectidihhdu Chapitre 5) que I'on peut écrire
A? en toute généralité sous la forme :

2v
A% = > a,B; (avec:a, =0).
i=1

i (i pair)

De la méme fagon, Aétant le carré de la matrice’ As’écrira en toute généralité sous la
forme :

2v
A* = > aB, (avec:a, =0).
i=1

I (i pair)

Nous allons chercher & déterminer pawi <2v les composantes de A* en

I (i impair)

fonction des composantes ..., de A*.

Pour passer de A a “Anous avons été amené a introduiredesoefficients : A, A,, A;,
A, ..., A, donnés par les relatiorfg;) (cf. Chapitre 5 - Section 5.3.1.) :
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Al = ai + a2v
Az = 82 Ay
A3 = aS + a'2V—2
g,
( l) Ai = a'l + a2|/—i +1

Av—l = &4 + Ay .p
Av = av + av+1

De la méme fagon, pour passer de & A*, nous allons introduire lag coefficients :

A,ALA,.....A,.... A suivants:

Al = al + aZv
Az = 0’2 + a1
A3 = a3 + a2v—2
o, S
( 1) Ai - ai + aZV—i+1
Av—l = av—l + av+2
Av = av + av+1
Tenant compte de la nullité des coefficients, ., , il vient:
A=
AZ = aZV—l
A= a
A4 = aZV—3
A = O
Aﬁ = aZV—S
A2j = a2/—2j+l
= Oy

Agja
Pour calculerp, _,, A, A , il convient de distinguer 2 cas :

a) v=2p soit:n=4p (pLN*). On obtient alors :

A/—Z = az p+3
A/—l = aZp—l
A/ = aZp+l
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Par ailleurs, a partir des relations,§ du Chapitre 5 - Section 5.3.1., on déduit que :

G = ArAAE L rALEA
d o= ArA L rALA
@ - At tALEA
T = Ao tA
a‘ZV—l = A/

Il découle de ce qui précéde les expressions ddmes;lra:omposantetsr;zj_1 (l=<j<v) de

A“en fonction degr,,, (1< j<v) de A%, sachant que dans ces expressions les termes

entre crochets n’y figurent pas : ils sont a igno@n obtient, tous calculs faits :

a, = o ta tag+ . TR P 2 PIE P
0"3 = [a,t]a;+ag + T 3 Ty, TAypy TAgpt
atls = [a,+la;+ag + T 3 Ty, TOypy TAgpst
0"7 = [ay+as]l+as+ T 3 Ty, TAypy TAgpst
0';1_5 = [oyta,+ag+ + a2p—3+]a2p—l Tt a2p+3[+
ar'1-3 = [oytas+ag+ RO +]a2p—l + a2p+l[+a2p+3 +
ar'1—l = [oyta,+ag+ tTh,, 5t a2p—l] + a2p+l[+a2p+3 +

+a, ta, L ta,
+a, ta, L ta,
+ an—5 + an—3[+an—1]
+ an—5 + an—3[+an—1]

+ an—5 + an—3 + an—l]
+ an—5 + an—3 + an—l]

+ an—5 + an—3 + an—l]

Ces expressions se traduisent immédiatement sdoisria matricielle suivante.

p-1 p p+l p+2 p+3

A
(o, ] 111 .11111.111a |
a, 011.11111.111||a,
a, 011.11111.110||a,
a; | (001 .11111.110|a|__,
a, . 000.01110.000||a,,
a. . 000.01100.000||a,.,
a,., 000.00100.000||a,

(4p)

La matrice R,,) qui apparait ci-dessus est une matrice d'ordre2p, appartenant donc a

M, (B).

Nous etudierons de fagon plus approfondie les netrde la forme R, dans la Section

6.4.1.
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b) v=2p+1 soit:n=4p+ 2( pLIN). On obtient alors :

A/—Z = a2p—1
A/—l = az p+3
A/ = a2p+l

Par ailleurs, a partir des relationg,§ du Chapitre 5 - Section 5.3.1., on déduit que :

o = ATAFAT L AL A

G ArA L rALEA
@ - At tALEA
Tra = A tA
a‘ZV—l = A/

Il découle de ce qui précede les expressions dd)riearcomposantes'zj_l (l=j<v) de

A“en fonction degr,,, (1= j<v) de A%, sachant que dans ces expressions les termes
entre crochets n’y figurent pas : ils sont a igno@n obtient, tous calculs faits :

a = ataztag+ . Ty T Qo T Qo3 T 055+ 0, s +0, 310,
a, = [a+las+as+ Ty T Qo T Qo3 T 055+ 0, s +0, 310,
a, = [a,+]las+ag+ Ty T Qo T Qo3 055+ ta, s +a,[ta,]
a, = [a,+a]+a;+ Ty T Qo T Qo3 T 055+ ta, s +a,[ta, ]
ar‘1—5 = [oytas+ag+ +]azp—1 a5, +aZp+3[+02p+5 + R A s B
0','1_3 = [oytas+ag+ + aZp—l+]a2p+1 + aZp+3[+a2p+5 + LR A s B
ar'1—1 = [oyta;+ag+ + aZp—l+]a2p+1[+a2p+3 a5t R A s B

Ces expressions se traduisent immédiatement sdoisria matricielle suivante.

p-1 p p+l p+2 p+3

Lol bl
a, 111 .11111.111]]|a a,
a, 011.11111.111||a, a,
as 011.11111.110||a, as
a, | _|001.11111.110 a | - g a,
o (4p+2)
a. 000.01 0.00 O0f|a,. a,_s
a,_ 000.00110.00 0f|a,s, a,_
la,,] [000.00100.00 O0f|a,,| | a,
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La matrice R,,., qui apparait ci-dessus est une matrice d'ordre2p+1, appartenant
donc am ,,,, (1B).

Nous etudierons de fagon plus approfondie les netrde la forme R, dans la Section
6.4.1.

6.3. Etude relative a I'ordre impair : n=2v +1, v ON*

(Note : en imposamt[IN*, nous laissons provisoirement de c6té le casatrivi =1).

v+l

Soit A = Zq. B, une matrice quelconque @BS$€ ,, ., (B)
i=1

Nous savons (cf. systéme de Notation Il - Sectidihhdu Chapitre 5) que I'on peut écrire
A? en toute généralité sous la forme :

v+l

A% = > aB; (avec:q

i (i pair)
i=1

= 0).

De la méme fagon, A étant le carré de la matrice’ Ava s’écrire en toute généralité sous la
forme :

v+l :
A*= > aB, (avec:a

i=1

i (i pair)

= 0).

Nous allons chercher a déterminer ptari <2v + led composantes de A’ en

I (i impair)

fonction des composantes .., de A%,

Pour passer de A a “Anous avons été amené a introduiredes codfficients :A, A,

A, ... .,A,.... A, A, donnés par les relatiofg, (¢f. Chapitre 5 - Section
5.3.2):

Al = a:l. + a2|/+1

A, = a, a,

A3 = aS + a2v—1
(05) A =g T 8y

AV = al/ + a‘l/+2

Av+l = a‘v+l

De la méme fagon, pour passer de & A*, nous allons introduire las+ cbefficients :

A, A, A,.....,A,.... A, A, suivants :
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PP

>

A

= av—l +

A/+l = av+l

a v+l

v

a2v -1

aZV —i+2

v+3

Tenant compte de la nullite des coefficients; i

F P PP PP

A

A2j+1

Pour calculerp,_,, A _,, A, A.,, il convient de distinguer 2 cas :

a,+0yn
0

a3+ 0y,
0

as +0y._;
0

0

aZj+1 + aZ/—2j+1

il vient :

a) v=2p soit:n=4p+ 1( plLIN*). On obtient alors :

A
A'/—l
A

A

Aypa +a, p+3

0

a2p+1

Par ailleurs, a partir des relations,() du Chapitre 5 - Section 5.3.2., on déduit que :

a2|/ -3
a2v -1

aZV+l

A+ A+ A+
A+ A+
A, +

tALTA A,
tALTA A,
tALTA A,

As+A+A,
A+AL
A
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Il découle de ce qui précéde les expressions dd)rlﬂzsmomposantes'zj_l (1= j<sv+l) de

A “en fonction dewr,, (1< j<sv+1)de A?, sachant que dans ces expressions les termes
entre crochets n’y figurent pas : ils sont a igno@n obtient, tous calculs faits :

a, = ata;+a+ ... Tyt 0o Top TAop3 T Aoy +
0"3 = [atlas+as + 0y, st Qy Ty YA 055t
a'5 = [atlas+as + 0y, 3T Qy Ty YA 055t
0"7 = [ay+tas]+as+ 0y, st Q 0 Ty YA 055t
0’;1_4 = [a,+a,+ag+ + aZp—3+]a2p—1 Ty, t aZp+3[+a2p+5 +
ar'1—2 = [oytas+ag+ a5t a2p—1] + aZp+1[+a2p+3 Tyt
ar‘1 = [oytas+ag+ a5t a2p—1] + aZp+1[+a2p+3 Tt

+ an—4 + an—z + an
+ an—4 + an—2[+an]
+ an—4 + an—2[+an]
+ an—4[+an—2 + an]

+ an—4 + an—z + an]
+ an—4 + an—z + an]
+ an—4 + an—z + an]

Ces expressions se traduisent immédiatement sdoisria matricielle suivante.

p-1 p p+l p+2 p+3

Ll bl
(o] 111 .11111.111[a ]
a, 011.11111.110||a,
as 011.11111.110|]|a,
a, | _|001.11111.100 a | - g
. . (4p+1)
a,., 000.01110.00 0|]|a,s
a,, 000.00100.00 0f|a,s,
la,|] |[000.00100.000]|a,,

La matrice R,,,,, qui apparait ci-dessus est une matrice d'ovdfdl =2p+ , appartenant

donc am ., (1B).

Nous étudierons de facon plus approfondie les oesrde la forme R ., dans la Section

6.4.2.
b) v=2p+1 soit:n=4p+ 2(pLIN). On obtient alors :

A, = Ayt 05

Ay =0
A/ = a2p+1+02p+3
An = 0

Par ailleurs, a partir des relations,() du Chapitre 5 - Section 5.3.2., on déduit que :
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a, = A+AFA+ L FALFATA,
a, = AtA+ o FALFA A,
a; = At o FALFA A,
Aps = AL +A+A,
Upy = A +AL
Aoy = A

Il découle de ce qui précéde les expressions dd)rlﬂzsmomposantes'zj_l (1= j<sv+l) de

A“en fonction desr,, (1< j<sv+1)de A?, sachant que dans ces expressions les termes
entre crochets n'y figurent pas : ils sont a igno@n obtient, tous calculs faits :

a = ataztag+ . T T Qo T Oops 055 ta, ,ta,,+a,
0"3 = [ayt]as+ag + Ty TAop YAy T +a,, ta,,[ta,]
a'5 = [ayt]as+ag+ Ty T Aop YAy YA +a,, ta,,[ta,]
0"7 = [oy+a]+as + Ty T Aop YAy T +a,,lta,, ta]
Ons = lay+as+as+ PR R PP e PR B PR ta,,ta,, ta]
a., = la,+a,+as+ PR R P e PR B PR ta,,ta,, ta]
ar'1—1 = [a,+a,+a,+ oy oy T +0yps t +a,,+ta,.,+a,]

Ces expressions se traduisent immédiatement sdoisria matricielle suivante.

p ptl p+2 p+3

Lol
[y ] 221 .1111.111[a] a, |
a, 011.1111.110|]|a, a,
as 011.1111.110|]|a, as
a,|_|001.1111.100 a | g a,

. . “p3)

a,., 000.0110.00 0f|a,s a,.,
a,, 000.0110.00 0f|a,s, a.,
la,|] |[000.0000.00O0 0]|a,] L a, |

La matrice R, ., qui apparait ci-dessus est une matrice d'ordredl=2p+ , appartenant
donc am,,,, (B).

Nous étudierons de fagon plus approfondie les oestrde la forme R, dans la Section
6.4.2.
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6.4. Etude des matricesR,, (n=4p, n=4p+1, n=4p+2, n=4p+3)
Nous avons mis en évidence, dans les Sectionst®623., 4 types de matrices :

R 4 (PLIN*) correspondant & =4p.
R 4p €stune matrice d’ordrép et appartient donc ,, (IB).

R 4psy (PUN*) correspondanta=4p+ .1

( p LUN* toujours pour écarter provisoirement le cas trivia =1).
apspy €St UNE matrice d'ordrép+  ét appartient donc L ,,,, (B).

apr2y (PUN) correspondanta=4p+ .2

R
R
R 4p+2 €St UNe matrice d'ordrép+ ét appartient donc.dt ., (B).
R up+3 (PUN) correspondanta=4p+ .3

R

ap+y €St une matrice d’'ordrép+ &t appartient donc.dt, ., (B).
Nous allons classer ces matrices en deux catégmiesspondant au cas pair et au cas
impair.
6.4.1. npair: Ry, (pON*) et R,,., (PUN)

Rappelons que 'ona=2v et donc:
- pourR,, :v=2p (pUN¥),
- pourRy,., @ v=2p+1 (pUN).

Conformément a la Section 6.2., la structure desicea R, et R,,,, Obéit au schéma
suivant :

1 colonnede hautenbds: 1 «1 » suivi dgy — D« 0 »,
V éme colonne de hautenbds: 2 «1» suividéy— 2k 0 »,
oeme colonne de hauten bds: 3 « 1 » suivi dév — 3k 0 »,
(v =D)eme colonne de hautenb3ds: 4 « 1 » suividdy — 4k 0 »,
3eme colonne de hautenbds: 5 « 1 » suivi dév - 5x 0 »,
(V=2)emechionne e hautenbds: 6 « 1 » suivid€y— 60 »,
etc.

La construction se poursuit, colonne par colonid®rreativement a gauche et a droite,
jusqu’a I'axe médian vertical de la matrice.

Pour R, et pourR, ., lacolonne p+ }estconstituée entierement de « 1 ».

Pour les matrices R, , 'axe médian vertical passe entre les colonpest (p+ 1), tandis
que pour les matrices R,,,, I'axe médian vertical est porté par la colonmpe+( ). 1
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R - matrice de typen=4p+2, avecp= 0 Elle estd’ordre 1.

Ro = [1]
R4 - matrice de typen=4p, avecp= 1Elle est d'ordre 2.
|11
R4) 01
R - matrice detypen=4p+ 2avecp= 2 Elle estd'ordre 3.
111
Ry =10 11
010
R - matrice de typen=4p, avecp = 2 Elle est d’ordre 4.
1111
10111
"o 0110
0010

R - matrice de typen=4p+ 2avecp= 2 Elle estd'ordre 5.

11111

o O
=
o

Rip =

o
o

o

o

L S =S =N
O R K
o o

Théoreme 6-1. O pUN* : det(R,,) =1 < R, Iinversible
OpUON @ det(R,.,) =1 <= Ry, inversible.

Preuve :
Se référer a la structure générale des matricgs B R ,,., : il suffit de développer le

déterminant associé a la matrice concernée parora@p sa derniere ligne, puis le
déterminant d’ordre inférieur obtenu par rappostaerniére ligne, et de poursuivre ainsi de
suite, jusqu’a obtenir un déterminant d’ordre 1vpuit 1.

On peut aussi remarquer que 'on peut réarrangeceéonnes du déterminant de, R et

R 4p+2 de fagon a obtenir une matrice triangulaire s@pee dont la diagonale principale est
formée de chiffres 1.
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Théoreme 6-2. Pour toute matriceR
tel que :

. N pair, il existe un entier minimap(n) L N*

on) _
R(n) = ID'

2
p(n) est la puissance de bouclage (supérieure) de kaiceanversibleR ,, n pair.

Preuve :

Il s’agit d’'une conséquence directe du Théoremedborental des matrices carrées a

éléments dan®B (cf. Annexe du présent chapitre) correspondantcasi des matrices
inversibles.

Exemples :

n=2: Ry = L = p =1
n=4 : Ry = L = p@ =2
n==6 : Ry = I, = p®6) =3
n=8 : Ry = | = p(8) = 3.
n=10: Rw = 5 = p(10) =5
n=12: Ry = It = p@2 =6
n=14: Rw = I, = p(4) =4
n=16: Rig = It = p(6) =4
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6.4.2.nimpair: R, (PUN*) et R, (PUN)

{LUN* pourR ., pour écarter provisoirement le cas triviat1).
Rappelons que lona=2v+ dtdonc:

- pour Ry, Vv=2p (pON¥),
- pourRy,.; @ v=2p+1 (pUN).

Conformément a la Section 6.3., la structure desicea R ., et R,,.; Obéit au schema
suivant :

](ére colonnede hautenbds: 1 «1» suivide v «O0 »,
v +1) eme colonne de hautenbds: 1 «1» suivide v  «0»,
patlls colonne de hauten bds: 3 « 1 » suivi dgv — 2k 0 »,
V éme colonne de hautenbds: 3 «1» suividéy— 2k 0 »,
3eme colonne de hautenbds: 5 « 1 » suivi dgv — 4k 0 »,
v-2) ®mecolonne de hautenbls: 5 « 1 » suividdy — 4k 0 »,
etc.

La construction se poursuit ainsi, colonne par oy alternativement a gauche et a droite,
jusqu’a I'axe médian vertical de la matrice.

La construction s'arréte pour les matrices,R, lorsqu'on atteint la colonne g+ )1
entierement constituee de « 1 » et pour les nestriR, ., lorsqu’on atteint les colonnes
(p+1l) et (p+ 2 constituées de «1 » suivis de 1 « 0 ». Pour ce type de matritze
derniére ligne est donc nulle.

Pour les matrices R,.,, 'axe median vertical est porté par la colonne+( ) tdndis que
pour les matrices R,., , I'axe median vertical passe entre les colonres () et {p + 2).

Remarque :
Les matrices de type R., et R,,.,; sont symétriques par rapport a leur axe médian

vertical (contrairement aux matrices de typg,Ret R, .2 )-

Exemples :

R, - matrice de typen=4p+ ,lavecp= Q Elle est d’'ordre 1.

(Nous rétablissons icidas trivialn =1).

Ry = [1]

R - matrice de typen=4p+ ,3avecp= 0 Elle est d’ordre 2.
11
i 00
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R - matrice de typen=4p+1, avecp = 1Elle est d’ordre 3.
111
Ry =010
010
R - matrice de typen=4p+ ,3avecp= 1Elle estd'ordre 4.
1111
|01 10
™ o110
00O00O
R - matrice de typen=4p+ ,Javecp= 2 Elle est d'ordre 5.
1 11 1 1]
0 1 0
Ry =10 1110
00100
|10 01 0 O]

R .y - matrice de typen=4p+ 3avecp= 2 Elle est d’'ordre 6.

111111
011110
jlo11110
" “loo1100
001100
00000 O

Théoreme 6-3. O pUN*: det(Ry,y) =0 < R,y non inversible (¥)

O pON : det(R,s) =0 <= Ry, NON inversible.
(*) pour p=0, R,y = Ry etlona: det(R) =1 - R, inversible.

Preuve :
Se reférer a la structure génerale des matriggs,Ret R .., : il suffit de remarquer que

dés que leur ordre est supérieur a 1, ces mapa@esedent (au moins) 2 colonnes identiques.
Le déterminant correspondant est donc nul.

(*) Remarque :

Nous avons, tout au cours de I'étude des matricgs,R écarté le cap = 0@orrespondant
a: Ry,
matrice inversible du type R, .

= [1]. Cette matrice est tout a fait exceptionnelle ensens qu'elle est la seule
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Théoreme 6-4. Pour toute matriceR ,,, n impair (n#1), il existe un couple d’entiers

minimal (po,(n), p,(n)), p,(n) U N* p,(n) LI N*, avec : p,(n) > p,(n), tel que :

po(n) _ p1(n)
Rm = R

p.(n)etp,(n) sont les puissances de bouclage(inférieure et seynér de la matrice non
inversibleR ,,, n impair (n#1).

Preuve :

Il s’agit d’'une conséquence directe du Théoremedtorental des matrices carrées a
éléments dan® (cf. Annexe du présent chapitre) correspondantasides matrices non
inversibles.

Exemples :
— . 2 —_ —_ 1 1 — —
n=3 : R = Ry = ool 2B =1, p,(3)= 2.
Onen déduitRf;, = R, OkLN%
111
n=>5 : Rty = Rg = |01 0| = p0B) =1 p05)=2
010
On en déduitR;, = Ry, OkLN*
1111
0000
n=7: Ry, = R = 0000 = o(7) =2, p,(7)= 3.
0000
On en déduitRf,, = Rf,, Ok 22
111 1 1]
01110
n=9 Rey = Rg = |0 1110 = p9 =1 09 =3
00100
0 010 O

Onen déduitRg™ = Ry, OkON.
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n=11: Riy = Ray = = p(1) = 2, p,(11) = 3.

o r rr O O B
O r P O O B

O O O O O
O O O O O
O O O O O Bk
O O O O O Bk

On en déduitRf,, = Rf,, Ok 2.

n=13: Ris = Ruy = po(13) =1,p,(13)= 4.

On en déduitRy;' = R, OkON.

n=15: Rl = R, = p (15) = 3,p,(15) = 4

On en déduitRf,, = RYy, Ok =3.

6.5. Etude des puissances de bouclage d’'une magriguelconque deBS€,_ (B)

6.5.1. n pair

Soit A une matrice quelconque d&SC A (B), n pair.(On vérifiera que tout ce qui suit
s’applique lorsque A ©, ).

Soit ( A”) la signature réduite da

(Nous ne préciserons plus gu’il s’agit de la signatcolonne réduite da?, dans la mesure
ou nous ne ferons appel qu’a celle-ci).

On peut écrire la succession d’égalités :

<A4> R <A2> (par définition méme de la matrice .
(A%) = Ry (AY)

(A*) =Ry (A°)
etc.

On aboutit ainsi, par récurrence immédiate, aurtrée suivant.
Théoréme 6-5. 0 A 0 BS€. (B), n pair, et 0i ON : <A2”1> = R, (A?).

Remarque :
La relation ci-dessus reste en effet trivialemeaterpouri = Q
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Commen est pair, nous sommes dans un cas de figurematiice R, est.inversible.

Soit doncp(n) 0 N* la puissance de bouclage dg,R(cf. Théoreme 6-2) On a donc :
RAM = |

(n) n:
2

En faisanti = k § )dans le Théoreme 6-5 ci-dessus, il vient :
2P o(n) 2\ _ 2\ _ 2
(A7) = R (A7) = 1, (A7) = ()

. Ly (n+1 , , . .
Les signatures réduites a2’ " et de A étant €gales, ces matrices sont égales (cf.
Remarque 2 de la Section 5.5. du Chapitre 5).

On peut donc énoncer le théoreme suivant.

+1
Théoreme 6-6. 0 A LI B8S€,, (B), n pair : Azp(n) = A?, ou p(n) désigne la puissance

de bouclage de la matrice inversilig, .

Placons-nous maintenant dans le cas ou A est iblers

1
Théoréme 6-7. 0 A0 BS€, (B) n GL.(B), n pair: A2°"7"=2 = | ou p(n)

désigne la puissance de bouclage de la matricesileR .
Preuve : Immédiate.

Théoreme 6-8. Le couple d’entiers minima{k,, k,) constitué par les puissances de
bouclage d’'une matrice non inversible @5€, (B), n pair, est tel que :

k,= 1lou 2 et k < k, < 2°(M*1

ou p(n) désigne la puissance de bouclage de la matricergiivieR , .

Preuve :

Il s’agit d'une conséquence directe du Théorémecbessus.

Théoreme 6-9.La puissance de bouclade d’'une matrice inversible d8SC , (B), n pair,
est telle que k, divise Q(n) = 2°M*1. 2,

Preuve :
Il s’agit d’'une conséquence directe du Théoremecbeessus.

Soit A une matrice deBSC, (B) n gL, (B), n pair,et k, sa puissance de bouclage
supérieure. On a donc ‘A = l,.

Par ailleurs, d’aprés le Théoréme 6-7, on a égalemeA®™ = |

Clairement :k, < Q(n), sinonk, ne serait pas la puissance de bouclage minimafe de
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Soit q etr le quotient et le reste de la division euclidiedeeg(n) park, .
Onadonc:Q rf = gk,+ r,avecO<r <k,.

Nous allons montrer que nécessairement=. 0.
k
Eneffet: A =1 o A%z (A2)3 AT= |

Comme : A2 = | ,ona:(A%)% = | . Onen déduitque: A= I,.

n

Sir #0, commer <k,, la précédente relation établirait gke ne serait pas la puissance de
bouclage minimale de A. Contradiction. Donc 0.

Remarques :
1. Le Théoreme 6-6 est général : il énonce une prigpc@nmune a toutes les matrices
inversibles et non inversibles @B$€ , (B), n pair.

2. Le Théoréme 6-8 énonce une propriété commune aedolds matrices non
inversibles deBS€ , (B), n pair.

3. Les Théorémes 6-7 et 6-9 énoncent une propriéténeora a toutes les matrices
inversibles deBS€ , (B), n pair.

4. Une matrice particuliere d8S€, (B), n pair,peut fort bien avoir des puissances de

bouclage inférieures aux exposants apparaissarst ldahhéoreme 6-6 (ou dans le
Théoréme 6-7 si cette matrice est inversible). Nbtms, dans ce cas, que la matrice
concernée « fait mieux » que la loi générale. N@&ins, quand tel est le cas, cette
matrice vérifie aussi la relation définie par leédhéme 6-6 (ou par le Théoréme 6-7
si cette matrice est inversible). Il n’'y a donc @ue contradiction entre « faire
mieux » que la loi générale et, pour autant, redspéa loi générale.

Exemple 1 :

n pair,vérifie : 1T =1 . Sa puissance de bouclage vaut donc 1.
2p(n)+1
s = |

La matricel

n'

|, vérifie aussi ,» conformément au Théoréme 6-7 (*).

Exemple 2 :

La matriceJ_, n pairyérifie : J2 =1 . Sa puissance de bouclage vaut donc 2.

_— YW . P
J, vérifie aussi J2 = 1,, conformément au Théoreme 6-7 (*).

(*) Remarque p(n)=1 = p()+122 = 2°PM*1. 2 52

5. Hormis le cas trés particulier de la matrice nuibatrice pour laquelle©? =0, , je
n'ai pas trouvé de matrice A non inversible BS€  (B), n pair,ayant pour

puissances de bouclage ®,), c. a d. telle que l'on ait A*2 = All serait
intéressant d’'établir s’il existe, hormis la matriculle, des matrices non inversibles
de3BSE€ , (B), n pair, telles quek;, = 1.
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Etude poumn=2,n=4,n=6,n=8,n=10,n=12,n=14,n=16
n=2 : Nous avons démontré qu@(2) = 1. Donc 2P@* = 4 En conséqguence :

n==6:

Toute matrice A, inversible ou non, 88€, (B) vérifie la relation :
4# AZ
Toute matrice A inversible d8SC, (B) vérifie la relation :
2
A,

Nous avons démontré qu@(4) = 2. Donc 2°P@* = g En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, 88€, (B) vérifie la relation :
8# AZ
Toute matrice A inversible d8SC, (B) vérifie la relation :
6
A,

Nous avons démontré qu@(6) = 3. Donc 2°PO* = 16, En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, 88€(B) vérifie la relation :
16# AZ

Toute matrice A inversible dBSC,(B) vérifie la relation :
Yae

Nous avons démontré qu@(8) = 3. Donc2?®*l =16, En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, 8B8€,(B) vérifie la relation :
16# A2
Toute matrice A inversible d8S€,(B) vérifie la relation :
14
Al
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n=10: Nous avons démontré qu@(10) = 5. Donc 2P0+l = 64 En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, #8$€,,(B) vérifie la relation :
64A: AZ

Toute matrice A inversible d8S€,,(B) vérifie la relation :
62A: I10

n=12: Nous avons démontré qu@{12) = 6. Donc 2°?*1 = 128. En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, #8$€,,(B) vérifie la relation :

12A: AZ
Toute matrice A inversible d8S€,(B) vérifie la relation :
= |
12

n=14: Nous avons démontré qu@i(14) = 4. Donc 2PU9+L = 35 Ep conséqguence :

Toute matrice A, inversible ou non, #8$€,,(B) vérifie la relation :
32A: AZ
Toute matrice A inversible d8S€,,(B) vérifie la relation :
30—
A=,

n=16: Nous avons démontré qu@(16) = 4. Donc 2P0+l = 35 En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, 8S€,,(B) vérifie la relation :
32A: AZ

Toute matrice A inversible d8S€ . (B) vérifie la relation :
SOA: |16
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6.5.2. nimpair

Soit A une matrice quelconque &®&SC ,(B), n impair. (On vérifiera que tout ce qui suit
s’applique lorsque A ©, ).

Soit < A2> la signature réduite da?

On peut écrire la succession d’égalités :

<A4> R <A2> (par définition méme de la matrice, R.
(A") = Ry (A%)

(A*) =Ry (A°)
etc.

On aboutit ainsi, par récurrence immédiate, aurtrée suivant.
z S . . . . i+l _ ;
Théoréme 6-10. 0 A 0 BS€, (B), n impairetdid N : <A2 > = R, <A2>.

Remarque :
La relation ci-dessus s’applique paur1 et reste trivialement vraie pour .0

Nous allons écarter dans le raisonnement qui swas particulien = #ans la mesure ou la
matrice R, est inversible.

Commen est impair (# }, nous sommes donc dans un cas de figure ou kce&,, est
non inversible.

Soit donc (p,(n), p,(n)), p,(n)dN* p,(n) 0 N* avec: p,(n) > p,(n), le couple
d’entiers minimal correspondant aux puissancesodelage de R, (cf. Théoreme 6-4 de la
Section 6.4.2.).

On a donc :R(‘:S(n) = R(%(n)

Par suite : Rgs(n) <A2> = Rgs(n) <A2>

L . o p2M+1 (n)+1
Le Théoréme 6-10 ci-dessus entralr<e ‘A2 ) = < A2 ).

] o pr(M+1 ) ) )
Les signatures réduites o’ et deA? étant égales, ces matrices sont égales

(cf. Remarque 2 de la Section 5.5. du Chapitre 5).

p2(n)+1

On peut donc énoncer le théoréme suivant.
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L . : o pp2(mFl 2P1(N)+1 .
Théoreme 6-11. 00 A 0 BS€, (B), n impair (n#1): A = A , ou

p.(n) 0 N*, p,(n) U N* désignent les puissances de bouclage de la neatram inversible

R

Plagons-nous maintenant dans le cas ou A est iblers

o ) . _ 2,02(n)+1_2101(n)+1 a
Théoréeme 6-12. 0 A L BS€,(B) n GL,,(B), n impair(n#1): A = |

ou p,(n) U N*, p,(n) U N* désignent les puissances de bouclage de la mataoenversible
R

n?

(n)*
Preuve :Immédiate.

Théoréeme 6-13. Le couple minima(k,, k,) constituant les puissances de bouclage d’'une
matrice non inversible dé&8S€, (B), n impair ( n# 1), est tel que :

Olﬁ < 2pl(n)+l et k1< k2 S2p2(n)+1

ou p,(n) U N* p,(n) LI N* désignent les puissances de bouclage de la matrare

inversibleR ,, .

Preuve :
Il s’agit d’'une conséquence directe du Théoremé 6+dessus.

Théoreme 6-14.La puissance minimale de boucladge d’'une matrice inversible de
BSE , (B), n impair (n #1), est telle que :

k, divise 2721 ppa(m+1

ou p,(n) U N*, p,(n) O N* deésignent les puissances de bouclage de la matrare

inversibleR .
Preuve :

Il s’agit d’'une conséquence directe du Théoreme 6+dessus.
Démonstration identique a celle du Théoreme 6-9.

Remarques :
1. Le Théoréme 6-11 est général : il énonce une @EHCoOMmMune a toutes les matrices
inversibles et non inversibles @&S€ , (B), n impair(nZ1).

2. Le Théoreme 6-13 énonce une propriété commune testokes matrices non
inversibles deBS€ , (B), n impair(n#1).

3. Les Théoremes 6-12 et 6-14 énoncent une propra@téntine a toutes les matrices
inversibles deBS€ , (B), n impair(n #1).
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4. Une matrice particuliere d8SC , (B), nimpair(n#1), peut fort bien avoir des

puissances de bouclage inférieures aux exposapésagsant dans le Théoreme 6-11
(ou dans le Théoreme 6-12 si cette matrice estsible). Nous dirons, dans ce cas,
que la matrice concernée « fait mieux » que lagémiérale. Néanmoins, quand tel
est le cas, cette matrice vérifie aussi la relatiéfinie par le Théoréme 6-11 (ou par
le Théoréme 6-12 si cette matrice est inversible).

Il N’y a donc aucune contradiction entre « faireeax » que la loi générale et, pour
autant, respecter la loi générale.

Exemple 1 :

La matricel ,, nimpair,vérifie : IT =1 . Sa puissance de bouclage vaut donc 1.

n?'

p2(n)+ 1, p1(n)+1

|, vérifie aussi :I? = 1,, conformément au Théoréme 6-12 (*).

Exemple 2 :

La matriceJ, , n impairyérifie : J* =1, . Sa puissance de bouclage vaut donc 2.

2 P2 (n)+ 1_201(n)+ 1 _

J, Vvérifie aussi J = 1,, conformément au Théoreme 6-12 (*).

(*) Remarque :
Notons que ,(n) =2 p(N+1 = p,(N+1= p(N)+2=
2P2M*L_5p1M+1 5 5PN *2_ Hp1(M+1 o comme 0,(n) 21,
2p2(n)+1_ 2p1(n)+l > 23 _ 22 =4,

Exemple 3 :

n étant impair 0 =2v + 1y [IN*), intéressons-nous a la matrice particulierg,B
de la base canonique #B5C (B). Cette matrice a deux axes de symétrie médians,
horizontal et vertical. Ceci entraine clairemerg &),, est non inversible.

Ona:

Bfﬂ =B +B;+Bs+..... +B, 3 +Byy tByy = ZV:Bzi+1 (v +1termes)

et: ”

Biy=BI+BI+B2+ . +B  +Bl, +BL, = DB, (v+ltermes)
i=0

Par ailleurs : B =B%,,, B; =B5,_,, B2 =B, ... etc.
La valeur de B, dépend de I'existence ou non d’un terme médian tas®mme

vV
z BZ.,, ce qui nous améne a distinguer 2 cas, suivargdely est pair ou impair.
i=0
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- Si n=4p+1, pUN*(soit:v=2p) : B, = B2, (a).

v

- Sin=4p+3 pUN (soitw=2p+1: B, =0, (b).

Or, d'apres le Théoréme 6-11 ci-dessus, on a :

p2(n)+1 p1(n)+1
0 AD BS€ , (B), nimpair: A2 = A? (ol p,(n) O N* et p,(n) O N*

désignent les puissances de bouclage de la maticeversible R;).

or: p(N)z1 = p(N+122 = 2AM" >4
o,(N) 22 = p,(N)+123 = 22MW">g,

On constate que les relations (a) ou (b) ci-dessus donc bien compatibles avec la

L, ,P2(M+1 oP1(M+1
loi générale ‘A = A .

6. Hormis le cas trés particulier de la matriaille, matrice pour laquelleQ> =0, , je
n'ai pas trouvé de matrice A non inversible 88C  (B), n impair( n#1), ayant
pour puissances de bouclagek]), c. a d. telle que 'on aitA*2 = A,

Il serait intéressant d'établir s'il existe, hormi&s matrice nulle, des matrices non
inversibles deBS€ , (B), n impair(n#1), telles quek, = 1.
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n=>5:

n="7:

Etude poum=1,n=3,n=5,n=7,n=9,n=11,n=13,n=15

Nous avons été amener a écarter de I'étudergénke cas particulien=1. La
raison de cette mise a I'écart tient au fait, conmoes l'avons déja dit, que la
matrice R(1) :[ 1] est la seule matrice ], n impair,qui soit inversible.

Il est vrai qu’il N’y a pas vraiment lieu d’établine loi générale pour un ensemble
ne contenant que deux matrice®;=[0] et1, =[ 1]. S'il fallait en énoncer une,

en posant A =O, =[O] ou A=1I, =[1], il est facile de constater qu'elles
vérifient toutes deux le relation :°A= A,

Nous avons démontré que;(3) = 1, p,(3) = 2.

3 +1 7
Donc : 2°1®@*1 = 4 et 229" = 8. En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, 88€,(B) vérifie la relation :
8# A4
Toute matrice A inversible d8S€,(B) vérifie la relation :
4
A

Nous avons démontré qu@;(5) = 1, p,(5) = 2.

5 +1 7
Donc : 2°1®*1 = 4 et 2°2®"! = 8. En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, 88€. (B) vérifie la relation :
8# A4
Toute matrice A inversible d8S€. (B) vérifie la relation :
4
Al

Nous avons démontré que,(7) = 2, p,(7) = 3.
Donc 2°1™*1 = g et 2°2"** = 16. En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, 88€, (B) vérifie la relation :
16# A8
Toute matrice A inversible d8SC, (B) vérifie la relation :
8
A
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n=9: Nous avons démontré que;(9) = 1, p,(9) = 3.
Donc : 2°1@*1 = 4 et 272" = 16. En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, 88€,(B) vérifie la relation :
16# A4

Toute matrice A inversible dBSC,(B) vérifie la relation :
YA

n=11: Nous avons démontré que;(11) = 2, p,(11) = 3.
Donc ; 271401 = g et 2°2“°*! = 16. En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, 8B8€, (B) vérifie la relation :
16# AS

Toute matrice A inversible d8S€, (B) vérifie la relation :
-

n=13: Nous avons démontré qu@;(13) = 1, p,(13) = 4.

13) +1 7
Donc:2°1®@*1 = 4 et 272" = 32, En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, 8$€,(B) vérifie la relation :
32A: A4

Toute matrice A inversible d8S€ ,(B) vérifie la relation :
28A: |13

n=15: Nous avons démontré que; (15) = 3, p,(15) = 4.
Donc:2°1®*1 = 16 et 2°2%9"" = 32. En conséquence :

Toute matrice A, inversible ou non, BS€ . (B) vérifie la relation :
32A: A16
Toute matrice A inversible d8S€ . (B) vérifie la relation :
16
A,
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6.6. Autre formulation des Théoréemes 6-6, 6-7, 6tlet 6-12

Nous allons énoncer, sous une forme strictementvalgumte et en les regroupant, les
Théorémes 6-6, 6-7, 6-11 et 6-12 précédemmenligtab

Théoreme 6-15.
Désignons paro(n) la puissance de bouclage de la matrice inversible, n pair.

Toutes les matrices dB8S€, (B), n pair, ont comme polyndme annulateur commun le
A +1

polyndme deB[X] : x27M o xz2,

Toutes les matrices inversibles 8S€ A (B), n pair, ont comme polyndme annulateur

commun le polyndme dB[X] : x2/Mt-2 g

Désignons parp,(n) O N*, p,(n) U N* les puissances de bouclage de la matrice inversible
Ry, N impair (n#1).
Toutes les matrice8S€, (B), n impair (n#1), ont comme polyndme annulateur commun

" p2(n)+1 p1(m+1
le polynéme deB[X] : X? - X? :
Toutes les matrices inversibles @S¢ , (B), n impair (n#1), ont comme polynéme
R 2ﬂz(n)+l_2ﬂ1(n)‘fl
annulateur commun le polyndme @X] : X -1
Remarques

L’existence d’'un polyndme annulateur commun a tolge matrices d8S€ , (B), n pairou

n impair, n'a rien de surprenant. On peut en effet affiropee, beaucoup plus généralement,
toutes les matrices d#l , (B), admettent un polynéme annulateur commun (etedi@it une
infinité de polynémes annulateurs communs puisqué golynéme multiple d’'un polynéme

annulateur est lui aussi un polyndme annulateur).

La démonstration de cette proposition est imméditwete matrice A dell, (B) a comme
polyndbme annulateuy, , le polyndme caractéristique de A.

Soit alors :M = ppcm{ x,, AL M, (B) }.

M est clairement un polyndme annulateur commun tesdes matrices dé{ , (B).
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ANNEXE / CHAPITRE 6

THEOREME FONDAMENTAL DES MATRICES CARREES A ELEMENT S DANS B

Théoreme Fondamental et Définitions associées A6-1.
SoitA une matrice quelconque dé¢, (B).

1) Il existe une infinité de couples d’entie(g,,<,) O(NxXN*), &, > &, tels que :
A{Z =A{1
Désignons paf&,} 'ensemble des entiers dé figurant & gauche dans I'ensemble des

couples(é;,¢,) définis ci-dessyset par{fz} 'ensemble des entiers dé* figurant a
droite dans I'ensemble des coupls, {,) définis ci-dessus

2) Sil'on désigne pak, le plus petit élément de I’enseml{)l;ig}, il existe une infinité
d'entiersé, U N, avecé, >k, tels que :
AEZ :Akl
3) Sil'on désigne pak, le plus petit elément de I’ensem{afg}, il existe un couple
d’entiers uniquek,,k,) 0 (NxN*), k, >k, tel que :
Ak2 - Akl
On appelle ce couple d’entie(k,,k,) O (NxN*), k, >k, le couple d’entiers minimal
réalisant I'égalité Ak2 =k
4) Si A estinversible, alorsk, =0. Dans ce cas {1k, OJN*, unique minimal, tel que :
AX? = I, (I, désigne la matrice-unité dé  (B)).
Onaalors :A7t=AkT
Si A est non inversible, alorsk, ON* c. ad. k; >0.

5) Les entiersk, et k, ainsi définis sont déenommes puissances de bouclatfgjeure et
supérieure, relatives a la matrige

La puissance de bouclage inférieukg d'une matrice A inversible étant nulle,
sa puissance de bouclage supérieukg sera fréquemment désignée comme
étant la puissance de bouclage de la matAce

Remarque :.La démonstration de ce théoreme n’est pas tréxitdiffElle est entierement
fondée sur le fait qudl  (B) est un ensemble de cardinal fini.

Une version plus élaborée du Théoréme Fondameesain@trices carrées a €léments dains
apporte des précisions concernant les matrices imarsibles. || énonce en particulier
I'inégalité suivante k;, <r(A)+1<n, ou r(A) désigne le rang de A.
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CHAPITRE 7

Matrices de M, (B) symétriques par rapport aux axes meédians —
Matrices de BSC, (B) symeétriques par rapport aux axes medians

7.1. Définitions, notations, propriétés générales

Note :Dans tout le présent chapitre LIN*, p LIIN*.

Les notions d’axe médian (vertical et horizontal)n@ matrice deM  (B) ont déja éte

introduites dans le Chapitre 1 page 11. Elles semgdisent instantanément a une matrice
quelconque deit ,, ,(BB).

Définition 7-1. SoitA =[a ;] une matrice deit , ((B) (1<i<n,1<j<p).

On appelle matrice symétrique de par rapport a son axe médian vertical la matrice
A'=[a;;]deMm (B) (1<i<sn,l< < p)obtenue en opérant une symetrie des éléments

deA par rapport a son axe médian vertical

On a dong, par definition mémeli =1an, Oj=1a p: a;;=a ,_j,;-

Remarques :

Si p est pair (p =21, n[ON*) 'axe médian vertical de A (ainsi que celui #¢) passe
entre lesn®™ et (7 +1)“™colonnes de A (et da").

Si p est impair p=2n1+ 1 n00 N) I'axe médian vertical de A (ainsi que celui A&) se
confond avec lag + J1*colonne de A (et d&").

Définition 7-2. SoitA =[a ;] une matrice deit , ((B) (1<i<n,l<j<p).

On appelle matrice symétrique de par rapport a son axe médian horizontal la matrice
A" =[a";]deMm ,(B) (1<i<n,1<]j<p)obtenue en opérant une symétrie des eléments
de A par rapport a son axe médian horizontal

On a dong, par definition mémeli =1an, Oj=1a p: a";=a,,,-

Remarques :

Si n est pair =2v, v N*) I'axe médian horizontal de A (ainsi que celui A&) passe
entre lesv °™ et (v + 1) ®™lignes de A (et d&\").

Si n est impair i=2v+ 1vUN) 'axe médian vertical de A (ainsi que celui 4¢) se
confond avec lag + 1°*ligne de A (et deA").

Exemple :

Soit A la matrice génerale de M(IB).

A, &, a5 ay
A =la, a, a, a,|.Onaalors:

a’31 a32 a33 a34
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a14 a13 a12 a:I.l a31 a32 a’33 a34
A= a24 a23 a22 a21 ! A" = a'21 a22 a23 a24 )
A A3 Ay Ay ay, p Q3

Définition 7-3. SoitA =[a ;] une matrice deit , ((B) (1<i<n,1<j<p).

A est dite symétrique par rapport & son axe médiaticad, si elle est égale a sa matrice
symétrique par rapport a son axe meédian vertical.

Onaalors:Oi=1an, Oj=1lap: a;=a,;., (V).
On dira aussi que la matric& présente une symétrie médiane d’axe vertical, owgleégé,
que la matriceA est « smav .»

Définition 7-4. SoitA =[a ;] une matrice deit , ,(B) (1<i<n,1<j<p).

A est dite symétrique par rapport & son axe médiaizbotal, si elle est égale a sa matrice
symétrique par rapport a son axe meédian horizontal

Onaalors:Oi=1an, Oj=1lap: a;=a,5,; (O).
On dira aussi que la matricA présente une symétrie médiane d’'axe horizontal,eou,
abrégé, que la matricA est « smah.»

Définition 7-5. SoitA =[a ;] une matrice deit , ,(B) (1<i<n,1<j<p).

A est dite symétrique par rapport a ses deux axesamgdvertical et horizontal), si elle est a
la fois égale a sa matrice symétrique par rappogod axe médian vertical et a sa matrice
symétrique par rapport a son axe meédian horizontal

Les élements,; (1<i<n,1< < p)deA satisfont alors simultanément aux relatidu}et

(h) ci-dessus
On dira aussi que la matricA présente une double symétrie médiane ou, en abgégéla
matrice A est « sm.»

Remarques :
Toutes ces définitions demeurent valables si :
- p=1,c.ad. si A est une matrice-colonne (notonsltpuést alorspso factosmav),

- n=1, c. ad. si A est une matrice-ligne (notons ge’elt alorgpso factosmabh),
- n=p, c.ad. si A estune matrice carrée.

Note : Dans le cas particuliemn= p = s deux matrices dé#{ ,, (B), a savoir [ 0] et
[1],, sont smav, smah et donc sm.

Définitions 7-6. Nous désignerons par :
M, [SMAV(B) I'ensemble des matrices smav.ilg, ,(B),

M, [SMAF(B) 'ensemble des matrices smah.dlg, | (B),
M, [SM(B) 'ensemble des matrices sm.dig, ,(IB).

Remarque :

Toutes ces notations demeurent valables pour léscescolonnes p= ) les matrices-
lignes (n = J) et les matrices carréen € p).
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Théoreme 7-7.

M, [SMAV(B), M, [SHAFHB) et M [SM(B) sont des sev dil ,  (B).
dim (M, ,/[SMAV(B)) = n7, si p estpair(p=27n, nIN¥),

dim (M, ,/[SMAV(B)) = n (nn+1), si p estimpair(p=27+1, nlN).
dim (M, ,/[SMAFH(B)) = v p, sin estpair(n=2v, vIIN¥),

dim (M, /SMAFH(B)) = (v +1)p, sin estimpair(n=2v+1, vIN).

dim (M, ,/SM(B)) = v n, sin etp pairs,

dim (M, ,/SM(B)) = v (nn+1), sin pair, p impair,

dim (M, ,/SM(B)) = (v+1)7, sin impair, p pair,

dim (M, /[SM(B)) = (v+1)(7+1), sin et p impairs.

En particulier, s’agissant des matrices carréesrdie n (si donc :n= p LIN?*) :
dim (M, ISMAV(B)) = 2v?, sin est pair,

dim (M, [SMAV(B)) = 2v (v +1), sinestimpair,

dim (M, ISMAF(B)) = 2v?, sin est pair,

dim (M, ISMAFH(B)) = 2v (v +1), sinestimpair,

dim (M, /SM(B)) = v?, si n est pair,

dim (M, ISM(B)) = (v+1)?, si nestimpair

Preuve : immédiate.

Remarques :
Comme toute matrice-colonne est smav, onM ;, /SMAFH(B) = M . /SM(B).

Comme toute matrice-ligne est smah, on.#; , /SMAV(B) = M, ,/SM(B).
Exemples :
1) Comme indiqué antérieurement, les matricey,[é [ 1], sont smav, smah et donc sm.

Plus géneralement, la matrice nullg , (O nON*, O pUN*) est smav, smah et donc
sm.

n revanche la matrice-unité d’ordre n (pour n LJN* —{1}) n’est ni smav, ni smah, ai
fortiori sm,

2) Dans tout ce qui suit les lettres minusculesgiéent des éléments e

b b b"

fla b b a
UM, ISMAV(B),
|a’ b b a '
[a a a"' a"
b | UM, /SMAV(B),
a
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a b c c b a
"bc ¢ b oa|l0mM,/SM(B)
| a b ¢c ¢c b a
[a
b
o OM,/SMB), [a b c b a]OM, /SMB) (*).
|a
a a ab a a
0 M, ISMAV(B), 0 M, ISMAH(B), 0 M, ISM(B).
(b b a b a a
_ b b
a b a al b b al
a a
a b a|lUM,/SM(B), UM, ISM(B).
a b b a
a b a
- a b b a

(*) Rappelons que toute matrice-colonne gm®o facto smav et que toute matrice-ligne est
ipso factosmah

Matrice J

Nous avons déja introduit (cf. Chapitres 1 pageld hyatriceJ,, d’ordren.

Définition 7-8. J, =[g;;] (1<i<n,1<j<n)estla matrice deit, (B) (nJN*) dont les
seuls éléments non nuls sont ceux de*f&dlagonale :

[0 0 . 0 1]

00.10
J,=|. . . . .

01 .00

1 0.0 0
Onadonc:g;; = 1 sii+j=n+1let g, =0sii+j#zn+1
Remarque 1 :

J,, est symétrique ou encore 1-symétrique [ , (B)) ou encore 1§, (B)) ,

J, est 2-symétrique (1! 2-S , (B)),

J,, est bisymétrique (,JJ BS , (B)).

De plus : J U BSC, (B). Rappelons que J=B,, (oU{Bni}, 1<i<n, désigne la « base
canonique » d@SC , (B)).
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Remarque 2 :
Pas plus qué,, la matriceJ, n’est ni smav, ni smah, aifortiori sm, 0 n [ N* —{1}.
Cependant la matricd, joue un role important dans I'étude des matraesiettant une

symétrie par rapport a 'un de ses axes medians.
Se reporter au Chapitre 1 (page 11) et au déb@hdyitre 5 (page 169) pour un rappel des
principales propriétés de la matridg.

Théoreme 7-9.Soit AL M, (B).

(1) AUM ISMAVB) - A.J = A

(2) AUM, ISMAFB) = J,.A = A,

(3) AUM, ISMB) -« A.J =J .A=A.

Preuve :
Démontrons le Point (1). Posons :
A =[a,;] (1si<sn1<j<n),

J, =1[g9;;] (I=isn1l<j<n),
P=A.J =[p;] (Isisnl<j<n).

Onadonc:p; = > a,0,; .
k=1

Concernant), : g,; = 1 pourk+j=n+1g,;, = 0 pourk+j#n+ 1

Le seul terme non nul dans le sigEe ci-dessus correspond don&k&n—-j+ 1
Par suite :p;; = a4 -
Or:A.J,=A= a,;,= 4a;.

Il en découle que A est smav (cf. Définition 7-3).
La réciproque est immédiate.

Démontrons le Point (2). Posons :

A =[a;] (1si<sn1<j<n),

J, =1[g9;;] I=isn1l<j<n),
Q=J,.A=[g,] (Isisnl<j<n).

Onadonc g ; = > 9,8 -
k=1
Concernant), : g, = 1 pouri+k=n+1, g, = 0 pouri+kzn+ 1
Le seul terme non nul dans le sigEa ci-dessus correspond donk& n—-i+ 1.
Par suite .¢g;; = a,.,, -
Comme:J, . A=A = a.,,; = a&;.

Il en découle que A est smah (cf. Définition 7-4).
La réciproque est immédiate.

Le Point (3) découle directement des Points (12)eti-dessus.
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Théoréme 7-10.Le déterminant de toute matrice d&, /SMAV(B), le déterminant de toute
matrice deM  /ISMAFH(B) et le déterminant de toute matrice dé  /SM(B), d’ordre

nON* —{1}, est nul Toutes ces matrices sont donc non-inversibles
Pourn=1:det([0])=0maisdet([1])=1.

Note : La matrice [ 1 ] est donc la seule matrice symétrique par rappedsaaxes médians
dont le déterminant n’est pas nul.

Preuve :
Pourn = 2, toutes ces matrices ont, par définition méme, diubeurs lignes ou deux de leur

colonnes égales, ce qui suffit a entrainer latéutle leur déterminant.

7.2. Propriétés générales de la multiplication maicielle mettant en jeu des
matrices symetriques par rapport a un axe médian

Cette section ne prétend pas mener a bien une @xbaustive de la multiplication
matricielle de matrices symétriques par rapporua He leurs axes médians. Nous nous
limiterons dans ce qui suit aux seules matricegéeard’ordren et nous nous contenterons
de mettre en avant quelques propriétés signifieativ

L’une de ces propriétés est que la symétrie pgraid@ un axe médian est « propagee » par la
multiplication matricielle. Lorsque I'on multipli@ne matrice de# , (B) quelconque (ne

présentant donc aucune propriété de symétrie paoraa un axe médian) et une matrice de
M [SMAV(B) ou deM  [SMAFH(B), la matrice-produit résultant d'une telle muligaition

(sous réserve que celle-ci soit effectuée dansirfoadéquat) est une matrice appartenant a
M [SMAV(B) ou deM  /SMAFE(B).

C’est ce que résument les théoremes qui suivent.

Théoréme 7-11. A M /SMAV(B) et BO M (B) = BA O M, ISMAV(B).

Preuve :
AL M ISMAV(B) - A.J, = A (Cf. Point (1) du Théoréeme 7-9).
Donc : BA= BA.J, etdonc:BAJ M, /[SMAV(B).

Théoréme 7-12.A0 M, ISMAF(B) et BO M, (B) = AB O M, ISMAFB).

Preuve :
AL M ISMAFB) - J,.A = A (Cf.Point(2) du Théoreme 7-9).
Donc : AB = J,. AB etdonc: AB1 M /SMAFH(B).

Théoréme 7-13.
AO M ISM(B) et BO M (B) = BAOM, /[SMAV(B) et ABO M, [SMAFH(B).

Si de plusAB = BA (autrement dit, si le produAB est commutafif: AB [J M /SM(B).
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Preuve :
AL M ISM(B) = AL M ISMAV(B) = BAL M, ISMAV(B) (cf. Théoreme 7-11).

AL M ISM(B) = AL M ISMAF(B) = BAL M, ISMAFB) (cf. Théoreme 7-12).
Enfin, si AB = BA, sachant qu& . A = A (puisque A est smah) et que A,.= A
(puisque A estsmah)J,. AB =AB = BA =BA.J, = AB.J,.

Le Point (3) du Théoreme 7-9 permet de conclureAfie] M, /SM(B).

7.3. Multiplication matricielle dans M /SM(IB)

Concernant les matrices dé  /SM(B), n impair, il est commode d'utiliser la terminologie
suivante.

Définition 7-14. SoitA U M, /SM(B), n impair (n=2v +1,v N).
Oi=1a 2v+], I'élementa, ,,, de A sera dénommé element central de la ligne
Oj=1a 2v+1] I'élémenta,,,; deA sera déenommé élément central de la colonne

La lignev +1 sera dénommée ligne centrale Ale elle renferme tous les éléments centraux
des2v +1 colonnes dé\.

La colonnev +1 sera dénommée colonne centrale Ale elle renferme tous les éléments
centraux dev +1 lignes deA.

L'éelement,,, ., Situé a lintersection de la ligne centrale et ldecolonne centrale dé

sera dénommé élément centralAle

Désignons comme d’habitude p@y, la matrice nulle d’ordre.

Théoréme 7-15 - Théoréme du produit de matrices dé{ , /SM(B).

(1) AOM, /SM(B), BO M /SMH(B), npar = A.B =0,.

(2) AOM, /SM(B), BO M ISMHB), nimpair = A.B OM_ ISMH(B).
Dans ce dernier cagn impair), I'élément géneériques; (1<i<n,1<j<n) de la
matrice C = A.Bvaut:c, =a ,,b,,;.

(Les éléments dé = A . Bne font intervenir que les éléments centraux dpgsel deA

et les éléments centraux des colonneB)e

De plus, si tous les éléments centraux des ligees du si tous les éléments centraux
des colonnes dB sont nuls, alorsA.B =0, .

Preuve :

Point (1) :n pair (n=2v, v ON*).
Soient: A =h;] (1sis2,1<j<), B =[h;] (Isis2v,1<jsw).

Posons:C = A.B =[] (1sis2v,1<j<sw).

2V v 2V
Ona:c; = Y ah; = Xah; + Xab;.
k=1 k=1

k=rv+1
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AOM ISMB) = Asmav= a, =8, (cf. Définition 7-3).
BOM,/[SMB) = Bsmah= b, =b,, ., (cf Deéfinition7-4).

Etdonc:c; = zambk + zau 2v—k+1 By e -

k=v+1

Dans le ?m65|gnez, procédons au changement d’'indice v —k +1. |l vient :

zaikbkj +zaik'bk'j =0
k=1 k=1

Le Point (1) est donc démontré.

Point (2) :n impair (n=2v+ 1Lv ON).
Soient: A =h ;] (Isisv+11<j<sv+1), B =[h,] (Isisw+11<j<s2w+1).
Posons:C = A.B =;] (lsis2v+11<j<2v +1).

v+l v+l

Ona:clj = Zaikh(] Zalkbkj +a|v+1 v+l j +Zalkbkj'
k=1

k=v+2

AUM ISMB) = Asmav= a, =a, ., (cf. Définition7-3).
BUM,/SM(B) = Bsmah= b, =b,, ,.,; (cf. Définition 7-4).

v+l

Et dOﬂC:CIj Zam bkj + a|u+1 v+L + Za1 2v-k+2 2v—k+21'

k=v+2
Dans le ?me&gnez procédons au changement d’indike v -k +  llient :

Zalkbkj +a|v+1 v+1 | Zalkbkj - |v+1 V+1]

Cette relation fournit I'élément « générique » dematrice produit A . B. On constate bien

que les éléments de A . B ne font intervenir qeeéléments centraux des lignes de A et les
éléments centraux des colonnes de B).

Si tous les éléments centraux des lignes de Aidous les éléments centraux des colonnes

de B sont nuls (*), c.-a-d. sig;,,, = 0 (1<i<2v+1), ou si:b,,,; = O(l< j<2v +1),
alors:c; = 0 (lsis2v+ 11<j<sv+1),etdonc:A.B =O,

Reste a démontrer que le produit A . B est symggripar rapport & ses 2 axes meédians.

Il s'agit donc d’établir, poul<i<2v+ @&tl< j<2v+1 les égalités suivantes:
Cj = Chiwzj €L C; = Cpjip-

C2V—i +2 = a2|/ i+2 v+l b|/+1j ’ et comme A est Smam‘?v—ﬂz v+l :ai v+l
Donc:c,, ,,; = &,,b = ¢;.Onenconclutque C =A.B est smah.

i v+l Mu+l
Calcul similaire pour déemontrer que;; = ¢ ,,_;,, etdoncque C =A.B est smav.
Finalement : A . BL M /SM(B).
Le Point (2) est donc démontré.

(*) Note :
Il s’agit la d’'une condition suffisante, maisn nécessaire. Il faut et il suffit en effet, pou
que I'élémentc ; soit nul, que I'un ou l'autre de ses facteuss,(; ou b, ;) soit nul.

v+l j
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Exemples :

n=3

a b ajla b a bc bd' bc

c d c||c d c'|=|dc dd dc

a b alla b a bc bd bc

n=5

a b b allaa b ¢ b a] [ceg ch ci' ch ce]
d f g f djd f g f d g€ gh gi' gh g€
e h i h efle h i* h €|=|ie’ ih i"'" ih ie
d f g f djd f g f d ge€ gh gi' gh gé
la b c b ajja b ¢ b a] |cg ch ci' ch cé€|

Comme nous l'avons démontré, n’interviennent dasséléments de la matrice produit que
les éléments centraux des lignes de la matriceadehg et les éléments centraux des colonnes
de la matrice de droite.

Il est également clair, dans le cas p& exemple, que si=g=i=0ousie=h'=i'= (,
alors la matrice produit résultante est nulle.

Le théoréme qui suit est une conséquence directdéaréeme 7-15 qui précéde.

Théoreme 7-16.

(1) AU M, /SMB), npar, = A“=0,, OkON*

(2) AO M, ISH(B), nimpair, = A* O M ISMB), Ok ON*,

De plus, si tous les éléments centraux des ligees du si tous les éléments centraux des
colonnes dé\ sont nuls, alors A* = O, , Ok ON*,

Preuve : Immédiate.

7.4. EnsembleBS  /SM(B)

Théoreme 7-17. SoitA une matrice symeétrique - ou encdrsymétrique (A LI S, (B) ou
1-S,(B)). SiA est smav (resp : smah), alors elle est smah (respav) et donc bisymeétrique
et sm.

Soit A une matrice 2-symetriqu@ [ 2-§S, (B)). Si A est smav (resp : smah), alors elle est
smah (resp : smav) et donc bisymétrique et sm.

Preuve :

Ceci résulte du fait que la 1-transposition ou lgabsposition transforme une symétrie
verticale en une symétrie horizontaleviee versa
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Définition 7-18. Nous désignerons pass ,/SM(B) 'ensemble des matrices d’ordre

(nON*) tout a la fois bisymétriques et symétriques pg@pat a leurs axes médians

Remarque concernant les notations :
Les ensembles que l'on pourrait note 14SMAFH(B), 1-S , /SMAV(B), 1-S ,/SM(B),

2-§  ISMAFH(B), 2-S ,ISMAV(B), 2-§ ,ISM, ainsi que les ensembl&BS , /SMAFH(B),
BS , ISMAV(B), ne seront jamais designés sous cette formesellsonfondent tous avec
I'ensemblesS , /SM(B).

Exemples :

[a] est la matrice « générique » 88 ,/SM(B).

a
} est la matrice « générique » 88, /SM(B).

la a
[a b a
b ¢ b/ estlamatrice « générique » 86 ,/SM(B).
la b
[a b b a
b ccb
est la matrice « générique » 88 ,/SM(B).
b ccb
la b b a
la b ¢ b al
b d e db
c e f e c| estlamatrice «générique »88 ./SM(B).
b d e db
la b ¢ b aj

Théoréme 7-19. L’'ensembleBS  /SM(B) est un sev de I'ensemisBs | (B).

- si nestpair (n=2v, vUN*): dim (BS,/SM(B)) = V(V2+l),

v+Dhv+2
-

- si nestimpair(n=2v+1, vON): dim BS ,/SM(B)) =
Preuve :

Ces résultats découlent de ceux établissant landiioe desS , (B), en prenant en compte la
propriété de symétrie par rapport aux axes méd{&isThéoréme 1-23 du Chapitre 1).
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7.5. EnsembleBSC . /SM(B)

7.5.1. Propriétés générales

Définition 7-20. Nous désignerons p#S€  /SM(B) 'ensemble des matrices d’ordre de
BSE , (B) qui sont symétriques par rapport a leurs axes anesli

Exemples :

[a] est la matrice « générique » 88€,/SM(B).

[a a . L
. a} est la matrice « générique » 88€, /SM(B).
[a b a
b 0 b| estlamatrice « générique »88C,/SM(B).
la b a
fa b b a
b a+b a+b b . o
est la matrice « générique » 88€ ,/SM(B).
b a+b a+b b
la b b a
fa b ¢ b a]
b a+tc 0 a+c b
c 0 <c¢ 0 c|estlamatrice « génériqgue »88C./SM(B).
b atc 0 a+c b
la b ¢ b aj

Théoreme 7-21.L’'ensembleBSEC /SM (B) est un sev de 'ensemidBS€  (B).
- si nestpair (n=2v, vUN*): dim (BSC,/SM(B)) =v,
- si n estimpair (n=2v +1, v ON*) : dim (BSC,/SM(B)) =v +1.

Preuve : Immédiate.

Remarque :
Lorsquen est impair, il existe des matrices non nulles¥€ /SM(B) qui sont le carré

d’une matrice dé&8S€ , (B). Ceci résulte des Theoremes 5-7 et 5-8 du Cleapitr
01 ol

Exemple : 0 0| U BSC ,/SM(B) et 1) =

01 0

R O R
o - O
R O R

0
0
0

N o S
N o S
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En revanche, lorsque est pair, une matrice non nulle 88€, /SM(B) ne peut jamais étre
le carré d’'une matrice d8SC, (B). Ceci resulte directement des Théoremes 5-56Gtb-

Chapitre 5. En effet, la symétrie par rapport aygsamédians impose I'existence dans la
signature d’une telle matrice d’au moins un élénmamt nul d’indice pair.

Théoreme 7-22. Une matriceA de BSC, (B) appartient aBSC ,/SM(B) si et seulement si

sa signature (ligne ou colonne) admet une symétidxe médian, autrement dit si et
seulement si :

- sa signature-ligneA estsmav(c. ad. A U M,  /SMAV(B)),
ou Si:
sa signature-colonngA | est smafic. ad.|A| O M, , ISMAF(B)).

Preuve :
Raisonnons sur la signature-colonne.

L'implication : A U BS€ /SM(B) = |A| estsmah est évidente.

En effet : ALl BSC,/SM(B) = A est smah.
Par suite, tout vecteur-colonne de A est smah,aeticplier le £ vecteur-colonne qui n’est
autre que|A|.

Démontrons la réciproque.
Par hypothése|A | est smah (c. adA| U M, ,/SMAH(B)).

Nous allons montrer qu'il en découle que tout veetolonneC, (Ui, =1an) de A est

smah.
Désignons, comme d’habitude, daB,} (1<i <n) la base canonique ®5¢C , (B).

D'apres le Théoreme 3-10 du Chapitre 3, le prodeita matrice A par B est la matrice de

$BS€ , (B) dont la signature-colonne est €gal€ a

Onadonc.ABio ‘: C .

o
Or:AlBS ISM(B) = AL BSC, /SMAHKH(B).
La matrice B, ne présente, en regle générale, pas de propeés§rdétrie par rapport a un

axe médian (elle n'est, en toute généralité, nivsmamabh).
Mais le Theéoreme 7-12 ci-dessus permet de concjueele produit A B appartient a

M, /SMAFB).

La partie directedu présent Théoreme 7-22, démontrée plus haumgiemaintenant de
conclure :

AB,, U M, /SMAH(E) = |AB, | estsmah.

On en deduit que la matrice-colon@g (Ui, =1an) est smah.

Le Théoréme 7-22 est donc ainsi démontré.
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7.5.2. Multiplication de matrices deBS€, /SM(B)

Nous allons tout d'abord démontrer le lemme suivant

Lemme 7-23. SoitA L1 BSC,/SM(B), n impair.

Si I'élément central de la signature deest nul, alors tous les éléments centraux de tdates
lignes et de toutes les colonnesAdsont nuls

Nous allons donner 2 démonstrations de ce Lemme.

La 1°® démonstration correspond & celle donnée danS9¥drsion de cette étude. Elle est
sans difficultés, mais plutét longue. Nous la repisdns ici a titre documentaire.

La 2™ démonstration s'appuie sur le fait que I'ensendss coefficients de la matrice A
satisfait a la Relation des Voisins Immediats égendans le Théoreme 3-15 du Chapitre 3.
Cette 2™ démonstration est encore plus simple et, pour dires instantanée.

Preuve 1
Soit AU BSC,/SM(B), n impair (n=2y +1, v LN).

En raison de la bisymétrie de A, si I'élément caintie | A | est nul, alors I'élément central de
E est également nul, et réciproquement. Placons-mauns cette hypothése et désignons,
comme d’habitude, pgrB,} (1<i <n) la base canonique ®5€, (B).

La colonne centrale de A est la colorm@g, . D’aprés le Théoréme 3-11 du Chapitre 3, on a :
C:|/+1 = B|/+l' |A| )

Explicitons ceci sous forme matricielle (les élémsanuls de B,, ont été laissés a blanc) :

1 &
1 1 a,
1 1 1 a,

1 | a,_
1 Ce e 1 a,
C. = |1 1 | 1| a,.,
1 Ce e 1 a,.,

1 | a,.,

1 1 1 a,

1 _a2v+l_

235



Version 2 Richard Riedel

Comme AL BS€,/SM(B) : |A| estsmah eg est smav (cf. Théoréme 7-22).
Onadonc Ui, 1<i<v, a,,,, = &.
Il en résulte queC ,, est smabh.

Ecrivons les eéléments dg,,; sous la forme suivante, qui met en évidence lactare smah
deC,,, :

C e
c(2)
cd

c(v -1
c(v)
Cou = |Cvt])).
c(v)
c(v -1

c(.3)
c(2)
L c@ |

Introduisons maintenant les coefficiers (1<i<v +1) définis dans la Section 5.3.2. du
Chapitre 5 :

A= a Ay
A2 = a2 + a2l/
A; = oAy,
A= a8 o,
Av = av + a'v+2
Av+1 = a'v+1

Distinguons a ce stade les gagair ety impair.

Caslv pair:v=2v'(v'ON),c.ad.n=4v +1

Distinguons les éléments @ ,, d’indice impair et ceux d’indice pair.
Ona:
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c@® = A
c@® = Al + Ay
cd = As + As + Ay
cv-1) = A+ + A ALt A,
cv+l) = A + A + + A ALt A,
et:
cd = A
c@d = A A
c6 = AL + A, A
cv-2) = AL+ o+ AL+ AL A
cv) = A + A + .+ A, + A, A

Comme AU BSC,/SM(B) : |A| est smah eg est smav (cf. Théoreme 7-22). Donc :

a, = Ay
a, = 3,
a; = Q4
ai = a2v—| +2
a = .

Il s’ensuit que tous les coefficienty (1<i<v) sont nuls.

Par conséquentc (indice impair) =A,,,= a,,, et c(indice impair) = 0.

Mais comme, par hypothése, I'élément central dggaature de A est nula,,, = 0.
On en conclut quec(i) =0, 1<i<v+1.

Le lemme est donc bien établi pour 4v + (A ON*).

Cas2v impair:v=2v +1(v'ON),c.ad.n=4v + 3

Distinguons a nouveau les élémentsQje d’indice impair et ceux d’indice pair.
Ona:
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C(l) = A/+1
c® = Ay + Ay
c® = As * Ay + Ay
cv-2) = A, + .ot A+ AL+ Ay
cv) = A + A + .+t A, + AL+ AL
et:
c@d = A
@ = A, + A
ce = A + A A
cv-2) = A+ o+ AL+ AL A
cv) = A + A + + A, + A, + A

Comme AL BS€/SM(B) : |A| est smah eE est smav (cf. Théoréme 7-22). Donc :

a, = Ay
a, = 3,
a; = Qy,
& = Q4
a = .

Il s’ensuit que tous les coefficienty (1<i<v) sont nuls.

Par conséquentc (indice impair) =A,,,;= a,,, et c(indice impair) = 0.

Mais comme, par hypothése, I'élément central dggaature de A est nula,,, = 0.
On en conclut quec(i) =0, 1<i<v+1.

Le lemme est donc bien établi paur 4v + (13'[IN).

Finalement le lemme est bien démontré pour tounpair.

Preuve 2
Soit AU BSC,/SM(B), n impair (n=2v + 1, vIUN).

D’aprés le Théoréme 3-15 du Chapitre 3, I'enserdbke coefficients de la matrice A satisfait
a la Relation des Voisins Immédiats (RVI).

Raisonnons sur les lignes.

L'élément central deA (c.-a-d. de la ¥°ligne de A) est nul.
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La RVI appliquée a cet élément central de 34 ligne de A, - en tenant compte de ce que
A est smav -, entraine immédiatement que I'élémentral de 2"°ligne de A est nul.

La RVI appliquée a I'élément central d&"2ligne de A, - toujours en tenant compte de ce que
A est smav -, entraine immédiatement que I'élémentral de 3"ligne de A est nul.

et ainsi de suite.

Par une récurrence immediate, on en déduit quelésusiéments centraux dedignes de A
sont nuls.

En raison de la bisymétrie de A, tous les élémeensraux des colonnes de A sont nuls.

Théoreme 7-24 - Théoréme du produit de matrices d85€ ,/SM(B) (Version 1).
(1) npair: AL BSC, /ISM(B), BU BSC,/SMB) = A.B=B.A =0,.
(2) nimpair: AU BSC, /SM(B), BLU BSC, /[SMB) = A.B=B.A
L BSC, /SM(B).
Dans ce dernier cagn impair), I'élément générique;; (1<i<n,1<j<n) de la
matriceC = A.B = B.Avaut:¢,;=a,,b,, ;. (Les éléments d& . B ne font

intervenir que les éléments centraux des lignesiatblonnes dé et deB).
De plus, si I'élément central de la signature Aleest nul ou si I'élément central de la
signature deB est nul, alors A.B = B. A =0, .

Preuve :
Ce théoréme est la transposition du Théoreme 7FbB&ofeme du produit de matrices de
M [SM(B) dans le cas particulier de matrices 88€  /SM(B). La commutativité du

produit en découle: A.B = B . A.

La spécificité du Théoreme 7-24 réside dans laidesrproposition : lorsque est impair, il
suffit que I'élément central de la signature de @i swul ou que I'élément central de la
signature de B soit nul, pour que le produit A =BB . A soit nul.

Ce dernier point est une conséquence directe dumeem-23 précédemment démontré.
Supposons que I'élément central de la signatur& deit nul. Le Lemme 7-23 permet alors
d’affirmer que tous les éléments de la colonneraént(et de la ligne centrale) de A sont

nuls. Le Théoréme 7-15 permet dés lors de conques A.B = B.A O, .

Le Théoreme 7-25 qui suit reformule le Théoremed7d2 fagon différente, un peu plus
restrictive toutefois :

Théoréme 7-25 - Théoréme du produit de matrices d8S€C, /SM(B) (Version 2).
(1) npair: AQOBSC./SM(B), BO BSC, /ISMB) = A.B=B.A =0, .
(2) nimpair: AL BS€, /SM(B), BU BSC,/SM(B) ET élément central dpA |
et donc deA ) nul OU élément central d¢B| (et donc deB ) nul
= A.B=B.A =0

n *
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Théoréme 7-26 - Théoréme du carré des matrices @B5€, /SM(B).
SoitA [0 BSC, (B), npair : A? = 0O, = ALBSC, ISM(B).

SoitA [ BS€ (B), nimpair : A> = O, < ALSBSC, ISM(B) ET

élément central déA | et dez = 0.

Ce théoreme énonce une condition nécessaire &au#f pour que le carré d’une matrice de
BSE , (B) soit nul. Il affirme que, pour qu’il en soit aind faut et suffit que cette matrice soit

symétrique par rapport a ses axes meédians, et qute®, sin est impair, I'élément central de
sa signature soit nul.

Preuve :
L’implication dans le sens suivant :

A Ll BSC ISM(B), n pair = A* = O,,
A L BSe,/SM(B), nimpair, et élément central | etdeA = 0 = A® = O,,

n

résulte directement du Théoreme 7-25 qui préceaug faisant : B = A).

Nous allons fournir une démonstration du Théorer®6,7qui établit simultanément les 2
sens des équivalences énoncées.

Nous ferons appel a certains résultats obtenus ldaBection 5.4. du Chapitre 5 (consacré a
I'étude des carrés des matricesBEC  (B)).

Cas 1 n pair (n=2v, vION*).

Introduisons les coefficients, (1<i <V ) représentant les coordonnées impaireg delans
la base canonique dBSC, (B). (Rappelons que les coordonnées paired tielans la base
canonique déBS€  (B) sont toutes nulles).

A*> =0, = |A’[=0 « a =0 @<isv).

Par ailleurs, la matrice de passage(l<i<v) - A (1<i<v) est la matrice T
suivante (cf. Section 5.4.1) :

A 110.0.00( a a,
A, 011.0. 00| a a,
A, 001.0 . 0 0]} a a,
S S
A 000.1 . 00| a " a;
A 000.0O011}a, a,.,
A, 000.0O0OT1]]a, a,
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Or T,' estinversible. Déslorsg, =0 (l<i<v) < A =0 (@A<i<v).

Rappelons que I'on a (cf. Section 5.3.1.) :

Al = al + a2v

A, = a, * a,,
A3 = a3 + a2V—2
A = a t oA,y

Av—l = av—l + a

V+2

Av = av + a|/+1

De ce fait :
a:l. = a2|/
a2 = a2|/—1
aS = a2|/—2

A =0 (<i<gv) = T "« |A| smah (et doné smav).
a = Qia —
a1 =
av = av+1

Le Théoreme 7-22 permet maintenant de conclure :

|A| smah (et dongsmav) - ADBSC, ISM(B).

Cas 2 n impair (n=2v+ 1 vN).

Introduisons les coefficients, (1<i <V ) représentant les coordonnées impaired telans
la base canonique dBSC, (B). (Rappelons que les coordonnées paired tielans la base
canonique déBS€  (B) sont toutes nulles).

A* =0

n

- |A’[=0 - a=0 @<isv+)

Par ailleurs, la matrice de passage(l<i<v+1) - A (1<i<v+1)estévidemmentla

matrice T}, suivante (cf. Section 5.4.2.) :
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'A] [110.0.000]|[a] [ a, ]
A, 011.0.000]||a, a,
A, 001.0.000]||a, a,
Al=/000.1.010]||la |=T4,|a
A, 000.0.110]||a, a,.,
A, 000.0.011}|a, a,
'A.] |00O0.0.00 1]|a,.,] Q.|

Or T estinversible. Dés lors :

v+l

a =0 (I<isv+1l) - A =0 (<i<v+1.

Rappelons que I'on a (cf. Section 5.3.2.) :

Al = q Ay
A2 = a2 a,,
A3 = 9,
A = a + a3,
A, = a + a.,
Av+l = a"/+1
De ce fait :
a = Ayy
a2 = a2|/
a, = a,._ A
5 -1 | A|smh(etdonc A smv)
0 A<i<y+1) - - ET I'élémententrala
_ . Q.
& 2v-iv2 de|A| etdoncde A) estnul.
a = 8.
a, = 0

Le Théoreme 7-22 permet maintenant de concluregpien effet :
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|A| smah (et doné smav) A [ BS€C, ISM(B)
ET ET
élément centrah, ., de|A| etde A élément centrak,,, de |A| et de A
nul nul

Le Théoreme 7-26 (Théoréme du carré des matriceBSde, /SM(B)) est ainsi démontré
pour toutn pair ou impair.

7.5.3. EnsembleBSe, /SM*(B)

Les résultats précédents nous invitent a introdi@nsembleBSE€ , /SM*(B) suivant.

Définition 7-27. L'ensembleBSE , /SM*(B) est défini comme suit :
Pour n pair : BSC, ISM*(B) = BSC,/SM(B).
Pour n impair : BS€ /[SM*(B) LI BSC, /SM(B), et:
A L1 BSC, /ISM*(B) sietseulementsi:AlL BSC,/SM(B) ET
élément central & | et deA = 0.

Autrement dit :

- pourn pair,BS€  /SM*(B) se confond aveBSEC, /SM(B),
- pour n impair, BSC , /SM*(B) est le sous-ensemble d&SC  /SM(B), constitué des
matrices dont I'élément central de la signaturenekt

Théoréme 7-28. Soit n=2v +1, v N*,
BSC, /SM*(B) est un sous espace vectoriel BSE, /SM(B) de dimension égale &

Preuve : Immédiate.

Remarque :
Pourn=1, BS€,/SM*(B) se compose de la seule matrice n{ll¢, .

L'introduction de I'ensembleBSC , /SM*(B) permet de reformuler le Théoreme 7-25
(Version 2) sous la forme suivante :

Théoréme 7-29 - Théoréme du produit de matrices d8S€, /SM(B) (Version 2).
(1) npair: AOBSC,/ISM(B), BSC ISM(B) = A.B=B.A =0,.
(2) nimpair: AU BSC,/[SM(B), BL BSC,/SM*(B)
ou = A.B=B.A =0
Al BSC,/SM*(B), B BSC, /SM(B)

n -
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Remarque :
Bien noter, dans le casimpair, qu’il suffit que I'une des 2 matrices intenant dans la

multiplication appartienne 8S€, /SM*(B), pour que le produit résultant soit nul.

De méme, le Théoréme 7-26 peut se reformuler cosuite

Théoreme 7-30 - Théoréme du carré des matrices @5C ,/SM(B).
SoitA [l BS€, (B), n pair OUn impair: A> = O, < AL BSC, ISM*(B).

n

7.5.4. Relation d’équivalence « modul®SC ,/SM*(B) »

Définition 7-31. SoientA; et A, deux matrices d8S€, (B), n pair oun impair.
Nous dirons queA, et A, sont équivalentesioduloBSC , /SM*(B) si leur sommeA; + A,
(et donc leur différencé\, - A,) appartient aBSC ,/SM*(B).

On écriraalors: A, = A, mod.BSC, /SM*(B).

Remarque :
La relation ci-dessus est clairement une relatiégudvalence

Théoréme 7-32. SoientA, et A, deux matrices d8S€,, (B), n pair oun impair.
A, = A, mod.BSC ISM*(B) - Ai = A2

Preuve :
Il s’agit d’'une conséquence directe du Théorem@ ¢ilessus.

7.5.5. EnsembleBS€, /SM**( B)

Définition 7-33. BSC , /SM**(B) désigne le complémentaire d&SC  /SM*(B) dans
BSC ISM(B).
- n pair : BSC [SM*(B) =01
- n impair: AU BSC /SM**(B) si et seulement siA [ BSC,/SM(B) ET
élément central (d&| et deE = 1.

Remarques :

1) BSC, /ISM(B) = BSC,/SM*(B) L BSC,/SM**(B)

2) BSC ISM*(B) n BSC,/[SM**(B) =0

3) LesensembleBSC, /SM*(B) etBSC , /SM*(B) sont adjacents
4) L'ensembleBS€, /SM**(B) n'est pas un espace vectoriel :
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- il ne contient pas la matrice nul®, ,
- si A, U BSC,[SM*(B) etA, U BSC,/SM**(B), alors :
A +A, U BSC, /SM*(B) (et non &BSC ,/SM**(B)).

n étant supposé impair, posons = 2v +1 (v LIN).
Introduisons la base canonig{iB,} (1<i<n) deBSe€, (B).

Rappelons que la matrid®,,; est la seule matrice de cette base ayant un deybiétrie
médiane etque: B,= B, +B,+B,+ .................... +,B + B,
(cf. Section 5.3.2 du Chapitre 5).

Théoreme 7-34.Toute matriceA de BSC ,/SM**( B) peut s’écrire sous la forme canonique
suivante: A = A" + B, ,,,avecA’' U BSC /SM*(B).

v+l

Preuve : Immédiate.

Théoreme 7-35.Soit A U BS€, /SM**(B) (n impair). On a :
A? = B2, = B/ +B,+B.+ ... +,B, + B,

v+l
Preuve :
A% = (A" + B,,,)* = A +B2,,.
Or: A"l BSC ISM*(B) = A'*=0,.
Remarque :
Le carré d'une matrice d8SC,/SM(B) (n pair) est toujours égal @,, .

Le carré d’'une matrice déBS€C, /SM(B) (n impair) est égal @, ou a B,,, suivant que
I'élément central de sa signature vaut O ou 1.
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CONCLUSION

Réflexions sur les SEV commutatifs deéBS, (B) — Définition de
BSC,(R) et desBSEC, (C)

Ce chapitre renferme un certain nombre de réflexjppuvant servir de base a de nouvelles
investigations portant sur les sous-espaces-vetddqgev) commutatifs (*) d8S , (B).

(*) La commutativité dont il s’agit concerne évidment la multiplication matricielle.

Bien entendu, les pistes évoquées ci-apres ne ngedte pas constituer un catalogue
exhaustif des études que I'on pourrait mener adajat.

Nous conclurons ce chapitre en définissant lesrebesBSEC, (R) et BSC, (C).

Convention, terminologie et notation associée :

Pour alléger I'écriture, nous dirons une fois ptomtes dans ce chapitre qu’un sev de
M, (B), ou deM , (R), ou deM ,(C), possede la proprietBSC (BS pour « bisymétrie >
pour « commutativité ») si ce sev est constituénarices bisymétriques (autrement dit s'il
s’agit d'un sev deBS , (B), ou deRBS ,(R), ou deBS , (C)) et s'il est stable pour la
multiplication matricielle. Nous avons vu qu’il gia la d'une condition nécessaire et

suffisante entrainant la commutativité de toutesiatrices composant un tel sev.

Un sev deBS , (B), ou deRBS  (R), ou desBS . (C), doté de la propriet8S€, sera déenomme
« sev de typ@BS€ ». Nous le noterons d’'une maniére génémse ¥ (B), ousBSe? (R), ou

BSCY(C), d représentant la dimension du sev concerné.

1. B-SEV constitués de matrices bisymétriques commutaes

Nous avons mis en évidence dans le Chapitre 2 ttie €ride I'espace vectoridSC , (B),
sev de®BS  (B), qui possede la propriéigSC et qui est de dimensiom Nous continuerons

a noter cet ensemble sous la forB&C . (B), en réservant I'écritur@SC " (B) a tous les
autres ensembles possédant la props3t€ et de dimensiom, s’il en existe.

Nous aborderons ci-apres (sans les traiter a flesdjuestions suivantes :

Q1 : Existe-t-il des sev d8S , (B), distincts deBSC , (B), possédant la propriégsSe ?
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Q2 : S'il en existe et S'ils sont de dimensidn< n, sont-ils alors nécessairement des sev de
BSC,(B) ?

Q3 : Existe-t-il des sev deBS , (B) possedant la propriét8S€, de dimensiond = n,
distincts deBS€,, (B) ? En existe-t-il pour tout LIN* ?

Q4 : Existe-t-il des sev deBS , (B) possédant la propriét®8S€, pour toute dimension
d<n?

Q5 : Existe-t-il des sev d8S , (B) possédant la propriéigSe, de dimensiord > n ?

Q6 : S’il en existe, incluent-ils alors nécessairemB8§€ , (B) ?

Q7 : S'il en existe, quelle est (en fonction de I'ordrela dimension maximale d’'un sev de
BS , (B) possédant la propriei@SC ?

Questions Q1 - Q2 Q3 (1°® partie)

Nous allons établir I'existence de sB8$ , (B) de typeBSe, distincts deBSC , (B).

o Nous allons tout d’abord fournir 2 exemples de devtype#BS€ qui sont des sev de
BSC , (B).

Ordren (nLN*) - Sev de typeBS€® (B) (dimensiond = 1)

BSC® (B) =Vect(l,) ={0,,1,}, déja mentionné dans la Section 2.1. du Chapitre
Note : Pourn= 10n retrouveBSC, (B). Pourn> 1,8SCY (B) O BSEC  (B).

Ordren (nLN*, n>2) - Sev de typéBSC? (B) (dimensiond = 2)
BSC@(B) =Vect(I.,3,) ={0,,1,,3,,1,+J,}.

n!* 'n?~n? "n

La table de multiplication ci-dessous prouve @&€? (B) = Vect (I, J, ) posséde bien la
propriétésSe.

0, 1, J |+ J
o, 0, 0, 0, 0,
. | o, , 3| 1+,
1 0, J, l, |+ J
|+J | o L+ 3, | 1.+, o

Note : Pourn= 2,0n retrouveBSC, (B). Pourn> 2,8SC (B) [ BSEC  (B).
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o Nous allons maintenant nous attacher a fourrsredemples de sev de ty@BSC, qui ne
sont pas des sev @&$C , (B).

Ordre n impair>3 (n=2v +1, vON*) - Sev de typeBS€ @ (B) (dimensiond = 3)

Introduisons la matrice Kayant la structure suivante :

0.000O0. O]

. 000 .
K, =|0.010.0
0.000.0

0. 00O0.0

Cette matrice a tous ses €léments nuls sauf caldickes (v + Lv +1).

Clairement : K L BS , (B), mais : K, O 8BS€,, (B).
On vérifie sans peine que, étant impair (K> = K, .
Considéron€® (B) = Vect (I, J,, K,), qui est un sev de dimension 3.

&Y (B) posséde la propriét8Se, comme le prouve la table de multiplication cistass.

O, [, J, K,
O, O, O, O, O,
[ O, l, J, K,
J, O, J, I, K,
K, O, K, K, K,

Nous pouvons donc légitimement nofe? (B) sous la formeBSe ® (B).
Comme K 0 BS€_ (B) : BSC® (B) O BSC, (B).

Remarque :
Pourn=3, 8SC{ (B) est un sev possédant la proprié88€, de dimension égale a 3,

comme BSC , (B). Pour autantBS€ Y (B) est distinct deBSC ., (B). La réponse a la
1% partie de la questiod3 est donc positive.
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Ordre n impair>3 (n=2v +1, v [ON*) - Sev de typeBSC® (B) (dimensiond = 3)

Introduisons la matrice 1dont tous les éléments sont égaux a 1 :

1.111.1

111 .
1,=11.111. 1]
1.111.1

1 .111 . 1]
Clairement : ], U 8§ ,(B) , mais : 1 00 BSC, (B).
On vérifie sans peine que, étant impair 12 = 1.

Considérons maintenaéf” (B) = Vect (1. ,J.,1 ), qui est un sev de dimension 3.

&¥ (B) possede la propriétése, comme le prouve la table de multiplication cisbass.

O, [, J, 1,

O, O, O, O, O,
[ O, l, J, 1,
O, J, I, 1,

1 O, 1, 1, 1,

Nous pouvons donc légitimement nofét (B) sous la formeBSe ® (B).
Comme 1 0 BS€  (B) : BSC® (B) O BSC, (B).

Remarque :
Pourn =3, comme dans I'exemple précédesC (B) est un sev de dimension égale a 3,

possédant la propriéf@Se. Pour autantBSC Y (B) est distinct deBSC . (B).

Pour n= 3 nous avons ainsi mis en évidence 3 sev distinetdichension égale a 3,
possédant la propriéf@Sce :

Vect (B, =1,,B,=N,,B, = 1) = BSC,(B),

Vect (l,,J;, K, ) =8SCY (B) de I'exemple page 249,

Vect (L ,J,1)=8SCY (B) de I'exemple ci-dessus.
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Ordre n impair>5 (n=2v +1, vON* -{1}) - Sev de typgBse® (B) (dimensiond = 4)

Introduisons la matrices Hayant la structure suivante :

0.010.0
0.010.0
H,=|1.111. 1/
0.010.0
0.010. 0]

H, atous ses éléments nuls sauf ceux de la colprneet dd la ligney + 1
Clairement : H U 8BS , (B), mais : H, U BS€, (B).

On vérifie sans peine que *H= 1 etque: H.1, =1

n*

Considéron€® (B) = Vect(l,,J,, H,,1,), sev de dimension 4.

Remarque :
Nous avons posé comme hypothése>:

effet liées, puisquel, + J, + H, = 1.

n

P&urn =3, les 4 matricesl_,J

n?!*>n’

H,,1, sonten

Replacons-nous dans I'hypothése 5.

EY(B) posséde la propriéSe, comme le prouve la table de multiplication cistass.

0, l, J H, 1,
o, 0, 0, 0, 0, o}
I 0, I, J H, 1,
1 0, J I, H, 1
H, 0, H, H, 1 1
1, | o, | 1, 1, 1, 1,

Nous pouvons donc légitimement nofé? (B) sous la formeBSe  (B).

Comme H O BSC, (B)et1 O BSC (B):BSCW (B) O BSEC, (B).
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Remarque :
Pourn impair (n=5), Vect (1), Vect (I,,J,), Vect (I 1,), Vect (I ) sont
de sev deBS , (B) de dimension respective 1, 2, 3 et 4, posseadaptdprietéBSC. Ils sont

« imbriqués » comme l'indiquent les inclusions esdous :
Vect (1) O Vect (1,,J,) O (Vect (I 1, )0 Vect (I

I"I’I"I’ n’n’ I"I’I"I

n? n’ n? n'Hniln)'

Vect (I,) et Vect (I
Vect (|

.1J,) sont des sev d8S€  (B), tandis que Vect (,,J,,1, ) et
) ne le sont pas.

n'n' n’n

Ordren pair=4 (n=2v, vON*-{1}) - Sev de typ&BsC® (B) (dimensiond = 3)

Introduisons, comme plus haut, la matricedbnt tous les éléments sont égaux a 1 :

1.111.1

[EEN

]
N
[ A =
N

1.111.1

Clairement : ] L BS ,(B) , mais: 1 O BS€C,, (B).

On vérifie sans peine qua, étant pair 1> = O

h-*

Considéron€ ® (B) = Vect (I 1, ), sev de dimension 3.

n? n’

E£® (B) posséde la proprié7e, comme le prouve la table de multiplication cistass.

0, 1, J, 1,
0, 0, o} 0O, 0O,
I, 0, l, J, 1,
0, J, n 1,
1, 0, 1, 1, 0,

Nous pouvons donc légitimement nofét (B) sous la formeBSe © (B).

Comme 1 0 BS€ (B) : BSCY (B) O BSC, (B).
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Bien d’autres exemples sont envisageables, maig o®ntionnes ci-dessus suffisent a
répondre aux questioixl - Q2- Q3 (1° partie) :

Q1 : Il existe des sev d8S , (B) distincts deBS€ , (B) possedant la propriéigSc.

Q2 : Lorsque ces sev sont de dimension inférieurg ds ne sont pas nécessairement des
sev deBS€, (B).

Q3 (1% partie) : Il existe des sev dss , (B) possédant la proprie8S€, de dimension
égale an, distincts deBS€ , (B). Nous I'avons établi poun = 3, nous démontrerons
ci-dessous qu’il en existe pour tonut 3.

Questions Q4 Q3 (™ partie)

Ordren (nN*) - Sev de typeBSC” (B) (dimensiond <n)

Nous nous proposons de démontrer qu'il existe, poutr ordrenJN* et pour tout entier
positif d < n, au moins 1 sev d8$ . (B) de typeBSC et dedimensiond .Nous supposerons
d >1, le casd = layant déja été traité.

Nous élaborerons divers exemples de tels sev, spmnelant a diverses « stratégies de
construction ». Nous verrons que pour taupair ou impair, et pour tout entier positif,

d < n, une méthode de construction est toujours envisdgea
Nous continuerons a noter en toute générage ™ (B) de tels sev.

Exemple 1 :Nous supposons ich et d de méme parité ¢ <n), c.-a-d.n et d
simultanément pairs ou impairs.

Posons alor® [IN* tel que :n=d + 2J. (Commed <n : d > 0).
ConsidéronsBSe , (B).

A toute matrice Ay LI BSC,(B), on peut associer la matrice,Ad (d)ordre n, décomposée
en blocs comme suit :

O; Oz Oy
A.(9) = |04 Ay Oys |-
Os; Oy Oy

O, deésigne la matrice nulle d’ordée Q,, la matrice nulle de#l ; ,(B), O, la matrice
nulle dedt ; ;(IB).

Sauf dans le cas particulier y&= Oq4,0ona: A ©)0 BSC, (B).

Soit £ (B) I'ensemble constitué par les matrices & ( A4 0 BSC, (B).
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Considérons 2 matrices quelconqueg B BSC,(B) et By U BSC,(B), distinctes ou
non. On a donc :

Os Osqg Os Os Osq Op
A0 = 1045 Agq Ogs|: B,©O)=]04s By Ogs|-
Os Osq Os Os Osq Op

Os  Osq Os
A.(0).B,(0) = |Oy4s Ayg.By Oys| (produit par blocs).
Os  Osq Os

Comme: A, .B O BSC,(B), A (0).B, (00 £V (B).
BSC ,(B), qui possede la proprie®Se, transmet cette propriéte&” (B).
Par ailleurs, il est clair qué'® (B) est un sev d8S, (B) de dimensiord .

Si I'on désigne en effet pd,;, (1<i<d)lesd matrices de la base canoniqueBie , (B),
la base canonique @& (B) est constituée des matricesB'? (1<i<d) d'ordren :

O; Oss Os
B =|Ous Ba Ous|, (I=i=d).
O; Os Oy

Nous pouvons donc légitimement nofé? sous la formeBSe @ (B).

Enfin, il est clair que :BS€¥ (B) O BSe, (B).

Exemple 2 :

Nous supposerons que n'est pas premier. Soil un diviseur den (d #1 d #n).
Autrement dit, nous supposerons que= qd (1<d<n,l<qg<n).

ConsidéronsBSe , (B).

A toute matrice A, LI BS€, (B), on peut associer la matrice Al (djordren ayant la
structure par blocsqx q blocs) suivante :

Ad Ad Ad
A(d) = A, ... A, ... A,
_Ad Ad Ad_
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Désignons pa€® I'ensemble des matricés, (d).

Il est clair que A ¢ Est bisymétrique. Donc&™ [ BS  (B).
Note : O, 0 &™ (on obtient Q en posantA 4 = O4), mais | 0 W,

Considérons 2 matrices quelconques A BSC,(B) et By L BSE,(B), distinctes ou
non. On a donc :

_Ad Ad Ad_ _Bd Bd Bd_
AG) = |Ay . A, .. A,| et B )= B, .. B, .. B,

A, A, Ad_ B, B, By
Cas 1 :q pair

Ona:A, @) B,(d) = B,d).A,(d) = O,.

Le produit A, d ). B, (d) est commutatif.

Cas 2 :q impair.

On a cette fois :

A,B, ... A;B; ... A,B,
A (d).B,d) = |[A,.B, ... A;.B, ... A,.B,| (produit par blocs).
|AgBy ... AyBy ... A By

Comme : Ay U BS€,(B) et By Ll BSC,(B), le produitAy .By est commutatif.

Par suite :

A,d).B,(d) = B,{d).A.(d).
Dans les 2 casn( pair ou impair),£¥ posséde ainsi la propriéRse.

Par ailleurs, il est clair qu&” est de dimensiod (n pair ou impair).
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Si I'on désigne en effet pd,, (1<i<d)lesd matrices de la base canoniqueBi€ , (B),
la base canonique d&8SC® (B) est constituée des matricesB'Y (1<i<d) d'ordren :

Bai Bai Bai
B{Y = |By; Bai By | (1=i=<d)
Bai By By

Nous pouvons donc légitimement no@f” sous la formeBSe'® (B).

Par ailleurs, comme [0 BSC (B), il est clair que :BSC@ (B) O BSC, (B).

Exemple 3 : n (pair ou impair)1l<d < E[nTJrlj Nous supposerons=> 2.

: : : + :
Introduisons les matrices U 1<i < E(nle de la forme suivante :
col col(nh-i+)

! !
0. 0O000O.00O0.0

ni

0.000.000. 0]

Ces matrices sont bisymétriques. Elles ont tousslé&éments nuls, sauf ceux d’indices
(,i), (,n=i+1D, (n=i+1i), (n-i+1 n-i+1).

Sin estpair o(=2v, vON¥), il existev matrices |, (1si<v).

Si nestimpair f=2v+ 1vUN*), il existe v+ Imatrices |, (1<i<v +1). (Notons que,
pour n impair, la matrice J ,, n’est autre que la matrice Kdéja introduite plus haut).
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On vérifie sans peine que :

U,.U, = O, pour touti et tout |, sauf lorsquen est impair (=2 +1), pour
i = j=v+1 Dans ce dernier cas eneffet; \J .U, ., = U3 =U_ ..
Si I'on choisit alorsd matrices U, quelconques correspondant aux indiges,, . . . . i,

(compris entre 1 e si nest pair, et compris entre 1 et silnest impair), le systeme
U,.,i0{i,,i,,....i,}, estlibre.

Si I'on posec@ (B) = Vect (U
propriétéBSE et constitue un sev de dimensidnde BS , (B).

i 0{i,,i,,....i,}), on constate qu&™ (B) posséde la

ni?

Nous pouvons donc légitimement no@&f" sous la formeBSe @ (B).

On constate aussi qe= :3BSCY (B) O BSE, (B).

Cas particulier :d =v

A titre d’illustration, nous allons créer, en nobasant sur cette approche, paumpair
(n=2v, vUN*), un sev8BSCY (B) de dimensiond = v, constitué par le®’ matrices de
BS , (B) de la forme générale suivante :

[a, 0O . 0. 0 O . O 0 a|
O a, . 0. 0 0 . O a, 0
0 0 . g a, 0O O
0 O 0 O
A = v
0 O a, a, 0O O
0 0 . g a
O a, . 0. 0 0. O . a O
a 0 . 0. 0 O . O . O 1,

A dépend donc desl = v paramétres,, a,,....,a, (aUB,1<i<v).

Cas particulier :d =v +1

Il est de méme possible de créer, paumpair (n=2v + 1 v ON*), un sevBSe "™ (B)

de dimensiond = v+1, constitué par les2’™ matrices de$S , (B) de la forme
générale suivante :
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a O 0O . O 0 a
0 a, 0O . O 0 a, O
0 O a .oa 0 O
A = av +1
0 O a .oa 0 O
0Oa . 0 . O . 0 . a O
a 0 . 0. 0 . 0 . O 1.

A dépend donc desl = v +1 paramétres,, a,, ....,a,, (aUB,1<i<v+1).

Exemple 4 :n (pair ou impair),1< d < n. Nous supposerons> 3.

Introduisons les matrices,;let J,, 1<i < E(gj de la forme suivante :

ni?

cdl col(n-i+1) col col(n—-i+17)

! l l !
0. 000.00O0O.0 0. 000.00O0.0
0. 00O 0 0O0.O 0. 00O0O.0O 0.0
0O.010 0 0O0.O 0. 00O 010.0
0. 00O 0 0O0.O 0. 00O 0 0O0.O

I = NS

0. 00O 0 0O0.O 0. 00O 0 00.O
0. 00O 010.0 0O.010 0 00.O
0. 00O 0 00.O 0. 00O 0 00.O
0. 000.000O0. 0] 0. 000.000O0. 0]

Ces matrices sont bisymeétriques. Les matrigesomt tous leurs éléments nuls, sauf ceux
d’indices(, i) et (n—i+1 n—-i+ 1). Les matrices ;] ont tous leurs éléments nuls, sauf ceux
d’'indices (i, n—i+ ) et (n—-i+11i).

Que n soit pair ou impairg=2v (v LIN* —{1}) oun=2v+1(vLN¥*), puisquen= 3, |l
existey matrices ), etv matrices J, (1<i<v).
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Pourn impair, il convient d’adjoindre aux matrices let J, ainsi définies, la matrice K
déja introduite plus haut, et dont on rappelletdacture :

colv +1)

!
0. 00O0.0O

Remarque :
Désignons par |la matrice-unité d’ordren et par J la matrice définie dans la Section 1.2.

du Chapitre 1.

Pourn pair (n= Z/,VDN*—{l}): I, y I, et Jn=zv: Jni-
i=1

1

<

Pourn impair (n=2v+ Ly ON*) : | I+ K. et 3= J,+K,.

i=1 i=1
On vérifie sans peine que :

l...1,; = O,, pourtouti ettoutj (i#j) et IZ, =1,.

ni*'nj
Jyi-Jdy; = O,, pourtouti ettoutj (izj) et F =1,.
lyi-Jn; = -1 =O,, pourtouti ettoutj (i#j) et l;.Jd,; =J,.1, =J,.

De plus, poum impair (n=2v + 1Ly [ON*) :
l,.K, =K .l1,=0,¢et ] .K =K .J, =0
K2 =K,.

n-

Soit d un entier quelconques d < n.

n pair (n=2v, v ON* -{1})

Fixonsd, (0<d,<v) etd, (0<d,<v), tels que:d=d, +d,, ce qui est toujours
possible.
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Si I'on choisit alorsd, matrices }; quelconques correspondant aux indiges,, . . . . iy ,
etd, matrices ,J; quelconques correspondant aux indicgsi’,, . . . . ,i'y,, le systeme
Ly 1 O{iy vy v e i f U 3, 10400 L0 ooy, | estlibre.

Partant de 13, nous pouvons défini{ (B) = Vect (I, iO{i, i, ... .igs} UJy,
iOfiY iy .. ity )) € (B) posséde la propriétéBS€ et constitue un sev de
dimensiond de®sS , (B).

Nous pouvons donc légitimement no@&f" sous la formeBSe® (B).

Par ailleurs, il est clair queBSC'” (B) 0 BSE€, (B).

nimpair (n=2v +1, vN¥)

Fixonsd, (0<d,<v),d, (0<d,<v)ete =0oul,tels qued=d, +d, +&, ce qui est
toujours possible.

SiI'on choisit alorsd; matrices }; quelconques correspondant aux indiges, , . . . . iy ,
d, matrices ,J; quelconques correspondant aux indicgsi',, . . . . ,i'y,, auxquelles on
adjoint, si € = 1, la matrice K, le systetme |, , iO{i,,i,,....is ] U I, .
iO{iY, iy ...t} U e K, () estlibre.

(*) Ecriture symbolique : s& =1, K, figure dans le systeme, si= 0, K. n'y figure pas.

Partant de Ia, nous pouvons défing® (B) = Vect (,;, iO{i,, i, ... .iq[ U I,
iO{iy i, 'dz} U € K,). £9(B) posséde la propriétBS€ et constitue un sev
de dimensiord de&3S , (B).

Nous pouvons donc légitimement no@f” sous la formeBSe'® (B).

Par ailleurs, il est clair queBSC'Y (B) O BSE, (B).

Cas particulier :d = n

A titre d’illustration, nous allons créer, en nobasant sur cette approche, paumpair
(n=2v, vON* ={1}), un sevBSe ™ (B) de dimensiond = n, distinct de8BS€ , (B),
constitué par le2" matrices deBS , (B) de la forme générale suivante :
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A |00 a, b, 0 0
“lo o0 b, a, 0 0
0O 0 . b a
Ob .0.0 0.0 .a 0
b 0. 0.0 0.0 . 0 a
A dépend donc desl = n parameétresa,, a,, . ...,a, (3 UB,1<i<v)etb,b,,....,

b, (b UB, 1<i<v).

De méme, il est possible de créer, pauimpair (n=2v + 1, v 0 N*), un sevBSC™ (B) de

dimensiond = n, distinct de®BSC , (B), constitué par le2" matrices delS , (B) de la
forme générale suivante :

a 0.0 .0 O O .0 . O b
0Oa . 0.0 O O.O0.b O

Ob .0.0 O O .0 .a O
bb O. 0.0 O O .0 . 0 a

L -in

A dépend donc desl = n parametresa,, a,, . . .. ,a, (a UB,1<i<v),b,b,, ... .,
b, (b UB, 1<i<sv)Ll B)etc,, LIB.

v+l

Par ailleurs, il est clair quen(pair ou impair ) BSC"™ (B) # BSEC , (B).
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Les exemples qui précedent, et tout particulierériEremple 4, permettent de répondre a

la questiorQ4 et a la 2™ partie de la questioQ3.

Q4 : Pour tout entier positifl < n, il existe des ensembl&BS€® (B), qui sont des sev de
dimensiond de®S , (B) et qui possedent la propri€BSC.

"M partie) : Pourd =n= 3il existe au moins un ensem " istinct de
Q3 (™ ) : Pourd 3l ese " (B) d d
BSC , (B).

Remarque :
Considérons (poumn pair ou impair,n> 3)les matrices bisymétriques dont tous les

éléments sont nuls, sauf éventuellement ceux ¢oastile cadre de niveau 1 de ces matrices
(cf. Section 1.3.4.1.du Chapitre 1).

Ces matrices sont donc de la forme générale s@vant

a a a ... a., a, a,
a, 0 o ... O 0 a.
a, 0 0 0 0 a.
A= .. .o :
a_., O 0 0 0 &
a, O 0 0 0 a,
L a, a,,; Q. a3 a, a i
A dépend donc de parametres,, a,, . ... ,a, (a,UB, 1<i<n).

On démontre aisément que I'ensemble des matricamatitue un se§ de dimensiord = n
de3BS . (B).

Cependant, le se¥ ne posséde pas la propriég8C dés quen= 3comme nous allons le
prouver pourn = 3 par exemple.

Pourn = 3en effet, la base canonique du Sesst constituée des 3 matrices suivantes :

100 010 001
B,=|0 0 0|; B, =
001

0
Mais:B,.B, = |0
0

R O R
o O O
—
Q
S
o
7
¥o!
c
(¢}
vs)
N
o
iy
1
o = O
o O O
o - O

En conclusion B, . B, # B, . B;.
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Le produit de 2 matrices quelconquesSd&est donc pas commutatif. (Les matrices-produits
B, . B, et B, . B, ne font d’'ailleurs pas partie d&8: § n'est pas stable pour la

multiplication matricielle).

Le sevS considéré n’est donc pas de typec.

Questions Q5 - Q6 - Q7

Ordren (nON*) - Sev de typeBSC' (B) (dimensiond >n)

Q5 est une question ouverte. Il est vraisemblablejgma’agit 1a d’'une conjecture) qu'il
n'existe pas de sev d@S , (B) possédant la proprief@S€, de dimensiord >n (*).

(*) Note: Un théoréme d’Issai Schur établit que le nomidf@) de matrices commutatives,

d’ordre n, linéairement indépendantes, est donné par la fiermu

I,]2

N(n):E{4

}1, ou E[ ] désigne la partie entiére du nombre considéré.

On a doncN n( ¥ v®+1pourn=2v (v ON*) et N(n) = v(v+1)+1 =

vZ+v+1 pour n=2v +1 (vON). Mais les matrices considérées ici sont
quelconques et non strictement bisymétriques.

ConcernanfQ6, la réponse est négative. Raisonnons par I'abswsdpposons qu'il existe un
sev desS , (B) notéBSC'Y (B), de dimensiord > n, possédant la propriéf@Se et incluant

BSE€ . (B). Soit A une matrice d8S€” (B) n'appartenant pas®&S€, (B). Le produit de A
par toute matrice d&BSC® (B) (et a fortiori par toute matrice déBS€  (B)) est donc
commutatif. Or la matricdN, = B, appartient &BSC , (B). Le produit de A par la matrice
N, est donc commutatif. Mai8SC , (B) renferme toutes les matrices commutant aMec
(cf. Théoréme 2-5 du Chapitre 2). A appartient ddmS¢C , (B). Contradiction.

En conclusion, I'inclusion strict8S€ , (B) L BSC® (B) est impossible.

La QuestionQ7 porte sur la dimension maximale, en fonctionnde’'un sev deBSC  (B)

possédant la propriét8SC. Bien entendu, si la conjecture lié€& est exacte, la question
Q7 est sans objet, cette dimension maximale étant agale an. En revanche, si cette
conjecture est fausse, la quest@nprend alors une importance primordiale.
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2. Définition de#BSE€, (R) et deBSEC, (C)

Dans toute cette étude, nous avons raisonné sumakeses a éléments daBs= Z/27.

Ceci nous amene a nous poser la question suivante :

Q8 : Existe-t-il des ensembles équivalents au$B8¢€ ., (B) si I'on prend pour corps de base

I'ensembleR ou I'ensembleC ?

La réponse &8 est positive. Il est aisé de construire, pour tdre n, des matriceB,,,

1<i<n, avaleurs dang (ou dansC), calquées sur celles a valeurs d&ns

Considérons en effet les matricBs,, 1<i<n, a valeurs dan8, et remplacons-y les
éléments ayant la valeur O daBspar des éléments ayant la valeur 0 dansu dansC
(élément neutre de I'addition dafisou dansC) et les éléments ayant la valeur 1 d&hs
par des éléments ayant la valeur 1 dansu dansC (élément neutre de la multiplication
dansR ou dansC).

Apres cette substitution, les matrices obtenuedirasent a respecter les Relatiof®, )

énoncées dans le Théoréme 2-5 du Chapitre 2,qiedies Relations des Voisins Immédiats
(RVI,) énoncées dans le Théoreme 3-15 du Chapitre 3.

Pour toutn entier, le systéme obter{le}, 1<i<n, est libre (méme démonstration que

celle du Chapitre 2). De plus, les matrid®s, 1<i<n, a valeurs dan® ou C ainsi
définies, ont les mémes propriétés générales que éxuivalentes a valeurs ddbhs

En particulier, les regles de multiplication entess matrices sont les mémes.
Posons alors :

BSE€, (R) = Vect B,,), 1<i<n, (ensemble des combinaisons linéaires, a coaficidans

R, desn matricesB,,; ainsi définies),

BSC,(C) = Vect (B,;), 1<i<n, (ensemble des combinaisons lin€aires, a coaffisidans

C, desn matricesB,, ainsi définies).

Les ensembles obtenus sont des sev respectivem@$t dR) et de®BS , (C), qui possedent
la propriétéBSC.
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Les notions de signature (colonne et ligne) s’&@ahdiux matrices d&8SC, (R) ou de

BSE, (C). Il s’ensuit que les propriétés genérales dentatsices sont les mémes que celles
des matrices d8S€ , (B).

Sil'on pose :N, = B, , (la matriceN, ayant ses coefficients a valeur respectivemens da

R ou dansC), et si I'on désigne par Cor\(,) le commutant déN,, on a, comme lorsque le
corps de base eBt:

BSE,(R) = Com(N,) dansBS ,(R) = Com(N,) danss , (R).
BSE€,(C) = Com(N,) dansBS ,(C) = Com(N, ) danss , (C).
Remarques :

Il existe toutefois des différences majeures elesematrices d&8S€,, (B) et les matrices de
BSE , (R) ou demBSC , (C). Citons-en deux.

1) Premiére différence : les matricesB&C , (R) ou de®BS€, (C) ne sont évidemment pas

soumises au Théoreme Fondamental des matricesmeerédl® dandB (cf. Annexe du
Chapitre 6).

2) Deuxieme différence : la théorie des carrésndasices deBSC , (B), telle qu’exposée au
Chapitre 5, est inapplicable aux matricesk€  (R) ou de®BS€ , (C). En particulier, le

carré d'une matrice dé&BSC , (R) ou de BSC , (C) na pas de composantes (ou
coordonnées) paires systéematiguement nulles ddres&canoniqu8,;, 1<i<n.
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