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A-11-1 Horar Jedlicka

Intuitivne sa zda, ze pocet mrezovych bodov vo vnatri mnohouholnika bude priblizne amerny jeho obsahu.
A naozaj, pre vSetky mnohouholniky s vrcholmi v mrezovych bodoch plati tzv. Pickova veta: S =V +H/2—1,
kde S je obsah mnohouholnika, V' je pocet mrezovych bodov vo vnitri mnohouholnika a H je pocet mrezovych
bodov na hranici (vratane vrcholov). UkdZzeme, ako sa d4 toto tvrdenie objavit, a na$ postup bude ziroven
dokazom.

Zakladné pozorovanie, ktoré pouzijeme, je nasledovné: Predstavte si, ze zoberieme mnohouholnik a rozstrih-
neme ho po tsecke, ktora spaja dva mrezové body. Dostaneme takto dva mensie mnohouholniky. Celkova plocha
zjavne zostala rovnaka. Takisto zostal rovnaky pocet mrezovych bodov, ktoré oba dokopy obsahuji. Jediné, ¢o
sa zmenilo, je, ze ked sme strihali, tak sme moZno prestrihli niekolko mrezovych bodov. Tieto doteraz boli vo
vnutri jedného mnohouholnika, odteraz st na obvode dvoch. (To intuitivne zdévodiuje, preco sa v Pickovej vete
mreZové body na obvode rataja len za polovicu.)

Teraz postupne dokézeme, 7ze Pickova veta plati pre pekné obdlzniky, pre pravouhlé trojuholniky, pre lubo-
volné trojuholniky a nakoniec pre vSeobecné mnohouholniky.

Zactneme najjednoduchsim $pecidlnym pripadom — obdlznik, ktorého strany st rovnobezné so stradnicovymi
osami. Bez ujmy na vSeobecnosti nech st jeho protilahlé rohy v bodoch [0,0] a [x,y]. Potom jeho plocha je
S = xy, mrezovych bodov vnutri je V = (x — 1)(y — 1) a na obvode ich je H = 2z + 2y. A teda naozaj plati
S=V+H/2-1.

Teraz si predstavme, ze takyto obdlznik rozstrihneme po uhloprie¢ke. Dostaneme dva rovnaké pravouhlé
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Obr. 1: Obdlznik a dva Obr. 2: Vystrihavame vSeobecny Obr. 2: Vystrihdvame vSeobecny
pravouhlé trojuholniky. trojuholnik, priklad 1. trojuholnik, priklad 2.

Ozna¢me si = pocet mrezovych bodov (inych ako rohy obdiznika), ktoré lezia na prave prestrihnutej uhlop-
riecke. Potom kazdy z trojuholnikov mé: plochu S’ = S/2, mrezovych bodov vnutri V! = (V — ) /2 a mrezovych
bodov na obvode H' = H/2 + z + 1. A lahko overime, Ze plati S’ =V’ + H'/2 — 1.

Teraz uz teda vieme, Ze Pickova veta plati pre pravouhlé trojuholniky. Co so véeobecnym trojuholnikom?
Vseobecnému trojuholniku moézeme opisaf obdlznik. Dva zakladné pripady, ktoré moézu nastaf, s zndzornené
na obrazkoch 2 a 3. Vzdy dostaneme priblizne to isté: Obdlznik rozdeleny na niekolko ¢asti. Jedna z nich je
trojuholnik, ktory nas zaujima, a ostatné s itvary, o ktorych uz vieme, ze pre ne Pickova veta plati. Rovnakym
postupom ako v predchadzajicom odseku dostaneme, %e potom nutne musi platit aj pre nas trojuholnik.

Ostéva nam len posledny krok — vSeobecné mnohouholniky. A tento krok je vlastne opiét len zopakovanie tej
istej ivahy, len tentokrat naopak. Kazdy mnohouholnik mé aspon jednu trianguldciu, t. j. da sa pozdlz N — 3
vhodngch uhlopriecok rozstrihnif na N — 2 neprekryvajtcich sa trojuholnikov.! Pre kazdy z nich plati Pickova
veta. A ked zoberieme dva mnohouholniky, o ktorych vieme, Ze pre ne plati, a zlepime ich dokopy, bude Pickova

1Jeden mozny dokaz vyzera nasledovne: Pre konvexné mnohouholniky triangulaciu ndjdeme lahko. Ak mame nekonvexny mno-
houholnik, zoberme jeho jeden nekonvexny vrchol, oto¢me ho tak, aby obe strany z neho isli ,,niekam dohora“, zoberme polpriamku
z tohto vrcholu ,,rovno dodola“ a otac¢ajme ju, kym nenarazi na nejaky vrchol. V tomto okamihu sme nasli uhloprie¢ku, ktoré lezi
celd vovnutri a mézeme strihat. Indukciou dalej.
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veta platit aj pre novy mnohouholnik — na jednej strane rovnice dostaneme sicéet ploch, na druhej sa séitaju
mrezové body vnutri a na obvode.

To isté eSte raz a poriadnejsie: Nech mnohouholnik M vznikol zlepenim mnohouholnikov A a B, so spolo¢nou
stranou na ktorej vnutrajsku lezi z mrezovych bodov. Ozna¢me pocet mrezovych bodov vnutri A ako V4 a pocet
mrezovych bodov na hranici A ako H 4. Podobne Vg a Hp je po¢et mrezovych bodov vo vniutri a na hranici B.
Potom V=Vy+Vg+xzaH=Hs+ Hp —2x—2. 7 toho vyplyva, ze (Va+ Hs/2—-1)+ (Vg + Hp/2—-1) =
(Va+Ve4+a)+(Ha+ Hp —2x—2)/2—1=V + H/2—1. Ak teda obsah A je rovny V4 + H4/2 — 1 a obsah
B sarovnd V4 + Hg/2 — 1, potom obsah M sa rovna V + H/2 — 1.

Trochu iny dokaz

Pre zaujimavost uvedieme myslienku este jedného dokazu Pickovej vety. Pre kazdy mrezovy bod [z,y] vo
vnutri alebo na hranici daného mnohouholnika P ozna¢me ¢p . ,, velkost uhla, pod ktorym z neho vidime vnatro
mnohouholnika. Teda ak [z,y] je vnuatri, tak ¢p,, = 27, ak je na hrane, tak ¢p,, = 7, a pre vrcholy moze
nadobudat rézne hodnoty.

Séitajme teraz tieto uhly pre vSetky mrezové body v rovine. Presnejsie, definujme ¥(P) = % > PPy

Ozna¢me teraz, rovnako ako v predchadzajicom rieSeni, obsah nasho N-uholnika Sp, pocet mrezovych
bodov v jeho vnutri Vp a pocCet mrezovych bodov na jeho obvode Hp. Zjavne kazdy z Vp mrezovych bodov
vnutri prispeje do ¥(P) jednotkou, kazdy z Hp — N bodov na hranéch jednou polovicou, a vSetkych N vrcholov
dokopy prispeje (N — 2)/2 — to preto, ze stfet vnatornych uhlov N-uholnika je 27 (N — 2). Dokopy teda
‘I/(P) =Vp+ (Hp 7N)/2+ (N*Q)/? =Vp +HP/2 —1.

A uz zostava len dokazaf, ze sucasne plati, ze ¥(P) je zaroven rovné ploche P. To plati napriklad z podobnjch
dovodov ako v predchadzajicom rieseni — plati to pre trojuholniky, a pre neprekryvajice sa P, () zjavne plati
T(PUQ) = U(P) + ¥(Q).

Riesenie ulohy

Pomocou prave dokazanej vety vieme nasu tlohu previest na dve jednoduchsie: Stad¢i ndm zistit obsah
zadaného mnohouholnika a pocet mrezovych bodov na jeho hranici.

Pocet bodov na hranici vypocitame tak, Ze s¢itame pocet vrcholov a pre kazda stranu pocet mrezovych bodov
v jej vnutri. Po¢et mreZovych bodov vo vnitri strany s koncami [z1,y1] a [x2,y2] vypocitame ako ,najvacsi
spolo¢ny delitel ¢isel |xo — 1| a |y2 — y1|, minus jedna“.? Najviicsieho spoloéného delitela Tahko spocitame
pomocou Euklidovho algoritmu.

Obsah mnohouholnika lahko uréime napriklad tak, Ze pre kazda jeho stranu zostrojime lichobeznik, ktorého
jedna strana je strana mnohouholnika, dve strany sa zvislé a Stvrta lezi na osi x. Ak méme mnohouholnik
popisany proti smeru hodinovych ruci¢iek, dostaneme jeho plochu tak, zZe s¢itame plochy pre lichobezniky, pre
ktoré strana mnohouholnika ,ide dolava“ a od¢itame plochy pre lichobezniky, ktorjch strana mnohouholnika
»ide doprava“. Napriklad na nasledujicom obréazku lichobezniky znézornené vlavo pripocitame k ploche a tie
znazornené vpravo odpocitame.

2Dékaz: Body na uvedenej tise¢ke vieme parametricky vyjadrit ako [z1 + t(z2 — 21),y1 + t(y2 — y1)] pre t € (0,1). Mrezovjch
bodov je teda tolko ako réznych hodnoét ¢, pre ktoré st t(z2 — z1) aj t(y2 — y1) celé. Nech d je najviiési spolo¢ny delitel zo — 21 a
y2 — y1. Potom existuju celé a, b také, ze d = a(x2 — z1) + b(y2 — y1). Ak maju t(z2 — x1) aj t(y2 — y1) byt celé, musi byt celé éislo
aj at(xo — 1) + bt(y2 — y1) = td. A toto spliaji len t € {1/d,2/d,...,(d —1)/d}.
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Na urcenie obsahu lichobeznika pouZzijeme znamy vzorec — priemer dlzok zdkladni x vyska. Vzhladom k
tomu, ze tak ako aj v tomto vzorci ako aj vo vzorci na urcenie po¢tu mrezovych bodov sa vyskytuje delenie
dvoma, budeme radsej pocitat dvojndsobok obsahu, aby sme mohli pouzivat celé ¢isla.

(Alternativny sposob pocitania obsahu je pomocou vektorového sucinu. Namiesto lichobeznikov rozdelime
mnohouholnik na N trojuholnikov, pri¢om vrcholy i-teho trojuholnika st [z;,v:], [zit1,¥i+1] & [0,0]. Plochu
mnohouholnika dostaneme ako stcéet orientovanych pléch tychto trojuholnikov, pricom orientované plocha ta-
kéhoto trojuholnika je polovica z-ovej sturadnice vektorového st¢inu vektorov [z;, y;, 0] a [2;41, ¥i+1,0]. Na konci
rieSenia tejto lohy uvddzame listing velmi stru¢ného rieSenia v C++ zalozeného na tejto myslienke.)

Casova a pamatova zlozitost

Casové zlozitost urdenia obsahu je linedrna od poétu vrcholov. Casové zloZitost uréenia poc¢tu bodov na
hranici zavisi na zlozitosti urdenia najvicsieho spoloéného delitela. Ak pouZijeme Euklidov algoritmus, tak
je tato zlozitost O(logmin(X,Y")), kde X a Y si obmedzenia na velkost siradnic vrcholov mnohouholnika.
Vyslednd ¢asové zlozitost je teda O(N logmin(X,Y")). Okrem stiradnic mnohouholnika si potrebujeme pamiitat
iba konstantné mnozstvo medzivysledkov, pamétova zloZitost je teda O(N).

Listing programu:
program les;
const MAXN = 100000;

type bod = record x, y : longint; end;

var n : longint;
body : array [l .. MAXN] of bod;
hranice, dobsah : longint;

procedure nacti_vstup;

var i : longint;
begin
readln (n);
for i := 1 to n do readln (bodyl[i].x, bodyl[i].y);
end;
function nsd (nl, n2 : longint) : longint;
var t : longint;
begin
if nl > n2 then begin t := nl; nl := n2; n2 :=t; end
while nl > 0 do begin t := nl; nl := n2 mod nl; n2 :=t; end;
nsd := n2;
end;
function pocet_vnitrnich_bodu_usecky (a, b : bod) : longint;
var dx, dy : longint;
begin
dx := abs (a.x - b.x);
dy := abs (a.y - b.y);
if (dx = 0) and (dy = 0) then pocet_vnitrnich_bodu_usecky := 0
else pocet_vnitrnich_bodu_usecky := nsd (dx, dy) - 1;
end;
function bodu_na_hranici : longint;
var i, b : longint;
begin
b := n + pocet_vnitrnich_bodu_usecky (body[l], body[n]);
for i := 1 ton - 1do b :=Db + pocet_vnitrnich_bodu_usecky (body[i], body[i + 11]);
bodu_na_hranici := b;
end;
function dvakrat_obsah_lichobeznika (a, b : bod) : longint;
begin
dvakrat_obsah_lichobeznika := (a.y + b.y) * (a.x - b.x);
end;

function dvakrat_obsah_mnohouhelnika : longint;

var i, s : longint;
begin
s := dvakrat_obsah_lichobeznika (body[n], body[1l]);
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for i := 1 ton - 1 do s := s + dvakrat_obsah_lichobeznika (body[i], bodyl[i + 11);
dvakrat_obsah_mnohouhelnika := abs (s);
end;
begin
nacti_vstup;
hranice := bodu_na_hranici;
dobsah := dvakrat_obsah_mnohouhelnika;
writeln (1 + (dobsah + hranice) div 2);
end.

Listing programu:

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;
int main () {
int N; cin >> N;
vector<int> X (N+1), Y (N+1);
for (int i=0; i<N; i++) cin >> X[i] >> Y[i];
X[N]=X[0]; Y[N]=Y[O];

int dvakrat_plocha = 0, na_obvode = 0;
for (int i=0; i<N; i++) dvakrat_plocha += X[1]*Y[i+1]-X[i+1]*Y[i];
for (int i=0; i<N; i++) na_obvode += _ gcd( abs (X[i+1]-X[i]), abs(Y[i+1]-Y[i]) );

cout << (dvakrat_plocha + na_obvode + 2)/2 << endl;

A-11-2 Babylonska kriza

Kazdy si urcite vSimol podobnost s ilohou z doméaceho kola. Tato podobnost nie je ndhodné, pretoze v rieseni
tejto tlohy pouzijeme rovnaki datova Struktaru ako v rieseni tlohy A-I-1. Tato struktira sa vola pismenkovy
strom, alebo tiez trie, a jej popis je vo vzorovom rieseni prave spomenutej tlohy domaceho kola.

Zavedme si oznacenie, ktoré nam ulahéi dalsi popis. W bude oznadovat pocéet wordlistov, Ly, pocet pismen
vo vsetkych wordlistoch a Ly dlzku analyzovaného textu v znakoch.

Asi najjednoduchsi sposob, ktory kazdého okamzite napadne, je postupne si pre kazdy jazyk spravit samos-
tatny pismenkovy strom. Potom stac¢i prejst vstupny text po jednotlivych sloviach a pre kazdé slovo zistit, v
ktorych stromoch (a teda aj wordlistoch) sa nachadza. Kazdy taky vyskyt zapocitame pre jednotlivé jazyky.
Nakoniec ndjdeme jazyk s maximalnym poc¢tom takychto vyskytov a jednoducho vypiseme odpoved.

Takto priamodiary postup ma zlozitost O(Lp - W + Ly ), pretoze kazdé slovo v texte vyhladdvame v pismen-
kovom strome tolko krat, kolko mame pismenkovych stromov (a tych je tolko, kolko je wordlistov). Vytvorenie
vSetkych stromov nedokaZeme spravit lepsie ako v ¢ase Ly, pretoZze kazdé slovo z kazdého wordlistu musi byt
pridané do zodpovedajiceho stromu. Pamétové zlozitost bude prinajhorSom O(Ly).

To sice nie je zlé, ale urcite vas napadla kopa zlepSeni. Jednym by mohlo byt to, Ze postavime spolo¢ny
pismenkovy strom pre vSetky wordlisty a pri kazdom slove si zapamétame, do ktorych wordlistov patri. Toto
sa d4 implementovat napriklad tak, Ze v kazdom vrchole budeme mat zoznam jazykov, ktoré obsahuju slovo
zodpovedajice doty¢nému vrcholu.

Analyzovany text potom znova precitame po jednotlivych slovach. Ked najdeme slovo v strome, nebudeme
hned prechédzat cez vSetky jazyky, ktoré ho obsahuji, ale len si v danom vrchole zvy$ime pocitadlo poctu
vyskytov dotyéného slova. Az ked docitame cely text, tak raz cely strom prejdeme (idedlne prehladdavanim do
hibky) a pri tom spracujeme pre kazdé slovo, ktoré sa v texte vyskytovalo, vietky jeho vyskyty naraz.

Je dolezité si uvedomit, Ze vytvorenie takého pismenkového stromu a zaroven prehladdvanie na konci ne-
zaberie viac nez O(Lyw ). Pridané spijané zoznamy totiz celkovi ¢asovi ani pamédtova zlozitost neovplyvnia.
Je to preto, Ze kazdy prvok v zozname zastupuje jedno slovo. V strome tak méme najviac O(Ly ) normélnych
vrcholov a najviac O(Ly ) prvkov spdjaného zoznamu. Pri vytvérani aj pri zéveretnom prehladévani tak kazdy
vrchol spracovdvame prave raz, takze celkova Gasova zlozitost je O(Lw + Lr). Pamitfova je z rovnakych pri¢in
O(Lw).

Lepsiu asymptotickt asovi zloZitost nevieme dosiahnut, pretoZe vstupné stibory musime aspon raz precitat.
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Aj ked vieme, Ze dalsie zrychlenie sa uz neda dosiahnut, mozeme sa pokusit o implementa¢ne jednoduchsie
rieSenie. V prave popisanom algoritme sme si pre kazdé slovo pamiitali, v ktorych wordlistoch sa nachadza.
Sktisme tato informéciu zo stromu tplne vynechat.

Po jednom preéitani vstupného textu budeme o kazdom slove vediet, kolkokrat sa v texte vyskytuje. Nevieme
len, v ktorych wordlistoch sa tieto slova nachadzaji. Ni¢ ndm ale nebrani v tom, aby sme si precitali vSetky
wordlisty este raz. Ked teraz ¢itame wordlist, kazdé jeho slovo v strome najdeme a zodpovedajiucemu jazyku
prirdtame jeho pocet vyskytov v texte.

Takéto prejdenie bude trvat O(Ly ) krokov, takze to celkovi ¢asovu zlozitost nepokazi. NavySe vSak bude
tento algoritmus omnoho jednoduchsi na implementaciu.

Listing programu:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define WORD_LEN 255
#define ALPHABET_SIZE 26

struct TRIE_NODE {
TRIE_NODE *next [ALPHABET_SIZE];
int count;

Vi

struct DICT_DESC {
char name [WORD_LEN];
int size;

bi

void trie_add (TRIE_NODE *root, const char *word)
{
TRIE_NODE *cur_root = root;

while (*word)
{
if (!cur_root->next[*word-"a’])
{
cur_root—->next [*word-"a’] = malloc (sizeof (TRIE_NODE)) ;
for (int i=0; i<ALPHABET_SIZE; i++)
cur_root—>next [*word-'a’]->next[i] = NULL;
cur_root->next [*word-"a’]->count = 0;

}

cur_root = cur_root->next[*word-"a’];
++word;
}
//Nie je potrebne pamatat si konce slov, v zaverecnom pocitani sa hodnoty vo vrcholoch zanedbaju

}

void trie_increase_word_count (TRIE_NODE *root, const char *word)
{
TRIE_NODE *cur_root = root; //posledna faza, mame istotu, ze slovo najdeme
while (*word && cur_root)
{
cur_root = cur_root->next[*word-'a’];
++word;
}
if (cur_root)
cur_root—->count++;

}

int trie_find (TRIE_NODE *root, const char *word)
//najdeme slovo v strome vratime, ze kolko krat sa vyskytlo
{

TRIE_NODE *cur_root = root; //posledna faza, mame istotu, ze slovo najdeme

while (*word)

{
cur_root = cur_root->next[*word-"a’];
++word;

}

return cur_root->count;
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void trie_free (TRIE_NODE *root) //uvolnenie struktur
{
if (!root)
return;
for (int i=0; i<ALPHABET_SIZE; i++)
trie_free(root->next[1i]);
free (root);

}

TRIE_NODE *trie_root;
int N;

int main (void)

{
FILE *fdict = fopen(“slovniky.in%, “r%“);
FILE *ftext = fopen(“text.in“, “r%);

trie_root = malloc (sizeof (TRIE_NODE)) ;
for (int i=0; 1i<ALPHABET_SIZE; ++1i)

trie_root->next[i] = NULL;
trie_root->count = 0;

//inicializacia pismenkoveho stromu
int dict_count;
fscanf (fdict, “%d%“, &dict_count);
for (int dict=0; dict<dict_count; dict++)
{
int dict_size;
char word[WORD_LEN+1];
fscanf (fdict, “%s %d“, word, &dict_size);
for (int cur_word=0; cur_word<dict_size; cur_word++)
{
fscanf (fdict, “%s“, word);
trie_add(trie_root, word) ;

}

//zistenie poctu slov v texte

while( !feof (ftext))

{
char word[WORD_LEN+1];
fscanf (ftext, ™ %s %, word);
trie_increase_word_count (trie_root, word);

}

//zistenie poctu slov v slovniku

fclose (fdict);

fdict = fopen (“slovniky.in“, “r%“);

fscanf (fdict, “%d%“, &dict_count);

DICT_DESC *dict_desc = malloc(sizeof (DICT_DESC) * dict_count);

for (int dict=0; dict<dict_count; dict++)

{
int dict_size;
fscanf (fdict, “%s %d“, dict_desc[dict].name, &dict_size);
dict_desc[dict].size = 0;

for (int cur_word=0; cur_word<dict_size; cur_word++)
{
char word[WORD_LEN+1];
fscanf (fdict, “%s“, word);
dict_desc[dict]. 51ze+= trie_find(trie_root, word);

}

//najdenie slovniku s najvacsim poctom slov
int max = 0;
for (int dict=0; dict<dict_count; dict++)
if (dict_desc[dict].size>max)
max = dict_desc([dict].size;

//vypisanie slovnikov
FILE *fout = fopen (“jazyk.out"“, “w%);
for (int dict=0; dict<dict_count; dict++)
if (dict_desc[dict]. size==max)
fprintf (fout, “%$s\n“, dict_desc[dict].name);
fclose (fout) ;
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//uvolnenie stromu
trie_free(trie_root);
return 0;

}

A-11-3  Cyklistické preteky

Hned po precitani zadania je jasné, Ze tato tloha bude mat nie¢o spolocné s grafovymi algoritmami. Mesta
budt vrcholy, mozné etapy pretekov budii hrany a pocty divdkov si mozeme predstavit ako ohodnotenie hran
nezapornymi celymi ¢islami. Ako ale ndjdeme riesenie?

Zacneme prvou ¢astou tlohy, teda najdenim nejakej trasy pretekov z Vysnych Hakov do Velkého Sumeca s
¢o najmenej etapami (ale bez poziadavky na maximalizdciu po¢tu divakov). Takto zadané tloha je v podstate
uéebnicovym prikladom na prehladavanie grafu do $irky. Pre kazdé mesto si spoditame minimélny pocet etap
nutnych na jeho dosiahnutie a to tak, ze Vysné Haky dostant nulu, ich susedia jednotku, susedia susedov dvojku
atd. V grafe ndm tak vzniknu akési vrstvy, pridom v k-tej vrstve si vrcholy, do nich sa d& dostat najkratsou
cestou na k etap. Najdenie nejakej trasy je potom jednoduché: Zacéneme z posledného vrcholu, teda z Velkého
Sumca, potom zoberieme nejakého jeho suseda vo vrstve o jedna nizsej a tak pokracujeme, pokial sa nedostaneme
do Vysnych Hékov. Toto rieSenie vyZzaduje linedrny ¢as a linedrne mnozstvo paméte, tj. O(N + M).

A ako najdeme tu divacky najatraktivnejSiu trasu? Pre kazdé mesto uz vieme najmensi pocet etap, na ktory
sa don vieme dostat. Teraz navySe pre kazdé mesto spocitame, kolko najviac divikov moéze vidief niektora
najkratsiu trasu z Vysnych Hakov do tohto mesta.

Postup, ako tento tidaj spocitame, bude podobny tomu z predchadzajicich odsekov. Pre mesta susediace
s VySnymi Hékmi je to priamo pocet divdkov na etape medzi nimi (kedZe musime pouzif najmensi pocet
etdp, nemame na vyber). Potom postupne spracujeme mesta, kam sa vieme dostat na 2 etapy, potom na 3,
atd. Ked teraz zistujeme optimélny pocet divdkov pre konkrétne mesto X vo vzdialenosti k etdp od Vysnych
Hakov, najdeme si vSetkych jeho susedov Y7i,...,Y], do ktorych sa z Vysnych Hékov dalo dostat na k — 1
etap. Najlepsia cesta do X urcite vyzera tak, Zze na k — 1 etdp prideme (optimélnym sposobom, ktory uz v
tomto okamihu pozname) do niektorého mesta Y;, a nasledne z neho k-tou etapou do X. Z tychto [ moznosti si
vyberieme t11 najlepsiu.

Zjavne kazdy vrchol spracujeme prave raz a kazda hranu prave dvakrat, preto je ¢asovd aj paméitova zloZitost
linedrna od velkosti daného grafu — teda O(M + N). (Aby sme dosiahli tito ¢asovi a pamétovu zloZitost, graf
méame uloZeny ako zoznam okoli vrcholov — pre kazdy vrchol si pamétdme zoznam hran, ktoré z neho vedu.)

Za zmienku eSte stoji maly trik, ako program riesi vypis trasy — namiesto hladania trasy od konca a nasled-
ného otocéenia poradia miest, ako by naznacoval algoritmus, ndjdeme cestu z Velkého Sumca do Vysnych Hakov
a pri hladani trasy od konca ju rovno vypisujeme — takZe vypiSeme trasu z Vysnych Hakov do Velkého Sumca.

Na konci uvadzame aj alternativne rieSenie v C++, ktoré obe casti spdja do jednej a pocas prehladdvania
do sirky rovno spocita aj optimalny pocet divakov.

Listing programu:

program zavod;

const maxN = 1000000;
maxM = 1000000;
zacatek = 2; { prohodili jsme startovni a cilove mesto, abychom }
konec = 1; { nemuseli otacet cestu }

var M,N:integer;

mesta: array [l..maxN] of record { informace o mestech }

vzdalenost : integer; { pocet etap od zacatku }
maxDivaku : integer; { pocet divaku, ktery shledne trasu az sem}
predchozi:integer; { predchozi mesto na nejlepsi trase }
stupen: integer; { pocet sousednich mest}
zacatek: integer; { pozice prvniho souseda v poli sousede }
pozice:integer; {docasna hodnota pouzivana pri nacitani}

end;
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sousede: array([l..2*maxM] of record {pole sousedu. nejprve jsou ulozeni }
{ sousede mesta 1, pak sousede mesta 2, atd. }
mesto, divaku:integer;

end;

hrany: array([l..maxM] of record { pole hran, neboli moznych etap. Pouzito}
{ jen pri nacitani. }
odkud, kam, divaku: integer; { odkud a kam etapa vede a pocet divaku }
end;

{ Nacteni dat ze vstupu - naplni pole mesta a sousede. }
procedure nacti;
var i, pozice:integer;

a,b, divaku:integer; {mesta}

p:integer;

begin
readln (N, M);
for i := 1 to N do begin
mestali].stupen := 0;
end;

{nacti hrany a spocti stupne}
for i:= 1 to M do begin
readln(a, b, hrany[i].divaku);

hrany[i].odkud := a; hrany[i].kam := Db;
mestala]l.stupen := mestala].stupen + 1;
mestal[b].stupen := mestalb].stupen + 1;
end;
{ urci zacatky pro jednotliva mesta v poli sousede }
pozice := 1; {prubezna pozice v polli sousede}
for i := 1 to N do begin
mestal[i].zacatek := pozice;
mestal[i] .pozice := pozice;
pozice := pozice + mestali].stupen;
end;

{ napln pole sousede }

for i:= 1 to M do begin
a := hrany[i].odkud; b := hrany[i].kam; divaku := hrany[i].divaku;
{pridej souseda mestu a}
p:= mestala] .pozice;

sousede[p] .mesto := b;
sousede [p] .divaku := divaku;
mestala] .pozice := p+ 1;

{pridej souseda mestu b}
p:= mesta[b].pozice;

sousede[p] .mesto := a;

sousede [p] .divaku := divaku;

mestal[b] .pozice := p+ 1;
end;

end;

{ Fronta mest ke zpracovani. Vzhledem ke zpusobu pridavani plati, ze }
{ mesto s nizsi vzdalenosti od zacatku je v poli na nizsi pozici nez }
{ mesto s vetsi vzdalenosti. }
var fronta: array[l..maxN] of integer;

zacF, konF:integer; {zacatek a konec fronty}

{ Projde sousedy vybraneho mesta a pokusi se prodlouzit do nich trasu. }
procedure projdiSousedy (mesto:integer);
var i: integer; {index do pole sousedu}
posledni: integer; {index posledniho souseda v poli sousede. }
divaku, soused : integer;
begin
posledni := mestal[mesto].zacatek + mesta[mesto].stupen - 1;
for i:= mesta[mesto].zacatek to posledni do begin
divaku := mesta[mesto].maxDivaku + sousede[i].divaku;
soused := sousede[i] .mesto;
if mesta[soused].vzdalenost = -1 then begin
{mesto jsme jeste nenavstivili.}
konF := konF + 1;
frontalkonF] := soused; {dej do fronty}
mesta[soused] .vzdalenost := mesta[mesto].vzdalenost + 1;
mesta[soused] .maxDivaku := divaku; { a toto je zatim nejlepsi trasa}
mesta[soused] .predchozi := mesto;
end else if (mesta[soused].vzdalenost = mesta[mesto].vzdalenost + 1)
and (mestal[soused].maxDivaku < divaku) then begin
{ trasa pses toto mesto je lepsi, prenastavime hodnoty u souseda.}
mesta[soused] .maxDivaku := divaku;
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mesta[soused] .predchozi := mesto;

end;
end;
end;

{ Spocte hodnoty maxDivaku, vzdalenost a predchozi v poli mesta,

{ prakticky vyresi celou ulohu. }
procedure spocti;
var mesto: integer;

i:integer;

begin
{inicializace}
for i := 1 to N do begin
mestal[i] .maxDivaku := 0;
mestal[i].vzdalenost := -1; {zatim jsme nikde nebyli}
end;
{pocatecni mesto ma vzdalenost 0 a zadne divaky}
mestal[zacatek] .vzdalenost := 0;
mestal[zacatek] .maxDivaku := 0;
frontal[l] := zacatek;
zackF := 1; konF := 1;

{dokud neni fronta prazdna}
while zacF <= konF do begin
mesto := frontal[zacF];

zacF := zacF + 1; {precti hodnotu z fronty}

projdiSousedy (mesto) ;
end;
end;

{ Vypise cestu od konce do zacatku. Protoze cesta,
{ konci ve Vysnych Hacich, tak je vysledkem presne to,

procedure vypis;
var mesto:integer;

begin

writeln (mestal[konec] .vzdalenost, ’ ’, mestalkonec].maxDivaku);

mesto := konec;

write (konec) ;

while mesto <> zacatek do begin {dokud nejsme na zacatku}
mesto := mesta[mesto].predchozi;
write(’ ’, mesto); {vypis ho}

end;

writeln;

end;

{ Hlavni program }
begin

nacti;

spocti;

vypis;
end.

Listing programu:

#include <algorithm>

#include <iostream>

#include <vector>

#include <queue>

using namespace std;

struct hrana { public: int ciel, pocet;

int main() {
int N, M; cin >> N >> M;
vector< vector< hrana > > G(N);
// nacitaj vstup
for (int i=0; i<M; i++) {
int x; hrana E;
cin >> x >> E.ciel >> E.pocet;
x-—; E.ciel-—;
G[x] .push_back (E) ;
swap (x,E.ciel);
G[x] .push_back (E);
}
// prehladaj do sirky
vector<int> vzdialenost (N, 987654321),
queue<int> Q;

{najdi mesto, ze ktereho jsme prisli}

bi

divakov (N), odkial (N);

kterou najde spocti(),
co pozaduje zadani.
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Q.push (0); vzdialenost[0]=divakov[0]=odkial[0]=0;

while (!Q.empty()) {
int kde = Q.front(); Q.pop();
for (int i=0; i<int (G[kde].size()); i++) {

int kam = G[kde][i].ciel, kolko = G[kde][i].pocet;
if (vzdialenost[kam] > vzdialenost[kde]+1) {

vzdialenost [kam] = vzdialenost[kde]+1;
divakov[kam] = divakov[kde] + kolko;
odkial [kam] = kde;
Q.push (kam) ;
}
if (vzdialenost[kam] == vzdialenost[kde]+1) if (divakov[kam] < divakov[kde] + kolko) {
divakov([kam] = divakov[kde] + kolko;
odkial [kam] = kde;

}
}
}
// vypis vzdialenost a pocet divakov
cout << vzdialenost[l] << “ ™ << divakov[1l] << endl;
// zostroj a vypis cestu
vector<int> cesta(l,1);

while (cesta.back()!=0) cesta.push_back (odkial[cesta.back()]);
reverse (cesta.begin(),cesta.end());
for (int i=0; i<int (cesta.size()); i++) cout << (i?2% “:“"W) << (cesta[i]l+1); cout << endl;

A-11-4 Zasobnikové pocitace

Vzorové rieSenie pouZiva len jeden zdsobnik. V nom si budeme pocas vypocétu udrziavat ¢o najjednoduchsi
vyraz, ktory je ekvivalentny s doteraz preéitanou ¢astou vstupu.

Zabudnime na chvilku na zatvorky (budeme predpokladat, Ze nie s na vstupe). Vyraz budeme nacitavat
po znakoch. Ak nacitame hodnotu 0 alebo 1, ulozime ju na vrch zasobnika. Ak nac¢itame nejaky operator, tak
vyraz v zasobniku trosku zjednodusime a potom nacitany operdtor vlozime na vrch zasobnika. V zasobniku sa
nam budt striedat operatory a hodnoty, pri¢om na spodku zisobnika bude hodnota.

ZjednodusSovanie vyrazov: Ak nacditame operator |, tak vtedy mdézeme cely vyraz, ktory je uloZeny v
zdsobniku vyhodnotif. Vieme to spravit napriklad tak, ze vyberieme vrchné 3 prvky zo zdsobnika, ktoré budu
mimochodom vyzerat ako hodnota, operator, hodnota, spracujeme® a vyslednti hodnotu vlozime na vrch
zésobnika. Toto budeme opakovat az kym nebude zasobnik obsahovat iba jednu hodnotu. To mézeme povazovat
za dostatocne zjednoduseny vyraz.

Vsimnite si, Ze ak by v zdsobniku boli za sebou (oddelené ¢islom) dva operdtory & a nad nimi operator |, tak
by sme tymto postupom mohli prist k zlému vysledku*. Preto treba zarucit, aby sa za sebou nenachadzalo dva
a viac operatorov & Kvoli tomu, vzdy ak nacitame operator &, tak predtym nez ho vlozime na vrch zasobnika
skontrolujeme, ¢ by neboli za sebou dva operdtory & (vtedy zdsobnik vyzerd ako hodnota, &, hodnota). Ak
hej, tak dant trojicu vyberieme zo zasobnika, vyhodnotime, a vysledok vlozime na vrch zasobnika. Toto budeme
opakovat az kym nebude zasobnik obsahovat iba jednu hodnotu, alebo nenarazime na operator |.

Zatvorky: Teraz sa musime popasovat so zatvorkami. Ak nacitame lav( zatvorku, musime rekurzivne
vyhodnotit vyraz medzi touto zitvorkou a spravnou pravou zatvorkou. Zasobnik ndm pri tom velmi pomoze.
Jednoducho vlozime zatvorku do zésobnika a budeme pokracovat vo vyhodnocovani vyrazov tak, ako sme
popisali vyssie (jediny rozdiel je, Ze pri zjednoduSovani vyrazov budeme povazovat za prézdny zdsobnik aj
zasobnik, na ktory mé na vrchu lava zatvorku).

Ked nac¢itame pravt zatvorku, tak vyhodnotime vyraz na zasobniku aZ po najblizsiu lavi zatvorku (tak, ako
pri zjednodusovani vyrazu pri nacitani |) a vysledok vlozime do zdsobnika (¢iZze sme nahradili celt zatvorku jej
hodnotou).

Ked docitame vstup, tak ndm ostane v zdsobniku nejaky vyraz, ktory staéi vyhodnotit presne tak, ako pri
nacitani operatora |. Potom ostane v zasobniku prave jedna hodnota, ktora sa rovna hodnote vyrazu zo vstupu.

Tento algoritmus zjavne pouziva iba jeden zasobnik. Casova zlozitost je trosku zlozitejsia. Viimnite si, ze
kazdy operator zo vstupu dame najviac jeden krat do zasobnika a najviac jeden krat ho potom vyberieme.

3Vyhodnotime vyraz, ktory reprezentuji
4Skuste si najst taky priklad.
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Medzi vloZeniami a vybermi vzdy spravime konStantny pocet operécii a preto je casové zlozitost linearna.

Listing programu:

program vyraz;

var s stack of char;
c char;
{ Vrati operator na vrchu zasobnika. }
{ Ak tam nie je ziadny, vrati ’"#’. }
function vrchny_op char;
var num, Op char;
begin
num := pop(s);
if empty(s) then op := ’"#’
else begin op := pop(s); push(s, op); end;
push (s, num);
vrchny_op := op;
end;
{ Vyhodnoti operator na vrchu zasobnika. }
procedure vyhodnot;
var a, b, op, vysledok char;
begin
b := pop(s);
op := pop(s);
a := pop(s);
if op = '&’ then vysledok := a='1l’ and b="1';
if op = '|’ then vysledok := a="1’" or b="1';
if op = ' (’ then vysledok := b="1";
if vysledok then push(s, ’1l’) else push(s, '0");
end;
begin
while read(c) do case c of

ror ,

71" : push(s, c); { Cislo ulozime na zasobnik. }

&’ : begin { Vyhodnotit vsetky 7&’. }
while vrchny_op = ’&’ do vyhodnot;
push(s, ¢);

end;

17 : begin { Vyhodnotit vsetky ’&’ alebo 7|’. }
while vrchny_op in [’&’, ’'|’] do vyhodnot;
push(s, c);

end;
(" : begin { Pred zatvorkou ulozime pomocnu nulu. }
push(s, "0");
push (s, c);
end;

)’ : begin { Vyhodnotit az do 7 (/. }
while vrchny_op <> ' (’ do vyhodnot;
vyhodnot; { Odstrani ’ (’/ z vrchu zasobniku. }

end;
end;
while vrchny_op <> '#’ do vyhodnot;
write (pop(s));
end.
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