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P-II-1
Na tvod si dohodnime nasledujiice znacenie:

e d; je den, kedy sa hra i-ty zapas, navyse definujeme dy = 0,
e b; je pocet bodov, ktoré ziskame za i-ty zapas (0, 1 alebo 3).

Vsimnime si nejaké (flubovolné) optimalne rieSenie problému. Ukazeme, Ze existuje rovnako
dobré riesenie, kde je postupnost poctov ziskanych bodov neklesajica — inymi slovami, najskor
niekolko zépasov prehrame, potom niekolko remizujeme a vSetky ostatné vyhrame.

Toto vieme dosiahnut postupnymi vymenami vysledkov zdpasov. Ak pre nejaké i plati b;_; >
0 a b; = 0, tak ich m6zeme vymenit — namiesto (i — 1)-ého zapasu vyhrdme/remizujeme az i-ty,
sil na to mame uréite dost a po i-tom zipase budeme na tom presne rovnako ako v povodnom
rieSeni. Podobne, vysledky mozeme vymenit aj ak b;_; = 3 a b; = 1. Tu rozlisime dva pripady:
Ak R <V, mozeme ich vymenit z podobného dévodu ako predtym, prvy zadpas namiesto vyhry
len remizujeme (Co nés stoji nanajvys tolko isto sil), druhy zépas vyhrame, celkova ,spotreba
sil“ za tieto dva zapasy je rovnaka. Ak R > V, tato situacia nenastane, lebo v optimalnom
rieSeni sa nam neoplati remizovat.

Zamyslime sa teraz nad tym, ako overit, ¢i vieme vyhrat poslednych niekolko zépasov.

Ozna¢me v; minimélnu velkost sily, ktord ndm tesne pred i-tym zépasom sta¢i na to,
aby sme od tohto okamihu do konca sezony vyhrali vsetky zapasy. Hodnoty v; spocitame
od konca. Zjavne vy = V. Ak vieme hodnotu v;,;, hodnotu v; spoc¢itame nasledovne: v; =
V +max(0, v;41 — (diy1 —d;)). (Potrebujeme urcite aspori V' na vyhranie tohto zédpasu. Pred na-
sledujicim zapasom musime mat v;; sily. Do nasledujiceho zapasu jej vieme nacerpat d; . —d;,
pripadny zvysok si teda musime priniest spred i-teho zépasu.)

Na druhej strane, Tahko vieme urcit, Ze pred i-tym zdpasom vieme mat najviac d; sily.
Vyhrat vSetko od i-teho zédpasu dalej teda vieme prave vtedy, ak d; > v;.

Jemnym zovseobecnenim tejto ivahy dostavame prvé pomerne efektivne riesenie tlohy Vy-
skgame vSetky moznosti pre pocet vyhier a. Pre kazdi moznost vySsie uvedenym postupom
overime, ¢i je pripustnd. Ak &no, dopocitame, kolko najviac predchadzajucich zdpasov vieme
remizovat. (Toto spravime presne rovnakym postupom, zacneme od (N — a + 1)-ého zépasu,
pred ktorym méame mat vy_, 1 sily, pri vipocte sily potrebnej pred predchadzajicimi zdpasmi
pouzijeme ten isty vzorec, len namiesto V' v nom bude R, kedZe tieto zapasy chceme remizovat.)
Takto ziskany pocet remizovanych zapasov oznacme b.

Vyskusat jedno mozné a vieme teda v linedrnom ¢ase od N. Spomedzi vSetkych rddovo N
sktisanych mozZnosti si vyberieme samozrejme t, kde je ziskany pocet bodov (teda hodnota
3a + b) najvicsi mozny. Vyssie popisané riesenie mé zjavne ¢asovi zlozitost O(N?).

Teraz ukazeme, ako tuto Glohu riesit v ¢ase linedrnom od poctu zapasov.



V prvom rade oSetrime situéciu, kedy R > V. Vtedy sa ndm neoplati remizovat, preto len
ideme od konca a ndjdeme maximalny mozny pocet vyhier. V nasledujicom texte predpokla-
dame, ze R < V.

Myslienka je nasledovna: budeme postupne zvySovat pocet vyhratych zédpasov a zakazdym
(sikovnejsie ako v minulom rieSeni) upravime maximalny pocet zapasov, ktoré predtym zvla-
dame remizovat.

Na tvod teda najdeme riesenie, v ktorom ziaden zapas nevyhrame, ale ¢o najviac poslednych
zapasov remizujeme, nech je ich b. Toto rieSenie vieme vySSie popisanym postupom najst v
linedrnom case.

Teraz ideme postupne zvicSovat pocet vyhratych zapasov. Pocas tejto fazy si budeme pamé-
taf prvy remizovany zapas = a posledny remizovany zapas y. Na zaciatku je teda x = N —b+1
ay=N.

Od tohto okamihu az do chvile, kedy sa ndm mina remizované zapasy a uz ziadny nevieme
vyhrat, budeme opakovat nasledujici postup:

Vsimnime si, ze pri aktualnom rieSeni bude naSe muzstvo pred y-tym zapasom mat d, —
R(y — x) sily. Ak je tato hodnota > v,, moézeme si dovolit y-ty zapas vyhrat bez toho, aby sme
museli zmensSovat pocet ,bodovanych“ zipasov. V opacnom pripade musime zmenS$if pocet
,bodovanych®“ zapasov, a teda x-ty zdpas namiesto remizy prehrame.

Malo by byt zjavné, ze vyssie uvedenym postupom v okamihu, ked sme préave ,,vyrobili“ a-tu
vyhru, mame k nej najvacsi mozny pocet remiz. Urcite teda optimalne rieSenie nepreskocime.

Zostava ukazat, ze ¢asova zlozitost tohto rieSenia je naozaj linedrna. Prvi fazu (spocitanie
hodnét v; a maximalneho poc¢tu remiz bez vyhier) vieme lahko spravit v linedrnom case. Kazdy
krok druhej fazy bud zvicsi y, alebo zmensi = a prestaneme, ked = < y, preto je tychto krokov
najviac N. Kazdy z nich vieme spravit v konStantnom ¢ase, preto celd druhé faza bezi v ¢ase
linearnom od N, ¢.b.t.d.

Program uvedeny nizsie implementuje t1 istt myslienku trochu ina¢. Rovnako ako v prvom
prezentovanom rieseni zac¢ne zostrojenim optimalneho riesenia, v ktorom len remizujeme. Pre
kazdy interval si pamétéa, kolko sily ziskanej poc¢as neho nevyuzivame. Tuto silu potom pouziva
na prerabanie remizovanych zapasov na vyhraté. Pritom plati, Ze vzdy, ked ma na vyber, pouzije
ta dostupnu silu, ktora vznikne najneskér — tym urcite ni¢ nepokazi. Aj implementaciou tejto
myslienky vieme dostat rieSenie beziace v linedrnom case.

Poznamka na zaver: Existuju aj iné, vicsinou pomalsie rieSenia, ktoré su zalozené na dy-
namickom programovani. Napriklad mozeme postupne pre kazdy zapas (od 1 do N) a kazdy
pocet bodov (od 0 po 3N) zistit, ¢i je po danom zdpase mozné mat dany pocet bodov, a ak
ano, kolko najviac sily vieme v takom pripade po jeho skonceni mat. Tato informéaciu spoc¢itame
tak, ze vyskasame vsetky tri moznosti, ako dany zapas dopadol, a pre kazdi sa pozrieme na
uz vypoéitany vysledok pre o jedno mensi pocet zapasov a zodpovedajici pocet bodov. Casova
aj pamitova zlozitost tohto riesenia st O(N?), pri Sikovnej implementécii si vystacime aj s
pamitou O(N).

var dni:array[1..10000] of longint;
sila:array[1..10000] of longint;
V,R,vysl:longint;
N,i,pV,pR:integer;

{]Va.jde mazimalny pocet najpravejsich zapasov, ak stla potrebna na jeden zapas je ,kolko’}
function pouzi(kolko:integer) :integer;
var i,j,potrebujem:integer;



begin
i:=N; {4ktualny zapas}
j:=N; {0dkial cerpame silu}
while (j>=1) and (i>=1) do begin
if j>i then {Silu mozeme cerpat len zlava}
J+=15

{Udce'rpeme potrebnu silu pre i-ty zapas}
potrebujem : =kolko;
while (j>=1) and (sila[j]<potrebujem) do begin
dec(potrebujem,sila[j]l) ;
sila[j] :=0;
dec(j);
end;

if >=1 then begin
dec(sila[j] ,potrebujem) ;
dec(i) ;
end else begin
{co zvysilo, si odlozime na zaciatok. Urcite to pouzijeme
len na prerobenie zapasu s cislom >=1i, takze je to ok.}
sila[1] :=kolko-potrebujem;
end;
end;
pouzi:=N-i;
end;

begin
readln(V,R,N);
{Jednoduchy sposob zbavenia sa pripadu V<R}
if V<R then
R:=V;
for i:=1 to N do
read (dni[i]) ;

sila[1] :=dni[1];
for i:=2 to N do
sila[i] :=dni[i] -dni[i-1] ;

{1. fa.za}
pR:=pouzi(R) ;

{2. faza}
pV:=pouzi(V-R);

if pV>pR then begin
{Ak: sa nam podarilo ,,prerobit’’ viac remiz, ako sme ma,l,'i}
pV:=pR;
pR:=0;



end else

pR:=pR-pV;
vysl:=1*pR + 3*pV;

{3. faza}
while pR>1 do begin
{Zrusime nalavejsiu remizu}
dec(pR);
sila[1] :=sila[1]+R;
if (sila[1]1>=V-R) then begin
{Je dost sily na p're'r*obenie}
sila[1] :=sila[1]-(V-R);
dec(pR);
inc(pV);
if 1*pR + 3*xpV > vysl then
vysl:=1*pR + 3*pV;
end;
end;

writeln (vysl) ;
end.

P-11-2

Vsimnime si najskor, Ze pocet vrcholov, ktoré musime odstranit, vieme vypocitat ako (pocetu
vrcholov stromu) minus (pocet vrcholov vyslednej hiisenice). Mozeme teda namiesto najmen-
Sieho poctu vrcholov na odstranenie hladaf najvic¢siu hiisenicu nachédzajicu sa v strome.

Ulohu si este trochu zjednodusme: nebudeme hladaf hocijaki hiisenicu, ale taku, ktorej telo
kon¢i v koreni (koreii je ten vrchol, z ktorého sa za¢iname prechédzat pri popise stromu). Pri-
pomenime si vSak, ze telo hisenice je cesta a ze v strome medzi kazdymi dvoma vrcholmi vedie
prave jedna cesta. ZvysSok tela potom zjavne musi byt cely obsiahnuty v niektorom podstrome.
Nech sa tento zvySok tela nachadza v ktoromkolvek podstrome, pocet vrcholov tvoriacich hi-
senicu vieme vyjadrit takto:

koren

pocet vrcholov hiisenice zvySok
. huasenice
= 1 (koren)

+ (pocet podstromov — 1)

3 podstromy

+ zvysok husenice

Vidime, ze ak chceme najst najvicsiu hisenicu, ktorej telo kondéi v koreni, potrebujeme
najst ¢o najviicsi zvysok hisenice — t.j. ¢o najvicsiu hiisenicu z niektorého podstromu. To néas
privadza k rekurzivnemu rieseniu: Pre kazdy vrchol stromu (resp. podstrom s korefiom v tomto
vrchole) budeme pocitat velkost (t.j. pocet vrcholov) najvécsej hiisenice v podstrome, ktora
konéi v tomto vrchole. Ak je vrchol list, potom tento vrchol tvori hiisenicu (najvicsiu), ktord sa



sklada z jedného vrcholu. Pre ostatné vrcholy tuto hodnotu najskér rekurzivne vypocitame pre
vsetky podstromy — najdeme v nich najvécsie hisenice. Z tychto hodnét ndjdeme maximum a
(podla vyssie uvedeného vzorca) pripoc¢itame pocet podstromov.

Vsimnite si, ze kazdy vrchol spracujeme v ¢ase imernom jeho stupnu, teda poc¢tu vycha-
dzajucich hran. KedZe strom mé hran N — 1, je celkovy ¢as potrebny na tento vypocet linedrny
od N.

Ako v8ak ukazujui uz priklady v zadani, telo htsenice v ziadnom pripade nemusi koncit
prave v nami zvolenom koreni. Aby sme teda nasli naozaj najvicsiu, musime postupne ako
koreti (teda jeden koniec tela) vyskugat vsetky vrcholy.! Tak dostdvame algoritmus s éasovou
zlozitostou O(N?), t.j. kvadraticky od poc¢tu vrcholov stromu.

Tento algoritmus mozeme vylepSit, ak si v§imneme, ako vyzera Tubovolné cesta v zakorene-
nom strome: najskor ide niekolko (aj nula) vrcholov nahor (smerom ku korernu) a potom klesa
(smerom od korenia). Kazda cesta mé teda prave jeden ,najvyssi“ vrchol.

Upravime teraz nas poévodny algoritmus tak, aby pri jednom prechode stromom urcite nasiel
najdlhsiu htsenicu. Okrem povodne pocitanej informécie (velkost najvicsej hiisenice idtcej v
danom podstrome z jeho koreria ,,dodola®) budeme pre kazdy vrchol pocitat aj velkost najviicsej
hisenice, ktorej telo ma v danom vrchole najvyssi bod cesty. Z tychto hodnét nam uz iba staci
najst maximum.

Telo husenice sa teda sklada z najvyssieho vrcholu a dvoch ciest v dvoch podstromoch.
Velkost celej htisenice teda vieme vypocitat ako

za tento vrchol
velkost htusenice, ktorej telo vedie dole jednym podstromom

1

+

+ velkost huisenice, ktorej telo vedie dole inym podstromom

+ pocet podstromov — 2 (korene ostatnych podstromov tvoria nozicky)
+

1, ak tento vrchol nie je koren (aj otec tohto vrchola je nozicka)

Opit vidime, Ze najvic¢siu husenicu dostaneme vtedy, ked vyberieme dve najviic¢sie hisenice
z dvoch roznych podstromov. Ked uz vieme pre kazdy podstrom velkost najvic¢sej huisenice,
ktord ide z jeho koremna dodola, dve najvicsie z tychto hisenic vieme néjst v ¢ase linedrnom od
poctu podstromov, a teda linedrnom od stupna spractivaného vrcholu.

Zopakujme si to celé. Pre kazdy vrchol budeme poditat:

e velkost najviicsej husenice, ktorej telo kon¢i v danom vrchole a celd sa nachadza v jeho
podstrome

e velkost najvicsej huisenice takej, Ze dany vrchol je najvyssi vrchol jej tela.

Obe informécie pre konkrétny vrchol vieme vypocitat z rovnakych idajov o podstromoch vr-
cholu. Cely postup vieme realizovat v ¢ase O(NN) — linedrnom od velkosti stromu (staci ho totiz
raz prejst). Strom prechéddzame priamo pocas ¢itania refazca nil a jednotiek, ktorym je zadany.

#include <cstdio>
#include <cstring>

char s[10000]; // popis stromu

int 1; // dlzka popisu
int i=0; // pozicia v strome
int max=0; // najvacsia dosial najdena husenica

'Resp. stac¢i vietky listy, ale tym si prili§ nepomozeme.



int dfs(O) {

// vrati velkost maxz. husenice, ktora konct v tomto vrchole
int pp=0; // pocet podstromov;
int h=0; // velkost najvacsej a druhej najvacsej
int h2=0; // husenice konciacej v nejakom podstrome

// ak je to list, h = 1
if (s[i] == °0°) { ++i; return 1; }

while (s[i++] == ’1°) { // pre vsetky podstromy
++pp; // pocitame pocet podstromov
int r = dfs(); // rekurzivne spocitame

// maz. husenicu podstromu
if (r > h) { h2=h; h=r; } // hladame dve najvacsie
else if (r > h2) h2=r; // husenice v podstromoch

}

// velkost najvacsej husenice,
// ktorej telo konci v tomto vrchole
int k =h + pp-1 + 1;
// velkost najvacsej husenice, ktorej telo
// ma v tomto vrchole svoj najvysst bod
int v;
if (pp==1 v =k;

else { v=h+ h2 + pp-2 + 1;

// ak nie sme v koreni, tak + 1

ifG<Dv=v+1;}

if (max < v) max = v;
return k;

3

int main () {

scanf (,%s“, &s);

1 = strlen(s) ;

dfs(); // dfs() wypocita maz —-- maz. pocet vrcholowv,
// ktore tvoria husenicu

if (1 == 0) printf (,0\n“);
else printf (,%d\n“, 1/2+1-max) ;

// 1/2+1 je pocet vrcholov

return 0;

}



P-11-3

RieSenie stifaznej tilohy

MysSaci problém zjavne stvisi s tokmi, ale ako? Potrebujeme najst ¢o najviac navzajom
vrcholovo disjunktnych ciest z 1 do N. (Takéto cesty budeme volat nezdvislé.) Podmienka ,my$
moze ist cez kazdy vrchol najviac raz* pripomina situaciu, kedy uréujeme kapacitu jednotlivych
hréan — tu by sme ale potrebovali obmedzit akusi kapacitu vrchola. Ako na to?

Z grafu G na vstupe vytvorime orientovany graf G’ takto: Pre kazdy vrchol v v G okrem
vrchola 1 a N vytvorime v G’ dva vrcholy v! a v2. Vrcholy v! a v? spojime orientovanou
hranou z v* do v? s kapacitou 1. (Prechod po tejto hrane bude zodpovedat prechodu pévodnym
vrcholom. Vrchol v! bude akoby ,vstupna ¢ast“ a v? ,vystupna ¢ast“ povodného vrcholu v.)

Pre vrchol 1 vytvorime iba vrchol 12 a pre vrchol N iba vrchol N1, ked%e nechceme vchadzat
do 1 ani vychadzat z N. Kazda hranu e (spajajucu vrcholy a a b) nahradime v G’ dvomi
orientovanymi hranami: z a? do b' a z b* do a'. Tieto hrany mézu mat Tubovolna kapacitu,
napriklad ju tiez nastavme na 1. Vysledny graf G’ dame na vstup ¢iernej skrinke (vrchol 12 je
zdroj a vrchol N1 je tstie). Ona nam vrati nejaké ¢islo ¢, — hodnotu maximéalneho toku v G'.
Tvrdime, ze pocet kiskov syra, ktoré vie myska preniest, je rovny |c,,/2]. To vSak eSte treba
dokézat.

Vsimnime si, Ze kazda hrana v G’ mé velkost jedna, teda voda bud hranou preteka v plnej
kapacite alebo hranou voda nepreteka. Ukazeme, zZe ¢, je rovné maximalnemu poc¢tu nezavislych
ciest medzi vrcholmi 1 a N, t.j. takych, Ze kazda zacina vo vrchole 1, kon¢i vo vrchole N a
kazdy vrchol (okrem 1 a N) sa nachddza na najviac jednej ceste. Ozna¢me maximéalny pocet
nezavislych ciest p.

Najprv ukdzeme, Ze p < ¢,,. Pozrime sa na lubovolnych p nezavislych ciest v G. Kazda cesta
Wi, W, . .., W, z vrchola 1 do vrchola N v G ndm urcuje tok v G’ prirodzenym spdsobom: Voda
preteks iba hranami z w;! do w;? a hranami z w;% do w; . Cesty st nezavislé a teda vieme toky
prislichajtce jednotlivym cestam spojit do jedného velkého toku tak, Ze vo vyslednom velkom
toku bude voda prechadzat iba tymi hranami, ktoré sa nachadzaju v niektorom c¢iastkovom
toku. Teda pre kazdych p nezavislych ciest vieme v G’ néjst tok velkosti c,,.

Este ukdzeme, Ze ¢, < p. Majme nejaky tok v G’. Urobime presne opa¢ni konstrukciu ako
v predchadzajicom odstavci. Do kazdej dvojice vrcholov v! a v? v # N v G’ pritekd a z nej
odteka zjavne len jedna jednotka vody. Za¢nime vo vrchole 12 a vyberme sa nejakou hranou,
ktorou z neho odteké voda. Teda ked prideme do Iubovolného vrchola v!, kde v nie je tstie, tak
z neho vieme pokracovat do v? a z neho niekam dalej. Ked prideme do tstia, tak sme vlastne
nasli nejaka cestu v G z 1 do N. Ked sa vydame na zaciatku inou hranou, ktorou odteké voda,
tak dostaneme nejaka dalsiu cestu z 1 do N. Tieto cesty s zjavne nezévislé. Teda ak zo zdroja
vychadza k hran, po ktorych tecie voda, tak vieme najst k nezavislych ciest v G z 1 do N. Zo
zdroja vychéadza prave c,, takych hran a teda vieme najst aspon c,, nezavislych ciest a teda
Cm <.

Lahko si uz mozete aj sami dokazat, ze myska vie preniest |p/2| kaskov syra, kde p je
maximalny pocet nezavislych ciest v G.

Hladanie maximalneho toku

Okrem rieSenia zadanej hodnoty si navySe ukdZzeme aj to, ako implementovat algoritmus
skryty v nasej ¢iernej krabicke.

Za¢nime tym, Ze si definujeme jeden novy pojem: minimdlny rez. Predstavme si, ze niektoré
uzly zafarbime na cierno a ostatné na bielo tak, aby s bol c¢ierny a ¢ biely. Takéto ofarbenie
uzlov volame rez. VSimnime si teraz vSetky potrubia, ktoré maju zaciatok c¢ierny a koniec biely.
Cislo, ktoré dostaneme séitanim ich kapacit, volame velkost rezu. Minimdlny rez je teda taky
rez, ktory mé zo vSetkych moznych rezov najmensiu velkost.



(Alebo formaélne, rez grafu je rozdelenie vSetkych vrcholov grafu do dvoch disjunktnych
mnozin A, B tak, Ze zdroj patri do A a ustie do B. Velkost rezu je stdet kapacit vSetkych hrén,
ktorych zaciatoény vrchol patri do A a koncovy do B. Minimdlny rez je rez daného grafu s
najmensou moznou velkostou.)

Dokézeme teraz, ze velkost minimalneho rezu je rovna velkosti maximéalneho toku. Oznac¢me
velkost minimélneho rezu r,, a velkost maximélneho toku ¢,,. Velkost toku F' budeme znadit
tr, velkost rezu R budeme znacit rg.

Zvolme pevne nejaky tok F'. Pre dany rez R (uréeny ¢astami A a B, pri¢om zdroj sa nachadza
v A a ustie v B) ozna¢me og mnozstvo vody vytekajtce z Casti A do ¢asti B a pr mnozstvo
vody pritekajice do A z B. VSimnime si, Ze og — pg je pre fubovolny rez R rovné velkosti toku
F'. Tiez si vSimnime, Ze og je nanajvys rovné velkosti rezu R (lebo kazdym potrubim vedtcim
z A do B tecie nanajvys tolko, kolko je jeho kapacita).

Spojenim tychto pozorovani dostdvame: tr = or — pr < og < rg, inymi slovami velkost
Tubovolného toku je nanajvys rovné velkosti fubovoIného rezu. Specidlne teda aj velkost maxi-
mélneho toku je nanajvys rovna velkosti minimalneho rezu.

(Na tato nerovnost nam staci aj ,sedliacky rozum®. Staé¢i si uvedomit, ze pre fubovolny
tok a Tubovolny rez kazdy ,kusok“ vody idici zo zdroja do tstia musi skor ¢i neskor prejst
niektorou z hran, ktoré ,tvoria rez“, teda vedu z prvej jeho mnoziny do druhe;j.)

Na dokaz opacnej nerovnosti si zadefinujeme pojem zlepsujica cesta a kvoli jednoznacnej-
Siemu popisu budeme pouzivat terminolégiu z tedrie grafov (vid Studijny text na konci zadania).
Majme nejaky graf G a v iom nejaky tok f. Vytvorme z grafu G graf G’ tak, ze v iom pone-
chame vSetky vrcholy a postupne don budeme pridavat hrany: Pre kazda ,nenasyteni® hranu
e; v G (t.j. takd, ze f(e;) < ¢;) vedicu z a do b ddme do grafu G’ hranu z a do b s kapacitou
¢; — f(e;). Oznacme tieto hrany ako hrany prvého druhu. Pre kazda hranu e; vedicu z a do b,
cez ktoru tecie aspon nejaka voda (t.j. f(e;) > 0), ddme do G’ hranu z b do a s kapacitou f(e;).
Tieto hrany ozna¢me ako hrany druhého druhu. Zlepsujtica cesta je lubovolna cesta v grafe G’
zo zdroja do tustia. Rezervou zlepsujicej cesty C' oznac¢me najmensiu kapacitu hrany na tejto
ceste. Oznacme ju r..

Pozrime sa na nejaky tok f pre ktory existuje nejaka zlepsujica cesta C' = vy, 09, ..., U,
kde v; je zdroj a vy je tistie. Bez ujmy na vsSeobecnosti sa v nej neopakuja vrcholy. Nech e;
je hrana medzi v; a v;y;. UkdZeme, Ze vieme zvysit hodnotu toku f a dostat tak nejaky iny
tok f’, t.j. ze f nie je maximélny. V toku f modifikujeme pretekajice mnozstvo vody len na
hranach na zlepSujucej ceste. Na vSetkych hranach e; prvého druhu polozme f'(e;) = f(e;) +re,
kde r. je prislusna rezerva zlepsujucej cesty C. Na vSetkych hranach druhého druhu polozme
f'(e;) = f(e;) — re. D4 sa jednoducho ukazat, ze f’ bude po tejto modifikicii toku f zase
korektny tok.

prlklad siete potrubi b) priklad toku velkosti 3
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c) graf G’ pre zlepsujice cesty d) upraveny tok

(Na obrazku c st ¢iarkovane znézornené hrany druhého typu. Hrubo je vyznacend jedna
mozna zlepsujuca cesta, na obrazku d je novy tok, ktory dostaneme z toku na obrazku b
pouzitim zlepSujucej cesty z obrazku c. Vsimnite si, ako sa zmenil tok hranou idicou dolava
dodola.)

Este raz inymi slovami si povedzme, ¢o robime pri hladani zlepSujicej cesty. Chceme nasou
siefou potrubi pretlacit eSte nejak vodu, musime jej teda najst cestu, ktorou potecie. Toto
bude prave ta nasa zlepSujica cesta. Ako mozZze vyzerat? Hrany prvého typu st jasné — ak
mame potrubie, ktorého kapacitu sme eSte nedosiahli, mo6zeme nim poslat viac vody. O ¢om
si ale hrany druhého druhu? Predstavme si, Ze mame potrubie z a do b, ktorym telie k litrov
vody za sekundu. Ak teraz nejako privedieme napriklad 1 liter vody do b, mdzeme spravit to,
ze touto hranou pustime z a do b len k — 1 litrov. Tym opéf pre vrchol b plati, Ze don priteka
tolko, kolko odtekd — zvySuje nadm ale liter vody vo vrchole a. Vysledny efekt je teda ten isty,
ako keby sme dany liter vody ,pretlacili proti pradu“ potrubim z a do b.

Ukézali sme si uz teda, ze ak k danému toku existuje zlepsujuca cesta, vieme po nej poslat
vodu a tento tok zvicsit. To znamend, Ze pre maximalny tok nemoze existovaft zlepsujica cesta.
Majme teraz maximalny tok f. Vytvorme pren graf G’ tym istym spésobom ako je uvedené
vysSie. Vieme, Ze v tomto grafe nemdze existovat cesta zo zdroja do tustia. Zostrojme rez R
nasledovne: do prvej mnoziny A ddme vsetky vrcholy, ktoré st v G’ dosiahnutelné z s, do druhej
mnoziny B vSetky ostatné vrcholy. Ozna¢me velkost tohto rezu rz. Ukdzeme, Ze kazdé hrana
e; z nejakého vrchola a € A do nejakého vrchola v b € B je nasytena t.j. f(e;) = ¢;. V opa¢nom
pripade totiz existuje cesta v G’ z a do b (bude prvého druhu) a do komponentu A patri aj
dalsi vrchol z B. Dalej plati, Ze cez Ziadnu z hrdn e; z b € B do a € A netecie Ziadna voda.
Inak totiz z tohto istého dovodu sa komponent A d& rozsirit o dalsi vrchol.

Teda v toku f z komponentu A do B tecie rgr jednotiek vody a z komponentu B do A uz
ziadna voda netecie. Teda velkost toku f je nutne rz. Ukézali sme, Ze velkost maximéalneho

.....

velkosti minimélneho rezu r,,, ¢.b.t.d.

A nielen to. Nasli sme totiz aj algoritmus, ako (jeden mozny) maximéalny tok v danom grafe
zostrojit. Stac¢i zacat s ubovolnym tokom (napriklad prazdnym) a dookola hladat zlepsujtce
cesty a vylepSovat tak aktualny tok, kym sa to da. Dokéazali sme totiz, Ze ak uZ neexistuje
padom neexistuje.

Na hladanie zlepsujicej cesty mozeme pouzit jednoduché prehladavanie grafu. D4 sa uka-
zaf, Ze napriklad ak pouzijeme prehladavanie do Sirky (¢ize vzdy ndjdeme zlepSujicu cestu s
najmensim moZnym poc¢tom hrén), bude mat vysledny algoritmus ¢asovi zloZitost O(M?2N),
teda bude polynomidlny.?

2N je pocet vrcholov grafu (uzlov), M je pocet hran (potrubi).
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V rieSeni pouzijeme prikazy ForAll a Exists, ktoré sme definovali v rieSeniach domaceho kola.
(Prikaz ForAll(c,N) paralelne spusti N kopii, v ktorych postupne ¢=0, ..., N-1; program
uspesne skonci, ak vSetky tieto kopie uspesne skoncia. Prikaz Exists funguje analogicky, len
sta¢i, aby uspesne skoncila jedna Iubovolna képia.)

V prvom rade si uvedomme, Ze miest je nanajvys 2M a ze vSetky ich ¢isla mame v poli C'.
Ked teda potrebujeme prezriet vSetky mestd, mozeme namiesto toho prezriet vSetky policka
pola C.

Zamyslime sa, ako vieme najrychlejsie overit pre dve konkrétne mesta x a y, ¢i sa da dostat
z x do y. Prvy ddlezity postreh je, Ze ak existuje spdsob, ako prist z x do y, tak existuje taky
sposob, pri ktorom ziadnou cestou nejdeme dvakrat. Sta¢i nam teda vediet overit, ¢i sa z = do
y vieme dostat na najviac M ,krokov®.

Toto lahko spravime vyuzitim prikazu Exists: postupne ,hiddame® cesty, ktorymi ideme.
Ak sa nam podari dostat do y, zavolame Accept, ak uz sme isli M cestami a stale nie sme v
y, zavolame Reject.

Tymto dostavame trividlne rieSenie v ¢ase O(M log M): Pre kazdt dvojicu miest x, y para-
lelne overime, ¢i sa vieme z x dostat do y.

(Na tomto mieste by sme chceli podotknut, Ze existuje rieSenie v ¢ase O(M log M), ktoré
vobec nevyuziva paralelizator: Utriedime ¢isla z pola C, precislujeme vrcholy ¢islami od 1 do
2M, dvoma prehladavaniami do $irky /hibky zistime, ¢ sa vieme dostaf z mesta 1 do vSetkych
inych a ¢ sa odvSadial vieme dostat do mesta 1. Jedinou nevyhodou tohto rieSenia je, Ze je
omnoho zlozitejsie a je lahké v nom spravit chybu.)

Teraz si ukazeme, ako efektivnejsie overit, ¢i sa vieme dostat z « do y (na najviac M krokov).
Trik je jednoduchy: Ak sa z = do y vieme dostat priamo, vyhrali sme. Ak nie, ,uhddneme* mesto
z, cez ktoré pojdeme (priblizne) v strede nasej pute z x do y. Teraz potrebujeme overit, ¢i sme
si dobre tipli — teda ¢i sa vieme dostat z x do z (na najviac [M/2] krokov) aj z z do y (na
najviac | M /2] krokov). Tieto dve veci ale vieme overit paralelne!

Dostavame teda nasledujtci program:

{ vsrup:
M : longint;
C : array[0..M-1][0..1] of longint; }

{ Ford11() paralelne spusti N kopii, v ktorych cislo=0..(N-1),
uspesne skonci, ak vsetky uspesne skoncia }

procedure ForAll(var cislo : longint, N : longint) ;

var moc2, cifier, i, x : longint

begin
{ zistime, kolko ma N-1 cifier v dvojkovej sustave }
moc2 := 1;
cifier := 0;
while (moc2 <= N-1) do begin moc2 := moc2 * 2; inc( cifier ); end;
{ vygenerujeme cisla od 0 do 2 cifier - 1 }
cislo := 0;
for i:=1 to cifier do begin Both(x); cislo := 2*cislo + x; end;

if (cislo >= N) then Accept;
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end;

{ Ezists() paralelne spusti N kopii, v ktorych cislo=0..(N-1),
uspesne skonci, ak niektora z nich uspesne skonc?t }

procedure Exists(var cislo : longint, N : longint) ;

var moc2, cifier, i, x : longint

begin
{ zistime, kolko ma N-1 cifier v dvojkovej sustave }
moc2 := 1;
cifier := 0;
while (moc2 <= N-1) do begin moc2 := moc2 * 2; inc( cifier ); end;
{ vygenerujeme cisla od 0 do 2°cifier - 1 }
cislo := 0;
for i:=1 to cifier do begin Some(x); cislo := 2x*cislo + x; end;
if (cislo >= N) then Reject;
end;

{ Over(z,y,k) overi, ct sa z ,z" da dostat do ,y" na <=,k" krokov }
procedure Over(x,y,k : longint) ;

var priamo, pom, z : longint;

begin
{ najskor okrajove pripady }
if (k=0 and x=y) then Accept;
if (k=0 and x<>y) then Reject;

{ uhadneme, ci sa vieme dostat priamo, ak ano, overime }
Some (x) ;
if (x=1) then begin
{ uhadneme cislo spravnej hrany }
Exists (pom,M) ;
if (Clpom] [0]=x and C[pom] [1]=y) then Accept;
Reject;
end;

{ ak sa nedalo dostat priamo a mame len jeden krok, nejde to }

if (k=1) then Reject;

{ uhadneme stredny vrchol, stact vybrat koniec niektorej hrany }
Exists(pom, M) ;
z := Clpom] [1];

{ paralelne overime, ct existuju obe cesty polovicnej dlzky }
Both (pom) ;
if (pom=0) then
Over(x,z, (M+1) div 2);
else

Over(z,y,M div 2);
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end;

{ hlavny program: uspesne skoncime, ak pre kazdu dvojicu miest T, y

over(z,y,M) uspesne skonci }
var mestol, mesto2, il, jl, i2, j2 : longint;

begin
ForAll(i1,M); Both(j1);
ForAll(i2,M); Both(j2);
mestol := C[il] [j1];
mesto2 := C[2][j2];
Over (mestol , mesto2, M) ;
end.

Jeho ¢asova zlozitost je O(log? M). Pre¢o? Pri kazdom rekurzivnom volani proceditry Over
sa pocet krokov zmensi priblizne na polovicu, teda hibka rekurzie je O(log M). Najzlozitejsia
operécia pri behu procediry Over je jedno volanie Exists, na ktoré potrebujeme ¢as O(log M).
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