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Çàäà÷è âñòóïèòåëüíîãî ñåìèíàðà
Âî âñåõ çàäà÷àõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèå è ëîãè÷åñêèå äåéñòâèÿ ñ öåëûìè ÷èñëàìè âûïîëíÿþòñÿ çà
O(1).

1. Åñòü íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà åãî âåðøèí â 3 öâåòà òàêàÿ, ÷òî
êîíöû ëþáîãî ðåáðà ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Ïîñòðîéòå àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ, êîòîðûé ðàñêðàøèâàåò ýòîò ãðàô â O(

√
V ) öâåòîâ.

2. Åñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ðàçìåðà n × n, ñîñòîÿùàÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèì ïåð-
ìàíåíò A:

perm(A) =
∑

σ∈Sn

a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n),

ãäå Sn � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð,

perm
(

a b
c d

)
= ad + bc.

Ïîñòðîéòå ïî ìàòðèöå A ìàòðèöó B, ïåðìàíåíò êîòîðîé áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïåðìàíåíòîì A. Ìàòðèöà B
äîëæíà ñîñòîÿòü èç íóëåé è åäèíèö, è å¼ ðàçìåð è âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ äîëæíû áûòü ïîëèíîìèàëüíû ïî
n è log(max

i, j
aij).

3. Åñòü äåðåâî èç n âåðøèí. Íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ áóäåò ïîääåðæèâàòü
ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

• óäàëèòü ðåáðî äåðåâà,
• ñêàçàòü, åñòü ëè ïóòü ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè âåðøèíàìè.

Âàì íåîáõîäèìî ïðèäóìàòü äâå ðåàëèçàöèè ýòîé ñòðóêòóðû.

(a) Ïåðâàÿ ðåàëèçàöèÿ äîëæíà áûòü o�ine (òî åñòü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îïåðàöèè, êîòî-
ðûå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü, èçâåñòíû çàðàíåå). Ñóììàðíîå âðåìÿ ðàáîòû äîëæíî ñîñòàâëÿòü
O((n + m) log∗(n + m)).

(b) Âòîðàÿ ðåàëèçàöèÿ äîëæíà áûòü online (îïåðàöèè ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû ïî îäíîé, ðåçóëüòàò çàïðîñà
íåîáõîäèìî ñîîáùèòü äî ïîñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåé îïåðàöèè). Âðåìÿ çàïðîñà äîëæíî ñîñòàâëÿòü
O(1), ñóììàðíîå âðåìÿ âñåõ óäàëåíèé � O(n log n).

4. Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ïðîñòûå ÷èñëà îò 1 äî n çà O(n).

5. Òðåáóåòñÿ íàéòè ëþáîé öèêë â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå èëè ñîîáùèòü îá îòñóòñòâèè òàêîâûõ çà
O(V + E). Ïîëíîñòüþ îáîñíóéòå ñâîé àëãîðèòì.

6. (a) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì äâóäîëüíîì ãðàôå íàéäåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå, êîòîðîå ïîêðûâàåò âñå âåðøè-
íû ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ð¼áðà ëþáîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ìîæíî ïîêðûòü ∆ ïàðîñî÷åòàíèÿìè, ãäå ∆ �
ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû â ãðàôå.

Ïîäñêàçêà. Ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé ëåììà Õîëëà, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè åñòü äâóäîëüíûé ãðàô ñ ìíîæåñòâàìè âåðøèí A è B, òî ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ïîêðûâàþùåå
âåðøèíû U ⊆ A, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî V ⊆ U âûïîëíÿåòñÿ N(V ) > |V |, ãäå N(V ) �
êîëè÷åñòâî âåðøèí èç B, êîòîðûå ñîåäèíåíû õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç V .

7. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë c â ïðîìåæóòêå îò a äî b òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå x > 0 è k > 1,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî c = xk, çà O(log a + log b). Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è 4 ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì.

8. Ðàññìîòðèì îòñîðòèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé âåðøèí íåêîòîðîãî ãðàôà G áåç ïåòåëü
è êðàòíûõ ð¼áåð ñ n > 3 âåðøèíàìè (îáîçíà÷èì å¼ d1 6 d2 6 . . . 6 dn). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ âåðøèí ãðàôà u è v ñóììà èõ ñòåïåíåé íå ìåíåå ÷åì n, òî dk > k äëÿ ëþáîãî
1 6 k < n/2.

Ñòðàíèöà 1 èç 1


