OLYMPIADA V INFORMATIKE
NA STREDNYCH SKOLACH

dvadsiaty Stvrty rocnik
Skolsky rok 2008/09

rieSenia krajského kola
kategoria B

e Olympiada v informatike je od skolského roku 2006/07 samostatnou sttazou. Predchéddzajicich 21 ro¢ni-
kov tejto stfaze prebiehalo pod nidzvom Matematicka olympiada, kategéria P (programovanie).

e Oficidlnu webstranku sitaze najdete na http://oi.sk/.



2008/09
rieSenia krajského kola
kategoria B

OLYMPIADA
V INFORMATIKE

RieSenia kategoérie B

B-1l1-1 Binarny siucet

Ukazeme dve rozne, rovnako dobré riesenia zadanej tlohy.

Zacneme od konca

Postupne budeme hladat riesenie hlavolamu za¢inajic najmenej vyznamnou cifrou.

Niekedy rovno zistime, Ze rieSenie neexistuje (napr. pre posledné cifry 0+1=0). Niekedy bude jedind moznost,
ako posledné cifry doplnit (napr. 0+*=0 alebo 1+*=0). Obcas budu tie moznosti dve, ale navzajom ekvivalentné
(napr. *+*=1 mozeme doplnit ako 1+0=1 aj ako 0+1=1 a je jedno, ktort moZnost si vyberieme).

LenZe moze nastat aj situdcia, v ktorej sa nebudeme priamo vediet rozhodnit, ako chybajuce cifry doplnit:
*+%=0. Tu totiZz madme dve moZnosti (0+0=0 a 1+1=0), ktoré ale nie st ekvivalentné — pri druhej z nich nastava
prenos do vysSieho rddu. V tomto okamihu este nevieme povedaf, ktorti z tychto moznosti si mame vybrat.
Napr. ak by bolo celé zadanie 1%+0*=10, treba si vybrat prvii moznost, ale ak by bolo zadanie 01*+00%=100,
tak druha.

(A niekedy st dokonca oba vybery dobré, ako napr. pre zadanie 01*+0**=100. Ale tym sa prili§ trépit
nemusime, ked7e ndm sta¢i najst jedno riesenie.)

Ako si s tym poradit? Jeden moZny pristup by bol skusit postupne obe moznosti doplnenia. Lenze takyto
postup vedie k velmi pomalému rieseniu. Napriklad pre 0%0*0*0%0* + O*¥*¥**** = 1110101010 by sme takto
vysktgali 2* moznosti doplnenia, z ktorych by ani jedna nefungovala, lebo najvyssie cifry doplnit nevieme. Uréite
lahko upravite tento vstup na taky, pre ktoré by rieSenie skusajuce vSetky moznosti potrebovalo prezriet tych
moznosti 2109,

Omnoho lepsie riesenie dostaneme tak, Ze si jednoducho zapamiitdme, Ze vieme najpravejSiu cifru doplnit
dvoma sposobmi — aj tak, aby prenos vznikol, aj tak, aby nevznikol.

A to uz je vlastne celé riesenie. Budeme spracivat zadané refazce sprava dolava a pre kazdé k zistime
odpoved na otézky: ,,Vieme pravych k stipcov korektne vyplnif?“ a ,,Vieme pravjch k stipcov korektne vyplnit
s tym, Ze vznikne prenos do vyssieho radu?“. Ked spracuvam stlpec k + 1, staéi mi vediet, ktoré moznosti pre
k stlpcov viem dosiahnut, a vysktsat vSetky moznosti pre kazd hviezdi¢ku v iom.

V nasledujiicom listingu programu podcitame hodnoty viem[k] [x] — , Viem vyplnit poslednych k cifier tak,
aby vSetko sedelo a prenos bol x7“. Vzdy, ked sa ndm podari ndjst jednu moznost, ako to dosiahnut, zapamétame
si v poli ako na pozicidch ako[k] [x] [0..2] jednu moznost, akd musi byt cifra v refazci A, cifra v B a prenos
z radu k — 1.

Ak po spoditani v8etkych hodnot v poli viem zistime, Ze sa tiloha d4 riesit, pomocou hodnét v poli ako jedno
rieSenie spitnym prechodom (zlava doprava) zostrojime.

Pre kazdu cifru vysktisame nanajvys$ 8 moznosti, preto je ¢asovd aj paméifova zlozitost linedrna od poctu
cifier v zadanych ¢islach.

Listing programu:

var
A, B, C : ansistring;
N, k, lop, hip, loa, hia, lob, hib, prenos, ha, hb, hc, dl, d2 : longint;
viem : array[0..1000047,0..1] of boolean;
ako : array(0..1000047,0..1,0..2] of longint;

begin
readln(A); readln(B); readln(C); N := length(d);
viem[0] [0] :=true; viem[0][1l]:=false;
for k := 1 to N do begin

lop:=0; hip:=1; loa:=0; hia:=1; lob:=0; hib:=1;

if not viem[k-1][0] then lop:=1;

if not viem[k-1][1] then hip:=0;

if A[N+1-k]<>'"*’ then begin loa:=ord(A[N+1-k])-48; hia:=loa; end;
if B[N+1-k]<>'"*’ then begin lob:=ord(B[N+1-k])-48; hib:=lob; end;
= ord (C[N+1-k])-48;
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viem[k] [0]:=false; viem[k][1l]:=false;
for prenos := lop to hip do
for ha := loa to hia do
for hb := lob to hib do begin
dl := (prenos + ha + hb) mod 2;
d2 := (prenos + ha + hb) div 2;

if dl=hc then begin
viem[k] [d2] :=true;

ako[k] [d2][0] :=prenos;

ako[k] [d2] [1] :=ha;

ako[k][d2][2] :=hb;
end;

end;
end;
if viem([N][0] then begin
prenos:=0;
for k:=N downto 1 do begin
A[N+1-k] :=chr (48+ako[k] [prenos] [1]
B[N+1-k]:=chr (48+ako[k] [prenos] [2])
prenos := akolk] [prenos][0];
end;
writeln(A); writeln(B);
end else writeln(’Nema riesenie.’);
end.

Zacneme od nal

Predstavme si, ze by sme namiesto vSetkych * napisali navzidjom rézne premenné. Napr. pre priklad zo
zadania dostdvame rovnost 010ab0 + Olcdle = 101001. Prelozené do matematickej reci, ma platit:

(2% + a22 + b2') + (2% + 2% 4+ d2% 4 2 + €2°0) = (2° + 23 + 20)
»,Zozbierajme“ si na jednej strane ¢leny obsahujice nezname, na druhej zvysok:
23 + a2 +d2? + b2t + €20 = (25 + 2% +20) — (2%) — (2* + 2)

Vsimnime si, ¢o sme na pravej strane dostali — hodnotu C — A’ — B’, kde A’ a B’ vzniknt z A a B tak, 7Ze za
vSetky * dosadime nuly.

Nech by zadanie vyzeralo akokolvek, lavéa strana tejto rovnosti vzdy bude nezdporni. Ak ndm prava strana
vyjde zdporné, modzeme prehlésit, Ze loha nem4 rieSenie — nech by sme chybajtce cifry doplnili ako len chceme,
vzdy dostaneme privelky vysledok.

Teraz ukazeme, Ze v opacnom pripade staci premenné dopliiaf ,od najvicsej po najmensiu“ s tym, ze vzdy,
ked mozeme, priradime premennej hodnotu 1.

Zacneme dokazom jedného intuitivne zjavného tvrdenia.

Lema. Nech ay,...,a, st neziporné celé ¢isla menSie alebo rovné k a nech [
201 4 ... 4 2% > 2% Potom sa da vybraf podmnozina a;, pre ktoré dostaneme
sti¢et presne 2F.

Dokaz. Bez ujmy na vseobecnosti nech a; > as > ---. Nech ¢ je najmensi 2
index taky, Ze 2% 4 - - 42% > 2% Potom 291 +- .- 4+2%-1 < 2F Vetky s¢itance PR
st delitelné 2%, preto je aj ich sucet delitelny 2%, a teda 2%1 + ... + 2% -1 <
2k — 2% Lenze potom nutne 2% + - - 4+ 2% < 2 a teda 291 + ... 4 2% = 2k, P

Na obrazku vpravo je graficky zndzornena myslienka tvrdenia a dokazu pre
k=16 a ai,as,... = 15,14,12,12, 12, 10, 10, 10, 10, 10, 9.

Co nam préave dokézana lema hovori o nagej tilohe? Néas zaujima, ¢i existuje riesenie rovnice 2% + --- +
2,29 = Q, kde z; € {0,1}.

Nech a1 je najvicsie zo v8etkych a;. St dve moznosti: Ak 2?1 > @, zjavne musi byt z; = 0, lebo by sme
dostali privelkt lava stranu. A prave dokézanéd lema nam hovori, Ze v opa¢nom pripade ni¢ nepokazime, ak
vezmeme 1 = 1. Preco? Predstavme si, Ze existuje riesenie zadanej rovnice, v ktorom z; = 0. Do tohto rieSenia
sme vybrali niekolko inych mocnin dvojky, ktorych celkovy sicet je @ > 2%t. No a podla lemy vieme vybrat
niekolko z nich tak, aby dali stiéet presne 2%!. Lenze potom vieme zostrojit nové rieSenie, v ktorom vsetky tieto
mocniny dvoch vyhodime (nastavime ich z; na 0) a namiesto nich pouzijeme 2% (nastavime z; na 1).
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Inymi slovami, prave sme dokdzali: AK (Q > 2 a existuje nejaké rieSenie), TAK (existuje rieSenie, kde
21 = 1). A tym sme dokazali, Ze naozaj funguje ,pazravy“ postup, pri ktorom budeme nezndme dopliat zlava
doprava pouzitim pravidla ,ak mozes, daj 1, ak nie, daj 0“.

Zostava upresnit, ako to celé sikovne implementovat. Cislo na pravej strane rovnosti budeme cely ¢as repre-
zentovat ako refazec bitov (nebudeme ho teda vycislovat). Rozdiel Q = C — A’ — B’ vieme spo¢itat klasickym
,druhé-trieda-ZS“ postupom v ¢ase linedrnom od dlzky refazcov. Takisto si v lineArnom ¢ase vieme zozbieraf
vSetky mocniny dvoch, na ktorych méame v zadani hviezdicky. No a teraz budeme postupne prechadzat zozbie-
rané mocniny a pre kazda rozhodneme, ¢ tam musi byt 0 (a ni¢ sa nedeje), alebo moze byt 1 (a potrebujeme
zmensit Q).

Dalo by sa ukézaf, e uz tento algoritmus bude dokopy linearny od dlzky zadangych refazcov, mozeme viak
spravit jedno vylepSenie, po ktorom to uz bude skuto¢ne ocividné.

KedZe na kazdej pozicii mdme najviac dve hviezdicky, ¢okolvek, ¢o dostaneme doplnenim za vSetky * na
poziciach 20 az 2F~1, bude mensie ako 2°*1. Ak teda po spracovani pozicie k mame Q > 281, vieme, Ze rieSenie
neexistuje a moézeme prestat. Preto pri kazdom zmenseni () budeme menit najviac dve binarne cifry @, a teda
bude celé toto riesenie linedrne.

(Na zaver upozornenie: Toto rieSenie naozaj musime robit postupne, najskor spocitat C — A’ — B’ a aZ potom
dopliiat hviezdicky. Ak by sme sa ,,pazravym* sposobom poktsali doplnif hviezdicky priamo, zlyhalo by to napr.
pre vstup O**x* + 00%*1 = 01000.)

Listing programu:

var
A, B, C : ansistring;
Q : array[l1..1000047] of longint;
N, i, j, gtop : longint;

begin
readln(A); readln(B); readln(C); N := length(d);
for i 1 to N do Q[i] := ord(C[N+1-1])-48;
for i 1 to N do begin

if Q[i]<0 then begin dec (Q[i+1]); inc(Q[i],2); end;
if B[N+1-i]="1’ then j:=1 else j:=0;

if j <= Q[i] then dec(Q[i],]j) else begin dec(Q[i+1]); inc(Q[i],2); dec(Q[il,Jj); end;
end;
if Q[N+1]1<0 then begin writeln(’Nema riesenie.’); halt; end;

for i := 1 to N do begin

if Q[i]<0 then begin dec (Q[i+1]); inc(Q[i],2); end;

if A[N+1-i]="1" then j:=1 else j:=0;

if j <= Q[i] then dec(Q[i],]) else begin dec(Q[i+1l]); inc(Q[i],2); dec(Q[i],3); end;
end;

if Q[N+1]1<0 then begin writeln(’Nema riesenie.’); halt; end;
gtop:=N; while (gtop>0) and (Q[gtop]=0) do dec(gtop);

for i := N downto 1 do begin
if gtop > i+l then begin writeln(’Nema riesenie.’); halt; end;
if A[N+1-i]="*’ then begin
if gtop < i then A[N+1-i]:="0’ else begin
A[N+1-1i]:="1";
dec(Q[i]); J:=1i;
while Q[j]<0 do begin inc(Q[j],2); dec(Q[J+1]); inc(Jj); end;
while (gtop>0) and (Q[gtop]=0) do dec(qgtop);
end;
end;
if B[N+1-i]='*’ then begin
if gtop < i then B[N+1-i]:="0’ else begin
B[N+1-i]:="1";
dec(Q[i]); J:=1i;

while Q[j]<0 do begin inc(Q[j],2); dec(Q[J+1]1); inc(]J); end;
while (gtop>0) and (Q[gtop]=0) do dec (gtop);
end;
end;
end;
if gtop>0 then writeln(’Nema riesenie.’) else begin writeln(A); writeln(B); end;
end.
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B-11-2 Vyber dovolenky

Najprv sa zamyslime nad menej efektivnymi rieSeniami. Mo6zeme skisat vSetky moZné podpostupnosti a
pre ne zratat pocet jednotlivych pismen. Ak je z kazdého pismena aspon po jednom, tak postupnost je dobra.
Moznych zaéiatkov a koncov je zhruba N2. Vyratanie poé¢tu pismen vyzaduje tolko operécii, aka je dlha pod-
postupnost, teda najviac N operécii. Dokopy dostavame ¢asovia zlozitost O(N?3).

Tento postup vieme jednoducho zrychlit. Predstavme si, Ze sme vyratali pocetnost pismen pre podpostupnost
od i po j. Aby sme vyratali pocetnost pre podpostupnost od ¢ po j + 1, nemusime ju zbytocne prechadzat
celii. Stadi zobrat pocetnosti pre podpostupnost od i po j a zvysit pocetnost pismena na pozicii j + 1 o
jedna. Teda hodnoty pre kazda podpostupnost vieme vyratat v konstantnom case — sta¢i nam jediné operécia.
Podpostupnosti je spolu zhruba N? a takato je aj vysledna ¢asova zlozitost tohto algoritmu — O(N?).

Vsimnime si este jednu vec. Ak uZ podpostupnost od ¢ po j obsahuje vSetky tri pismend a, b, c, tak aj
vSetky dlhsie podpostupnosti zadinajice na pozicii 7 budi obsahovat vSetky 3 pismend. Nasleduje kdd, ktory
robi to, ¢o sme si prave popisali:

vysl := N + 1;
for i := 1 to N do
begin
for j := 0 to 2 do p[]j] := 0;
for j := i to N do
begin
inc(plord(al[jl) - ord('a’)l);
if (p[0] > 0) and (p[l1] > 0) and (p[2] > 0) then
begin
if (j - i + 1 < vysl) then vysl := j - 1 + 1;
break;
end;
end;
end;

if (vysl <= N) then writeln(vysl)
else writeln(’Neda sa.’);

V programe kontrolujeme, ¢i uz postupnost od i do j obsahuje vsetky 3 pismena. Ak &no, tak vyskocime z
cyklu pomocou prikazu break. Tymto sme zlozitost algoritmu nezlep§ili, ale tdto myslienka vedie k rychlejSiemu
rieSeniu. V8imnime si, kedy pre dané ¢ vyskakujeme z cyklu. Plati, Ze ak pre i vysko¢ime z cyklu v momente, ked
j =t, tak pre i + 1 vysko¢ime z cyklu najskor v case t. Inymi slovami, najkrat$ia dobra postupnost zacinajica
(i 4+ 1), znakom nemoze koncit skor ako najkrat$ia dobré postupnost zacinajica i-tym znakom.

Oznalme f(7) také j, pre ktoré vysko¢ime z cyklu. Ak z cyklu nikdy nevyskoéime, tak f(i) = N + 1. N&s
vzorovy program bude fungovaf tak, ze bude postupne ratat hodnoty f (7). Ako sme si uz ukézali vyssie, bude
platit nerovnost 1 < f(1) < f(2) < ... < f(IN) < N + 1. Vdaka tejto nerovnosti vieme vSetky tieto hodnoty
vyratat v linedrnom ¢ase. Hodnotu f(i + 1) ratame tak, Ze zaéneme s hodnotou f(i) a posivame sa doprava,
kym nevyhovuje. Doprava sa mozeme posunit najviac o N, takze spolu vykondme O(N) operécii.

Este raz poriadnejsie popiSeme, ¢o sa stane na konci jednej iteracie cyklu pre i. Prave sme zistili hodnotu
f(@), vieme teda, Ze najkratsi dobry usek, ktory zacina na pozicii ¢, konéi na pozicii f(i). A nielen to, my aj
vieme presné pocty pismen a, b a ¢ v tomto tseku. Ked sa teraz pozrieme na znak al[il, vieme z neho uréit
presné poéty a, b a ¢ v iseku od i + 1 po f(i). Ak s vSetky tieto pocty kladné, je f(i + 1) = f(i) a ide dalsia
iterdcia vonkajSieho cyklu. Ak nie, dalej zvySujeme index konca postupnosti, az kjm nebudt vsetky tri pocty
znova kladné (alebo sa neminie vstup).

Listing programu:

var p : array(0..2] of integer;
vysl, N, i, f : integer;
x : string;
begin
readln (N) ;
readln (x);
vysl := N + 1;
f :=1;
for i := 0 to 2 do p[i] := 0;
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for i := 1 to N do begin
while f <= N do begin
inc(plord(x[f]) - ord('a’)l);
if (p[0] > 0) and (p[l] > 0) and (p[2] > 0) then begin
if (f - i + 1 < vysl) then vysl := £ - i + 1;
break;
end;
inc (f);
end;
dec(plord(x[1i]) — ord('a’)l);
end;
if (vysl <= N) then writeln(vysl)
else writeln(’Neda sa.’);
end.
Alternativne rieSenie
O nie¢o pomalsie, ale taktiez efektivne rieSenie je pre kazdé = € {a,b,c} akazdé i € {0,..., N} spoéitat p, ;:

poéet vyskytov znaku x v prvych i znakoch vstupu. Tieto hodnoty vieme jednoducho spoéitat v éase O(N). A
pomocou tychto hodnét vieme k Tubovolnému zaciatku tseku ¢ efektivne najst najblizsi koniec j, pre ktory uz
bude tsek od ¢ po j dobry. Hladdme totiZ najmensie j také, Ze pre vSetky tri « je py ; > pzi—1. (V Usekul...j
je viac vyskytov znaku x ako v tiseku 1...7 — 1 préve vtedy, ked je v tiseku 7. ..j aspoil jedno x.) A najmensie
takéto j vieme najst v éase O(log N) bindrnym vyhladdvanim v intervale od ¢ po N. Celkové Casové zlozitost
takéhoto rieSenia je teda O(N log N).

B-11-3 Sankovanie

Riesenie ,,na papieri“

Na Gvod sa zamyslime, ako by sa tuto tlohu dalo Sikovne riesit, keby sme ju mali rie$if rucéne. Niekto ndm
dé na papieri obrazok toho, ako to na kopci vyzerd, a my mame spocitat vSetky cesty zhora dole.

Ide to samozrejme aj sktiSanim vSetkych moznosti, Tahko vSak prideme na lep$iu myslienku:

Vsimnime si situéciu z obrazka vpravo. Ked sme prave na mieste A, méame na
vyber tri moznosti: ist do B, do C, alebo do D. Ak by sme uz vedeli, kolkymi
sposobmi sa dé dostat do ciela z kazdého z tychto miest, tak uz vieme vsetko, ¢o
potrebujeme. Pocet ciest z A do ciela je jednoducho rovny suc¢tu poctov ciest z B,
C a D do ciela. V priklade na obrazku vpravo by sa teda z A dalo do ciela dostaft
5+ 24 7 = 14 spbdsobmi.

(Uvedomte si, Ze na ni¢om inom ako moznostiach, ktoré médme v prvom kroku, 5 moznhosti
nam pri poéitani ciest z A nezélezi. Je nam napriklad Gplne jedno, ¢ bola moznost 2 moznosti
ist z D do C — ak aj bola, je uz zardtana v pocte vSetkych ciest z D do ciela.)

Ruéne teda odpoved spoéitame Tahko — staéi is po obrézku zdola hore a postupne pre kazdé miesto spocitat
pocet ciest, ktoré z neho vedu do ciefla.

Pocty ciest, ktoré by sme dostali pre kopec z prikladu v zadani, st spolu s postupom ich pocitania znazornené
na druhom obrazku.

7 moznosti

Prepisanie myslienky do algoritmu

Jeden sposob, ako nasu tlohu vyriesit, je rozdelif si problém na dve éasti. Najskor si usporiadame miesta
zdola hore, a néasledne spocitame pocty ciest.

V tomto okamihu si treba uvedomit, Ze na zdklade vstupnych tdajov sa nemusi dat zoradif miesta podla
vysky jednoznacne. Napriklad pre priklad zo zadania vyhovuje aj poradie 7, 2,6, 3,4, 5, 1, aj poradie 7,4, 2,5,6, 3, 1,
aj vela inych.

Dobré sprava vsak je, ze ndm je tplne jedno, ktoré poradie si vyberieme, vSetky st pre nas dobré. Jediné,
¢o potrebujeme, je, aby kazdé miesto bolo v ndjdenom poradi skor ako vSetky, z ktorych sa dofi vieme dostat.

Terminologicka vsuvka. Matematickému modelu kopca zo zadania sa hovori orientovany acyklicky graf.
Zaujimavé miesta sa volaju vrcholy a c¢iary medzi nimi si hrany. Slovo orientovany znamena, ze kazdd hrana
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maé smer a slovo acyklicky, Ze tam nie st cykly — okruhy, po ktorych by sa dalo sénkovat dookola. To, ¢o chceme
néjst, sa odborne vola topologické usporiadanie vrcholov.

Jedna moznost, ako zostrojit topologické usporiadanie vrcholov, 1+3=4
je nasledovné. Pre kazdy vrchol si budeme pamétat dve veci: Podet
hran, ktoré don vchadzaju, a ¢isla vrcholov, kam z neho vedd hrany.

Teraz si sta¢i uvedomit, ze akondhle do niektorého vrcholu nevché-
dza ziadna hrana, mozeme ho prehlasit za najvyssi, ni¢ tym nepoka-
zime. Teraz zoberieme vrchol, ktory sme prave spracovali, odstranime
ho, a odstranime aj vSetky hrany, ktoré z neho vedi. Co sa stane?
Mo6zu ndm vzniknuf iné vrcholy, do ktorych ni¢ nepovedie. Napriklad
v grafe z prikladu v zadani po tom, ako prehldsime 1 za najvyssi
vrchol, uz buda takéto vrcholy dva: 3 a 5.

A takto pokracujeme dokola dalej, az kym sa ndm vSetky vrcholy
nemind. V priklade by sme teraz napriklad mohli za druhy najvyssi
prehlésit vrchol 3, ¢im by nam pribudol novy kandidat: vrchol 6.

(Ak by mohol byt v grafe cyklus, Casom by sme sa zasekli na tom,
ze do kazdého vrcholu uz vchadza nejakd hrana. Ale kedZze mame zarudené, ze nas graf cykly neobsahuje, toto
nepotrebujeme nijako oSetrovat.)

Dobry sposob, ako tento algoritmus implementovat, je pamétat si v lubovolnej rozumnej datovej struktire
(napriklad fronta alebo zasobnik) mnozinu vSetkych kandidatov. Aby bol na§ algoritmus efektivny, stac¢i ndm
vediet robit v konStantnom ¢ase dve operacie — pridat do mnoziny nového kandidéta a vybrat z mnoziny jedného
(lubovolného) kandidata.

Reprezentacia grafu v pocitaci

Najjednoduchsi spdsob, ako reprezentovat graf, je pole rozmerov N x N, kde je na stradniciach 4, j zapisané,
¢i existuje hrana z i do j. Takyto pristup je dobry vtedy, ak je graf na vstupe ,husty“.

LenzZe v8§imnime si, ¢o by sa stalo pre N = 100000. Aj ak by sme pouzili len jeden bit paméite na hranu, este
stale by sme potrebovali 100000%/8 bajtov ~ 1.2T B.

Navyse, ak by sme aj mali maximélny pocet hran M = 1000000, tak by v priemere z jedného vrcholu islo
10 hran. Ale my by sme museli prejst 100 000 poli¢ok v tabulke na to, aby sme tych 10 hrdn nagli.

Sikovnejsia reprezentécia grafu je pamsitat si presne to, ¢o vyuzivame pri topologickom triedeni — vystupné
stupne vrcholov (t. j. poéty hran, ktoré z nich vedd) a pre kazdy vrchol zoznam vrcholov, kam z neho vedt
hrany.

Implementacia rieSenia pouzivajiceho topologické triedenie

Ukézeme si teraz, ako vSetko, ¢o sme doteraz vymysleli, implementovat v Pascale. V naSom programe
najskor vSetky hrany nacéitame do pola, spocitame si stupne vrcholov, potom prislusne pozvicsujeme a vyplnime
potrebné polia. Nésledne vyrobime vyssie popisanym postupom jedno topologické usporiadanie vrcholov, a na
zéver ich v tomto poradi spracujeme a vypocitame hladany pocet ciest.

Listing programu:
const MAXN = 100047; MAXM = 1000047;

var D : array[l..MAXN] of longint; { stupne vrcholov }
G : array[l..MAXN] of array of longint; { G[i] je zoznam potomkov vrcholu i }
T : array[l..MAXN] of longint; { topologicke usporiadanie vrcholov }
N,M : longint;

E : array[l..MAXM,1..2] of longint; { pomocne pole na hrany }
Dpom : array[l..MAXN] of longint; { pomocne pole na aktualne stupne vrcholov }
K : array[l..MAXN] of longint; { kandidati na dalsi najvyssi vrchol }

P : array[l..MAXN] of longint; { P[i] je pocet ciest z i do N }
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procedure nacitaj;
var i : longint;
begin
{ nacitame vstup }
readln (N); readln (M);
for i:=1 to M do readln(E[i][1],E[i][2]);
{ spocitame stupne vrcholov }
for i:=1 to N do begin D[i]:=0; Dpom[i]:=0; end;
for i:=1 to M do inc( D[ E[i][1] 1 );
{ zvacsime riadky pola G na spravnu velkost }
for i:=1 to N do setlength(G[i],D[i]);
{ vyplnime pole G }
for i:=1 to M do begin

G[ E[1][1] 1[ Dpom[ E[i][1] ] 1 := E[i][2];
inc( Dpom[ E[i][1] 1 );
end;

end;

procedure utried;

var i, j, kde : longint;
PK : longint; { pocet kandidatov }
begin

{ inicializacia: vyplnime Dpom, pridame ako kandidatov vsetkych co uz mozu }
for i:=1 to N do Dpom[i]:=0;
for i:=1 to N do for j:=0 to D[i]-1 do inc( Dpom[G[i]l[3]] );
PK:=0;
for i:=1 to N do if Dpom[i]=0 then begin inc (PK); K[PK]:=1i; end;
{ dokola vyberieme a spracujeme kandidata, az kym sa vsetci neminu }
for j:=1 to N do begin
kde:=K[PK]; dec(PK); T[N+1-7j]:=kde;
{ “kde"“ je prave spracuvany kandidat, ideme odstranit hrany z neho }
for i:=0 to D[kde]-1 do begin
dec (Dpom[ G[kdel [i] 1);
{ ak tento pocet klesol na nulu, mame noveho kandidata }
if Dpom[ G[kde][i] ]1=0 then begin inc (PK); K[PK]:=G[kde]l[i]; end;
end;
end;
end;

procedure spocitaj;
var i, j, kde : longint;
begin
for i:=1 to N do begin
kde := T[i];
if kde=N then P[kde]:=1 else P[kde]:=0;
for j:=0 to D[kde]-1 do inc(P[kdel,P[ G[kdel[]j] 1);
end;
end;

begin
nacitaj; utried; spocitaj; writeln(P[1]);
end.

Jednoduchsie implementovatelné riesenie

Na ten isty problém sa vSak dé pozriet aj z opacnej strany. Na zdklade pozorovania z prvého obrazku vieme
napisat jednoducht rekurzivnu funkciu, ktord bude poéitat pocet ciest. Vyzerala by nejak takto:
function pocet_ciest (odkial : longint) : longint;
begin
if odkial=N then result:=1 { som dole }
else begin
result:=0;
for i := 1 to stupen[odkial] do inc(result, pocet_ciest ( potomok[odkial]l [i] ) );
end;
end;

Keby sme takato funkciu napisali poriadne a spustili, zistili by sme, Ze sice pocet ciest zrata spravne, ale
zato velmi pomaly — totiZ postupne vyskusa vSetky moZné cesty, a tych moze byt vééééimi vela.

No ale my mame v rukave jeden jednoduchy, ale o to Uc¢innejsi trik, odborne zvany memoizdcia. Staci si
uvedomit, Ze akonahle raz zistime pocet ciest z nejakého vrcholu, modZeme si ho zapisat do pola s vysledkami.
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A akonédhle budeme tuto hodnotu niekedy v budicnosti potrebovat, namiesto opitovného skiusania vSetkych

moznosti sa pozrieme do pola, zistime, Ze uz vieme odpoved, a rovno ju vratime.

Takto by cely beh algoritmu vyzeral na priklade zo zadania.

zavolame pocet_ciest (1)

zavolame pocet_ciest(5)
zavoldme pocet_ciest(4)
pocet_ciest(4) spocita, zapamita si a vracia 0
zavoldme pocet_ciest(2)
zavolame pocet_ciest(7)
pocet_ciest(7) spocita, zapamita si a vracia 1
pocet_ciest(2) spocita, zapamita si a vracia 1
pocet_ciest(5) spocita, zapamita si a vracia 1
zavoldme pocet_ciest(3)
zavoldme pocet_ciest(2)
pocet_ciest(2) rovno vracia zapaméitani hodnotu 1
zavoldme pocet_ciest(6)
zavoldme pocet_ciest(2)
pocet_ciest(2) rovno vracia zapaméitant hodnotu 1
zavoldme pocet_ciest(7)
pocet_ciest(7) rovno vracia zapaméitani hodnotu 1
pocet_ciest(6) spocita, zapamita si a vracia 2
pocet_ciest(3) spocita, zapamita si a vracia 3

e pocet_ciest (1) spocita, zapamita si a vracia 4

1+3=4

A akoby zazrakom dostavame z pévodne mizerného algoritmu efektivny. VSimnite si totiz, Zze kazdy vrchol
spracujeme a vypocitame prave raz. Tiez si vSimnite poradie, v akom nas algoritmus zistil a ulozil vypocitané
hodnoty: ako prvy sme sa dozvedeli vrchol 4, potom 7, potom 2, 5, 6, 3, a nakoniec 1. Toto samozrejme nie je nic¢
iné ako jedno mozné topologické usporiadanie, ktoré sme dostali iplne zadarmo ako bonus k rieseniu zadanej

tilohy.

Listing

programu:

const MAXN = 100047; MAXM = 1000047;

var D
G :

N,M :

E

array([l..MAXN] of longint; { stupne vrcholov }

array([l..MAXN] of array of longint; { G[i] je zoznam potomkov vrcholu 1 }
longint;
array([l..MAXM,1..2] of longint; { pomocne pole na hrany }

Dpom : array[l..MAXN] of longint; { pomocne pole na aktualne stupne vrcholov }

P array([l..MAXN] of longint; { P[i] je pocet ciest z i do N }
procedure nacitaj;
var i longint;
begin
readln (N); readln (M);
for i:=1 to M do readln(E[1i][1],E[1][2]);
for i:=1 to N do begin D[i]:=0; Dpom[i]:=0; end;
for i:=1 to M do inc( D[ E[1][1] 1 );
for i:=1 to N do setlength(G[i],D[i]);
for i:=1 to M do begin
G[ E[i][1] 1[ Dpom[ E[i][1] ] ] := E[i][2];
inc( Dpom[ E[i][1] 1 );
end;
for i:=1 to N do P[i]:=-1; { DOLEZITE! inicializujeme pole P na hodnotu
end;
function pocet_ciest (kde : longint) : longint;
var vysledok, i, J : longint;
begin
if P[kde] >= 0 then vysledok := P[kde] else

“neviem" }
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if kde = N then vysledok := 1 else begin
vysledok := 0;
for i:=0 to D[kde]-1 do inc( vysledok, pocet_ciest (G[kde][i]) );
end;
P[kde] := vysledok; pocet_ciest := vysledok;
end;
begin
nacitaij;
writeln (pocet_ciest (1l));
end.

Casova zloZitost rieSeni a poznamky k implementacii

Obe prezentované implementécie maji ¢asovi aj pamétova zlozitost O(M + N).

Pamitova zlozitost je zjavnd, naozaj si vystac¢ime s koneénym poctom M- a N-prvkovych poli, a eSte
pouzivame jedno dvojrozmerné pole G, ktoré dokopy obsahuje prave M zaznamov.

Co sa tyka ¢asovej zlozitosti, tam si staci uvedomit, ze pre kazdy vrchol len konecne vela kréat (dvakrat v
prvom rieSeni, raz v druhom) spracujeme hrany, ktoré z neho vychadzaju.

Implementacia riesenia, ktoré sme prezentovali ako druhé v poradi, je vyrazne struc¢nejsia ako u prvého
rieSenia. Priddme ale par varovnych slov: Existuje vela tloh, ktoré sa, podobne ako tato, daja riesit z oboch
koncov — aj ,zdola hore“ (takyto postup sa Casto vold dynamické programovanie), aj ,zhora dole* (to je
prave predvedend memoizacia). Niekedy je lepsi jeden pristup, niekedy druhy. Memoizicia sa vicSinou lahsie
implementuje. Takéto rieSenie ale moZe byt aj niekolkokrat pomalsie od riesenia opa¢nym smerom — mame totiz
navySe réziu s velandsobnym volanim funkcie.

A s tym stvisi aj druhé riziko — na vnorené volania funkcie treba mat dost velky zdsobnik (stack). Pri
stcasnych obmedzeniach v praxi (Standardné velkost stacku je 8 MB) je 100000 vnoreni rekurzivnej funkcie
pribliZne na hranici toho, ¢o sa nam este na stack zmesti. Keby teda bola tato lloha zadand ako praktickd, ndsmu
druhému rieseniu by hrozilo, Ze na zakernych velkych vstupoch moZe namiesto sprdvneho vysledku skondit s
chybou Stack overflow (Pretecenie zasobnika).

B-11-4 Banka

Podiloha a)

Sta¢i vziat ¢isla uctov 00, 11, 22, ..., 99. Ak sa v jednej cifre pomylime, dostaneme ¢islo s dvoma roznymi
ciframi — teda nikdy takto nedostaneme iné ¢islo actu.

Podiloha b)

Vsetkych moznjch N-cifernych éisel Gétu je 107V,

Rozdelme ich do 10N~ skupin podla prvjich N — 1 cifier. V kazdej skupine teda dostaneme 10 ¢&isel, ktoré
sa navzajom lisia len v poslednej cifre.

Teraz si uz len stac¢i uvedomit, Ze z kazdej skupiny moZeme pouzif nanajvys jedno &islo — ak by sme z
niektorej pouzili dve, zjavne by sa mohlo stat, Ze sa pri pisani jedného z nich pomylime v poslednej cifre a
napiseme to druhé.

Podiloha c)

Najskor ukézeme lahSie vymyslitelny postup, ktorym dostaneme [10V /11] vyhovujicich ¢isel aétu. Tento
postup bude jednoduchym zovSeobecnenim rieSenia, ktoré sme nasli v prvej podulohe: Staéi ako ¢isla iétu brat
nasobky ¢isla 11.

Preco to funguje? Z podobného dovodu ako funguje kritérium delitelnosti 11, s ktorym ste sa uZz mozno
stretli: ¢islo je delitelné 11 prave vtedy, ak je 11 delitelny jeho ciferny stcet so striedavymi znamienkami. Obe
veci si teraz dokazeme.
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Zapisme nade ¢islo uétu ako U = @,—1a,,—2 ... @1Go. Hodnota tohto ¢&isla je ag+10a; +10%2a9+- - -4+10""ta,_;.
Teraz si staci uvedomit, Ze 10 dava po deleni 11 rovnaky zvysok ako —1. A teda pre lubovolné k dava 10* rovnaky
zvysok ako (—1)F. A samozrejme vieme, Ze pre neparne k to je -1 a pre parne to je 1.

Tym sme prave dokézali, ze nasSe ¢islo uétu déva rovnaky zvySok po deleni 11 ako U’ = ag —a; +as — -+ -+
(—=1)""'a,_1. Z tohto priamo vyplyva vyssie spominané kritérium delitelnosti 11.

A ako je to teda s ¢islami ¢tov? VSimnime si, ze ak zmenime v ¢isle U Tubovolnt jednu cifru, hodnota U’ sa
uréite zmeni. A kedZe cifru vieme zmenit najviac o 9 (z 0 na 9 alebo naopak), zmena jednej cifry uréite zmeni
zvySok, aky déva ¢islo po deleni 11. To ale znamend, %e ak sme pred zmenou mali ¢islo, ktoré bolo delitelné 11,
po zmene cifry uz 11 delitelné nebude. A to je presne to, ¢o potrebujeme.

Prave popisana konstrukcia je sice dobré, ale nie je optiméalna. Optimalne rieSenie, ktoré si popiseme, bude
zalozené na myslienke kontrolného siuctu.

Cisla tc¢tov budeme volit takto: Prvych N — 1 cifier zvolime Iubovolne, a nasledne poslednti zvolime tak, aby
bol ciferny sticet nasho cisla nasobkom 10.

Poslednu cifru vzdy vieme uréit jednoznacne — staci s¢itat prvych N — 1 cifier a pozriet sa na poslednu cifru
vysledku, oznacme ju x. Ak z = 0, je posledné cifra ¢isla Gétu 0, inak je to 10 — z.

Tymto sposobom teda dostaneme 10V ! &isel Gétov. A zjavne plati, ze ak v ¢isle t¢tu zmenime jednu cifru,
zmenime tym jeho ciferny stéet o 1 az 9. A teda ak povodné &islo malo ciferny sicet delitelny 10, nové ¢islo
ur¢ite nebude mat ciferny sucet delitelny 10.

Podiloha d)

Obe banky maju presne rovnaky maximalny pocet tctov, a to nie len pre 10-ciferné ¢isla actov, ale dokonca
pre lubovolné N. Poziadavky zo zadania st totiz ekvivalentné. UkéZeme, preco.

Poziadavka z Popletenej Viesky je zjavne splnend prave vtedy, ked sa kazdé dve &isla tétov liSia aspon v
piatich cifrach. (Ak by existovala dvojica éisel, ktora sa lisi na menej miestach, vieme max. 4 chybami z jedného
vyrobit druhé. V opa¢nom pripade sa to zjavne stat nemoze.)

Lenze aj poZziadavka z Bezpecnej Triesky je splnené prave vtedy, ked sa kazdé dve ¢isla Gctov lisia aspon v
piatich cifrach.

Totiz mnozina ¢isel Gctov je pre tuto banku zla, ak existuja nejaké dva ucty U; a U, také, ze nejaké ¢islo U
sa d4 na nejaké < 2 zmeny vyrobit z U; a na nejaké iné < 2 zmeny vyrobif z Us.

Ak také U existuje, tak vieme na < 2 zmeny prerobit U; na U, a na dalsie < 2 zmeny prerobit U na Us,
preto sa U; a U, liSia na < 4 miestach. A naopak, ak sa U; a U, liSia na x < 4 miestach, také U existuje — staci
zobrat Uy a lubovolnych [z/2] cifier kde sa lisi od Us zmenit na prislugné cifry Us.

Tym sme ukazali, Ze mnozina ¢isel Gctov je pre tito banku zld préave vtedy, ked sa niektoré dve éisla uctov
lisia na < 4 miestach. Inymi slovami, mnozina ¢isel uc¢tov je dobra prave vtedy, ked sa kazdé dve éisla Gétov
lisia aspon v piatich cifrach.

(T4to podiloha ukazuje délezité pozorovanie z tedrie samoopravnych kédov: Lubovolny kdd, ktory dokéze
rozpoznat 2k chyb, je zaroven kédom, ktory dokéze opravit k chyb, a naopak.)
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