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RieSenia kategorie A

A-l111-4  Vylet do Svajéiarska

Terminologicky detail na tvod: Ak medzi dvoma mestami vedie moZn4 etapa, budeme ich volat susedné.

Aby sme mohli uvddzat aj odhady ¢asovej zloZitosti rieSeni, ozna¢ime D maximdlny pocet susedov, ktoré
moZe mesto mat. Pripominame, Ze v testovacich vstupoch pre pocet miest plati N < 10000 a pre maximalny
pocet susedov D < 100.

Jednoduché riesenie

Stvoric miest predsa nemoéze byt az tak vela, nie? Co tak ich vSetky vysktsat? Spravime si pole N x N, kde
si zaznacime, ktoré dvojice miest st spojené, a potom vyskiasame vSetkych N(N — 1)(N — 2)(N — 3) stvoric,
pre kazda overime, ¢i naozaj existuju vSetky Styri potrebné etapy, a ak dno, spoc¢itame ich celkové ohodnotenie.

Casové zlozitost tohto riesenia je O(N*) a pamitovd O(N?).

Takéto riesenie ma hned dva nedostatky. Prvy: pocet $tvoric, ktoré treba vyskusat, je priblizne 10000%.
Pomocou jednoduchého pravidla ,miliarda instrukcii = sekunda® mozeme odhadnit, Ze pre maximalny vstup
by tento program bezal tak okolo miliardy sekind. Alebo inymi slovami: tento program by za sekundu zvladol
zriesit tak nanajvys vstup s N < 100.

Druhym nedostatkom je spotreba paméte. Aj keby sme tento program zazrac¢ne urychlili, eSte stale nedostane
plny pocet bodov. Pre velké N je totiz matica N x N privelkd, nezmesti sa do pamétového limitu.

Trosku lepsie riesenie

Problémov s pamitfou sa zbavime, ak si nebudeme pamétat celit maticu N x N, ale jednoducho si pre kazdé
mesto zapamétame jeho < D susedov.

A uz sama o sebe nam tato zmena pomoze dostat o nieco lepsie rieSenie. Vyskisame vSetkych N moznosti
pre prvé mesto, potom < D moznosti pre druhé mesto (vSetkych susedov prvého mesta), pre kazdi z nich méme
< D mozZnosti pre tretie mesto, a pre kazda z nich < D moznosti pre Stvrté.

Casova zlozitost tohto riesenia je teda O(ND?) a pamiifova O(ND).

Inymi slovami, sta¢i ndm vyskasat 1000 000N moznosti. Pre velké N je to stale privela, ale uz sme sa dostali
z Urovne ,maximalny vstup za miliardu sekiind“ na troven ,maximéalny vstup za tisic sekiind“.

Este trochu sa dé usetrit, ked si uvedomime, Ze kazdy cyklus by sme pri tomto algoritme prezreli az osemkrat
—raz pre kazdé mesto a kazdy smer. Jednoduché optimalizacia je povedat si, Ze prvé mesto, ktoré skiiSam, bude
to, ktoré ma na cykle najmensie ¢islo. Takto uz kazdy cyklus prezrieme len dvakrat, zrychlime tym teda nas
program priblizne na S$tvrtinu.

Vzorové riesenie

Uvedomme si teraz, Ze cyklus nemusime cely hladat v smere, v ktorom po fiom bude Tibor prechadzat.
Oznacme mesta na cykle, ktory hladame, U, V, W a X. Na cyklus U — V — W — X — U sa mozeme divat ako
na dve roézne dvojetapové cesty U =V — W aU — X — W.

Predstavme si, ze sme uz vybrali mesto U, kde chceme zacinat a zdroveii konc¢if. Pozrime sa na vsetky
dvojetapové tiseky, ktoré v tomto meste zaéinaji. Tych je nanajvys D?, lebo mame najviac D moznosti, kam
ist prvou etapou, a v jej cieli mdme nanajvy$s D moZnosti, kam ist druhou. O kaZdom z tychto tisekov néas
zaujimaji dve veci: mesto kde kon¢i, a jeho ohodnotenie.

Chceme teraz vybraf mesto W a dva tseky z U do W tak, aby ich sicet ohodnoteni bol ¢o najvicsi. Aby sme
toto vedeli spravit, staci si pre kazdé mesto, ktoré sa di z U dosiahnut dvoma etapami, pamétat (nanajvys) dva
najlepsie sposoby ako to spravit. Najskor vygenerujeme vSetky mozné dvojetapové tiseky z mesta U, a potom
prejdeme vSetkych kandidatov pre mesto W, a podla zapamitanych dvoch moznosti lahko zistime, ktory je
najlepsi.

Takto dostavame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(ND? + N?) a pamiifovou O(ND).
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Aj toto rieSenie sa d4a eSte priblizne Styrikrat urychlit tym, Ze budeme generovat len tie moZnosti, pre ktoré
ma U mensSie ¢islo ako ostatné tri mesta.

(Navy$e vieme jemne upravit ¢asovt zlozitost na O(ND?), ak pouzijeme drobny trik aby sme sa vyhli
inicializacii potrebnej pamiite, a ndsledne budeme namiesto vSetkych kandiddtov pre W prezerat len tych, do
ktoryrch sa aspoii jednou dvojetapovou cestou da z U dostat. Toto vSak dlzku behu nagho programu na najvicsom
vstupe vyrazne nezmeni, preto tito optimalizaciu neimplementujeme.)

Listing programu:

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int N, M, best=-1, bestm[4];
vector< vector<int> > kam, kolko;

int main () {

// nacitame vstup

cin >> N >> M;

kam.resize (N); kolko.resize(N);

for (int m=0; m<M; m++) {
int x,y,h; cin >> x >> y >> h; x-——; y——;
kam[x] .push_back(y); kolko[x].push_back (h);
kam[y] .push_back (x); kolkol[y].push_back (h);

}

for (int u=0; u<N; u++) {
vector<int> kadiall (N), kolkol(N,-1), kadial2(N), kolko2(N,-1);

// spracujeme vsetky cesty dlzky 2 z mesta u

for (int i=0; i<int (kam[u].size()); i++) {

int v = kam[u] [1];

if (v<=u) continue;

for (int j=0; j<int(kam[v].size()); J++) {
int w = kam[v][j], cena = kolko[u][i] + kolkol[v][J];
if (w<=u) continue;
if (cena > kolko2[w]) { kolko2[w]=cena; kadial2[w]=v; }
if (kolko2([w] > kolkol[w]) { swap(kadiall[w],kadial2([w]); swap (kolkol[w],kolko2[w]); }

}
}

// prezrieme vsetkych kandidatov pre mesto w
for (int w=0; w<N; w++) if (kolko2[w]!=-1) if (kolkol[w]+kolko2[w] > best) {
best=kolkol [w]+kolko2[w];
bestm[0]=u; bestm[l]=kadiall[w]; bestm[2]=w; bestm[3]=kadial2([w];
}
}

// vypiseme riesenie
if (best==-1) cout << “NEEXISTUJE"“ << endl; else {
cout << best << endl;
cout << bestm[3]+1; for (int i=0; i<4; i++) cout << ™ Y << bestm[i]+1;
cout << endl;
}
}

A-111-5 Robot

Zakladné rieSenie

Prvym krokom k vyrieSeniu tilohy je vediet simulovat pohyby robota. Stav robota v lubovolnom okamihu si
vieme popisat Styrmi ¢islami: dve stradnice policka, na ktorom stoji, jedno ¢islo predstavujice smer, ktorym
pozeré, a ¢islo instrukcie, ktortt mé vykonat ako dalsiu.

Smery si ocislujeme zaradom, napriklad 0 bude sever, 1 vychod, 2 juh a 3 zapad. Otocenie doprava teda
bude smer zvySovat a otodenie dolava znizovat o 1 (poéitané modulo 4).

Pri tlohéch ako je této je dolezité vyhnit sa kopirovaniu kusov programu — lahko tak vznikaja chyby (ktoré
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sa navyse tazko hladaji), ked na niektorom mieste napriklad zabudneme zmenit +1 na —1. A navySe je potom
takéto rieSenie dlhé a neprehladné.

Omnoho lepsie je zapisat si na zaciatku programu vsetko potrebné ako konstanty, a vo zvysku programu ich
len vyuzivat. V naSej situécii by tie konStanty mohli vyzerat napriklad takto:

// dr[d] = o kolko sa zmeni riadok, ak spravim krok v smere d?
// dc[d] = o kolko sa zmeni stlpec, ak spravim krok v smere d?
int dr(4] = {-1, 0, 1, 0}, dc[4] = {0, 1, 0, -1};

O chvilu sa smelo mozeme pustit do simuldcie pohybu robota. Ale este pred tym nam ostéva jedna dolezita
otdzka — ako spozname, Ze simulovany robot nikdy zo stola nepadne? Kedy moZzeme prestat simulovat?

Odpoved na tato otdzku sme vlastne uviedli hned na zacdiatku tohto rieSenia, len sme si eSte neuvedomili, Ze
ju vieme. Zopakujme teda tito myslienku: Stav robota v Tubovolnom okamihu si vieme popisat Styrmi ¢islami.
A kazdé z tychto ¢isel moze nadobudat len konecne vela roznych hodnot.

Ak bude robot behat po stole do nekonecna, musi sa teda ¢asom nejakd kombindcia hodnot zopakovat —
inymi slovami, robot bude po druhy krat staf presne na tom istom mieste, pozeraf tym istym smerom a na rade
bude t4 ist4 instrukcia.!

A naopak, akonahle sa robot ocitne po druhy krat v presne tom istom stave, je uz vsetko jasné — dokola
bude opakovat postupnost krokov, ktord ho do tohto stavu opit a opét privedie, a teda (kedze doteraz zo stola
nepadol) uz nikdy zo stola nepadne.

Staci teda simulovat pohyb robota az dovtedy, kym bud zo stola nespadne, alebo kym sa neocitne druhykrat
v tom istom stave.

Takto teda dostdvame funkéné rieSenie: pre kazdé z O(W H) préazdnych poli¢ok odsimulujeme pohyb robota
a vysledok simulacie si zapamétame. Kazd4a simuldcia bude mat najviac 4W H L krokov. To preto, Ze nanajvys v
tolkych roznych stavoch moze robot byt, a teda sa nanajvys po 4W H L krokoch (podla Dirichletovho principu)
nejaky stav uz musi zopakovat.

Takéto rieSenie ma teda ¢asovi zlozitost O(WH - 4WHL) = O(W?H?L).

Iny sposob ako jednoduchsie implementovat tito myslienku: Netreba si pamitat, cez ktoré stavy prechadza
aktuédlna simuldcia, stac¢i si pocitat kroky. Ak odsimulujeme 4W H L krokov robota, vieme, Ze sa zacyklil.

Poznédmka: Nie je Tahké zostrojit vstup, na ktorom by naozaj kazda simuldcia pohybu robota bola dlh&.
Autori tlohy nasli konstrukciu, ktora pre dané N zostroji mapu N x N a postupnost prikazov dlzky N také,
e Casova zlozitost vyssie uvedeného algoritmu bude priamo tmerné N*. Takéto vstupy boli medzi testovacimi
vstupmi.

Lepsie rieSenie

Predchédzajtce rieSenie robi kopec zbytocnej prace. Méze sa totiz stat, Ze roboty, ktoré zaéinaji na réznych
polic¢kach, sa éasom dostant do toho istého stavu. Toto zatial naSe rieSenie nedokézalo zistit a ani vyuzif, vzdy
sme museli robif celt simuldciu od zaciatku az do konca.

Chyba, ktorej sme sa dopustili, bola v tom, Ze sme po kazdej simulacii zahodili kopu informaécii, ktoré sme
pocas nej ziskali. Ked totiz odsimulujeme pohyb robota, dozvedeli sme sa odpoved nie len pre jeho zacdiatoény
stav — ale aj pre vSetky stavy, cez ktoré sme pocas simulacie presli.

Myslienka nésho vzorového riesenia bude velmi jednoduchéa: Pre kazdy stav, ktory sme uz niekedy spracovali,
si budeme pamiitat, kolko krokov z neho este robot spravi. Ked teraz ideme spracovat nové zaciatocéné policko,
modZeme tito informaciu vyuzit. Simulovat kroky teda budeme len dovtedy, kym sa nedostaneme do znédmeho
stavu. Vtedy namiesto toho, aby sme simulovali dalej, jednoducho pouZijeme ziskant informaciu.

Co sme tymto ziskali? To, Ze nase vylepené riesenie uz bude kazdy stav spractvat len raz. A teda celkova
¢asova zlozitost nasho nového riesenia bude priamo Gmernd po¢tu stavov — teda O(WHL).

1Na tomto mieste je dobré zdéraznit, ze tym stavom, ktory sa ako prvy zopakuje, nemusi byt zadiatoéna pozicia. Pohyb robota
sa moze zacyklit az po nejakom case.
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Vzorové rieSenie

Predchadzajuce riesenie mé este jeden nedostatok. Bolo by uz dostatoc¢ne rychle, problémom je ale, ze si pri
nom potrebujeme pamétat rieSenie pre kazdy z 4W H L moznych stavov. Pre obmedzenia dané v zadani to je az
500 miliénov hodnét, a na to by sme potrebovali az dva gigabajty paméte. A tolko jej k dispozicii neméme.

Budeme teda musiet najst rozumny kompromis a pamétat si len niektoré hodnoty. Dobry napad: budeme si
pamitat odpovede len pre stavy, kedy je robot na zacdiatku svojho programu. (Takéto stavy nazvime zaujimavé.)
T$m sa pamétové naroky nasho programu znizia na O(W H), ¢o sa ndm uz do pamiite pohodlne zmesti. Co to
ale spravi s ¢asovou zloZitostou? UkéZeme, Ze t4 sa nezmeni, teda zostane nadalej O(WHL).

Pripomertime si, ako nase rieSenie vyzera. Postupne budeme spractvat vSetkych W H moznych zadiatoénych
stavov robota. Z kazdého z nich budeme simulovat kroky, az kym sa nedostaneme do situécie, kedy uz vieme
odpoved — teda kym bud simulovany robot nespadne zo stola, nezacykli sa, alebo neprideme do zaujimavého
stavu, ktory sme uz pred tym spracovali.

Podobne ako v predchadzajtcom rieSeni si teraz mozeme uvedomit, ze kazdy z 4W H zaujimavijch stavov
budeme spractivat len raz. No a v tomto pripade na spracovanie zaujimavého stavu potrebujeme odsimulovat
nanajvys L krokov, preto celkovd ¢asova zlozitost nésho riesenia bude naozaj O(W HL).

Poznamka na zaver

Keby sme naSe rieSenie implementovali pomocou rekurzie, moze sa nam staf neprijemné vec — hibka re-
kurzie moze byt natolko velkd, ze ndm pretecie zdsobnik. Preto nis program nie je rekurzivny. Namiesto toho
jednoducho generuje navstivené stavy do pola.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

int W, H, L; // parametre zo zadania
char cmd[128]; // postupnost prikazov
char mapal[512][512]; // mapa stola

int answer[512][512]1[4]1; // odpovede, -1 znamena neviem, -2 prave spracuvam, 0 cyklus
struct stav { int r,c,d,l; }; // riadok, stlpec, smer a nasledujuca instrukcia

// konstanty pre pohyb jednotlivymi smermi
int dr[]={-1,0,1,0}, dc[]1={0,1,0,-1};

// funkcia wall (stav) vrati true, ak je robot na policku so stenou
bool wall (const stav &current) {
return (current.r >= 0 && current.r < H)
&& (current.c >= 0 && current.c < W)
&& (mapa[ current.r ][ current.c ] == "#');

}

// funkcia outside (stav) vrati true, ak robot padol zo stola
bool outside (const stav &current) {
return current.r < 0 || current.r >= H || current.c < 0 || current.c >= W;

}

// funkcia next (stav) vrati nasledujuci stav robota
stav next (const stav &current) {
stav result;
// default: suradnice aj smer zostanu, instrukcia stupne o 1
result.r = current.r;
result.c = current.c;
result.d = current.d;
result.l = (current.l + 1) % L;

// rozdiely oproti defaultu: podla prikazu
switch (cmd[ current.l ) {

case 'R’: result.d = (current.d + 1) % 4; break;
case 'L’: result.d = (current.d + 3) % 4; break;
case '+':

// skusime sa posunut podla aktualneho smeru
result.r += dr[result.d]; result.c += dc[result.d];
if (wall(result)) { result.r = current.r; result.c = current.c; }
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break;
case '—':

result.r —-= dr[result.d]; result.c -= dc[result.d];

if (wall(result)) { result.r = current.r; result.c = current.c; }
break;

}

return result;

}

int main () {
// nacitame vstup
scanf (“$d%$s%d%d"“, &L, cmd, &W, &H) ;
for (int r=0; r<H; r++) scanf (“%$s“,mapalr]);
memset (answer, -1, sizeof (answer) ) ;

// spracujeme vstup
for (int r=0; r<H; r++) for (int c=0; c<W; c++) if (mapalr][cl==".’) if (answer([r][c][0]==-1) {
answer [r] [c][0] = -2;
stav S; S.r=r; S.c=c; S.d=0; S.1=0;
vector<stav> V; V.push_back(S);
while (1) {
S = next (S);
if (outside(S)) {
// padol zo stola
int X = V.size();

for (int i=0; 1i<X; i++) if (V[i].1l==0) answer|[ V[i].r ][ V[i]l.c ][ V[i]l.d ] = X-1i;
break;

}

if (S.1==0 && (answer([S.r][S.c][S.d]==-2 || answer[S.r][S.c][S.d]==0)) {

// zacyklil sa
int X = V.size();

for (int i=0; i<X; i++) if (V[i].1==0) answer[ V[i].r ][ V[il.c ][ VI[i]l.d ] = O;
break;

}

if (S.1==0 && answer([S.r][S.c][S.d]>0) {
// uz vieme po kolkych krokoch padne
int X = V.size(), Y = answer[S.r][S.c]I[S.d];
for (int i=0; i<X; 1i++) if (V[i].1==0) answer[ V[i].r ][ V[i]l.c ][ V[i]l.d ] = X+Y-1i;
break;

}

if (S.1==0) answer[S.r][S.c][S.d]=-2;

V.push_back (S);
}
}

// vypiseme vystup

int padne = 0;

for (int r=0; r<H; r++) for (int c=0; c<W; c++) if (answer[r][c][0]>0) padne++;

printf (“%d\n"“, padne) ;

for (int r=0; r<H; r++) {
for (int c=0; c<W; c++) printf (“%$s%d",c?™ “:“W“,max (0,answer[r] [c][0]));
printf (“"\n"v“);

}

}
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