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Tento pracovny material nie je uréeny priamo Studentom — tcastnikom olympiady.
M4 pomoct ucitelom na Skolach pri priprave konzultacii a pracovnych seminérov pre riesitelov
sutaze, ¢lenom krajskych vyborov MO slizi ako podklad pre opravovanie tiloh doméceho kola
MO kategérie P. Studentom mozno tieto komentare poskytntf aZ po termine stano-
venom pre odovzdanie rieseni tloh domaceho kola MO kategorie P ako informéciu,
ako bolo treba tillohy spravne riesit a pre ich odbornt pripravu na ucast v krajskom kole sttaze.

P-I-1

Tento priklad mé vela rozne rychlych rieSeni, niektoré z nich si postupne ukézeme.

Priamocdiare riesenie je zostrojit si podla vstupu bipartitng graf (vrcholy jednej particie st
hracove pluky, druhti particiu tvoria pluky pocitaca, hrana predstavuje priradenie plukov, pri
ktorom hracov pluk vyhrd) a v tomto grafe najst najvicsie pdrovanie — najviacsiu mnozinu
hran, v ktorej ziadne dve nemaju spolo¢ny vrchol. Existuji zname algoritmy riesiace tuto
ulohu, najznamejsi a najjednoduchsi z nich je zaloZeny na hladani zlepSujucich ciest. Tento
algoritmus méa ¢asovi zloZitost O(M N), v najhorSom pripade teda O(N?). KedZze ale existuju aj
lepSie rieSenia pre tGto tlohu, nebudeme sa tu algoritmami na hladanie parovania podrobnejsie
zaoberat.

To, ¢o chceme dosiahnut, je vybrat ¢o najviac navzajom disjunktnych dvojic (hracov pluk,
pluk pocitaca), v ktorych ma hracov pluk viac vojakov ako pluk pocitaca.

Utriedme pluky hraca aj pluky pocitaca podla poctu vojakov nerastico (t.j. kazdého prvy
pluk bude najvicsi, atd.).

Pozorovanie 1. Existuje optimélne rieSenie, v ktorom ked zoradime hracove pluky podla
velkosti, budi aj im zodpovedajtce pluky pocitaca zoradené podla velkosti.

Preco je tomu tak? Zoberme Iubovolné optimalne rieSenie R. Dokézeme si, Ze ked teraz
prehadZeme pluky pocitaca tak, aby boli zoradené podla velkosti, opif dostaneme pripustné
rieSenie R'.

Nech P je k-ty najvacsi vybraty pluk pocitaca. V rieSseni R mu je priradeny nejaky hracov
z nich ma v R priradeny nejaky hracov pluk, vsetky tieto hracove pluky st od nich vicsie, a
teda su vicsie aj od P. Vieme teda uz o k hracovych plukoch, ktoré st od P véicsie. Preto
aj v rieSeni R’ (kde je pluku P priradeny k-ty najviacsi hracov pluk) bude P zjavne od svojej
,dvojice® mensi.

Toto pozorovanie nam staci na napisanie rieSenia pomocou dynamického programovania:
Optimalne rieSenie pre prvych z hracovych plukov a prvych y plukov pocitaca vyzerd bud
tak, ze z-ty pluk hrac¢a porazi y-ty pluk pocitaca (ak sa to dd) a zvy$né pluky priradime (uz
spo¢itanym) optimalnym spdsobom, alebo nevyberieme z-ty pluk hraca, alebo nevyberieme
y-ty pluk pocitaca.



Priamodiara implementécia tohto riesenia potrebuje ¢as aj pamit O(N?). Pamétfové naroky
sa pri velkej snahe daji zmensit na O(N). Opiit, detaily nechdvame na c¢itatela, kedze este
mame na sklade par lepsich rieseni tejto tulohy.

Ukazeme si teraz lahSie napisatelné riesenie, ktoré bude potrebovat ¢as O(N?) a pamiit
O(N).

Pozorovanie 2. Existuje optimalne rieSenie, v ktorom vyberieme najvicésich K hracovych
plukov a najmensich K plukov pocitaca.

Dokaz. Zoberme lubovolné optimélne rieSenie. Kym sa to dé, nahradzajme vybraty pluk
pocitaca za mens$i nevybraty. Zjavne stale dostdvame rovnako dobré pripustné rieSenia. Ked sa
to uz neda, zjavne mame vybratych niekolko najmensich plukov pocitaca. Teraz este analogicky

Predchadzajice dve pozorovania dokopy nam stacia na trividlne napisatelné kvadratické
rieSenie — jednoducho postupne pre kazdé K skontrolujeme, ¢i dostaneme pripustné riesenie,
ak K najviacsim hracovym plukom priradime (v takom istom poradi) K najmensich plukov
pocitaca.

Este stale existuje aj lepsie rieSenie.

Rovnako ako v predchadzajicom pripade si uvedomime, ze mozeme vybrat niekolko naj-
nich priradime ¢o najvacsi pluk pocitaca, ktory este dokaze porazit.

Zostava zodpovedat dve otézky. Prva z nich je, preco to funguje.

Zoberme Tubovolné optimélne rieSenie, v ktorom sme vybrali niekolko najvicsich hrac¢ovych
plukov a v ktorom st pluky oboch hracov zoradené podla velkosti. Postupne od najviicsieho sa
pozerajme na pluky pocitaca a kazdy z nich skiSajme nahradif vaéSim nepouZzitym, kym sa to
da. Takto zjavne dostaneme rovnako dobré pripustné rieSenie — a lahko nahliadneme, Ze prave
toto riesenie najde aj vyssie popisany algoritmus.

Druhé otézka je, ako to efektivne implementovat. Na to si sta¢i uvedomit, Ze kazdému
dalsiemu hrac¢ovmu pluku priradime mensi pluk pocitaca ako predchddzajicemu. Preto si staci
udrziavat index posledného priradeného pluku pocitaca.

Takto néjdeme optimdalne priradenie v linedrnom case. Nesmieme ale zabudnut, Ze sme
museli pluky utriedit podla velkosti. Preto celkova ¢asova zloZitost tohto riesenia je O(N log V).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int N; // pocet plukov
int A[11000], B[11000]; // pocty vojakov

// porovnavacia funkcia pre inty
int icmp(int *a, int *b) { return (xb) - (xa); }

int main(void) {
int i,H,C;

// nacitame vstup

scanf(“%d “,&N);

for (i=0;i<N;i++) scanf(“%d “,&Al[i]);
for (i=0;i<N;i++) scanf(“%d “,&BI[i]);

// utriedime vstup



gsort (A, N, sizeof (int) ,icmp) ;
gsort (B, N,sizeof(int) ,icmp) ;

// najdeme optimalne priradenie
H=0; C=0;
while (1) {
// najdeme prvy pluk pocitaca, ktory porazime
while (A[H]<=B[C] && C<N) C++;
// ak taky nie je, koncime
if (C==N) break;
// ideme najst par dalsiemu hracovmu pluku

H++; C++;

// vypiseme, kolkym hracovym plukom sme nasli dvojicu
printf (“%d\n“,H) ;
return 0;

P-1-2

Situéciu zo zadania si predstavime ako ohodnoteny orientovany graf. Vrcholmi budu lokality,
hranami teleporty medzi lokalitami. Kazda hrana je ohodnotend cislom, ktoré reprezentuje
posun v &ase pri prechode danou hranou (budeme ho volat dizka). Ulohou je najst sled' z
vrchola 1 do vrchola N s najmensim st¢tom ohodnoteni hrén (budeme ho volat najkratsi),
pripadne vypisat, Ze takyto sled neexistuje.

Najskor si vSimnime, Ze ak medzi dvoma vrcholmi vedie viac hran (tym istym smerom),
tak staci uvazovat ti s najmensou dlzkou (inak by sme vedeli sled skratif v§menou hrany za
krat$iu). Dalej si v§imnime, 7e na$ graf moze obsahovat aj hrany so zapornou dizkou. Mozu
teda nastat dve situdcie, kedy hladany najkratsi sled neexistuje. Bud sa z 1 do N po hranach
grafu nevieme dostaf vobec, alebo existuje sled z vrchola 1 do N taky, Zze obsahuje cyklus so
zapornym stuétom dlzok. (Po takomto cykle médzeme chodif dookola a vzdy zmensovat celkovii
dlzku sledu. Preto neexistuje najkratsi sled — od kazdého sledu totiz vieme vyrobif krati.)

Riesenie 1, Floyd-Warshallov algoritmus. Graf si zapiSeme do dvojrozmerného pola G,
pricom G[i] [j] bude dlzka hrany z vrchola i do vrchola j (alebo oo, ak tak4 hrana neexistuje).
Algoritmus potom vyzera takto:
for k:=1 to N do

for i:=1 to N do

for j:=1 to N do
if G[1[j] > Gl [k1+G[k] [j] then
GhIG] = GOl k1+G k] [3];

Po dobehnuti algoritmu je v G[i][j] dlzka najkratsieho sledu z i do j (pripadne oo, ak
ziaden neexistuje). NavysSe, ak G[1] [1] je zaporné pre nejaké 7, tak vrchol ¢ lezi na nejakom

1Sled je postupnost vrcholov vy, ..., vy, takd Ze medzi v; a v;1 je hrana.



zapornom cykle. Ak tento vrchol lezi na nejakom slede z 1 do N (teda G[1] [i] a G[i] [N] nie
st o0), tak existuje fubovolne kratky sled z 1 do N.

Idea algoritmu je v dynamickom programovani. Ak vonkajsi cyklus prebehol k krat, tak
G[i][j] je dizka najkratSieho sledu z i do j takého, Ze ako vnitorné vrcholy pouziva len
vrcholy z mnoziny {1,...,k}.

Casova zlozitost tohto algoritmu je O(N?), pamitova O(N?).

Riesenie 2, Bellman-Fordov algoritmus. Hrany v tomto algoritme si pamatame jed-
noducho, napr. v 3 poliach, kde a[i] je zadiatok, b[i] je koniec a t[i] je dlzka i-tej hrany.
Idea tohto algoritmu spoéiva tiez v dynamickom programovani. Nech D[1] [i] je dlzka takého
najkratsieho sledu z 1 do ¢, ktory pouziva prave [ hran. Zrejme D[0] [i] je oo pre vSetky ¢
okrem ¢ = 1, pre ktoré je to 0. Nech teraz pozname D[1-1] [i] pre vSetky ¢ a nejaké [ > 0. Je
lahko vidiet, ako teraz vypoc¢itame D[1] [i] pre fubovolné i. V najkratSom slede pouzivajicom
[ hran je nejakd hrana posledna a zvysSok je najkratsi sled pouzivajici [ — 1 hran, konciaci v
zaciatku [-tej hrany. Jednoducho vyskisame vSetky moznosti pre tito poslednii hranu. Mame
teda:

D[1][i] = min {D[l—l] [alk]] + t[k], kde b[k] :i}
1<k<M

Najjednoduchsie sa to (pri nasej reprezentacii grafu) pocita tak, Ze prejdeme postupne cez
vSetky hrany a pocitame jednotlivé minima pre vSetky vrcholy sticasne.

Vieme, Ze ak existuje najkratsi sled z 1 do N, tak potom bude maf nanavys N — 1 hran
(lebo neobsahuje cyklus). Vysledkom je teda minimum z D[1][N] pre [ =1,..., N — 1. Ak je
tato hodnota oo, tak ziaden sled neexistuje. Este potrebujeme overit, ¢i sa nemdzeme dostat do
zaporného cyklu. Takyto cyklus moze obsahovat najviac N hran (predstavme si graf s hranami
(1,2,1), (2,3,1), ..., (N—=1,N,1), (N,1,—N)). Ak teda existuje sled obsahujuci zaporny cyklus,
tak existuje aj sled dlzky nanajvys 2N — 1, ktory tento cyklus obsahuje. Upravu vzdialenosti
teda spustime este N krat. Ak minimum z D[1] [N] pre N <[ < 2N —1 je mensSie ako vysledok,
ktory sme nasli predtym, potom naozaj existuje sled z 1 do N, ktory obsahuje zaporny cyklus.

Takto urcite odhalime vsSetky vrcholy, ktoré lezia na nejakom (z vrcholu 1 dosiahnutelnom)
zapornom cykle. Navyse takto odhalime aj niektoré z vrcholov, ktoré st z nejakého takéhoto
zaporného cyklu dosiahnutelné — ale nie nutne vsetky! (Ako priklad uvazujme graf s zapornou
hranou z 1 do 1 a s ovela ovela drahSou kladnou hranou z 1 do 2.)

Aby sme teda zistili, ¢i existuje Tubovolne kratky sled z 1 do N, potrebujeme zistit, ¢ je
vrchol N dosiahnutelny z niektorého z (dosiahnutelnych) zapornych cyklov, teda ¢i je dosia-
hnutelny z niektorého z vrcholov, ktoré sme nasli vyssie popisanym postupom. Toto uz vieme
spravit jednym jednoduchym prehladédvanim.

Na zaver este jedno zjednodusenie. Uvedomme si, Ze nas nezaujimaji presne dizky sledov s
prave k hranami. Preto ndm sta¢i jednorozmerné pole D[i] a jednotlivé tipravy staci robif len
na niom. Premyslite si, Ze vysledok to nezmeni (aj ked jednotlivé iterdcie buda vyzerat inak).

Casové zlozitost tohto algoritmu je O(N M), pamiifova O(N + M).

Poznamka pre skusenych: Ak poznate Dijkstrov algoritmus, tak isto viete, Ze je rychlejsi
od oboch uvedenych algoritmov, avsak nefunguje na grafoch so zapornymi hranami! Skuste si
vymyslief kontrapriklad.

Poznamka pre este skusenejsich: Ak by sme hladali najkratsiu cestu (teda sled, v ktorom
vrcholy sa nemdzu opakovat), tak dany problém by sa uz stal NP-tazkym problémom (vSetky
znadme polynomiélne algoritmy na hladanie najkratSej cesty totiz funguji len na $pecidlnych
typoch grafov, vicsinou ide o grafy bez zapornych cyklov).

program teleport;



const INF=1000000000;
MAXN=1000;
MAXM=50000;
var
{ rozmery grafu }
N, M:integer;
{ hrany }
a:array[1..MAXM] of integer;
b:array[1..MAXM] of integer;
t:array[1.. MAXM] of integer;
{ vzdialenosti }
D:array[1..MAXN] of longint;
D2:array[1..MAXN] of longint;
{ pomocne premenne }
i,l,k:integer;
vysledok: longint ;
{ fronta na prehladavanie do sirky }
Q:array[1..MAXN] of longint;
gs,qf:longint;

procedure nacitaj;
var f:text;
begin
assign (f, 'teleport.in’) ;
reset (f) ;
readln (f,N, M) ;
for i:=1 to M do
readln (f,ali] ,b[i],t[i]1);
close(f) ;
end;

procedure pocitaj;
var f:text;
begin
assign (f, 'teleport.out’) ;
rewrite () ;
DI[1]:=0;
for i:=2 to N do
D[i] :=INF;

for 1:=1 to N-1 do
for k:=1 to M do
if D[b[k]]1>D[alk]]+t[k] then
D[b(k]]:=D[alk]]+t[k];
vysledok: =D [N] ;

if vysledok=INF then
writeln (f, "Vedci umru od hladu’)
else begin



for i:=1 to D do D2[i] := DI[il;

for 1:=1 to N do
for k:=1 to M do
if D2[b[k]]>D2[a[k]]+t[k] then
D2[b[k]]:=D2[alk]]+t[k];

gs:=1; qf:=1;

for i:=1 to N do if D2[i] < DI[i] then begin
QULafl :=i; inc(qgf); D2[]:=1;

end else D2[i] :=0;

{2z lenivostnych dovodov aj prehladavantie do sirky
spravime v inak otrasnom case O(MN) }
while gs<qf do begin
k:=Q[gs]; inc(qgs);
for i:=1 to M do if ali]=k and not D2[b[i]] then begin

D2[b[il]:=1;
QUafl :=b[il;
inc(qf) ;
end;
end;

if D2[N] then
writeln (f, "Vedci spoznaju zaciatok vesmiru’)
else
writeln (f, vysledok) ;
end;

close(f) ;

end;

begin
nacitaj;
pocitaj;

end.

P-1-3

Na rieSenie tejto tlohy pouzijeme postup znamy pod nazvom dynamické programovanie — bu-
deme riesit tlohu zo zadania (a jej drobne zmenené verzie) postupne pre rozne Casti cestnej
siete, pricom z vysledkov pre mensie ¢asti budeme pocitat vysledky pre vicsie ¢asti mapy. Ako
to celé bude fungovat sa docitate v dalSom texte.

Cestnt siet v kralovstve mozeme tradiénym spésobom reprezentovat grafom — vrcholy grafu
budit mestéa, hrany cesty medzi nimi. Zo zadania vieme, Ze tento graf je strom, teda ma N
vrcholov, prave N — 1 hran a je suvisly.



LCubovolny z vrcholov stromu nazveme jeho koreriom. Vsetkych jeho susedov nazveme jeho
synmi, ich ostatni susedia budi zase ich synmi, atd. (Mo6Zeme si to celé predstavit tak, ze cely
strom zavesime za koren. Otcom vrcholu je ten jeho sused, ktory je nad nim, ostatni susedia
budt jeho synmi.)

Od tohto okamihu budeme pod slovom podstrom s koreriom v rozumiet tu ¢ast nasho stromu,
z ktorej sa do koreta vieme dostat len cez vrchol v. Ked budeme hovorit o podstrome, myslime
tym podstrom s lubovoInym koretiom.?

Nézov skupina posddok bude oznacovat mnozinu vrcholov s posadkami, ktord je suvisla a
nesusedi s ziadnym dalsim vrcholom s posadkou.

Vsimnime si, ako vyzera optiméalne rieSenie. Pre koreni mame dve moznosti: bud tam posiddka
je, alebo tam nie je. Ak tam nie je, ostalo nam niekolko samostatngch podstromov, v kazdom
z nich st posadky rozmiestnené optimalnym spdsobom. Co ak tam posiddka je? V&imnime si
skupinu posadok obsahujicu koren. V Ziadnom z vrcholov, ktoré s mou susedia, posadka byt
nemoze. Ked odstranime vSetky tieto vrcholy z grafu, opit ndm ostane niekolko samostatnijch
podstromov. A opit v kazdom z tychto podstromov st posadky rozmiestnené optimalne.

Keby sme teda vedeli optiméalne spdsoby rozmiestnenia posadok pre vSetky podstromy, vedeli
by sme teraz vyskuSanim konecného poc¢tu moznosti najst optimalny sposob rozmiestnenia
posadok pre cely strom.

Lenze aj kazdy z podstromov je strom a mézme preni zopakovat celd tiuto tvahu.

No a princip dynamického programovania je o tom, ze sa na problém pozrieme z opacnej
strany. Pre listy (vrcholy, ktoré nemaju ziadneho syna) je rieSenie trividlne. No a postupne
budeme spractvat ¢im dalej, tym vicSie podstromy, az kym nendjdeme optimélne rieSenie pre
cely strom.

Uvedomte si, ze v okamihu, ked spractivame nejaky podstrom, boli uz vsetky jeho podstromy
spracované, a teda pre ne vieme optimalne riesenie.

Aby sa nam rieSenie lahSie implementovalo, urobime nasledujtci trik:

Nech A, ; je hodnota najlepsieho rieSenia pre podstrom s koreriom v, ak vieme, Ze skupina
posadok, obsahujica v, mé velkost i. (Pritom i je od 0 do 3, i = 0 znamen4, Ze vo v nie je
posadka.)

Dalej nech A, = max; A, je hodnota najlepsieho rieSenia pre podstrom s korenom wv.

Pripomerime si zo zadania, Ze ¢islo b, hovori, kolko priddva posddka vo v k bezpecnosti
kralovstva.

Ukézeme, ako lahko spocitat tieto hodnoty pre v, ak ich pozname pre vsetkych jeho synov.
Nech v mé synov sy, ..., Sk.

Zjavne A, o = “K A,, — kazdy z podstromov vyriesime optimalne.

Dalej A, 1 = b, + K| A,, o — zaradtame prinos vrcholu v, kazdy podstrom vyriesime opti-
mélne s tym, Ze jeho vrchol musi zostat prazdny.

Podobne spocitame A, (len v jednom podstrome vyberieme Ay, ;) a A, 3 (v dvoch pod-
stromoch vyberieme A;, ; alebo v jednom Ay, ).

Cas potrebny na spracovanie jedného vrcholu je imerny poctu jeho susedov, celkovy ¢as je
teda imerny poctu vrcholov a hran dokopy. Hran je vsak len N — 1, preto je celkova casova
zlozitost O(N).

#include <cstdio>

#include <vector> // pole dynamickej velkosti, size() vracia pocet prvkov

2Casto sa za podstrom povazuje fubovolny podgraf, ktory je strom. Uplne korektne by sme mali nase pod-
stromy volaf napr. podstrom indukovang vrcholom v. Citatel uréite pochopi, Ze kvoli lahsiemu vyjadrovaniu sme
radsej zvolili takato dohodu.



#include <queue> // fronta
using namespace std;

int N; // pocet vrcholov

// cislo otca a zoznam synov pre kazdy z vrcholov
vector<int> otec;
vector< vector<int> > syn;

vector<int> b; // prispevky vrcholov k bezpecnosti
vector<int> AO, Al, A2, A3; // optimalne riesenia, vid pokec

// pomocne info pre vypis Tiesenia
vector< vector<int> > kto2, kto3;
int space=0;

void nacitaj(void) {
// docasna premenna na ulozenie grafu, kym neurcime koren
vector< vector<int> > graf;

scanf(“%d “,&N);
graf.resize (N) ;

// nmacitame hrany
int x,y;
for (int i=0; i<N-1; i++) {
scanf(“%d %d “,&x,&y) ;
// vrcholy budeme cislovat od 0
X=7 Y77
// graflz] je pole so susedmi vrcholu z, na koniec pola pridame y (a naopak)

graf[x] . push_back(y) ; grafly].push_back(x) ;

// nacitame vahy vrcholov
b.resize(N) ;
for (int i=0; i<N; i++) scanf(“%d “,&bl[il);

// vrchol O bude koren, spustime z neho prehladavanie do sirky
otec.resize(N,-1);
otec[0]=0;

queue<int> Q;
Q.push(0);

while (1Q.empty()) {
int kde = Q.front(); Q.popQ;
for (int i=0; i<grafl[kde] .size(); i++)
if (otec[ graf(kde] [i] 1 == -1) {



otec[ graf[kde] [i] ] = kde;
Q.push( graf[kde] [i] );
}

// otcov mame v poriadku, doplnime synov
syn.resize (N) ;
for (int i=0; i<N; i++)
for (int j=0; j<graf[il.size(); j++)
if (graf[i] [j1 != otec[il)
syn[i] . push_back ( graf[i]l [j]1 );

// vynulujeme pamatane optimalne riesenia
AQ.resize(N,0) ;
Al.resize(N,0);
A2.resize(N,0);
A3 .resize(N,0) ;
kto2.resize(N) ;
kto3.resize (N) ;
}

void pis_cislo(int ake) {
if (space) printf(“ “);
space=1;
printf(“%d“, ake) ;

}

// vypis optimalneho riesenia pre podstrom s korenom "v",

n n

// pricom skupina posadok obsahujuca koren ma velkost "ako
void vypis(int v, int ako) {

if (ako>0) pis_cislo(v+1);

switch (ako) {

case 0:

// pre kazdeho syna vyberieme a vypiseme najlepsiu moznost

for (int i=0; i<syn[v].size(); i++) {
int toto=max (
max( AO[ syn[v]l[i] 1 , A1[ syn[v]l[i] 1) ,
max( A2[ syn[vl[i] ] , A3[ syn[vl[l 1) );
if (AO[ syn[v][i] 1==toto) { vypis(syn[v][i]l,0);
if (A1[ syn[v][i] ]==toto) { vypis(syn[v][i]l,1);
if (A2[ syn[v][i] J==toto) { vypis(syn[v][i],2);
if (A3[ syn[v][i] I==toto) { vypis(syn[v][il,3);
+
break;
case 1:

// pre kazdeho syna moznost s prazdnym korenom

continue; }
continue; }
continue; }
continue; }

for (int i=0; i<syn[v].size(); i++) vypis( syn[v]l[i] , 0 );

break;
case 2:



if (A2[v]==0) return;
// pre jedneho syna moznost s 1 posadkou, pre ostatne 0
vypis( kto2[v]1[0] , 1);
for (int i=0; i<syn[v].size(); i++)
if ( syn[v][i] !'= kto2[v][0] )
vypis( syn[v][i], 0 );
break;
case 3:
if (A3[v]==0) return;
// pre niekolko synov specialne moznosts
if (kto3[v] .size(D==1) {
vypis( kto3[v1[0] , 2 );
} else {
vypis( kto3[v1[0] , 1);
vypis( kto3[vI[1] , 1)
}
// zvysok podstromov ma prazdny koren
for (int i=0; i<syn[v].size(); i++) {
int ok=1;
for (int j=0; j<kto3[v].size(); j++)
if (kto3[v][j1 == synl[v][i])
ok=0;
if (1ok) continue;
vypis( syn[v][il, 0 );
}
break;
}
}

I

int main(void) {
nacitaj () ;

// pre kazdy vrchol st pamatame, kolko jeho synov este treba spracovat
vector<int> treba(N) ;
for (int i=0; i<N; i++) trebali] = synl[i].size();

// vrcholy, ktore uz mozeme spracovat, cakaju vo fronte
queue<int> Q;
for (int i=0; i<N; i++) if (!trebali]) Q.push(i);

// kym nie sme hotovi, spracuvame vrcholy
while (1Q.empty()) {
int kde = Q.front(); Q.popQ);

// ak uz budeme moct spracovat otca, pridame do fronty

trebal otec[kde] 1--;
if (!trebal oteclkde] 1) Q.push( otec[kde] );

A0 [kdel=0;
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for (int i=0; i<syn[kde] .size(); i++) {
int toto=max(
max( AO[ syn[kde] [i] 1 , AL[ syn[kde] [i
max( A2[ syn[kde] [i] 1 , A3[ syn[kde] [i
AO[kde] += toto;
}

115,
11));

A1[kdel=b[kde];
for (int i=0; i<synl[kde] .size(); i++) Al[kde] += AO[ syn[kde] [i] J;

if (syn([kde] .size() == 0) continue;

A2[kdel=A1[kde];
int z1 = 0;
// najdeme ten podstrom, kde pridanim posadky najviac ziskame
for (int i=1; i<syn[kde] .size(); i++)
if ¢ Al[ synlkdel[i] 1 - AO[ synlkdel [i] 1]
> A1[ synlkde] [z1] 1 - AOL[ syn[kde] [z1] 1)

zl = 1i;
A2[kde] += A1[ synlkdel[z1] 1 - AO[ syn[kde] [z1] 1;
kto2 [kde] . push_back( syn[kde] [z1] );

A3[kdel=A1Tlkde];
int z2 = 0;
// najdeme ten podstrom, kde pridanim 2 posadok najviac ziskame
for (int i=1; i<syn[kde] .size(); i++)
if ¢ A2[ syn[kdel[i] 1 - AO[ syn[kdel [i] ]
> A2[ synlkde] [z2] 1 - AO[ syn[kde] [z2] 1)

z2 = 1i;
A3[kde] += A2[ syn[kde] [z2] ] - AO[ synl[kde] [z2] 1;
kto3 [kde] . push_back ( syn[kde] [z2] ) ;

if (syn[kde] .size() == 1) continue;

// este najdeme dva podstromy, kde pridanim po 1 posadke najviac ziskame
// jeden z nich uz vlastne mame najdeny v z1, stacti najst druhy najlepsi
int z3 = 0; if (z3==z1) z3++;
for (int i=0; i<syn[kde] .size(); i++) {
if (i==z1) continue;
if ¢ Al[ synlkdel[i] 1 - AO[ syn[kde] [i] ]
> A1[ syn[kde] [z3] 1 - AO[ syn[kde] [2z3] 1)
z3 = 1;
b
int nove = Al [kde]
+ A1[ synl[kde] [z1] 1 - AO[ syn[kde] [z1] ]
+ A1[ syn[kde] [z3] 1 - AO[ syn([kde] [23] ];
if (nove > A3[kdel) {
A3[kde] = nove;
kto3 [kde] .clear () ;
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kto3 [kde] . push_back ( syn[kde] [z1] );
kto3 [kde] . push_back ( syn[kde] [z3] );
}
}

// uz vieme hodnotu optimalneho riesenia

int best=max( max( A0O[0] , A1[0] ) , max( A2[0] , A3[0] ) );
printf (“%d\n*,best) ;

// rekurzivne vypiseme jedno riesenie

if (AO[0]==best) { vypis(0,0); printf(“\n“); return 0; }
if (A1[0]==best) { vypis(0,1); printf(“\n“); return 0; }
if (A2[0]==best) { vypis(0,2); printf(“‘\n*“); return 0; }
if (A3[0]==best) { vypis(0,3); printf(“\n*“); return 0; }
return 0;

+

P14

Cast a)

Nech dlzka refazca ihla je N a dizka refazca seno je M. UkdZeme riesenie v ¢ase O(log N +
log M).

Zékladna myslienka: Keby ndam niekto povedal, kde zac¢ina niektory vyskyt retazca ihla v
retazci seno, pomocou volania Both Tahko overime v ¢ase O(log N), ¢i hovori pravdu: Podobne
ako sme v priklade v zadaniach vedeli paralelne overit vSetky delitele ¢isla, mdZeme paralelne
porovnat N dvojic pismen.

KedZe nam ale nik nepovie, kde za¢ina nejaky vyskyt refazca ihla, pomocou Some paralelne
overime vSetky mozné zaciatky a tispesne skonc¢ime, ak niektory z nich vyhovuje.

{ vsTuP: ihla, seno : string; T

{ forall () paralelne spusti N kopii, v ktorych cislo=0..(N-1),
uspesne skonci, ak vsetky uspesne skoncia }

procedure forall(var cislo : integer, N : integer) ;

var moc2, cifier, i, x : integer

begin
{ zistime, kolko ma N-1 cifier v dvojkovej sustave }
moc2 := 1;
cifier := 0;
while (moc2 <= N-1) do begin moc2 := moc2 * 2; inc( cifier ); end;
{ vygenerujeme cisla od 0 do 2 cifier - 1 }
cislo := 0;
for i:=1 to cifier do begin Both(x); cislo := 2*cislo + x; end;
if (cislo >= N) then Accept;
end;
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{ ezists() paralelne spusti N kopii, v ktorych cislo=0..(N-1),
uspesne skonci, ak niektora z nich uspesne skonc?t }

procedure exists(var cislo : integer, N : integer) ;

var moc2, cifier, i, x : integer

begin
{ zistime, kolko ma N-1 cifier v dvojkovej sustave }
moc2 :=1;
cifier := 0;
while (moc2 <= N-1) do begin moc2 := moc2 * 2; inc( cifier ); end;
{ vygenerujeme cisla od 0 do 2°cifier - 1 }
cislo := 0;
for i:=1 to cifier do begin Some(x); cislo := 2*cislo + x; end;
if (cislo >= N) then Reject;
end;

var N, M : integer;
zaciatok, pozicia : integer;

begin
{ zistime dizky retazcov }
N := length( ihla );
M := length( seno ) ;
if (M < N) then Reject;

{ skusime, ci existuje mozny zaciatok }
exists( zaciatok, M-N+1 );
{ paralelne sa pozrieme na vsetky pozicie retazca ihla }
forall( pozicia, N );
{ overime, ci su zodpovedajuce st pismena rovnake }
if (ihla[pozicia+1] = seno[zaciatok+pozicia+1]) then Accept;
Reject;
end.

Cast b)

Priamodiare rieSenie je vypocitat postupne vSetky policka pyramidy a hodnotu horného porov-
nat s V. Policok je N(N — 1)/2, preto takéto rieSenie bezi v ¢ase O(N?).

Este stale sme ale nevyuzili dve skutocnosti: To, Zze pozname V — a samozrejme silu para-
lelizatora. UkaZeme si teraz rieSenie, ktoré pobezi v ¢ase O(N).

Ak by sme poznali obe ¢isla v druhom riadku zhora, vieme lahko overit, ¢i je V' spravny sucet
celej pyramidy — jednoducho ich s¢itame. My ich vsak nepozname — iba vieme, Ze st medzi 0 a
9999 vratane. Pomocou Some vysktsame vSetky dvojice takychto ¢isel, ktoré (modulo 10 000)
davaju sucdet V — t.j. skiisime ,,uhddnut® tie spravne ¢isla, ktoré tam maju byt. Pre kazda zo
sktisanych moznosti potrebujeme o oboch novych ¢islach overit, ¢i patria na to miesto, kam
sme ich prave umiestnili. Pomocou jedného volania Both overime obe ¢isla naraz. No a uz si
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sta¢i len uvedomit, Ze sme dostali opét presne povodnu tlohu, len s pyramidou, ktord méa o 1
kratsiu zakladnu.

Ked sa takto dostaneme az k spodnému riadku, namiesto hadania sa uz len jednoducho
pozrieme na ¢isla zo vstupu.

Preco nase riesenie funguje? Uvedomme si, Ze vlastne ideme v pyramide ,zhora dole“ a
sktisame ju vietk§mi spésobmi dopliat. Uspesne skon¢ime len vtedy, ak sa nAm podarilo doplnit
celt pyramidu. No a kedZe pyramida je svojim spodnym riadkom jednoznacne uréend, toto sa
da len vtedy, ak je naozaj V na jej vrchu.

sopracovat® jednu troven pyramidy vieme v konstantnom c¢ase, urovni je O(N), preto aj
¢asova zlozitost nasho programu je O(N).

{ vsTuP: N, V : integer; A : array[1..N] of integer; }

{ ezists() paralelne spusti N kopii, v ktorych cislo=0..(N-1),
uspesne skonci, ak niektora z nich uspesne skonc?t }

procedure exists(var cislo : integer, N : integer) ;

var moc2, cifier, i, x : integer

begin
{ zistime, kolko ma N-1 cifier v dvojkovej sustave }
moc2 := 1;
cifier := 0;
while (moc2 <= N-1) do begin moc2 := moc2 * 2; inc( cifier ); end;
{ vygenerujeme cisla od 0 do 2 cifier - 1 }
cislo := 0;
for i:=1 to cifier do begin Some(x); cislo := 2x*cislo + x; end;
if (cislo >= N) then Reject;
end;

{ over() overi, ci na policku [,riadok"”, ,stlpec"] je cislo ,hodnota"
riadky ctslujeme zdola, stlpce zlava, oboje od 1 }

procedure Over(riadok, stlpec, hodnota : integer) ;
var lave, prave, x : integer;
begin

{ ak uz sme dole, overime lahko }

if (riadok = 1) then

if (hodnota = A[stlpec]) then Accept else Reject;

{ skusime vsetky moznosti pre lave pod nim }
exists (lave, 10000) ;

{ dopocitame prave pod nim }

prave := hodnota - lave;

if (prave < 0) then Inc( prave, 10000 );

{ overime, ci sme obe cisla vybrali spravne }
Both(x) ;
if (x=0) then
Over( riadok-1, stlpec, lave )
else
Over ( riadok-1, stlpec+1, prave ) ;
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end.

begin
Over( N-1, 1, V);

end.

15



SLOVENSKA KOMISIA MATEMATICKEJ OLYMPIADY
55. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Riesenia 1. kola kategorie P
Vydala IUVENTA
pre vnutornt potrebu Ministerstva skolstva SR

Sadzba programom KTEX
Zodpovedny redaktor M. Forisek

(© Slovenska komisia Matematickej olympiady, 2005



