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1. satazny den

e Olympiada v informatike je od skolského roku 2006/07 samostatnou sttazou. Predchéddzajicich 21 ro¢ni-
kov tejto stfaze prebiehalo pod nidzvom Matematicka olympiada, kategéria P (programovanie).

e Oficidlnu webstranku sitaze najdete na http://oi.sk/.
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RieSenia kategorie A

A-111-1  Horar Jedlicka Il

Ulohu vyriesime metédou zametania, ktoréd sa pouziva Casto pre geometrické problémy: Predstavime si
priamku p rovnobeZni s osou z, ktord sa pohybuje v smere osi y (od zadpornych éisel ku kladnym — tomuto
smeru budeme hovorit zdola nahor). Budeme udrziavat prienik tejto priamky so zadanymi tiseckami. Pre tento
cel budeme pouzivat nasledovné datové struktiry:

e Zoznam tseciek S pretinajacich v danom okamihu priamku p, v poradi podla x-ovej stiradnice tychto
prieseénikov. V tomto zozname budeme potrebovat rychlo vyhladavat, preto ho budeme realizovat ako
(vyvazovany) vyhladdvaci strom. Za zmienku stoji, Ze si v tejto datovej Struktire nepaméitédme siradnice
prieseénikov s priamkou p. Tieto stiradnice sa menia, ked sa priamka p posunie, a ich upravovanie by bolo
prili§ pomalé. Namiesto toho si pamétame iba poradie tychto prieseénikov. Toto poradie sa meni iba ked
p prejde jednym z priese¢nikov tseciek.

Naviac vieme, Ze ked takato situdcia nastane, iba sa obrati poradie priese¢nikov priamky p s tseckami,
ktoré sa v danom bode pretinali. Stradnice priese¢nikov s p dopodéitavame az v priebehu vyhladdvania z
aktualnej y-ovej stradnice p.

Tiez si uvedomte, ze pre Iubovolny bod priamky p vieme v ¢ase O(log N) zistit, medzi ktorymi dvoma
tseckami sa nachadza.

e Fronta udalosti U, ktoré ovplyviuju prienik p s tseckami:

— Spodné konce tseciek, ktoré su celé nad p.

— Priese¢nik kazdej dvojice useciek susediacich v S, ak existuje a lezi nad p.
— Vodorovné usecky. Tie treba oSetrit $pecidlne.

— Horné konce useciek, ktoré si nad p.

Frontu udalosti moZeme realizovat napr. ako haldu. (Pripadne mozeme opét pouzit vyvazovany bindrny
strom.) Udalosti porovndvame podla ich y-ovej stiradnice a v pripade zhody podla poradia v predoslom
zozname.

Na zaciatku je priamka p v —oo, teda zoznam S je prazdny a fronta U obsahuje horné a dolné konce vsetkych
useciek. Pre zjednodusenie niektorych operacii pridajme do S dve falosné usecky rovnobezné s osou y, v —o0
a +oo (alebo v lubovolnych bodoch leziacich nalavo a napravo od vSetkych ostatnych tdseéiek). V priebehu
simulacie odoberame z U najmensiu udalost a upravujeme S a U podla nej. Program sa konéi vo chvili, ked
priamka p dorazi do +oo, teda ked je U prazdna.

Vzdy, ked do S priddme prvok, pridame tiez do U udalost prieniku so susednymi tseckami, pokial prienik
existuje a lezi nad p.

Popiseme teraz detailnejsie, ako spracovavame udalost sposobent tseckou u. Udalosti s rovnakou y-ovou
stradnicou spracovavame v tomto poradi:

e Spodny koniec usecky u: Priddme u do S tak, aby prieniky jednotlivych tuseciek boli stale usporiadané.

e Vodorovnd usecka u = (x1,y) — (z2,y): VypiSeme priesecniky s tiseCkami z S, ktorych z-ov4 stradnica na
priamke p je z intervalu (zq, z3).

e Priesecnik dvoch useciek v bode x,y: Zmazeme z S vSetky usecky prechddzajice bodom (z,y) a ddme ich
nabok. VypiSeme (z,y).

e S je teraz utriedené podla prieseénikov s priamkou p (modZe sa zmenit iba poradie tych tseciek, ktoré sa
pretinaji na p, ale tie sme dali nabok). Do S teraz zatriedime tsecky, ktoré sme dali nabok.

e Hornyg koniec usecky u: Nech u lezi medzi tise¢kami u1 a us. Odstranime v z S. Naviac, pokial sa uj a us
pretinaju nad p, priddme ich priese¢nik do U.
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Treba este doriesit tento technicky detail: zaokrihlovacie chyby — pokial by sposobili zamenu poradia dvoch
udalosti v U alebo dvoch tseciek v S, mohlo by to viest k zlému vysledku. Preto je nutné vsetky porovnania
robit presne. To sa d4 dosiahnuf viacerymi spdsobmi, jednou z moznosti je pocitat stiradnice prieseénikov ako
zlomky.

Pamitova zlozitost je linedrna — ako U tak S vidy obsahuju O(N) prvkov. Ak4 je Casova zlozitost? Nech
P je pocet priesecnikov tseciek. Kazd4 operacia s U ¢ S zaberie ¢as O(log N). Spoéitajme teraz podet tychto
operacii pre kazdu z udalosti:

e Spodny alebo horng koniec dsecky: Tychto udalosti je O(N) a vyzaduji konstantny pocet operécii s U a
S. Kazda z nich spésobuje pridanie nanajvys dvoch udalosti do U.

e Prieseénik, v ktorom sa pretina k dseciek: Tychto udalosti je P a vyzaduju O(k) operéacii s S. Kazdy
priesecnik spodsobi pridanie nanajvys dvoch a odobratie aspon k — 1 udalosti z U.

Pocet udalosti pridanych do U (vratane inicializacie) je O(N + P) a pocet odobranych udalosti je teda tiez
O(N + P). Pocet operacii s S a U je obmedzeny po¢tom udalosti pridanych ¢i odobranych z U a je O(N + P).
Casova zlozitost je preto O((N + P)log N). Na zaver uvedme, 7e existuje aj rychlejsie (a podstatne zloZitejsie)
rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(N log N + P) (Chazelle a Edeslbrunner, 1992).

Listing programu:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <set>
#include <queue>
#include <algorithm>
using namespace std;

// Nejvetsi spolecny delitel dvou cisel
long long gcd(long long a, long long b) { return (b==0) ? a : gcd(b, a%b); }

// Zlomky a prace s nimi
struct fraction {

long long nom, den; // citatel a jmenovatel

fraction () { nom=0; den=1; } // default je nula

fraction(long long n) { nom=n; den=1; } // cele cislo —> zlomek
fraction(long long n, long long d) { // uprava zlomku na zakladni tvar

long long g = gcd(llabs(den), llabs(nom));
nom=n/g; den=d/g;
if (den<0) { nom=-nom; den=-den; }
}
fraction& operator =(long long Db) { nom=b; den=1; return *this; }

fraction operator + (fraction b) const { return fraction(nom*b.den+b.nom*den, den*b.den); }
fraction operator - (fraction b) const { return fraction(nom*b.den-b.nom*den, den*b.den); }
fraction operator * (fraction b) const { return fraction(nom*b.nom, den*b.den); }

fraction operator /(fraction b) const { return fraction(nom*b.den, den*b.nom); }
bool operator <(fraction b) const { return (*this-b).nom < 0; }

bool operator == (fraction b) const { return nom==b.nom && den==b.den; }

bool operator !=(fraction b) const { return ! (*this == b); }

bool operator <=(fraction b) const { return (*this-b).nom <= 0; }

double f () const { return (nom+0.0)/den; } // konverze na realne cislo
Vi
fraction p(-900000); // zametaci primka

// Usecka ze vstupu
struct usecka {

fraction x1, yl, x2, y2; // souradnice koncu

bool prunik (usecka pr) const { // ma usecka prunik s jinou?
fraction r = intersect (pr);
return ! (r<pr.yl || pr.y2<r || r<yl || y2<r);

}

fraction intersect (usecka pr) const { // y-ova souradnice pruniku
return (pr.dir() == dir()) ? 1000000

(x (fraction(0)) - pr.x(fraction(0))) / (pr.dir() - dir());

}

fraction x(fraction y) const { return xl+dir()*(y-yl); } // x—-ova souradnice pro y=p

fraction dir() const { return (x2-x1)/(y2-vyl); } // smernice

bool operator < (const usecka &pr) const { // porovnani usecek dle pruseciku s p
if (x(p) != pr.x(p)) return x(p) < pr.x(p); else return dir() < pr.dir();

}
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// Udalost
struct event{
fraction y;
int type;
usecka u;
bool operator < (const event &e)
if (e.y != y) return e.y < y;

// typ: 0 zacatek, 1 krizeni, 2

const {

}
bi

priority_queue <event> U;

set <usecka> S;

typedef set <usecka>::iterator iter;
int n;

usecka prk[1000000];

// Pokud se a s b pronika nad zametaci primkou,
void pronika (usecka a, usecka b) {

// kdy nastava

vodorovna primka, 3 konec

else return type > e.type;

// fronta udalosti

// zadane usecky

// iterator pres usecky

// kolik je usecek

// pomocne pole na zmenene primky

vytvorime udalost.

if (!'a.prunik (b)) return;
event f; f.y = a.intersect(b); f.u = b; f.type = 1;
if (p < f.y) U.push(f);
}
void pridej(usecka u) {
iter it = S.insert (u).first; // iterator na pridany prvek
it--; pronika (*it, u);
it++; it++; pronika(u, *it);
}
int main () {
int x1, y1, x2, y2, i;
scanf (“%i", &n);
for (i=0; i<n; i++){
usecka uj;
scanf ("$i%i%i%si™ &x1, &yl, &x2, &y2);
if (y2 < yl) { swap(xl, x2); swap(yl, y2); }
if (yl == y2) {
if (x2 < x1) swap(xl, x2);
u.xl = x1; u.yl = yl; u.x2 = x2; u.y2 = y2;
event e; e.u = u; e.type = 2; e.y = u.yl;
U.push (e);
} else {
event e;
u.xl = x1; u.yl = yl; u.x2 = x2; u.y2 = y2;
e.u = u;
e.type = 0; e.y = u.yl; U.push(e);
e.type = 3; e.y = u.y2; U.push(e);
}
}
event ev; ev.y = 1000000; U.push(ev); // zarazky
usecka uj;
u.y2 = u.x1l = u.x2 = 1000000; u.yl = -1000000; S.insert (u);
u.yl = u.x1 = u.x2 = -1000000; u.y2 = 1000000; S.insert (u);
while (1) {
event e = U.top (), £f;
fraction y = e.y; // nova poloha zametaci primky
if (y == fraction(1000000)) break; // zarazka => konec
while (y == e.y && e.type == 0) { // nove primky
pridej(e.u);
U.pop(); e=U.top(); // dalsi udalost
}
int k = 0;
while (y == e.y && e.type == 1) { // pruseciky
iter it = S.find(e.u), 1it2;
if (it != S.end()) {
// smazeme vse, co sSe meni
fraction x = it->x(y);
printf (“$f $£f\n“, x.£(), v.£0));
while (it->x(y) == x) it-—;
it++;
while (it->x(y) == x) {
it2 = it; it2++;
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prk[k++] = *it; // a zapamatujeme si, co se meni
S.erase (it);
it = it2;
}
}
U.pop(); e = U.top();
}

while (p == e.y && e.type == 2) { // vodorovne primky
usecka uj;
u.yl = -1000000; u.y2 = 1000000;
u.xl = u.x2 = e.u.x1;
iter 1 = S.lower_bound(u);
for (iter i = S.lower_bound(u); i->x(y) <= e.u.x2; i++)

printf (“$f $£f\n“, i->x(y).£(), v.£0));
U.pop(); e = U.top();
}

p=y; // posuneme zametaci primku
for (i=0; i<k; i++) pridej(prkI[il); // vratime zmenene
while (y == e.y && e.type == 3) { // konce primek

iter it = S.find(e.u), it2 = it;
it++; it2-—;
pronika (*it, *it2);
S.erase(e.u);
U.pop(); e = U.top();
}
}

return 0;

A-111-2  Magické cestovanie

Nasou tlohou je najst najdlhsiu stvisli podpostupnost zadanej postupnosti nezdpornych celych &isel, ktorej
sucet je nasobok K. Inymi slovami, hladdme najdlhsiu stvisli podpostupnost, ktorej sticet dava po deleni ¢islom
K zvy$ok 0. V celom tomto rieSeni budeme vSetky matematické operécie robit modulo K, teda ak napriklad
K =17, tak stcet postupnosti 2,4,2 je 1.

Predstavme si najskor, ze hladand podpostupnost méze zacinat len na zaciatku. Potom by sa nam tloha
riesila jednoducho — postupne by sme spractvali éisla v postupnosti a poditali si ich stcet. Zakazdym, ked by
sme dostali sticet 0, nasli sme potencidlne riesenie. KedZe chceme najdlhsiu tak(i podpostupnost, vysledkom by
bolo posledné takéto miesto.

Zostéva uz len toto riesenie zovSeobecnif na podpostupnost zacinajiicu na fubovolnom mieste. Na to staci
spravit nasledujice pozorovanie. Nech sme préve spracovali j-te ¢islo v postupnosti a vieme, Ze suéet prvych j
¢isel je d. Ak pre nejaké i < j bol tiez sucet prvych ¢ ¢isel rovny d, tak vieme, ze podpostupnost a;y1,...,a;
musi maf sicet 0, a teda je moZnym rieSenim tlohy.

A to uz je v podstate vSetko, staéi si uz len uvedomit, ze ak mame pre ¢ viacero moznosti, chceme vybrat
ti najmensiu z nich — teda miesto, kde bol priebezne pocitany stcet ¢isel po prvy krat rovny d.

Aby sme takéto i vedeli efektivne najst, staéi si spravit pole dizky K a v fiom si pre kazdy sucet d,0 < d < K
zaznamenat, kde sa nachadzal prvy taky index i, pre ktory sme dostali sucet d.

Na zaciatku algoritmu musime toto pole inicializovat — na vsSetky policka si zapiSeme $pecidlnu hodnotu
(napr. —1), ktord ndm hovori, Ze sa takyto sucet eSte nevyskytol. Nasledne staci nacitavat postupnost, pocitat
priebezny sucet a zistovat v poli, ¢i sme uz na dany sucet natrafili. Kazdy prvok postupnosti teda spracujeme
v konstantnom ¢ase. Celkova ¢asova zlozitost postupu je teda O(N + K). KedZze si postupnost nepotrebujeme
pamitat, vystacime si s pamétou O(K).

Malé cvicenie na zaver: Vedeli by ste dokdzat, ze ak N > K + 1, tak uréite existuje asponi jedno rieSenie?

Listing programu:

#include <cstdio>
using namespace std;

int N, K; // hodnoty N a K ze vstupu

int zacatky[50007]; // nejmensi mozne indexy 1 s danym souctem s modulo K
int a, soucet = 0; // pomocne promenne - nacteni vstupu a mezisoucet

int nej_zacatek = 0, nej_delka = 0; // dosud nejlepsi nalezene reseni
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int main () {
scanf (“%d%d"Y“, &N, &K);
zacatky[0] = 1;
for (int i = 1; 1 <= N; i++) {
scanf (“&d“, ¢&a);
soucet = (soucet + a) % K;
if (zacatkyl[soucet]) {
if (i - zacatkyl[soucet] + 1 > nej_delka) {
nej_zacatek = zacatkyl[soucet];
nej_delka = i - nej_zacatek + 1;
} else zacatky[soucet] = i+1;

}
if (nej_delka) printf (“%d %d\n“, nej_zacatek, nej_zacatek + nej_delka - 1);
else printf (“Nelze zaklinat.\n"Y);

A-111-3  Zasobnikové pocitace

Najjednoduh§im rieSenim tejto tlohy bolo pouzit 4 zasobniky, kazdy pre jeden znak, a na konci zistit, ¢i st
vSetky zasobniky rovnako zaplnené. Po troske rozmyslania sa dalo spravit rieSenie s troma zésobnikmi, pricom
si v nich pamétame len rozdiely poctov znakov: a — b, a — ¢, a — d. VSetky tieto riesenia sa dali naprogramovat
s linedrnou éasovou zlozitostou.

Pouzit tri zasobniky je zbytocny luxus — totiz plati, Ze tplne okolvek, ¢o sa da spravif s pouzitim K
zasobnikov, sa dé spravif s pouzitim len 2 zasobnikov. UkdZeme teraz dve rieSenia, ktoré potrebuju iba dva
zasobniky.

Kvadratické rieSenie

Najskor si nac¢itame cely vstup do prvého zasobnika. Potom pomocou druhého zasobnika vymazeme z prvého
zésobnika jeden znak a, jeden znak b, jeden znak ¢ a jeden znak d. Toto budeme opakovat, az kym nebude prvy
zésobnik prazdny, alebo neminieme niektory znak. Toto rieSenie mé zjavne kvadratick ¢asovi zloZitost.

Linearne rieSenie

UkéZzeme si teraz rieSenie, ktoré bude pouzivat dva zésobniky a bude mat linedrnu ¢asovu zlozitost. Prvy
zésobnik bude fungovat ako Styri pocitadla a druhy zasobnik bude pomocny. Kazdé pocitadlo bude pocitat
pocet vyskytov jedného znaku. Najskor si popiSeme, ako bude fungovat jedno poditadlo a potom si povieme,
ako spojit 4 pocitadla do jediného zdsobnika.

Pocitadla buda bindrne (éislo si budeme pamiitat v dvojkovej sustave). Ked budeme chciet poéitadlo zvysit
o jedna, tak pouzijeme klasicky algoritmus na s¢itanie ¢isliel po cifrach. Budeme prechadzat po éisliciach od
najnizsich bitov k najvys$sim a prepisovat jednotky na nuly. Ked narazime na prva nulu, tak ju zmenime na
jednotku a skonéime (napriklad 110011 + 1 = 110100). Ak by ¢islo skoncilo skor ako narazime na nulu, tak na
jeho zadiatok dopiSeme eSte jednu jednotku (111 + 1 = 1000).

Ako tento postup naprogramovat pomocou zasobnikov? Poéitadlo ulozime do zasobnika tak, Ze najpravejsia
(najnizsi bit) cifra bude na vrchole zdsobnika. MoZeme postupne odoberat jednotlivé éislice sprava, prepisovat
ich a odkladaf ich do pomocného zésobnika. Ked budeme hotovi, tak presunieme obsah pomocného zasobnika
na hlavny zasobnik. Kéd by vyzeral nasledovne:

Listing programu:

procedure zvys (var a:stack of 0..1); { zvys pocitadlo v zasobniku a o 1 }

var b: stack of 0..1; { pomocny zasobnik }
begin
repeat
if empty(a) then x := 0 else x := pop(a); { ak treba, vlavo od cisla si domyslime nuly }
push (b, (x+1) mod 2); { 0->1, 1->0 }
until x=0; { zastavime na prvej nule }
while not empty(b) do push(a, pop(b)); { presypeme cisla spat }

end;
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Ako ulozit 4 pocitadla do jedného zasobnika? Jedna moZnost je ukladat tam ich bity ,na striedacku”. Druhé
moznost je pouzit éisla z vicSieho rozsahu ako 0. .1. My ukdZeme t druht z nich.

Do zasobnika budeme ukladaf $tvorbitové &isla, pricom i-te pocitadlo bude zodpovedat i-temu najmenej
vyznamnému bitu kazdého z éisiel v zasobniku. Pri zvySovani podéitadla budeme prepisovat len prislusné bity,
ostatné bity (patriace inym pocitadldm) nechdme na pokoji.

Na pracu s bitmi sa ndm budi hodif operacie and a xor. Vyraz a and b dava prirodzené &islo, ktoré ma
v dvojkovom zapise na i-tom mieste 1 prave vtedy, ak aj a aj b maji na i-tom mieste 1. Podobne a xor b ma
jednotky tam, kde bola jednotka bud v a, alebo v b, ale nie v oboch naraz. Napriklad a and 8 je nula préve
vtedy, ak na $tvrtej pozicii ¢isla @ je 0 a ina¢ je to 8. Cislo a xor 8 je &islo, v ktorom je oproti a zmeneny $tvrty
bit na opacny.

Cely program bude vyzerat nasledovne:

Listing programu:

program abcd;
var a, b: stack of 0..15; { zasobnik s pocitadlami, pomocny zasobnik }

c: char; { prave zpracovavany znak }
m, x: 0..15; { pomocne promenne }
begin
while read(c) do begin
if c="a’ then m:=1 { ktory bit zodpoveda nacitanemu znaku? }

else if c='b’ then m:=2
else if c='c’ then m:=
else if c='d’ then m:=8;

repeat { zvysenie pocitadla o jedna }
if empty(a) then x := 0 else x := pop(a);
push (b, x xor m);
until (x and m) = 0;
while not empty(b) do push(a, pop(b)); { kopirujeme z “b" spat do “a" }
end;
m := 1;
while not empty(a) do begin
x 1= pop(a);
if (x<>0) and (x<>15) then m := 0;
end;
write (m);

end.

Program pouziva len dva zasobniky a spotrebtva pamét O(log N), lebo kazdé ¢islo mensie alebo rovné N mé
v dvojkovej stistave najviac |log, N| + 1 &islic. Dizka ¢isla tiez obmedzuje pocet opakovani cyklu repeat, takze
Casova zlozitost nebude horsia ako O(N log N). Teraz si ukdzeme, Ze ¢asova zlozitost je v skutoénosti linedrna.

Rozbor staéi spravit pre jedno pocitadlo (teda pre nasu ukézkovi procedtru zvys), kedZe jednotlivé pocitadld
sa navzajom neovplyviiuji a zavereéné porovnanie trva len O(log N). Naviac sa staéi zameraf len na cyklus
repeat, lebo v cykle while travime najviac tolko ¢asu ako v cykle repeat.

Uvazujme, ¢o sa stane, ak procediru zvys zavoldme N krat po sebe, pri¢om na zacéiatku bolo pocitadlo
nastavené na 0. Sledujme, ako sa pri tom meni pocet jednotiek v dvojkovom zapise pocitadla. Operéacie vo
vnutri pocitadla bud prepisuji 0 na 1 (pribudne jednotka), alebo 1 na 0 (jednotka ubudne). Naviac prepisanim
0 na 1 sa cyklus zastavi, takze po celit dobu vypoctu sa pocet jednotiek zvysi najviac o N. Pocet jednotiek
ale nikdy neklesne na 0, takze operéacii, ktoré ho znizuju nebude nikdy viac ako V. Preto je vSetkych operacii
O(N).

Iné cesta ako dokdzat linedrnost nasho algoritmu: Ked si vypiseme, kolko krokov spravi algoritmus poéitajici
N+ 1pre N =0,1,2,..., dostaneme nasledujicu postupnost: 1,2,1,3,1,2,1,4,1,2,1,3,1,2,1,5,... Casova
zlozitost nasho programu je priamo Gmerné stétu tejto postupnosti. Ten vieme odhadntf nasledovne: kazdy
¢len je aspon 1, kazdy druhy je asponi 2, kazdy Stvrty je aspon 3, atd., takze celkovy stdet je radovo rovny
N+ N/2+ N/4+---=2N.
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