MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

52. ro¢nik, skolsky rok 2002/2003
Riesenia dloh 3. kola kategérie P

1. sGtazny den

P-111-1

Pri rieseni tillohy si najskor uvedomime, Ze zo zadanych ¢isel hraciek mozeme jednoducho zistit,
ktoré dieta chce hracku po ktorom diefati. Situdciu si predstavime ako orientovany graf, v
ktorom vrcholy zodpovedaju defom a z vrcholu 7 vedie hrana do vrcholu j, ak diefa i chce
hracku po dietati j. Pretoze diefa je ochotné vymenit hracku iba ak dostane t svoju vytuzen,
deti si mozu vymienat hracky iba v cykloch — aby sa dieta i; vzdalo svojej hracky, musi dostat
hracku od is, to od i3 a tak dalej, aZ nejaké diefa dostane hracku od i;. Chceme teda néjst v grafe
mnozinu disjunktnych cyklov (na zjednodusSenie vyjadrovania budeme za cyklus povazovaf aj
vrchol so sluckou), ktoré spolu obsahuji ¢o najviac vrcholov. Hladanie tychto cyklov je ulahcené
tym, ze kazdé dva cykly v nasom grafe st disjunktné — keby nejaké dva cykly mali spolo¢ny
vrchol, museli by sa niekde tiez od seba oddelovat. Z prislusného vrcholu by teda museli viest
dve hrany, ¢o ale v nasom grafe nie je mozné. Kedze st cykly navzajom disjunktné, chceme
vlastne vypisat vSetky cykly.

A teraz ako budeme cykly hladat: Zacneme v lubovolnom vrchole (napriklad v prvom) a
pojdeme po hranach (z kazdého vrcholu vedie prave jedna hrana, takze postup je jednoznacny),
az kym sa nevratime do nejakého vrcholu, v ktorom sme uz boli (to spozname jednoducho, ak
si budeme oznacovat navstivené vrcholy). Tym sme v grafe nasli cyklus, ten mozeme vypisat
a jeho vrcholy oznacit za vyrieSené. Vrcholy, ktoré sme presli predtym, ako sme sa dostali na
cyklus, pre zmenu uréite na ziadnom cykle nelezia (inak by z niektorého vrcholu museli viest
aspon dve hrany). Preto sa tymito vrcholmi uz nikdy nemusime zaoberat a moézeme ich tiez
oznalit za vyrieSené. Teraz vezmeme dalsi zatial nevyrieSeny vrchol a opit sa z neho vydame
hladat cyklus. Ak narazime na nejaky uz vyrieSeny vrchol, hladanie ukoncéime a prejdené vrcholy
oznacime ako vyrieSené — zjavne totiz nemozu lezat na ziadnom cykle. Ked uz nezostane ziadny
nevyrieSeny vrchol, mame najdené vsetky cykly a vypocet ukoncime. Jedinym nevyriesenym
problémom zostéva, ako rychlo hladat zatial nevyrieSené vrcholy. To mozeme spravit tak, ze pri
hladani dalsieho nevyrieseného vrcholu zacneme hladat od posledne najdeného vrcholu (pred
nim isto ziadne nevyrieSené vrcholy uz nie si1). Vdaka tomu s hladanim vrcholov stravime spolu
¢as O(N) a pretoze na najdenie cyklov potrebujeme spolu tiez O(N) (kazda hranu prejdeme
najviac raz), je celkova ¢asova zlozitost O(N). Pamétova zlozitost je tiez O(N).

/x Hrackdrstvo x/
#include <stdio .h>

#define MAXD 10 /* Mazimdlny pocet deti x/

int N; /x Pocet deti x/

int Ma[MAXD]; /x Cislo hracky, ktori prisluiné diefa md */
int Vlastni [MAXD]; /% Dieta, ktoré vlastni prislusnd hracku x/
int Chce [MAXD]; /x Dieta, ktorého hracku toto dieta chce x/



int Hotovo [MAXD]; /x Uz sme dieta riesili? x/

/% Nacita vstup x/
void nacitaj(void)

{

int i;

scanf ("%d”, &N);
for (i = 0; i <N; i4++4){

printf(” Dieta%d:.” , i+1);

scanf ("%d-%d” , &Ma[i], & Chce[i]);
Ma[i]——; Chce|i]——;

Vlastni [Ma[i]] = i;

}

/x Prevedieme odkazy na hracky na odkazy na deti x/
for (i = 0; 1 <N; i++4)
Chce[i] = Vlastni[Chce[i]];
h

/% Ndajde cyklus zacinajic vo wvrchole act. Vypise cyklus
x a oznaci prejdené wvrcholy za vyriesené. x/
void najdi_cyklus(int act)

{

int start = act;

/x Prejde deti a ndjde cyklus x/

while (!Hotovo[act]) {
Hotovo[act]| = 1;
act = Chcelact |;

}

/x Vypise cyklus =/

while (Hotovo[act] != 2) {
Hotovo[act]| = 2;
printf(”?.%d” , act+1);
act = Chce[act |;

}

/+* ESte oznacime zvySné prejdené vrcholy x/

act = start;

while (Hotovo[act] != 2) {
Hotovo[act]| = 2;
act = Chce[act |;

}

¥

int main(void)

{

int i;

nacitaj ();



printf(”Spokojne.deti:”);
for (i = 0; 1 <N; i++)
if (!Hotovo[i]) /x Zatial sme dieta neriesili? x/
najdi_cyklus (1);
printf(”\n”);
return 0;

P-111-2

Zékladom nasho riesenia bude funkcia existuje(s:integer), ktord pre zadanu Sirku s roz-
hodne, ¢ existuje skrifia tejto Sirky s P polickami, do ktorej je mozné umiestnit vSetkych
N knih. Optimélnu Sirku skrine sy potom moézeme najst bindrnym vyhladdvanim pomocou
O(log > | h;) volani funkcie existuje(s:integer), lebo zrejme sirka skrine bude nanajvys
rovna stctu hrabok vietkych knih, S | h;. Poznamenajme, Ze ak by platilo log > | h; > N?
(¢o ale vdaka obmedzeniu na hribku knih nie je prave nas pripad), bolo by vyhodnejsie spo-
¢itat O(N?) stctov hriabok i-tej az j-tej knihy (i < j), utriedit ich (na to potrebujeme ¢as
O(N?log N)), a potom hladatf optimalnu &irku kniZnice iba medzi tymito stctami bindrnym
vyhladdvanim.*

Samotna funkcia existuje bude fungovat nasledovne: Pre zadané s ndjde najvicsie i; také,
7e YL, by < s; je jasné, Ze i1 je maximalny mozny pocet knfh, ktoré sa daji umiestnit do prvej
policky. Potom najdeme najvicsie i také, ze Zﬁiil 41 hi < s, teda najvacsi mozny pocet knih
19, ktoré sa daji umiestnit do prvych dvoch policiek, atd. Ak sa ndm podari umiestnit vSetky
knihy, t.j. ip = N, tak existuje skrina $irky s, do ktorej sa daju vSetky knihy ulozif; v opa¢nom
pripade také skrina zjavne neexistuje.

Zostava domysliet, ako rychlo hladat ¢isla iy, 1 < k < P, vo funkcii existuje. Na to
si najprv vytvorime pomocné pole, v ktorom buda ulozené suc¢ty hrubok prvych j knih pre
1 < j < N. Pri pocitani hodnoty i binarnym vyhladdvanim najdeme v tomto pomocnom poli
najviicsie ¢islo ¢ také, ze Zﬁ;l h; — 5 hy < s; zjavne i’ je hladana hodnota .

Teraz odhadnime ¢asovi a pamiitovi zlozitost nésho algoritmu. Funkcia existuje vykond
P vyhladavani v poli velkosti IV, t.j. pracuje v ¢ase O(Plog N). Celkovy ¢as vypoctu nasho
programu je teda O(N + Plog N log X | h;); ¢as O(N) spotrebujeme okrem nacitania dat tiez
na vytvorenie pomocného pola popisaného v predchédzajicom odstavci. Pamétova zlozitost
je O(N) — pole velkosti N potrebujeme na uloZenie hriibok jednotlivych knih a rovnaka je aj
velkost pomocného pola.

program p_3_2;

const MAXN=1000;

var hrubka: array [1..MAXN] of word;
sucet : array [0..MAXN] of word;
n: word;
p: word;

function najdi(s: word): word;

{ Bindrnym wvyhladdvanim ndjde najvicsi index i

taky , Ze sucet[ij<=s. }
var il ,i2 : word;

hribky knih }

sucty hrabok knih }
pocet knih }

pocet policiek }

A A

L Alebo este lepsie: na binarne vyhladavanie nepotrebujeme mat stucty utriedené, staci zakazdym néjst median
hodné6t v prehladdvanom intervale.



begin
il:=0; i2:=n;
while i1<i2 do
if sucet[(il+i2+1) div 2]>s then
i2:=(il+i2+1) div 2—1
else
il:=(i14i2+1) div 2;
najdi:=il
end ;
function existuje(sirka: word):boolean;
{ Zisti, ¢i existuje skrina so $irkou sirka }
var i,j : word;
begin
i:=0;
for j:=1 to p do i:=najdi(sucet[i]+sirka);
existuje:=(i=n);

end ;

var i : word ;
sl, s2 : word;

begin

readln (n,p);
for i:=1 to n do read(hrubka[i]);
sucet [0]:=0;
for i:=1 to n do sucet[i]:=sucet[i—1]+hrubkal[i];
{ bindrnym wvyhladdvanim ndjdeme Sirku skrine }
sl:=1;
s2:=sucet [n];
while s1<s2 do
if existuje((sl+s2) div 2) then
s2:=(sl+s2) div 2
else
sl:=(sl+s2) div 2+1;
{ vypis vysledku }
writeln (’Optimalna.Sirka._skrine:.’ sl
i:=1;
while i<=n do begin
write( 'Knihy.na_policke: ’);
s2:=0;
while (i<=n) and (s2+hrubka|i]<=sl) do begin

am’ ) ;

write(’.’,i, (’,hrubka[i], amum)’);
s2:=s2+hrubka[1i];
inc(i);
end ;
writeln ;
end
end.



P-111-3

Na tvod si uvedomme, Ze klasicky algoritmus na s¢itanie ¢isel (napiSeme pod seba a postupne
sprava dolava sCitujeme cifry a prenos) funguje bez ohladu na pouzita ¢iselnt sustavu. Ak by
sme teda vedeli spocitat prenosy P; medzi jednotlivymi radmi, s¢itanie by uz bolo trividlne:
Al = A;xor B; xor P;. (Pritom P; je prenos z (i — 1)-ého raddu do i-teho, xor vlastne robi s¢itanie
modulo 2.) Ak sme ochotni obetovat pamif na vSetky P;, mézeme ich spocitat nasledovne:
zjavne Py = 0, pre i > 0 je P, = 1 prave vtedy, ked spomedzi bitov A; 1, B;_1 a P;_; maja
asponi 2 hodnotu 1. Takto okamzite dostdvame program s linedrnou casovou aj paméfovou
zlozitostou:

procedure Add(var n:word; var A ,B:array [0..n—1] of bit);
var P:array [0..n] of bit;

begin
wrap
for var i = 0 to n—1 do
P[i+1] "= (A[i] and B[i]) or ((A[i] or B[i]) and P[i])
on
for var i = 0 to n—1 do
Ali] "= B[i] xor P[i]
end ;

Aby sme dosiahli lepsiu ako linedrnu paméit, nemozeme si pamétat vsetky hodnoty prenosov.
Cely problém je v tom, Ze na vypocitanie P; potrebujeme poznat hodnotu P;_;. NavySe hodnotu
P;_1 budeme potrebovat aj ked budeme chcief P; na konci vypoctu odpocitat. (Nestac¢i nam
na to hodnota P, totiz medzicasom sme si jeden zo scitancov prepisali vysledkom a vo
vSeobecnosti nevieme povedaf, ¢i jednotka vo vysledku pochddza z jednotky v prepisanom
s¢itanci alebo z prenosu.)

Takze hodnotu P;_; si musime cely ¢as pamétat. Preto pamiitova zlozitost nemdze byt lepsia
ako linedrna a predchadzajuce rieSenie je optimalne. Alebo predsa len nie? Nedalo by sa na P;_;
zabudnit a ked ho budeme na konci potrebovat, spocitat si ho znovu? Fungovalo by to, len ho
budeme musiet pocitat Sikovne, aby sme nespotrebovali privela (linearne vela alebo dokonca
viac) paméti na rekurzivne volania na vypocet predchadzajicich P;.

Zostrojime proceduru Prenos(i,1l,p_in,p_out), ktord sa pozrie na bity 1 az i+ —1v
Cislach A, B, spocita prenos P;,; do vyssich radov (pricom P; = p_in) a prixoruje ho k premennej
p_out. Ak je dlzka tseku [ = 1, spravi to zndimym spdsobom z predchédzajtceho riesenia. Ak je
usek dlhsi, nebudeme prenosy ratat postupne. Aby sme uSetrili paméft, spravime to nasledovne:

Usek si rozdelime na dve polovice. Rekurzivne sa zavolame na niz§iu polovicu a spoc¢itame
si prenos mid z nej do vyssej polovice. Teraz sa rekurzivne zavolame na vyssiu polovicu a spo-
¢itame vysledok. ESte potrebujeme hodnotu mid odpocitat, na ¢o sa opiit rekurzivne zavolame
na nizsiu polovicu tseku. Ako obvykle nam pri zapise pomoze prikaz wrap.

procedure Prenos(var i,l:word; var p_in,p_out:bit);
var 11,12 ,j:word;
var mid: bit ;
begin
if 1=1 then { jednobitovy prenos }
p.out "= (A[i] and B[i]) or ((A[i] or B[i]) and p_in)
else wrap begin
11 +=1 div 2; { l1=dl%ka dolnej polovice }
12 +=1-11; { 12=dl%ka hornej polovice }



j += i+l11; { j=zaciatok hornej polovice }
Prenos(i,ll ,p_.in ,mid) { prenos z dolnej polovice }
end
on Prenos(j,12 ,mid,p_out) { prenos z hornej polovice }
end ;

KedZe pri kazdom rekurzivnom volani zmensime dlzku tseku [ priblizne na polovicu, hibka
rekurzie je nanajvys [log, [, takze procedira Prenos mé pamitovt zlozitost O(log!). S ¢asovou
zlozitostou je to trochu tazsie. Ak oznacime 7T'([) ¢as, ktory procedura potrebuje, ked ju spustime
na tsek dlzky [, tak plati T(l) = 1 + 3 - T(I/2) — procedira vykoné konStantny kus prace
(kedZe nas vysledna zlozitost zaujima len asymptoticky, mozeme predpokladat, ze jednotkovi)
a nasledne trikrat zavol4 sama seba na vstup polovi¢nej dlzky.

Ked tento vztah dosadime sam do seba, dostaneme 7'(l) = 1+3-(1+3-7({/4)) =1+3+9-
T(1/4) a ked tento postup zopakujeme este niekolkokrat, dostaneme T'(1) = 1+ 3+ ...+ 31 +
3k . T(1/2%). Zoberme teraz k = log, [, ¢o je hibka nasej rekurzie. Potom T'(1/2%) = T(1) = 1,
dosadenim dostavame T'(I) = 1+ 3 + ...+ 3l8!=1 4 3lo&2l To je geometricky rad so stctom
(31 —1)/2 = O(3F) = O(3"%!) ktory mozeme dalej zjednodusif: 3'°e2! = (2l0s23)log2l —
loez3logy I — (Dlogalyloga 3 — [loga3 < 159 Casovd zlozitost procediry Prenos je teda O(I1%).

Pouzitim procedury Prenos priamociaro dostavame rieSenie s logaritmickou pamiitovou zlo-
zitostou — vzdy, ked potrebujeme vedief hodnotu prenosu z niz$ich radov, zavolame vysSie
popisant funkciu. Musime samozrejme bity s¢itovat v opacnom poradi, teda najskor najvyssie,
aby sme si vysledkom neprepisali hodnoty z A, B, ktoré este budeme potrebovat. Toto rieSenie
n-krat vold procediiru Prenos, teda jeho ¢asova zloZitost je O(n - n'%?) = O(n*%).

Este stéle je ¢o zlepsovat. Uvedomme si, Ze na niektoré tiseky sme spustali procedtiru Prenos
zbyto¢ne velakrat. D4 sa s tym nieco robit? Nuz, nepytali by sme sa tak, keby sa nedalo :-)

Zostrojme rekurzivnu procediru Scitaj, ktord zaroven s pocitanim prenosu prislusné tseky
rovno s¢ita. Bude mat rovnaké parametre ako Prenos. Procedira najskor zavold procediru
Prenos, ktora spocita do premennej mid prenos z dolnej polovice do hornej. Nasledne rekur-
zivnym zavolanim samej seba spocita horné polovice tisekov. Na zaver sa rekurzivne zavola na
dolné polovice tsekov, ¢im ich nielen spocita, ale aj vynuluje predtym spocitant premennt mid.

procedure Scitaj(var i,l:word; var p.in,p_out:bit);
var 11,12 ,j:word;
var mid: bit ;

begin
if 1=1 then begin { jednobitové scitanie }
p.out "= (A[i] and B[i]) or ((A[i] or B[i]) and p_in);
A[i] "= B[i] xor p-in
end
else wrap begin
11 +=1 div 2; { opdit pocitame, kde si polovice }
12 4= 1-11;
j += i+l11
end
on begin
Prenos(i,1l ,p_in ,mid); { prenos z dolnej polovice }
Scitaj(j,12 ,mid,p_out); { sc¢itame hornd polovicu }
Scitaj(i,11,p-in ,mid) { scéitame dolni a odpocitame prenos }
end
end ;



Casové a pamifova zlozitost nasej s¢itacej procediry bude zjavne rovnaka ako u procediry

Prenos. Vieme teda s¢itat v pamiti O(logn) a ¢ase O(n'Y). Samotny program bude vyzeraf
nasledovne:

procedure Add(var n:word; var A ,B:array [0..n—1] of bit);
{ Tu si wvloZené procediry Prenos a Scitaj }
var zero:word;
var p_in,p_out:bit;
begin
Scitaj(zero ,n,p-in,p-out); { p_in=0, vieme, Ze p_out bude 0 }
end ;



SLOVENSKA KOMISIA MATEMATICKEJ OLYMPIADY
52. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Riesenia 3. kola kategérie P
1. stfazny den
Vydala IUVENTA
pre vnatorni potrebu Ministerstva skolstva SR

Zodpovedny redaktor: M. Forisek
Sadzba programom KTEX

(© Slovenské komisia Matematickej olympiady, 2003



MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

52. ro¢nik, skolsky rok 2002/2003
Riesenia tloh 3. kola kategérie P

2. sutazny den

P-111-4

Zadanie si najskor prelozime do matematickej reci. Dany je konvexny N-uholnik a M jeho
nepretinajicich sa tetiv, ktoré ho delia na niekolko dielov. Najdite najvicsi pocet dielov, z
ktorych ziadne dva nemaju spolo¢nu stranu.

Zostrojme graf GG nasledovne: vrcholy budu diely mapy, dva vrcholy buda spojené hranou
prave vtedy, ak prislusné diely maju spolo¢nu stranu. Graf G je zjavne suvisly. KedZze ziadne
dve tetivy sa nepretinaju, rozdelia N-uholnik na presne M + 1 dielov, pricom kazda tetiva
oddeluje od seba niektoré dva z nich. Preto G ma M + 1 vrcholov a M hran.

Kedze G je suvisly, lahko nahliadneme, Ze nemoZe obsahovat Zziadnu kruznicu — nemame na
to dost hran. Takémuto grafu (stvislému a neobsahujicemu kruznicu) hovorime strom. Nasou
tlohou je najst v nasom strome najviicsiu nezavisli mnozinu vrcholov. (Mnozina vrcholov je
nezavisla, ak ziadne dva vrcholy z nej nie st spojené hranou. To je prave to, ¢o chceme do-
siahnuf.) Nage riesenie bude vyuzivat prehladavanie do hibky. Na zaciatku oznacime vsetky
vrcholy ako vybrané. Zac¢neme graf prehladavat z Tubovolného vrcholu. Ked sa pocas prehladéa-
vania vraciame z vrcholu, ktory je oznaceny ako vybrany, jeho otcovi (tomu vrcholu, kam sme
sa vratili) tato znacku zrusime.

Je zrejmé, ze takto dostaneme nezavisli mnozinu vrcholov. Ale bude naozaj najvicsia?
Ukézeme, ze ano. Sporom. Nech A je mnozina, ktorti sme zostrojili, nech B je takd najvic-
Sia nezavisld mnozina, ktord ma s A najviac vrcholov spolo¢nych. Pozrime sa na vrcholy, v
ktorych sa ligia a vyberme si z nich taky, ktory je najdalej od vrcholu, z ktorého sme spustili
prehladévanie. Ozna¢me vybrany vrchol v. Rozoberme dva pripady.

Nech v € B, v ¢ A. KedZe v nepatri do A, znamend to, ze niektory vrchol u, do ktorého
sme prisli z v, lezi v A. (Z A sme vrchol vyhodili len ak bol v A nejaky jeho syn, toho syna
sme uz neskor z A vyhodit nemohli.) Kedze v je najvzdialenejsi vrchol, v ktorom sa A a B
lisia, nemozu sa 1isit v u. Preto u € B. To je ale spor, lebo v B méme dva vrcholy u, v spojené
hranou.

Preto nutne v € A, v € B. Pridajme v do B. KedZe v je v A a na vrcholoch dalej od v sa A
a B zhoduju, nie je v B ani jeden zo synov vrcholu v. Preto jediny problém moze byt ak do B
patri otec vrcholu v. V takomto pripade otca vrcholu v z B vyhodime. Takto sme z B dostali
rovnako velki nezavisli mnozinu vrcholov, ktord mé ale s A spolo¢nych viac vrcholov ako B.
To je ale spor (s vyberom B).

Iny pohlad: Spustenim prehladavania do hlbky sme si nas strom ”zakorenili”. Vrchol, v
ktorom sme zacali prehladéavat, nazveme koren. Zakoreneny strom dostaneme tak, Ze zoberieme
strom za koreri a zatrasieme. Vrcholy budi tym nizZsie, ¢im st dalej od koreria. NavySe z kazdého
vrcholu péjde prave jedna hrana dohora (tou sme don pocas prehladavania prisli; vrchol na jej
hornom konci voldme otcom vrcholu na dolnom konci). Predstavme si, Ze postupne spraciivame
vrcholy oddola nahor, pricom pre kazdy chceme povedat, kolko najviac nezavislych vrcholov
vieme n4jst na strome visiacom pod nim. Potom zjavne odpoved pre koreri stromu je rieSenim
tlohy.



Ked teraz spractivame vrchol, vieme uz odpoved pre vsetky vrcholy visiace pod nim. Pre
najvicsiu mnozinu mame dve moznosti — bud spractivany vrchol vyberieme (a uz nesmieme
vybrat ziadneho jeho syna), alebo nie. Zjavne prva moznost sa oplati iba vtedy, ak v podstrome
kazdého syna existuje najlepsie riesenie, v ktorom tento syn nie je vybrany. Inak da totiz druha
moznost aspon tak dobré rieSenie, ktoré je navyse o to lepsie, ze prave spracovany vrchol nie je
vybrany. Vyssie popisané upravené prehladdvanie robi presne toto isté, len to robi uz priamo
pocas prehladéavania.

V nasej tlohe zostrojit vyssie popisany graf GG je zbyto¢na robota navyse. Ukazeme, ako ho
prehladat bez toho, aby sme ho museli najskor explicitne zostrojif. Orientujme kazda tetivu
tak, aby jej prvy koniec mal mensie ¢islo ako druhy. Pridajme k nim ako zarazku hranu z 1
do N. Kedze konce tetiv st ¢isla od 1 do N, vieme ich priehradkovym triedenim (BucketSort,
resp. CountSort) zoradit podla za¢iato¢ného vrcholu, tetivy s rovnakym zaciatoénym vrcholom
zoradime klesajiico podla koncového. Teraz budeme prechddzat vrcholy mnohouholnika v
poradi od 1 do N, pricom v zasobniku si udrziavame zoznam tetiv, ktorych zaciatok sme uz
presli, ale koniec este nie. (KedZe tetivy sa nepretinaj, na ich konce naozaj narazime v opa¢nom
poradi ako na zaciatky, preto je zasobnik vhodna datova Struktira.)

Kazda tetiva teraz zodpoveda jednému dielu mnohouholnika — pridana zarazka zodpoveda
dielu, v ktorom sme zacali prehladavat, kazda ind lezi medzi dvoma dielmi a odteraz bude
zodpovedat tomu z nich, ktory lezi dalej od zacdiatoéného dielu. Pri kazdej tetive si budeme
pamitat, ¢i jej zodpovedajuci diel je eSte vybrany, alebo uz nie. Spracovanie vrcholu mnoho-
uholnika bude vyzerat nasledovne: Najskor zo zdsobnika postupne odstranime vSetky tetivy,
ktoré v nom koncia. Pritom ak diel zodpovedajici odstranovanej tetive mame stale oznaceny
ako vybrany, zvysime si pocet vybranych dielov a odznacime tetivu, ktora lezi v zasobniku
pod prave odstranenou. (Jej zodpovedajuci diel uz nemézeme vybrat.) Teraz postupne pridame
vsetky tetivy, ktoré v tomto vrchole zac¢inaja a pri kazdej z nich si zapaméitame, ze jej zodpo-
vedajuci diel je zatial vybrany. Vypocet konéi spracovanim N-tého vrcholu mnohouholnika.

Pocas vypoctu raz spracujeme kazdy vrchol mnohouholnika. Kazdua tetivu raz vlozime do
zasobnika a raz ju vyberieme. KedZe sa tetivy nepretinaj, je ich najviac N — 3. Preto ¢asova
aj paméitova zlozitost nasho algoritmu sa O(N).

#include <stdio .h>
#include <stdlib .h>

#define MAXV 30000 /* Mazimdlny pocet vrcholov x/
#define MAXR 30000 /* Mazimdlny pocet tetiv x/

/+x Struktira pre jednu tetivu */
struct tetiva {

int a, b;
b
int tetiv, vrcholov; /% Pocet tetiv a wvrcholov x/
struct tetiva t[MAXR]; /x Jednotlivé tetivy x/
int vpoc [MAXV]; /x Pocty tetiv v jednotlivych wvrcholoch x/

/% Nacita vstup x/
void nacitaj(void)

{

int pom, i;



FILE xvstup;

if (!(vstup = fopen(”poklad.in”, "r”)))
exit (1);

fscanf (vstup , "%d.%d”, &vrcholov, &tetiv);

for (i = 0; 1 < tetiv; i++){

fscanf (vstup , ”%du%d” &t[i].a, &t[i].b);
t[i].a——; t[i].b——;

if (t[i].a > t[i].b) {

pom = t[i].a;

t[i].a =t[i].b;

t[i].b = pom
}
}

fclose (vstup );

/* Priddme eSte fiktivnu tetivu medzi vrcholmi 1, N x/
t{tetiv].a = 0;

t[tetiv].b = vrcholov —1;

tetivt:

}

/x Zotriedi tetivy x/
void zotried (void)

{

struct tetiva t1[MAXR]; /% Jednotlivé tetivy x/

int vrchind [MAXV]; /x Index, kde zacinaji tetivy z vrcholu x/
int vrchpoc [MAXV]; /x Pocet tetiv z wvrcholu x/

int i;

/x Prvy prechod triedenia x/
for (i = 0; i < vrcholov; i++)
vrchpoc|[i] = 0;
/* Spocitame pocty tetiv pre jednotlivé wvrcholy x/
for (i = 0; 1 < tetiv; i++)

vrchpoc[t[i].b]++
vrchind [0] = 0;
for (i = 1; i < vrcholov; i++)
vrchind [i] = vrchind [i —1] + vrchpoc[i—1];

/x Preusporiadame tetivy podla koncového wvrcholu x/
for (i = 0; i < tetiv; i++)
t1[vrchind [t [i].b]++] = t[i];

/* Druhy prechod triedenia x/

for (i = 0; i < vrcholov; i++)
vrchpoc[i] = 0;

for (i =0; i < tetlv i4++)
vrchpoc [tl[i ] a)+

vrchind [0] = 0;

for (i = 1; i < vrcholov; i++)



vrchind [i] = vrchind [i —1] + vrchpoc[i—1];
/x Preusporiadame hrany podla zaciatoéného wvrcholu

x (berieme ich zostupne podla koncového wvrcholu) x/
for (i = tetiv; i >=0; i—)

t [vrchind [t1[i].a]++] = t1[i];

}

/x Spocita kolko kusov mapy sa da rozdat x/
int spocitaj(void)

{

int casti = 0; /+* Pocet casti x/

int zasvrch = 0; /% Vrchol zdsobnika x/

int zas [MAXR]; /x Zdsobnik na spracovdvané tetivy */

int vybrat [MAXR]; /% Znacka, Ze prisl. cast mozZeme vybrat x/

int actvrch = 0, acttetiva = 0; /« Aktudlny vrchol a tetiva x/

while (actvrch < vrcholov) {

while (zasvrch && t[zas[zasvrch —1]].b == actvrch) {
if (vybrat|[zasvrch —1]) {
casti++;

vybrat [zasvrch —2] = 0;

}

zasvrch ——;

}

while (acttetiva < tetiv && t[acttetiva].a == actvrch) {
zas [zasvrch] = acttetiva++;

vybrat [zasvrch+4] = 1;

}

actvrch++;

}

return casti;

}

int main(void)

{

FILE xvystup;

nacitaj ();
zotried ();

if (!(vystup = fopen(”poklad.out” , "w”)))
exit (1);

fprintf (vystup, "%d\n” , spocitaj());

fclose (vystup);

return 0;



P-111-5

Na rieSenie tulohy zjavne potrebujeme vhodne upravit niektory triediaci algoritmus. Kedze
chceme mat optimalnu ¢asovi zlozitost, vyberieme si MergeSort, ktory aj v najhorSom pripade
potrebuje O(N log N) operacii (kde N je pocet minci). Dariou za to bude, Ze jeho implementécia
nebude prave najjednoduchsia. Poznamenavame, ze existuje viacero inych rieSeni tejto tlohy
(zaloZzenych na inych triediacich algoritmoch), asi najjednoduchsiu implementaciu ma upraveny
QuickSort.?

Vystupom algoritmu bude (jednosmerny) spajany zoznam, pricom kazdému prvku v tiom
zodpoveda jedna véha minci a tieto vadhy tvoria rasticu postupnost. Na kazdom mieste v
spajanom zozname si navySe budeme pamitat (neskor upresnime ako) vSetky mince prislusne;
vahy.

Zékladom programu bude rekurzivna procedira Vytvor (prvy,posledny), ktord zoberie
mince od prvy po posledny a vytvori z nich takyto spajany zoznam. Ak proy = posledny, je
to trivialne. Ak je minci viac, procedira tento interval rozdeli na dve priblizne rovnaké casti
a na obe sa rekurzivne zavola. Takto dostane dva spajané zoznamy, ktoré potrebuje spojit do
jedného.

Zoberme si prvé prvky oboch zoznamov. Kazdy z nich predstavuje mnozinu minci s nejakou
hmotnostou. Tieto hmotnosti potrebujeme porovnat, aby sme vedeli, ktory z tychto prvkov
bude na zaciatku vysledného zoznamu. Vyberieme teda z kazdej mnoziny jednu Tubovolnt
mincu a opytame sa na ich vahy. Ak je lahsia prva, odstranime prvy prvok z prvého zoznamu a
spravime z neho prvy prvok vysledného zoznamu. Analogicky ak je lahSia druh& minca. Ak st
vahy minci rovnaké, odstranime prvé prvky z oboch spractvanych zoznamov, prislusné mnoziny
minci spojime a z vyslednej mnoziny spravime zaciatok vysledného zoznamu.

Zvysok oboch zoznamov spracujeme analogicky, teda vzdy porovname vahy dvoch poten-
cidlne najlahsich mnozin a lahsiu z nich vlozime na koniec hotovej ¢asti vysledného zoznamu.

Ostéva vyriesit, ako si pamiitat mnoZiny minci, aby sme vedeli vysSie zvyraznené operécie
robit efektivne, t.j. v konstantnom case. Jedno mozné riesenie je pouzit bindrne stromy (nebudu
musiet byt vyvazené). Prvky mnoziny (¢isla minci) si budeme pamitat v listoch stromu. V
kazdom vnutornom vrchole si budeme pamitat to isté ¢islo, ako v Tubovolnom z jeho synov.
Takto ked chceme ¢islo niektorej mince v mnozine, staci pozrief na ¢islo v koreni stromu.
Takisto spojit dva stromy do jedného je trividlne — staci pridat novy koren, ktorého synmi
budt povodné dva korene a ulozit dorn hodnotu z jedného z nich.

V prvku spdjaného zoznamu si budeme pamiitat dva ukazovatele — jeden na nasledujuci
prvok, jeden na koren stromu, v ktorom si paméatame prislusSnit mnozinu minci.

Na zéaver algoritmu len prejdeme postupne cely vysledny spajany zoznam a kazdii mnozinu
(listy kazdého stromu) vypiSeme na samostatny riadok. Lahko nahliadneme, Ze ak budeme
spajat stromy tak, ze ako lavy podstrom vzdy zoberieme ten, v ktorom st mensie ¢isla minci (a
na zaver vypiseme listy stromu v poradi zlava doprava), budu vypisané ¢isla rovno utriedené.

Indukciou ukdzme, ze nas algoritmus nevola funkciu porovnaj zbytocne. Procedura Vytvor
vola porovnaj len na mince z prislusného intervalu. Ak je tento interval jednoprvkovy, tvrdenie
trivialne plati. V opa¢nom pripade sa procedira dvakrat rekurzivne zavolad a potom vytvorené
dva zoznamy spoji do jedného. Z indukéného predpokladu pri rekurzivnych volaniach zbytoc¢né
volania nerobime. Ked teraz spdjame zoznamy do jedného, porovnavame vzdy mince z roznych
dvoch zoznamov. Vysledok tohto védZenia nemoze teda byt uréeny vazeniami pocas rekurzivnych
volani. Takisto ale nemo6ze byt uréeny ani predchédzajicimi vaZeniami pocas spajania tychto

2Vyberieme mincu-pivota, preusporiadame pole tak, aby v prvej ¢asti boli Tahsie, v druhej rovnako fazké
a v tretej fazsie mince a rekurzivne sa zavoldme na prva a tretiu cast. Ked navySe pouzijeme randomizovani
verziu, t.j. pivota vyberame ndhodne, dostaneme ocakavani ¢asovu zlozitost O(N log N).



dvoch zoznamov — z tych vieme len tolko, Ze mince doteraz presunuté do vysledného zoznamu
st Tahsie od minci v oboch préve porovnévanych mnozinéach.

Hibka rekurzie pri volani procediry Vytvor je O(log N), lebo pri kazdom volani sa dlzka
useku, ktory treba spracovat, zmensi priblizne na polovicu. Na spojenie dvoch zoznamov je
potrebny &as tmerny dizke vysledného zoznamu, tii mézeme zhora odhadnif poétom minci
v nom. Na kazdej trovni rekurzie sa kazda minca vyskytuje v prave jednom zozname, preto
celkovy ¢as spotrebovany volaniami procediry Vytvor v jednej Grovni rekurzie je O(NV). Celkova
Casova zlozitost je preto O(Nlog N). Z podobnych argumentov (pocas behu algoritmu je v
kazdom okamihu kazdad minca v najviac 1 zozname) vyplyva, Ze pamifova zlozitost nasho
algoritmu je linearna.

#include <stdio .h>
#include <stdlib .h>
#include ”vahy_lib.h”

struct tUzol {
int prvok;
struct tUzol xlavy, xpravy;

}s

struct tZoznam {
struct tUzol xstrom;
struct tZoznam xdalsi;

}s

struct tZoznam xvytvor (int prvy, int posledny) {
struct tZoznam xvysledok , *xzoznaml, *xzoznam2, x*xchvost, xpomocna;
if (prvy=—posledny) {
vysledok=malloc(sizeof(struct tZoznam));
vysledok —>dalsi=NULL;
vysledok —>strom=malloc(sizeof (struct tUzol));
vysledok —>strom—>prvok=prvy;
vysledok —>strom—>lavy=vysledok —>strom—>pravy=NULL;
return vysledok ;
}
zoznaml=vytvor (prvy,(prvy+posledny)/2);
zoznam2=vytvor (( prvy+posledny)/2+1,posledny );
chvost=&vysledok ;
while (zoznaml&&zoznam?2) {
switch (porovnaj(zoznaml—>strom—>prvok ,zoznam2—>strom—>prvok)) {
case 0:
(*chvost)=malloc(sizeof(struct tZoznam));
(*chvost)—>strom=malloc (sizeof (struct tUzol));
(* chvost)—>strom—>prvok=zoznaml—>strom—>prvok;
(*chvost)—>strom—>lavy=zoznaml—>strom;
(% chvost)—>strom—>pravy=zoznam2—>strom;
pomocna=zoznaml ; zoznaml=zoznaml—>dalsi; free (pomocna);
pomocna=zoznam?2 ; zoznam2=zoznam2—>dalsi; free (pomocna);

break ;



case 1:
xchvost=zoznaml ; zoznaml=zoznaml—>dalsi ;
break ;

case —1:
xchvost=zoznam?2; zoznam2=zoznam2—>dalsi ;

break ;
¥

chvost=&((*chvost)—>dalsi);
}
*chvost=zoznaml?zoznaml : ( zoznam2?zoznam2 :NULL ) ;
return vysledok ;

}

void vypis_strom (FILE ssubor, struct tUzol xuzol) {
if (uzol—lavy) {
vypis_strom (subor ,uzol—>lavy );
vypis_strom (subor ,uzol—>pravy );
}
else
fprintf (subor ,”%d.” ,uzol—>prvok );
¥

void vypis_zoznam (FILE xsubor, struct tZoznam s*zoznam) {
while (zoznam) {
vypis_strom (subor , zoznam—>strom );
fprintf (subor,”\n”);
zoznam=zoznam—>d alsi ;
}
}

int main() {
FILE *subor;
int N;
struct tZoznam xzoznam ;

subor=fopen (”vahy.in” ;”rt”);
fscanf (subor ,”%d” ,&N);

fclose (subor);

zoznam=vytvor (1 ,N);
subor=fopen (”vahy.out” ,”wt”);
vypis_zoznam (subor ,zoznam );
fclose (subor);

return 0;
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