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ká èas» 
elo¹tátneho kola MO, kat. P bude veµmi pravdepodobne 
eláprebieha» pod operaèným systémom Linux, s kompilátormi FreePas
al a g

. Podrobnej¹ieinformá
ie budú v dostatoènom predstihu zverejnené na stránka
h http://www.ksp.sk/mop/.P-II-1Pri rie¹ení tejto úlohy pou¾ijeme rie¹enie úlohy P-I-1 z domá
eho kola. Jedinou zmenou oprotidomá
emu kolu je podmienka, ¾e ¾iadny zákazník v dobe, keï bude pra», neuvidí dvo
h r�zny
hzákazníkov pou¾íva» tú istú práèku.Inak povedané, práèka, ktorú pou¾íval zákazník Cyril, m�¾e by» pou¾itá a¾ v momente,keï zo salónu odíde posledný zákazník, ktorý pral prádlo súèasne s Cyrilom. Povedzme, ¾e zov¹etký
h zákazníkov, ktorí prali prádlo zároveò s Cyrilom, je Metod ten, ktorý odíde zo salónunajnesk�r. Potom práèku, ktorú pou¾íval Cyril, m�¾e pou¾i» ïal¹í zákazník a¾ po od
hodeMetoda zo salónu.Toto pozorovanie vyu¾ijeme tak, ¾e z p�vodný
h zákaziek vytvoríme nové zákazky, ktorébudeme nazýva» þtieòovéÿ. Tieòová zákazka zákazníka A bude rovnaká ako p�vodná zákazkazákazníka A, ak je v dobe jeho od
hodu salón prázdny. Ak tomu tak nie je, konie
 tieòovejzákazky zákazníka A bude èas, kedy zo salónu odíde posledný zákazník, ktorý pral prádlozároveò so zákazníkom A.Rie¹enie úlohy s p�vodnými zákazkami a podmienkou, ¾e ¾iadny zákazník v dobe, keï budepra», neuvidí dvo
h r�zny
h zákazníkov pou¾íva» tú istú práèku, je rovnaké ako rie¹enie úlohy stieòovými zákazkami bez tejto podmienky. Tieòové zákazky dr¾ia nejaké práèky þobsadenéÿ a¾do doby, kým i
h m�¾e Borivoj znovu pou¾i». K nájdeniu rie¹enia úlohy s tieòovými zákazkamisa potom dá pou¾i» rie¹enie domá
eho kola.Pri rie¹ení úlohy budeme postupova» tak, ¾e zo zadaný
h zákaziek vytvoríme tieòové. Taktovytvorenú úlohu potom vyrie¹ime ako v domá
om kole. Tieòové zákazky vytvoríme nasledov-ným postupom. Ako v domá
om kole vytvoríme udalosti prí
hodu a od
hodu pre ka¾déhozákazníka. Tieto udalosti zotriedime (udalosti od
hodu pred prí
hodmi, ktoré nastanú v rov-naký èas). Zotriedené udalosti raz prejdeme (podµa vzrastajú
eho èasu) a budeme si udr¾ova»dobu T , kedy zo salónu odíde posledný zákazník, ktorý je v salóne práve prítomný. Dobu Tvieme µahko udr¾ova» tak, ¾e kedykoµvek narazíme na prí
hod nejakého zákazníka, novú hod-notu T zistíme ako maximum jej minulej hodnoty a doby, kedy 
h
e spra
ovávaný zákazník zosalónu odís».Pre
hod zotriedený
h udalostí bude prebieha» tak, ¾e keï narazíme na
• prí
hod zákazníka A, upravíme dobu T .
• od
hod zákazníka A, vytvoríme tieòovú zákazku pre zákazníka A, ktorej prí
hod nasta-víme na prí
hod zákazníka A a od
hod na dobu T (ktorá je v tej 
hvíli väè¹ia alebo rovnádobe, kedy 
h
el zo salónu odís» posledný zákazník A).1



Tento pre
hod sa dá uskutoèni» v lineárnom èase, av¹ak triedenie udalostí nám zaberie èas
O(N logN). Na ulo¾enie zadaný
h zákaziek, tieòový
h zákaziek a zotriedený
h udalostí budemepotrebova» O(N) pamäti. Druhá èas» rie¹enia, algoritmus z domá
eho kola, má rovnakú èasovúzlo¾itos» ako práve popísané vytvorenie tieòový
h zákaziek, a tak je 
elková èasová zlo¾itos»ná¹ho rie¹enia O(N logN) a pamä»ová O(N).Listing programu:#in
lude <stdio.h>#in
lude <stdlib.h>#define MAX_N 100stru
t zakazka {long z,t; /* zaèiatok a doba trvania */};stru
t udalost {long t; /* èas udalosti */
har pri
hod; /* prí
hod alebo od
hod */int zakaznik; /* èíslo zákazníka tejto udalosti */};/* porovnanie udalostí: triedi sa podµa èasu a v prípade rovnosti èasu najsk�r od
hod */int udalost_
mp(
onst void *e1,
onst void *e2) {if (((stru
t udalost *)e1)->t == ((stru
t udalost *)e2)->t)return ((stru
t udalost *)e1)->pri
hod - ((stru
t udalost *)e2)->pri
hod;return ((stru
t udalost *)e1)->t - ((stru
t udalost *)e2)->t;}int N;stru
t zakazka zakazky[MAX_N℄;int sta
k[MAX_N℄;int sta
k_top=0; /* index prvého neobsadeného miesta v sta
ku */int priradenie_pra
iek[MAX_N℄;int po
et_pra
iek=0;stru
t udalost udalosti[2*MAX_N℄;void uprav_udalosti(void) {stru
t udalost pri
hody[MAX_N+1℄;stru
t udalost od
hody[MAX_N+1℄;int pri
hody_len=0,od
hody_len=0,i;long max_od
hod=-1;/* zará¾ka pre zlievanie */pri
hody[pri
hody_len++℄.t=-1;od
hody[od
hody_len++℄.t=-1;/* vytvorenie prí
hodov a od
hodov */for (i=0;i<2*N;i++)if (udalosti[i℄.pri
hod) {int od
hod=zakazky[udalosti[i℄.zakaznik℄.z + zakazky[udalosti[i℄.zakaznik℄.t;if (od
hod > max_od
hod) max_od
hod=od
hod;pri
hody[pri
hody_len++℄=udalosti[i℄;} else /* od
hod */ {od
hody[od
hody_len℄=udalosti[i℄; 2



od
hody[od
hody_len++℄.t=max_od
hod;}/* e¹te zlia» prí
hody a od
hody do udalostí */pri
hody_len--; /* aby ukazoval nie za platný prí
hod, ale naòho */od
hody_len--; /* to isté s od
hodmi */i=2*N-1; /* index na konie
 poµa udalostí, plníme ho zozadu */while (pri
hody[pri
hody_len℄.t!=-1 || od
hody[od
hody_len℄.t!=-1)if (pri
hody[pri
hody_len℄.t >= od
hody[od
hody_len℄.t) /* pridaj prí
hod */udalosti[i--℄=pri
hody[pri
hody_len--℄;else /* pridaj od
hod */udalosti[i--℄=od
hody[od
hody_len--℄;}int main(void) {int i;/* Naèítanie dát */printf(ÿZadajte poèet zákazníkov:ÿ);s
anf(ÿ%dÿ,&N);for (i=0;i<N;i++) {printf(ÿDoba prí
hodu a èas prania %d. zákazníka:ÿ,i+1);s
anf(ÿ%ld %ldÿ,&zakazky[i℄.z,&zakazky[i℄.t);}/* Vytvorenie udalostí */for (i=0;i<N;i++) {/* prí
hod */udalosti[2*i℄.t=zakazky[i℄.z;udalosti[2*i℄.pri
hod=1;udalosti[2*i℄.zakaznik=i;/* od
hod */udalosti[2*i+1℄.t=zakazky[i℄.z+zakazky[i℄.t;udalosti[2*i+1℄.pri
hod=0;udalosti[2*i+1℄.zakaznik=i;}qsort(udalosti,2*N,sizeof(stru
t udalost),udalost_
mp);/* zmena oproti domá
emu kolu */uprav_udalosti();/* simulá
ia provozu */for (i=0;i<2*N;i++)if (udalosti[i℄.pri
hod) {int pra
ka;if (!sta
k_top) /* nová praèka */ pra
ka=++po
et_pra
iek;else pra
ka=sta
k[--sta
k_top℄;priradenie_pra
iek[udalosti[i℄.zakaznik℄=pra
ka;} else /* od
hod */ {sta
k[sta
k_top++℄=priradenie_pra
iek[udalosti[i℄.zakaznik℄;}/* vypísanie dát */printf(ÿJe treba aspoò %d praèiek.\nÿ,po
et_pra
iek);for (i=0;i<N;i++) printf(ÿZákazník %d p�jde k práèke %d.\nÿ,i+1,priradenie_pra
iek[i℄);return 0;} 3



P-II-2Najsk�r zavedieme substitú
iu xi = yi + ai,N+1 pre i, 1 ≤ i ≤ N , a xn+1 = yN+1. Napríklad presústavu z prvého príkladu v zadaní úlohy po substitú
ii dostaneme:
y1 − y2 6= 0
y1 − y3 6= 0
y1 − y4 6= 0
y2 − y3 6= 1
y2 − y3 6= 0
y3 − y4 6= 0Pre sústavu z druhého príkladu po substitú
ii dostaneme:

y1 − y2 6= 2 = 0 (mod 2)
y1 − y3 6= 0
y2 − y3 6= 0Novozískaná sústava podmienok má rie¹enie práve vtedy, keï ho mala tá p�vodná: Keï xi,1 ≤ i ≤ N+1, rie¹i p�vodnú sústavu, potom rie¹enie novej sústavy podmienok je yi = xi−ai,N+1pre i ≤ N a yN+1 = xN+1; naopak, z rie¹enia novej sústavy získame rie¹enie p�vodnej sústavyprièítaním hodn�t ai,N+1.V¹imnime si, ¾e v¹etky podmienky, v ktorý
h sa vyskytuje yN+1, majú pravú stranu 0:

yi − yN+1 = (xi − ai,N+1)− xN+1 = (xi − xN+1)− ai,N+1 6= ai,N+1 − ai,N+1 = 0Pozrime sa bli¾¹ie na novozískanú sústavu podmienok. Ak sú v¹etky pravé strany rovné nule,znamená to, ¾e v¹etky neznáme y1, . . . , yN+1 musia by» navzájom r�zne. Preto¾e ale existuje iba
N èísel s r�znymi zvy¹kami po delení N , sústava podmienok nemá rie¹enie. Vzápätí uká¾eme, ¾eak nie sú v¹etky pravé strany rovné nule, potom nová sústava podmienok, a teda aj tá p�vodná,majú rie¹enie.Oznaème a′

i,j pravú stranu podmienky, ktorej µavá strana je yi − yj. Predpokladajme, ¾e
a′

i,j 6= 0 pre nejaké i a j. Preto¾e a′

i,N+1 = 0, z voµby yi musí plati» 1 ≤ i < j ≤ N . Polo¾me
yi = yj = 0. Preto¾e a′

i,j 6= 0, podmienka yi − yj 6= a′

i,j je tým zjavne splnená. Teraz zvolímehodnoty ostatný
h neznámy
h postupne od y1 po yN tak, aby v¹etky podmienky, ktoré i
hobsahujú, boli splnené. V okamihu, keï volíme hodnotu neznámej yk, 1 ≤ k ≤ N , k 6= i, j,tak sa neznáma yk vyskytuje v najvia
 N − 1 podmienka
h s ostatnými neznámymi, ktorý
hhodnotu sme u¾ zvolili. Preto¾e ka¾dá podmienka zakazuje priradenie práve jedného z èísel0, . . . , N −1 neznámej yk, je spolu zakázaný
h najvia
 N −1 hodn�t a dá sa yk nejaká hodnotapriradi».Ostáva zvoli» hodnotu yN+1. Po prevedení na¹ej substitú
ie boli pravé strany v¹etký
h Npodmienok, v ktorý
h sa yN+1 vyskytuje, rovné nule. Teda hodnota yN+1 musí by» r�zna odhodn�t y1, . . . yN . Preto¾e yi = yj, majú neznáme y1, . . . , yN najvia
 N − 1 r�zny
h hodn�t apreto sa dá yN+1 priradi» (aspoò) jedna z hodn�t 0, . . . , N − 1.Na¹e doteraj¹ie úvahy vedú priamoèiaro ku kvadrati
kému algoritmu, ktorý rie¹i zadanúúlohu. Najsk�r prevedieme substitú
iu popísanú v prvom odseku. Ak sú v¹etky pravé strany4



po substitú
ii rovné 0, nová i p�vodná sústava podmienok nemá rie¹enie. V opaènom prípadenájdeme rie¹enie novej sústavy podmienok postupom popísaným v pred
hádzajú
i
h dvo
hodseko
h. Rie¹enie p�vodnej sústavy µahko získame apliká
iou substitú
ie inverznej k prvejsubstitú
ii. Èasová aj pamä»ová zlo¾itos» ná¹ho algoritmu je kvadrati
ká, tj. O(N2).Listing programu:program rozdiely;
onst MAX=1000;var A: array[1..MAX,1..MAX℄ of integer;{ pravé strany nerovností }N: integer; { poèet neznámy
h }subst: array[1..MAX+1℄ of integer; { substituèný posun }y: array[1..MAX+1℄ of integer; { rie¹enie novej sústavy }pro
edure na
itaj;var i,j:integer;beginwrite('N = ');readln(N);for i:=1 to N+1 dofor j:=i+1 to N+1 dobeginwrite('a[',i,',',j,'℄ = ');readln(A[i℄[j℄);end;end;pro
edure substituuj;var i,j:integer;beginfor i:=1 to N dosubst[i℄:=A[i℄[N+1℄;subst[N+1℄:=0;for i:=1 to N+1 dofor j:=i+1 to N+1 doA[i℄[j℄:=(A[i℄[j℄+subst[j℄-subst[i℄+N) mod N;end;fun
tion spo
itaj: boolean;var i,j,k,l:integer; { pomo
né premenné i, j a k ako v popise algoritmu }zakazane:array[0..MAX-1℄ of boolean;{ pole zakázaný
h hodn�t pre neznámu }begini:=1;while i<N dobeginj:=i+1;while j<=N dobeginif A[i℄[j℄<>0 then break;in
(j)end;if j<=N then break;in
(i)end;if i=N thenbeginspo
itaj:=false;exit;end; 5



y[i℄:=0; y[j℄:=0;for k:=1 to N dobeginif (k=i) or (k=j) then 
ontinue;for l:=0 to N-1 do zakazane[l℄:=false;for l:=1 to k-1 do zakazane[(y[l℄-A[l℄[k℄+N) mod N℄:=true;if i>k then zakazane[(y[i℄+A[k℄[i℄) mod N℄:=true;if j>k then zakazane[(y[j℄+A[k℄[j℄) mod N℄:=true;l:=0;while zakazane[l℄ do in
(l);y[k℄:=lend;for l:=0 to N-1 do zakazane[l℄:=false;for l:=1 to N do zakazane[y[l℄℄:=true;l:=0;while zakazane[l℄ do in
(l);y[N+1℄:=l;spo
itaj:=trueend;pro
edure vypis;var i:integer;beginfor i:=1 to N+1 dowriteln('x[',i,'℄ = ',(y[i℄+subst[i℄) mod N);end;beginna
itaj;substituuj;if spo
itaj then vypiselse writeln('Zadaná sústava nerovní
 nemá rie¹enie.');end.
P-II-31. rie¹enie:Najsk�r si uká¾eme jednodu
hé rie¹enie pra
ujú
e v èase O(kn), zalo¾ené na priehradkovomtriedení (RadixSort). Ako také triedenie funguje? Keï 
h
eme zotriedi» m re»az
ov s1, . . . , smdå¾ky l, najsk�r i
h zotriedime podµa posledného písmena, potom podµa predposledného (prièomak sa predposledné písmeno zhoduje, za
hováme poradie podµa posledného písmena) atï. a¾podµa prvého písmena. Triedenie podµa i-teho písmena (tomu budeme hovori» jeden pre
hod)robíme tak, ¾e si zalo¾íme priehradky indexované písmenami, jednotlivé re»az
e (resp. i
h èísla)rozmiestnime do priehradok podµa toho, aké je i
h i-te písmeno a nakonie
 priehradky prejdemeod najmen¹ieho písmena k najväè¹iemu a re»az
e z ni
h vyzbierame.Ka¾dý pre
hod bude trva» O(m) [èas závisí i na veµkosti abe
edy, preto¾e musíme prejs» iprázdne priehradky, ale to pre nás bude kon¹tanta, ktorá sa þs
hová do O-èkaÿ℄, pre
hodov je
l, tak¾e triedením strávime spolu èas O(lm).Aby sme vyrie¹ili na¹u úlohu, nájdeme v zadanom re»az
i v¹etky podre»az
e då¾ky k (tý
hje n − k + 1), zotriedime i
h RadixSortom a potom v zotriedenom zozname nájdeme najdlh¹íúsek tvorený rovnakými podre»az
ami. V¹imnime si, ¾e pri triedení podre»az
ov si nemusíme6



pamäta» 
elé podre»az
e, ale staèia i
h zaèiatky vo þveµkomÿ re»az
i. Takto v¹etko zvládnemev èase O(kn) a pamäti O(n).E¹te jedna poznámka k implementá
ii: aby sme zbytoène neplytvali pamä»ou, neukladámejednotlivé priehradky ako oddelené polia, ale v¹imneme si, ¾e v¹etky priehradky spolu obsahujúlen n prvkov, tak¾e i
h naskladáme do jedného n-prvkového poµa, len si v druhom pamätáme,kde priehradka zaèína. Z vyzbieraný
h hodn�t z priehradok sa potom stane len skopírovaniejedného poµa do druhého.Listing programu:program Redundan
ia1;
onst max = 100;var T : string[max℄; { Zadaný re»aze
 }k : integer; { Ako dlhé podre»az
e hµadáme }n : integer; { Koµko existuje podre»az
ov då¾ky k }a, b : array [1..max℄ of integer; { Pole, ktoré triedime; pole s priehradkami }p : array [
har℄ of integer; { Veµkosti / zaèiatky priehradok }i, j, l, max
nt, maxpos : integer; { Pomo
né premenné }
 : 
har;beginreadln (T); { Naèítame vstup }readln (k);n := length (T) - k + 1;for i := 1 to n do a[i℄ := i; { V¹etky mo¾né pozí
ie podre»az
ov }for j := k-1 downto 0 do begin { RadixSort; podµa j-teho písmena }for 
 := #0 to # 255 do { Spoèítame veµkosti priehradok }p[
℄ := 0;for i := 1 to n doin
 (p[T[a[i℄+j℄℄);l := 1; { Spoèítame i
h zaèiatky }for 
 := #0 to #255 do beginl := l + p[
℄;p[
℄ := l - p[
℄;end;for i := 1 to n do begin { Rozdelíme do priehradok }
 := T[a[i℄+j℄;b[p[
℄℄ := a[i℄;in
 (p[
℄);end;for i := 1 to n do a[i℄ := b[i℄; { A opä» z ni
h vyberieme }end;i := 1; { Hµadáme najdlh¹í úsek }max
nt := 0;while i <= n do beginj := i;while (i <= n) and (
opy (T, a[i℄, k) = 
opy (T, a[j℄, k)) do in
 (i);if i - j > max
nt then beginmax
nt := i - j;maxpos := a[j℄;end;end;writeln (
opy (T, maxpos, k));writeln (max
nt);end. 7



2. rie¹enie:Existuje algoritmus, ktorý zadanú úlohu rie¹i v èase O(n), kde n je då¾ka textu T , je v¹akpomerne komplikovaný { je potrebné vybudovanie a pre
hod tzv. su�xového stromu pre text
T . Ak by sme sa uspokojili s èasom O(n logn), vystaèíme si aj s jednodu
h¹ou dátovou ¹truk-túrou, ktorou je su�xové pole. Obe tieto rie¹enia v¹ak rozhodne presahujú ráme
 tejto sú»a¾ea neoèakávali sme, ¾e spomenuté dátové ¹truktúry viete pou¾i», tob�¾ ¾e i
h v priebehu sú»a¾evymyslíte.Aj nasledujú
e rie¹enie je dos» trikové a vyu¾íva netriviálne výsledky. Opä», nepredpokla-dáme samozrejme, ¾e by ste tieto te
hniky mali pozna», èi dokon
a aktívne pou¾íva» { v¹etkytieto rie¹enia u¾ uvádzame sk�r pre zaujímavos» a prípadne ako in¹pirá
iu pre záujem
ov otento obor.3. rie¹enie:Podrobnej¹ie si uká¾eme pomerne jednodu
hý randomizovaný algoritmus, t.j. algoritmus po-u¾ívajú
i pri výpoète náhodné èísla, ktorý bude pra
ova» v èase O(n) aspoò v priemernomprípade. Tým je myslené, ¾e ak budeme ma» smolu na to, aké èísla nám padajú z generátorunáhodný
h èísel, m�¾e to trva» dlh¹ie, ale vo väè¹ine prípadov nám (nezávisle na vstupný
hdáta
h) dá výsledok v èase O(n).Ná¹ randomizovaný algoritmus bude fungova» tak, ¾e najprv rie¹enie þuhádneÿ, overí si,¾e uhádnuté rie¹enie je naozaj správne a ak nebude, 
elý postup zopakuje. Takýto algoritmus,samozrejme, nemusí nikdy skonèi», ale my si doká¾eme, ¾e uhádnuté rie¹enie bude správne spravdepodobnos»ou aspoò 1/2, tak¾e v priemernom prípade budeme potrebova» najvia
 dvapokusy. Ako hµadanie, tak overovanie budú zabera» èas O(n), tak¾e túto èasovú zlo¾itos» budema» v priemere i 
elý algoritmus.Najprv si rozmyslime, ¾e ak uhádneme, ¾e sa nejaký re»aze
 då¾ky k opakuje v texte l-krát,m�¾eme si µahko overi», ¾e tomu tak skutoène je. K tomu pou¾ijeme rie¹enie úlohy z domá
ehokola { zostrojíme si vyhµadáva
í automat pre tento podre»aze
, prejdeme s ním text a spoèítamepoèet jeho výskytov, tj. poèet pre
hodov ak
eptaèným stavom. To nám zaberie èas O(n) { vèase O(k) zostrojíme automat, v èase O(n) prejdeme text automatom a k < n.Fáza hµadania funguje takto: Najsk�r si zvolíme hashova
iu funk
iu. To je nejaká funk
ia h,zobrazujú
a re»az
e då¾ky k na 
elé èísla medzi 0 a p−1 (hodnotu p si zvolíme nesk�r). Samoz-rejme sa nám m�¾e sta», ¾e dva re»az
e zobrazíme na rovnaké èíslo (tomu hovoríme kolízia),av¹ak ak bude hashova
ia funk
ia dobrá, nebude sa to stáva» èasto. Teraz ka¾dý podre»aze
textu T då¾ky k zobrazíme touto funk
iou a spoèítame poèet re»az
ov, ktoré sa zobrazia najedno èíslo. Z tý
hto poètov si vezmeme ten najväè¹í a vrátime jeden z prípadne via
erý
hre»az
ov, ktoré sa na príslu¹né èíslo zobrazili. Ak tento re»aze
 nekolidoval so ¾iadnym iným,vyhrali sme, preto¾e v¹etky ostatné re»az
e (aj keï sme niektoré kv�li kolíziám nedokázali odseba odlí¹i») nie sú èastej¹ie. Ak kolidoval, odhalí to kontrola.Ostáva domyslie» detaily tak, aby sme v¹etko zvládli v lineárnom èase:Nájdenie najèastej¹ej hodnoty hashova
ej funk
ie: Poslú¾i nám opä» RadixSort: ka¾dé èíslosi zapí¹eme v tvare a3n3+a2n2+a1n+a0, kde ai sú men¹ie ako n (to nie je niè iné ako zápis èíslav sústave so základom n) a budeme ho triedi» ako re»aze
 a3a2a1a0 nad n-prvkovou abe
edou.Ako u¾ vieme, RadixSort takéto triedenie zvládne v èase O(n).8



Poèítanie hashova
ej funk
iemusíme urobi» ¹ikovne (v skutoènosti toto je hlavný trik 
eléhorie¹enia, zbytok sú len te
hni
ké detaily), inak by sme tu potrebovali èas nk alebo väè¹í. Trik jev tom, ¾e si zvolíme takú hashova
iu funk
iu, aby sme (pre slovo w då¾ky k−1, a písmená s a t)dokázali h(ws) spoèíta» so znalos»ou h(tw) v kon¹tantnom èase. Potom ak budeme hashova
iefunk
ie poèíta» postupne od zaèiatku a posúva» sa v¾dy o jedno písmeno, spotrebujeme skutoèneèas len O(n).Hashova
iu funk
iu si zvolíme takto: p bude náhodne zvolené prvoèíslo medzi kn3/2 a kn3,
h(sksk−1 . . . s1) = ( k∑

i=1 256i−1si) mod p(predpokladáme, ¾e abe
eda [alebo sk�r ASCII
eda℄ má 256 znakov).Výraz v zátvorke si oznaèíme X(s). X(s), samozrejme, m�¾e by» väè¹ie ako je rozsah èíslareprezentovaného v poèítaèi, av¹ak modulovanie p sa dá pri jeho výpoète vykonáva» priebe¾ne,tak¾e nem�¾e pretie
». Postupné poèítanie funk
ie h je potom jednodu
hé, lebo zrejme h(ws) =(256 · h(tw)− (256k mod p)t + s) mod p.¥ahko nahliadneme, ¾e pravdepodobnos», ¾e d�jde ku kolízii, je men¹ia ako 1/2: aby dvomr�znym re»az
om s1 a s2 bola priradená rovnaká hodnota, musel by rozdiel X(s1) − X(s2)by» deliteµný p. Veµkos» tohto rozdielu je najvia
 256k, teda ho delí najvia
 8 log2 k r�zny
hprvoèísel (ka¾dé z ni
h má veµkos» aspoò 2 a keby i
h bolo via
, i
h súèin by musel by» väè¹íako 256k). R�zny
h re»az
ov je najvia
 n, teda i
h dvojí
 je najvia
 n2/2 a þzlý
hÿ prvoèíselnajvia
 4kn2. Pomerne triviálny výsledok teórie èísel hovorí, ¾e poèet prvoèísel medzi kn3/2 a
kn3 je pribli¾ne kn32 log kn3 , teda pravdepodobnos», ¾e sa trafíme do zlého prvoèísla je men¹ia ako8 log kn3

n
≤ 8 logn4

n
= 32 log n

n
, èo je menej ako 1/2 pre n ≥ 381 { v skutoènosti sú uvedené odhadypomerne hrubé, tak¾e táto pravdepodobnos» je e¹te podstatne men¹ia.Ostáva jediný te
hni
ký detail { ako nájs» náhodné prvoèíslo. To sa dá spravi» v èase

O(logd n), kde d je nejaká kon¹tanta, av¹ak nie je to úplne triviálne. Miesto toho v programevolíme iba náhodné èíslo v danom intervale; do prvoèísla sa trafíme s pravdepodobnos»oupribli¾ne 1/ logn, teda èasová zlo¾itos» sa tým zhor¹í najvia
 na O(n logn).Listing programu:program Redundan
ia2;
onst maxN = 1000;type pole = array[0..maxN℄ of longint;var t : string;k, l, nRep1, nRep2, idx, i : integer;p, v256naKmodP, highP, lowP : longint;{ Spoèíta poèet výskytov re»az
a zaèínajú
eho na pozí
ii idx a ulo¾í túto hodnotu do nRep }pro
edure Verify (idx : integer; var nRep : integer);var ba
k : pole;f, i : integer;begin{ spoèíta spätnú funk
iu pre re»aze
 od pozí
ie idx }f := 0;ba
k[1℄ := 0;for i := 2 to k dobeginwhile true dobeginif t[idx + f℄ = t[idx + i - 1℄ thenbegin 9



in
 (f);break;end;if f = 0 thenbreak;f := ba
k[f℄;end;ba
k[i℄ := f;end;{ spoèíta poèet výskytov re»az
a }f := 0;nRep := 0;for i := 1 to l dobeginwhile true dobeginif t[idx + f℄ = t[i℄ thenbeginin
 (f);break;end;if f = 0 thenbreak;f := ba
k[f℄;end;if f = k thenbeginin
 (nRep);f := ba
k[f℄;end;end;end;{ Spoèíta hashova
iu funk
iu pre zaèiatok t }fun
tion HashBegin : longint;var i : integer;h : longint;beginh := 0;for i := 1 to k doh := (256 * h + ord (t[i℄)) mod p;HashBegin := h;end;{ Posunie hashova
iu funk
iu h na pozí
iu idx o 1 písmeno }fun
tion HashShift (h : longint; idx : integer) : longint;var minus : longint;beginh := (h * 256) mod p;minus := (v256naKmodP * ord (t[idx℄)) mod p;HashShift := (h + p - minus + ord (t[idx+k℄)) mod p;end;{ Vyberie z a n-tú èísli
u }fun
tion digit (a : longint; n : integer) : integer;var i : integer;begin 10



for i := 1 to n doa := a div l;digit := a mod l;end;{ Zotriedi pole a då¾ky m podµa n-tej èísli
e a výsledok ulo¾í do sorted }pro
edure SortByDigit (var a : pole; m, n : integer; var sorted : pole);var nReps : pole;i, d : integer;begin{ spoèíta poèty opakovaní }for i := 0 to 2*l donReps[i℄ := 0;for i := 1 to m doin
 (nReps[digit (a[i℄, n) + 1℄);{ spoèíta zaèiatky úsekov prvkov }for i := 1 to 2*l donReps[i℄ := nReps[i - 1℄ + nReps[i℄;{ zapí¹e prvky na správne pozí
ie }for i := 1 to m dobegind := digit (a[i℄, n);in
 (nReps[d℄);sorted[nReps[d℄℄ := a[i℄;end;end;{ Zotriedi pole a då¾ky m a výsledok ulo¾í do sorted }pro
edure RadixSort (var a : pole; m : integer; var sorted : pole);var temp : pole;beginSortByDigit (a, m, 0, temp);SortByDigit (temp, m, 1, sorted);SortByDigit (sorted, m, 2, temp);SortByDigit (temp, m, 1, sorted);end;{ Nájde v poli a då¾ky m èíslo, ktoré sa v òom najèastej¹ie opakuje,poèet opakovaní dá do nRep, èíslo do v }pro
edure MostCommon (var a : pole; m : integer; var v : longint; var nRep : integer);var sorted : pole;i, 
 : integer;beginRadixSort (a, m, sorted);v := sorted[1℄;
 := 1;nRep := 1;for i := 2 to m dobeginif sorted[i℄ = sorted[i - 1℄ thenin
(
)else
 := 1;if 
 > nRep thenbeginv := sorted[i℄;nRep := 
; 11



end;end;end;{ ÿUhádneÿ podre»aze
, ktorý sa v T vyskytuje najèastej¹ie. Poèet výskytov ulo¾í do nRep,zaèiatok prvného výskytu do idx }pro
edure Guess (var idx : integer; var nRep : integer);var hashVals : pole;i : integer;v : longint;beginhashVals[1℄ := hashBegin;for i := 1 to l - k dohashVals[i + 1℄ := HashShift (hashVals[i℄, i);MostCommon (hashVals, l - k + 1, v, nRep);for i := 1 to l - k + 1 doif hashVals[i℄ = v thenbeginidx := i;break;end;end;{ Hlavný program }beginreadln (k);readln (t);l := length (t);highP := l * l * l * k;lowP := highP div 2;repeatp := random (highP - lowP) + lowP;v256naKmodP := 1;for i := 1 to k dov256naKmodP := (256 * v256naKmodP) mod p;Guess (idx, nRep1);Verify (idx, nRep2);until nRep1 = nRep2;writeln (nRep1);for i := idx to idx + k - 1 dowrite (t[i℄);writeln;end.
P-II-4Túto úlohu by sme mohli rie¹i» podobne ako úlohy z minulého kola v èase O(logN) s O(N)-bitovými èíslami { staèí si v¹imnú», ¾e otoèenie èísla då¾ky N sa dá spravi» prehodením jehopoloví
 (èo zvládneme na kon¹tantný poèet operá
ii) a následným otoèením obo
h poloví
 (èom�¾eme spravi» súèasne). Pre N = 8 by to vyzeralo takto:
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x= x7x6x5x4x3x2x1x0
a := x ∧ 11110000 a= x7x6x5x4 0 0 0 0
b := x ∧ 00001111 b= 0 0 0 0 x3x2x1x0
y := (a >> 4) ∨ (b<< 4) y= x3x2x1x0x7x6x5x4
a := y ∧ 11001100 a= x3x2 0 0 x7x6 0 0
b := y ∧ 00110011 b= 0 0 x1x0 0 0 x5x4
y := (a >> 2) ∨ (b<< 2) y= x1x0x3x2x5x4x7x6
a := y ∧ 10101010 a= x1 0 x3 0 x5 0 x7 0
b := y ∧ 01010101 b= 0 x0 0 x2 0 x4 0 x6
y := (a >> 1) ∨ (b<< 1) y= x0x1x2x3x4x5x6x7Keï v¹ak vyu¾ijeme násobenie a delenie, zvládneme to na kon¹tantný poèet operá
ii, aj keïbudeme potrebova» èísla då¾ky O(N2).Ná¹ algoritmus bude zalo¾ený na tom, ¾e zadané èíslo x = xN−1 . . . x0 najprv N-krát skopí-rujeme (to sa dá spravi» pomo
ou násobenia), potom i-tu kópiu nahradíme èíslom, ktoré budena i-tom mieste obsahova» xN−1−i a v¹ade inde nuly. Následne v¹etky kópie sèítame (k tomum�¾eme opä» pou¾í» násobenie, ale my si uká¾eme pekný trik so zvy¹kom po delení).Kopírovanie bude vyzera» takto: èíslo x vynásobíme èíslom (0N−11)N+1, èím získame èíslo(xN−1 . . . x0)N+1, teda N + 1 kópii zadaného èísla. Tento výsledok si tie¾ m�¾eme predstavi»rozdelený na N úsekov då¾ky N + 1: najni¾¹í úsek bude obsahova» èísla x0xN−1 . . . x0, ten nadním x1x0xN−1 . . . x1 atï. Teda i-ty úsek zdola (poèítané od nuly) bude ma» na najni¾¹om mieste

xi. Ka¾dý úsek vyplníme hodnotou jeho najni¾¹ieho bitu. K tomu staèí úsek upravi» do tvaru10N−1xi (pou¾ijeme ∧ a ∨) a odèíta» od neho jednotku. Ak xi bolo 1, výjde 10N , inak d�jdek prenosu a dostaneme 01N . V ka¾dom prípade sa na najvy¹¹om mieste objaví xi a na ostatný
h
¬xi, èo jedným xorom opravíme na xi v¹ade. Navia
 nemohlo d�js» k prenosu mimo úsek,tak¾e sa úseky navzájom neovplyvòujú, a preto m�¾eme túto operá
iu spravi» pre v¹etky úsekysúèasne.Teraz staèí vhodným andovaním v ka¾dom úseku pone
ha» xi na pozí
ii, na ktorej mávo výsledku skonèi», ostatné výskyty xi vynulova» a v¹etky úseky sèíta». Sèítanie m�¾emespravi» pekným trikom: ak máme v registri r ulo¾ené èíslo tvaru t1 . . . tz, kde ti sú k-bitovéèísla a sèítame r%(2k − 1), vyjde (t1 + . . . + tz)%(2k − 1). V na¹om prípade navia
 vieme, ¾e
t1 + . . . + tz < 2k − 1, preto¾e sèítame (N + 1)-bitové úseky s N-bitovým výsledkom a tak samodulo na výsledku neprejaví a dostaneme priamo hµadaný súèet.Preèo modulo 2k − 1 funguje ako súèet blokov m�¾eme vidie» z toho, ako by sa 
hovalþ¹kolskýÿ algoritmus pre delenie èísel na papieri, ale tie¾ to m�¾eme µahko dokáza» induk
iou:pre z = 1 trik urèite funguje; keï u¾ vieme, ¾e funguje pre z − 1 a 
h
eme dokáza», ¾e fungujei pre z, v¹imneme si, ¾e:

t1 . . . tz %(2k − 1) = ((t1 . . . tz−1) · 2k + tz
)%(2k − 1) == ( (

t1 . . . tz−1%(2k − 1))
︸ ︷︷ ︸indukèný predpoklad ·

(2k %(2k − 1))
︸ ︷︷ ︸= 1 +tz

)%(2k − 1),èo je spolu (t1 + . . . + tz)%(2k − 1), presne, ako sme 
h
eli.Na v¹etky výpoèty sme potrebovali registre då¾ky N · (N + 1) = O(N2). Operá
ii bolokon¹tantne veµa. Ostáva u¾ len program: 13



x= xN−1 . . . x0
y := x ∗ (0N−11)N+1 y= (xN−1 . . . x0)N+1= (xN−1 . . . x0xN−1) . . . (x1x0xN−1 . . . x1)(x0xN−1 . . . x0)
y := y ∧ (0N1)N y= (0NxN−1) . . . (0Nx1)(0Nx0)
y := y ∨ (10N)N y= (10N−1xN−1) . . . (10N−1x1)(10N−1x0)
y := y − (0N1)N y= (xN−1(¬xN−1)N) . . . (x0(¬x0)N )
y := y ⊕ (01N)N y= (xN+1

N−1) . . . (xN+10 )
y := y ∧ (0N1)(0N−110) . . . (010N−1) y= (0NxN−1)(0N−1xN−20) . . . (00x10N−2)(0x00N−1)
y := y% 1N+1 y= 0x0x1 . . . xN−1
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