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MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

52. ro¢nik, skolsky rok 2002/2003

Riesenia dloh 1. kola kategdrie P

Tento pracovny material nie je uréeny priamo Studentom — tcastnikom olympiady.
M4 pomoct ucitelom na Skolach pri priprave konzultacii a pracovnych seminérov pre riesitelov
sutaze, ¢lenom krajskych vyborov MO slizi ako podklad pre opravovanie tiloh doméceho kola
MO kategérie P. Studentom mozno tieto komentére poskytnif az po termine stanovenom pre
odovzdanie rieseni tloh domaceho kola MO kategdrie P ako informéaciu, ako bolo treba tlohy
spravne riesit a pre ich odborna pripravu na tcast v krajskom kole sutaze.

P-I-1

Pri rieseni llohy budeme pouzivat terminolégiu z teérie grafov. Vyznamné miesta na ¢ajovniku
budeme nazyvat vrcholy, ¢asti kmeria ¢ajovniku medzi dvoma vyznamnymi miestami hrany.
Vrcholy spolu s hranami pomenujeme strom (stromom sa v tedrii grafov nazyva suvisly graf,
ktory nemé ziadny cyklus). Pocet hran, ktoré veda z nejakého vrcholu v (teda vlastne pocet
Casti kmeria, ktoré veda z vyznamného miesta v), nazveme stupriom vrcholu v.

Najskor si vSimnime, Zze kazdy strom s aspon dvomi vrcholy mé aspon jeden vrchol stupna
jeden (takyto vrchol sa nazyva list). Tento vrchol mozeme najst takto. Zatneme strom pre-
hladévat v ITubovolnom vrchole. Ak eSte nie sme v liste, prejdeme do Tubovolného susedného
(t.j. pripojeného hranou) vrcholu, v ktorom sme este neboli. KedZe v strome nie st cykly, musi
takyto vrchol vzdy existovat. Pretoze vrcholov je konecny pocet, musime raz skoncit — a to
mozeme iba v liste.

Teraz ukazeme, Ze stucet stupniov vSetkych vrcholov v fubovolnom strome je 2N — 2 (kde N
je pocet vrcholov). Naopak plati, ze ak mame N kladnjch celych ¢isel so su¢tom 2N — 2, tak
existuje strom s N vrcholmi majicimi tieto stupne. Z toho uz je jasné, ze staci zistit, ¢i cisla
na vstupe maju sucet 2N — 2, a podla vysledku vypisat prislusna spravu.

Prvé tvrdenie dokadZzeme indukciou vzhladom na pocet vrcholov. Strom s dvoma vrcholmi
obsahuje iba jednu hranu. Stcet stuptiov vrcholov je teda 1 + 1 = 2 a naSe tvrdenie plati.
Ak mé strom viac vrcholov, podla predchadzajiceho pozorovania vieme, Ze ma list. Ak tento
list odeberieme (teda zrusime vrchol a hranu, ktora ho pripojuje k zvysku stromu), ziskame
zjavne opét strom. Pre novy strom z indukéného predpokladu plati, Ze stcet stuptiov je 2- (N —
1) — 2 = 2N — 4. PretoZe povodny strom mal o jeden list viac a jeden jeho jeden vrchol mal
stupeti o jedna vyssi (ten, ku ktorému byl pripojeny list), je sti¢et stuptiov v pévodnom strome
2N —4+2=2N — 2. Tym je prvé tvrdenie dokazané.

Druhé tvrdenie dokédZeme indukciou podla poctu ¢lenov postupnosti: Nech méame postupnost
dvoch kladnych celych ¢isel, ktorych sucet je 2 -2 — 2 = 2. Tieto ¢isla teda mozu byt iba dve
jednotky. Pre ne st zrejme zodpovedajicim stromom dva vrcholy spojené hranou. Ak ma
postupnost viac ako dve ¢isla, musi zjavne obsahovat asporti jednu jednotku (inak by stcet N
Cisel bol asponi 2N a nie 2N — 2). Analogicky musi tiez obsahovat aspon jedno ¢islo vicsie ako

.....

o jedna, ziskame postupnost ¢isel o jedna kratSiu so sac¢tom 2N —2 —2 = 2. (N — 1) —



2. 7Z indukcéného predpokladu teda existuje strom s N — 1 vrcholmi s prislusSnymi stuptiami
vrcholov. Ked do stromu pridame jeden list a pripojime ho hranou k vrcholu, ktory zodpovedé
¢islu, ktoré sme zmensovali o jedna, ziskame presne strom pre nasu povodnu postoupnost. Tym
je dokazané druhé tvrdenie.

Casové zlozitost algoritmu je O(N), pamétovd O(1).

program Cay;
var
N, @, Suma, Casti : Integer,
vstup, vystup : Text;
begin
Assign(vstup, ’caj.in’); Assign(vystup, ’caj.out’);
Reset(vstup); Rewrite(vystup);
Suma = 0;
ReadLn(vstup, N);
for i := 1to N do begin
Read(vstup, Casti);
Suma = Suma + Casti;
end;
if Suma = 2% (N — 1) then WriteLn(vystup, *EXISTUJE’)
else WriteLn(vystup, *NEEXISTUJE’);
Close(vstup); Close(vystup);
end.

P-1-2

Ukazeme si dve mozné riesenia tejto tlohy. Obe st zalozené na metéde nazyvanej dynamické
programovanie: uloha sa najskor vyriesi pre podilohu velkosti 1. Toto rieSenie se pouzije na
najdenie riesenia podulohy velkosti 2. Takto najdené rieSenie sa pouzije na vyrieSenie podilohy
velkosti 3, atd. V nasom pripade bude velkost podilohy uréend poc¢tom knih, ktoré chceme do
skrine umiestit.

Prvé rieSenie pouziva dvojrozmerné pole A velkosti N x V, kde N je celkovy pocet knih,
ktoré mame do skrine umiestit a V' je maximalna vyska skrine (V' je v naSom pripade 250 podla
zadania tlohy). Hodnota Afi,j], 0 <i < N,1 < j < V uddva miniméalnu mozna Sirku skrine
vysky j, do ktorej je mozné umiestit prvych i knih. Ak do skrine vysky j prvych i knih nemozno
umiestit, t.j. niektord z tychto knih je vyssia ako j — 2 cm, tak je hodnota A[i, j] rovné nejakej
Specialnej hodnote, napriklad —1.

Popiseme si, ako spocitat hodnotu Alig, jo| v ¢ase O(N), ak uz méme spocitané hodnoty
Ali, j] pre i < iy. Ak iy = 0, tak zjavne Alig, jo] = 0 cm. Ak existuje i, 1 < i < iy, také,
ze vyska v; i-tej knihy je viac ako jo — 2 cm, tak prvych ¢ knih nemozno do skrine vysky 7o
umiestit a Alig, jo] bude rovné —1. V ostatnych pripadoch uréime hodnotu Alig, jo| nasledovne.
Pre 0 < i < 4 sktsime umiestit na poslednti poli¢ku skrine (i + 1)-vi az ip-tu knihu a prvych
¢ knih ddme na predchadzajtuce policky; vyska poslednej policky by teda musela byt aspon
v = max;, <<, Ux a moZeme predpokladat, Ze je prave v. Sirka tejto policky musi byt aspoi
io —1. Ak sa Ali, jo—v —1] rovnd —1, tak sa neda vytvorit skrina vysky jo, ktord by obsahovala
prvych ¢y knih a na poslednej policke by z nich mala poslednych iy —i. V opa¢nom pripade sa
najmensia Sirka skrine vysky jo, ktora obsahuje prvych ig knih a na poslednej policke ma z nich
umiestnenych poslednych iy — i, rovnd max{A[i, jo — v — 1],i9 — ¢}. Najmensi z tychto vyrazov
pre 0 < i < iy je hladanou hodnotou Alig, jo|. VysSie popisany vypocet sa d& vykonat v case



O(N), ak postupujeme od i = ip — 1 k i = 0. V takom pripade je mozné v = max;1<x<i, Vk
minimalnou moznou Sirkou skrine.

Ak chceme zéaroven najst aj rozmiestnenie knih do skrine a vysky jednotlivych policiek,
zavedieme si eSte pomocné pole BJi, 5], 0 <i < N,1 < j <V a pri vypoéte hodnoty Alig, jo| si
do polozky Blig, jo] uloZime to i, pre ktoré je Sirka skrine minimdalna pri vyske jo. Z hodnoty
B[N, 250] uréime pocet knih, ktoré st v optimalnom rieseni na poslednej policke; tato hodnota
nam umozni spocitat vysku skrine bez poslednej policky a pocet knih v ostatnych polickach
dohromady. Z prislusnej hodnoty v poli B ur¢ime pocet knih na predposlednej policke a takto
postupujme, az kym nedosiahneme prvi policku. Vzhladom na velkost pola A je ¢asové zlozitost
prave popisaného algoritmu O(V N?) a pamitovd zloZitost O(V N).

Teraz popiseme druhé mozné rieSenie. Najprv ukazeme, ako sa d4 v dase O(N?) rozhodnt,
¢i sa daju knihy umiestnit do skrine $irky s a vysky V. K tomu si vytvorime pomocné pole
Ali], 0 <@ < N, ktoré obsahuje minimalnu vysku skrine sirky s, do ktorej je mozné umiestit
prvych i knih. Ak A[N] > V|, tak sa knihy nedaji umiestit do skrine 8irky s a vysky V;
v opa¢nom pripade sa umiestnif do skrine s tymito rozmery daji. Na urcenie hodnot v poli
A opif pouzijeme dynamické programovanie. Hodnota A[0] je 1 c¢m, ¢o je Specidlny pripad
v8eobecného vztahu pre vysku skrine “stcet vysiek poli¢iek + (pocet poli¢iek + 1) x 1 cm”.
PopiSeme, ako uré¢if hodnotu A[ig], ak pozname hodnoty A[i] pre 0 < i < dp. Zvolme iy — s <
i < 1p; na poslednt policku chceme umiestit v takomto pripade poslednych ig — ¢ knih (preto
podmienka ig — s < 7). Vyska skrine je potom A[i] + 1 +max; <, vx; najmensi z tychto vyrazov
pre i, ig — s < i < ig je hladand hodnota Aliy]. Hodnotu A[iy] moZno spocitat v ¢ase O(N), ak
budeme postupovat od i =iy — 1 k i = ig — s (potom je mozné spocitat max;r<;, Ux z hodnoty
pre i + 1 v konStantnom ¢ase). Popisana procedira v ¢ase O(N?) s pamifou O(N) rozhodne,
¢i sa zadanych N knih d4 umiestit do skrine §irky s a vysky V.

Zostéva popisat, ako sa da tato procedira pouzit na vyrieSenie pdovodnej tlohy. Najprv
skontrolujeme, ze vyska vSetkych knih je najviac V' — 2 cm = 248 cm a teda ze knihy sa vobec
daji umiestif do nejakej skrine vysky V. Na urcenie minimélnej Sirky skrine sy pouzijeme
metddu nazyvani binarne vyhladavanie. Budeme si udrzovat dve premenné s; < so, ktoré nam
budi ohrani¢ovat mozny interval, v ktorom je hladand Sirka sg, t.j., s < sp < So. Najprv
polozime s; = 1 a s = N. V kazdom kroku zvolime s = [(s; + $2)/2] a pomocou vyssie
popisanej procedury skontrolujeme, ¢i sa d4 umiestnit nasich N knih do skrine vysky V a Sirky
s. Ak sa knihy daju do takej skrine umiestit, priradime do s hodnotu s; v opacnom pripade
priradime do s; hodnotu s + 1. Cely postup opakujeme, kym sa hodnoty s; a sy lisia, t.j. az
kym nendjdeme hladant hodnotu sy. VSimnite si, Zze v kazdom kroku sa rozdiel sy — s; zmensi
aspon o 1 (ak by sme pri volbe s pouzili horni celtl ¢ast namiesto dolnej celej ¢asti, nebolo by
toto tvrdenie pravdivé) a tento rozdiel se zmensi zhruba na polovicu. Teda po O(log N) krokoch
najdeme hladant optimélnu sirku skrine sy. Vysky poli¢iek a rozmiestnenie knih je mozné najst
podobne ako v predchadzajicom algoritme zavedenim pomocného pola B, do ktorého si budeme
ukladat pocet knih na poslednej policke v optimalnom rieseni. Celkova ¢asova zlozitost prave
popisaného algoritmu je teda O(N?log N) a pamiitova zlozitost je O(N).

Zostéava vyriesit otazku, ktory z dvoch popisanych algoritmov je lepsi. Odpoved je, Ze ani
jeden. Vzhladom k zadaniu tlohy, kde V' je obmedzené, je ¢asovéa zlozitost prvého algoritmu sice
O(N?) a pamiifova iba O(N), ale multiplikativna konstanta skrytd vo “velkom O” je linedrna
s V; na druhej strane pamétova zlozitost druhého algoritmu je iba O(N), kde multiplikativna
konstanta nezavi od vysky. Podla vyssie popisaného postupu druhy algoritmus potrebuje polia,
ktoré su 250-krat mensie. Rovnako v ¢asovej zlozitosti bude ¢len log N mensi ako ¢len V' vysky-
tujuci sa v casovej zlozitosti prvého algoritmu. Prvy algoritmus je teda asymptoticky lepsi pre
obmedzent vysku V', ale v skutocnosti bude lepsi ako druhy popisany algoritmus az pre velmi



velké hodnoty N. D4 sa teda povedat, Ze druhy algoritmus je pouZzitelnejsi.

program p_1_2;
{ RiesSenie tlohy P-I-2 verzia 1 }
const MAXN = 100;
VYSKA_MIESTNOSTI = 250;
var vyska : array[l.. MAXN)| of word, { vysky knih }
n: word, { pocet knih }
A array[0.. MAXN, 1..VYSKA_MIESTNOSTI of integer;
{ pole minimalnych Siriek skrine }
B : array[0. MAXN,1..VYSKA MIESTNOSTI] of word,
{ po¢ty knih na poslednej policke
v optimélnom rieseni }
function mazx(a,b : longint) : longint;
begin
if a < b then maz := b else maz:=a
end;
procedure vypis(n : word; v: word);
var i,k : word,
begin
if n = 0 then begin
writeln(’Vyska skrine: ’, VYSKA MIESTNOSTI—v+1, > cm’);
exit;
end;
k = 0;
for i :=n — Bn,v] 4+ 1 to n do k := maz(k, vyskali]);
vypis(n — B[n,v],v — k — 1);
writeln;
writeln(’Vy8ka poli&ky: ’,k,’ cm’);
write(’Knihy na policke:’);
for i :==n — B[n,v] + 1 to n do write(’ ’,i,” (’, vyskali],’ cm)’);
writeln;
end;

var i, j,k : word;
mazvyska : word,
begin
readin(n);
for i := 1 to n do read(vyskali]);
for i :=1ton do
if vyskali] > VYSKA_MIESTNOSTI — 2 then begin
writeln(’Pre zadané rozmery knih neexistuje skrifia!’);
halt;
end;
for j :=1to VYSKA_MIESTNOSTI do A|0, j] := 0;
for i :=1ton do
for j :=1to VYSKA_MIESTNOSTI do begin
mazxvyska = vyskali;
Ali, j] = -1,



for k£ :=1 to i do begin
mazvyska := maz(mazvyska, vyskali — k + 1]);
if mazvyska + 2 > 7 then break;
if Ali — k, j — mazvyska — 1] = —1 then continue;
if (Ali,j] = —1) or (A[i, j] > maz(Ali — k, j — mazvyska — 1], k)) then begin
Ali, j| := max(Ali — k, j — mazvyska — 1), k);
Bli, j] == k;
end;
end;
end;
if Aln, VYSKA_MIESTNOSTI) = —1 then begin
writeln(’Pre zadané rozmery knih neexistuje skrida!’);
halt;
end;
writeln(’Optimalna §irka skrine je ’, Aln, VYSKA MIESTNOSTI),’ cm.’);
vypis(n, VYSKA_MIESTNOSTI);
end.

program p_1_2;
{ RiesSenie tlohy P-I-2 verzia 2 }
const MAXN = 1000;
VYSKA_MIESTNOSTI = 250;
var vyska : array[l.. MAXN)| of word, { vysky knih }

n: word, { pocet knih }
function mozna_skrina(s : word; v : word, vypisovat: boolean) : boolean;
var A: array|0.. MAXN] of word; { pole s minimalnymi vyskami skrin }
B : array[l.. MAXN)| of word, { pole s po¢tami knih na polickach }
mazxvyska : word,
1, J: word;
begin
Al0] :=1;
for i :=1ton do
begin

mazxvyska := vyskalil;
Ali] == Ali — 1] + mazvyska + 1;
Bli] :=1;
ji=1—1;
while (j > 0) and (i — j < s) do
begin
if mazvyska < vyskalj| then mazvyska := vyska[j];
if Ali] > Alj — 1] + mazvyska+ 1 then
begin
Ali] .= A[j — 1] + mazvyska + 1;
Bli| =i—j+1;
end;
dec(j);
end
end;



mozna_skrina ;== Aln] <= wv;

if not(vypisovat) then ezit;

1:=n;

writeln(’Vyska skrine: ’, Aln|,’ cm.’);

writeln(’Vysky poli&iek v skrini a ich naplnenie knihami od spodku kniZnice:’);
while 7 > 0 do
begin

writeln;

writeln(’Vyska policky: °, Afi] — Ali — B[i]] — 1,7 cm’);

write(’Knihy v polic&ke:’);

for j:=i— B[i]+1toido

write(’ 7,7 (?, vyskalj],” cm)’);

writeln;
i:=1— Blil;
end

end;
var 1 : word;
s1, 82 : word,
begin
readin(n);
for i := 1 to n do read(vyskali]);
for i :=1ton do
if vyskali] > VYSKA_MIESTNOSTI — 2 then
begin
writeln(’Pre zadané rozmery knih neexistuje skrida!’);
halt,
end;
sl:=1; s2:=mn;
while s1 < s2 do
if mozna_skrina((s1 + s2) div 2, VYSKA_MIESTNOSTI, false) then
$2:= (s1+ s2) div 2
else
s1:= (s1+ s2) div 2 + 1;
writeln(’Optimalna Sirka skrine je ’,sl,’ cm.’);
mozna_skrina(s1, VYSKA_MIESTNOSTI, true);
end.

P-1-3

Pozname posledny stipec zotriedenej tabulky. Zakladna myslienka celého rieSenia spoéiva v
tom, Ze tym je jednoznacne urceny aj prvy stipec — stadi zoradif pismena posledného stipca
podla abecedy. Teraz vyuzijeme to, Ze jednotlivé riadky vznikli rotaciou pévodného refazca.
Teda ak je na zaciatku niektorého riadku pismeno x a na jeho konci pismeno y, znamena to, ze
v pdvodnom refazci bolo pismeno x tesne za pismenom y. (" Tesne za” berieme cyklicky, t.j. prvé
pismeno retazca je tesne za poslednym.) Kedze kazdé pismeno sa v retazci vyskytuje najviac
raz, je n riadkami tabulky ur¢ené poradie pismen v celom refazci, az na rotaciu. Naviac vieme,
v ktorom riadku sa nachédza nase slovo, odkial vieme jeho prvé pismeno.

Zostrojit algoritmus podla tejto myslienky je uz jednoduché. Pismenda zadaného retazca si



zoradime podla abecedy (kedZe st z obmedzeného rozsahu, vieme to spravit v linedrnom ¢ase)
a vyrobime si tabulku, v ktorej bude kazdému pismenu retazca priradené to, ktoré nasleduje v
retazci tesne za nim. Potom za¢neme od pismena, o ktorom vieme, Ze je prvé a postupujeme
od neho podla tabulky az kym nevypiseme cely retazec.

Casové aj pamifova zlozitost tohoto algoritmu st zjavne linedrne od dizky vstupu.

program bw;

const MAX = 100;

type slovo = array|[l..MAX] of char,

var prvy_stlpec, posledny_stlpec : slovo;
riadok, dlzka, i, | : integer,
buckets : array|char] of boolean,
nasledovnik : array|char] of char;

s : string;
ch : char;
begin
readin (s); dizka := length (s); { nacitanie zadania }
for i := 1 to dizka do posledny_stipecli] = sli];

readin (riadok);
for ch := #0 to #255 do buckets|ch] := false; { bucket sort }
for i := 1 to dizka do buckets|posledny_stlpecli]] := true;
[ = 0;
for ch := #0 to #255 do if buckets[ch] then begin
inc (1);
proy_stlpec[l] = ch;
end;
for i := 1 to dizka do { urcenie nasledovnikov }
nasledovnik|posledny_stlpec[i]] = prvy_stipec|il;
ch = proy_stlpec|riadok]; { vypis }
for i := 1 to dizka do begin
write (ch);
ch = nasledovnik|chl;
end; writeln;
end.

P-1-4

Najjednoduchsie rieSenie je prejst pole prvok po prvku, avsak takéto rieSenie je pomerne pomalé
a nijakym spdsobom nevyuziva, ze je pole zotriedené. Pontika sa nam myslienka binarneho vy-
hladdvania. Sktsime teda spravif jeho reverzibilnt verziu. Bindrne vyhladévanie byva tradi¢ne
implementované ako while-cyklus. Takyto cyklus vsak nemame k dispozicii, preto si budeme
musiet pomoct rekurziou.

Zavedieme si podproceduru Hladaj(var 1,p : word), ktord bude hladat hodnotu co v
useku X[1]1, X[1+1] az X[p] a vysledok pripocita k premennej kde. Bude fungovat tak, Ze
najskor si spocita poziciu m prostredného prvku zadaného tiseku (ak mé tsek parnu dizku,
zaokrthlime nadol) a podla hodnoty prislusného prvku zisti, v ktorej polovici iseku mé hladanie



pokracovat: ak X[m]<co, tak od m+1 po p, ak X[m]>co, tak od 1 po m-1. Na tento tisek sa
rekurzivne zavolame. Po navrate z rekurzie nesmieme zabudnat m vynulovat.

Ak niekedy nastane pri porovnévani rovnost, prave sme hodnotu co nasli, pripo¢itame m ku
kde a uz sa hlbsie nevnarame. Ak dospejeme v rekurzii k tseku nulovej dizky (r<1), hodnota
co sa v poli nenachadza, preto sa uz len vynorime z rekurzie bez toho, aby sme menili obsah
premennej kde.

Podla tohoto algoritmu uz lahko napiSeme program, kvoli prehladnejSiemu zapisu pouzivame
prikaz wrap. Z takto zapisaného programu je zjavna jeho reverzibilnost.

Vzdy, ked sa v rekurzii vnorime o troven hlbsie, zmensi sa prehladavany tisek na polovicu,
takze po najviac log, n volaniach hlfadani hodnotu bud najdeme, alebo zistime, Ze v poli nie je.
Na kazdé vnorenie spotrebujeme konstantne vela pamiite. Preto ¢asova aj paméifova zlozitost
je O(logn), ¢ize logaritmicka.

procedure Najdi(var n : word, var X : array [1..n| of word, var co, kde : word);
var one : word,

procedure Hladaj(var [,r : word);
var m : word,
begin
if | <= r then { usek nie je prazdny }
wrap m + = (I +r) div 2 { spocitame stred }

on
if X[m] = co then { nasli sme }
kde + = m
else

if X[m] < co then begin { posttipime do pravého tiseku }
wrap m + = 1 on Hladaj(m,r)
end else begin { do lavého }
wrap m — = 1 on Hladagj(l, m)
end
end;

begin
wrap one + = 1
on Hladaj(one,n)
end;
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