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Tento pracovny material nie je uréeny priamo studentom — uc¢astnikom olympiady.
M4 pomdct ucitelom na Skolach pri priprave konzultécii a pracovnych semindrov pre riesitelov
sutaze, ¢lenom krajskych vyborov MO slizi ako podklad pre opravovanie tiloh doméceho kola
MO kategérie P. Studentom mozno tieto komentare poskytnit aZ po termine stano-
venom pre odovzdanie rieSeni uloh domaceho kola MO kategérie P ako informéciu,
ako bolo treba tillohy spravne riesit a pre ich odbornt pripravu na ucast v krajskom kole sttaze.
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Na tvod par slov pre tych, ktorym slova tedria grafov prilis nehovoria. V nasom chapani graf
je niekolko bodov (ktoré budeme volat vrcholy), niektoré dvojice bodov st pospajané ¢iarami
(ktoré budeme volat hrany). Alebo eSte raz a formalnejsie, (neorientovany) graf je dvojica
G = (V,E), kde V je mnozina vrcholov a E C {{z,y} | x,y € V} je mnozina neusporiadanych
dvojic vrcholov = hran. Prave takyto graf mame v nasej tlohe na vstupe — mesta v krajine s
vrcholy grafu a linky st hrany medzi nimi.

Hovorime, Ze graf je suvisly, ak sa po hranach déa prejst z Tubovolného vrcholu do Tubovolného
iného. Podla zadania graf na vstupe je stvisly. Mame zistit, ¢i odstranenie niektorej hrany jeho
suvislost porusi. Hranu, ktorej odstranenie znesuvisli graf, volame most.

Ako zistit, ¢ je graf stvisly? Existuje viacero algoritmov, st zndme pod spolo¢nym nézvom
ofarbovanie vrcholov alebo tiez prehladdvanie. Zakladna myslienka: za¢neme v nejakom vrchole
grafu a postupne systematicky ofarbujeme vsetky vrcholy, kam sa vieme dostat. Ked uz nevieme
ni¢ ofarbit, skonéili sme. Teraz sa uz len staci pozriet, ¢i st ofarbené vSetky vrcholy. Samozrejme,
treba vrcholy ofarbovat tak, aby sme urcite ziaden nevynechali. Teraz si vysvetlime jeden
vhodny postup, nazyvany prehladavanie do hibky.

Prehladavanie do hlbky je podobné postupu, akym ¢lovek skiima nezndme mesto. Za¢neme
tym, Ze sa postavime do nejakého vrcholu a ofarbime ho. Odteraz budeme farbit vrcholy aj
hrany grafu, kade chodime. Ak z vrcholu, kde sme, vedie eSte nepouzita hrana, vyberieme sa
nou dalej. Ak sme prisli do eSte nenavstiveného vrcholu, ofarbime ho a rekurzivne zavolame
prehladéavanie z neho. (Teda opit sa snazime najst nepouziti hranu, atd.) Ak sme prisli do skor
navstiveného vrcholu (t.j. ofarbeného), okamzite sa po hrane, ktorou sme prisli, vratime spét.
No a posledny pripad je ked sme vo vrchole, z ktorého vedi samé ofarbené hrany. V takomto
pripade sa len vratime tou hranou, ktorou sme do neho prvykrat prisli. Ked sa takto chceme
vratit z vrcholu, kde sme zacinali, prehladavanie kondi.

Zjavne takto prejdeme préve dvakrat (tam a spit) po kazdej z hran, ku ktorym sa vieme
dostat a navstivime vSetky vrcholy, ku ktorym sa vieme dostaf zo zaciatocného vrcholu. Algo-
ritmus je teda korektny a jeho casova zloZitost je O(M + N). D4 sa lahko rekurzivne imple-
mentovat, vid program na konci rieSenia.

Najjednoduchs$im rieSenim povodnej tlohy by teda bolo postupne vyskusat kazda hranu
odstranit a pozriet sa, ¢i je vysledny graf eSte stale stuvisly. Takéto rieSenie by malo casovil
zlozitost O(M (M + N)) — pre kazda hranu potrebujeme spustit jedno prehladavanie.



My ukézeme algoritmus, ktory bude bezat v ¢ase O(M + N) (teda optimélnom) a najde v
grafe vSetky mosty.

Nage riesenie bude modifikdciou algoritmu prehladévania do hibky. Predtym, nez vysvetlime

samotné riesenie, potrebujeme si ukazat niekolko vlastnosti prehladévania do hibky. Spustime
ho na nasom suvislom grafe zo vstupu. VSimnime si tie hrany grafu, ktorymi sme pocas pre-
hladévania prisli do dovtedy nenavstiveného vrcholu. Tychto hran je zjavne N — 1 (jedna pre
kazdy vrchol okrem toho, v ktorom sme zacinali). Graf nimi tvoreny je strom, lebo je stvisly
a neobsahuje kruznice. Tento strom budeme volat DFS strom (DFS = depth-first search =
prehladévanie do hibky). Vrchol, z ktorého sme zacinali prehladavat, budeme volaf koreii. Z
kazdého iného vrcholu x vedie po stromovych hranach (hranach DFS stromu) do koretia prave
jedna cesta. Vrcholy na tejto ceste budeme volat predkami vrcholu x, vrchol 2 budeme volat ich
potomkom. Specialne kazdy vrchol je sim sebe aj predkom, aj potomkom. Vetci potomkovia
vrcholu z a stromové hrany medzi nimi tvoria podstrom s korenom .
Ostatné hrany teoreticky mozu byt dvoch typov. Ak hrana
spaja vrchol s nejakym jeho predkom alebo potomkom, bu-
deme ju volat spitnd, ostatné hrany budeme volat priecne.
(Nech wv je hrana, ktord nie je stromovéa. Vsimnime si
podstromy s korenmi wu, v. St dve moznosti — ak je je-
den z nich podgrafom druhého, hrana uv je spdtna, inak
musia tieto podstromy byt disjunktné (preco?) a hrana uv
je priecna.) V DFS strome vSak ziadne prie¢ne hrany ne-
mozu byt. Pre¢o? Sporom. Nech uv je prie¢na hrana. Bez
ujmy na vSeobecnosti nech sme pocas prehladavania do u
prisli skor. VSimnime si teraz okamih, ked sa pocas prehla-
dévania ideme vratit spit z u. Aby uv bola prieéna hrana,
nesmeli sme doteraz v navstivit (ind¢ by v bol potomok u
a hrana uv by bola spétnd). Ale v je sused u, preto by sme
sa z u eSte nemali vracat spit ale mali by sme sa vybrat do
v, SpOr.

Takze hrany grafu moZzeme rozdelit na stromové a spitné. Zjavne ak hrana lezi na nejakej
kruznici, po jej odstraneni graf zostane stuvisly. Kazda spiatna hrana uov lezi na kruznici (tvorene;j
hranou uv a cestou z v do v po DFS strome). Preto mostami mézu byt len stromové hrany.
Kazdy most rozdeluje graf na dve ¢asti, v jednej z nich je koreri.

Predstavme si, ze nas graf zavesime za koren. Teraz sa vyberme z korena dodola po stro-
movych hranach. Majme konkrétnu stromovd hranu ww, pricom u je blizsie ku korenu ako v.
Kedy je uv most? Vtedy, ked ju neméme ako obist. Inymi slovami ak sa z podstromu s korefiom
v nevieme dostat do u (alebo ekvivalentne: do u alebo Iubovolného jeho predka) bez pouzitia
hrany uv.

Budeme teda pre kazda hranu wv cheief urcit, ¢i existuje cesta z v do u alebo jeho predka,
ktora nepouziva hranu uv. Hladajme taki cestu, ktord pouziva najmensi pocet spitnych hran a
zo vietkych takych ciest je najkratsia. Co o nej vieme povedat? Posledna jej hrana bude urcite
spatna, lebo po stromovych sa nad u nedostaneme. Vsetky vrcholy na nej okrem posledného
bud lezat v podstrome s koretiom v, lebo akondhle sa dostaneme nad u, kon¢ime. Do vSetkych
vrcholov v podstrome s korefiom v sa ale vieme dostat z v stromovymi hranami. Ukézali sme
teda nasledovné tvrdenie: AK nejaké hladana cesta existuje, TAK existuje aj také, pri ktorej
ideme najskor niekolkymi stromovymi a potom jednou spdtnou hranou. Sta¢i nam teda pre
kazda hranu overit, ¢ existuje takato cesta. Ako na to?

Pocas prehlad4vania ¢islujme vrcholy v poradi, v akom do nich prichddzame. Cislo vrcholu

.....




n(u). Na druhej strane vSetci predkovia v maju ¢islo mensie ako n(u). Keby sme pre v vedeli
najmenéie éislo vrcholu, do ktorého sa vieme dostat bez pouzitia hrany uwv, vyhrali sme — uv

.....

cesty, ktoré idu najskér niekolkymi stromovymi hranami ”dodola” a potom jednou spitnou
”dohora”. Budeme si teda pre kazdy vrchol priamo pocas prehladdvania pocitat najmensie
¢islo vrcholu, do ktorého sa vieme z neho dostat takouto cestou.

program Mosty;

var G : array[1..100, 1..100] of integer;

Tym uz mame vysledny algoritmus takmer ho-
tovy, zostava si to uz len celé zhrnaf. Prehladé-
vame néas graf do hibky a zéroven si pre kazdy
vrchol x pocitame dve ¢isla: n(x) (kolky obja-
veny vrchol to je) a m(z) = min{n(y) | do y
vedie z = cesta vySSie uvedeného tvaru}. Ako
poc¢itat hodnotu n(x) je zjavné. Hodnota m(x)
je minimum z n(z), zo v8etkych hodnoét m(z;)
pre synov vrcholu z a zo vSetkych hodnét n(y;)
vrcholov, do ktorych vedie z x spétna hrana.
Hodnotu m(z) teda vieme spocitat v okamihu,
ked sa pocas prehladavania vraciame z vrcholu
2. V tomto okamihu vieme aj rozhodnuf o hrane
z x do jeho otca y, ¢i je most — stac¢i porovnat
hodnoty m(x) a n(y) (resp. m(x) a n(z)).

{ graf }

deg, num, up : array[l..100] of integer; { stupne vrcholov a obe cisla pre ne }

visited : array[1..100] of boolean;

{ bol som uz v tomto vrchole? }

N,M,C : integer; { pocet vrcholov, hran, navstivenych vrcholov }

ok : boolean;

procedure Load,

var ¢, x,y : integer;

begin
read(N, M); fillchar(deg, sizeof(deg),0
for : := 1 to M do begin

read(z,y); inc(deglz]); Gla][deglx]] := y; inc(degly]); Glylldegly]] := x;

end;
end;

procedure DFS(v, parent : integer);
var i : integer;

begin
visited[v] == t’r’ue

fori:=1 to deg

numlv] := C; uplv] := C; inc(C); { nastavime obe cisla vo vrchole }
[

DFS(G[v][i], v);

v] do if not visited|G[v][i]] then begin

if up[G[v][i]] < up[v] then up[v] := up[G[v][i]];

end else begin { spaetna hrana }
if G[v][i] <> parent then



if num[G[v][i]] < up[v] then up[v] := num|G[v][i]];

end;

if (num[v] = up[v]) then ok := false; { hrana v-parent je most }
end;
begin

Load;

fillchar(visited, sizeof(visited),0); C :=1; ok := true;

DFS(1,1);

if ok then writeln(’ANO’) else writeln(’NIE’);
end.
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Uvazujme Tubovolné poradie, v ktorom bud( programétori pracovat, a pozrime sa na dva po
sebe napisané programy, nech s to i a j. Napisanie programu budeme odteraz volat udalost.
Prva z nasich udalosti, teda i, za¢ne v case Ty, bude trvat ¢as t; a Janko za 1u zaplati sumu
(To + t;)m;, druhéd udalost, j, zacne v ¢ase Ty + t; (teda hned po skonceni i) a bude stat
(To + t; + t;)m; — kazdého programatora platime nielen za cas, kedy pracuje, ale od uplneho
zaciatku.

Ked to vSetko spocitame, zistime, Ze ak sa udalosti vykonaju v poradi i, j, Janko bude
musiet za ne zaplatit sumu S; ; = To(m; + m;) + t;m; + (t; + t;)m;.

Co by sa stalo, keby sme v tomto poradi vymenili udalosti i a j? Podobne ako v predoslom
pripade moZzeme spocitat, kolko bude musiet Janko zaplatit za tieto 2 udalosti. Za prva (teda 7)
to bude (To+t;)m; a za druht (T +t;+t;)m;, ¢o je spolu S;; = To(m; +m;)+t;m;+(t;+t;)m;.

Porovnajme teraz tieto 2 vysledky. Ozna¢me si pre jednoduchost ich spoloéni ¢ast A :=
To(m; +m;) + t;m; +t;m; a po trividlnych tpravach dostdvame:

t t
Si,j =A -+ mZmJE Sj,i =A -+ mimj—]

(2 m]

Nés zaujima to, ktora z tychto hodno6t je mensia, ale to je zjavne ta, ktora ma mensi pomer
P , t; S . . s
;—’;. To teda znamend, ze ak ;L—Z >~ vymenou poradia tychto udalosti dosiahneme nizsiu
i j

vysledntt sumu. (Zjavne zmena poradia 2 po sebe nasledujicich udalosti neovplyvni sumu,
ktora zaplatime ostatnym programétorom.)
Z uvedeného vyplyva, ze ak v nejakom poradi udalosti ndjdeme 2 po sebe iduce, pricom ta
..... t

prva ma vacsi pomer - ako ta druhé, ich vymenou ziskame nové poradie udalosti, ktoré je lac-

nejsie. Teda optiméalne poradie bude také, v ktorom st pomery TZ—’; usporiadané od najmensieho
PO najvacsi.

Samotny program je potom uz jednoduchy — staci udalosti utriedit vzostupne podla pomeru
;—’;, ¢o vieme realizovat v ¢ase O(nlogn) napriklad algoritmom QuickSort.

program Scheduling,
type Tprg = record m,t,idx: integer; tm: real; end;
var N1, sum,t : integer;

prg : array[1..10000] of Tpryg;

procedure QSort(l,r : integer);
var y : Tprg;
x : real;



1,7 1 integer;

begin
i:=1; j:=r; x:=prg[(l+r) div 2].tm;
repeat

while prgli].tm < x do inc(i); while z < prg[j].tm do dec(j);
if i <= j then begin y := prg[i]; prgli] := prglj]; prglj] := v; inc(i); dec(j); end;
until ¢ > j;
if [ < j then QSort(l, j); if i < r then QSort(i,r);
end;

begin
read(N);
for + := 1 to N do begin
read(prgil.m, prglil.t); prgli].ide = i; prgli].tm = prg[i].t/prgli].m;

end;

QSort(1, N);

for i := 1 to N do writeln(prg[i].idx);
end.
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Pre jednoduchost dalsich Gvah zvic¢Sme najskor pole A tak, aby jeho velkost bola najblizsia

HE
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Predstavme si, ze nad polom A vybudujeme tplny binarny strom. Jeho listy buda zodpove-
dat jednotlivym polickam pola A, kazdy vyssi vrchol tohoto stromu bude zodpovedat nejakému
intervalu v poli A (presnejsie bude zodpovedat polickam, ur¢enym listami z jeho podstromu).
V kazdom vrchole stromu si budeme pamiitat stacet ¢isel v prislusnom intervale pola. Takejto
datovej struktire budeme hovorit intervalovy strom.

V najspodnejsej vrstve nasho stromu je N vrcholov, vo vyssej ich je N/2, v tretej odspodu
N/4, atd. V celom nasom strome je teda 2N — 1 vrcholov, preto budeme potrebovat na jeho za-
pamiitanie pamét velkosti ©(N) (Citaj: linedrnu). Pri predspracovani pola A budeme potrebovat
tito paméf naplnif, preto predspracovanie musi bezat v ¢ase (N) (¢itaj: aspon linedrnom).
Lahko nahliadneme, Ze v linedrnom ¢ase vieme nas strom skutoc¢ne vytvorit — staci ho vytvarat
zdola nahor.

Co sa stane s nasim stromom, ked zmenime hodnotu prvku A[;j]? Musime zmenit zapam-
tané hodnoty pre vSetky intervaly, ktoré zmeneny prvok obsahuju. Tie ale zodpovedaju prave
vrcholom na ceste z j-teho listu do korena. Je ich teda K + 1 = O(log N). Zmenit hodnotu v
poli A teda vieme v logaritmickom case.



[ .
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Zmena hodnoty.

Este ostava ukazat, ako pomocou nasho stromu odpovedat na otazky zo zadania. RieSme
najskor jednoduchsiu tlohu: Akt hodnotu mé stcet S(z) = A[l] + ... + A[z]? Pozrime sa do
korena néasho stromu. St dve moZnosti: Ak interval od 1 po x lezi cely v lTavom podstrome,
zavolame sa rekurzivne nafi. Ak nie, tak tento interval zabera cely Tavy podstrom a kisok
pravého. Tak zoberieme sucet vsetkych policok v Tavom podstrome (ten mame spocitany v
favom synovi) a rekurzivne sa zavolame na pravého syna a zvySok intervalu.

Takto postupne v nasom strome schadzame dole po ceste od korena do z-tého listu, na
kazdej trovni urobime len konStantny pocet operacii. Preto pre Tubovolné x vieme hodnotu
S(x) spocitat v éase O(log N). To je ale vSetko, ¢o potrebujeme vediet — totiz A[z]+...+ Aly] =
S(y) — S(xz — 1) (pricom definujeme S(0) = 0).

Za pomoci intervalového stromu vieme teda kazdy prikaz spracovat v logaritmickom case.
Nase rieSenie potrebuje linedrnu paméit a linearny c¢as na predspracovanie.

Najjednoduchs$ia implementéacia intervalového stromu je ulozit ho v jednom poli, podobne
ako haldu. Teda synovia vrcholu z st na polickach 2z a 2x+ 1, povodné pole A zacina na pozicii
N. V praxi sa ob¢as pamiitova zloZitost znizuje na polovicu tym, Ze si pamitame len sucty v
lavych synoch, implementéacia je potom ale trochu néroc¢nejsia.

Pocitanie suctu.

program Intervalovy_Strom;

var T' : array[1..10000] of longint; { strom }
oldN, N, prikaz,i : longint,
x,y, pom : longint

function Sucet(dlzka, koren, interval : longint) : longint
{dlzka - dlzka intervalu, ktoreho sucet ratame
koren - koren podstromu, v ktorom ho ratame
interval - dlzka intervalu zodpovedajuceho podstromu (aby sme ju nemuseli ratat)}
begin
if (dlzka = 0) then begin Sucet := 0; ezit; end;
if (interval = 1) then begin Sucet := T'koren|; ezit; end;
if (dlzka <= (interval div 2))
then Sucet := Sucet(dlzka, 2 * koren, interval div 2)
else Sucet := T'[2 * koren]+
Sucet(dlzka — (interval div 2),2 * koren + 1, interval div 2);
end;

begin
fillchar(T, sizeof(T),0);
read(oldN); N :=1; while (N < 0ldN) do N := N x2; { upravime velkost pola }
for i := 1 to oldN do read(T[N + i — 1));



for i := N —1downto 1 do Ti] :=T[2x*i|+ T[2*i+ 1]
read(prikaz);
while (prikaz > 0) do begin
if (prikaz = 1) then begin { menime hodnotu }
read(z,y); i :=x+ N —1; pom =y —TIi;
while (i >= 1) do begin Inc(T[i], pom); i :=i div 2; end;

end else begin { ratame sucet }
read(x,y); writeln(Sucet(y,1, N) — Sucet(x — 1,1, N));
end;
read(prikaz);
end;
end.
P-1I-4

Najjednoduchsie rieSenie je pouzif Styri registre, v kazdom si pocitat pocet pismen jedného typu.
Ked doc¢itame slovo, v Ry méame pocet prec¢itanych pismen a, v Ry pocet b, atd. Teraz budeme
naraz zmensovat hodnoty vo vSetkych Styroch registroch. Accept zavolame prave vtedy, ak
register Ry ostane najdlhsie neprazdny.

Pocet pouzitych registrov sa d& Tahko zmensit na 3: Nech sme doteraz precitali o pismen
a, 0 pismen b, v pismen ¢ a 0 pismen d. V registroch si budeme pamétat absolitne hodnoty
vyrazov a — 3, a — 7y, a — 0, v troch premennych si budeme pamiitat ich znamienka. (Napr. 0
ak je v prislusnom registri nula, 1 ak je tam kladné ¢islo a 255 ak je zdporné.) Takto v kazdom
okamihu vypoc¢tu vieme povedat, ¢i bolo doteraz pismen a najviac — to plati prave vtedy, ked
st vSetky tri znamienka, ¢ize vSetky tri pamétané hodnoty kladné.

Nase riesenie bude potrebovat len dva registre. D4 sa ukazat (v tomto vzorovom rieseni to
nespravime) Ze jeden register na riesenie tejto tlohy nestaci, preto nase rieSenie bude vzhladom
na pocet registrov optimaélne.

V priebehu vipoctu si v Ry budeme pamitat éislo 223°577°, register R; budeme pouzivat na
pomocné vypocty. Ked napriklad pre¢itame dalsie pismeno b, za pomoci registra R; vynasobime
obsah registra Ry tromi. Ked docitame vstup, potrebovali by sme porovnat hodnoty «, 3, v
a 0. Podobne ako v prvom rieseni ich budeme naraz zmensovat (to v nasom pripade znamena
delif obsah Ry vhodnym ¢islom) a akceptujeme prave vtedy, ak ndm na konci ostane kladna
mocnina 2.

Samotny program je trochu dlhsi, ale je priamociarou implementaciou tejto myslienky:.

var vstup : char;
1, zvysok, delitel : byte;
esteA, esteB, esteC, esteD : byte; { ktore pismena este mame? }
begin
Read(vstup);
Inc(R_0); { na zaciatku su vsetky pocty 0, teda v R_.0 mame 1 }
while (vstup <> ’$’) do begin
case vstup of
’a’ : while not Zero

( ; for i :=1 to 2 do Inc : end;
’b’ : while not Zero(

(

(

0) do begin Dec(R_0); (R-1)

0) do begin Dec(R_0); for i := 1 to 3 do Inc(R_1); end;
’c’ : while not Zero(R_0) (R-0); (R_1)
’d’ : while not Zero(R_0) (R-0); (R_1)

end;

do begin Dec
do begin Dec

; for 1 :=1to 5 do Inc ; end;

R_
R_
R_
R_ ; for 1 :=1to 7 do Inc ; end;



while not Zero(R_1) do begin Dec(R_1); Inc(R_0); end;
Read(vstup);
end;

esteA :=1; esteB:=1; esteC:=1; esteD :=1; { co este mame }
while (esteA + esteB+ esteC'+ esteD > 1) do begin { kym mame aspon 2 typy pismen }
{ skusime vydelit naraz vsetkymi prvocislami ktorymi moze byt delitelne }
delitel := 1; { 2*3*5*7 = 210 < 255, takze 1 bajt staci }
if (esteA = 1) then delitel := delitel x 2; if (esteB = 1) then delitel := delitel * 3;
if (esteC' = 1) then delitel := delitel x 5; if (esteD = 1) then delitel := delitel x 7;

zvysok := 0;
while not Zero(R_0) do begin
Dec(R_0); zvysok := (zvysok+ 1) mod delitel; if (zvysok = 0) then Inc(R_1);
end;
{ zistime cim bolo este delitelne — uz nulove esteX nas netrapia }
if (zvysok mod 2 > 0) then ested := 0; if (zvysok mod 3 > 0) then esteB := 0;
if (zvysok mod 5 > 0) then esteC:= 0; if (zvysok mod 7 > 0) then esteD := 0;
{ len na urychlenie: ak sa minuli pismena ”a”, nie je ich najviac }
if (esteA = 0) then Reject;
{ vratime spaet do R_0 povodnu hodnotu }
while (zvysok > 0) do begin Inc(R_0); zvysok := zvysok — 1; end,
while not Zero(R_1) do begin Dec(R_1); for i := 1 to delitel do Inc(R_-0); end;
{ vydelime R_0 tym cim je naozaj delitelne }
delitel :== 1; zvysok := 0;
if (esteA = 1) then delitel := delitel x 2; if (esteB = 1) then delitel := delitel * 3;
if (esteC' = 1) then delitel := delitel x 5; if (esteD = 1) then delitel := delitel x 7;
while not Zero(R_0) do begin
Dec(R_0); zvysok := (zvysok+ 1) mod delitel, if (zvysok = 0) then Inc(R_1);

end;
while not Zero(R_1) do begin Dec(R_1); Inc(R-0); end,

end;

{ ostal najviac jeden typ pismen, je to 7a”? }

if (esteA = 1) then Accept;

end.
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