MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

50. ROCNIK, skolsky rok 2000/2001
Kategoria P

Matematicka olympiada je sutaz pre ziakov strednych $kol nasej republiky. Ka-
tegoria P je zamerand na programovanie a je urc¢end ziakom vsSetkych roc¢nikov.

Organizacia sttaze v kategorii P

Kategoria P matematickej olympiady ma tri postupové kold — domace, krajské
a celostatne.

V 1. kole ucastnici riesia Styri ulohy uvedené v tomto letdku. RieSenia odo-
vzdaju svojmu ucitelovi informatiky do 13. novembra 2000. Uditelia informa-
tiky odoslu rieSenia v tomto termine zo Skoly na prislusni adresu podla krajov
takto:

Kosicky, Presovsky:

RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc., KMI PF UPJS, Jesenna 5, 041 54 Kosice
Zilinsky:

RNDr. Peter Varsa, KI FR VSDS, Moyzesova 20, 010 26 Zilina
Banskobystricky:

Mgr. Vladimir Siladi, KI FPV UMB, Tajovského 40, 974 01 Banska Bystrica
Trnavsky, Trenciansky, Nitriansky:

Doc. RNDr. V. Stoffova, CSc., KI FPV UKF, tr. A. Hlinku 1, 949 74 Nitra

Bratislavsky:
RNDr. Dana Pardubska, CSc., KVI MFF UK, Mlynské Dolina, 842 48 Bratislava

Najuspesnejsi riesitelia domaceho kola st pozvani do II. kola (krajského),
kde rieSia Styri teoretické ulohy. Do III. kola (celostatneho) st pozyvani naj-
uspesnejsi riesitelia vsetkych krajskych kol, pricom riesia tri teoretické ulohy
a dve praktické ulohy pri pocitac¢i. Z najlepSich rieSitelov tohto kola SK MO
vyberie druzstva pre Medzinarodnt informaticki olympiaddu a Stredoeurépsku
informatickt olympiadu.

PredbeZné terminy 50. ro¢nika MO, kategoria P

I. Domace kolo 13. novembra 2000
II. Krajské kolo 9. januara 2001
ITI. Celostatne kolo |4.-7. aprila 2001

Usporiadatel stitaze

MO vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR. Stutaz organizuje Slovenskd komisia MO
v spolupraci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov a Matematickym
ustavom Slovenskej akadémie vied a v jednotlivych krajoch ju riadia krajske
komisie MO pri pobockach JSMF. Na jednotlivych $kolach ju zaistuju ucitelia
matematiky a informatiky.



Formalna uprava riesenia
RieSenia sutaznych tloh doméaceho kola kategérie P pozostavaju z dvoch casti:

Popis riesenia. RieSenia musia obsahovat podrobny popis pouzitého algoritmu,
zdovodnenie jeho spravnosti a diskusiu o efektivite zvoleného riesenia (t.j.
posudenie ¢asovych a pamitovych narokov programu). Algoritmus by mal
byt jasny uz z popisu rieSenia bez toho, aby bolo potrebné nahliadnut do
programu.

Program. V praktickych tlohach P—I-1, P—I-2 a P—I-3 je potrebné k rieseniu
pripojit odladeny program napisany v jazyku Pascal, C alebo C++.! Prog-
ram sa odovzdéva v pisomnej forme (jeho vypis je teda stcastou riesenia)
i na diskete, aby bolo mozné otestovat jeho funkcénost.

Subory na diskete pomenujte plx.pas, plx.cpp, kde x je ¢islo sttaznej
ulohy. Disketu oznacéte menom riesitela. Z jednej $koly mozno poslat vsetky
rieSenia na jednej diskete. V tomto pripade pre kazdého riesitela vytvorte
podadresar oznaceny jeho priezviskom a disketu oznacte adresou skoly.

V tlohe P—I—4 je potrebné navrhnat a zapisat prislusné dlazdicové prog-
ramy.

Pisomnu cast rieSenia vypracujte Citatelne na listy formatu A4. Kazda
ulohu zaénite na novom liste a v zahlavi uvedte vase meno, triedu, adresu
skoly a oznacenie prikladu podla tohto letdku. Zadania tloh nemusite opisovat.
Ak sa vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich listoch vlavo hore
svoje meno a oznacenie ulohy a ocislujte strany.

LPouzite dialekty Borland Pascal v. 7.0 a Borland C++ v. 3.1.



KATEGORIA P
P-I-1 (Jan Kdra)

Binarny strom je Struktiura tvorena jednotlivymi uzlami. Jeden z uzlov je vy-
znacny — hovorime mu koreni. Kazdy z uzlov bud nemé Ziadneho néslednika
(potom sa nazyva list), alebo mé prave dvoch néaslednikov (dalsie uzly stromu).
Hibkou uzla rozumieme jeho vzdialenost od korefia stromu. Uvedomte si, Ze
koreri moze byt i listom — potom je bindrny strom tvoreny jedinym vrcholom
hibky 0. Priklad binidrneho stromu si mozZete prezriet na nasledujicom obrazku:

uzly hibky 1
uzly hibky 2

uzly hibky 3

Aby sme mohli binarne stromy jednoducho popisovat, zavedieme si nasledu-
juce kédovanie: k-ty riadok kédovania (pre k = 0,1,2...) popisuje prave uzly
hibky k v poradi zlava doprava. Uzol binarneho stromu, ktory nie je listom, bu-
deme v nasom kédovani zobrazovat znakom U, listy budeme oznacovat znakom
L. Binarny strom z predchadzajiceho obrazku teda bude zakédovany ako:

U
uu
LULL
LL

Stutazna tloha:

Je dany pocet listov N (N < 10000) a ich hibky v binidrnom strome (neja-
kych N prirodzenych ¢isel). Napiste program, ktory zostavi binarny strom so
zadanymi hibkami listov a ten vypiSe v nasom kédovani. Ak vstupnym datam

vyhovuje viac binadrnych stromov, program vypise lubovolny jeden z nich. Pokial
vyhovujuci strom neexistuje, program o tom vypise spravu.

Format vstupu: Prvy riadok vstupného stiboru stromy.in obsahuje jediné ¢islo N
(pocet listov). Druhy riadok obsahuje N ¢isel — hlbky listov hladaného stromu.

Format vystupu: Vystupny subor stromy.out bude obsahovat kédovanie néj-
deného stromu vo vyssSie uvedenom formaéte, pripadne spravu ,Zodpovedajuci
strom neexistuje.“.

Priklad:
Vstup: Vystup:
stromy.in stromy.out
4 U
2313 UL

LU

LL



Vstup: Vystup:

stromy.in stromy.out

3 Zodpovedajuci strom neexistuje.
112

P-1-2 (Jan Kdra)

Na kralovstvo krala Mieromila III. zattocili nepriatelské vojska a podarilo sa im
obsadit niekolko miest. Kral teraz potrebuje dat svojmu generalovi prikaz k pro-
tittoku (bez prikazu predsa general nemoze bojovat). General vsak momentélne
prevadza inSpekciu vojsk v inom meste. Je preto treba vyslat posla, ktory pri-
kaz ¢o najrychlejsie doruci. Prikaz vSak v Ziadnom pripade nesmie padnit do
ruk nepriatela! Preto sa posol musi neustale drzat ¢o najdalej od nepriatelom
obsadenych miest. Vasou tlohou je navrhniatf pre posla ¢o najlepsiu trasu.
Stutazna tloha:

Program dostane na vstupe zadany pocet miest N (1 < N < 100). Jednotlivé
mesté budeme oznacovaf ¢islami 1... N. Dalej je na vstupe uvedeny pocet ciest
M (1 < M < 10000) a zoznam tychto ciest vediucich medzi mestami. Kazda
cesta je urcend dvojicou cisel miest, ktoré spaja. Cesty sa krizia len v mestach
a je mozné sa po nich dostat z Iubovolného mesta do Tubovolného (pripadne
cez iné mesta). Dalsi idaj K zadany na vstupe uréuje po¢et miest obsadenych
nepriatelom, nasleduje zoznam obsadenych miest. Nakoniec program dostane
¢islo mesta, odkial vyraza posol, a ¢islo mesta, kde sa zdrzuje general. Vas
program ma najst trasu, ktorej vzdialenost od miest obsadenych nepriatelom
je maximaéalna. Pokial existuje takych tras viac, program urc¢i Iubovolni najk-
rats$iu z nich. Vzdialenost miest A a B pocitame ako minimélny pocet ciest, po
ktorych musime prejst, aby sme sa dostali z mesta A do mesta B. Vzdialenost
trasy od mesta A je potom najmensia zo vzdialenosti mesta A od jednotlivych
miest leziacich na uvazovanej trase. Vzdialenostou trasy od obsadenych miest
rozumieme najmensiu zo vzdialenosti medzi trasou a niektorym z obsadenych
miest alebo nulu pokial niektoré mesto na trase samotnej je obsadené.

Format vstupu: Prvy riadok vstupného stiboru posol.in obsahuje ¢isla N (pocet
miest) a M (pocet ciest). Po iom nasleduje M riadkov, z ktorych kazdy obsahuje
popis jednej cesty. Cesta je popisana dvojicou c¢isel koncovych miest. Nasleduje
riadok s ¢islom K (pocet obsadenych miest) a za nim K riadkov s éislami ob-
sadenych miest. Posledny riadok vstupného stiboru obsahuje ¢islo mesta, odkial
vychadza posol, a ¢islo mesta, kde sa nachadza general.

Format vystupu: Vystupom programu v stibore posol.out su ¢isla miest na naj-
lepSej najdenej trase uvedené v poradi, v akom nimi mé posol prechadzat. Vsetky
¢isla miest st zapisané v jedinom riadku vystupného stiboru a st oddelené me-
dzerami.



Priklad:

Vstup: Vystup:
posol.in posol.out
10 12 19105
1
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P-1-3 (Daniel Krdl)

Skupina priatelov sa rozhodla, Ze v lete podnikni spolo¢ny vylet na bicykloch.
Vicsina zvolenej trasy vSak vedie prirodnou rezervaciou, a preto moézu nocovat
len v kempoch. Kempy, v ktorych na svojom vylete prespia, este nevybrali.
Celkové dlzka naplanovanej trasy je L (1 < L <£1000000000). Maximéalna
vzdialenost, ktori nasi priatelia mozu prejst za jeden den, je K, t.j. pocas dvoch
po sebe nasledujucich dnoch musia prespat v kempoch vzdialenych nanajvys
o K. Na naplanovanej trase sa nachadza celkom N kempov (0 < N < 10000);
1-ty kemp je vo vzdialenosti [; od zaciatku ich vyletu a cena za prespanie v nom
je ¢ (1 <¢; £20000). Cisla L, K, I; a ¢; st celé kladné; vSetky [; st navzajom
rozne a plati 0 < l; <lo < ... <lIy < L.
Vagou ulohou je rozhodnut, ¢ skupina moéze naplanovanu trasu prejst. Ak
mozno trasu prejst, potom urcte, v ktorych kempoch maja prespat, aby:
a) ich vylet trval ¢o najmensi pocet dni.
b) celkové cena za prespanie v kempoch bola ¢o najmensia.
Ulohy a) a b) rieste zvlast; v pripade, Ze jednu z tychto tloh neviete vyriesit,
rieste len druhu z nich.
Format vstupu: Vstupny subor sa nazyva vylet.in. V prvom riadku su c¢isla L,
K a N oddelené medzerou. Na dalsich N riadkoch nasleduja dvojice ¢isel [; a ¢;
oddelenych medzerou, postupne pre : =1 az ¢ = N.
Format vystupu: Vystupny stbor sa nazyva vylet-a.out pre tlohu a) a vylet-
b.out pre tlohu b). Ak vylet nemozno uskuto¢nit tak, aby nasi priatelia nikdy
nepresli za den vzdialenost vicsiu ako K, vystupny stbor obsahuje jediny riadok
s vetou ,Trasu nemozno prejst.“. V opacnom pripade prvy riadok obsahuje
dve ¢isla — M a C. Prvé z nich M (0 < M) je poc¢et kempov, v ktorych skupina
prespi, druhé z nich C je cena, ktort za prespanie v tychto kempoch zaplati.



Druhy riadok stiboru obsahuje M medzerou oddelenych c¢isel kempov, v ktorych
nasi priatelia buda nocovat. Kempy su ¢islované od jednotky. Pokial je M =
0, nemusi byt druhy riadok vobec uvedeny. V pripade, Zze existuje viac rieSeni
spliiajicich podmienku a) alebo b), program méa vypisat lubovolné jedno z nich.

Priklad:

Vstup: Vystup:

vylet.in vylet-a.out

25 59 4 32

4 2 2468

58 vylet-b.out

§ 2 5 16

108 13578

12 2

15 8

16 2

20 8

24 2

Vstup: Vystup:

vylet.in vylet-a.out, vylet-b.out
15 10 2 Trasu nemoZno prejst.

2 11

4 12

Vstup: Vystup:

vylet.in vylet-a.out, vylet-b.out
8 10 1 00

7 11

P-1-4 (Martin Mares)

Najprv niekolko de nicii: DlaZdice st rovnako velké Stvorce s ofarbenymi hra-
nami. Konkrétnemu priradeniu farieb hrandm dlazdice budeme hovorit typ dlaz-

dice a budeme ho zapisovat ako usporiadanu stvoricu (I, p, h, d) udavajicu farbu

v poradi lavej, pravej, hornej a dolnej hrany. Aby sme si ulah¢ili pracu, budeme

farby oznacovat roznymi symbolmi — pismenami, ¢islami a podobne. Dlazdica

typu (1,2, 3,4) bude teda vyzerat nasledovne:

3
1 2
4

Priestor, ktory budeme dlazdit (budeme mu hovorit stena), ma tvar obdlznika
o velkosti m x n (m aj n st prirodzené &isla; jednotkou dlzky nech je dlzka hrany
dlazdice). Strany obdlznika st rozdelené na tiseky jednotkovej dlzky a kazdému
useku je opit priradend farba. Nasim cielom je vydldzdit stenu dlazdicami tak,
aby v kazdom z m - n jednotkovych Stvorcov steny bola umiestend prave jedna
dlazdica, susedné dlazdice se dotykali vzdy hranami tej istej farby a rovnako



krajné dlazdice priliehali k okraju steny vzdy hranou takej farby, akii ma aj
prislusny tsek okraja steny. Dlazdice nie je povolené otacat.

Priklad:
stena s ofarbenim stran spravne vydlazdenie chybné vydlazdenie
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 3 3 3
1 1 1|1 2(2 212 111 1|1 2(1 21 2|1
4 2 1 4 4 4
4 2 1 3 3 3
9 9 212 414 1|1 212 2|1 21 21 212
1 1 1 4 4 4
1 1 1
1 1 1

Pomocou dlazdenia mézeme Tahko riesit dlohy, ktorych vysledkom je odpo-
ved ANO alebo NIE: zostavime vhodnt mnozinu typov dlazdic (t4 je pre dany
problém pevna — nezavisi na vstupe), vezmeme vhodne velk stenu, jej horny
okraj ofarbime podla vstupu nasho problému, ostatné okraje ponechame jedno-
farebné a budeme sa pytat, ¢i je tto stenu mozné vydlazdit alebo nie. Pritom
chceme, aby tento vysledok bol zhodny s rieSenim nasej ulohy.

Aby sme sa nemuseli zaoberat tym, ako presne velku stenu méame zvolit
pre ten ¢i onen vstup ulohy, budeme Sirku steny volit vzdy rovnaku, ako je
dlzka vstupu (horny okraj teda bude cely zaplneny vstupom), zatial ¢o vysku
steny pouzijeme najmensiu, pre ktora existuje vydlazdenie s pouzitim nasej sady
dlazdic.

Ked tento sposob pocitania porovname s klasickym programovanim, zistime,
ze zvolena sada dlazdic tvori v nasom modeli nieco podobné programu a po-
trebna vyska steny vzdialene odpoveda dobe behu vypoctu — budeme sa preto
snazit, aby v nasich rieseniach bola ¢o najmensia.

Formalne povedané, dlaZdicovy program je usporiadana stvorica

D = (T7 lO,pO, d0)7

kde T je kone¢nd mnozina typov dlazdic {(l1,p1,hi1,d1),. .., (k, Pk, hi, dk)}a lo,
po a do su okrajové farby. Rozhodovacou ulohou P(x) rozumieme tlohu zistit, ¢i
vstup x (kone¢nd postupnost symbolov, resp. farieb z vopred uréenej konecénej
mnoziny) mé pozadovanu vlastnost P. Hovorime, ze dlazdicovy program riesi
rozhodovaciu ulohu P(x), ak plati, ze P(x) = ANO prave vtedy, ked existuje
v > 0 také, Ze je mozné vydlazdit dlazdicami typov obsiahnutych v mnozine
T stenu velkosti |z| X v s hornou hranou ofarbenou vstupom z a lavou, pravou
a dolnou hranou ofarbenou postupne farbami lg, po a do. Z kazdého typu je
mozné pouzit fTubovolne mnoho dlazdic. ZloZitostou programu D pre dany vstup
x nazveme najmensSie v, pre aké to je mozné; pokial také v neexistuje, a teda
P(x) = NIE, de nujeme zlozitost ako nulovi. Zlozitost programu je funkcia dizky
vstupu n, ktorej hodnota udava maximum zo zlozitosti programov pre jednotlivé
vstupy tejto dizky.

Priklad:
Skusme teraz skonstruovat dlazdicovy program, ktory bude overovat, ¢i je
dané postupnost tvorena prirodzenymi ¢islami z1, ..., 2z, (0 < z; < 9) neklesa-



juca. Pouzijeme dlazdice nasledujtcich typov:

X X
T=<|i Xz|,|i o
[ ] [ ]

lavy okraj ofarbime farbou 0, pravy o, dolny farbou e a tvrdime, Ze tento program
riesi dand tlohu so zlozitostou O(1). To je vSak treba dokéazat.

PredovSetkym si overime, Ze kazda stena, ktort je mozné vydlazdit dlazdi-
cami typov z mnoziny 7, ma jednotkova vysku. To jasne vyplyva z toho, ze
spodna hrana kazdej dlazdice ma farbu e, ktora sa nevyskytuje na ziadnej hor-
nej hrane. Z toho istého dévodu sa dlazdice majiice na svojej pravej hrane farbu
o musia vyskytovat tesne pri pravom okraji steny a nikde inde. Kazdé korektné
dlazdenie preto musi vyzerat takto:

O§i§x§9},

Z1 T2 Z3 Ln
T T2 x3 In
00 T | T T3 Tp—1
[ J [} [} [}
[ J [ ] [ J [}
¢o je vSak mozné prave vtedy, ked 0 < z1 < zo < ... < xp_1 < Tn, teda ked

postupnost na vstupe je neklesajuca.
Stutazné tulohy:
a) Zostrojte dlazdicovy program, ktory o danej postupnosti nil a jednotiek
zisti, ¢i je dvojkovym zapisom nejakého prirodzeného ¢isla delitelného piatimi.
b) Zostrojte dlazdicovy program, ktory o danej postupnosti prirodzenych
¢isel z1,...,2, (0 < x; < 9) rozhodne, ¢i je nekonStantna (t.j. vydlazdenie
existuje prave vtedy, ked existuju indexy i, j také, ze x; # x;).
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