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Tento pracovny material nie je uréeny priamo ziakom strednych
§kol — uéastnikom olympiady. Ma pomoct ucéitefom na Skolach pri priprave
konzultacii a pracovnych seminarov pre riesitelov sitaze, ¢lenom oblastnych vy-
borov MO sluzi ako podklad pre opravovanie tiloh doméaceho kola MO kategd-
rie P. Ziakom je mozné tieto komentare poskytnut az po termine stanovenom pre
odovzdanie rieSeni tilloh doméaceho kola MO kategérie P ako informéaciu, ako bolo
mozné ulohy spravne rie§it, a pre ich odborni pripravu na ucast v oblastnom
kole sutaze.

P-I-1 (Jan Kara)

Je jasné, ze za kazdé dva uzly hibky K, K > 0 musi existovat jeden uzol hibky
K — 1, ktory nie je listom — kazdé dva uzly musime pod nejaky uzol ,zavesit®.
Pretoze naviac pod kazdy uzol mdzeme zavesit iba ziadny alebo dva uzly, musi
byt poéet uzlov hibky K parny. Vyssie uvedené pozorovania nam uz davaji
néavod na zostrojenie algoritmu. Pre kazda hibku si budeme pamiitat pocet listov
a pocet ostatnych uzlov. Budeme postupovat od uzlov s najvicsou hibkou. Pre
kazda hibku K, K > 0 skontrolujeme, ¢ je poéet uzlov v nej parny. Ak nie
je, strom neexistuje. Ak je pocCet uzlov parny, za kazdé dva uzly umiestnené
v strome v danej hibke pridame do predchéadzajicej hibky jeden uzol. Ked sa
takto dostaneme az k uzlom hibky 0, staci overit, ¢ v této hibke lezi prave jeden
uzol, ako sa vyzaduje v de nicii bindrneho stromu. Ak nie je, strom neexistuje.
To plynie z toho, ze ak neexistuje uzol hibky 0, nebol zadany ziadny list, a teda
strom nemoze mat ziadne uzly. To je ale v spore s poziadavkou, ze kazdy strom
musi mat aspori koreni. Ak je uzlov hibky 0 naopak viac, strom neexistuje, pretoze
vSetky uzly, ktoré sme pridavali, boly vynatené a kazdy strom s danymi poc¢ami
listov teda musi mat v jednotlivych hibkach aspoii tolko uzlov ako nas strom. Ak
existuje prave jeden uzol hibky 0, jednoducho uZ zo spoéitanych poétov listov
a ostatnych uzlov v jednotlivych hibkach vytvorime pozadovany zapis stromu.
Jednoducho vypiseme tolko L, kolko je pocet listov danej hibky, a tolko U, kolko
je pocet ostatnych uzlov danej hibky. Algoritmus mé ¢asovi i pamétovi zloZitost
O(N). Program je priamou implementéciou algoritmu.

program STROMY;
const
MAXV = 10000;
var
Vrcholu : Array[0..MAXV, 1..2] of Word; {Pol&ty listov a nelistov
jednotlivych hibok}
V : Word; {Poéet listov}
Existuje : Boolean; {M6ze zadany strom existovat?}



procedure Vstup;
{Nagita vstup zo siboru}

var
Inp : Text;
i, H : Word;
begin
Assign(Inp, ’stromy.in’);
Reset (Inp);

ReadLn(Inp, V);

for i := 1 to V do begin
Vrcholuli,1] := 0;
Vrcholuli,?2] 0;

end;

for i := 1 to V do begin
Read(Inp, H);
if H >= V then begin

Existuje := False;
break;
end;
Inc(VrcholulH,1]);
end;
Close(Inp);
end;

procedure Vypis(Existuje : Boolean);
{Vypise najdenj strom alebo spravu, Ze neexistuje}
var
Out : Text;
i,j : Word;
begin
Assign(Out, ’stromy.out’);
Rewrite(Out);
if Existuje then
for i := 0 to V-1 do begin
for j := 1 to Vrcholuli,2] do
Write(Out, °U’);
for j := 1 to Vrcholuli,1] do
Write(Out, ’L’);
WriteLn(Out);
end
else
WriteLn(Out, ’Zodpovedajuci strom neexistuje.’);
Close(Out);
end;

function NajdiStrom : Boolean;
{Pokiisi se najst strom s danymi hlbkami listov}
var

i : Word;
begin

{Prejdeme vietky moZné hlbky listov}

for i := V-1 downto O do begin

{Je pocet vrcholov na nejakej Grovni neparny?}



if (Vrcholu[i+1,1] + Vrcholu[i+1,2]) mod 2 = 1 then begin

Existuje := False; {Uroveti nad nami neméze byt korektna ...}
break;

end;

{Pod kaZzdyjm vrcholom visia vzdy prave dva vrcholy}

Vrcholuli,2] := (Vrcholuli+1,1] + Vrcholul[i+1,2]) div 2;

end;
{Je na prvej turovni viac neZ jeden vrchol?}
if Existuje and (Vrcholu[0,1] + Vrcholu[0,2] > 1) then

Existuje := False;
end;
begin
Existuje := True;
Vstup;
if Existuje then
NajdiStrom;
Vypis(Existuje);
end.
P-1-2 (Jan Kdra)

Algoritmus riesiaci tato tlohu sa da rozdelit do troch faz. V prvej faze sa pre
kazdé mesto spocita, aka je jeho vzdialenost od nepriatelom obsadenych miest
(v zmysle de nicie uvedenej v zadani). V druhej faze sa zisti, akil maximalnu
vzdialenost od nepriatelskych miest dokdzeme udrzat pri ceste z pociato¢ného
do cielového mesta. V tretej faze potom nédjdeme najkratSiu z tras veducich
z pociato¢ného do cielového mesta, ktoré udrzuja spocitani vzdialenost.

Prva faza: Vzdialenost od obsadenych miest budeme hladat pomocou prehla-
dévania do Sirky. Pre kazdé mesto si budeme udrzovat informéciu, ¢i sme v nom
uz boli (na pociatku bude nastavené prave u vsetkych obsadenych miest) a jeho
vzdialenost od nepriatela. Pre mesta obsadené nepriatelom bude tato vzdiale-
nost rovna 0. Dalej si budeme udrzovat rad (frontu) miest na spracovanie, do
ktorého na zaciatku ulozime vSetky nepriatelské mesta. V kazdom kroku vy-
poctu vzdy vezmeme jedno mesto z radu a u vsSetkych jeho susedov, v ktorych
sme doteraz neboli, nastavime vzdialenost o jedna vicSiu, nez je vzdialenost
vybraného mesta. U vSetkych tychto susedov tiez oznacime, Ze sme v nich uz
boli, a priddme ich na koniec radu. Prva faza vypoctu konci, ked sa vyprazdni
rad. Vtedy sme presli vSetky mesta a uréili sme vzdialenost kazdého z nich od
nepriatela.

Druhé faza: V tejto faze si budeme udrzovat radov hned niekolko, pre kazdu
vzdialenost od nepriatelskych miest jeden. Dalej si pre kazdé mesto budeme za-
znamenavat, ¢i sme v niom uz boli. Tiez si budeme paméitat doposial najvicsiu
najdena vzdialenost, ktori dokazeme udrzat od nepriatela. Na zaciatku nasta-
vime udrzatelni vzdialenost od nepriatela na hodnotu vzdialenosti kralovského
mesta od nepriatela a toto mesto vlozime do radu pre prislusna vzdialenost. Pre
toto mesto takisto nastavime, Ze sme v nom uz boli. Vypocet prebieha tak, ze
postupne vyberame mestéa z radu pre aktualnu udrzatelnt vzdialenost, dokym
sa tento rad nevyprazdni. Ked sa rad vyprazdni, znizime udrzatelnt vzdialenost



o jedna a opit zacneme vyberat mesta z prislusného radu. Vzdy, ked vezmeme
nejaké mesto z radu, prejdeme vsetkych jeho susedov, u doteraz nenavstivenych
z nich nastavime priznak, ze uz sme ich navstivili, a priddme ich do radu —
ak je vzdialenost takéhoto mesta od nepriatelskych miest vic¢sia ako aktudlna
udrzatelna vzdialenost, priddme vrchol do radu zodpovedajiceho aktuélnej udr-
zatelnej vzdialenosti, inak mesto priddame do radu zodpovedajiceho jeho vzdia-
lenosti od nepriatelskych miest. Druhé faza kon¢i hned ako vyberieme z radu
cielové mesto. Aktudalna udrzatelnd vzdialenost je potom vyslednou udrzatelnou
vzdialenostou.

Tretia faza: Tato faza predstavuje opit prosté prehladévanie do Sirky. Pre
kazdé mesto si paméitame, ¢i sme v nom uz boli, a ak &no, zaznamename si to
mesto, z ktorého sme do neho prisli. Opit pouzivame rad na doteraz nespra-
cované mesta. Na zaciatku vlozime do radu cielové mesto. U neho nastavime,
Zze sme v nom uz boli, a ako jeho predchodcu nastavime jeho samé. V kazdom
kroku vypoc¢tu potom vezmeme jedno mesto z radu a prejdeme vsetkych jeho
susedov. Kazdého suseda, ktorého sme doteraz nenavstivili a ktorého vzdiale-
nost od nepriatelskych miest je vicsia alebo rovna vyslednej udrzatelnej vzdia-
lenosti, oznac¢ime ako navstiveného a pridame ho na koniec radu. Tiez u neho
ako mesto, z ktorého sme prisli, nastavime prave vybrané mesto. Prehladavanie
konéi vo chvili, ked je z radu vybrané pociatoéné (kralovské) mesto. Potom uz
len prejdeme cestu z pociatocného do cielového mesta (to je velmi jednoduché
vdaka odkazom na mestd, odkial sme do nich pri prehledavani prisli) a cestu
vypiSeme.

Algoritmus ma casovu zlozitost O(M + N), kde M je pocet ciest a N je pocet
miest.

Spravnost algoritmu budeme ukazovat opidt po fazach. To, Ze algoritmus
spocita spravne vzdialenosti od nepriatelskych miest v prvej faze, plynie z na-
sledujiaceho: Na pociatku maja v8etky vrcholy so vzdialenostou nula tato vzdiae-
nost priradent. V okamihu, ked st spracované vsetky vrcholy vzdialenosti nula,
presli sme vSetkych ich susedov, priradili sme im vzdialenost jedna a zaradili
ich do radu. PretozZe iné vrcholy vzdialenost jedna mat nemozu, je vzdialenost
jedna priradena prave vSetkym spravnym vrcholom. Tuto tvahu ide jednodu-
cho zovseobecnit pre Tubovolni vzdialenost D. Prehladdvanie teda skutocne urci
vzdialenosti od nepriatelskych miest spravne.

V druhej faze sa spravne spocita maximalna udrzatelnd vzdialenost od obsa-
denych miest. Sledujeme v nej totiz sibezne vsetky mozné trasy vedice z pocia-
toéného mesta tak dlho, kym dokazeme udrzat vzdialenost pociatoéného mesta
(vysledna vzdialenost od nepriatela zrejme nemoze byt vicsia nez vzdialenost
pociatoéného mesta). Ked uz neexistuje mesto s dostatocne velkou vzdialenos-
tou, do ktorého by sme mohli ist, znizime udrzateln( vzdialenost o jedna. Vsetky
vrcholy so vzdialenostou o jedna nizSou, do ktorych ss dokazeme dostat cez vr-
choly s doterajSou udrzatelnou vzdialenostou, mame uz pripravené v prislusnom
rade a zacneme teda prehladévat z nich. Pretoze udrzatelni vzdialenost znizu-
jeme az ked sme sa uz dostali vSsade, kam to bolo mozné, jej vysledna hodnota
bude zrejme najvyssia mozna.

To, ze v tretej faze ndjdeme najkratsiu trasu s danou vzdialenostou, je zrejmé.



Robime totiz jednoduché prehladavanie do Sirky s tym, Ze ignorujeme mesta

s prili§ malou vzdialenostou od nepriatela. Najdeme teda urcite trasu s dostatoc-

nou vzdialenostou od nepriatela. Skuto¢nost, Ze to bude trasa najkratsia mozna,

plynie z vlastnosti prehladavania do Sirky uvedenych v prvej ¢asti dokazu.
Program je priamou implementaciou uvedeného algoritmu.

program POSOL;

const
MAXV = 100;
type
MestT = record
Byl : Boolean;
HC : Byte;
H : Array[1..MAXV] of Byte;
NepritelD : Byte;
end;
MestP = Array[1..MAXV] of Byte;
var
VC : Byte;
V : Array[1..MAXV] of MestT;
NVC : Byte;
NV : MestP;
Start, Cil : Byte;

procedure Nacti;
var

Inp : Text;

i : Word;

M : Word;

A, B : Byte;
begin

Assign(Inp, ’posel.in’);

Reset (Inp) ;

Read(Inp, VC);

for i := 1 to VC do
V[i] .HC := 0;

ReadLn(Inp, M);

for i :=
ReadLn(Inp, A, B)
{Pridame cestu k
Inc(V[A].HC);
V[A] .H[V[A] .HC]
Inc(V[B].HC);
V[B].H[V[B].HC]

end;

{Naditame obsadené

ReadLn(Inp, NVC);

for i := 1 to NVC d
Read(Inp, NV[il);

.
b

1 to M do begin

{Maximdlny pocet miest}

{Nav&tivili sme uZ pri poslednom
prehledavani toto mesto}

{Polet ciest z daného mesta}

{Susedia daného mesta}
{Vzdialenost od mesta obsadeného nepriatelom}

{Typ pre pole s &islami miest}

{Po&et miest}

{Jednotlivé mesta}

{Polet miest obsadenjch nepriatelom}
{Cisla miest obsadenjch nepriatelom}
{Po&iatoéné a cielové mestol}

{Pocet vSetkjch existujicich ciest}
{Po¢iatoéné a koncové mesto cesty}

obom mestam}

B;

A;

mesta}

o}

{Na¢ita pociatoéné a cielové mesto}

Read(Inp, Start);
ReadLn(Inp, Cil);



Close(Inp);
end;

procedure NeprVzdal;

{Spo&ita vzdialenost jednotlivjch miest od nepriateIskjch}
var

S, N : Byte; {Prvé a posledné mesto v rade}
F : Array[1..MAXV] of Byte; {Rad miest}
A : Byte; {Aktudlne mesto}
I : Byte;
begin

{Inicializujeme hodnoty Byl}
for i := 1 to VC do begin
V[i] .Byl := False;
V[i] .NepritelD := VC;

end;
N := 0;
S :=1;

{Naplnime rad nepriatelskjymi mestami}
for i := 1 to NVC do begin
Inc(N);
F[N] := NV[il;
VINV[il].Byl := True;
VINV[i]] .NepritelD := O0;
end;
{Kym je nie&o v rade}
while N >= S do begin
A := F[S];
Inc(S);
for i := 1 to V[A].HC do begin
if not V[V[A].H[i]].Byl then begin
{Nastavime vzdialenost od nepriatela}
VIV[A] .H[i]l].Byl := True;
VIV[A] .H[i]] .NepritelD := V[A] .NepritelD + 1;
{Pridéme mesto do radu}
Inc(N);
F[N] := V[A].H[i];
end;
end;
end;
end;

function ZjistiMinVzdal : Byte;

{Zisti, akou vzdialenost si dokadZeme udrzat od nepriatela}

var
S : Array[1..MAXV] of Byte; {Zaciatky jednotlivjch radov}
N : Array[1..MAXV] of Byte; {Posledné mestd v jednotlivjch radoch}
F : Array[1..MAXV, 1..MAXV] of Byte; {Rady}

A : Byte; {Aktualne mesto}
ActD : Byte; {Aktualna vzdialenost od nepriatela}
I : Byte;
begin
for i := 1 to VC do begin
S[i] := 1;



N[i] := 0;
V[i] .Byl := False;
end;
{UloZime do radu pociato&né mesto}
Inc(N[V[Start] .NepritelD]);
F[V[Start] .NepritelD,N[V[Start] .NepritelD]] := Start;
V[Start] .Byl := True;
{Prejdeme vsetky moZné vzdiaenosti}
for ActD := V[Start].NepritelD downto O do begin
{Kym je vo fronte nie¢o na spracovanie}
while S[ActD] <= N[ActD] do begin
A := F[ActD,S[ActD]];

if A = Cil then begin {Na&1li sme cestu aZ do cielového mesta?}
ZjistiMinVzdal := ActD;
break;

end;

Inc(S[ActD]);
for i := 1 to V[A].HC do begin
if not V[V[A].H[i]].Byl then begin {ESte sme v tomto meste neboli?}
VIV[A].H[i]].Byl := True;
if V[V[A].H[i]].NepritelD >= ActD then begin
{M6zeme do neho vojst teraz?}
{Pridame mesto do radu}
Inc(N[ActD]);
F[ActD,N[ActD]] := V[A].H[i];
end
else begin {Do mesta teraz vstupit nemdZeme}
{Pridame ho do prisluZného radu do budicna}
Inc(N[V[V[A].H[i]].NepritelD]);
F[V[V[A].H[i]] .NepritelD,N[V[V[A].H[i]].NepritelD]] := V[A].H[il;
end;
end;
end;
end;
if A = Cil then
break;
end;
end;

procedure VypisCestu(Prev : MestP);
{VypiSe najdeni trasu}
var
A : Byte; {Aktudlne mesto}
Out : Text;
begin
Assign(Out, ’posel.out’);
Rewrite(Out);
{Prejdeme celud najdenu trasu}
A := Start;
while A <> Cil do begin
Write(Out, A, > °);
A := Prev[A];
end;
WriteLn(Out, A);



Close(Out);
end;

procedure NajdiCestu(D : Byte);
{Nadjde najkrat8iu trasu cez mestd vzdialenosti aspoii D}

var
S, N : Byte; {Za&iatok a koniec radu}
F : Array[1..MAXV] of Byte; {Rad na mest&}
Prev : MestP; {Mesta, odkial sme prisli}
A : Byte; {Aktualne mesto}
i : Byte;

begin

for i := 1 to VC do
V[i] .Byl := False;
{Zaradime po&iato&né mesto do radu}

S :=1;
N :=1;
F[N] := Cil;

V[Cil] .Byl := True;
Prev[Cil] := Cil;
while S <= N do begin
{Vyberieme mesto z radu}
A := F[S];
if A = Start then
break;
Inc(S);
for i := 1 to V[A].HC do {Prejdeme vitky cesty z mesta}
{ESte sme v danom meste neboli a je dost daleko od nepriatelov?}
if (not VIV[A].H[il].Byl) and (V[V[A].H[i]].NepritelD >= D) then begin
{Zaradime mesto do radu}
VIV[A] .H[i]].Byl := True;
Inc(N);
FIN] := V[A].H[i];
Prev[V[A].H[i]] := A; {Poznamename, odkial sme prisli}

end;
end;
VypisCestu(Prev) ; {VypiSeme ndjdend cestu}
end;
begin
Nacti; {Na&ita vstup}
NeprVzdal; {Spo&ita vzdialenosti od nepriatela}

{Zisti, akd vzdialenost dokdZeme mat od nepratela a ndjdeme najkratfiu cestu}
NajdiCestu(ZjistiMinVzdal) ;
end.

P-1-3 (Daniel Kral)

RieSenie ulohy rozdelime na niekolko ¢asti — najprv sformulujeme nutné a po-
stacujuce podmienky pre to, aby skupina mohla prejst trasu podla podmienok
v zadani tlohy, potom vyrieSime tlohu a) a nakoniec nijdeme riesenie tlohy b).



Planovanou trasou sa d&a prejst prave vtedy, ked tato trasa nie je dlhsia
ako vzdialenost, ktoru skupina prejde za den, t.j. L < K, alebo ked st splnené
zaroven vsetky styri nasledujiice podmienky:

1. Na trase je aspon jeden kemp.

2. Vzdialenost prvého kempu od zaciatku trasy je najviac K, tj. [1 < K.

3. Vzdialenost Iubovolnych dvoch po sebe nasledujicich kempov nie je vicsia
nez K, tj. li+1 —l; < Kprol<:< N —1.

4. Vzdialenost posledného kempu od konca trasy je najviac K, tj. L —Iy < K.

Nutnost vSech uvedenych podmienok je zrejma; pokial sa tieto podmienky spl-
nené, potom plan cesty, v ktorom skupina bude cestovat N + 1 dni a -ty den
prespi v i-tom kempe, spliia podmienky zo zadania tlohy.

Teraz vyriesime dlohu a). Na chvilu si predstavme, ze sme kazdému kempu
priradili ¢islo d;, ktoré udava, kolky den najskor mozeme do tohoto kempu prijst.
Cislo d; pridenené kempu ¢ zrejme splituje jednu z nasledujicich dvoch podmie-
nok:

1. Budjed; =1 al; < K — do kempu sa da prijst hned prvy den.

2. Existuje j < i také, ze [; — l; < K a d;j = d; — 1 (do i-teho kempu prijdeme
tak, ze den pred tym prespime v j-tom kempe), ale neexistuje j < i také,
zeli —1l; < K adj <d; —1 (inak by bolo mozné do j-tého kempu prijst uz
skor).

Podla tychto podmienok by bolo mozné spocitat vsetky d; v ¢ase O(N), nas
program vsak d; po¢itat nebude. Plan cesty spliiajici podmienku a) by mohol
vyzerat napriklad tak, Ze h-ty den skupina prespi v i-tom kempe, pokial d; = h
a d;+1 = h + 1; skupina naviac prespi v . N-tom kempe, pokial plan cesty bez
tohto kempu nesplia podmienku obmedzujicu maximéalnu vzdialenost, ktort
je mozné prejst za jeden dern. Budeme priamo vytvarat takyto plan cesty — ak
doposial vytvoreny plan cesty konc¢i kempom vo vzdialenosti [ od zaciatku vyletu
a L —1 > K (nedé sa bez prespania prijst na koniec trasy), potom dalsi den
skupina prespi v i-tom kempe, pokial [; — | < K a i je maximélne s touto
vlastnostou. Vytvorif program pracujici podla prave popisaného postupu je
trividlne; ¢asova zlozitost algoritmu je O(IV).

Dalej vyrieSsime tlohu b). Kazdému kempu priradime ¢islo e;, ktoré urcuje,
kolko by cyklisti museli zaplatit za prespanie na ceste z i-teho kempu na koniec
vyletu (vratane poplatku za prespanie v i-tom kempe). Cisla e; na$ algoritmus
spocita postupne pre ¢ = N az ¢ = 1; okrem tychto cisel si pre kazdy kemp
ulozime informaéciu, do ktorého néasledujiceho kempu sa z neho mame vybrat,
aby sme za noclah zaplatili optimalnu cenu e;. Cisla e; sa dajua spocitat podla
nasledujiuceho predpisu:

1. Ak L — [; < K, potom e; = ¢;; z i-tého sa kempu d& prijst na koniec trasy
behom jedného dna.

2. Ak L —l; > K, potom e¢; = min;(ci + ej) = ¢; + minje;, kde minimum sa
pocita cez vsetky j > 1 také, ze [; —I; < K; to 7, kde sa nadobtida minimum,
ur¢uje poradie kempu, v ktorom prespime ten den, ked vyjdeme z i-teho
kempu.



Prvy den, ak L > K, prespime v kempe s ¢islom ¢ s minimalnym e;, pre
ktory plati [; < K. Ako bude algoritmus pracovat je teraz uz jasné. Zostava este
urcit, ako rychlo sa da najst j, ktoré minimalizuje vztah v druhom bode.

Na rychle najdenie indexu j pouzijeme datovu Struktiru, ktora sa nazyva
halda. Halda je datovéa struktira, ktora umoznuje v konstantnom case urcit naj-
mensi z prvkov v nej; prvok do haldy pridat alebo vybrat najmensi prvok dokaze
v Case logaritmickom od poctu prvkov obsiahnutych v halde. V halde si budeme
udrzovat d¢isla kempov zotriedené podla hodnot e;; na zaciatku budeme mat
v halde naviac koniec trasy, ktorého hodnotu budeme povazovat za rovna nule
(bude najmensim prvkom haldy). Najdenie vhodného j bude probiehat nasle-
dovne: Zistime, ¢i najmensi prvok haldy je od i-teho kempu vzdialeny najviac o
K — ak ano, nasli sme prislusné j, v opacnom pripade z haldy odstranime tento
prvok a cely postup zopakujeme. Potom do haldy priradime i-ty kemp. Za pred-
pokladu logaritmického casu pridania prvku do haldy a vybratia najmensieho
prvku z haldy je celkova doba behu algoritmu O(N log N).

Haldu budeme reprezentovat v poli. Ak bude v halde n prvkov, potom jej
prvky budu ulozené v poli na poziciach s ¢islami 0 az n—1. Pre prvok x s indexom
k budeme prvky na pozicidch 2k + 1 a 2k + 2 nazyvat synmi prvku = a prvok
x budeme nazyvat otcom tychto prvkov. VSimnite si, ze kazdy prvok okrem
prvku na pozicii 0, mé prave jedného otca. Pri praci s haldou budeme dodrzovat
v halde je preto prvok na nultej pozicii; zistenie najmensieho prvku haldy sa
dé teda spravit v konStantnom case. Pridanie prvku do haldy bude prebiehat
nasledovne: Ak je v halde n prvkov, potom novy prvok umiestime na poziciu
opakujeme tak dlho, pokial novy prvok nie je nultym prvkom alebo jeho otec
nie je mensi nez on. V kazdom kroku sa index nového prvku v poli zmensi aspon
na polovicu a teda sa po logaritmicky vela krokoch zastavime. Odobranie prvku
z haldy bude probiehat podobne: Ak je v halde n prvkov, potom najmensi prvok
haldy nahradime prvkem z (n — 1)-tej pozicie; tento prvok porovname s oboma
jeho synmi a pripadne ho vymenime s mensim z oboch jeho synov. Skoncime,
ak je tento prvok mensi nez obaja jeho synovia. Pretoze sa v kazdom kroku
posunieme na prvok s aspon dvojnasobnym indexom, odobranie najmensieho
prvku z haldy bude trvat ¢as logaritmicky od poc¢tu prvkov v nej.

program vylet;
const MAXN=10000;

var 1: array[1..MAXN] of word; { vzdialenosti kempov }
c: array[1..MAXN] of word; { ceny za noclah }
delka: word; { celkova dlzka vyletu }
K: word; { maximdlna vzdalenostost denne }
N: word; { po&et kempov }
f: text;

function ma_reseni:boolean;
var i: word;
begin
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if (delka<=K) then
ma_reseni:=true
else
begin
ma_reseni:=false;
if (1[1]>K) then exit;
for i:=1 to N-1 do if (1[i+1]-1[i]>K) then exit;
if (delka-1[N]>K) then exit;
ma_reseni:=true;
end
end;

procedure vyres_a;
var opt: array[l..MAXN] of word; { optimdlne rieSenie }
optpocet: word; { pocet kempov v poli opt }
optcena: word; { cena za prespanie v kempoch podla pola opt }
vzdalenost: word; { vzdialenost posledného kempu v poli opt }
i: word;
begin
vzdalenost:=0;
optpocet:=0;
optcena:=0;
i:=1;
while (i<N) do
begin
if (1[i+1]-vzdalenost>K) then
begin
inc(optpocet) ;
opt [optpocet] :=i;
inc(optcena,c[i]);
vzdalenost:=1[i];
end;
inc (i)
end;
if (delka-vzdalenost>K) then
begin
inc(optpocet) ;
opt [optpocet] :=1;
inc(optcena,c[il);
end;
assign(f,’VYLET-A.OUT’);
rewrite(f);
writeln(f,optpocet,’ ’,optcena);
for i:=1 to optpocet do writeln(f,optl[i]);
close(f)
end;

procedure vyres_b;
var halda: array[0..MAXN] of word; { pomocna halda }
vhalde: word; { velkost pomocnej haldy }
optcena: array[0..MAXN] of word; { minimalna cena cesty
z daného kempu do konca trasy }
nasledujici: array[O..MAXN] of word; { nasledujici kemp na opt. trase }

{ Oznacenie: 1 az N - kempy, O - konec trasy }
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function cena(p:word):word; { vracia opt. cenu cesty z kempu p do konce trasy }
begin
if p=0 then
cena:=0
else
cena:=optcena[p]
end;
function vzdalenost(p:word):word; { vracia vzdialenost kempu p }
begin
if p=0 then
vzdalenost:=delka
else
vzdalenost:=1[p]
end;
procedure vyjmi; { vyberie najmen8i prvok z haldy }
var i, j, k: word;

begin
dec(vhalde);
halda[0] :=halda[vhalde];
i:=0;

while (((i shl 1)+1<vhalde) and (cena(halda[i])>cena(haldal(i shl 1)+1]))) or
(((i shl 1)+2<vhalde) and (cena(haldali])>cena(haldal[(i shl 1)+2]))) do
begin
j:=i; { vybereme vé&tev, do které pljdeme }
if (((i shl 1)+1<vhalde) and (cena(halda[j])>cena(halda[(i shl 1)+1]))) then
j:=(1i shl 1)+1;
if (((i shl 1)+2<vhalde) and (cena(haldal[j])>cena(haldal[(i shl 1)+2]))) then
j:=(i shl 1)+2;

{ ... a vymenime prvky }
k:=halda[i]; halda[i]:=halda[j]; haldal[j]:=k
end

end;
procedure pridej(p:word); { pridd kemp p do haldy }
var i, j, k: word;
begin
i:=vhalde; haldal[i] :=p; inc(vhalde);
while (i>0) and (cena(halda[i])<cena(halda[(i-1) shr 1])) do
begin
j:=(i-1) shr 1;
k:=halda[j]l; haldal[j]:=haldal[i]; haldal[i]:=k;
i:=]
end
end;
var i,j: word;
begin
vhalde:=1;
halda[0] :=0;
for i:=n downto 1 do
begin
while (vzdalenost(halda[0])-1[i]>K) do vyjmi;
optcenal[i] :=c[i]+cena(halda[0]);
nasledujici[i] :=halda[0];
pridej(i);
end;
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while (vzdalenost(halda[0])>K) do vyjmij;
optcenal[0] :=cena(haldal[0]);
nasledujici[0] :=haldal[0];
{ spoitame pocet kempov na ceste }
i:=0; j:=0;
while (nasledujici[i]<>0) do
begin
inc(j);
i:=nasledujicil[i];
end;
{ vypiseme rieSenie }
assign(f,’VYLET-B.OUT’);

rewrite(f);

writeln(f,j,’ ’,optcenal0]);

i:=0;

while (nasledujici[i]<>0) do
begin

i:=nasledujicili];
writeln(f,i);
end;
close(f)
end;

var i: word;
begin
assign(f,’VYLET.IN’);
reset (f);
readln(f,delka,K,N);
for i:=1 to N do readln(f,1([il,c[il]);
close(f);
if not ma_reseni then
begin
assign(f,’VYLET-A.0UT’);
rewrite(f);
writeln(f,’Trasu nemozno prejst.’);
close(f);
assign(f,’VYLET-B.0UT’);
rewrite(f);
writeln(f,’Trasu nemozno prejst.’);
close(f);
end
else
begin
vyres_a;
vyres_b;
end
end.

P-I-4 (Martin Mares)

a) Majme zadané nejaké dvojkové ¢islo (x1, ..., xy), o ktorom méame rozhodnit,
¢i je delitelné piatimi. Zostrojime sadu dlazdic, ktorymi bude mozné vydlazdit
iba stenu s jedinym riadkom, a to tak, aby farba pravej hrany i-tej dlazdice
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(t4 budeme znacit p;) odpovedala zvysku po deleni dvojkového ¢isla (x1, ..., x;)
piatimi. Ked naviac zvolime farbu pravého okraja steny tak, aby zodpovedala
zvysku 0, pdjde stena vydlazdit prave vtedy, ked je zadané ¢islo delitelné piatimi,
a to je presne to, ¢o potrebujeme.

Pouzijeme dlazdice nasledujucich typov:

Y
T={|2X2;0<2<40<y<1z=(2c+y) mod5

Y

lavy aj pravy okraj budod mat farbu 0 a dolny okraj farbu e. KedZe farba
e sa nevyskytuje na hornej hrane Ziadnej dlazdice, musi byt kazdé korektné
vydlazdenie tvorené jedinym riadkom. Zostava dokazat, ze farby pravych hran
dlazdic zodpovedaji zvyskom, ¢o urobime indukciou:

e p1 = (x1) = (x1) mod 5 (existuje prave jedna dlazdica, ktord moze byt na

prvom policku — t4, ktord mé na favom okraji nulu a na hornom okraji x1).

e Ak je p; = (x1,...,x;) mod 5, mdze byt na i + 1-vom poli¢ku iba jedina

dlazdica (majiaca na lavom okraji p; a na hornom okraji z;4+1) a jej pravy

okraj ma farbu piy1 = (2p;i + zit1) mod 5 = (2((z1,...,x;) mod 5) +
Tit+1) mod 5 = (2(x1,...,xs) + xi+1) mod b = (x1,...,Zi+1) mod 5.

7Z toho plynie, ze popisany dlazdicovy program riesi zadana tlohu so zlozitostou

O(1).
b) Pouzijeme nasledujice typy dlazdic:

o Javé“ dlazdice { |L X z|; 0<x<9

Y
e  pravé“ dlazdice x XR;0<z,y<9,z#y
[ J
x x x
e opakovacie“ dlazdice LXL|,|RXR|,|ly Xy|; 0<z,y<9
[ J [ ] [ J

Lavy okraj steny ofarbime farbou L, pravy farbou R a spodny farbou e. Kedze

farba e sa nevyskytuje na hornej hrane ziadnej dlazdice, musi byt kazdé korektné

vydlazdenie tvorené jedinym riadkom.

Z toho, ako sme si typy dlazdic nade novali, ihned plynie, ze kazdé vydlazdenie
steny musi vyzerat takto:

1 Ti—1 Tq Tit1 Tj-1 Zj Tj4+1 Tn

T Li—1 Z; Lit1 Lj—1 Z; Lj+1 Ln,
L|LXL| - |LXL|LXux|x Xx| - |x Xx|lu XRIRXR| -+ |[RXR

° ° ° ° ° ° ° °

° . ° ° ° - ° ° ° . °

(zlava doprava: najprv [mozno i prazdna] postupnost dlazdic opakujucich L,
potom jedna lava dlazdica, nasleduje opit niekolko opakovacich dlazdic, jedna
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pravé dlazdica a pripadne opakovanie R). Také vydlazdenie je ale korektné prave

vtedy, ak bolo moZzné najst indexy i a j také, ze x; # x; (vdaka de nicii farieb
hran pravej dlazdice), takze nas dlazdicovy program riesi zadant tlohu so zlo-

zitostou O(1).

Poznamka: Nase rieSenie vyuziva fakt, ze dlazdicové programy st nedeterminis-

tické (to znamena, Ze nemaju pevne de novany priebeh vypoctu a miesto toho
pripistaju viac roznych vypoétov s tym, Ze odpovedou programu je ANO, ak

existuje aspon jeden korektny vypocet) a Zze nam nedeterminizmus ,uhddne“

polohu nejakych dvch réznych prvkov vstupnej postupnosti.

15



SLOVENSKA KOMISIA MATEMATICKEJ OLYMPIADY

50. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY
Riesenia uloh prvého kola kategérie P

Vydala IUVENTA — zariadenie pre volny ¢as deti, mladdeze i dospelych MS SR
pre vnutornu potrebu Ministerstva skolstva SR
Naklad: 275 vytlackov
Programom TEX sadzbu pripravil Richard Kralovi¢
Autori prikladov: Jan Kéara
Daniel Kral
Martin Mares
© Slovenska komisia matematickej olympiady, 2000

16



