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51. ro¢nik matematickej olympiady
Riesenia uloh |. kola kategoérie P

Tento pracovny material nie je uréeny priamo studentom — tc¢astnikom olympiady.
M4 pomdct ucitelom na Skolach pri priprave konzultécii a pracovnych semindrov pre riesitelov
sutaze, ¢lenom krajskych vyborov MO sluzi ako podklad pre opravovanie tiloh doméceho kola
MO kategérie P. Studentom mozno tieto komentére poskytnif az po termine stanovenom pre
odovzdanie rieseni lloh doméaceho kola MO kategorie P ako informéaciu, ako bolo treba tlohy
spravne riesit a pre ich odbornt pripravu na ucast v krajskom kole sttaze.

P-I-1

Najskor prevedieme tilohu do grafovej terminolégie. Pojmom graf budeme nazyvat usporiadani
dvojicu G = (V,E), kde E C V x V. Prvky mnoziny V sa nazyvaju vrcholy grafu a prvky
E (¢o su vlastne usporiadané dvojice vrcholov) hrany grafu. Vrcholy u,v € V su spojené
hranou préave vtedy, ked (u,v) € E. Bipartitny graf je taky graf, v ktorom mozeme vrcholy
rozdelit na dve disjunktné mnoziny R a S tak, aby kazda hrana spajala vrchol z mnoziny R
s vrcholom z mnoziny S. Stvorcovii maticu A nil a jednotiek rozmerov n x n moézeme chapat
aj ako reprezentaciu bipartitného grafu G' s 2n vrcholmi, kde vrcholy ry,rs, .. .7, zodpovedaju
riadkom a vrcholy sq, So, . . ., S, zodpovedajt stipcom matice. Vrcholy r; a s; su spojené hranou
prave vtedy, ked prvok A[i, j] = 1. Hranu medzi r; a s; budeme znadit (r;, s;).

Hovorime, Ze bipartitny graf mé uplné pdrovanie, ak sa jeho vrcholy daji usporiadat do
dvojic tak, ze v kazdej dvojici je jeden vrchol z mnoziny S a jeden vrchol z mnoziny R a tieto
dva vrcholy st spojené hranou. Navyse, kazdy vrchol sa musi nachddzat prave v jednej takejto
dvojici.

Ukéazeme, 7ze ak bipartitny graf G ma uplné parovanie, tak v nasej matici A mozno pre-
usporiadaf riadky a stlpce takym sposobom, aby na diagonéle boli samé jednotky. Ak péro-
vanie obsahuje dvojice (7, S;,), (Tiy, Sjn), - - -+ (74,5 85, ), potom staci riadky usporiadat v poradi
i1,49,...,1, a stlpce v poradi ji, jo, ..., jn. Oznaéme takto preusporiadant maticu A’. Plati
A'lk, k] = Alix, ji]. Kedze medzi vrcholmi r;, a s;, v grafe G vedie hrana, plati, ze Alig, ji] = 1,
a preto matica A’ méa na diagonale samé jednotky.

Naopak, ak sa d4 matica A preusporiadat tak, aby mala na diagonéle samé jednotky, tak
v grafe GG existuje Uplné parovanie. Nech v preusporiadanej matici A’ st riadky v poradi
i1,1s,...,%, a stlpce v poradi ji, s, ..., jn. Vieme, ze pre vietky k plati A'[k, k] = 1, a preto
aj Alix, jk] = 1. Preto v grafe G dvojice (7, Sj,), (75 8j5), - - - 5 (T4, Sj,) tvoria aplné parovanie.
Dokazali sme teda nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie. Matica A sa da transformovat na tvar s jednotkami na diagonéle prave vtedy, ked
existuje uplné parovanie v grafe G.

Ak teda chceme zistit, ako maticu A pretransformovat na tvar s jednotkami na diagonéle,
vypoc¢itame najprv tplné parovanie v grafe G. Ak také parovanie existuje, preusporiadame
riadky a stlpce podla postupu uvedeného vyssie. Ak také parovanie neexistuje, maticu nemozno
transformovat. Jedinym problémom zostéva ukdzat, ako také plné parovanie néjst.



Pripomenme, ze v iplnom parovani su v kazdej dvojici vrcholy spojené hranou. Preto mo-
Zeme Uplné parovanie chapat aj ako mnozinu hran M taka, ze kazdy vrchol grafu je koncovym
vrcholom préave jednej hrany z M. Podobne moZeme zadefinovat pdrovanie ako mnozinu hran
M taku, ze kazdy vrchol grafu je koncovym vrcholom najviac jednej hrany z M. To znamena,
ze v parovani, ktoré nie je plné, nie vSetky vrcholy musia byt zaradené v niektorej dvojici.
UkéZzeme teraz algoritmus, ako najst v bipartitnom grafe maximalne parovanie, t.j. parovanie
s najvacsim poctom hran.

Maximaélne parovanie budeme hladat postupne. Za¢neme s prazdnym parovanim M = () a v
kazdom kroku zvySime pocet parovacich hran o jedna. Ak sa ndm v niektorom kroku nepodari
zvysit pocet hran v parovani, vyhldsime aktudlne parovanie za maximalne a skonc¢ime.

ZvysSovat pocdet hran v parovani budeme pomocou takzvanych zlepsujtcich ciest. Uvazujme
[ubovolné pevne zvolené parovanie M. Alternujica cesta pre parovanie M je postupnost vrcho-
lov 7., 851, Tigs Sjoy - - - 5 Ty s Siy, Ktord Zacina nesparovanym riadkovym vrcholom, kon¢i stipcovym
vrcholom, kazda dvojica po sebe nasledujicich vrcholov je spojena hranou a striedaja sa paro-
vacie a neparovacie hrany (prva hrana (r;,, s;,) je neparovacia). Zlepsugica cesta je alternujica
cesta, ktora konc¢i nesparovanym vrcholom.

Vsimnite si, Ze zlepSujica cesta P = r;,, Sj,, T4y, Sjys - - - Tiy» Si,, POZOstava z k& — 1 parovacich
a k neparovacich hran. Majme teda parovanie M a zlepsujucu cestu P. Ak vsSetky parovacie
hrany v P zmenime na neparovacie a naopak, dostaneme nové parovanie M’, ktoré ma o jednu
hranu viac (uvedomte si, ze M’ naozaj spliia podmienky parovania).

M - Sy Sy Sis 83'4 M/: Sy Siy Sis Siy
/ / / / \ \ \
/ / / / — \ \ \
/ / / / \ \ \
[}
Til T‘i2 Tig Ti4 T‘il ’I"i2 Tig T‘i4

(plné ¢iary st parovacie, ¢iarkované ¢iary st nepéarovacie)

Dokazme teraz, ze nasim postupom vzdy dostaneme maximalne parovanie, t.j. Ze sa nam
nestane, Ze neexistuje zlepsujica cesta pre parovanie, ktoré nie je maximéalne.

Tvrdenie. Ak parovanie M nie je maximalne, existuje prenho zlepsujuca cesta v G.

Dokaz tvrdenia. Nech M je parovanie, ktoré nie je maximalne. KedZe M nie je maximalne,
musi existovat parovanie M’', ktoré obsahuje viac hran ako M. Hrany patriace do M, avSak
nie do M’ nazvime modré a hrany patriace do M’ avSak nie do M nazvime cervené. Kedze
|M'| > | M|, ¢ervenych hran musi byt viac ako modrych.

Uvazujme graf G’ tvoreny vSetkymi modrymi a ¢ervenymi hranami. Kazdy vrchol v G’ susedi
s najviac jednou modrou a jednou ¢ervenou hranou. Teda kazdy suvisly komponent grafu G’
musi byt bud kruznica alebo cesta, pricom na kazdej kruznici (ceste) sa striedaji ¢ervené a
modré hrany. To znamend, Ze kazda kruZnica obsahuje rovnako vela modrych a cervenych
hrén; pocty cervenych a modrych hran na kazdej ceste sa liSia najviac o 1. KedZe ¢ervenych
hréan je viacej ako modrych, musi existovat komponent P, ktory obsahuje viac ¢ervenych hran
ako modrych. Takyto komponent musi byt cesta, ktora zacina aj kon¢i ¢ervenou hranou. Teda
cesta P obsahuje neparny pocet hran. Z toho vyplyva, Ze jeden z jej koncov musi byt riadkovy
vrchol (nazvime ho r;) a druhy stlpcovy vrchol (nazvime ho s;). Je Tahké presvedcit sa, Ze
kedze r; resp. s; je nesparovany riadkovy resp. stipcovy vrchol a kazda druhé hrana patri do
parovania M, P je zlepsujtca cesta pre M.

Implementacia. Graf G reprezentujeme samotnou maticou, t.j. dvojrozmernym polom A.
Pre kazdy vrchol 7; (s;) si v poli par_r (par_s) pamétame, ¢i je sparovany s nejakym vrcholom
a ak ano, c¢islo tohoto vrchola. Za¢neme so vSetkymi vrcholmi nesparovanymi. Funkcia Zlepsi



hladé zlepSujicu cestu a ak ju najde, pouzije ju na zlepSenie aktudlneho parovania. Hladanie je
implementované prehladédvanim do $irky zo vSetkych vrcholov r;, ktoré eSte nie s sparované.
Ak néajde alternujicu cestu do nesparovaného vrchola s;, prehladavanie skonci. V tomto oka-
mihu je potrebné prejst po najdenej ceste z s; spit do r;, zmenit parovacie hrany na neparovacie
a naopak, ¢o znamenda aktualizovanie zdznamov v par_r (par_s) pre vSetky vrcholy na najde-
nej ceste. Funkcia Zlepsi je volana v cykle, kym je mozné zvySovat pocet hran v parovani.
Ak vylepsenie parovania tuspesne zbehne n krat, mame uplné parovanie, ktoré pouzijeme na
preusporiadanie matice do pozadovaného tvaru. V opa¢nom pripade podame spravu o tom, ze
matica sa usporiadat neda. Casova zlozitost: kazdé volanie Zlepsi zbehne v ¢ase O(n?), spolu
potrebujeme nanajvys n volani, ¢o ddva celkovy ¢as O(n?®). Na uloZenie matice A potrebujeme
pamiit O(n?).

program P_[ 1,

const MAXN = 100;

var f,g : text,
A : array[l. MAXN, 1..MAXN| of integer,
par_r, par_s : array[l..MAXN] of integer;
N : integer;

function Zlepsi: boolean;
{ak sa d&, zvysi pocet parov o 1}
var buf, back: array[0..MAXN] of integer;
zbuf, kbuf, vi,vj, 1,7, tmp : integer;
nasiel : boolean;
Begin
zbuf = 0; kbuf := 0;
for i :=1to N do
if par_r[i] <= 0 then begin
buflkbuf] := i; Inc(kbuf);
end;
for j :=1 to N do back[j] := 0;

nasiel := false;
while (zbuf < kbuf) and not nasiel do begin
vi = buf{zbuf]; Inc(zbuf);
for j :=1 to N do begin
if nasiel then break;
if (Alvi, j] = 0) or (j = par_r{vi]) or (back[j] > 0) then continue;
if par_s[j] <= 0 then begin
{nasli sme zlepsujtcu cestu}
nasiel = true;
v =g
while ¢rue do begin
par_slv) = wvi;
tmp = par_rvi;
par_rlvi] = wvj
v = tmp;
if vj <= 0 then break;



vi = back[vj];
end;
end else begin
{pokracujeme v hladani}

back[j] = wvi;
buflkbuf] := par_s[j];
Inc(kbuf);
end;
end;
end;
Zlepsi := mnasiel;
End;

procedure Uprac_stlpce;
var ¢, j, tmp, i : integer;
Begin
for i :=1ton do
while par_rfi] <> i do begin
it := par_ri];
for j :=1 to n do begin
tmp == Ali, jl; Ali, j] == Alig, jl; Ald, j] := tmp;

end;
par_r{i| := par_r{ii;
par_rlii] := i

end;

End;

var i, j : integer;
ok : boolean;
Begin
Assign(f, >matica.in’); Reset(f);
Assign(g, matica.out’); ReWrite(qg);
ReadLn(f, N);
for 1 :=1to N do for j :=1to N do
Read(f, Ali, j);

{pérovanie}
for + := 1 to N do begin
ok = Zlepsi;
if not ok then break;
end;
if not ok then WriteLn(g, ’Maticu nemozno transformovat.’)
else begin
Uprac_stlpce;
for i :=1ton do
for j := 1 to n do begin
Write(g, Ali, j]);
if j <n then Write(g, * *) else WriteLn(g);



end;
end;

Close(g); Close(f);
End.

P-1-2

Ulohu najprv preformulujeme do reéi teérie grafov. Uzly budeme nazjvat vrcholmi, riry hra-
nami a cell sustavu potrubi budeme volat graf. Postupnost (nie nutne réznych) vrcholov a hran
Vg, €1, V1, €2, . .., Ur_1€k, U Nazveme sled, ak kazda hrana e; spaja vrcholy v;_; a v;. Ak navyse
vy = Vg, takyto sled nazveme uzavrety. V rec¢i grafov, tlohou bolo v danom stvislom grafe GG
najst uzavrety sled, ktory prejde kazda hranu grafu préve dvakrat.

Ukézeme algoritmus, ktory pre [ubovolny suvisly graf néjde pozadovany sled (tento algorit-
mus je teda vlastne dokazom, Ze trasa pre robota vzdy existuje). NaSe rieSenie je zaloZené na
prehladavani do hibky. O kazdom vrchole si budeme pamiitat, ¢ sme ho uz v priebehu algoritmu
niekedy navstivili. Pre kazdy navstiveny vrchol v, nech rodic[v] oznacuje vrchol, z ktorého ro-
bot do v prvykrat prisiel. Vrchol rodic[v] je rodi¢om vrchola v; podobne v je potomkom vrchola
rodic[v]. Pre vrchol 1 nie je rodic[1] definovany.

Prehladévanie do hibky za¢ina z vrchola 1 a funguje takto:

1. Ozna¢ aktualny vrchol v ako navstiveny.

2. Postupne kontroluj vSetky hrany idtace z v a vzdy ked ndjdes takt hranu, ktord vedie
do este nenavstiveného vrchola u, prejdi robotom do vrchola u a pokracuj rekurzivne v
prehladavani z u (v sa stane rodi¢om u).

3. Ked st vSetky hrany z v skontrolované a v # 1, vraf sa do vrchola rodic[v] (a pokracuj
v kontrolovani jeho hrén). Ak v = 1, skondi.

Uvazujme mnozinu hran, po ktorych robot prvykrat prisiel do nejakého vrchola; st to prave
hrany (rodic(v],v), pre tie v, pre ktoré je rodic|v] definovany. Nazvime tieto hrany stromové
(nazyvaju sa tak, lebo tieto hrany tvoria stvisly graf neobsahujici kruznicu, nazyvany tiez
strom). Kazdu stromovi hranu (u, v), kde u je rodicom v, prejde robot pri prehladavani prave
dvakrat — najprv z vrchola u prvykrat navstivi vrchol v a druhykrat pri navrate z vrchola v
do vrchola u. Pri prehladavani robot nikdy neprejde po nestromovej hrane (ked prechadza po
hrane (u,v), bud navstevuje vrchol v prvykrat, ¢im sa hrana (u,v) stane stromovou, alebo sa
vracia z vrchola u do vrchola v a to vzdy po stromovej hrane). Kedze nas graf G je stvisly,
robot pri prehladavani navstivi vSetky vrcholy. Keby totiz existoval nenavstiveny vrchol, musel
by existovat taky navstiveny vrchol u a nenavstiveny vrchol v, Ze u a v st spojené hranou. To
v8ak nie je mozné, lebo algoritmus prehladavania sa z vrchola u do rodiclu| nevrati, kym nie
su vsetci susedia v navstiveni.

Prehladévanie do hibky navstivi kazdj vrchol a prejde kazdi stromovt hranu préve dvakrat;
ostava nam rozhodnut kedy a ako bude robot prechadzat nestromové hrany. Poc¢as prehladé-
vania je jednoduché detekovat nestromové hrany. Ak sa robot prave nachadza vo vrchole u a
kontroluje hranu (u,v), tdto hrana je nestromova, ak vrchol v uz bol navstiveny a u nie je
rodicom v ani v nie je rodicom wu. Ak robot nachadzajici sa vo vrchole u narazi na nestro-
movi hranu (u, v), modZe ju vy¢istit prejdenim do v a spiit za predpokladu, Ze fiou uz predtym
nepresiel. Preto si pre kazda hranu budeme pamitat, ¢i uz bola vycistena alebo nie.
Implementécia. Prehladavanie do hibky je implementované rekurzivnou procedirou Pre-
hladaj. KedZe rekurzia si pre aktudlny vrchol automaticky pamété jeho rodica, nie je nutné
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explicitne udrziavat zdznamy rodic[v]. Vo vzorovom programe graf reprezentujeme maticou n x
n, z ¢oho vyplyva Gasové aj pamiifova zloZitost programu O(n?). EfektivnejSou reprezentaciou
hran pomocou spdjaného zoznamu je mozné dosiahnut ¢asovi aj pamétova zlozitost O(m+n),
kde m je pocet hran grafu, avsak za cenu mierne zlozitejSieho programu.

Poznamka. Ulohu bolo mozné riesif aj pomocou algoritmov na hladanie eulerovského fahu
(t.j. sledu, ktory obsahuje kazdt hranu prave raz). Sta¢i nas graf pozmenit tak, ze kazda hranu
skopirujeme dvakrat a v tomto grafe najst eulerovsky fah (ten vzdy existuje, lebo kazdy vrchol
v novom grafe bude mat parny stupen). Tento typ rieSenia nebudeme podrobnejsie popisovat.

program P_[ 2,

const MAXN = 100; {max. pocet vrcholov }
HR_HRANA = 1, {typy hran - neprejdena, }
HR_STROMOVA = 2; { stromova a }
HR_PREJDENA = 3; {  nestromova prejdend }

var f,g : text;
n,m : integer;
hr : array[l..MAXN,1..MAXN| of integer,
bol : array[l.. MAXN) of boolean;

procedure Prehladaj(v : integer);
var i : integer;

Begin
WriteLn(g, v);
bollv] = true;

for  := 1 to n do begin
if hr{v][i] <> 1 then continue;
if bol[i] then begin  {nestromova neprejdena hrana}
WriteLn(g, i);
hlv,i] := HR_PREJDENA;
hrli,v] := HR_PREJDENA;
end else begin {stromova neprejdend hrana}
hr{v,i] := HR_.STROMOVA;
hrli,v] == HR_STROMOVA,
Prehladaj(i);
end;
WriteLn(g, v);
end;
End; {Prehladaj}

var i, j, aa,bb : integer,
Begin
Assign(f, ’rury.in’); Reset(f);
Assign(g, ’rury.out’); ReWrite(g);
ReadLn(f, n, m);
for i :=1 to n do for j := 1 to n do hrli, j] := 0;
for © := 1 to m do begin
ReadLn(f, aa, bb);



hr{aa, bb] := HR_HRANA; hr[bb, aa) := HR_HRANA;
end;
for i := 1 to n do bolli] = false;

Prehladaj(1);
Close(g); Close(f);
End.
P-1-3

Dokézme najprv, ze spravodliva priamka vzdy existuje. Vezmime Tubovolni orientovani priam-
ku idticu cez bod [0, 0] a nech x je rozdiel po¢tu bielych bodov nalavo a ¢iernych bodov napravo.
Ak je z nula, priamka je spravodliva. Ak nie, budeme priamku otécat okolo bodu [0,0]. Vzdy
ked priamka prejde cez biely alebo ¢ierny bod, hodnota x sa znizi alebo zvy$i o jedna. Ked
priamku otoéime presne o 180°, nasa sledovand hodnota presla z pociatoéného = na —z (lebo
vSetky body, ktoré boli povodne nalavo, su teraz napravo a naopak). To znamend, Ze hodnota
musela byt aspon pri jednej polohe priamky nulova. V tejto polohe je priamka spravodlivé.

Budeme vraviet, ze bod A je nalavo od bodu B, ak je nalavo od orientovanej priamky idicej
z [0,0] do A. Zakladom algoritmu je nasledujtice pozorovanie. Vezmime spravodlivi priamku p.
Nech A je prvy bod, na ktory by sme narazili, ak by sme priamku p otacali v smere hodinovych
ruci¢iek. Bod A a vSetky body, ktoré st od neho napravo, si v jednej polrovine urcenej priamkou
p. Body, ktoré sit od A nalavo, st v druhej polrovine. Vidime teda, Ze nezéleZi na konkrétne;j
polohe priamky p, rozdelenie bodov je urcené polohou “hrani¢ného” bodu A.

Staci teda zobrat kazdy bod ako kandidata na bod A, zratat pocet bielych a ¢iernych bodov
nalavo a napravo a skontrolovat, ¢i pocty splitaji podmienky spravodlivej priamky. Ak najdeme
uspesného kandidata, spravodlivii priamku zostrojime tak, Ze priamku idicu cez bod otocime
kuisok proti smeru hodinovych ruciciek tak, aby sme nepresli cez ziaden iny bod. V praxi sa to
dé4 spravit tak, Ze ndjdeme prvy bod X, cez ktory by sme pri takom otacani presli a priamku
vedieme stredom medzi kandidatom A a bodom X. Takto dostaneme algoritmus s ¢asovou
zlozitostou O(n?) (pre kazdého kandidata zistujeme polohu kazdého bodu vzhladom na tohto
kandidata).

Algoritmus vSak mozno zefektivnit tym, Ze si body najprv utriedime v smere hodinovych
ruciciek okolo bodu [0, 0]. Kandidatov na hrani¢ny bod A budeme skisat v tomto utriedenom
poradi. Ked sa presunieme z kandiddta ¢ — 1 na kandidata i, nemusime uz pre kazdy bod
zistovat, ¢ je od bodu i nalavo alebo napravo, lebo vela bodov zostane v tej istej polrovine.
Budeme si teda v kazdom kroku udrzovat pocet bielych a ¢iernych bodov v pravej polrovine
a index j ukazujici na posledny bod v pravej polrovine v smere hodinovych ruciciek. Ked
se presunieme na kandidata ¢, sta¢i bod ¢ — 1 presunut do lavej polroviny (t.j. odpocitat z
poc¢tu bodov prislusnej farby, ktoré st v pravej polrovine) a potom posivat index j v smere
hodinovych ruéiciek, kym nendjdeme prvy bod, ktory je nalavo od bodu i. VSetky body, cez
ktoré sme s indexom j presli, sa presuni z lavej polroviny do pravej a treba ich teda pripocitat
k po¢tu bodov prislusnej farby. Ked pri postivani bodu j prideme na koniec pola, pokra¢ujeme
zase cyklicky od zaciatku. Netreba zabudnit oSetrif okrajové pripady, ked napriklad vsetky
body st od bodu j nalavo alebo napravo.

Utriedit body v smere hodinovych ruéi¢iek moézeme v ¢ase O(n logn) niektorym so Standard-



nych triediacich algoritmov. Iba namiesto bezného porovnania si potrebujeme napisat funkciu,
chost pouzili triedenie pracujtce v éase O(n?), to viak moZno lahko nahradif inym.

Pre prvy bod musime prejst vSetky body a zistit, ktoré st vlavo (v ¢ase O(n)). Pre kazdy
dalsi bod uz len budeme posivat indexy i a j a sledovat iba body, cez ktoré prechiddzame.
Cez kazdy bod prejdeme kazdym indexom najviac raz a teda celkovy Cas posivania pre vsetky
kandidatske body spolu bude O(n). Celkova ¢asové zlozitost algoritmu je teda O(nlogn) a
pamitova zlozitost je O(n).

program p_[ 5
const napriamke = 0; napravo = 1; nalavo = 2; {smery}
biela = 0; cierna = 1; {farby}
type bod = record x,y : longint; farba: integer; end;
var n : integer; {pocet bielych/¢&ernych bodov}
m : integer; {celkovy pocet bodov}
a : array[l..1000] of bod; {pole bodov}
{pocet bielych a ¢iernych bodov napravo do priamky }
pocet : array|biela..cierna] of integer,
start : bod, {$tartovaci bod triedenia}

function poloha(a, b : bod) : integer,
{Zisti, kde je bod b vzhladom na priamku cez body (0,0),a}
var vektsucin : longint;

begin
vektsucin := a.x * by — bx * a.y;
if vektsucin > 0 then poloha := nalavo
else if vektsucin < 0 then poloha := napravo
else poloha = napriamke

end; {poloha}

function mensi(var a, b : bod) : boolean;
{Vrati, & bod a je mensi ako bod b v nasom usporiadani}
var poll, pol2, pol3 : integer;
begin
poll := poloha(start, a);
pol2 := poloha(start, b);
pol3 = poloha(a, b);
mensi := (poll < pol2) or ((poll = pol2) and (pol3 = napravo));
end; {mensi}

procedure tried,
{Utriedi body pomocou porovnania , mensi“}
var ¢, j, min : integer;

pom : bod;
begin
for 7 := 1tom — 1 do begin
min = i; {néjdi minimum v afi..m|}
for j := i+ 1 tom do begin
if mensi(a[j], a|min]) then min = j;



end;
{uloz minimum do afi]}
pom = alil; ali] := a[min|; a[min] := pom;
end;
end; {tried}

procedure nacitaj;
{Nacita déata zo stiboru}
var ¢ : text;

1 integer;

begin
assign(t, >priamka.in’); {otvor stbor}
reset(t);
read(t,n); {pocet bielych/&ernych bodov}
m = 2xn; {celkovy pocet bodov}

for i := 1 to m do begin {¢itaj body}
read(t, ali].xz, ali].y);

if i <= n then a[i].farba := biela
else afi].farba := cierna;

end;

close(t); {zavri subor}

end; {nacitaj}

function prva_priamka : integer,

{N&jdi priamku idicu tesne pred bod a[l],

vrat posledny bod napravo, inicializuj pole pocet}
var i : integer;

begin

pocetbiela] := 0; {vynuluj pocty}

pocet[ciernal = 0;

1 = 1 {kym sme napravo, zvysuj pole pocet}

while (i <= m) and (poloha(a[l], a[i]) in [napravo, napriamke]) do begin
pocetali].farba] := pocet[ali].farba] + 1;
1= 1+ 1;

end;

prva_priamka = i — 1;

end; {prva_priamka}

function dalsia_priamka(i, j : integer) : integer;
{Posunie priamku spred bodu afi-1] pred bod ali]}
var koniec : boolean;

stare_j : integer;

begin
{a[i-1] sa posunie dolava - od¢itaj ho}
pocet[afi — 1].farba] = pocet[ali — 1].farba] — 1,
koniec := false;
repeat  {pri¢itaj body, ktoré sa posuni doprava}
stare_j = 7;
J = J+1L



if j > mthen j := 1;
if (poloha(ali], alj]) in [napravo, napriamke]) then begin
pocet[a[j].farba] := pocet|alj].farba] + 1,

end

else koniec = true;
until koniec or (j = 1);
dalsia_priamka = stare_y;

end; {dalsia priamka}

procedure vypis(i, j : integer);
{Vypise vysledok do stiboru}
var t : text,

b1, b2 : bod;

begin
{b1 je ali] premietnuté podla (0,0)}
blax = —aljl.e; bly = —aljl.y;

{b2 je posledny bod pred ali|}

ifi > 1then b2 := a[i — 1]

else b2 = a[m];

{najdi ten z bl, b2, ktory je viac vpravo}

if (poloha(ali], b2) = nalavo) and (poloha(b1,b2) = napravo) then
b1 := b2

assign(t, ’priamka.out’);  {otvor sibor}
rewrite(t);
{vysledny bod je stred tsecky medzi afi] a bl}
writeln(t, (ali].x 4+ b1.2)/2.0:0:1, > *, (ali].y + bly)/2.0:0:1);
close(t); {zatvor stubor}
end; {vypis}

var i, j : integer;
begin {hlavny program}

nacitag, {nacitaj vstup}
start := a[l]; {od tohoto bodu za¢neme triedit}
tried; {utried proti smeru hodinovych ruci¢iek}

i:=1; j:= prva_priamka; {najdi prva priamku}
{kym nenajdes ¢o potrebujes, skisaj dalsiu priamku}
while pocet[biela] <> n — pocet[cierna] do begin

1:=14+1;
J = dalsia_priamka(i, j);
end;
vypis(i, 7);  {vypis do vystupného stiboru}
end.
P-1-4

Cast a. Najskor popisme format vstupného stiboru, aky sme si zvolili (va$ program samozrejme
moze pouzivat iny format). Vstupny sibor obsahuje na prvom riadku pocet vodicov a pocet
komparatorov, na druhom riadku vstupy siete od vrchného vodica po spodny a zvysné riadky
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obsahuju popis siete. Kazdy komparator je dany dvoma ¢islami zapisanymi na jednom riadku.
Tieto c¢isla urcuja vrchny a spodny vodi¢ spojeny komparatorom. Vodice s ¢islované zhora
nadol zac¢inajic od jedna. Komparatory st zadané v poradi zlava doprava. Jednotlivé vrstvy
siete st oddelené riadkom obsahujicim dve nuly.

Program uvedeny v tomto vzorovom rieSeni pre jednoduchost zobrazuje vypocet siete se-
migraficky. Najprv nacita vstup, pricom vSetky komparatory a oddelovade vrstiev ulozi do
jedného pola. Potom vykresluje samotnu siet zlava doprava. Zakazdym, ked vykresli kompa-
rator, odsimuluje jeho ¢innost na aktuélnom stave vodicov. To znamené, %e porovné prislusné
dve hodnoty v poli, a ak st v opacnom poradi, tak ich vymeni. Po skonceni kazdej vrstvy (t.j.
vzdy, ked narazi na oddelovac¢ v zozname komparatorov) program vypise aktualny stav hodnot
na vodicoch.

Jediny problém, ktory zostava vyriesit, je ako umiestnif jednotlivé komparatory v jednej
vrstve do stipcov, tak aby sa Ziadne dva komparatory v jednom stipci neprekryvali. Na§ program
si preto pamité, ktoré z vodi¢ov st v aktudlnom stlpci uz obsadené komparatorom. Ak sa dalsi
komparator prekrjva s niektorym komparatorom v aktualnom stipci, zaéneme novy stipec a
komparator umiestnime do nového stipca.

Celkova ¢asova zlozitost nasho programu je timernd velkosti nakresleného obréazku, t.j.
O(nk), kde n je pocet vodicov a k je pocet stipcov, v ktorych st komparatory vykreslené.
Na zaver uvedme priklad vstupu a vystupu z nasho programu (ide o siet uvedent v studijnom

texte).

Vstup: Vystup:

1. cast: 2. Cast: /R S |

45 12 | |

4123 34 1~ |~k == k=32

14 00 I |

23 23 2-—|--%——2-—%--2-—%--3

00 00 | |
3-—k—————4——%——4—————4

Cast b. Sief zostrojime rekurzivne. Ozna¢me S, siet, ktora tlohu riesi pre n vstupov. Sief S
neobsahuje ziaden komparator, lebo mame iba jeden vstup a ten je utriedeny. Predpokladajme,
ze n > 1. Prva vrstva siete obsahuje iba jeden komparator — medzi vodi¢mi n a n/2. Potom
rozdelime n vodi¢ov na dve polovice — hornt a dolnt a na kazda polovicu pouzijeme siet S, /.
Tieto dve podsiete buda pracovat paralelne.

Konstrukcia siete S, je zobrazena na nasledujicom obrazku vlavo, vpravo je priklad vysled-
nej siete pre n = 8.

NI —
n § . N S
2L e 11

Uvedomme si najprv, preco takto zostavend sief riesi zadant tlohu. Ozna¢me vstupné hod-
noty siete x1,xs,...,r,. Mozu nastat dva pripady podla toho, ¢ je x, menSie alebo vicsie
ako w,/;. Predpokladajme najprv, Ze z, > w,/2. Vtedy komparator v prvej vrstve nevymeni
vstupné hodnoty. Nakolko z,, > /2, prvok x, patri v usporiadanom poradi na niektory zo
spodnej polovice vodicov.

Po prvom kroku vypoctu teda plati, Ze horna polovica je celd utriedend a obsahuje n/2
najmensich prvkov zo vstupu. Dolné polovica je utriedena s pripadnou vynimkou posledného
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prvku a obsahuje n/2 najvicsich prvkov. Preto vstupy oboch podsieti S, /2 spliiaji podmienku
zo zadania, ze vSetky hodnoty okrem poslednej maji byt na vstupe utriedené (to nevylucuje
pripad, Ze aj posledna hodnota bude utriedend). Teda na vystupe budi obe polovice v utrie-
denom poradi. KedZe uz po prvom kroku kazda polovica obsahovala tie spravne prvky, aj cela
postupnost je v utriedenom poradi.

Druhy pripad nastane, ak x,, < z,/2. Vtedy komparator vymeni hodnoty. Vieme, Ze x,, patri
niekde do hornej polovice prvkov a dostane sa na najspodnejsi vodi¢ hornej polovice. Naopak,
posledny prvok z hornej polovice, t.j. ,/2, patri v skutocnosti do dolnej polovice (pri triedeni
je “vytlaceny” prvkom xz,). Prvok x,/, sa ale prvym komparatorom dostane na najspodnejsi
vodic, t.j. do dolnej polovice. Podobne ako predtym, aj teraz mame po prvom kroku v kazdej
polovici tie prvky, ktoré tam v utriedenom poradi patria. Taktiez obe polovice st utriedené s
pripadnou vynimkou najspodnejsieho prvku. Teda po aplikovani podsieti S,,/; dostaneme dve
utriedené polovice, ktoré spolu tvoria utriedent postupnost.

Hibka rekurzie je v nasej konstrukcii log, n, lebo kazda trovei rekurzie zmensi pocet vodi¢ov
na polovicu. V kazdej trovni rekurzie pridame jednu vrstvu, celkovy pocet vrstiev je teda tiez
log, n.

Prva vrstva obsahuje 1 komparator, v kazdej dalSej vrstve sa pocet komparatorov zdvojna-
sobi. Nech pocet vstupov je n = 2*. Potom pocet pouzitych komparatorovje 1 +2 +4+ ... +
2F=1 = 2k — 1 = pn — 1 (stiet geometrickej postupnosti). Nasa siet teda ma O(logn) vrstiev a
pouziva O(n) komparatorov.

program P_[ ja;
{program semigraficky zobrazi priebeh vypoc¢tu komparatorovej siete}
uses crt;
const MAXM = 100; {maximélny pocet komparatorov}
MAXN = 100; {maximalny pocet vodicov}
var n : integer; {pocet vodic¢ov}
poloziek : integer; {pocet poloziek v poli komparatory}
komparatory : array[l..2 « MAXM, 1..2] of integer,
{zoznam komparatorov a oddelovacov trovni}
stav : array[l..MAXN] of integer;
{aktudlny stav vodic¢ov po niekolkych krokoch}
plne : array[l..MAXN] of boolean;
{¢i ide cez vodi¢ ¢iara v aktudlnom stlpci}

procedure nacitag

var inp : text {vstupny subor}
1, komparatorov, bolo_komparatorov : integer,
begin
assign(inp, ’siete.in’);  {otvor vstupny sibor}
reset(inp);
read(inp, n, komparatorov); {¢itaj pocet vodic¢ov a komparatorov}
for i := 1tondo {nacitaj vstupy siete - (stav vodicov)}

read(inp, stav[i]);

{nacitavaj komparatory a oddelovace,

az kym nedosiahnes dany pocet komparatorov}
bolo_komparatorov := 1; poloziek = 0;
while bolo_komparatorov <= komparatorov do begin
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poloziek = poloziek + 1;

read(inp, komparatory[poloziek, 1|, komparatory[poloziek, 2|);

{ak polozka bola komparétor, zvys poc¢et komparatorov}

if komparatory[poloziek, 1] <> 0 then

bolo_komparatorov := bolo_komparatorov+ 1;

end;
{za poslednym nacitanym komparatorom pridaj oddelovac}
poloziek = poloziek + 1;

komparatory|poloziek, 1] := 0;
komparatory|poloziek, 2] := 0;
close(inp); {zatvor vstupny stbor}

end; { nacitaj }

procedure prazdne_stlpce(stipec, kolko : integer);
var i, j : integer;
begin {vypis <kolko> prazdnych stlpcov}
for : := 1 ton do begin
gotoxy(stlpec, i %2 — 1);
for j := 1 to kolko do write(’-");
end;
end; { prazdne_ stlpce }

procedure vypis_stav(stlpec, sirka : integer);
var i : integer;
begin
for i := 1ton do begin {vypis§ aktualny stav vodic¢ov}
gotoxy(stlpec, i %2 — 1);
write(stavfi] : sirka); {kazdé ¢islo ma Sirku <sirka>}
end;
end; { vypis_stav }

function najdi_sirku : integer;
var i, max, sirka, cislo : integer,
maz = 1;
for i := 1 to n do begin
sirka = 1,
cislo = stavlil; {néjdi sirku ¢isla stav|i] }
while cislo >= 10 do begin
sirka = sirka+ 1; {del 10, kym neklesnes pod 10}

cislo := cislo div 10;
end;
if sirka > max then maz := sirke; {porovnaj s maximom}
end;
najdi_sirku := maz;

end; { najdisirku }

function je_volno(odkial, pokial : integer) : boolean;
var i : integer;
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ok : boolean;
begin {zisti, ¢i mdéZeme zakreslif komparator do stipca}

ok = true;
for i := odkial to pokial do begin
if pine[i] then ok := false; {ak sa krizi s inym, nemozeme}
end;
je_volno := ok;

end; { je_volno }

procedure spracuj_komparator(odkial, pokial, stlpec : integer);
var i, pom : integer;
begin {vykresli jeden komparator, zapi$ do pola plne, men stav}
gotoxy(stlpec, 2 * odkial — 1);  {vykresli horny koniec}
write(’*?);
gotoxy(stipec, 2 * pokial — 1);  {vykresli dolny koniec}
write(’*?);
for i := 2 x odkial to 2 * pokial — 2 do begin {spojnica medzi}
gotoxy(stlpec,i);

write(’|?);

end;

for i := odkial to pokial do {zapis komparator do pola plne}
plnefi] = true;

{vykonaj porovnanie a vymenu dani komparatorom }
if stav[odkial] > stav[pokial] then begin

pom := stav|odkiall;
stav|odkial] := stav[pokiall
stav[pokial] := pom,

end;

end; { vykresli_ komparator }

procedure vykresli;
var i, j, Stlpec, sirka : integer;
novy_stlpec : boolean;
begin {vykresli cely priebeh vypoctu}
clrser; {zmaz obrazovku}
sirka = najdi_sirku; {najdi sirku ¢isla na vodici}
vypis_stav(1, sirka); {vypis vstupy do stipca 1}
stlpec = sirka; {posledny pouzity stipec je <sirka>}
novy_stlpec := true; {v tomto stipci nebol Ziaden komparator}

for i := 1 to poloziek do begin
if komparatory[i][1] = 0 then begin {oddelova¢ trovni}

prazdne_stipce(stlpec + 1,2); {vykresli vodice}

vypis_stav(stlpec + 3, sirka); {vypis§ aktudlny stav}

stlpec := stlpec + 2 + sirka;

novy_stlpec = true; {za¢éneme novy stipec komparatorov}
end

else begin {komparator}
if novy_stlpec
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or not je_volno(komparatory|i][1], komparatory[i][2]) then
begin {ak treba zacat novy stipec komparatorov}

prazdne_stlpce(stlpec + 1, 3); {vykresli vodice}
for j := 1 to n do plne[j| := false; {inicializuj pole}
stlpec := stlpec + 3;
novy_stlpec = false;

end;

{vykresli a simuluj komp., zapi$ ho pola plne}
spracuj_komparator(komparatoryli|[1], komparatory|i][2], stlpec);
end;
end; {for i}
end; { vykresli }

begin {hlavny program}
nacitag;  {nacitaj vstup}
vykresli;  {vykresli priebeh vypoctu siete}

readln;  {pockaj na stlacenie klavesy enter}
clrscr;  {zmaz obrazovku}
end.
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