
MATEMATICKÁ OLYMPIÁDANA STREDNÝCH ©KOLÁCH54. roèník, ¹kolský rok 2004/2005Zadania úloh 2. kola kategórie PDruhé kolo 54. roèníka MO kategórie P sa koná 11. januára 2005 v dopo-ludòaj¹í
h hodiná
h. Na rie¹enie úloh máte 4 hodiny èistého èasu. Rie¹enieka¾dého príkladu musí obsahova» (pokiaµ nie je v zadaní uvedené ináè):
• Popis rie¹enia, to znamená slovný popis pou¾itého algoritmu, ar-gumenty zd�vodòujú
e jeho správnos» (prípadne d�kaz správnostialgoritmu), diskusiu o efektivite vá¹ho rie¹enia (èasová a pamä»ovázlo¾itos»). Slovný popis rie¹enia musí by» jasný a zrozumiteµný i beznahliadnutia do samotného zápisu algoritmu (do programu).
• Program. V úlohá
h P-II-1, P-II-2 a P-II-3 treba uvies» do-statoène podrobný zápis algoritmu, najlep¹ie v tvare zdrojovéhotextu najd�le¾itej¹í
h èastí programu v jazyku Pas
al alebo C/C++.Zo zápisu m�¾ete vyne
ha» jednodu
hé operá
ie ako vstupy, výstupy,implementá
iu jednodu
hý
h matemati
ký
h vz»ahov a pod.Triedenie u¾ nie je jednodu
há operá
ia, preto ak pí¹ete program vPas
ale a pou¾ívate triedenie, nezabudnite struène uvies» aj jeho al-goritmus. V jazyku C/C++ m�¾ete namiesto toho pou¾i» kni¾niènéfunk
ie na triedenie, v takom prípade staèí uvies» porovnáva
iu fun-k
iu.Ak pí¹ete program v C++ a pou¾ívate STL, súèas»ou popisu vá¹hoalgoritmu by mal by» dostatoène podrobný popis implementá
ie dá-tový
h ¹truktúr, ktoré pou¾ívate.V úlohe P-II-4 je potrebné uvies» program pre ALIK.Hodnotí se nielen správnos» programu, ale tie¾ kvalita popisu rie¹enia aefektivita zvoleného algoritmu.
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P-II-1Z Kleofá¹a sa stal vïaka va¹ej pomo
i úspe¹ný podnikateµ a jeho klien-tela zahàòa bohat¹í
h a mali
hernej¹í
h zákaznikov. Ak toti¾ nejaký zosúèasný
h zákazníkov uvidí dvo
h r�zny
h zákaznikov pou¾íva» rovnakúpráèku, nebude u¾ túto práèovòu ïalej nav¹tevova» { povie si: þPo
hoptepredsa, ¾e nebudem pra» bielizeò s µuïmi, ktorí nemajú na to, aby si za-platili práèku sami pre seba!ÿSú»a¾ná úloha: Na vstupe dostanete N ≤ 10 000 { poèet zákazníkov,ktorí nav¹tívia Kleofá¹ovu práèovòu poèas jedného dòa. Pre ka¾dého zá-kazníka je zadaný èas jeho prí
hodu a doba, na akú si 
h
e prenaja» práèku(obidve sú 
elé èísla medzi 1 a 1 000 000 000). Po¾iadavky zákazníkov niesú uvedené v ¾iadnom konkrétnom poradí.Va¹ou úlohou je zisti», koµko najmenej práèok Kleofá¹ potrebuje, abyv¹et
i jeho zákazní
i boli úplne spokojní. Zákazník bude spokojný, ak sibude m�
» prenaja» práèku od okamihu prí
hodu na dobu, ktorú po¾aduje(je samozrejmé, ¾e jednu práèku nem�¾u pou¾íva» dvaja r�zni zákazní
isúèasne), a navia
 poèas doby, kedy bude pra», nebude ¾iadnu práèkupostupne vyu¾íva» via
 zákazníkov.Okrem urèenia minimálneho poètu práèok musíte pre Kleofá¹a vytvo-ri» aj zoznam, podµa ktorého bude posiela» zákazníkov k voµným práèkam.Príklad:vstup5 zákazníkovèasy prí
hodu a doby:1000 10003000 20004500 5001500 5002000 2000
výstupTreba aspoò 3 práèky.Priradenie práèok zákazníkom:{ zákazník 1 bude pri práèke 2{ zákazník 2 bude pri práèke 3{ zákazník 3 bude pri práèke 1{ zákazník 4 bude pri práèke 3{ zákazník 5 bude pri práèke 2(V¹imnite si, ¾e zákazní
i 3 a 5 nem�¾u dosta» tú istú práèku, preto¾eby i
h videl zákazník 2 pra
ova» pri rovnakej práèke.)P-II-2Majme dané 
elé kladné èíslo N , N ≥ 2, a sústavu podmienok tvaru

xi − xj 6= ai,j , kde x1, . . . , xN+1 sú premenné, ai,j sú 
elé èísla medzi 0a N − 1 a pre ka¾dú dvoji
u indexov i a j, 1 ≤ i < j ≤ N + 1 sústavaobsahuje práve jednu podmienku.Aby nám odèítaním nemohli vzniknú» na µavej strane niektorý
h pod-mienok záporné èísla, budeme túto sústavu rie¹i» modulo zadané èíslo N .2



Teda v¹etky aritmeti
ké operá
ie sú vykonané modulo N . Pripomeòmesi, ¾e výsledkom aritmeti
kej operá
ie vykonanej modulo N je zvy¹okpo delení p�vodného výsledku èíslom N , napríklad (2 + 3) mod 4 = 1,(2 − 3) mod 4 = 3, (3 · 2) mod 5 = 1, (3 · 4) mod 6 = 0, atï. V¹imnite sihlavne sp�sob poèítania v prípade, ¾e je p�vodný výsledok záporný.Nájdite algoritmus, ktorý pre zadané N a èísla ai,j zistí, èi zadanásústava podmienok má rie¹enie { teda èi existujú nezáporné 
elé èísla
x1, . . . , xN+1 také, ¾e rozdiel xj − xi − ai,j nie je deliteµný N pre ¾iadne
i a j, 1 ≤ i < j ≤ N + 1. Ak sústava má rie¹enie, algoritmus musí tie¾(jedno µubovoµné) jej rie¹enie nájs» a vypísa».Príklad 1: Pre N = 3 máme zadané nasledujú
e podmienky:

x1 − x2 6= 1 x2 − x3 6= 2 x3 − x4 6= 0
x1 − x3 6= 2 x2 − x4 6= 1
x1 − x4 6= 2Sústava má rie¹enie, napr. x1 = x2 = x4 = 2 a x3 = 1.Príklad 2: Pre N = 2 máme zadané nasledujú
e podmienky:
x1 − x2 6= 1 x2 − x3 6= 1
x1 − x3 6= 0Ak x1 = 0, tak potom x2 = 0 podµa prvej podmienky a x3 = 1 podµadruhej podmienky. Potom ale tretia podmienka nie je splnená. Podobne,ak x1 = 1, x2 musí by» rovné 0 a x3 rovné 1. Tretia podmienka ale opä»nie je splnená. Zadaná sústava podmienok teda nemá rie¹enie.P-II-3Úrad pre potláèanie redundantný
h repetí
ií (zriadený Komisiou pre lik-vidá
iu redundantný
h úradov) sa zaoberá odstraòovaním zbytoène opa-kovaný
h dokumentov v ar
hívo
h.Pre
hádzanie ar
hívov je samozrejme veµmi nudná prá
a, ktorá od-vádza úradníkov od iný
h, omnoho zaujímavej¹í
h a iste prospe¹nej¹í
hvyu¾ití i
h pra
ovného èasu. Veµmi by i
h preto pote¹ilo, keby ste im na-písali program rie¹ia
i nasledovnú úlohu:Sú»a¾ná úloha: Je dané prirodzené èíslo k a re»aze
 znakov T . Nájditesúvislý podre»aze
 då¾ky k, ktorý sa v T najvia
krát opakuje, a tie¾ po-èet jeho výskytov R. Jednotlivé výskyty tohto re»az
a sa m�¾u èiastoèneprekrýva». V prípade, ¾e existuje via
 re»az
ov, ktoré sa opakujú R-krát,vypí¹te µubovoµný z ni
h.Príklad:Pre T = abababa a k = 3 je rie¹ením podre»aze
 aba, opakuje sa 3-krát.3



P-II-4Popis zariadenia Alik nájdete v ¹tudijnom texte za touto úlohou. Oddomá
eho kola sa lí¹i tým, ¾e pribudli operá
ie násobenia, delenia a zvy¹kupo delení a Príklad 3 na tieto operá
ie.Sú»a¾ná úlohaZostrojte program pre Alik, ktorý k zadanému èíslu x = xN−1 . . . x1x0nájde zrkadlové èíslo y = x0x1 . . . xN−1, t. j. èíslo, ktorého dvojkový zápisvznikne zapísaním 
elého èísla x (vrátane prípadný
h núl na jeho zaèiatku)odzadu.©tudijný textAritmeti
ko-logi
ká integerová kalkulaèka (skratka Alik) je výpoètové zaria-denie pra
ujú
e s W -bitovými 
elými èíslami v rozsahu 0 a¾ 2W − 1 vrátane;v ïal¹om texte pod èíslami rozumieme v¾dy takéto èísla. Budeme i
h obvyklezapisova» v dvojkovej sústave hrubým písmom a na zaèiatok dvojkového zápisuv¾dy doplníme príslu¹ný poèet núl, aby poèet èísli
 (bitov) bol presne W . Väè-¹inou tie¾ nebudeme rozli¹ova» mezi èíslom a jeho dvojkovým zápisom, tak¾e
i-tym bitom èísla budeme rozumie» i-ty bit jeho dvojkového zápisu (bity èíslu-jeme zprava doµava od 0 po W − 1).Pamä» stroja tvorí 26 registrov pomenovaný
h a a¾ z. Ka¾dý register v¾dyobsahuje jedno èíslo.Alik se riadi programom, èo je postupnos» priraïova
í
h príkazov typuregister := výraz , kde výraz m�¾e obsahova» kon¹tanty (èísla zapísané v dvoj-kovej sústave), registre, zátvorky a nasledujú
e operátory (gré
ke písmená ozna-èujú podvýrazy):

• α + β (priorita 4) sèíta èísla α a β. Ak je výsledok via
 ako 2W −1, èísli
evy¹¹í
h rádov odre¾e. Inak povedané, poèíta súèet modulo 2W .
• α − β (priorita 4) odèíta od èísla α èíslo β. Ak je α < β, spoèíta 2W +

α − β, teda rozdiel modulo 2W .
• α ∗ β (priorita 6) vynásobí dve èísla, výsledok opä» modulo 2W .
• α / β (priorita 6) vydelí èíslo α èíslom β; delenie nulou dá v¾dy výsle-dok 0.
• α%β (priorita 6) vráti zvy¹ok po delení èísla α èíslom β, teda α − β ∗(α / β); ak β = 0, výsledok sa rovná α.
• ¬α (priorita 9) spoèíta bitovú negá
iu èísla α, èo je èíslo, ktorého i-tybit je 0 práve vtedy, keï i-ty bit èísla α sa rovná 1, a naopak.4



• α ∧ β (priorita 8), α ∨ β, α ⊕ β (priorita 7) bitové operá
ie: and, or axor. Vyhodno
ujú sa tak, ¾e sa i-ty bit výsledku spoèíta z i-teho bituèísla α a i-teho bitu èísla β podµa nasledujú
i
h tabuliek:0 ∧ 0 = 0 0 ∨ 0 = 0 0⊕ 0 = 00 ∧ 1 = 0 0 ∨ 1 = 1 0⊕ 1 = 11 ∧ 0 = 0 1 ∨ 0 = 1 1⊕ 0 = 11 ∧ 1 = 1 1 ∨ 1 = 1 1⊕ 1 = 0
• α << β (priorita 2) posunie èíslo α o β bitov doµava, teda doplní na jehokonie
 β núl a odre¾e prvý
h β bitov, aby bol výsledok opä» W -bitový.
• α >> β (priorita 2) posunie èíslo α o β bitov doprava, teda doplní na jehozaèiatok β núl a odre¾e posledný
h β bitov, aby bol výsledok opä» W -bitový.Ak zátvorky neurèia inak, vyhodno
ujú sa operátory s vy¹¹iou prioritou predoperátormi s ni¾¹ou prioritou. V rám
i rovnakej priority sa vyhodno
uje zµavadoprava (s výnimkou operátora ¬, ktorý je unárny, a teda sa musí vyhodno
ova»zprava doµava).Príklad: ako fungujú operátory; predpokladáme W = 4

a + b ∧ c + d= (a + (b ∧ c)) + d0101 + 1110= 00110001 − 1111= 00100101 ∧ 0011= 00010101 ∨ 0011= 01110101 ⊕ 0011= 0110Ako vyrobi» pomo
ou << postupnos» jednotiek:(1<< 11)− 1= 1000 − 1 = 0111Ako získa» z èohokoµvek samé jednotky:
a ∨ ¬ a= 1111Výpoèet prebieha takto: Najprv sa do registra x nastaví vstup (v¾dy jednoèíslo) a do ostatný
h registrov nuly. Potom sa vykonajú v¹etky príkazy register :=výraz v poradí, v akom sú v programe uvedené, prièom sa v¾dy najsk�r vyhod-notí výraz na pravej strane a a¾ potom sa jeho výsledok ulo¾í do registra , tak¾evo vnútri výrazu je e¹te mo¾né pra
ova» s p�vodnou hodnotou registra. Po do-konèení posledného príkazu sa hodnota v registri y interpretuje ako výsledokvýpoètu. Hodnoty v ostatný
h registro
h m�¾u by» µubovoµné.Veµkos» vstupu zade�nujeme ako poèet bitov N , ktoré potrebujeme na re-prezentá
iu vstupu. Na¹e programy budú èasto potrebova» registre, do ktorý
hmo¾no ulo¾i» èísla väè¹ie ako 2N − 1. Poèet bitov, ktoré potrebujeme na repre-zentá
iu tý
hto èísel budeme vola» veµkos» registra W . Samozrejme, v¾dy musíplati» W ≥ N .Nie v¾dy je mo¾né pou¾i» ten istý program pre v¹etky mo¾né veµkosti vstupu

N . V závisloti od N a W je napríklad potrebné zmeni» hodnoty pomo
ný
h kon-¹tánt v programe, poèet opakovaní niektorý
h operá
ií v programe a podobne.Preto pri rie¹ení úloh pre ka¾dú hodnotu N musíme popísa»:5



• veµkos» registrov W , ktorú program bude pou¾íva», v závislosti od N

• ako pre ka¾dú konkrétnu hodnotu N zostavi» program, ktorý funguje prev¹etky vstupy veµkosti NÈasovou zlo¾itos»ou programu v závislosti od N budeme rozumie» poèetin¹truk
ií, ktoré potrebujeme pre danú veµkos» vstupu. Veµkos» registra W v zá-vislosti od N budeme nazýva» pamä»ovou zlo¾itos»ou (keï¾e poèet registrov jeobmedzený na 26, veµkos» registra skutoène urèuje mno¾stvo pamäte). Tak akopri èasovej a pamä»ovej zlo¾itosti be¾ný
h programov, pri odhado
h budemezanedbáva» multiplikatívne kon¹tanty (m�¾eme teda pou¾íva» O-notá
iu). Bu-deme v¹ak vy¾adova», aby veµkos» registra W bola polynomiálne závisláod veµkosti vstupu N (t.j. existuje kon¹tanta k, pre ktorú W ≤ Nk pre v¹etky
N ≥ 2).Pri rie¹ení úloh budeme 
h
ie», aby èasová zlo¾itos» vygenerovaný
h progra-mov v závislosti na N bola èo najmen¹ia. Medzi rovnako rý
hlymi programamije potom lep¹í ten s men¹ou pamä»ovou zlo¾itos»ou.Príklad 1: Zostrojte program pre Alik, ktorý dostane na vstupe nenulovéèíslo a vráti výsledok 1 práve vtedy, ak je toto èíslo mo
ninou dvojky, inak vrátinulu.Rie¹enie: Najprv si v¹imnime, ¾e mo
niny dvojky sú práve èísla, ktoré obsa-hujú práve jeden jednotkový bit. Sledujme 
hovanie nasledujú
eho jednodu
héhoprogramu.Vo v¹etký
h uká¾kový
h programo
h budeme v µavom ståp
i uvádza» jednot-livé príkazy a v pravom ståp
i v¹eobe
ný tvar spoèítanej hodnoty pre µubovoµné
N . Ak sa nejaká èísli
a alebo skupina èísli
 opakuje via
krát, oznaèíme opako-vanie exponentom. Teda 08 je osem núl, (01)3 je skratka za 010101. Gré
kymipísmenami budeme oznaèova» bli¾¹ie neurèené skupiny bitov.

x= α10i

a := x − 1 a= α01i

b := x ∧ a b= α00iÈíslo v registri a sa od x v¾dy lí¹i tým, ¾e najpravej¹ia 1 sa zmení na 0 av¹etky 0 vpravo od nej sa zmenia na 1. Preto b = x∧ a sa musí od x lí¹i» práveprepísaním najpravej¹ej 1 na 0. (To preto, ¾e bity naµavo od tejto 1 sú stálerovnaké a α ∧ α = α, kým vo zvy¹ku èísla sa v¾dy anduje 0 s 1, èo dá nulu.)A keï¾e mo
niny dvojky sú práve èísla, v ktorý
h dvojkovom zápise je právejedna 1, spoèíta ná¹ program v b nulu práve vtedy, ak je x mo
nina dvojky(alebo nula, èo sme ale zakázali).Zostáva teda vyrie¹i», ako z nuly spravi» po¾adovanú jednotku a z nenulynulu. K tomu si zavedieme operá
iu r := if (s, t, u), ktorá bude realizova» pod-mienku: ak s 6= 0, priradí r := t, inak r := u. Spravíme to jednodu
hým trikom:roz¹íríme si registre o jeden pomo
ný bit vµavo, nastavíme v r tento bit na jed-notku a sledujeme, èi sa zmen¹ením vzniknutého èísla o jednotku tento bit zmenína nulu alebo nie:
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v := s ∨ 10N v= 1r
v := v − 1 v= 1r′ (ak r 6= 0), inak 01N

v := v ∧ 10N v= 10N alebo 00N

v := v >> N v= 0N1 alebo 0N0
v := v − 1 v= 0N+1 alebo 1N+1
r := (u ∧ v) ∨ (t ∧ ¬ v) s= t alebo uStaèí teda na konie
 programu prida»

y := if (b, 0, 1) y= 0 alebo 1a máme program, ktorý rozpoznáva mo
niny dvojky v kon¹tantnom èase apou¾íva na to èísla s N + 1 = O(N) bitmi.E¹te si uká¾me, ako bude prebieha» výpoèet pre dva konkrétne 8-bitovévstupy (teda N = 8 a W = 9):
x= 001011000 x = 000100000

a := x − 1 a= 001010111 a = 000011111
b := x ∧ a b= 001010000 b = 000000000
v := b ∨ 100000000 v= 101010000 v = 100000000
v := v − 1 v= 101001111 v = 011111111
v := v ∧ 100000000 v= 100000000 v = 000000000
v := v >> 8 v= 000000001 v = 000000000
v := v − 1 v= 000000000 v = 111111111
y := (000000001 ∧ v)

∨(000000000 ∧ ¬ v) y= 000000000 y = 000000001Príklad 2: Zostrojte program pre Alik, ktorý spoèíta binárnu paritu vstup-ného èísla, teda vráti 0 nebo 1 podµa toho, èi má toto èíslo párny alebo nepárnypoèet jednotkový
h bitov.Rie¹enie: Bez ujmy na v¹eobe
nosti m�¾eme predpoklada», ¾e N je mo
ninadvo
h. Binárna parita P (x) èísla x = xN−1 . . . x1x0 sa podµa de�ní
ie rovná
x0⊕x1⊕ . . .⊕xN−1. Keï¾e operá
ia ⊕ je aso
iatívna (α⊕(β⊕γ) = (α⊕β)⊕γ)a komutatívna (α ⊕ β = β ⊕ α), m�¾eme tento vz»ah preusporiada» na

P (x) = (x0 ⊕ xN/2)⊕ (x1 ⊕ xN/2+1)⊕ . . . ⊕ (xN/2−1 ⊕ xN−1),èo je ale parita èísla, ktoré vznikne vyxorovaním µavej a pravej polovi
e èísla x.Tak¾e výpoèet parity N -bitového èísla m�¾eme kon¹tantným poètom príkazovprevies» na výpoèet parity N/2-bitového èísla, ten zase na výpoèet parity N/4-bitového èísla atï., a¾ po log2 N kroko
h na paritu 1-bitového èísla, ktorá saov¹em rovná èíslu samotnému.Paritu teda spoèítame nasledujú
im programom. Jeho èasová zlo¾itos» tohtoprogramu je O(logN) krokov, pamä»ová zlo¾itos» je O(N) bitov.
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p := x>> N/2 p= horný
h N/2 bitov x

q := x ∧ 1N/2 q= dolný
h N/2 bitov x
x := p ⊕ q x= N/2-bitové èíslo s paritouako p�vodné x

x := (x >> N/4)⊕ (x ∧ 1N/4) x= N/4-bitové èíslo s rovnakouparitou (v¹imnite si skrátenýzápis výrazu)
. . . . . .

x := (x >> 1)⊕ (x ∧ 1) x= 1-bitové èíslo
y := x y= x (skopírova» výsledok)Ná¹ programova
í jazyk samozrejme ¾iadne 
elé èasti èísel a podobné ope-rá
ie nemá, ale to v�be
 nevadí, preto¾e i
h v¾dy pou¾ívame len na podvýrazyzávisia
e iba na N , tak¾e i
h v programe m�¾eme pre ka¾dé N uvies» ako kon-¹tanty. Napríklad pre N = 8 bude výpoèet prebieha» takto:

x= 00110110
p := x>> 4 p= · · · ·0011
q := x ∧ 1111 q= · · · ·0110
x := p ⊕ q x= · · · ·0101
x := (x >> 2)⊕ (x ∧ 11) x= · · · · · ·00
x := (x >> 1)⊕ (x ∧ 1) x= · · · · · · ·0
y := x y= 00000000Príklad 3: Vo vzorovom rie¹ení úlohy P-I-4 b) sme potrebovali presunú» po-stupnos» jednotiek na konie
 èísla, teda èíslo tvaru 0i1j0k previes» na 0i0j1k.To je pomo
ou delenia mo¾né spravi» v kon¹tantnom èase napríklad takto:

x= 0i1j0k

a := x ∧ (x − 1) a= 0i1j−100k (pozri Príklad 1)
b := x ⊕ a b= 0i0j−110k

y := x / b b= 0i0k1jTu sme vyu¾ili to, ¾e delenie mo
ninou dvojky je mo¾né pou¾i» ako bitovýposun doprava, ale namiesto poètu bitov, o ktoré sa má posúva», zadáme èíslomajú
e 1 na pozí
ii, ktorá sa má po posune objavi» úplne vpravo.SLOVENSKÁ KOMISIA MATEMATICKEJ OLYMPIÁDY54. ROÈNÍK MATEMATICKEJ OLYMPIÁDYZadania 2. kola kategórie PVydala IUVENTA pre vnútornú potrebu Ministerstva ¹kolstva SRZodpovedný redaktor: M. Fori¹ekSadzba programom LATEX
© Slovenská komisia Matemati
kej olympiády, 2004


