MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

53. ro¢nik, Skolsky rok 2003/2004
Zadania Gloh 3. kola kategérie P
1. sGtazny den

Na riesenie tlloh méate 4.5 hodiny ¢istého casu. Riesenie kazdého prikladu
musi obsahovat (pokial nie je v zadani uvedené inac):

e Popis riesenia, to znamena slovny popis pouzitého algoritmu, ar-
gumenty zdovodnujice jeho spravnost (pripadne dokaz spréavnosti
algoritmu), diskusiu o efektivite vasho riesenia (Casova a pamétova
zlozitost). Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez
nahliadnutia do samotného zapisu algoritmu (do programu).

e Program. V ulohach P-ITI-1 a P-III-2 treba uviest dostatoc¢ne
podrobny zapis algoritmu, najlepsie v tvare zdrojového textu naj-
dolezitejsich casti programu v jazyku Pascal alebo C. Zo zapisu mo-
zete vynechat jednoduché operacie ako vstupy, vystupy, implemen-
taciu jednoduchych matematickych vztahov a pod. V tlohe P-IT1-3
uvedte prislu$né programy pre registrové pocitace.

Hodnoti se nielen spravnost programu, ale tiez kvalita popisu rieSenia a
efektivita zvoleného algoritmu.

P-111-1

Ist4 nemenovand tajna spolo¢nost ma N agentov. V ziaujme utajenia
kazdy agent moze vydavat rozkazy iba niekolkym dal$im agentom. Agent,
ktory dostane rozkaz, posle tento rozkaz vsetkym agentom, ktorym moze
vydévat rozkazy. Séfom spoloc¢nosti je taky agent, ktory ak vyda rozkaz,
tak ho ¢asom dostani vSetci agenti. (Spolo¢nost moze mat aj viacero $é-
fov, nemusi mat ziadneho.)

Stutazna tiloha

Na vstupe je pocet agentov N. Agenti s oc¢islovani ¢islami od 7 (pres-
nejsie 007) do N + 6. Pre kazdého agenta je tiez dany zoznam agentov,
ktorym moze vydat rozkaz. Navrhnite efektivny algoritmus, ktory najde
Séfa tajnej spolocnosti (ak je ich viac, staci najst lubovolného) alebo zisti,
Ze tajna spolo¢nost nemé $éfa.



Priklad:

Vstup: Vystup:

N =3 Agent 7 je séf.
agent 7 rozkazuje agentovi 8

agent 8 rozkazuje agentovi 9

agent 9 rozkazuje agentovi 7

Vstup: Vystup:

N =4 Ziaden agent nie je $éf.
agent 7 nerozkazuje nikomu

agent 8 nerozkazuje nikomu

agent 9 rozkazuje agentom 7 a 8

agent 10 rozkazuje agentom 7 a 8

P-111-2

Meteorologicka stanica kazdt minttu meria teplotu vzduchu. Meteorolo-
govia by potrebovali program, ktory by im v kazdom okamihu hovoril,
akd najnizsia teplota bola namerand pocas poslednych K minit. Vasou
ulohou bude napisat tento program.

Na vstupe je ¢islo K, nasleduje postupnost nameranych teplot ukon-
¢end hodnotou -1000. VAaS program by vzdy po precitani teploty mal vy-
pisat najniz§iu spomedzi poslednych K nacitanych teplot.!

Priklad:

Vstup Vystup
K=3

teploty:

9.0 9.0
4.7 4.7
5.3 4.7
2.1 2.1
9.0 2.1
9.8 2.1
17.0 9.0
9.5 9.5
-1000

1Resp. najniz§iu spomedzi doteraz nacitanych teplot, ak ich bolo menej ako K.



P-111-3

V tomto kole sa budeme zaoberat tzv. jednosmernymi registrovymi poci-
tac¢mi — rovnakymi ako v domécom kole. Ich formalnu definiciu najdete v
studijnom texte, ktory nasleduje za zadanim sutaznej tlohy.

Stutazna tiloha

a)

Nech R je retazec tvoreny pismenami a, b, ¢, A, B, C. Oznac¢me
m(R) refazec tvoreny malymi pismenami v R (v poradi, v akom sa
vyskytuji v R). Analogicky ozna¢me v(R) retazec tvoreny velkymi
pismenami v R. Retazec upcase(R) dostaneme z R tak, Ze nahra-
dime vSetky malé pismend zodpovedajicimi velkymi.

Napr. ak R = aaAcB, tak m(R) = aac, v(R) = AB a upcase(R) =
AAACB.

Napiste program pre jednosmerny registrovy pocita¢, ktory bude
rieSit nasledujtcu tlohu: Na vstupe dostane retazec R, tvoreny pis-
menami a, b, ¢, A, B, C. Pocita¢ ho méa vyhlésit za dobry prave
vtedy, ak upcase(m(R)) = v(R). (Slovom: ak velké pismend v R
tvoria ”to isté” slovo ako malé.)

Teda napr. vstupy aA, Aa a abAcBaC ABb st dobré, ale vstupy aa,
BebC' ani acACa nie st dobré.

V&s program moze pouzit Tubovolny koneény pocet registrov, hod-
noti sa len jeho spravnost. Ak si myslite, ze takyto program neexis-
tuje, dokazte to.

Dokazte, ze pre Tubovolna tlohu plati: Ak vieme zostrojit program
registrovy pocitac, ktory riesi danta tilohu pomocou troch registrov,
tak vieme zostrojit program, ktory tato tlohu rie$i pomocou iba
dvoch registrov.

Inymi slovami: Ukazte postup, ako existujici program pouzivajuci
3 registre prepisat na ekvivalentny, ktory potrebuje len dva registre.
Nezabudnite zdovodnit spravnost vasho postupu.

Studijny text

Register je nieCo podobné ako premenné. PresnejSie, v registri moéze byt
v 4 z P z e ’ /7 . /
ulozené lubovolne velké nezaporné celé ¢islo. Na rozdiel od premennych,
ktoré vieme medzi sebou s¢itat, od¢itat a nasobit, s registrom vieme robit

.....

1 (ak v iom bola 0, ostane v nom 0) a pozriet sa, ¢ je v riom 0.



Registrovy pocitac ma k dispozicii neobmedzene vela registrov, oznace-
nych Ry, R1, Rs, atd. Okrem registrov ma registrovy pocita¢ k dispozicii
len koneéne velk(i pomocnii pamit.

Program pre nas registrovy pocita¢ budeme pisat v jazyku podobnom
jazyku Pascal. Nas programovaci jazyk bude rozsireny napr. o prikazy na
pracu s registrami, na druhej strane niektoré prikazy z Pascalu budeme
musiet zakazat.

N&s pocita¢ bude riesit lohy nasledovného typu: dostane na vstupe
slovo (refazec pismen) a po nejakom case odpovie, ¢ je to slovo dobré
alebo nie. Aby nam vedel odpovedat, zavedieme Specialne prikazy Accept
a Reject. Akonéahle sa vykona prikaz Accept, slovo je dobré a vypocet
konci. Akonahle sa vykona prikaz Reject, slovo je zlé a vypocet konci.
Ak sa vypocet zacykli, pripadne ak skonc¢i a pocas neho sa nevykona ani
Accept, ani Reject, slovo je tiez zlé.

Prikaz “prirataj 1 k obsahu registra R” budeme znacit Inc(R), “odra-
taj 1 od obsahu registra R” budeme znacit Dec(R). Vyraz Zero(R) bude
pravdivy, ak je v registri R nula a nepravdivy inak. Na zaciatku vypoctu
su vo vSetkych registroch nuly.

V programe modzeme pouzit len konecne vela registrov. Okrem nich mo-
zeme pouzit uz iba konstantny poéet pomocnych premennych typu byte?
(teda nemodzeme pouzit polia!l) a Specidlnu premennt vstup typu char.
Premennt vstup moézeme menit len zavolanim prikazu Read(vstup). Ak
pocita¢ este nedocital vstupné slovo, prikaz Read(vstup) precita dalsie
pismeno a ulozi ho do premennej vstup. Ak pocita¢ uz vstupné slovo
do¢ital, prikaz Read(vstup) ulozi do premennej vstup Specidlny znak $.

KedZe registrovy pocita¢ ma okrem registrov len konecne vela pamiite,
nemoze si dovolit pouzivat ani rekurziu (nemal by si kde pamitat navra-
tové adresy). My pre istotu tplne zakazeme definovat a pouzivat v nasom
programe procedury. Takisto je zakazané volanie standardnych procedur
a funkcii jazyka Pascal. V aritmetickych vyrazoch sa smu pouzivat iba

premenné (teda nie registre), konstanty, celociselné operatory +, —, *,
div, mod a zatvorky. V podmienkach sa smu pouzivat vyrazy Zero(R;),
bezné relacné operatory (<, <=, ...), logické spojky a zatvorky.

Z klucovych slov jazyka Pascal st teda povolené iba nasledovné: var,
begin, end, if, then, else, case, of, while, do, repeat, until, for, to,
downto, ord, div, mod, and, or, not a xor.

Priklad 1
NapiSte program pre registrovy pocitac, ktory bude riesit nasledujticu
ulohu: Na vstupe bude retazec pismen a, b, c. Nech « je pocet tych pismen

2obsah takejto premennej je celé ¢islo od 0 do 255



a vo vstupnom retazci, za ktorymi uz nie je Ziadne c. Podobne nech j3 je
pocet b, za ktorymi nie je ziadne c. Poéita¢ méa vstupny retazec vyhlasit
za dobry prave vtedy, ked oo = 3.

Riesenie. V registri R; si pamédtame aktualnu hodnotu «, v registri Ro
hodnotu 3. Vzdy, ked prec¢itame pismeno ¢, oba registre vynulujeme. Na
konci jednoducho porovname hodnoty ulozené v registroch. Rozmyslite si,
ze by stacilo pouzit jeden register (v ktorom by sme mali hodnotu |a—g)).

var vstup : char;
begin
Read(vstup);
while (vstup <> ’$’) do begin
if (vstup = ’a’) then Inc(R;);
if (vstup = ’b?) then Inc(R»);
if (vstup = ’c?) then begin
while not Zero(R;) do Dec(R;);
while not Zero(Rz) do Dec(Rs);
end;
end;
while not Zero(R;) do begin
Dec(Ry);
if (Zero(R2)) then Reject,
Dec(R2);
end;
if Zero(Ry) then Accept;
end.

Priklad 2

Napiste program pre registrovy pocitac, ktory bude riesit nasledujticu
ulohu: Na vstupe bude retazec pismen a. Pocita¢ ho méa vyhlasit za dobry
prave vtedy, ked je jeho dlzka mocninou troch.

RieSenie. Pre¢itame vstupné slovo, pri¢om si do Ry ulozime jeho dizku.
Potrebujeme zistit, ¢i je to mocnina troch. Aby sme to zistili, budeme
uloZent hodnotu delit tromi, kym to pojde. Ak na konci dostaneme podiel
0 a zvysSok 1, povodné ¢islo bola mocnina 3, inak nie.

var vstup : char;
zvysok : byte;
begin
Read(vstup);
while (vstup <> ’$’) do begin Inc(R;); Read(vstup); end;



if Zero(R;) then Reject;
while true do begin
zvysok := 0;
while not Zero(R;) do begin
Dec(Ry);
zvysok := (zvysok+ 1) mod 3;
if (zvysok = 0) then Inc(Rs);
end;
if (Zero(R3) and (zvysok = 1)) then Accept;
if (zvysok <> 0) then Reject,
while not Zero(R3) do begin Dec(Rs); Inc(Ry); end;
end;
end.
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MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

53. ro¢nik, Skolsky rok 2003/2004
Zadania Gloh 3. kola kategérie P

2. sutazny den

P-111-4

Program: psici.pas/.c/.cpp
Vstup: psici.in
Vystup: psici.out

"Ték, a teraz budete skatat vzdy, ked zapiskam! A kazdy inac¢.” roz-
kazal Konrad svojim dvom psikom. Chudéaci mali, musia teraz obidvaja
poskakovat po luke, az kym sa obidvaja sii¢asne neschovaju.

Svet je nekone¢nd Sestuholnikova siet. Polic¢ka sveta st ocislované pri-
rodzenymi ¢islami iddc od ¢isla 1 po Spirale. Luku tvori prvych N policok
sveta. Na obrazku je priklad luky pre N = 26.

Na luke stoja nasi dvaja psici na polickach Sq, S3. Skrys pre prvého
je na policku 77, pre druhého na policku T5. Na M polickach laky rasta
bodliaky a psici tam za ziadnych okolnosti neskocia.

Na jedno pisknutie dokézu psici preskocit na Tubovolné susedné po-
licko, pokial na nom nerastt bodliaky. Nemozu skdkat obidvaja stcasne
tym istym smerom a taktiez nemozu obidvaja dopadnit na to isté policko.



Na kazdé pisknutie musi kazdy z nich preskocit na iné policko (aj keby uz
stal v skrysi).

Vasou tulohou je zistit, na kolko najmenej pisknuti mozu psici stat
sucasne vo svojich skrysach.

Stutazna tiloha

Na vstupe je za sebou popis niekolkych (max. 5) problémov.

Kazdy problém ma na prvom riadku 2 ¢isla N (2 < N < 500), M
(0 < M < N —2), na druhom riadku ¢isla poli¢ok Sy, T1, Sy a Ty (1 <
S1,T1,S2, Ty < N). Nasleduje dalsich M riadkov s ¢islami policok, kde
rasti bodliaky.

Vstup je ukonceny riadkom obsahujicim M = N = 0.

Moézete predpokladat, ze S; # S, 11 # T a ze na polickach Si, S
nie su bodliaky. Za poslednym vstupom je riadok s dvoma nulami.

Na vystup vypiste pre kazdy problém jeden riadok s najmensim po-
¢tom pisknuti, po ktorom mézu psici sii¢asne stat vo svojich skrySach. Ak
sa to neda, vypiste namiesto poctu taktov text "neda sa”.

Priklad:

Vstup: Vystup:
11 0 2
3106 7 3

11 1 neda sa
3106 7

1

10 2

3107 8

2

9
00
P-I111-5

Jankovej programéatorskej firme AttoSoft sa podarilo ziskat dalSieho kli-
enta, ktory potrebuje naprogramovat N programov. Jankovi a jeho prog-
raméatorom sa vSak do prace velmi nechcelo a tak prisiel termin odovzda-
nia a programy este stale nie st hotové. Janko sa zlakol a zacal Studovat
zmluvu, ktora so zdkaznikom podpisal.

V zmluve bol pre kazdy program uvedeny vzorec, akym sa pocita po-
kuta za neskoré odovzdanie programu v zavislosti od doby omeskania.
Nastastie netreba zaplatit sucet pokut, ale len najvyssiu pokutu zo



vSetkych. Teraz sa Janko snazi naplanovat pracu na programoch tak, aby
zaplatil ¢o najmensiu pokutu. Ako predtym, aj teraz ma k dispozicii len
jeden pocita¢, a preto sa neda pracovat na viacerych programoch naraz.
Pracu na jednom programe nemozno prerusit.>

Stutazna tiloha

Na vstupe je pre kazdy z nedokoncenych programov vzorec na vypocet po-
kuty a kolko dni treba na jeho dokonéenie. Napiste program, ktory najde
rozvrh na dokoncenie programov, pri ktorom Janko zaplati najmensiu
pokutu. Pre jednoduchost mé vzorec na vypocet pokuty tvar polynému
najviac tretieho stupna ax> +bx? +cx +d, v ktorom st koeficienty a, b, ¢, d
nezaporné a x je pocet dni, o ktoré sa odovzdanie programu omeskalo.

Format vstupu. Prvy riadok vstupného siboru obsahuje kladné celé
¢islo N (1 < N < 5000) — pocet programov. Nasleduje N riadkov, i-
ty z nich obsahuje péf celych éisel I, a;,b;,¢i,d; (1 < 1; < 100, 0 <
a;, b;,ci,d; < 5000) kde [; je ¢as v dnoch potrebny na dokoncenie i-teho
programu a a;, b;, ¢;, d; si koeficienty vzorca na vypocet pokuty. Moézete
predpokladat, Ze za 100 000 dni sa stihni naprogramovat vSetky programy.
Format vystupu. Vystupny subor obsahuje N ¢isel, oddelenych bielymi
znakmi (medzerami alebo koncami riadkov). Tieto ¢isla reprezentuju ¢isla
programov v poradi, v akom ich treba dokonéit, aby pokuta bola najmen-
Sia mozné. Ak méa tloha viac rieSeni, vypiste fubovolné z nich.

Priklad:

Vstup Vystup
3 1
101 000 3
3000 10 2
10050

Poznamka. Pokuta za program ¢islo 1 dokonceny po desiatich dnoch je
102 = 1000, za program &islo 2 dokonéeny po 14 diioch je 10 a za program
¢islo 3 dokonceny po 11 dnoch je 5- 11 = 55. Janko teda zaplati pokutu
1000.

3Sikovnejsi z vas si po precitani zvysku zadania uvedomia, %e aj keby sa to smelo,
neoplati sa to.
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