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P-1I-1

RieSenie tejto tlohy mozeme rozdelif na dve casti. Najskor si spocitame, kde sa musi nachadzat
stred symetrie, potom overime, ¢i st naozaj hviezdy rozmiestnené stredovo siimerne okolo neho.

Potencidlny stred symetrie nadjdeme lahko. VSimnime si hviezdy Ala,, ay, a.] a B[b,, by, b.],
ktoré st stredovo stimerné okolo bodu S|s,, s, s,]. Potom stradnice bodu S st zjavne prieme-
rom stradnic bodov A a B. Alebo inymi slovami A+ B = [a, + b,, a, + by, a, +b.] = 25. Takze
ak st vSetky body rozmiestnené stredovo stiimerne okolo bodu S, ich s¢itanim dostaneme N-
nasobok bodu S, t.j. [Ns,, Ns,, Ns.|. Odtial uz lahko spo¢itame stradnice (jediného mozného)
bodu S. Kandidata na bod S vieme teda najst v ¢ase O(N). (Uvedomte si, Ze z fyzikalneho
hladiska tento bod musi lezat v tazisku stistavy, no a suradnice taziska mnoziny hmotnych
bodov dostaneme prave ako priemer siradnic tychto bodov.)

Zostéava, overit, ¢i su hviezdy naozaj rozmiestnené stredovo simerne okolo bodu, ktory sme
prave nasli. Aby sme to vedeli rychlejsie overit, hviezdy si utriedime lexikograficky podla ich
stradnic, t.j. tak, Ze [a,ay,a.] je pred [by,by,b.] ak bud a, < b,, alebo a, = b, A a, <
by, alebo a, = b, ANa, = b, Na, < b,. Ked teraz vieme stradnice nejakej hviezdy a stredu
sumernosti, vieme lahko spocitat, na akych stradniciach mé lezat hviezda s naSou stiimerna.
Nésledne vieme bindrnym vyhladdvanim v ¢ase O(log N) zistif, ¢i takato hviezdu mame. Ak
4no, obe si oznacime ako spracované a pokrac¢ujeme dalSou nespracovanou hviezdou.

Vhodnou implementéciou predchadzajicich myslienok (s pouzitim triedenia beziaceho v
¢ase O(N log N), my sme pouzili HeapSort) dostdvame algoritmus beZiaci v ¢ase O(N log N).
Toto riesSenie sa este d4 trochu zjednodusit. Staci si uvedomit nasledovni skutoénost: VSimnime
si utriedené poradie hviezd. Ak st vsetky hviezdy naozaj rozmiestnené stredovo stmerne okolo
S, tak prva hviezda musi nutne lezat oproti poslednej, druhé oproti predposlednej, atd. Takze
aby sme overili, ¢i je naozaj S stredom stimernosti, sta¢i nam raz prejst utriedené pole. To vieme
spravit v ¢ase O(NNV). NajpomalSou ¢astou nasho algoritmu vSak zostane triedenie hviezd, ktoré
nevieme spravit v lepsom case ako O(N log V). Taka je preto aj vysledna ¢asova zlozitost nasho
algoritmu.

program Huviezdy;,

const MAXN = 100;

type Hviezda = record x, y, z : Integer; end;
PoleHviezd = Array[l..MAXN] of Hviezda,

var N : Integer; {Pocet hviezd}
H : PoleHviezd; {Jednotlive hviezdy}
Stred : Hviezda, {Spocitany stred symetrie}

{Nacita vstup}
procedure Nacitaj
var ¢ : Integer;



begin
Write(’Pocet hviezd: ’); ReadLn(N);

for i := 1to N do begin Write(’Hviezda: ’); ReadLn(H[i|.z, H[i|l.y, H[i].z); end,;

end;
{Najde stred symetrie}
procedure NajdiStred(var Stred : Hviezda);
var i, xs, ys, zs : Integer;
begin
zs = 0; ys := 0; zs := 0O
for i := 1 to N do begin
zs = xs + H[i|.z; ys := ys + HJi].y; zs == zs + HJi].z;
end;

Stred.x = zsdiv N; Stred.y := ysdiv N; Stred.z := zsdiv N;
end;
{Porovna suradnice dvoch hviezd}
function PorovnajHviezdy(A, B : Hviezda) : Integer,
begin

if Ax <> B.x then begin PorovnajHviezdy := A.x — B.x; FExit; end;

if Ay <> B.y then begin PorovnajHviezdy := A.y — B.y; Fuxit, end;

if A.z <> B.z then begin PorovnajHuviezdy := A.z — B.z; Ezit; end,

PorovnajHuviezdy := 0;
end;

{Prehodi dva prvky haldy}

procedure Prehod(var Halda : PoleHviezd; A, B : Integer);

var Tmp : Huviezda;

begin Tmp := Halda[A]; Halda|A] := Halda|B|; Halda|B] := Tmp; end;

{Vlozi prvok H do haldy}
procedure Vioz(var HT : Integer; var Halda : PoleHviezd; H : Huviezda);
var S : Integer;
begin
Inc(HT); HaldalHT|) := H; S := HT,

while (S > 1) and (PorovnajHviezdy(Halda|S], Halda[S div 2]) < 0) do begin

Prehod(Halda, S, S div 2); S = S div 2;
end;
end;

{Vybere prvu hviezdu z haldy}
function Vyber(var HT : Integer; var Halda : PoleHviezd) : Huviezda;
var S, T : Integer;
begin
Vyber := Halda[l]; Halda[l] := Halda[HT|; Dec(HT); S = 1;
while 2« S <= HT do begin
T = 0
if PorovnajHviezdy(Halda[S], Halda]2 % S]) > 0then T := 2x.S;
if (2%xS+1 <= HT) and (PorovnajHviezdy(Halda[S], Halda[2 % S + 1])

> () then



if PorovnajHviezdy(Halda[2 x S|, Halda]2 % S + 1]) > 0 then
T = 2xS+1;
if T > 0 then begin Prehod(Halda, S, T); S := T; end else S := HT;
end;
end;

{Zotriedi hviezdy podla suradnic}
procedure Zotried,
var Halda : PoleHviezd, {Halda na triedenie}

HT : Integer; {Pocet prvkov v halde}
1 Integer;
begin
HT = 0;
for i := 1to N do Vioz(HT, Halda, H][i]);
for i := 1to N do H[i] := Vyber(HT, Halda);
end;

{Overi, ci su hviezdy symetricke podle daneho stredu}
function Over(Stred : Huviezda) : Boolean;
var ¢ : Integer,
begin
Zotried, {Zotriedi hviezdy podla suradnic}
fori := 1to (N +1)div2do
if (Stred.x — Hli].x <> H|N —i+ 1. — Stred.z) or
(Stredy — H[i]l.y <> H[N —i+1].y — Stred.y) or
(Stred.z — Hli].z <> H[N —i+1].z — Stred.z) then begin
Over := Fulse, FEuxit,
end;
Over = True;
end,

begin
Nacitay,
NajdiStred(Stred);
if Over(Stred) then
WriteLn(’Stred symetrie lezi na pozicii ’,
Stred.x, >, ’, Stredy, *, ’, Stred.z, *.’)
else
WriteLn(’Hviezdy nie su symetricke podla ziadneho stredu.’);
end.

P-11-2

Zahladme sa na skrifiu, ktora je rieSenim tlohy. Zjavne mozeme medzi sebou povymieriat policky
tak, aby boli usporiadané podla vysky (najvyssia bude hore). Teraz ak mame nejaké dve knihy
na roznych polickach, pricom kniha na nizsej policke je vysSia, mozeme tuto dvojicu knih
vymenit. (VysSia kniha sa zmestila do svojej police, tym skor sa zmesti do vysSSie poloZenej
police, ktora je aspon tak isto vysoka. Nizsia kniha sa do novej police zmesti, lebo sa do nej



predtym zmestila vysSia kniha.) Konecnou postupnostou takychto vymen dostaneme skrinu,
ktord je tiez rieSenim tlohy a zaroven plati, Ze na prvej policke je niekolko najvyssich knih, na
druhej niekolko dalsich najvyssich, atd.

Teraz moézeme knihy na kazdej polici usporiadat podla vysky. Opéf dostaneme rovnako
giroka skrifiu, ktord bude nadalej spliiaf podmienky zo zadania. Najdime si teraz najvyssiu
policu, ktora nie je plna, t.j. je na nej menej knih ako je jej sirka. Ak st eSte nizsie v skrini
nejaké dalsie knihy, moézeme zobraf najvyssiu z nich a presuntf ju na koniec tejto police. Tento
postup budeme opit opakovat, kym to pojde. Ak ndm pri jeho opakovani niekedy vznikne
prazdna polica, mdZeme ju z nasej skrine vyhodit.

V predchadzajtcich odsekoch sme vlastne ukazali, ze ak existuje vyhovujica skrina so Sirkou
s, tak existuje aj taka, v ktorej st knihy zhora nadol usporiadané podla vysky a navyse su vSetky
policky az na mozno poslednt plné (je na nich po s knih). Ak teda chceme zistit, ¢i existuje
nejaka skrira Sirky s, stac¢i nam hladat taka skrinu, ktoréd bude mat nami spomenuté vlastnosti.

Zakladom nasho algoritmu bude funkcia, ktora pre dané s rozhodne, ¢i existuje skrina Sirky
s, vyhovujica zadaniu a nasim podmienkam. Optimalnu sirku skrine potom najdeme binarnym
vyhladavanim (Sirka 0 nestaci, Sirka N urcite staci). Samotné funkcia spo¢ita najmensie mozné
knihy) a zisti, ¢ dokopy vojdu do 250 cm.

Odhadnime teraz c¢asové a paméitové naroky nasho algoritmu. Na zaciatku potrebujeme
zotriedit vysky N knih. To vieme spravit v ¢ase O(NV log N), pripadne ak predpokladame, zZe
st to celé ¢isla (navySe zhora ohranicené 250), vieme ich utriedit v ¢ase O(N). Ked zavolame
funkciu, ktora zistuje, ¢i existuje skrina Sirky s, bude potrebovat ¢as O(N/s), lebo musi s¢itat
[N/s] cisel. Tato funkciu budeme volat O(log N)-krét, preto casova zlozitost nasho algoritmu
je O(Nlog N).

Dokonca ak si uvedomime, Ze pri i-tom volani nagej funkcie bude $irka skrine asponi N/2¢,
a teda i-te volanie bude trvat najviac O(2), nahliadneme, 7e celkovy ¢as, ktory zaberu vietky
volania nasej funkcie, bude dokonca len O(NV). Pamitfové naroky si zjavne linearne, t.j. O(N).

program kniznica;
const MAXN = 100;
VYSKA_MIESTNOSTI = 250;
var vyska : array[l.. MAXN)| of word, { vysky knih }
n: word, { pocet knih }

procedure utried_vysky(il, i2: word); { quicksort }
var piwot, w, j1, 72: word,
begin
if i1 >= i2 then ezit
piwot := vyska[(i1 + 12) div 2J;
gl :=11; j2:=12;
while (jI < j2) do begin
while (vyska[j1] > pivot) do inc(j1);
while (vyska[j2] < pivot) do dec(j2);
w := wvyskalj1]; vyskalj1] := vyska[j2]; vyska[j2] := w;
ine(j1); dec(j?);
end;
utried_vysky(il, j2); utried_vysky(j1,i2);

end;



function ezistuje(s : word) : boolean;
var v, i : word;
begin
v:i=1; 1:=1;
repeat
v = v+ vyskali] + 1;
1:=1+5;
until i > n;
existuje := v <= VYSKA_MIESTNOSTI

end;

var i, s1, s2, v : word,
begin
readln(n); for i := 1 to n do read(vyskali));
utried_vysky(1,n);
if vyska[l] > VYSKA_MIESTNOSTI — 2 then begin
writeln(’Pre zadane rozmery knih skrina neexistuje!’);
halt;
end;
s1:=1; s2:=n;
while s1 < s2 do
if ezistuje((s1 + s2) div 2) then s2:= (s + s2) div 2
else s1:=(sl+ s2) div2+1;
writeln(’Optimalna sirka skrine je ’,sl,’ cm.’);
writeln(’Pocet policiek v skrini: ’,(n+ sl —1) div sI);
1:=1; v:=1;
while (i <= n) do begin
v = v+ vyskali] + 1;
writeln(’Vyska policky: ’,wvyskali],’ cm’);
write(’Vysky knih na policke:’);
repeat
if (¢ > n) then break;
write(’ ?, vyskali],’ cm’);
inc(i);
until (i mod s1) = 1;
writeln;
end;
writeln(’Vyska skrine: ’,v,’ cm’);
end.

P-11-3

Pouzijeme podobnt myslienku ako pri rieeni tilohy v domécom kole. (Vieme posledny stipec
tabulky, jeho utriedenim dostaneme prvy stipec, v hfadanom refazci za poslednym pismenom
[ub. riadku tabulky nasleduje prvé pismeno z toho istého jej riadku.) Jediny rozdiel je ten, Ze
ked sa moézu pismend opakovat, nemusime vediet na prvy pohlad urcit, ako po sebe pismené
nasleduju. Napr. pre tabulku zo zadania nevieme hned povedat, po ktorom ’a’ méa ist 'b’, po

ktorom ’k’ a po ktorom ’a’.



Spravme teraz nasledujicu tvahu: KedZe vieme, v ktorom riadku tabulky lezi nase slovo,
vieme jeho prvé pismeno c¢;. Toto pismeno sa moze v prvom stipci vyskytovat viackrat, nech
st prislugné riadky (zhora nadol) cjvy, civg, ..., civg. Potom ale v < vy < ... < v, a teda
aj vic; < vacp < ... < vgcr. To st ale prave vsetky riadky, ktoré koncia znakom c;. Nech je
nas riadok -ty zhora spomedzi riadkov zacinajucich na c;. Prave sme ukéazali, Ze presunutim
c1 na koniec dostaneme i-ty riadok zhora spomedzi tych, ktoré koncia na c¢;. Prvé pismeno
tohto riadku je zaroven druhym pismenom slova, ktoré hladame. Oznac¢ime ho ¢, a tito tvahu
opakujeme, kym takto nezostrojime celé hladané slovo.

Implementécia je pomerne jednoduché. Pismena v poslednom stlpci oéislujeme od 1 po N.
Pouzijeme priehradkové triedenie (vid program), aby sme zistili prvy stipec tabulky v linedrnom
Case. Pismend zotriedime podla abecedy, v pripade rovnosti podla ¢isla, ktoré dostali. Nasledne
hladané slovo zostrojime priamoc¢iarym prechodom riadkami podla vyssie uvedeného algoritmu.
Na&§ program spocita len indexy pismen v prvom stlpci, samotné pismend z nich lahko vieme
urcit. Casova aj pamifova zlozitost nasho riefenia st linedrne od poctu pismen slova.

V priklade zo zadania zotriedenim kjasrzasasbg dostaneme asagazbgkirs. Slovo lezi v 2.
riadku, teda prvy znak je a4. Riadok konciaci a, zacina bg, to je teda druhy znak. Riadok
konciaci bg zacina rs, atd.

program transformacie;
const MAX = 10000;
var pruy_stlpec : array[l .. MAX] of integer,
posledny_stlpec : string;
riadok, dlzka, v, | : integer;
buckets : array|char| of integer;
ch : char;
begin
{nacitanie a ocislovanie}
readin (posledny_stlpec); readln (riadok);
dizka := length (posledny_stipec);
for ch := #0 to #255 do buckets[ch] := 0;
for i := 1 to dlzka do inc (buckets[posledny_stipeclil]);

{zotriedenie}

[ = 1;

for ch := #0 to #255 do begin
1= 1

inc (I, buckets[ch]);
buckets|[ch] = 1i;

end;

for ¢+ := 1 to dlzka do begin
ch = posledny_stlpecli];
[ := buckets|ch];
inc (buckets|ch));
proy_stlpec[l] = i;

end;

{vypis}
for i := 1 to dizka do begin
write (posledny_stlpec[prvy_stipec|riadok]]);



riadok = proy_stlpec|riadok];
end;
writeln;
end.

P-11-4

Podobnost tlohy s hladanim dlzky najkratsej cesty v orientovanom grafe nie je &sto ndhodné.
Preto sa aj my budeme drzaf tejto analdgie. Miestnosti v institicii bud vrcholmi nasho grafu,
potrubia orientovanymi hranami. Potom A nie je ni¢ iné ako matica susednosti tohto grafu.
Standardnym algoritmom na riesenie danej tlohy je prehladavanie do sirky, len ho musime
upravit, aby bolo reverzibilné.

Vrcholy si rozdelime do vrstiev, pricom do vrstvy W; budu patrit tie vrcholy, do ktorych je
z vrcholu 1 vzdialenost ¢ (t.j. pouzitim Ziadnych ¢ — 1 rr tam spravu nevieme dostat, pouzitim
vhodnych ¢ rar ju tam dostat vieme). Neprazdnych vrstiev je zjavne najviac N a vieme ich
Tahko zostrojit indukciou — Wy = {1}, do W; patria tie vrcholy, ktoré doteraz nie st v Ziadnej
vrstve a vedie do nich hrana z nejakého vrcholu v W;_;. (Vdaka tejto hrane don existuje cesta
dlzky i, keby existovala aj kratsia, patril by tento vrchol do niektorej uz spocitanej vrstvy.)

Prave opisany postup zostrojenia vrstiev je zjavne reverzibilny — pri konstrukecii novej vrstvy
nijako nemenime uz spocitané vrstvy. Nakoniec najdeme cislo vrstvy, v ktorej lezi vrchol N,
pripoc¢itame jej Cislo k vystupnej premennej a vSetky informdcie o vrstvach opif odpocitame.
(Na to je vhodna konstrukcia wrap ... on ...) Priamodiara implementacia tohoto rieSenia ma
¢asov zlozitost O(N?) a pamétovi O(N?).

Pamiétovu zlozitost vieme este zlepsit (a dokonca sa tym nas program aj zefektivni) nasle-
dovne: Vrstvy si vieme pamitat efektivnejsie, lebo vo vSetkych vrstvach dokopy je najviac N
vrcholov. Tie budeme postupne ukladat do pola V' a budeme mat pomocné pole S, ktoré nam
bude hovorit, kde v poli V' ktora vrstva zac¢ina. Vrcholy vrstvy W; teda budi ulozené v prvkoch
V[S[i]] az V[S[i + 1] — 1].

Vsimnite si, Ze reverzibilita programu sa prili§ nekamarati so znackovanim vrcholov (na aké
sme zvyknuti pri , klasickom*“ prehladavani do $irky). Povedzme Ze by sme si pre kazdy vrchol
pamitali, ¢i sme v fiom uz boli. Znackovanie bude vyzeraf priblizne takto:

if UzSomTamBol[i]=0 then begin {objavil som novy vrchol}
UzSomTamBol[i] += 1; ...;
end;

Tu sa ale dostavame do sporu s reverzibilitou — po vykonani prikazu i f totiz nevieme povedat,
¢i bola podmienka splnené, alebo nie, lebo UzSomTamBol[i] bude vidy 1. Ale presne toto nas
jazyk zakazuje!

Zachrani nas jednoduchy trik: Ako znacku budeme pouzivat ¢islo vrstvy, ktorej bol vrchol
objaveny (alebo inf— dost velké ¢islo, ak sme tam eSte neboli). Znackovanie teda bude vyzerat
nasledovne:

if Znacka[i] >= TatoVrstva then begin {objavil som novy vrchol}
Znacka[i] -= inf - TatoVrstva; ...;
end;

To uz je korektné, lebo vykonanim prikazu if sa platnost podmienky nezmeni. Zaroven to aj
funguje — pri spracovani dalSich vrstiev spravne spozname uz oznackované vrcholy.

Zostéva uz len dodat, Ze ¢asova zlozitost vysledného algoritmu je kvadratickd a paméitova
linearna.



Poznamka: Ak by sme sa vzdali polynomidlnej ¢asovej zlozitosti, existovali by aj paméitovo
efektivnejsie riesenia. Jedno je zaloZené na nasledovnej myslienke: Hladdme cestu dlzky najviac
lzxdoy. Akl <1, je to trividlne. V opa¢nom pripade vyskisame postupne vsetky moznosti,
kde sme sa mohli nachadzat v pribliznej polovici cesty. Pre kazdy vrchol v rekurzivne overime,
¢i sa vieme na najviac |[/2] krokov dostat z x do v a ¢ sa vieme na najviac [1/2] krokov
dostat z v do y. Ak takyto vrchol ndjdeme, vlastne sme zistili, Ze existuje cesta z = do y
dlzky najviac I, naopak ak takyto vrchol v nenajdeme, zjavne ziadna takito cesta neexistuje.
Postupne napr. bindrnym vyhladdvanim najdeme najmensie [, pre ktoré existuje cesta tejto
dlzky. Takto dostaneme pamitovi zlozitost O(log V), ale ¢asova sa nam zhorsi na O(N'08N).

procedure Skumaj(var n : word, var A : array [1..n] of array [1..n] of bit; var d : word);
var inf, cnt : word,
var L,V, S : array [0..n] of word;

begin
wrap begin
inf + = n +47; { ,nekonecna vzdialenost“ }
for var i = 1tondo L[i] + = inf
V0] += 1, { nulta vrstva: vrchol 1 ... }
Lix] — = inf, { ... vo vzdialenosti 0 ... }
Sl + = 1; { ... aziadny dalsi }
for var i = 1ton —1 do begin { hladame dalsie vrstvy }
Sli+1] += SJi; { zatial prazdna }
for var w = 1ton do
if Ljw] >= i then { nezaradeny vrchol }
wrap
for var j = S[i—1] to S[i]—1do { vedie do neho hrana z vrstvy i-17 }
if A[V[j]]lw] =1 then
ent + =1
on if cnt > 0 then begin { ano => pridat do i-tej vrstvy }
VIS[i+1]] + = w;
Sli+1] + = 1;
Lw] — = inf—i { L[w] >= i stale plati }
end
end
end
on if L[N] > 0 thend + = L[N] { vratime vysledok }
end;
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