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1. sGtazny den

Na riesenie t1loh méate 4.5 hodiny cistého ¢asu. RieSenie kazdého prikladu
musi obsahovat (pokial nie je v zadani uvedené inac):

e Popis riesenia, to znamena slovny popis pouzitého algoritmu, ar-
gumenty zdovodnujuce jeho spravnost (pripadne dokaz spravnosti
algoritmu), diskusiu o efektivite vasho riesenia (Casova a paméfova
zlozitost). Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez
nahliadnutia do samotného zapisu algoritmu (do programu).

e Program. V tulohdch P-III-1 a P-III-2 treba uviest dostato¢ne
podrobny zapis algoritmu, najlepsie v tvare zdrojového textu najdo-
lezitejsich ¢asti programu v jazyku Pascal alebo C/C++. Zo zapisu
mozete vynechat jednoduché operacie ako vstupy, vystupy, imple-
mentéaciu jednoduchych matematickych vztahov a pod.

Ak vo vasom rieseni vyuzivate netrividlne datové struktiry alebo
algoritmy, ktoré si obsiahnuté v knizniciach k vasmu programo-
vaciemu jazyku (napr. STL pre C++4), stcastou rieSenia by mal
byt dostato¢ne podrobny popis implementacie pouzitych datovych
struktar a algoritmov.

V tlohe P-III-3 uvedte prislusny program pre ALIK-a.

Hodnoti se nielen spravnost programu, ale tiez kvalita popisu rieSenia a
efektivita zvoleného algoritmu.



P-111-1

Panko Lektor je va$nivy zberatel nahrdelnikov. Nahrdelniky, ktoré zbiera,
sa navzajom lisia poc¢tom, poradim a druhmi pouzitych drahych kamenov.
Ako kazdy zberatel, ani Lektor nechce vyhadzovat peniaze za nahrdelniky,
ktoré uz v zbierke ma. Vymyslel si preto nasledujtice kédovanie: Kazdému
druhu drahokamov priradil jedno pismeno abecedy. Nahrdelnik teraz za-
pisal tak, Ze zacal od niektorého drahokamu a napisal si kody vsetkych
drahokamov v poradi, v akom sa na nahrdelniku nachadzali. Navyse si
kapil stroj, ktory mu pre dany kod povie, ¢i uz taky nadhrdelnik ma v
zbierke alebo nie.

Klenotnici si vSak rychlo vSimli slabinu v jeho postupe — ked preda-
vany nahrdelnik pootocili, pripadne ho obratili hore nohami, jeho kdéd sa
tym zmenil. Takto si panko Lektor nakupil zopar duplikdtov — napriklad
nahrdelnik ABCA si kupil aj ako AABC a ACBA.

Niet divu, Ze by chcel svoj stroj vylep§it tak, aby rozoznal aj takéto
situdcie. Vasou ulohou bude napisat program, ktory to dokaze.

Stutazna tloha:

Program dostane na vstupe niekolko kédov nahrdelnikov z1,...,zx
(1 < N <1000000). O kazdom z nich by mal vypisat, ¢i ho méa panko
Lektor kupit alebo nie — podla toho, ¢i uz predtym rovnaky néhrdel-
nik kupil. Ak je nadhrdelnik x; rozny od kazdého spomedzi nahrdelnikov
T1,...,x;—1 (vratane ich rotécii a preklapania), mal by byt i-ty riadok
vystupu Kup ho!, inak by mal byt i-ty riadok vystupu Ten uz mas.

V&s program moze vyuzivat Lektorov stary stroj ako ¢iernu skrinku,
ktora si vie pamétat mnozinu kédov nadhrdelnikov. Na zac¢iatku behu prog-
ramu je tdto mnozina prazdna. Vo svojom programe mozete volat funkcie
Pridaj a MamHo. Prva z nich pridd novy kéd nahrdelnika do pamé&tane]
mnoziny, druha vrati true alebo false (v C/C++ 1 alebo 0) podla toho,
¢i sme predtym niekedy zavolali Pridaj s danym kédom néhrdelnika.

Hlavicky pomocnych funkcii:
int MamHo (const char x*kod); /* v C *x/
void Pridaj (const char xkod);
function MamHo (var kod:string):boolean; { v Pascale }
procedure Pridaj (var kod:string);

Hodnotenie rieseni:

Panko Lektor mé nasledujuce poziadavky: Pamétova zlozitost vasho
programu nesmie zivisiet od poétu testovanych nahrdelnikov. Casova
zlozZitost vasho programu by mala byt ¢o najnizsia.

Volania funkcii Pridaj a MamHo maju Casovu zlozitost linedrnu od
dlzky retazca kod.



Spomedzi dvoch programov s rovnakou ¢asovou zlozitostou je leps$i ten,
ktory potrebuje menej volani funkcii Pridaj a MamHo.

Priklad:

vstup vystup
ABCA Kup ho!
ACBA Ten uz mas.
AABC Ten uz mas.
ABAC Kup ho!
P-111-2

Nedavno bolo otvorené nové Magické Observatérium v Polomokrej chnap-
ke (MO-P). Podnebie v Polomokrej chniapke je také polomokré, preto sa
vedenie MO-P rozhodlo, ze vSetky svoje budovy prepoji krytymi nadzem-
nymi mostami. A aby zostalo penazi aj na iné ucely, bolo by vhodné,
aby celkové dlzka t§chto mostov bola najmensia mozné. Navyse kvoli ¢as-
tym obdobiam, kedy tam fika silny severak, musia vSetky mosty viest zo
severu na juh.

Stutazna tloha:

Vasou tlohou je navrhnat algoritmus, ktory pre zadanti mapu arealu
MO-P navrhne najlepsie mozné prepojenie budov. Ak sa budovy pospéjat
nedaji, program by to mal zistit a podat o tom spravu.

Mapa aredlu MO-P je zadand ako Stvorcova siet s N riadkami a M
stlpcami. Budovy st vyznadené znakmi x, okolité mociare bodkami. Ak
dve policka s pismenom x maju spolo¢nil hranu, patria do tej istej budovy
a pracovnici MO-P medzi nimi méZu prejst. Vasou tlohou je dokreslit do
mapy ¢o najmenej severojuznych (t.j. zvislych) mostov tak, aby sa medzi
kazdymi dvomi budovami dalo prejst bez stiipenia do modciara. Policka
mostov sa smua pouzivat len v severojuznom smere, t.j. prist nan aj odist
z neho smieme len v tychto smeroch.

Pri rieSeni tejto tlohy (a zaroven pri jeho popise) sa ststredte na efek-
tivne najdenie optimalneho prepojenia budov a na zdévodnenie spravnosti
daného algoritmu.

Priklad 1:

vstup vystup
M =8 N=5 . . XXXXX.
. . XXXXX. R I b4
....... X XLl X
L.X. .. X x.x. .||
X X ... .XXX. .XX
.XXX. .XX



Vysvetlenie prikladu: Areél je tvoreny Styrmi budovami (znaky x v
pravom stlpci patria do inej budovy ako znaky x v prvom riadku). Kedze
mosty mdzeme pouzivat len v severojuznom smere, je nutné postavit aj
most v pravom stlpci, bez neho by jedna budova nebola pripojena.

Priklad 2:
vstup vystup
M=6, N=5 XXXXXX
XXXXXX X.]..x
X....X X.XX.X
X.XX.X X....X
X....X XXXXXX
XXXXXX

Priklad 3:
vstup vystup
M =5 N=4 Areal sa neda pospajat.
XXX. .
XXX. .

LXX
P-111-3

Napiste program pre ALIK-a, ktory vypocita dvojkovy logaritmus zada-
ného nenulového ¢isla x — teda poziciu najlavejSej jednotky, ked x zapiSeme
v dvojkovej stustave. (Pozicie bitov rastu sprava dolava, napravejsi bit je
na pozicii 0.)

Priklad:

Dvojkovy logaritmus dvojkového c¢isla 00110001 je 5, dvojkovy loga-
ritmus z 00000001 je 0.

Studijny text

(Studijny text je rovnaky ako v krajskom kole, len vysvetlenia pri prikladoch
boli z typografickych pri¢in skratené.)

Aritmeticko-logicka integerova kalkulacka (skratka ALIK) je vypoctové za-
riadenie pracujice s W-bitovymi celymi ¢islami v rozsahu 0 az 2" — 1 vratane;
v dalSom texte pod ¢islami rozumieme vzdy takéto ¢isla. Budeme ich obvykle
zapisovat v dvojkovej stistave hrubym pismom a na zaciatok dvojkového zapisu
vzdy doplnime prislusny pocet nil, aby pocet ¢islic (bitov) bol presne W. Véic-
Sinou tiez nebudeme rozliSovat mezi ¢islom a jeho dvojkovym zapisom, takze



i-tym bitom ¢isla budeme rozumiet i-ty bit jeho dvojkového zépisu (bity ¢islu-

jeme zprava dolava od 0 po W — 1).

Pamit stroja tvori 26 registrov pomenovanych a az z. Kazdy register vzdy

obsahuje jedno cislo.

ALIK se riadi programom, ¢o je postupnost priradovacich prikazov typu
register := vyraz, kde vyraz moze obsahovat konstanty (¢isla zapisané v dvoj-
kovej stustave), registre, zatvorky a nasledujice operatory (grécke pismenda ozna-

¢uju podvyrazy):

e | o+ [ (priorita 4)

s¢ita ¢isla a a B. Ak je vysledok viac ako 2V — 1,

e |a — 3 (priorita 4)

&islice vyssich radov odreze. Inak povedané, poéita stucet modulo 2.

odéita od éisla « ¢&islo 3. Ak je a < (3, spocita 2%V +

e |« x (3 (priorita 6)

e |/ (priorita 6)

dok 0.

a — 3, teda rozdiel modulo 2"

vynasobi dve &isla, vysledok opat modulo 2%

vydeli ¢islo a c¢islom (; delenie nulou da vzdy vysle-

e |a% [ (priorita 6)

vrati zvysok po deleni ¢isla « ¢islom 3, teda a — 3 x

(a/B); ak B =0, vysledok sa rovna a.

e | ~« (priorita 9) | spo¢ita bitovi negaciu ¢isla «, ¢o je ¢islo, ktorého i-ty

bit je 0 prave vtedy, ked i-ty bit ¢isla « sa rovna 1, a naopak.

e |a A [ (priorita 8), a V B, a @ ( (priorita 7) | bitové operacie: and, or a

zor. Vyhodnocuju sa tak, ze sa i-ty bit vysledku spocita z i-teho bitu
¢isla « a i-teho bitu ¢isla 8 podla nasledujucich tabuliek:

ONO=0
ON1=0
1N0=0
IN1=1

e | a << [ (priorita 2)

koniec 3 nul a odrez

e | a>> (3 (priorita 2)

ovo=20
ovi=1
1v0o=1
1vli=1

020=0
0p1=1
1¢0=1
11=0

posunie ¢islo a o 3 bitov dolava, teda doplni na jeho
e prvych (8 bitov, aby bol vysledok opiat W-bitovy.

posunie ¢islo a o 3 bitov doprava, teda doplni na jeho

zaciatok (8 nil a odreze poslednych (3 bitov, aby bol vysledok opit W-

bitovy.

Ak zatvorky neurcia inak, vyhodnocuju sa operatory s vyssiou prioritou pred
operatormi s nizSou prioritou. V ramci rovnakej priority sa vyhodnocuje zlava
doprava (s vynimkou operatora —, ktory je unarny, a teda sa musi vyhodnocovat

zprava dolava).

Priklad: ako funguju operatory; predpokladame W = 4



a+bANc+d=(a+(bANc))+d
0101 +1110= 0011
0001 — 1111 = 0010
0101 A 0011 = 0001
0101 v 0011=0111
0101 ¢ 0011 = 0110
Ako vyrobit pomocou << postupnost jednotiek:
(1<<11) —1=1000 -1 = 0111
Ako ziskat z ¢ohokolvek samé jednotky:
aV-a=1111

Vypocet prebieha takto: Najprv sa do registra x nastavi vstup (vzdy jedno
¢islo) a do ostatnych registrov nuly. Potom sa vykonaja vSetky prikazy register :=
vyraz v poradi, v akom st v programe uvedené, pricom sa vzdy najskoér vyhod-
noti vyraz na pravej strane a az potom sa jeho vysledok ulozi do registra, takze
vo vnutri vyrazu je eSte mozné pracovat s povodnou hodnotou registra. Po do-
konceni posledného prikazu sa hodnota v registri y interpretuje ako vysledok
vypoctu. Hodnoty v ostatnych registroch mézu byt fubovolné.

Velkost vstupu zadefinujeme ako pocet bitov N, ktoré potrebujeme na re-
prezentaciu vstupu. Nase programy budu ¢asto potrebovat registre, do ktorych
zentaciu tychto ¢isel budeme volat velkost registra W. Samozrejme, vzdy musi
platit W > N.

Nie vzdy je mozné pouzit ten isty program pre vSetky mozné velkosti vstupu
N.V zavisloti od N a W je napriklad potrebné zmenit hodnoty pomocnych kon-
stant v programe, pocet opakovani niektorych operacii v programe a podobne.
Preto pri rieSeni uloh pre kazdi hodnotu N musime popisat:

e velkost registrov W, ktort program bude pouzivat, v zavislosti od N

e ako pre kazda konkrétnu hodnotu N zostavit program, ktory funguje pre
vSetky vstupy velkosti N

Casovou zloZitostou programu v zavislosti od N budeme rozumiet pocet
instrukcii, ktoré potrebujeme pre dant velkost vstupu. Velkost registra W v za-
vislosti od N budeme nazyvat pamdtovou zloZitostou (kedze pocet registrov je
obmedzeny na 26, velkost registra skuto¢ne urcuje mnozstvo pamite). Tak ako
pri ¢asovej a pamiitovej zlozitosti beznych programov, pri odhadoch budeme
zanedbavat multiplikativne konstanty (mozeme teda pouzivat O-notéciu). Bu-
deme vsak vyzadovat, aby velkost registra W bola polynomialne zavisla
od velkosti vstupu N (t.j. existuje konstanta k, pre ktora W < N* pre vietky
N > 2).

Pri rieseni Glloh budeme chciet, aby ¢asova zlozitost vygenerovanych progra-
mov v zavislosti na N bola ¢o najmensia. Medzi rovnako rychlymi programami
je potom lep$i ten s mensou pamétovou zlozitostou.

Priklad 1: Zostrojte program pre ALIK, ktory dostane na vstupe nenulové
¢islo a vrati vysledok 1 prave vtedy, ak je toto ¢islo mocninou dvojky, inak vrati
nulu.



Riesenie:

Vo vsetkych ukazkovych programoch budeme v lavom stipci uvadzat jednot-
livé prikazy a v pravom stipci vSeobecny tvar spo¢itanej hodnoty pre fubovolné
N. Ak sa nejaka cislica alebo skupina ¢islic opakuje viackrat, oznacime opako-
vanie exponentom. Teda 0% je osem niil, (01)® je skratka za 010101. Gréckymi
pismenami budeme oznacovat blizSie neuréené skupiny bitov.

Zavedieme operaciu r := if(s,t,u), ktord bude realizovat podmienku: ak
s # 0, priradi r := t, inak r := u. Spravime to jednoduchym trikom: rozsirime
si registre o jeden pomocny bit vlavo, nastavime v r tento bit na jednotku a
sledujeme, Ci sa zmensSenim vzniknutého c¢isla o jednotku tento bit zmeni na nulu
alebo nie:

v:i=sV 10" v=1r

vi=v—1 v= 17" (ak r # 0), inak 017
vi=vA10Y v=10" alebo 00"
vi=uv>>N v=0"1 alebo 07V0
vi=v—1 v=0N*! alebo 1V !
r:=(uAv)V (tA-v) s=t alebo u

Potom nasledujtci program riesi zadana tulohu:

xzalOZ:
a=x—1 azonlZ'
b:=xANa b= a00"

y:=if(b,0,1) y= 0 alebo 1

Cislo v registri a sa od = vzdy lisi tym, Ze najpravejsia 1 sa zmeni na 0 a
vSetky O vpravo od nej sa zmenia na 1. Preto b = x A a sa musi od z lisit prave
prepisanim najpravejsej 1 na 0. (To preto, ze bity nalavo od tejto 1 su stale
rovnaké a a A @ = a, kym vo zvysku déisla sa vzdy anduje 0 s 1, ¢o da nulu.)
A kedZe mocniny dvojky su prave ¢isla, v ktorych dvojkovom zépise je prave
jedna 1, spocita nas program v b nulu prave vtedy, ak je x mocnina dvojky
(alebo nula, ¢o sme ale zakazali).

Tym sme dostali program, ktory rozpoznava mocniny dvojky v konstantnom
Case a pouziva na to ¢isla s N + 1 = O(N) bitmi.

Priklad 2: Zostrojte program pre ALIK, ktory spocita bindrnu paritu vstup-
ného ¢isla, teda vrati 0 nebo 1 podla toho, ¢i méa toto ¢islo parny alebo neparny
pocet jednotkovych bitov.

Riesenie: Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze N je mocnina
dvoch. Binarna parita P(x) ¢isla * = xn_1...2120 sa podla definicie rovné
ToDT1D...Dxrn-1. Kedze operacia @ je asociativna (ad (6Bv) = (b F) D7)
a komutativna (a ® 8 = 8 @ «), mdzeme tento vztah preusporiadat na

P(r) = (o ®xn/2) D (1 D N/241) ... D (TN/2-1 DTN-1),

¢o je ale parita ¢isla, ktoré vznikne vyxorovanim lavej a pravej polovice ¢isla x.
Takze vypocet parity N-bitového cisla mézeme konstantnym poctom prikazov



previest na vypocet parity N/2-bitového ¢isla, ten zase na vypocet parity N/4-
bitového ¢isla atd., az po log, N krokoch na paritu 1-bitového ¢isla, ktord sa
ovSem rovna cislu samotnému.

Paritu teda spoc¢itame nasledujicim programom. Jeho ¢asova zlozitost tohto
programu je O(log N) krokov, pamitova zlozitost je O(N) bitov.

p:=x>>N/2 p= hornych N/2 bitov z
qg:=xz A1/ g = dolnych N/2 bitov z
r:=pDq x = N/2-bitové ¢islo s paritou

ako povodné =

z:= (x>>N/4) @ (x A 1V/4) x = N/4-bitové ¢islo s rovnakou
paritou (vSimnite si skrateny
zapis vyrazu)

x:=(x>1)®(x A1) x = 1-bitové ¢islo
y:i=x y = x (skopirovat vysledok)

Nas programovaci jazyk samozrejme ziadne celé casti ¢isel a podobné ope-
racie nema, ale to vobec nevadi, pretoze ich vzdy pouzivame len na podvyrazy
zévisiace iba na N, takze ich v programe mozeme pre kazdé N uviest ako kon-
Stanty.

Priklad 3: Vo vzorovom rieseni tlohy P-I-4 b) sme potrebovali presunat po-
stupnost jednotiek na koniec ¢&isla, teda ¢islo tvaru 0°170% previest na 0°071%.
To je pomocou delenia mozné spravit v konstantnom c¢ase napriklad takto:

r=0"170"
a:=x AN (x—1) a= 0"17"100" (pozri Priklad 1)
b:=r®a b= 0'0""'10"
y:=x/b b= 0017

Tu sme vyuzili to, ze delenie mocninou dvojky je mozné pouzit ako bitovy
posun doprava, ale namiesto po¢tu bitov, o ktoré sa méa posuvat, zadame ¢islo
majuce 1 na pozicii, ktord sa mé po posune objavit Gplne vpravo.
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