MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

51. ROCNIK, 2001/2002
Kategoria P

Matematické olympiada je stitaz pre Studentov strednych $kol nasej repub-
liky. Kategoria P je zamerana na programovanie a je urcend Studentom
vsSetkych roc¢nikov.

Organizacia stfaze v kategérii P

Kategoria P matematickej olympiddy ma tri postupové kold — domace,
krajské a celostatne.

V I. kole castnici riesia Styri ulohy uvedené v tomto letaku. Riesenia
odovzdaja svojmu uditelovi informatiky do 9. novembra 2001. Ucitelia
informatiky odosla riesenia v tomto termine zo Skoly na prislusna adresu
podla krajov takto:

Kosicky, Presovsky:

RNDr. G. Andrejkova, CSc., KMI PF UPJS, Jesenna 5, 041 54 Kogice
Zilinsky:

RNDr. P. Varga, KI FRI Zilinska univerzita, Moyzesova 20, 010 26 Zilina
Banskobystricky:

Mgr. L. Huraj, KI FPV UMB, Tajovského 40, 974 01 Banska Bystrica
Trnavsky, Trenciansky, Nitriansky:

Doc. Ing. V. Stoffova, CSc., KI FPV UKF, tr. A. Hlinku 1, 949 74 Nitra
Bratislavsky:

RNDr. D. Pardubska, CSc., KVI FMFI UK, Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Najuspesnejsi riesitelia doméaceho kola st pozvani do II. kola (kraj-
ského), kde riesia Styri teoretické tlohy. Do ITI. kola (celostatneho) su
pozyvani najuspesnejsi riesitelia vSetkych krajskych kol, pricom riesia tri
teoretické ulohy a dve praktické tlohy pri pocitaci. Z najlepsich riesite-
fov tohto kola SK MO vyberie druzstva pre Medzinarodnu informaticki
olympiadu a Stredoeurdpsku informatickl olympiadu.

Predbezné terminy 51. ro¢nika MO kat. P

I.  Domaéce kolo 9. novembra 2001
II. Krajské kolo 8. januara 2002
III. Celostatne kolo | 10.-13. aprila 2002




Usporiadatel stitaze

Matematicku olympiadu vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci
s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Ma-
tematickej olympiddy. Stutaz organizuje Slovenska komisia MO a v jed-
notlivych krajoch ju riadia krajské komisie MO pri pobockach JSMF. Na
jednotlivych skolach ju zaistuju ucitelia matematiky a informatiky. Ce-
lostatne kolo MO, tla¢ materidlov MO a ich distribticiu po organizacne;j
stranke zabezpec¢uje IUVENTA - zariadenie pre volny cas deti, mladeze
i dospely’ch MS SR v tesnej stéinnosti so slovenskou komisiou MO.

Formalna tprava riesenia

RieSenia sutaznych tloh doméceho kola kategdrie P pozostavaju z dvoch
casti:

Popis riesenia. RieSenia musia obsahovat podrobny popis pouZitého al-
goritmu, zdévodnenie jeho spravnosti a diskusiu o efektivite zvole-
ného riesenia (t.j. postdenie ¢asovych a pamétovych niarokov prog-
ramu). Algoritmus by mal byt jasny uz z popisu riesenia bez toho,
aby bolo potrebné nahliadnut do programu.

Program. V tulohach P-I1-2 az P—I-4 je potrebné k rieSeniu pripojit
odladeny program napisany v jazyku Pascal, C alebo C++. Program
sa odovzdéva v pisomnej forme (jeho vypis je teda stc¢astou riesenia)
i na diskete, aby bolo mozné otestovat jeho funkcénost.

Stbory na diskete pomenujte plz.pas, plx.cpp, kde = je cislo su-
taznej ulohy. Disketu oznacte menom riesitela. Z jednej Skoly mozno
poslat vSetky rieSenia na jednej diskete. V tomto pripade pre kaz-
dého riesitela vytvorte podadresar oznaceny jeho priezviskom a dis-
ketu oznacte adresou skoly.

V tlohe P—I-1 je potrebné uviest dostato¢ne podrobny zapis al-
goritmu (najlepsie zdrojovy text najdolezitejSich Casti programu,
zo zapisu mozno vynechat jednoduché operacie ako su vstupy, vy-
stupy, implementéacie jednoduchych matematickych vztahov a pod.).
V tlohe P—I-4b nakreslite pozadovant komparatoroviu siet.

Pisomn ¢ast riesenia vypracujte ¢itatelne na listy formatu A4. Kazda
ulohu zac¢nite na novom liste a v zahlavi uvedte vase meno, triedu,
adresu Skoly a oznacenie prikladu podla tohto letaku. Zadania tiloh nemu-
site opisovat. Ak sa vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalSich
listoch vlavo hore svoje meno a oznacenie tlohy a ocislujte strany.



KATEGORIA P

P-I-1

Uvazujme Stvorcovi maticu A rozmerov n X n, ktorej prvky sa nuly a
jednotky. Pod riadkovou resp. stipcovou vimenou mame na mysli vymenu
TubovoInych dvoch riadkov resp. fubovoInjch dvoch stlpcov matice. V tejto
tlohe sa zaujimame o to, ¢i je mozné postupnostou vymen transformovat
maticu A na maticu, ktord ma na hlavnej diagonéle iba jednotky (hlavnu
diagonalu tvoria prvky A[l,1], A[2,2],..., A[n,n]).

V mnohych aplikdciach (napr. rieSenie ststav linedrnych rovnic) je
vyhodné dant maticu transformovat na ekvivalentnii maticu tak, aby
hlavné diagonéla obsahovala ,,velké“ prvky. V tejto tilohe nuly reprezen-
tuju ,malé“ a jednotky ,velké“ prvky.

Stutazna tiloha

Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory transformuje pomocou riad-
kovyrch a stlpcovych vymen dant maticu tak, aby mala na diagonéle samé
jednotky, alebo zisti, Ze to nie je mozné.

Priklad:

Matica A: Vysledok:
0101 1100
1101 1101
1100 0010
0010 0101

Maticu mozno transformovat. Stac¢i vymenit treti a Stvrty riadok a potom
prvy a stvrty stipec.

Priklad:

Matica A: Vysledok:

010 Maticu nemozno transformovat.
110

110



P-1-2

Vo vyskumnom tustave potrubi a rar vyvinuli novy druh robota urceného
na Cistenie teplovodnych potrubi. Robot sa stistavou rir pohybuje podla
dopredu urceného postupu. Technoldgia Cistenia je taka, ze robot musi
prejst kazdou rarou v ststave dvakrat (nezéalezi ktorym smerom) — pri
prvom prechode vykonava chemické cistenie a pri druhom mechanické
docistovanie. Robot moze vojst do riry z Iubovolného konca, avSak ak
raz vojde do rary, musi ju cela prejst.

Sustava rur pozostava z n uzlov oc¢islovanych od 1 po n, medzi ktorymi
vedie m teplovodnych rar ocislovanych od 1 po m. Kazda rara vedie me-
dzi dvojicou uzlov a nema ziadne odbocky alebo vetvenia. Medzi kazdou
dvojicou uzlov vedie najviac jedna rura. Mozete predpokladat, Ze sustava
rar je suvisla, t.j. robot sa moéze dostat na [ubovolné miesto stustavy. Ro-
bot zaéina v uzle ¢islo 1 a po skondceni ¢istenia sa musi opit do tohto uzla
vratit.

Stutazna tloha

NapiSte program, ktory pomoze planovat trasu c¢istiaceho robota. V&S
program nacita popis sustavy potrubi a zisti ¢i existuje trasa, ktora zacina
aj konci v uzle 1 a prechédza kazdou riurou prave dvakrat. Ak takato trasa
existuje, vas program ju vypise.

Format vstupu. Prvy riadok vstupného stiboru rury.in obsahuje dve
kladné celé ¢isla n a m (n < 100), oddelené medzerou. Kazdy z nasleduju-
cich m riadkov popisuje jednu riaru. Obsahuje dve ¢isla oddelené medzerou
— koncové uzly rury.

Format vystupu. Vystupny stibor rury.out pozostava z jediného riadku,
obsahujuceho 2m + 1 ¢isel uzlov oddelenych medzerami v poradi, v akom
ich méa robot navs§tivit na navrhovanej trase. Prvé a posledné ¢islo na
riadku musi byt 1. V pripade, Ze neexistuje trasa ktoré prejde kazdu raru
prave dvakrat, vystupny subor bude obsahovat jediny riadok so slovom
NIE. Ak existuje vhodnych tras viac, vypiste fubovolnu (jednu) z nich.

Priklad:

Subor rury.in Subor rury.out
1354154241531

B WO NNRFR, P =, O
(62162 BTSN G 2 BT SN GV NN @)}



P-1-3

V rovine je danych 2n bodov, z toho n bielych a n ¢iernych. Spravodliva
priamka je taka priamka, ktora:

e prechadza bodom |0, 0],
e neprechadza ziadnym c¢iernym ani bielym bodom,

e rozdeluje rovinu na dve polroviny, pricom v jednej z tychto polrovin
je rovnako bielych bodov, ako v druhej ¢iernych, a naopak.

Stutazna tiloha

Napiste program, ktory zo siboru priamka.in nacita suradnice bielych
a Ciernych bodov a do stiboru priamka.out vypise jednu spravodliva
priamku.

Mozete predpokladat, Ze Ziadne tri zadané body neleZia na jednej
priamke, a Ze bod [0, 0] nelezi na ziadnej priamke uréenej dvoma zadanymi
bodmi. VSetky zadané body maja celoc¢iselné suradnice.

Format vstupu. Subor priamka.in na prvom riadku obsahuje ¢islo n.
Kazdy z nasledujtcich 2n riadkov obsahuje stiradnice jedného bodu odde-
lené medzerou. Prvych n bodov je bielych, druhjch n bodov je ¢iernych.

Format vystupu. Subor priamka.out na prvom riadku obsahuje fubo-
volny bod rézny od [0, 0], ktorym hladana spravodliva priamka prechadza.
Sturadnice oddelte medzerou. Ak spravodlivd priamka pre dani mnozZinu
bodov neexistuje, vypiste do siboru slovo NIE.

Priklad:

Subor priamka.in L o

2 R 71 AN
0 1
2 -1 SR L

-1 -1
-1 2 L oo
Subor priamka.out P ol S I S ™ e

21 N
Iné spravne riesenie S (o
-1.0 2.9

Pomocka: Nech Ay = [x1,y1], As = [x2,y2] a A3 = [x3,y3] st body v
rovine. Ak je hodnota (zo —z1)(ys —y1) — (3 — x1)(y2 — y1) kladnd, bod
As lezi nalavo od polpriamky A;As. Ak je tato hodnota zaporna, tak lezi
napravo a ak je tato hodnota nulova, tak bod Ajs lezi na priamke A; As.

"""""""""""""



P-1-4
Komparatorové siete

Komparatorové siete sa vyuzivaju pri navrhu paralelnych algoritmov. Tiez
je jednoduché ich realizovat pomocou elektronickych obvodov. Kompard-
tor je jednoduché zariadenie, ktoré dostane na vstupe dve ¢isla, porovna
ich a na vrchnom zo svojich Vystupov Vréti mensie z tychto dvoch Cisel a
ktoré budeme volat komparatorove siete.

Kompardtorovd siet pozostéva z n vodorovne usporiadanych vodicov,
ktoré st na niektorych miestach poprepajané komparatormi. Kompara-
tory su usporiadané do wvrstiev, ktoré zodpovedaju krokom vypoctu. Na
zaCiatku vypoc¢tu (v kroku 0) siet dostane na vstup n ¢isel. Po skonéeni
kroku k£ — 1 sa vystupy z kroku k — 1 prenest vodi¢mi na komparatory
vo vrstve k. Komparétor vo vrstve k spdja vzdy dva vodi¢e (nemusia byt
susedné). Ak je na spodnom z nich mensia hodnota ako na vrchnom, vy-
meni tieto hodnoty, v opacnom pripade ich necha tak. V jednej vrstve
moze byt aj viacero komparatorov (vypocet sa odohré naraz, paralelne),
ale v jednej vrstve moéze jeden vodi¢ vstupovat najviac do jedného kom-
paratora. Po skonceni celého vypoctu st na vystupoch siete tie isté cisla
ako na vstupe, iba v zmenenom poradi.

Gra cky sa vodice zobrazujui ako vodorovné ciary, komparatory ako
zvislé spojnice svojich vstupnych vodicov. Komparatory v jednej vrstve
sa kreslia zvislo nad seba, pripadne do niekolkjch susediacich stipcov.
Jednotlivé vrstvy oddelime ¢iarkovanou ¢iarou. Vypocet prebieha zlava
doprava.

Pri navrhu sieti sa pokasame zostrojit ich tak, aby ¢as vypoctu bol
¢o najmengi, t.j. aby siet mala ¢o najmenej vrstiev. Druhym doélezitym
kritériom je pocet komparatorov (od tohoto poctu moze zavisiet napriklad
cena vyroby siete).

Priklad.
. 4 o 3 o1 1
1 1 I 3 o2
2 (1o 2|3
3 ¢ 4 I 4 4

Uvazujme najlavejSiu siet na obrazku. Tato siet dostane Styri vstupy
a vrati ich utriedené od najmensieho po najviacsi. Po prvych dvoch kro-
koch vypoc¢tu bude najmensi vstup bud na prvom alebo druhom vodici
a najvicsi vstup na trefom alebo stvrtom. Dalsie dva kroky umiestnia
najmensi a najvacsi prvok na ich miesto a v poslednom kroku dotriedime



druhy a treti vodi¢. VsSimnite si, ze prvy a druhy komparator, podobne
ako treti a Stvrty, je mozno zIuc¢it do jednej vrstvy bez toho, aby sa zme-
nil vysledok vypoc¢tu. Vysledna rychlejsia siet je na prostrednom obrazku.
Pravy obrazok ukazuje priebeh vypoctu pre vstup 4,1, 2, 3.

Priklad. Zostrojte siet, ktora na vstupe dostane n ¢isel a na vystupe
umiestni najmensie z tychto ¢isel na vodi¢ 1 (na poradi ostatnych ¢isel
nam nezalezi). MozZete predpokladat, Ze n je mocnina dvoch.

Riesenie. Siet zostrojime rekurzivne. Oznacme S,, siet, ktora tlohu riesi
pre n vstupov. Ak n = 1, S,, nebude obsahovat Ziaden komparator, lebo
mame iba jeden vstup. Predpokladajme teda, ze n > 1. Vstupy rozdelime
na dve polovice (hornt a dolnt1). Na kazdu polovicu aplikujeme siet S, /5.
Tieto dve siete polovicnej velkosti moézu pracovat paralelne. Po skonceni
ich vypoc¢tu mame na vodi¢i 1 najmensi z hornej polovice vstupov a na
vodi¢i n/2 + 1 mame najmensi z dolnej polovice. Teraz staci pridat jeden
komparator medzi vodi¢mi 1 a n/2 + 1 a dostaneme celkové minimum
na prvom vodici. Siet S,, teda pozostdva z dvoch sieti S,, /5 a z jedného
komparatora. Konstrukcia siete S,, je zobrazena na nasledujiicom obrazku
vlavo, vpravo je priklad vyslednej siete pre n = 8.

n

n
9 : Sn/2

Vsimnime si, Zze hlbka rekurzie je log, n, kedze velkost vstupu sa v
kazdom rekurzivnom kroku znizi na polovicu. Kazda aroven rekurzie prida
do vyslednej siete jednu vrstvu, preto siet S, ma log, n vrstiev. Pocet
pouzitych komparatorov je v poslednej vrstve 1, v kazdej dalSej vrstve
odzadu sa vzdy zdvojnasobi. Nech poéet vstupov je n = 2¥. Potom pocet
pouzitych komparatorov je 1 +2+ 4+ ... +2F 1 =28 _ 1 = n —1
(stucet geometrickej postupnosti). Dostali sme teda siet, ktord ma O(logn)
vrstiev a pouziva O(n) komparatorov.

Stutazné tlohy

a) NapiSte program, ktory bude simulovat komparatorové siete. Prog-
ram vo vstupnom subore dostane komparatorovi siet a hodnoty
vstupov. Navrhnite a popiste vlastny vstupny format pre zapis kom-
paratovych sieti do siboru. V&S program by mal vypodcitat vysle-



b)

dok vypoctu komparatorovej siete a tiez by mal umoznovat gra cky
alebo semigra cky zobrazovat priebeh vypoctu siete. Vo vasom rie-
Seni uvedte aj priklady vstupu a vystupu z vasho programu.

Na vstupe je n — 1 ¢isel utriedenych od najmensieho po najvicsie
(prvych n — 1 vstupov). Posledny vstup obsahuje Iubovolné ¢islo.
Navrhnite komparatorov siet, ktora zatriedi posledné ¢islo do tejto
postupnosti (tzn. na vystupe bude vSetkych n ¢isel v utriedenom
poradi). Mézete predpokladat, Ze n je mocnina dvoch. Snazte sa,
aby vasa siet bola ¢o najrychlejsia.
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