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Upozornenie. Prakticka cast celostatneho kola MO, kat. P bude velmi pravdepodobne celd
prebiehat pod operacnym systémom Linux, s kompilatormi FreePascal a gcc. Podrobnejsie
informéacie buda v dostatoénom predstihu zverejnené na strankach http://www.ksp.sk/mop/.

P-1I-1

Pri rieseni tejto tlohy pouzijeme riesenie ilohy P-I-1 z doméceho kola. Jedinou zmenou oproti
doméacemu kolu je podmienka, ze ziadny zdkaznik v dobe, ked bude prat, neuvidi dvoch roznych
zakaznikov pouzivat tu istt pracku.

Inak povedané, pracka, ktori pouzival zakaznik Cyril, méze byt pouzita az v momente,
ked zo salénu odide posledny zakaznik, ktory pral pradlo stic¢asne s Cyrilom. Povedzme, 7Ze zo
vsetkych zakaznikov, ktori prali pradlo zaroven s Cyrilom, je Metod ten, ktory odide zo salénu
najneskor. Potom pracku, ktort pouzival Cyril, moze pouzit dalsi zdkaznik az po odchode
Metoda zo salonu.

Toto pozorovanie vyuzijeme tak, ze z povodnych zdkaziek vytvorime nové zakazky, ktoré
budeme nazyvat ,tienové“. Tienova zakazka zakaznika A bude rovnaka ako pdvodna zikazka
zakaznika A, ak je v dobe jeho odchodu salén prazdny. Ak tomu tak nie je, koniec tienovej
zakazky zakaznika A bude cas, kedy zo salénu odide posledny zakaznik, ktory pral pradlo
zaroven so zakaznikom A.

Riegenie tlohy s povodnymi zadkazkami a podmienkou, Ze ziadny zdkaznik v dobe, ked bude
prat, neuvidi dvoch réznych zakaznikov pouzivat t ista pracku, je rovnaké ako riesenie tlohy s
tienovymi zakazkami bez tejto podmienky. Tienové zakazky drzia nejaké pracky ,,obsadené“ az
do doby, kym ich moze Borivoj znovu pouzit. K najdeniu rieSenia tlohy s tienovymi zakazkami
sa potom da pouzit rieSenie domaceho kola.

Pri rieseni tlohy budeme postupovat tak, ze zo zadanych zakaziek vytvorime tieniové. Takto
vytvorenu tlohu potom vyrieSime ako v domacom kole. Tienové zakazky vytvorime nasledov-
nym postupom. Ako v doméacom kole vytvorime udalosti prichodu a odchodu pre kazdého
zakaznika. Tieto udalosti zotriedime (udalosti odchodu pred prichodmi, ktoré nastant v rov-
naky ¢as). Zotriedené udalosti raz prejdeme (podla vzrastajiceho ¢asu) a budeme si udrzovat
dobu T, kedy zo salénu odide posledny zakaznik, ktory je v saléne prave pritomny. Dobu T
vieme Tahko udrzovat tak, Ze kedykolvek narazime na prichod nejakého zdkaznika, novii hod-
notu 7' zistime ako maximum jej minulej hodnoty a doby, kedy chce spracovavany zakaznik zo
salénu odist.

Prechod zotriedenych udalosti bude prebiehat tak, Ze ked narazime na

e prichod zakaznika A, upravime dobu T

e odchod zakaznika A, vytvorime tienova zakazku pre zakaznika A, ktorej prichod nasta-
vime na prichod zakaznika A a odchod na dobu 7' (ktora je v tej chvili vii¢sia alebo rovna
dobe, kedy chcel zo salénu odist posledny zakaznik A).



Tento prechod sa da uskuto¢nit v linedrnom case, avSak triedenie udalosti nam zaberie ¢as
O(N log N). Na ulozenie zadanych zékaziek, tienovych zékaziek a zotriedenych udalosti budeme
potrebovat O(N) pamiti. Druhd ¢ast rieSenia, algoritmus z doméceho kola, ma rovnaka ¢asovi
zlozitost ako prave popisané vytvorenie tienovych zdkaziek, a tak je celkova casova zlozitost
nasho riesenia O(N log N) a pamiitova O(N).

Listing programu:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAX_N 100

struct zakazka {

long 7,t; /* zaciatok a doba trvania */
¥
struct udalost {
long t; /* &as udalosti */
char prichod; /* prichod alebo odchod */
int zakaznik; /* dislo zdkaznika tejto udalosti */

};

/* porovnanie udalosti: triedi sa podla casu a v pripade rovnosti ¢asu najskor odchod */
int udalost_cmp (const void *el,const void *e2) {
if (((struct udalost *)el)->t == ((struct udalost *)e2)->t)
return ((struct udalost *)el)->prichod - ((struct udalost *)e2)->prichod;
return ((struct udalost *)el)->t - ((struct udalost *)e2)->t;

}

int N;

struct zakazka zakazky [MAX_NT;

int stack[MAX_N];

int stack_top=0; /* index prvého neobsadeného miesta v stacku */

int priradenie_praciek[MAX_NT;
int pocet_praciek=0;

struct udalost udalosti[2*xMAX_NT];

void uprav_udalosti(void) {
struct udalost prichody [MAX_N+17;
struct udalost odchody [MAX_N+11;
int prichody_len=0,0dchody_len=0,i;
long max_odchod=-1;

/* zardZka pre zlievanie */
prichody [prichody_len++] .t=-1;
odchody [odchody_len++] .t=-1;

/* vytvorenie prichodov a odchodov */
for (i=0;i<2%N;i++)
if (udalosti[i] .prichod) {
int odchod=zakazky [udalosti[i] .zakaznik] .z + zakazky [udalosti[i] .zakaznik] .t;
if (odchod > max_odchod) max_odchod=odchod;

prichody [prichody _len++]=udalosti[i] ;
} else /* odchod */ {
odchody [odchody_len]=udalosti[i] ;



odchody [odchody_len++] . t=max_odchod;
}

/* este zliat prichody a odchody do udalosti */
prichody_len--; /* aby ukazoval nie za platny prichod, ale nafiho */
odchody_len--; /* to isté s odchodmi */
i=2%N-1; /* index na koniec pola udalosti, plnime ho zozadu */
while (prichody [prichody_len].t!=-1 || odchody[odchody_len].t!=-1)
if (prichody [prichody_len] .t >= odchody[odchody_lenl.t) /* pridaj prichod */
udalosti[i--]=prichody [prichody_len--1;
else /* pridaj odchod */
udalosti[i--]=odchody [odchody_len--1;
}

int main(void) {
int i;

/* Nacitanie dat */

printf (“Zadajte pocet zakaznikov:“) ;

scanf(“%d“,&N) ;

for (i=0;i<N;i++) {
printf (“Doba prichodu a ¢as prania %d. zdkaznika:“,i+1) ;
scanf(“%Id %Id“,&zakazky[i] .z,&zakazky[i] .t) ;

}

/* Vytvorenie udalosti */
for (i=0;i<N;i++) {
/% prichod */
udalosti[2*i] . t=zakazky [i] .z;
udalosti[2#i] . prichod=1;
udalosti[2x*i] . zakaznik=i;
/* odchod */
udalosti[2*i+1] . t=zakazky [i] . z+zakazky [i] .t;
udalosti[2*i+1] . prichod=0;
udalosti[2*i+1] . zakaznik=i;

}
gsort (udalosti, 2*N, sizeof (struct udalost) ,udalost_cmp) ;

/* zmena oproti domdcemu kolu */
uprav_udalosti() ;

/% simuldcia provozu */
for (i=0;i<2*N;i++)
if (udalosti[i] .prichod) {
int pracka;
if (!stack_top) /* novd pracka */ pracka=++pocet_praciek;
else pracka=stack [--stack_top];
priradenie_praciek [udalosti[i] . zakaznik] =pracka;
} else /* odchod */ {
stack [stack_top++]=priradenie_praciek [udalosti[i] . zakaznik] ;

}

/* vypisanie ddat */
printf(“Je treba aspoii %d praciek.\n“,pocet_praciek) ;
for (i=0;i<N;i++) printf(“Zdakaznik %d pojde k prdacke %d.\n*,i+1,priradenie_praciek[i]) ;

return 0;

}



P-11-2

Najskor zavedieme substitaciu z; = y; +a; 41 pre ¢, 1 <17 < N, a 2,41 = yn+1. Napriklad pre
sustavu z prvého prikladu v zadani tilohy po substitiicii dostaneme:

Yyi—vy2 # 0
vi—ys # 0
Yyi—ys # 0
Ya—ys # 1
Ya—ys # 0
ys—ys # 0

Pre ststavu z druhého prikladu po substiticii dostaneme:

h—y # 2=0 (mod 2)
yi—ys # 0
Yo —ys # 0

Novoziskana sustava podmienok mé rieSenie prave vtedy, ked ho mala t4 povodna: Ked x;,
1 <14 < N+1, riesi p6vodnt stistavu, potom rieSenie novej stistavy podmienok je y; = x;—a; 41
pre : < N a ynyi1 = Tny1; naopak, z rieSenia novej sustavy ziskame riesenie povodnej ststavy
pri¢itanim hodnot a; ;.

Vsimnime si, ze vSetky podmienky, v ktorych sa vyskytuje yy1, maja prava stranu 0:

Yi — YNy = (% - ai,N-i—l) — IN41 = (% - IEN+1) — Aj, N+1 7"é Qi N+1 — Ay N41 = 0

Pozrime sa bliz§ie na novoziskanu sustavu podmienok. Ak st vSetky pravé strany rovné nule,
znamena to, ze vSetky nezname yy, ..., yyy1 musia byt navzajom rozne. Pretoze ale existuje iba
N ¢isel s roznymi zvyskami po deleni IV, stistava podmienok nema riesenie. Vzapiti ukdzeme, ze
ak nie st vSetky pravé strany rovné nule, potom nova stistava podmienok, a teda aj ta povodna,
maju rieSenie.

Oznacéme a; ; pravi stranu podmienky, ktorej fava strana je y; — y;. Predpokladajme, ze
a; ; # 0 pre nejaké i a j. Pretoze a; .y = 0, z volby y; musi platif 1 < i < j < N. Polozme
yi = y; = 0. PretoZe a;; # 0, podmienka y; — y; # a;; je tym zjavne splnend. Teraz zvolime
hodnoty ostatnych neznamych postupne od y; po yy tak, aby vSetky podmienky, ktoré ich
obsahujt, boli splnené. V okamihu, ked volime hodnotu neznamej yi, 1 < k < N, k # 1,7,
tak sa neznama y; vyskytuje v najviac N — 1 podmienkach s ostatnymi neznamymi, ktorych
hodnotu sme uz zvolili. Pretoze kazda podmienka zakazuje priradenie prave jedného z cisel
0,..., N —1 nezndmej yy, je spolu zakdzanych najviac N —1 hodnot a da sa y, nejakd hodnota
priradit.

Ostava zvolit hodnotu yy1. Po prevedeni nasej substitticie boli pravé strany vsetkych N
podmienok, v ktorych sa yx,1 vyskytuje, rovné nule. Teda hodnota yy.; musi byt rdozna od
hodnot yi,...yn. PretoZe y; = y;, maja nezname y,,...,yy najviac N — 1 roznych hodnot a
preto sa dd yy; priradit (aspoii) jedna z hodnét 0,..., N — 1.

Nase doterajsie vahy vedu priamociaro ku kvadratickému algoritmu, ktory riesi zadanu
ulohu. Najskor prevedieme substitiiciu popisani v prvom odseku. Ak st vSetky pravé strany
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po substittcii rovné 0, nova i povodna ststava podmienok nema riesenie. V opac¢nom pripade
najdeme rieSenie novej stustavy podmienok postupom popisanym v predchadzajicich dvoch
odsekoch. RieSenie povodnej ststavy lahko ziskame aplikdciou substiticie inverznej k prvej
substitiicii. Casova aj pamitova zlozitost nagho algoritmu je kvadraticka, tj. O(N?).

Listing programu:

program rozdiely;

const MAX=1000;

var A: array[l..MAX,1..MAX] of integer;{ pravé strany nerovnosti }
N: integer; { pocet neznamych %}
subst: array[1..MAX+1] of integer; { substitucny posun }
y: array[1..MAX+1] of integer; { riesenie novej siustavy }

procedure nacitaj;
var i,j:integer;
begin
write(’N = ')
readln (N) ;
for i:=1 to N+1 do
for j:=i+1 to N+1 do
begin
write(’al’,1,%,7,j,] = )
readln (A [i] [j1) ;
end;
end;

procedure substituuj;
var i,j:integer;
begin
for i:=1 to N do
subst [i] :=A[i] [N+1];
subst [N+1] :=0;
for i:=1 to N+1 do
for j:=i+1 to N+1 do
ATl [j1:=(AT] [j1+subst [j1-subst [i1+N) mod N;
end;

function spocitaj: boolean;
var i,j,k,l:integer; { pomocné premenné i, j a k ako v popise algoritmu }
zakazane:array [0. . MAX-1] of boolean;{ pole zakdzanych hodndt pre neznamu }
begin
ii=1;
while i<N do
begin
jr=itl;
while j<=N do
begin
if A[i]1[j1<>0 then break;
inc(j)
end;
if j<=N then break;
inc(i)
end;
if i=N then
begin
spocitaj: =false;
exit;
end;



y[il:=0; y[j1:=0;
for k:=1 to N do
begin

if (k=i) or (k=j) then continue;
for 1:=0 to N-1 do zakazane[l] :=false;
for 1:=1 to k-1 do zakazane[(y[11-A[l] [k]+N) mod NI :=true;
if i>k then zakazane[ (y[i]1+A[k] [i]) mod NI :=true;
if >k then zakazane[(y[j1+A[k] [j1) mod NJ:=true;

1:=0;
while zakazane[l] do inc(l);
y [k]:=l

end;

for 1:=0 to N-1 do zakazane[l] :=false;
for 1:=1 to N do zakazane[y[l]]:=true;
1:=0;
while zakazane[l] do inc(l);
y[N+1] :=1;
spocitaj:=true

end;

procedure vypis;
var i:integer;
begin
for i:=1 to N+1 do
writeln (Cx[’,1,’] = 7, (y [i1+subst [i]) mod N);
end;

begin
nacitaj;
substituuj;
if spocitaj then vypis
else writeln ("Zadana sistava nerovnic nema rieSenie.’) ;
end.

P-11-3
1. rieSenie:

Najskor si ukdzeme jednoduché rieSenie pracujice v ¢ase O(kn), zalozené na priehradkovom
triedeni (RadixSort). Ako také triedenie funguje? Ked chceme zotriedit m retazcov sq,..., sy,
dlzky 1, najskor ich zotriedime podla posledného pismena, potom podla predposledného (pri¢om
ak sa predposledné pismeno zhoduje, zachovame poradie podla posledného pismena) atd. az
podla prvého pismena. Triedenie podla i-teho pismena (tomu budeme hovorit jeden prechod)
robime tak, ze si zalozime priehradky indexované pismenami, jednotlivé retazce (resp. ich ¢isla)
rozmiestnime do priehradok podla toho, aké je ich i-te pismeno a nakoniec priehradky prejdeme
od najmens$ieho pismena k najvii¢Ssiemu a retazce z nich vyzbierame.

Kazdy prechod bude trvat O(m) [¢as zavisi i na velkosti abecedy, pretoze musime prejst i
prazdne priehradky, ale to pre nds bude konstanta, ktord sa ,schova do O-c¢ka“], prechodov je
[, takze triedenim stravime spolu ¢as O(Im).

Aby sme vyriesili nagu tilohu, najdeme v zadanom refazci vietky podretazce dlzky k (tych
je n — k + 1), zotriedime ich RadixSortom a potom v zotriedenom zozname néjdeme najdlhsi
usek tvoreny rovnakymi podretazcami. V§imnime si, ze pri triedeni podretazcov si nemusime



pamiitat celé podretazce, ale stacia ich zaciatky vo ,velkom* retazci. Takto vSetko zvladneme
v ¢ase O(kn) a pamiiti O(n).

Este jedna poznamka k implementacii: aby sme zbytoc¢ne neplytvali pamétou, neukladame
jednotlivé priehradky ako oddelené polia, ale v§imneme si, 7e vSetky priehradky spolu obsahuju
len n prvkov, takZe ich naskladdme do jedného n-prvkového pola, len si v druhom pamitame,
kde priehradka zac¢ina. Z vyzbieranych hodnét z priehradok sa potom stane len skopirovanie
jedného pola do druhého.

Listing programu:

program Redundancial;
const max = 100;

var T : string[max]; { Zadany retazec }
k : integer; { Ako dihé podretazce hladime }
n : integer; { Kolko existuje podretazcov dizky k }
a, b : array [1..max] of integer; { Pole, ktoré triedime; pole s priehradkami }
p : array [char] of integer; { Velkosti / zaciatky priehradok }
i, j, 1, maxcnt, maxpos : integer; { Pomocné premenné }
¢ : char;
begin
readln (T); { Nacitame vstup }
readln (k) ;
n := length (T) - k + 1;
fori :=1 to n do ali] :=i; { Vsetky mozné pozicie podretazcov }
for j := k-1 downto 0 do begin { RadizSort; podla j-teho pismena }
for ¢ := #0 to # 255 do { Spoditame velkosti priehradok }
plel :=0;
fori :=1tondo
inc (p[Tlalil+j11);
l:=1; { Spocitame ich zaciatky }
for ¢ := #0 to #255 do begin
1 :=1+ plel;
plcl :=1- plcl;
end;
for i :=1 to n do begin { Rozdelime do priehradok }

c := Tlalil+j1;
blplcl] := alil;

inc (plcl);

end;

for i := 1 to n do ali] := b[il; { A opit z nich vyberieme }
end;
i:=1; { Hladdme najdlhsi isek }
maxcnt := 0;
while i <= n do begin

ji=i;

while (i <= n) and (copy (T, alil, k) = copy (T, aljl, k)) do inc (i);
if i - j > maxcnt then begin

maxcnt =1 - j;
maxpos := al[j]l;
end;
end;

writeln (copy (T, maxpos, k));
writeln (maxcnt) ;
end.



2. rieSenie:

Existuje algoritmus, ktory zadant tlohu riesi v ¢ase O(n), kde n je dlzka textu T, je vSak
pomerne komplikovany — je potrebné vybudovanie a prechod tzv. sufixového stromu pre text
T. Ak by sme sa uspokojili s ¢asom O(nlogn), vystac¢ime si aj s jednoduchsou déatovou Struk-
turou, ktorou je sufixové pole. Obe tieto riesenia vsak rozhodne presahuji ramec tejto siutaze
a neocakavali sme, Ze spomenuté datové struktiry viete pouzit, toboz ze ich v priebehu sutaze
vymyslite.

Aj nasledujtice riesenie je dost trikové a vyuziva netrividlne vysledky. Opét, nepredpokla-
dame samozrejme, ze by ste tieto techniky mali poznat, ¢i dokonca aktivne pouzivat — vSetky

.....

tento obor.

3. rieSenie:

Podrobnejsie si ukdzeme pomerne jednoduchy randomizovany algoritmus, t.j. algoritmus po-
uzivajuci pri vypoc¢te ndhodné ¢isla, ktory bude pracovat v ¢ase O(n) asponi v priemernom
pripade. Tym je myslené, ze ak budeme mat smolu na to, aké ¢isla nam padaji z generatoru
ndhodnych ¢isel, mdze to trvat dlhsie, ale vo vicSine pripadov ndm (nezavisle na vstupnych
datach) dé vysledok v ¢ase O(n).

Nas randomizovany algoritmus bude fungovat tak, ze najprv rieSenie ,uhadne“, overi si,
ze uhadnuté riesenie je naozaj spravne a ak nebude, cely postup zopakuje. Takyto algoritmus,
samozrejme, nemusi nikdy skoncit, ale my si dokdzeme, ze uhadnuté riesenie bude spravne s
pravdepodobnostou aspon 1/2, takze v priemernom pripade budeme potrebovat najviac dva
pokusy. Ako hladanie, tak overovanie budi zaberat ¢as O(n), takze tiito ¢asovi zlozitost bude
mat v priemere i cely algoritmus.

Najprv si rozmyslime, 7e ak uhddneme, 7e sa nejaky refazec dlzky k opakuje v texte I-krat,
mozeme si lahko overit, Ze tomu tak skutoc¢ne je. K tomu pouZijeme rieSenie tilohy z doméaceho
kola — zostrojime si vyhladavaci automat pre tento podretazec, prejdeme s nim text a spoc¢itame
pocet jeho vyskytov, tj. pocet prechodov akceptaénym stavom. To ndm zaberie ¢as O(n) — v
¢ase O(k) zostrojime automat, v ¢ase O(n) prejdeme text automatom a k < n.

Faza hladania funguje takto: Najskor si zvolime hashovaciu funkciu. To je nejaka funkcia h,
zobrazujica refazce dlzky k na celé ¢isla medzi 0 a p—1 (hodnotu p si zvolime neskor). Samoz-
rejme sa nam moze stat, Ze dva refazce zobrazime na rovnaké ¢islo (tomu hovorime kolizia),
avSak ak bude hashovacia funkcia dobra, nebude sa to stavat c¢asto. Teraz kazdy podretazec
textu T dlzky k zobrazime touto funkciou a spo¢itame pocet refazcov, ktoré sa zobrazia na
jedno cislo. Z tychto poctov si vezmeme ten najvicsi a vratime jeden z pripadne viacerych
retazcov, ktoré sa na prislusné ¢islo zobrazili. Ak tento retazec nekolidoval so ziadnym inym,
vyhrali sme, pretoze vSetky ostatné refazce (aj ked sme niektoré kvoli koliziAm nedokézali od
seba odlisit) nie st ¢astejsie. Ak kolidoval, odhali to kontrola.

Ostava domysliet detaily tak, aby sme vSetko zvladli v linearnom case:

Ndajdenie najcastejsej hodnoty hashovacej funkcie: Poslizi nam opét RadixSort: kazdé ¢islo
si zapiSeme v tvare asn®+aon?+an+ag, kde a; st mensie ako n (to nie je ni¢ iné ako zapis ¢isla
v ststave so zdkladom n) a budeme ho triedit ako refazec azasa;ay nad n-prvkovou abecedou.
Ako uz vieme, RadixSort takéto triedenie zvladne v ¢ase O(n).



Pocitanie hashovacej funkcie musime urobit Sikovne (v skuto¢nosti toto je hlavny trik celého
rieSenia, zbytok st len technické detaily), inak by sme tu potrebovali ¢as nk alebo vicsi. Trik je
v tom, 7e si zvolime taka hashovaciu funkciu, aby sme (pre slovo w dlzky k—1, a pismend s a t)
dokazali h(ws) spocitat so znalostou h(tw) v konstantnom ¢ase. Potom ak budeme hashovacie
funkcie pocitat postupne od zac¢iatku a posuvat sa vzdy o jedno pismeno, spotrebujeme skutocne
¢as len O(n).

Hashovaciu funkciu si zvolime takto: p bude ndhodne zvolené prvocislo medzi kn?®/2 a kn?,

h(SgSk—1...51) = 225GZ 's;) mod p

(predpokladédme, 7e abeceda [alebo skor ASClIceda] mé 256 znakov).

Vyraz v zatvorke si oznac¢ime X (s). X (s), samozrejme, moze byt vicsie ako je rozsah ¢isla
reprezentovaného v pocitaci, avsak modulovanie p sa da pri jeho vypocte vykonavat priebezne,
takZe nemoze pretiect. Postupné pocitanie funkcie h je potom jednoduché, lebo zrejme h(ws) =
(256 - h(tw) — (256* mod p)t + s) mod p.

Lahko nahliadneme, 7e pravdepodobnost, ze dojde ku kolizii, je mensia ako 1/2: aby dvom
roznym refazcom $; a Sy bola priradend rovnakd hodnota, musel by rozdiel X (s;) — X (s3)
byt delitel’ny p- Vel’kost’ tohto rozdielu je najviac 256’1‘C teda ho deli najviac 8log, k réznych
ako 256%). Roznych retazcov je najviac n, teda ich dvojic je najv1ac n?/2 a ,zlych® prvocisel
najviac 4kn?. Pomerne trividlny vysledok tedrie ¢isel hovori, Ze pocet prvocisel medzi kn®/2 a
kn? je priblizne %23, teda pravdepodobnost, ze sa trafime do zlého prvocisla je mensia ako
810gkn < 810gn _ 3210gn

, G0 je menej ako 1/2 pre n > 381 — v skuto¢nosti sit uvedené odhady
pomerne hrube takze tato pravdepodobnost je eSte podstatne mensia.

Ostava jediny technicky detail — ako najst nahodné prvocislo. To sa da spravit v case
O(logd n), kde d je nejakd konstanta, avSak nie je to aplne trividlne. Miesto toho v programe
volime iba nahodné ¢islo v danom intervale; do prvocisla sa trafime s pravdepodobnostou
priblizne 1/logn, teda ¢asova zlozitost sa tym zhorsi najviac na O(nlogn).

Listing programu:

program Redundancia2;
const maxN = 1000;
type pole = array[0..maxN] of longint;
var t : string;
k, 1, nRepl, nRep2, idx, i : integer;
p, v256naKmodP, highP, lowP : longint;

{ Spocita pocet vijskytov retazca zacinajiceho na pozicii idx a uloZi tito hodnotu do nRep }
procedure Verify (idx : integer; var nRep : integer) ;
var back : pole;
f, i : integer;
begin
{ spocita spitni funkciu pre retazec od pozicie idx }
f:=0;
back[1] := 0;
for i := 2 to k do
begin
while true do
begin
if t[idx + f] = t[idx + i - 1] then
begin



inc (f);
break;
end;
if f = 0 then
break;
f := back[f];
end;
back[i] := f;

end;

{ spodita pocet vyskytov refazca }
f:=0;
nRep := 0;
fori:=1
begin
while true do
begin
if t[idx + f] = t[i] then
begin
inc (f);
break;
end;
if f =0 then
break;
f := back[f];
end;
if f = k then
begin
inc (nRep) ;
f := back[f];
end;
end;
end;

{ Spocita hashovaciu funkciu pre zaciatok t }
function HashBegin : longint;
var i : integer;
h : longint;
begin
h :=0;

fori :=1 to k do
h := (256 * h + ord (t[il)) mod p;
HashBegin := h;

end;

{ Posunie hashovaciu funkciu h na poziciu idx o 1 pismeno }
function HashShift (h : longint; idx : integer) : longint;
var minus : longint;
begin
h := (h * 256) mod p;
minus := (v256naKmodP * ord (t[idx])) mod p;
HashShift := (h + p - minus + ord (t[idx+k])) mod p;
end;

{ Vyberie z a n-tu cislicu }

function digit (a : longint; n : integer) : integer;
var i : integer;

begin
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fori:=1 ton do
a :=adiv 1;
digit := a mod I;
end;

{ Zotriedi pole a dlizky m podla n-tej cislice a vysledok ulozi do sorted }
procedure SortByDigit (var a : pole; m, n : integer; var sorted : pole) ;
var nReps : pole;
i, d : integer;
begin
{ spocita pocty opakovani }
for i :=0 to 2+ do
nReps[i] := 0;
for i :=1 to m do
inc (nReps[digit (alil, n) + 11);

{ spocita zaciatky usekov prvkov }
for i :=1 to 2l do
nReps[i] := nRepsl[i - 1] + nReps[i];

{ zapise prvky na spravne pozicie }
for i := 1 to m do
begin
d := digit (alil, n);
inc (nReps[d]);
sorted [nReps[d]] := ali];
end;
end;

{ Zotriedi pole a dlzky m a vysledok ulozi do sorted }
procedure RadixSort (var a : pole; m : integer; var sorted : pole);
var temp : pole;
begin
SortByDigit (a, m, 0, temp);
SortByDigit (temp, m, 1, sorted);
SortByDigit (sorted, m, 2, temp);
SortByDigit (temp, m, 1, sorted);
end;

{ Ndjde v poli a dlzky m cislo, ktoré sa v fiom najcastejsie opakuje,

pocet opakovani dd do nRep, c¢islo do v }
procedure MostCommon (var a : pole; m : integer; var v : longint; var nRep : integer) ;
var sorted : pole;

i, ¢ : integer;

begin

RadixSort (a, m, sorted);

v := sorted[1];

c:=1;
nRep := 1;
for i := 2 to m do
begin
if sorted[i] = sorted[i - 1] then
inc(c)
else
c:=1;
if ¢ > nRep then
begin
v := sorted[i];
nRep := c;
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end;
end;
end;

{ “Uhddne” podretazec, ktory sa v T wvyskytuje najcastejsie. Pocet vyskytov uloZi do nRep,
zaciatok pruného vyskytu do idxr }

procedure Guess (var idx : integer; var nRep : integer) ;

var hashVals : pole;

i : integer;
v : longint;
begin

hashVals[1] := hashBegin;
fori:=1tol -k do
hashVals[i + 1] := HashShift (hashVals[i]l, 1) ;

MostCommon (hashVals, 1 - k + 1, v, nRep);
fori:=1tol-k+1do
if hashVals[i] = v then
begin
idx :=1i;
break;
end;
end;

{ Hlavny program }
begin
readln (k) ;
readln (t);
1 :=length (t);
highP :=1* 1 * 1 * k;
lowP := highP div 2;

repeat
p := random (ChighP - lowP) + lowP;
v256naKmodP := 1;
for i :=1 to k do
v256naKmodP := (256 * v256naKmodP) mod p;
Guess (idx, nRepl);
Verify (idx, nRep2) ;
until nRepl = nRep2;

writeln (nRepl) ;
for i :=idx to idx + k - 1 do
write (t[il);
writeln ;
end.

P-11-4

Tato tlohu by sme mohli riesit podobne ako alohy z minulého kola v ¢ase O(log N) s O(N)-
bitovymi ¢islami — stadi si v§imnaf, Ze oto¢enie ¢isla dlzky N sa da spravit prehodenim jeho
polovic (¢o zvladneme na konstantny pocet operdcii) a naslednym otoc¢enim oboch polovic (¢o
mozeme spravit sucasne). Pre N = 8 by to vyzeralo takto:

12



T = T7Xgl5L4T3T2T1T0

a:=2x AN\ 11110000 a= x7x025240 0 0 0
b:=x A 00001111 b= 00 0 0x3z9x120
y:=(a>>4)V (b<<4) Y = T3ToX 1 ToT7TeL5T4
a:=1y /A 11001100 a= 23220 027260 0
b:=y A 00110011 b= 00z1200 0x524
y:=(a>>2)V (b<<2) Y = T1ToT3TaT5L4T7Te
a:=1y /A 10101010 a=x10z230x5027;0
b:=yA01010101 b= 0x00250x40 z¢

y:=(a>>1)V(b<<1) Y = ToT1ToT3T4T5TeLT

Ked vsak vyuZijeme nasobenie a delenie, zvladneme to na konStantny pocet operacii, aj ked
budeme potrebovat &isla dlzky O(N?).

N4as algoritmus bude zalozeny na tom, ze zadané ¢islo x = xy_1 ... 2 najprv N-krat skopi-
rujeme (to sa da spravit pomocou ndsobenia), potom i-tu képiu nahradime ¢islom, ktoré bude
na i-tom mieste obsahovat xy_;_; a vSade inde nuly. Nésledne vSetky képie s¢itame (k tomu
mozeme opit pouzit nasobenie, ale my si ukdzeme pekny trik so zvyskom po deleni).

Kopirovanie bude vyzerat takto: ¢islo z vynasobime ¢islom (0NV~'1)N*! ¢im ziskame ¢islo
(n_1...20)¥ ! teda N + 1 kdpii zadaného ¢isla. Tento vysledok si tieZ moZeme predstavit
rozdeleny na N fisekov dlzky N + 1: najnizsi tisek bude obsahovat ¢isla zgzy_; . .. 2o, ten nad
nim xyxoxn_1 ... 27 atd. Teda i-ty tsek zdola (pocitané od nuly) bude mat na najnizSom mieste
X

Kazdy usek vyplnime hodnotou jeho najnizsieho bitu. K tomu staci asek upravit do tvaru
10V 'z; (pouzijeme A a V) a odéitat od neho jednotku. Ak z; bolo 1, vyjde 107, inak ddjde
k prenosu a dostaneme 017, V kazdom pripade sa na najvysom mieste objavi z; a na ostatnych
—x;, ¢o jednym zorom opravime na z; vSade. Naviac nemohlo ddjst k prenosu mimo usek,
takze sa Gseky navzajom neovplyviuji, a preto moézeme tito operaciu spravit pre vSetky tseky
sucasne.

Teraz sta¢i vhodnym andovanim v kazdom tseku ponechat z; na pozicii, na ktorej ma
vo vysledku skoncit, ostatné vyskyty x; vynulovat a vSetky useky sc¢itat. Sc¢itanie modzeme
spravit peknym trikom: ak mame v registri r ulozené cislo tvaru ¢y ...t,, kde t; st k-bitové
¢isla a séitame r 9% (2% — 1), vyjde (¢ + ... +t.) %(2F — 1). V naSom pripade naviac vieme, 7e
ti+ ...+ t. < 2¥ — 1, pretoze s¢itame (N + 1)-bitové Gseky s N-bitovym vysledkom a tak sa
modulo na vysledku neprejavi a dostaneme priamo hladany stcet.

Pre¢o modulo 2¥ — 1 funguje ako stcet blokov mézeme vidiet z toho, ako by sa choval
»Skolsky* algoritmus pre delenie ¢isel na papieri, ale tiez to mdzeme Tahko dokdzat indukciou:
pre z = 1 trik urcite funguje; ked uz vieme, ze funguje pre z — 1 a chceme dokéazat, ze funguje
i pre z, vSimneme si, 7e:

ot %25 = 1) = ((f o ta) 284 ) % (28— 1) =

= ( (-t %@ - 1) (2 %2° - 1) +1.) %2 - 1),
indukény predpoklad =1

¢o je spolu (t; + ... +t,) %(2F — 1), presne, ako sme chceli.
Na vietky vypoéty sme potrebovali registre dizky N - (N + 1) = O(N?). Operacii bolo
konstantne vela. Ostava uz len program:
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@@@@@@

T=1TN_1...T0

y=(rn-1...20)" "
=(xy_1...ToTN_1) . - (T1Z0ZN_1...2T1)(ToTN_1 ... Z0)

y= (ON:L‘N_l) (0N 2) (0N )
y= (10N "ty ). .. (10 "1z) (10N " 1gg)
y=(ana(man-1)Y) ... (wo(-20)")
y=(axt1) . (2 )

(01077 y=(0Vzn_1) (0N 'zN_0) ... (002,07 2) (02,0 )
y=0x¢21...xN_1
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