MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

54. ro¢nik, Skolsky rok 2004 /2005
Zadania Gloh 1. kola kategérie P

Matematicka olympiada je sutaz pre Studentov strednych kol nasej repub-
liky. Kategoria P je zamerana na programovanie a je urcend Studentom
vSetkych roc¢nikov.

Organizacia sttaze v kategdrii P

Kategoria P matematickej olympiddy ma tri postupové kold — domaéce,
krajské a celostatne.

V I. kole Gcastnici rieSia $tyri tlohy, uvedené v tomto letdku. RiesSenia
odovzdaji svojmu ucitelovi informatiky do 15. novembra 2004. Ucitelia
informatiky odosla rieSenia v tomto termine zo Skoly na prislusnii adresu
podla krajov takto:

Kosicky, Presovsky:

RNDr. G. Andrejkové, CSc., KMI PF UPJS, Jesenna 5, 041 54 Kosice
Zilinsky:

RNDr. P. Var$a, KI FRI Zilinska univerzita, Moyzesova 20, 010 26 Zilina
Banskobystricky:

Mgr. L. Huraj, KI FPV UMB, Tajovského 40, 974 01 Banska Bystrica
Trnavsky, Trenciansky, Nitriansky:

Doc. Ing. V. Stoffova, CSc., KI FPV UKEF, tr. A. Hlinku 1, 949 74 Nitra
Bratislavsky:

RNDr. A. Blaho, KVI FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava 4

Najuspesnejsi riesitelia doméceho kola st pozvani do II. kola (kraj-
ského), kde riesia Styri teoretické alohy. Do III. kola (celo$tatneho) st
pozyvani najuspesnejsi riesitelia vSetkych krajskych kol, pricom riesia tri
teoretické tlohy a dve praktické ulohy pri pocitaci. Z najlepSich rieSite-
fov tohto kola SK MO vyberie druzstva pre Medzinarodna informatick
olympiddu a Stredoeurépsku informatickta olympiadu.

Predbezné terminy 54. roénika MO, kategoéria P

I. Domace kolo 15. novembra 2004
ITI. Krajské kolo 11. januara 2005
ITI. Celostatne kolo | 6.-9. april 2005




Usporiadatel sttaze

Matematickd olympiddu vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci
s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov a Slovenskou komisiou Ma-
tematickej olympiddy. Sutaz organizuje Slovenskd komisia MO a v jed-
notlivych krajoch ju riadia krajské komisie MO pri pobockidch JSMF. Na
jednotlivych Skolach ju zaistuja ucitelia matematiky a informatiky. Celo-
statne kolo MO, tla¢ materidlov a ich distribiiciu po organizacnej stranke
zabezpecuje IUVENTA v tesnej stc¢innosti so Slovenskou komisiou MO.

Formalna tprava riesenia

Riesenia sutaznych tloh doméceho kola kategorie P pozostavaju z dvoch
casti:

Popis rieSsenia. RieSenia musia obsahovat podrobny popis pouzitého al-
goritmu, zdovodnenie jeho spravnosti a diskusiu o efektivite zvo-
leného rieSenia (t.j. postidenie ¢asovych a pamétovych narokov prog-
ramu). Algoritmus by mal byt jasny uZz z popisu rieSenia bez toho,
aby bolo potrebné nahliadnut do programu.

Program. V dlohadch P-I-1, P-I-2 a P-I-3 je potrebné k rieSeniu
pripojit odladeny program napisany v jazyku Pascal, C alebo C++.
(Musi sa dat skompilovat kompilatorom FreePascal, resp. gce.) Prog-
ram sa odovzdava v pisomnej forme (jeho vypis je teda suc¢astou
rieSenia) i na diskete, aby bolo mozné otestovat jeho funkénost.

Stbory na diskete pomenujte plx.pas/.c/.cpp, kde x je ¢islo su-
taznej ulohy. Disketu oznac¢te menom rieSitela. Z jednej Skoly mozno
poslat vSetky rieSenia na jednej diskete. V tomto pripade pre kaz-
dého riesitela vytvorte podadresar oznaceny jeho priezviskom a dis-
ketu oznacte adresou Skoly.

V tlohe P—-1-4 je potrebné uviest program pre ALIK.

Pisomn ¢ast rieSenia vypracujte ¢itatelne na listy formatu A4. Kazdi
ulohu zacénite na novom liste a v zahlavi uvedte vase meno, triedu,
adresu §koly a oznacenie prikladu podla tohto letdku. Zadania loh nemu-
site opisovat. Ak sa vam rieSenie nezmesti na jeden list, uvedte na dalsich
listoch vlavo hore svoje meno a oznacenie tlohy a odislujte strany.



P-1-1

Kleofd$ sa rozhodol, Ze zacne vo velkom podnikat a otvori si velkopra-
coviu. Kazdy, kto pride, si bude mdct za par kortn prenajat pracku (ak
bude nejaka volnd), vyperie si v nej svoje pradlo a spokojne sa vrati do-
mov. Mald anketa medzi priatelmi ukézala, Ze zaujem o takuto pracoviu
by bol vskutku velky. Coskoro chudik Kleofas tplne stratil predstavu,
kolko vlastne pracok potrebuje kupit, aby vystacili pre vSetkych zdkazni-
kov. A preto sa obratil na vas s prosbou o pomoc.

Uloha: Na vstupe je pocet zakaznikov, ktorych Kleofas ocakiva pocas
jedného dna. O kazdom vie, kedy pride a na ako dlho si chce pracku pre-
najat. Jednotlivi zadkaznici nie st uvedeni v ziadnom konkrétnom poradi.

Vasou tlohou je zistit, kolko najmenej prac¢ok Kleofas potrebuje mat,
aby si kazdy zakaznik mohol v okamihu prichodu prenajat jednu pracku
na pozadovani dobu. Okrem zistenia potrebného poctu pracok by mal
vas program aj vytvorit zoznam, podla ktorého bude Kleofas pridelovat
pracky prichadzajtcim zakaznikom.

Format vstupu: Prvy riadok vstupného siiboru pracky.in obsahuje
prirodzené ¢islo N < 10000 — pocet zdkaznikov. Na kazdom z nasleduju-
cich N riadkov st informécie o jednom zakaznikovi: ¢as ¢;, kedy pride a
doba d;, na ktoru si chce prenajat pracku. Mozete predpokladat, Ze t; a
d; su celé ¢isla od 1 do 1000000 000. Zékaznikom priradime ¢isla od 1 do
N v poradi, v akom si1 uvedeni na vstupe.

Format vystupu: Prvy riadok vystupného stiboru pracky.out mé ob-
sahovat jediné ¢islo P — najmensi pocet pracok, ktoré Kleofasovi stacia.
Tieto pracky ocislujeme c¢islami od 1 do P. Na nasledujtucich N riadkoch
vystupného stboru maju byt ¢isla aq, ..., ay, kde a; je ¢islo pracky, ktoru
dostane pridelent i-ty zdkaznik.

Priklad:

pracky.in pracky.out
4

1000 1000
1900 900
1500 700
2000 500

N W~ N W



P-1-2

Na nemenovanom internate onedlho prebehnu kazdorocné preteky Sva-
bov. Preteky prebiehaju na prekazkovej drahe, ktoré obsahuje zdkernosti
ako kraja¢ na vajicka a misku cukru. Svaby st na trat vypastané v mi-
nutovych intervaloch. Aby sa ich dalo rozoznat, kazdy dostane na chrbat
karticku s ¢asom, kedy Startoval (teda prvy §vab dostane ¢islo 0, druhy 1,
atd.). Organizatorov pretekov by zaujimalo, ako velmi sa im $vaby pocas
cviéného preteku zamieSali, aby vedeli, ¢i netreba zvicsit interval medzi
Startujtacimi.

Rozhodli sa preto, Ze spocitaji pocet takych dvojic svabov, ktoré do-
behli v opa¢nom poradi ako vybehli (t.j. Svdb s vySsim ¢islom dobehol
skor ako §vab s niz§im c¢islom). Ale kedZze Svabov je na dotyénom inter-
nate neuveritelne vela, potrebuji pomoc pocitaca.

Uloha: Va$ program dostane na vstupe pocet §vdbov N a poradie, v
ktorom dobehli (t.j. nejakti permutéciu ¢isel od 0 do N — 1). Na vystup
ma vypisat pocet dvojic, ktoré si vymenili poradie.

Format vstupu: Prvy riadok vstupného stiboru preteky.in obsahuje
prirodzené ¢islo N (1 < N < 30000) — pocet svabov. Na druhom riadku
je uvedenych N navzdjom réznych cisel od 0 do N — 1, medzi kazdymi
dvoma c¢islami je prave jedna medzera.

Format vystupu: Vystupny siibor preteky.out ma obsahovat jediny
riadok a na nom jediné ¢islo — pocet dvojic svabov, ktoré dobehli v opac-
nom poradi ako vybehli.

Priklad:

preteky.in preteky.out
5 3

10423

P-1-3

Fylogenetika je odbor bioldgie Studujtaci vyvojové vztahy medzi organiz-
mami. Casto pouZivanou metédou je porovnavanie genémov. V tejto tilohe
sa budeme zaoberat velmi zjednoduSenou verziou tohto problému.

Geném budeme mat uloZzeny ako retazec pozostavajuci z pismen ‘A’
‘C’, ‘G’ a ‘T’. Budeme predpokladat, Ze vyvoj druhu prebieha tak, Ze na
zaciatok alebo na koniec genému sa pridaji nové gény — to je samozrejme
velké zjednodusenie (rozumej: Gplny nezmysel). Na vstupe dostanete ge-
nomy niekolkych organizmov a tlohou je najst medzi nimi vSetky dvojice
predok — potomok, t.j. také, ze gendém predka je suvislym podretazcom
genomu potomka.



Format vstupu: Vstupny textovy stubor fylogen.in obsahuje niekolko
retazcov zlozenych z pismen ‘A’, ‘C’, ‘G’ a ‘T’, reprezentujucich genémy
jednotlivych organizmov. Organizmy st ocislované 1,2,...,n; na i-tom
riadku sa nachadza genom i-teho organizmu. Mozete predpokladat, ze
retazcov je najviac 50, kazdy z nich mé najviac 50 znakov a Ziadne dva
retazce nie st rovnaké.

Format vystupu: Vystupny textovy stbor fylogen.out obsahuje zo-
znam vsetkych dvojic predok — potomok. Kazdy riadok stiboru popisuje
jednu z tychto dvojic a pozostava z c¢isla predka nasledovaného ¢islom po-
tomka. Dvojice mozu byt vypisané v Tubovolnom poradi, nesmu sa v8ak
opakovat.

Priklad:

fylogen.in fylogen.out
ATAT 12

CATATG
CATATGA
CATATGG

N N - =
Wb W

P-1-4
Studijny text — ALIK

Aritmeticko-logickd integerova kalkulacka (skratka ALIK) je vypoctové
zariadenie pracujice s W-bitovymi celymi ¢islami v rozsahu 0 az 2" — 1
vratane; v dalSom texte pod ¢islami rozumieme vzdy takéto ¢isla. Budeme
ich obvykle zapisovat v dvojkovej stistave hrubym pismom a na zaciatok
dvojkového zapisu vzdy doplnime prislusny pocet nul, aby pocet c¢islic
(bitov) bol presne W. ViéSinou tiez nebudeme rozlisovat mezi ¢islom a
jeho dvojkovym zapisom, takze i-tym bitom c¢isla budeme rozumiet i-ty
bit jeho dvojkového zapisu (bity ¢islujeme zprava dolava od 0 po W —1).

Pamit stroja tvori 26 registrov pomenovanych a az z. Kazdy register
vzdy obsahuje jedno ¢islo.

ALIK se riadi programom, ¢o je postupnost priradovacich prikazov
typu register := vgraz, kde vgraz mdze obsahovat konstanty (Cisla za-
pisané v dvojkovej ststave), registre, zatvorky a nasledujice operétory
(grécke pismend oznacuji podvyrazy):

o |a + 3 (priorita 4) | s¢ita ¢isla o a 3. Ak je vysledok viac ako 2 —1,

¢islice vyssich radov odreZe. Inak povedané, pocita stcet modulo 2%



e | o — (3 (priorita 4) | od¢ita od ¢isla « ¢islo 5. Ak je a < 3, spocita
2W + o — 3, teda rozdiel modulo 2".

e | ~« (priorita 9) | spocita bitovi negéciu ¢isla «, ¢o je ¢islo, ktorého

i-ty bit je 0 prave vtedy, ked i-ty bit ¢isla « sa rovnd 1, a naopak.

e |a A [ (priorita 8), a V 3, a @ 3 (priorita 7) | bitové operécie: and,
or a ror. Vyhodnocuju sa tak, ze sa i-ty bit vysledku spocita z -
teho bitu ¢isla « a i-teho bitu ¢isla 8 podla nasledujtcich tabuliek:

ON0O=0 0OVO=0 040=0
ON1=0 0OVv1l=1 0¢1=1
1N0=0 1v0=1 190=1
1N1=1 1vl1=1 1$1=0

e | << (3 (priorita 2) | posunie ¢islo a o § bitov dolava, teda doplni

na jeho koniec (8 nul a odreze prvych (8 bitov, aby bol vysledok
opat W-bitovy.

e | a>> [ (priorita 2) | posunie ¢islo « o § bitov doprava, teda doplni

na jeho zaciatok (3 nidl a odreze poslednych (3 bitov, aby bol vysledok
opat W-bitovy.

Ak zatvorky neurcia inak, vyhodnocuji sa operatory s vysSiou pri-
oritou pred operatormi s nizSou prioritou. V réamci rovnakej priority sa
vyhodnocuje zlava doprava (s vynimkou operatora —, ktory je unérny,
a teda sa musi vyhodnocovat zprava dolava).

Priklad: ako funguja operatory; predpokladdame W = 4

a+bANc+d=(a+ (bANc))+d
0101 +1110= 0011
0001 — 1111 = 0010
0101 A 0011 = 0001
0101 v 0011 =0111
0101 ¢ 0011 = 0110
Ako vyrobit pomocou << postupnost jednotiek:
(1<<11) —1=1000—1 = 0111
Ako ziskat z ¢ohokolvek samé jednotky:
aV-a=1111

Vypocet prebieha takto: Najprv sa do registra x nastavi vstup (vzdy
jedno ¢islo) a do ostatnych registrov nuly. Potom sa vykonaju vSetky pri-
kazy register := wvyraz v poradi, v akom si v programe uvedené, pricom



sa vzdy najskor vyhodnoti vyraz na pravej strane a az potom sa jeho vy-
sledok ulozi do registra, takze vo vnutri vyrazu je eSte mozné pracovat
s povodnou hodnotou registra. Po dokonceni posledného prikazu sa hod-
nota v registri y interpretuje ako vysledok vypoctu. Hodnoty v ostatnych
registroch moézu byt fubovolné.

Velkost vstupu zadefinujeme ako pocet bitov IV, ktoré potrebujeme na
reprezenticiu vstupu. NasSe programy budi casto potrebovat registre, do
ktorych mozno ulozit ¢isla vicsie ako 2V — 1. Pocet bitov, ktoré potre-
bujeme na reprezentaciu tychto ¢isel budeme volat wvelkost registra W.
Samozrejme, vzdy musi platit W > N.

Nie vzdy je moZzné pouzit ten isty program pre vSetky mozné velkosti
vstupu N. V zavisloti od N a W je napriklad potrebné zmenit hodnoty
pomocnych konStant v programe, pocet opakovani niektorych operacii v
programe a podobne. Preto pri rieSeni tloh pre kazdi hodnotu N musime
popisat:

e velkost registrov W, ktort program bude pouzivat, v zavislosti od IV

e ako pre kazdu konkrétnu hodnotu N zostavit program, ktory funguje
pre vSetky vstupy velkosti IV

Casovou zloZitostou programu v zavislosti od N budeme rozumiet po-
¢et inStrukcii, ktoré potrebujeme pre dant velkost vstupu. Velkost registra
W v zavislosti od N budeme nazyvat pamditovou zloZitostou (kedze po-
¢et registrov je obmedzeny na 26, velkost registra skuto¢ne urcuje mnoz-
stvo pamite). Tak ako pri ¢asovej a pamitovej zloZitosti beznych prog-
ramov, pri odhadoch budeme zanedbavat multiplikativne konStanty (mo-
zeme teda pouZivat O-notdciu). Budeme vSak vyZadovat, aby velkost
registra W bola polynomidlne zavisla od velkosti vstupu N (t.j.
existuje konstanta k, pre ktorat W < N* pre vietky N > 2).

Pri rieseni tloh budeme chciet, aby casova zlozitost vygenerovanych
programov v zavislosti na N bola ¢o najmensia. Medzi rovnako rychlymi
programami je potom lepsi ten s mensou pamétovou zlozitostou.

Priklad 1: Zostrojte program pre ALIK, ktory dostane na vstupe nenu-
lové c¢islo a vrati vysledok 1 prave vtedy, ak je toto ¢islo mocninou dvojky,
inak vrati nulu.
RieSenie: Najprv si vSimnime, ze mocniny dvojky st prave cisla, ktoré
obsahuji prave jeden jednotkovy bit. Sledujme chovanie nasledujiiceho
jednoduchého programu.

Vo vietkych ukazkovych programoch budeme v Iavom stipci uvadzat
jednotlivé prikazy a v pravom stipci vieobecny tvar spoéitanej hodnoty



pre Tubovolné N. Ak sa nejaké ¢islica alebo skupina ¢islic opakuje viac-
krat, oznac¢ime opakovanie exponentom. Teda 0% je osem nul, (01)3 je
skratka za 010101. Gréckymi pismenami budeme oznacovat blizsie neur-
¢ené skupiny bitov.

= al0?
a:=x—1 a= a01’
b:=xAa b= a00"

Cislo v registri a sa od = vzdy lisi tym, Ze najpravejsia 1 sa zmeni na 0
a vSetky O vpravo od nej sa zmenia na 1. Preto b = x Aa sa musi od x lisit
prave prepisanim najpravejSej 1 na 0. (To preto, Ze bity nalavo od tejto 1
st stale rovnaké a a A a = a, kym vo zvysku ¢isla sa vzdy anduje 0 s 1,
¢o da nulu.) A kedZe mocniny dvojky st prave ¢isla, v ktorych dvojkovom
zapise je prave jedna 1, spocita nas program v b nulu prave vtedy, ak je
x mocnina dvojky (alebo nula, ¢o sme ale zakizali).

Zostava teda vyrieSit, ako z nuly spravit pozadovana jednotku a z ne-
nuly nulu. K tomu si zavedieme operaciu r := if (s, t,u), ktord bude re-
alizovat podmienku: ak s # 0, priradi r := ¢, inak r := wu. Spravime
to jednoduchym trikom: rozsirime si registre o jeden pomocny bit vlavo,
nastavime v r tento bit na jednotku a sledujeme, ¢i sa zmensenim vznik-
nutého ¢isla o jednotku tento bit zmeni na nulu alebo nie:

v:i=sVv10& v=1r

vi=v-—1 v=1r" (ak r # 0), inak 01V
vi=ov A 10V v= 10" alebo 00V
vi=v>>N v=0%1 alebo 0V 0
vi=v—1 v=0N*1 alebo 1V +!
r:=(uAv)V(tA-v) s=t alebo u

Staci teda na koniec programu pridat

y:=if (b,0,1) y= 0 alebo 1

a mame program, ktory rozpoznava mocniny dvojky v konstantnom
Case a pouziva na to ¢islas N + 1 = O(N) bitmi.

Este si ukdzme, ako bude prebiehat vypocet pre dva konkrétne 8-bitové
vstupy (teda N =8 a W =9):



a:=x—1
=xANa

bV 100000000

=v—1

v A 100000000

= v >>8

=v—1

:= (000000001 A v)
V(000000000 A — )

I

l

S B e S
I

x=001011000
a= 001010111
b= 001010000
v= 101010000
v= 101001111
v= 100000000
v= 000000001
v = 000000000

y = 000000000

x = 000100000
a = 000011111
b = 000000000
v = 100000000
v=011111111
v = 000000000
v = 000000000
v=111111111

y = 000000001

Priklad 2: Zostrojte program pre ALIK, ktory spocita bindrnu paritu
vstupného ¢isla, teda vrati 0 nebo 1 podla toho, ¢i mé toto ¢islo parny
alebo neparny pocet jednotkovych bitov.

Riesenie: Bez ujmy na vseobecnosti mézeme predpokladat, ze N je
mocnina dvoch. Binarna parita P(z) ¢isla x = zy_1...x129 sa podla
definicie rovnd xg ® x1 © ... ® rny_1. KedZe operacia @ je asociativna
(a® (D7) = (adf)Py) a komutativna (@ 5 = 3P «), mdZeme tento
vztah preusporiadat na

P(r) = (0@ zNn/2) @ (11 D TNj211) D ... D (Tnj2—1 @ ZN-1),

¢o je ale parita ¢isla, ktoré vznikne vyxorovanim lavej a pravej polovice
¢isla z. Takze vypocet parity N-bitového c¢isla mézeme konstantnym po-
¢tom prikazov previest na vypocet parity N/2-bitového ¢isla, ten zase na
vypocet parity N/4-bitového ¢isla atd., az po logy N krokoch na paritu
1-bitového c¢isla, ktora sa ovSem rovna ¢islu samotnému.

Paritu teda spocitame na logaritmicky pocet prikazov pracujicich s V-
bitovymi ¢islami takto:

p:=1x>>N/2 p= hornych N/2 bitov x
q:=x A1N/? g = dolnych N/2 bitov x
r:=pDHq x = N/2-bitové ¢islo s paritou

ako povodné z

x = N/4-bitové ¢islo s rovnakou
paritou (v8imnite si skrateny
zapis vyrazu)

r:= (z>>N/4) © (x A 1V/4)

x = 1-bitové cislo
y = x (skopirovat vysledok)

r:i=(x>1)®(x A1)
Y=z



Casové zloZitost tohto programu je O(log N) krokov. Paméitové zloZi-
tost je O(N) bitov.

Nas programovaci jazyk samozrejme ziadne celé casti ¢isel a podobné
operacie nema, ale to vobec nevadi, pretoze ich vzdy pouzivame len na
podvyrazy zavisiace iba na N, takze ich v programe moézeme pre kazdé N
uviest ako konstanty. Napriklad pre N = 8 bude vypocet prebiehat takto:

x=00110110
p=x>>4 p=----0011
qg:=zAN1111 g= ----0110
rT:=pbq r=----0101
x:=(x>>2)® (x N11) L= e 00
r=(x>1)d(xAN1) L= e 0
y=z y= 00000000

Sttazné tlohy
a) Zostrojte program pre ALIK, ktorého vysledkom bude pocet jednot-
kovych bitov v dvojkovom zapise ¢isla na vstupe.
Priklad: Pre vstup x = 101 program vrati y = 10.
b) Zostrojte program pre ALIK, ktory pre zadané ¢islo x vypocita najb-

liz8ie vicsie ¢islo, ktoré mé v dvojkovom zapise rovnaky pocet jed-
notiek ako x. Ak také ¢islo neexistuje, vysledok moze byt Tubovolny.

Priklad: Pre vstup x = 1010 program vrati y = 1100.

10
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