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Tento pracovny material nie je uréeny priamo Studentom — tcastnikom olympiady.
M4 pomoct ucitelom na Skolach pri priprave konzultacii a pracovnych seminérov pre riesitelov
sutaze, ¢lenom krajskych vyborov MO slizi ako podklad pre opravovanie tiloh doméceho kola
MO kategérie P. Studentom mozno tieto komentare poskytntf aZ po termine stano-
venom pre odovzdanie rieseni tloh domaceho kola MO kategorie P ako informéciu,
ako bolo treba tillohy spravne riesit a pre ich odbornt pripravu na ucast v krajskom kole sttaze.

P-I-1

Najskor ur¢ime potrebny pocet pracok. Predstavme si, Ze cely den prebehne a kazdy zakaznik
bude v pracovni prave pocas doby, na ktort chcel mat prenajatt pracku. Nech K je najvicsi
pocet zakaznikov, ktori boli naraz v pracovni. Zjavne potrebujeme aspon K pracok, lebo kazdy
z nich jednu potrebuje. Neskor ukazeme, ze K pracok aj staci. Teraz sa ale zamyslime nad tym,
ako uréit K.

Budeme simulovat prichody a odchody zékaznikov a zaroven si pamétat, kolko ich je v
aktudlnom okamihu v pracovni. Udalostou nazveme prichod alebo odchod zdkaznika. Kazdy
zdkaznik nam teda sposobi dve udalosti. Takto ziskané udalosti utriedime podla casu, kedy
nastani. Nésledne ich v tomto poradi budeme spractvat, pricom ak spracovand udalost je
prichod, zvysime si pamétany pocet zakaznikov v pracovni, ak je to odchod, pocet zakaznikov
znizime.

Ak v rovnakom ¢ase niekto pride a zaroven niekto odide, mdézu pouzit ta istt pracku. Preto
udalosti, ktoré nastani1 v tom istom case, zoradime tak, aby sme najskor spracovali vsetky
odchody (uvolnia sa pracky, ubudnt zdkaznici v pracovni) a az potom prichody, ktoré v danom
okamihu nastali.

Takto spocitame ¢islo K. Teraz ukazeme, ze K pracok vieme naozaj priradit zédkaznikom,
a teda ze K je naozaj rieSenim nasej tlohy. Znova spustime simulaciu prichodov a odchodov
zakaznikov, pri¢om si o kazdej pracke pamétame, ¢i je momentalne volné alebo nie. Spracovanie
odchodov je trividlne — uvolnime prislusnt pracku. V§imnime si teraz lubovolny prichod zékaz-
nika. V danom okamihu je v pra¢ovni najviac K —1 inych zdkaznikov (lebo on je najviac K-ty),
a teda aspor jedna pracka je volna. Tato mu priradime a zapamiitame si, Ze je uz obsadena.

Zjavne takto kazdému zakaznikovi priradime pracku, a teda K pracok staci.

Ukézeme si eSte zopar trikov, ako vyssie uvedeny algoritmus zrychlif a zjednodusit.

Budeme pocas jednej simulécie udalosti pocitat K aj priradovat pracky zdkaznikom. Za-
¢neme s pracoviiou bez pracok (t.j. K = 0). Pri prichode zékaznika ho sktsime umiestnif k
neobsadenej pracke. Ak s vSetky pracky obsadené, zvysime K a umiestnime ho k novej (K-tej)
pracke. Zjavne aktualne K je najvacsi pocet zakaznikov, ktori boli naraz v pracovni do daného
okamihu. Preto na konci dostaneme spravnu hodnotu K a zaroven spravne priradenie pracok
zakaznikom.



Aby sme vedeli rychlo uvolnit pracku, budeme si pre kazdého zékaznika v pracovni pamiitat,
ktort pracku pouziva. Aby sme vedeli rychlo priradit volnt pracku novému zakaznikovi, budeme
si ¢isla volnych pracok pamiitat napriklad v zadsobniku. (Teda pamitame si pocet volnych pracok
V a v prvych V polickach nejakého pola si pamétame ich ¢isla.)

Zostava urcit ¢asovi a paméitovi zlozitost vysledného algoritmu. Udalosti je O(V), pracok
tiez, vSetko potrebné si teda vieme pamiitat v linearne velkej pamiiti. Utriedit udalosti vieme
pouzitim nejakého klasického triediaceho algoritmu v ¢ase O(N log N). Na spracovanie jednej
udalosti ndm staci konstantny ¢as, preto prechod vSetkymi udalostami zvladneme v ¢ase O(NN).
Vysledna ¢asova zlozitost je teda O(N log N).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAX_N 31000

struct zakazka {
long z,t;// zaéiatok a doba trvania

};

struct udalost {
long t; // &as udalosti
char prichod; // p#ichod alebo odchod
int zakaznik;// ¢islo zdkaznika tejto udalosts

};

// porovnanie udalosti: triedi sa podla Casu a v pripade Tounosti najskor odchody
int udalost_cmp(const void *el,const void *e2) {
if (((struct udalost *)el)->t == ((struct udalost *)e2)->t)
return ((struct udalost *)el)->prichod - ((struct udalost *)e2)->prichod;
return ((struct udalost *)el)->t - ((struct udalost *)e2)->t;

}

int N;

struct zakazka zakazky [MAX_NTJ;

int stack[MAX_NT];

int stack_top=0;// indez prvého neobsadeného miesta v stacku

int priradenie_pracok [MAX_NT;
int pocet_pracok=0;

struct udalost udalosti[2*MAX_N];
FILE x*fr,*fw;

int main (void)
{

int i;

fr=fopen (”pracky.in”,”’r”) ; // nacéitanie idajov
fscanf(fr, ”%d” ,&N) ;
for (i=0;i<N;i++) fscanf(fr,”%Ild %Id”,&zakazky[i] .z,&zakazky [i] .t) ;



fclose (fr) ;

for (i=0;i<N;i++) {// vytvorenie udalosti
udalosti[2*i] . t=zakazky [i] .z; // prichod
udalosti[2x*i] . prichod=1;
udalosti[2*i] . zakaznik=i;
udalosti[2*i+1] . t=zakazky [i] . z+zakazky [i] .t; // odchod
udalosti[2*i+1] . prichod=0;
udalosti[2*i+1] . zakaznik=i;

gsort (udalosti, 2*N, sizeof (struct udalost) ,udalost_cmp) ;

for (i=0;i<2*N;i++)// simuldcia diia

if (udalostil[i] . prichod) {
int pracka;
if ('stack_top) /* novd pracka */ pracka=++pocet_pracok;
else pracka=stack [--stack_top] ;
priradenie_pracok [udalosti[i] . zakaznik] =pracka;;

} else {
stack [stack_top++]=priradenie_pracok [udalosti[i] . zakaznik] ;

3

fw=fopen ("pracky.out”,”w”) ; // vipis vjstupu

fprintf (fw, ” %d\n” , pocet_pracok) ;

for (i=0;i<N;i++) fprintf(fw,”%d\n”,priradenie_pracok [i]) ;
fclose (fw) ;

return 0;

P-1-2

Nasou ulohou je zistif pre dant permutaciu aq, ..., an pocet takych dvojic (a;, a;), kde i < j a
a; > a; (teda viicsie ¢islo je uvedené pred mensim). Takito dvojicu volame inverzia.

Ak by nam stacil ¢as kvadraticky od N, jednoducho vyskasame vsetky dvojice prvkov a pre
kazdt sa pozrieme, ¢i st dotycéné prvky v spravnom poradi alebo nie. Ukdzeme si myslienky
dvoch rieseni, ktoré pracuju v ¢ase O(N log N).

Prvé rieSenie bude prvky permutédcie spractvat priebezne. Vzdy, ked precita dalsi prvok
permutéacie, pripoc¢ita k poc¢tu inverzii tie, ktoré ndm prave pribudli. Potrebujeme teda vediet

Jednou moznostou je paméitat si pocty precitanych ¢isel leziacich vo vhodne zvolenych
intervaloch. Predpokladajme pre jednoduchost, Ze N je mocnina dvoch. (V opa¢nom pripade
si pamitat, kolko spomedzi doteraz precitanych ¢isel lezalo v intervale [N/2,..., N — 1], kolko
v [N/4,...,N/2 —1] a [N/2,...,3N/4 — 1], a tak dalej.



Na zaciatku st vSetky pamitané pocty samozrejme nulové. Ked prec¢itame nejaké ¢islo,
pozrieme sa, ¢i je v intervale [0,...,N/2 — 1]. Ak &no, pripo¢itame k poctu inverzii pocet
dovtedy precitanych ¢isel z intervalu [N/2,..., N — 1] a pokrac¢ujeme s testovanim na intervale
0,...,N/2 —1]. Ak nie, tak zvySime pocet ¢isel v intervale [N/2,..., N — 1] a pokrac¢ujeme
s testovanim na nom. Vo vseobecnosti sa na intervale pozrieme, ¢i je prave precitané cislo
z jeho prvej polovice alebo nie. Ak ano, zvicsime pocet inverzii o pocet precitanych cisel z
druhej polovice, ak nie, zviacsime pocet ¢isel v druhej polovici. Takto pokracujeme, kym sa
nedostaneme k intervalu dizky 1.

Takto pre kazdé ¢islo spocitame pocet novych inverzii a zaroven spravne upravime pamétané
pocty precitanych ¢isel. Kedze pri kazdom kroku sa dlzka uvazovaného intervalu zmensi na
polovicu, krokov bude log, N, a teda na spracovanie jedného ¢isla potrebujeme ¢as O(log N).

V druhom rieseni upravime algoritmus MergeSort tak, aby okrem utriedenia danej per-
mutacie spocital aj jej pocet inverzii. Predstavme si teda, Ze vstupnii permutaciu rozdelime na
dve priblizne rovnaké casti. Kazdu z nich rekurzivnym volanim utriedime a zaroven v nej spo-
¢itame pocet inverzii. Ostava nam zarataf tie inverzie, pri ktorych je prvé ¢islo v prvej polovici
a druhé v druhej. Tie spocitame pri spajani oboch utriedenych postupnosti do jedne;j.

Méame teda dve utriedené postupnosti a chceme ich spojit do jednej. Samotné spajanie
vyzera tak, ze zakazdym porovname ich prvé prvky a ten mensi presunieme na koniec prave
vytvéaranej vyslednej postupnosti. Ako spocitat pocet hladanych inverzii? Vzdy, ked sme vybrali
¢islo z druhej postupnosti, vieme, Ze je mensie od vSetkych ¢isel prvej postupnosti, ktoré sme
este nevybrali. S kazdym z nich tvori inverziu.! Preto k poctu inverzii prirdtame aktudlnu
velkost prvej postupnosti.

Obe uvedené rieSenia maju zjavne casovu zlozitost O(N log N) a pamétovu zlozitost O(N).
Program je implementéaciou druhého riesenia.

/7
// pocet inverzii v postupnosts

/7

#include <stdio.h>
#define MAX 1000000
int A[MAX],B[MAX]; //pole so vstupnymi udajmi

long long merge(int zac, int kon, int medzi) {
int a=zac,b=medzi+1,pis=a,i;
long long pocl=medzi-zac+1,poc=0;

while (a<=medzi || b<=kon){
if ((A[al<=A[b] && a<=medzi) || b>kon) {

pocl--; //na lavej strane pribudol novy prvok
B [pis++]=A[a++]; //pridame k utriedenej postupnosti
} else {
poc+=pocl;
B[pis++]=A[b++];
}

b

//zapiseme merdznute udaje do povodneho pola

'Tu je vhodné si uvedomit, Ze bez ohladu na to, kde presne tie &isla povodne boli, uréite tvorili inverziu aj v
povodnej, neutriedenej permutéacii. A naopak, ziadna takato inverzia sa nam nemohla stratif a vSetky najdeme.



for (i=zac; i<=kon; i++)

ATlil1=BIil;

return poc;

}

long long work(int zac, int kon){ //merge sort spojeny s ratanim inverzii
long long poc=0;
int medzi;

if (zac>=kon) return 0;
medzi=(zac+kon) /2;

//split

poc+=work (zac, medzi) ; //pocet inverzii pravej castt
poc+=work (medzi+1,kon) ; //pocet inverzii lavej casti
//merge

poc+=merge (zac, kon, medzi) ;

return poc;

int i,n;
int main(void) {
scanf("%d 7 ,&n) ;
for (i=0;i<N;i++) scanf(”%d 7 ,&A[i]);
printf (" %lld\n” ,work (0,n-1)) ;
return 0;

b

P-1-3

Najprv si zadefinujme niektoré pojmy a znacenia. Pojmy slovo a retazec buda v nasledujicom
texte znamenaf to isté — koneéni postupnost znakov z nejakej konecénej abecedy (v nasom
pripade ‘A’, ‘C’, ‘G’ a ‘T’). Napriklad AAA a GGAGCTG st refazce. Specidlny pripad refazca je
prazdny refazec, t.j. taky, ktory neobsahuje ziadne znaky. Budeme ho oznacovat \. Dizka refazca
je pocet jeho znakov. Dizku retazca v budeme oznacovat |v|. Teda napriklad [AAA| = 3, |\| = 0.
Ak u a v st refazce, oznacime uv ich zretazenie. Teda pre u = AGG a v = CCT je uv = AGGCCT.

Pocdiatoénému tseku retazca budeme vraviet jeho prefiz. Teda slovo u je prefixom slova
v, ak existuje refazec w taky, ze uw = v. Koncovy tsek refazca budeme nazyvaf jeho sufiz.
Kazdé slovo je svojim vlastnym prefixom aj sufixom (pre w = \). Prefix alebo sufix slova v je
netrividlny, ak sa nerovna v.

Podretazec retazca v je lubovolny stuvisly tsek znakov z v — teda w je podretazec v, ak w je
sufixom nejakého prefixu slova v.

Teraz sa mozeme pustit do rieSenia tlohy. Zadané refazce ozna¢me s, So, ..., S,. S bude
stcet ich dlzok, teda S = |sy|+|sa|+.. .4 |sn|. Zo slov s, ..., s, zostavime vyhladdvaci automat.
Vyhladéavaci automat je Struktira, umoziiujica v linedrnom ¢ase pre lubovolny retazec t urcit



vietky slova s;, ktoré sa vyskytuju ako podretazec v t. Ked budeme toto vediet spravif, rieSenie
ulohy je jednoduché — tento postup vykondme postupne pre t = s;, t = So, ..., t = S,
¢im zistime postupne predkov prvého, druhého, ..., n-tého organizmu. Casova zlozitost bude
O(S + ¢as na konstrukciu automatu + dizka vystupu).

Zostéava vytvorit taky automat. Vyhladavaci automat sa skladé z dvoch casti — trie posta-
veného z refazcov si,..., s, a takzvanej spdtnej funkcie.

Popis trie zacneme prikladom — toto je trie pre retazce zo vzorového vstupu v zadani:

CAT ATA

I
CATA ATAT
I

CATAT

CATATG

|CATATGA| |CATATGG |

Trie je strom, ktorého vrcholy zodpovedaju vSetkym prefixom refazcov sq,...,s,. Ak ma
niekolko retazcov s; rovnaky zaciatok, zodpoveda tomuto spolo¢nému prefixu iba jeden vrchol.
Synovia vrcholu zodpovedajiceho refazcu w st vrcholy zodpovedajtce retazcom wzx, kde z je
znak abecedy, v nasom pripade ‘A’; ‘C’, ‘G’ alebo ‘T’. Kazdy vrchol mé teda najviac styroch
synov, ale moze mat aj menej, ak Ziadne zo slov sq,...,s, nezac¢ind na wz. Korenn stromu
zodpovedd prazdnemu retazcu.

Niektoré vrcholy trie zodpovedaja slovam z s; — napriklad vrcholy, ktoré nemaja ziadnych
synov, ale moézu to byt aj vntatorné vrcholy trie, ak je niektoré zo slov prefixom iného. Ostatné
vrcholy budeme nazyvat pomocné.

O slove budeme vraviet, Ze je reprezentované v trie, ak je to jedno zo slov sq,...,s,, pre
ktoré sme trie postavili. O slove budeme vraviet, Ze sa v trie nachddza, ak mu zodpoveda
nejaky vrchol trie (mdze byt aj pomocny). Kazdé slovo, ktoré je v trie reprezentované, sa
v nom samozrejme aj nachadza, opacné tvrdenie vSak vo vSeobecnosti neplati. Vo zvysku textu
budeme obcas ztotoznovat vrcholy trie so slovami, ktoré im zodpovedaji. Ak napriklad budeme
mat funkciu, ktord vrcholu trie zodpovedajicemu slovu v priradi vrchol zodpovedajuci inému
slovu w, budeme obcas pre zjednodusenie vraviet, ze tato funkcia priraduje slovu v slovo w.

V kazdom vrchole trie budeme mat smerniky na jeho Styroch synov. Niektori synovia nemu-
sia existovat, v tom pripade bude prislusny smernik nil. Okrem toho bude vrchol obsahovat
hodnotu typu boolean, ktord urcuje, ¢i vrchol zodpovedéa nejakému slovu reprezentovanému v
trie, alebo ¢i je iba pomocny.

Ci sa v trie nachddza urcité slovo, mézeme jednoducho zistif v ase linedrnom od dizky
tohto slova: Za¢neme v koreni. Z neho sa posunieme do syna zodpovedajiceho prvému pismenu
slova, z tohoto syna dalej po hrane zodpovedajticej druhému pismenu, atd. Ak narazime na nil
skor, ako prideme na koniec slova, toto slovo sa v trie nevyskytuje. Ked ddjdeme do vrcholu,
ktory zodpoveda zadanému slovu, mdZzeme este zistit, ¢i je toto slovo v trie reprezentované, t.j.
¢i priznak vrcholu, do ktorého sme prisli, je true.

Podobne mézeme trie vytvorit — postupujeme analogicky ako pri vyhladavani, ale ked ,vy-
padneme® z trie (t.j. narazime na nil), za¢neme stavat novii cestu. Tento postup bude trvat
O(S) spolu pre vsetky retazce.



Dalej si definujeme spdtni funkciu f, ktora kazdému vrcholu trie priradi nejaky iny vrchol,
zodpovedajuci kratsiemu slovu (preto spitné). Pre vrchol w bude f(w) definované ako vrchol v
taky, Ze v je najdlhsi netrividlny sufix w nachadzajuci sa v trie. Funkciu moZzeme reprezentovat
tak, Ze pre kazdy vrchol v trie si ulozime smernik na vrchol f(v).

Jednoduchy sposob, ako spitni funkciu spocitat, je tento: Vezmeme slovo w a zahodime
z neho prvé pismeno. Ak sa slovo v, ktoré takto dostaneme, nachadza v trie, je f(w) = v.
Inak z v znovu zahodime prvé pismeno a postup opakujeme, az kym hodnotu spétnej funkcie
neurc¢ime — to sa urcite stane, lebo v najhorsom pripade sa zastavime na prazdnom retazci. Pre
vzorovy vstup f(ATA) = f(CA) = f(CATATGA) = A, f(ATAT) = f(CAT) = AT, f(CATA) = ATA,
f(CATAT) = ATAT, f(A) = f(C) = f(AT) = f(CATATG) = f(CATATGG) = \.

Vyznam funkcie f je tento: Nech mame nejaky text a chceme zistit, ktoré slova nachadzajice
sa v trie koncia na zadanej pozicii v tomto texte. Navyse nech vieme, ze s je najdlhsie také slovo.
Potom f(s) je druhé najdlhsie, f(f(s)) tretie najdlhsie, atd., dokdZeme ich teda v linedrnom case
vypisat (a naviac zoradené podla dlzky). To sa ndm bude hodit, pretoze pri hfadani pomocou
automatu si budeme pamétaf pre kazda poziciu v texte vidy prave toto slovo s (presnejsie
vrchol v trie, ktory mu zodpoveda).

Vyssie popisany trivialny postup ako spocitat f zaberie ¢as O(S?) — pre kazdy z najviac
S vrcholov by sme museli vyhladat rddovo S refazcov, ktorych dizka moze byt az S. Samoz-
rejme by sme to chceli zvladnut rychlejsie. K tomu pouzijeme postup zaloZeny na dynamickom
programovani. Funkciu f budeme postupne pocitat od najkratsich slov po dlhsie. Pre jednopis-
menové slova je f(z) = A. Uvazujme teraz slovo wz, kde x je jeho posledné pismeno. Ozna¢me
v = f(wz). Vieme, Ze v musi byt nejaky sufix wz, teda v konéi na x (ak nie je prazdne), teda
v = v'x pre nejaké slovo v', ktoré je sufixom w. Teraz vyuZijeme to, ¢o sme ukézali v pred-
chadzajicom odstavci — vSetky sufixy w, ktoré sa nachadzaju v trie, su f(w), f(f(w)), atd.
Nés zrejme zaujima najdlhsi z nich, ktory sa dé rozsirit o pismeno x tak, aby sa vysledné slovo
nachédzalo v trie. Algoritmus na uréenie f(wz) teda funguje takto:

Oznacme w' = f(w), tito hodnotu uz mame spocitanti. Ak sa w’z nachédza v trie, mame
f(wx) = w'z, lebo w' je najdlhsi sufix w v trie a teda f(wz) nemodze byt dlhsi. Ak sa w'z v
trie nenachadza, vysktsame w” = f(w') a takto pokracujeme, az kym bud nendjdeme hodnotu
pre f(wz), alebo nedorazime k prazdnemu retazcu — potom f(wz) = A. Testovanie, ¢i w'z je v
trie, zvladneme v konstantnom c¢ase, lebo pozname vrchol v trie zodpovedajtci refazcu w'.

Aké je casova zlozitost tohto postupu? Pri stanovovani f pre jeden vrchol sa ndm moze
stat, ze funkciu f budeme musiet pouzit az S-krat. Na prvy pohlad by sa teda mohlo zdat, ze
¢asovd zlozitost bude O(S?). Vsimnime si vsak, ze toto sa ndm nemoze stat prili§ ¢asto: slovo
f(wz) bude len o jedna dlhsie, nez slovo w”*’, ku ktorému sme dospeli pri vracani sa, teda
oproti f(w) mdze byt nanajvys o jedna dlhsie. Na to, aby sme sa mohli vracat o &k hladin teda
najprv musime spravit aspon k krokov, v ktorych sa nevraciame vobec a teda ich zvladneme v
konstantnom case. Tato tivaha nie je velkom presnd, nie je vSak tazké domyslief vSetky detaily.
Spolu sa teda budeme vracat najviac S krat a casova zlozitost bude O(S).

Vrétme sa eSte k motivacii definicie funkcie f. Povedali sme, ze f(s), f(f(s)), atd. s vSetky
sufixy slova s nachadzajice sa v trie. Vébec sme vSak nerozliSovali, ¢i st to pévodne zadané
slova, ktoré st v trie reprezentované, alebo iba nejaké ich prefixy — teda pomocné vrcholy,
ktoré ziadne z pdvodne zadanych slov nereprezentuji. Samozrejme niekde medzi nimi si aj
vSetky slova, ktoré nas zaujimaji, ale mohlo by sa stat, ze ,balastu“ okolo bude vela a jeho
preskakovanie nam zhorsi ¢asovi zlozitost.

Preto este spocitame funkciu f’, ktora pre vrchol v vrati najdlhsi refazec u rozny od v taky, Ze
u je reprezentované v trie a d4 sa k nemu dostat z v pomocou spitnej funkcie. Tato funkcia bude
robit presne to, ¢o chceme — f'(v), f'(f'(v)), atd. st préve vSetky slova z pévodnej mnoziny,
kon¢iace na danej pozicii. Spoc¢itat f’ pre vSetky vrcholy trie je jednoduché — postupujeme



od najkratsich slov a vyuzijeme to, ze f'(v) = f(v) ak f(v) je reprezentované v trie a f'(v) =
f'(f(v)) inak. Tento vypocet vyzaduje cas O(S).

Tym sme dokoncili konstrukciu automatu. Zostava este vysvetlit, ako takto ziskany automat
pouzit. Ako sme povedali v Givode, automat ndm umoznuje rychlo najst pre lubovolny text
vSetky slova s;, ktoré st jeho podretazcom. Ozna¢me prehladavany text t.

Pre kazdy prefix u zadaného textu (slova) t by sme chceli najst najdlhsi sufix u, ktory
sa nachadza v trie (potom moézeme s pouzitim funkcie f’ jednoducho najst vsetky s;, ktoré
st sufixom u). Tieto sufixy postupne spoc¢itame pre prefix ¢ dizky 0, 1, 2, atd. Oznacme I(i)
hladany sufix pre prefix dizky i.

Prefix t dlzky 0 je prazdne slovo a teda [(0) = .

Predpokladajme, Ze sme uz spocitali [ pre dlzku i a [(i) = s. Nech pismeno na (i + 1)-vej
pozicii v t je z. Potom [(i+1) ma byt najdlhsi refazec nachddzajuci sa v trie, ktory sa vyskytuje
ako podretazec t konciaci na pozici i + 1, teda [(z + 1) musi kon¢it na z. [(i + 1) teda modZeme
zapisat ako rx pre nejaky retazec r, ktory sa tiez nachadza v trie. NavySe r musi byt sufix s.
Prejst cez vSetky sufixy s uz vieme — staci prezriet s, f(s), f(f(s)), atd. Mezi nimi hladame
najdlhsi, ktory sa déa rozsirif o x tak, aby sme zostali v trie. VSimnime si, Ze najdlhsi taky sufix
musi byt prvy, na ktory narazime.

Toto opakujeme, aZ kym nespracujeme cely retazec t. Podobny postup sme pouZili pri
konstrukcii spétnej funkcie, preto nas asi neprekvapi, ze aj tu dosiahneme linearnu casova
zlozitost: s sa posunie smerom od korefia najviac |t|-krat (v kazdom kroku o jedna), teda
smerom ku koreniu sa moézeme pohnut tiez najviac |t|-krat. Celkova Casova zlozitost je teda
O(t).

Pre kazdy prefix u textu si naviac oznacime slova zo zadania, ktoré s jeho sufixy. Ako sme uz
uviedli, sa to prave slova f'(s), f'(f'(s)), atd., plus pripadne slovo s, ak je jednym zo zadanych
slov. Chceli by sme, aby ndm na vypisovanie vystupu stagila ¢asova zlozitost O(dlzka vystupu).
To by sa ndm mohlo pokazit, ak by sa nejaké slovo r v textu vyskytovalo velakrat — potom totiz
budeme velakrat zbyto¢ne prechadzat postupnost slov f'(r), f'(f'(r)), . ... To lahko napravime
tak, ze len ¢o narazime na oznacené slovo, dalej sa uz funkciou f’ vracat nebudeme — vieme
totiz, ze vSetky dalsie slova, ku ktorym by sme sa takto mohli dostat, sme uz vypisali, ked
sme tu boli prvy krat. Takto kazdé vypisané slovo navstivime prave raz, a teda dosiahneme
pozadovant casovil zlozitost.

Celkové zlozitost riesenia zadanej tilohy je O(S + dlzka vystupu). To je zjavne optimélne,
pretoze minimélne musime nacitat vstup a vypisat vysledok. Pamétova zlozitost je O(S).

program Phylogenetics;

type pList = ~ List, { typ pre zoznam organizmov }
List =
record
code : string;
organism : integer;

next : pList;
end;
type Base = (bA, bC, bG, bT); { abeceda }
pTrieNode = ~TrieNode; { typ pre vrchol trie }
TrieNode =
record

sons : array|Base| of pTrieNode; { synovia zodpovedaju pismendm abecedy }



back : pTrieNode;
backInSet : pTrieNode;

organism : integer;

seen : integer;

next : pTrieNode;
end;

{ spétna funkcia}
{ spétna funkcia iterovana
az k prvému vrcholu
reprezentujicemu organizmus }
{ dislo reprezentovaného organizmus
alebo 0 pre pomocny vrchol }

{ ak uz bol tento organizmus

vypisany pri prehladévani jeho
potomka, ¢islo tohto potomka }
{ nasledujuci vrchol trie vo fronte }

{ zmeni znaky ACGT na hodnoty typu Base }

function BaseToNumber(ch : char)

begin
case ch of
’A’ . BaseToNumber := bA,
’C’ . BaseToNumber := bC,
’G’ . BaseToNumber = bG;
>T’ . BaseToNumber := bT;
end;
end;

. Base;

{ zmeni hodnotu typu base na znaky ACGT }

function BaseToChar(b : Base) :

begin
case b of
bA : BaseToChar = ’A’;
bC: BaseToChar = ’C’;
bG: BaseToChar = ’G’;
bT: BaseToChar := ’T’;
end;
end;

{ vytvori novy vrchol trie }

function NewTrieNode : pTrieNode;

var ret : pTrieNode;
1 : Base;
begin
new (ret);
for i := bA to bT do
ret”.sons[i] = nil;
ret”.back := nil,
ret”.backInSet := nil;
ret”.organism = 0;
ret”.seen = 0;
NewTrieNode := ret;
end;

char;



{ pridé suffix retazca S od pozicie P do trie ROOT }

procedure AddToTrie(var root : pTrieNode; var s :

begin
if root = nil then
root := NewTrieNode;

if p > length (s) then

begin
{ sme na konci retazca }
root”.organism = 0rganism
end
else
begin

string; p, organism :

{ priddme organizmus do vetve ur¢enej aktualnym znakom }
AddToTrie (root”.sons[Base ToNumber (s[p])], s, p + 1, organism);

end;
end;

{ spo¢ita spétni funkciu pre vrchol v, ktorého otec je o

a do v sa dostaneme hranou ¢islo c. }

procedure ComputeBack (v, o : pTrieNode; ¢ : Base);

var last : pTrieNode;

begin
repeat
last := o;
o := 0" .back;
until (o = nil) or (0".sons[c] <> nil);
if o = nil then
v”.back = last
else
v”.back = 0" .sons|c|;
if v™.back™.organism = 0 then
v”™.backInSet = v~ .back”.backInSet
else
v”™.backInSet = v”.back;
end;

{ spo¢ita spétni funkciu pre trie s vrcholom r. }
procedure ComputeBackFunction (r : pTrieNode);
var queue : pTrieNode,
queueEnd : pTrieNode,
son : pTrieNode;
¢ : Base;
begin
r”.back := nil;

10
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queue = r;

queue” .next := nil;
queuveEnd = queue;
repeat
for ¢ := bA to bT do
begin
son = queue”.sons|c|;

if son <> nil then
begin
ComputeBack (son, queue, c);
queueEnd” .next = son;
queueEnd = son;
queueEnd” .next := nil;
end;
end;
queue = queue” .next
until queue = nil,
end;
{ vytvori vyhladévaci automat zo zadaného zoznamu retazcov }
function CreateAutomaton (I : pList) : pTrieNode;
var root, head : pTrieNode;
1 integer;
begin
root := mnil,

while [ <> nil do
begin
AddToTrie (root, 1”.code, 1, [”.organism);
[ := 1" .next
end;

root”.back := nil,

ComputeBackFunction (root);

CreateAutomaton = root;
end;

{ ndjde vsetkych predkov organizmu o }
procedure FindAncestors (o : pList; a : pTrieNode);
var ¢ : integer;

v, son : pTrieNode,

begin
for i := 1 to length (0" .code) do
begin
while (a”.back <> nil) and (a".sons[BaseToNumber (0" .code[i])] = nil) do
a = a”.back;
son = a”.sons|BaseToNumber (0" .code]i])];
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if son <> nil then

a = som;
if a”.organism = 0 then
v = a” .backInSet
else
v o= a;

while (v <> nil) and (v".seen <> 0".organism) do
begin
if v™.organism <> o”.organism then
writeln (v".organism, * ., 0" .organism);

v_.seen = o0 .organism,
v = v .backInSet;
end;
end;
end;

{ ndjde vsetkych predkov organizmu v zozname L }
procedure FindAllAncestors (I : pList; a : pTrieNode);
begin
while [ <> nil do
begin
FindAncestors (1, a);
[ := [".next,
end;
end;

function ReadOrganisms : pList; { naéita zoznam organizmov }

var ret, act : pList,
1 @ integer;
begin
ret := nil,
1= 1
while not eof do
begin
new (act);
readin (act”.code);
act”.organism = 1,
inc (i);
act”.next = ret;
ret = act;
end;
ReadOrganisms = ret,
end;

var organisms : pList;
automaton : pTrieNode;

12



begin

organisms := ReadOrganisms;
automaton := CreateAutomaton (organisms);
FindAllAncestors (organisms, automaton);
end.
P-1-4
Cast a)

Ulohu budeme riesif podobne ako Priklad 2 zo $tudijného textu postupnym previdzanim
na stéle jednoduchsie problémy. Bez ujmy na vSeobecnosti budeme predpokladat, Ze velkost
vstupu N je mocnina dvojky (keby nebola, doplnime vstup nulami, ¢im sa vysledok evidentne
nezmeni a N sa maximélne zdvojnasobi).

Vypocet rozdelime na fazy, pricom na konci i-tej fazy budu bity registra y rozdelené na bloky
dlzky 2' bitov a v kazdom bloku bude ulozeny pocet jednotkovych bitov v prislusnom bloku
vstupu. Také &slo sa iste do 2¢ bitov vojde, pretoze 2! > i pre kazdé i. Hodnotu registra y
na konci i-tej fazy oznacme y;.

Pociatocné y, sa rovna vstupu x, pretoze kazdy bit obsahuje pocet jednotiek v sebe samom.
Pre i = log, N dostaneme poZzadovany vysledok, lebo y; sa bude skladat z jediného bloku,
v ktorom bude uloZeny pocet jednotiek v celom vstupnom ¢isle. Staci teda vyriesit, ako z y;
spocitat y;,1: Kazdy velky blok v ;.1 obsahuje sucet dvoch malyjch blokov polovicnej velkosti
v y;, ktoré leZia na mieste hornej, resp. dolnej polovice velkého bloku. Preto sta¢i posunut vyssi
z malych blokov na poziciu nizsieho a oba sé¢itat. To mozeme spravit pre vSetky velké bloky
naraz nasledujiicim programom: (b; tu znamena jednotlivé malé bloky velkosti b = 2, B; st
vysledné velké bloky velkosti B = 2b = 2¢1)

y=boby ... bN/b—l =Y

p=yA (Ob]_b)N/B p= Obb10bb3 e ObbN/b_l
q:= (y>>b) A (0°10)N/B q= 0°by0%; . .. 0bbN/b—2
y:=p+q y= By Bi... Bn/p-1=Yi1

Jednu fazu vykondme v konstantnom case. Cely program preto bezi v ¢ase O(log N) s re-
gistrami dlzky O(NV).
Ukazka vypoctu pre vstup dlzky 8:
r=01111101

g y=0[1/1/1/1[1/0]1 = y,
p::y/\01010101 p:'1\~1\‘1\-1
q:= (y>>1)A 01010101  ¢=-0[- 1|- 1]- 0
yi=pta y=0110[10/01 =y
p:=yA00110011 p=--10/--01
g:=(y>>2)A00110011 ¢=--01|- -10
y=rta y=00110011 =y,
p:=1y A 00001111 p=--.-0011
q:= (y>>4)A00001111 g=----0011
y=rtq y=00000110=y
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Cast b)

Nech zadané ¢islo x, ku ktorému mame néjst najblizsie vyssie ¢islo y s rovnakym poctem jed-
notiek, obsahuje aspon jednu jednotku (ak nie, hladané y neexistuje a mézeme vratit lubovolny
vysledok). Ak nidjdeme v x posledny suvisly tsek jednotiek (moze to byt aj jedina jednotka),
musi pred nim byt 0 (v opa¢nom pripade je = najvyssSie ¢islo s danym poctom jednotiek a y
opit neexistuje). Cislo z sa teda d4 zapisat v tvare a01*0".

UkéZzeme, ze hladané éislo y sa rovna ¢islu ¢ = a10+115-1;

e ¢ obsahuje rovnaky pocet jednotiek ako x.
e ¢ >z — pre kazdé «, 3, v, kde 8 a v majt rovnakt dizku, totiz plati al3 > 0.

e Medzi x a g uz ziadne ¢islo s rovnakym poc¢tom jednotiek nie je — kazdé ¢islo medzi totiz
musi bud vznikntf z x zvySenim casti 0!, &im by pribudli jednotky navyse, alebo z ¢
znizenim casti 171, a vtedy by jednotiek ubudlo.

Ako ale ¢islo ¢ skonstruovat? Najprv postupom podobnym ako v Priklade 1 spocitame
niekolko pomocnych hodnot:

r = a01* 110’
a:=z—1 a= a01%101!
b:=zVa b= a01¥ 111
ci=xAa c= a01*100’
d:i=b+1 d= a10*-100!
e=cdd e= 117100’ = 1*0'*!

fi=(e—1)Ae f= 1F10+2

Teraz by stacilo jednotky v f posuniaf k pravému okraju ¢isla a skombinovat s jednotkami
v d a dostali by sme ziadané ¢islo ¢q. Operacia >> to ale sama o sobe nedokaze, lebo posunutie
nemame dané poctom bitov, ale podmienkou ,prva jednotka sa dotkne okraja‘“.

Znovu na to pdjdeme postupnym zjednodusovanim problému a budeme bez ujmy na vsobec-
nosti predpokladat, Ze N je mocnina dvojky. Fazy tentokrat o¢islujeme odzadu: od log, N-tej
po nultt. V i-tej faze zariadime, aby f konéilo na menej nez 2° nal. Op#t v pociatoénej faze
nemame ¢o na praci a v koncovej dostaneme oc¢akavany vysledok. Ostatné fazy buda fungovat
takto: dostaneme f, ktoré konéi na najviac 2! nul a potrebujeme ho posuntt doprava tak,
aby konéilo na najviac 2¢ nal. Staéi sa teda pozriet, ¢i je najnizsich 2¢ bitov nulovych, a ak 4no,
f posunit doprava o 2¢ miest. To sa da spravit napriklad pomocou konstrukcie r := if (s, t, u)
z Prikladu 1:

gi=fA1¥ g = dolnych 2 bitov fii
h:=if(g,0,2%) h = o kolko postivame
fi=f>>h f = vysledok i-tej fazy f;

Po poslednej faze zakonc¢ime:

d= a10*-100'
f — 00l+11k71
y:=dV f y=al0*+11rt

a sme hotovi. Trvalo to celkovo O(log N) krokov (konstantny pocet na inicializaciu, na kon-
covy vypocet y a tiez na kazda fazu). Potrebovali sme registre s O(N) bitmi.

14



Priklad vypoctu pre N = 8:

a:=x—1
b:=xVa

c rAa
d:=b+1
e:=chd
fi=(—=1)Ne

g:= f A00001111
h:=if(g,0,2?)
/

g

h

f

g

=f>>h

= f A 00000011
= Zf<g> 0, 21)
=f>>h

:= f A 00000001
h:=if(g,0,2°)
fi=f>h
y:=dV f
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z= 10111000
a=10110111
b= 10111111
c= 10110000
d = 11000000
e = 01110000
f= 01100000 = f,
g= ----0000
h = 00000100
f= 00000110 = f,
h = 00000000
f=00000110 = f,

h = 00000001
£= 00000011 = f,
y= 11000011
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