MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNYCH SKOLACH

54. ro¢nik, Skolsky rok 2004 /2005
Zadania Gloh 2. kola kategérie P

Druhé kolo 54. ro¢nika MO kategdrie P sa koné 11. januéara 2005 v dopo-
ludiajsich hodinach. Na rieSenie t1loh méte 4 hodiny ¢istého casu. RieSenie
kazdého prikladu musi obsahovat (pokial nie je v zadani uvedené inic):

e Popis rieSenia, to znamend slovny popis pouzitého algoritmu, ar-
gumenty zdovodhujice jeho spravnost (pripadne dékaz spravnosti
algoritmu), diskusiu o efektivite vasho riesenia (Gasovd a pamétova
zlozitost). Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez
nahliadnutia do samotného zapisu algoritmu (do programu).

e Program. V tulohiach P-II-1, P-II-2 a P-II-3 treba uviest do-
statoéne podrobny zapis algoritmu, najlepSie v tvare zdrojového
textu najdolezitejsich ¢asti programu v jazyku Pascal alebo C/C++.
Z0 zapisu modzete vynechat jednoduché operacie ako vstupy, vystupy,
implementaciu jednoduchych matematickych vztahov a pod.

Triedenie uz nie je jednoduché operéacia, preto ak pisete program v
Pascale a pouzivate triedenie, nezabudnite struc¢ne uviest aj jeho al-
goritmus. V jazyku C/C++ modZete namiesto toho pouzit knizni¢né
funkcie na triedenie, v takom pripade staci uviest porovnavaciu fun-
kciu.

Ak pisete program v C++ a pouzivate STL, stcastou popisu vasho
algoritmu by mal byt dostato¢ne podrobny popis implementacie da-
tovych struktir, ktoré pouzivate.

V tlohe P-11-4 je potrebné uviest program pre ALIK.

Hodnoti se nielen spravnost programu, ale tiez kvalita popisu rieSenia a
efektivita zvoleného algoritmu.



P-1I-1

Z Kleofasa sa stal vdaka vaSej pomoci tspe$ny podnikatel a jeho klien-
tela zahrna bohatsich a malichernejSich zdkaznikov. Ak totiz nejaky zo
stcasnych zakaznikov uvidi dvoch réznych zdkaznikov pouzivat rovnaku
pracku, nebude uz tato pracoviu dalej navstevovat — povie si: ,,Pochopte
predsa, ze nebudem prat bielizen s Tudmi, ktori nemaja na to, aby si za-
platili pracku sami pre seba!*

Sttazna tloha: Na vstupe dostanete N < 10000 — podet zadkaznikov,
ktori navstivia KleofaSovu pracovinu pocas jedného dna. Pre kazdého zéa-
kaznika je zadany cas jeho prichodu a doba, na aku si chce prenajat pracku
(obidve st celé ¢isla medzi 1 a 1000000 000). Poziadavky zdkaznikov nie
st uvedené v ziadnom konkrétnom poradi.

Vasou tlohou je zistit, kolko najmenej pracok Kleofas potrebuje, aby
vSetci jeho zakaznici boli iplne spokojni. Zékaznik bude spokojny, ak si
bude moct prenajat pracku od okamihu prichodu na dobu, ktora pozaduje
(je samozrejmé, ze jednu pracku nemozu pouzivat dvaja rozni zakaznici
stcasne), a naviac pocas doby, kedy bude prat, nebude ziadnu pracku
postupne vyuzivat viac zakaznikov.

Okrem urcenia minimélneho poc¢tu pracok musite pre Kleofasa vytvo-
rit aj zoznam, podla ktorého bude posielat zdkaznikov k volnym prackam.

Priklad:

vstup vystup

5 zakaznikov Treba aspon 3 pracky.

casy prichodu a doby: Priradenie pracok zakaznikom:
1000 1000 — zakaznik 1 bude pri pracke 2
3000 2000 — zakaznik 2 bude pri pracke 3
4500 500 — zékaznik 3 bude pri pracke 1
1500 500 — gakaznik 4 bude pri pracke 3
2000 2000 — zékaznik 5 bude pri pracke 2

(Vsimnite si, Ze zakaznici 3 a 5 nemdzu dostat tu isti pracku, pretoze
by ich videl zakaznik 2 pracovat pri rovnakej pracke.)

P-11-2
Majme dané celé kladné c¢islo N, N > 2, a sustavu podmienok tvaru
T; — T; # a; 4, kde x1, ..., Tn41 sQ premenné, a; ; su celé ¢isla medzi 0

a N — 1 a pre kazdua dvojicu indexov 7 a j, 1 < i < 7 < N + 1 stistava
obsahuje prave jednu podmienku.

Aby nam od¢itanim nemohli vzniknit na lavej strane niektorych pod-
mienok zaporné ¢isla, budeme tito ststavu riesit modulo zadané ¢islo V.



Teda vsSetky aritmetické operacie st vykonané modulo N. Pripomenme
si, ze vysledkom aritmetickej operacie vykonanej modulo N je zvySok
po deleni povodného vysledku ¢islom N, napriklad (2 + 3) mod 4 = 1,
(2—3)mod4 =3,(3-2)mod5 =1, (3-4) mod 6 = 0, atd. VSimnite si
hlavne sp6sob pocitania v pripade, ze je pévodny vysledok zaporny.

Najdite algoritmus, ktory pre zadané N a cisla a; ; zisti, ¢i zadand
ststava podmienok ma rieSenie — teda ¢i existuju nezaporné celé cisla
T1,...,TN+1 také, ze rozdiel z; — x; — a; ; nie je delitelny N pre ziadne
taj, 1 <i<j<N+1. Ak ststava ma rieSenie, algoritmus musi tiez
(jedno Tubovolné) jej rieSenie najst a vypisat.

Priklad 1: Pre N = 3 mame zadané nasledujtice podmienky:

x4 —xo #£ 1 XTo — I3 F 2 x3 — x4 # 0
T — T3 F 2 To — x4 # 1
Tl — XTg F# 2

Ststava ma rieSenie, napr. 1 = x9 = x4 =2 a x3 = 1.

Priklad 2: Pre N = 2 mame zadané nasledujiice podmienky:
scl—asg#l $2—$3§é1
Tr1 — T3 7'5 0
Ak x1 = 0, tak potom zo = 0 podla prvej podmienky a x3 = 1 podla
druhej podmienky. Potom ale tretia podmienka nie je splnena. Podobne,
ak ©1 = 1, x9 musi byt rovné 0 a x3 rovné 1. Tretia podmienka ale opit
nie je splnend. Zadand stustava podmienok teda nemé rieSenie.

P-11-3

Urad pre potla¢anie redundantnych repeticii (zriadeny Komisiou pre lik-
vidaciu redundantnych tradov) sa zaobera odstranovanim zbytoc¢ne opa-
kovanych dokumentov v archivoch.

Prechadzanie archivov je samozrejme velmi nudnd praca, ktora od-

vadza uradnikov od inych, omnoho zaujimavejSich a iste prospesSnejsich
vyuziti ich pracovného ¢asu. Velmi by ich preto potesilo, keby ste im na-
pisali program rieSiaci nasledovni alohu:
Sttazna tloha: Je dané prirodzené &islo k a refazec znakov T'. Najdite
stvisly podretazec dlzky k, ktory sa v T najviackrat opakuje, a tieZ po-
¢et jeho vyskytov R. Jednotlivé vyskyty tohto retfazca sa mozu ¢iastocne
prekryvat. V pripade, Ze existuje viac retazcov, ktoré sa opakuju R-krat,
vypiste Tubovolny z nich.

Priklad:

Pre T = abababa a k = 3 je rieSenim podretazec aba, opakuje sa 3-krat.



P-11-4

Popis zariadenia ALIK nidjdete v Studijnom texte za touto tlohou. Od
doméceho kola sa 1iSi tym, Ze pribudli operacie nasobenia, delenia a zvysku
po deleni a Priklad 3 na tieto operacie.

Sttazna tiloha

Zostrojte program pre ALIK, ktory k zadanému ¢islu x = xny_1...2129
najde zrkadlové ¢islo y = xgx1...TN_1, t. . Cislo, ktorého dvojkovy zapis
vznikne zapisanim celého ¢isla x (vratane pripadnych nil na jeho zaciatku)
odzadu.

Studijny text

Aritmeticko-logickd integerovd kalkulacka (skratka ALIK) je vypocltové zaria-
denie pracujice s W-bitovymi celymi &islami v rozsahu 0 az 2"V — 1 vratane;
v dalSom texte pod ¢islami rozumieme vzdy takéto ¢isla. Budeme ich obvykle
zapisovat v dvojkovej ststave hrubym pismom a na zaciatok dvojkového zapisu
vzdy doplnime prislusny podet nil, aby pocet ¢islic (bitov) bol presne W. Vié-
Sinou tiez nebudeme rozliSovat mezi ¢islom a jeho dvojkovym zapisom, takze
i-tym bitom ¢isla budeme rozumiet i-ty bit jeho dvojkového zépisu (bity éislu-
jeme zprava dolava od 0 po W —1).

Pamit stroja tvori 26 registrov pomenovanych a az z. Kazdy register vzdy
obsahuje jedno ¢islo.

ALIK se riadi programom, ¢o je postupnost priradovacich prikazov typu
register := vyraz, kde vyraz moze obsahovat konstanty (¢isla zapisané v dvoj-
kovej ststave), registre, zatvorky a nasledujice operatory (grécke pismend ozna-
¢ujt podvyrazy):

e | o+ [ (priorita 4) |s¢ita ¢isla a a 8. Ak je vysledok viac ako 2" —1, &islice

vy§sich radov odreze. Inak povedané, poéita stéet modulo 2".

e | o — 3 (priorita 4) | odéita od &isla « &islo 8. Ak je a < 3, spo&ita 2V +

a — 3, teda rozdiel modulo 2".

e | o x 3 (priorita 6) | vynasobi dve &isla, vysledok opit modulo 2" .

e |/ (priorita 6) | vydeli ¢islo « ¢&islom (3; delenie nulou da vzdy vysle-
dok 0.

o | a% 3 (priorita 6) | vrati zvySok po deleni ¢isla « ¢islom (3, teda o — 3 %
(a/B); ak B = 0, vysledok sa rovna a.

e | ~« (priorita 9) | spoéita bitovli negaciu ¢isla «, ¢o je &islo, ktorého i-ty

bit je 0 prave vtedy, ked i-ty bit ¢isla « sa rovné 1, a naopak.



e | a A [ (priorita 8), aV 3, a @ ( (priorita 7) | bitové operacie: and, or a
zor. Vyhodnocuju sa tak, ze sa i-ty bit vysledku spocita z i-teho bitu
¢isla « a i-teho bitu ¢isla 8 podla nasledujucich tabuliek:

0OAN0O=0 0VO0=0 040=0
OAN1l=0 O0Vv1l=1 041=1
1N0=0 1v0=1 14¢0=1
1N1=1 1vl=1 161=0

e | << (3 (priorita 2) | posunie ¢islo a o 3 bitov dolava, teda doplni na jeho

koniec 8 nul a odreze prvych (3 bitov, aby bol vysledok opiat W-bitovy.

e | a>> (3 (priorita 2) | posunie ¢islo a o 3 bitov doprava, teda doplni na jeho

zaciatok ( nil a odreze poslednych (3 bitov, aby bol vysledok opiat W-
bitovy.

Ak zatvorky neurcia inak, vyhodnocuji sa operatory s vyssiou prioritou pred
operatormi s nizSou prioritou. V rdmci rovnakej priority sa vyhodnocuje zlava
doprava (s vynimkou operdtora —, ktory je undrny, a teda sa musi vyhodnocovat
zprava dolava).

Priklad: ako funguju operatory; predpokladdme W = 4
a+bANc+d=(a+(bAc))+d
0101 +1110= 0011
0001 — 1111 = 0010
0101 A 0011 = 0001
0101 v 0011 =0111
0101 ¢ 0011 = 0110
Ako vyrobit pomocou << postupnost jednotiek:
(1<<11) —1=1000 -1 =0111
Ako ziskat z ¢ohokolvek samé jednotky:
aV-a=1111

Vypocet prebieha takto: Najprv sa do registra x nastavi vstup (vzdy jedno
¢islo) a do ostatnych registrov nuly. Potom sa vykonaju vSetky prikazy register :=
vyraz v poradi, v akom si1 v programe uvedené, pricom sa vzdy najskor vyhod-
noti vyraz na pravej strane a az potom sa jeho vysledok ulozi do registra, takze
vo vnutri vyrazu je eSte mozné pracovat s pévodnou hodnotou registra. Po do-
konceni posledného prikazu sa hodnota v registri y interpretuje ako vysledok
vypoc¢tu. Hodnoty v ostatnych registroch mézu byt fubovolné.

Velkost vstupu zadefinujeme ako pocet bitov N, ktoré potrebujeme na re-
prezentaciu vstupu. Nase programy budu casto potrebovat registre, do ktorych
mozno ulozit &sla vidsie ako 2%V — 1. Podet bitov, ktoré potrebujeme na repre-
zenticiu tychto ¢isel budeme volat velkost registra W. Samozrejme, vzdy musi
platit W > N.

Nie vZzdy je mozné pouzit ten isty program pre vSetky mozné velkosti vstupu
N.V zavisloti od N a W je napriklad potrebné zmenit hodnoty pomocnych kon-
stant v programe, pocet opakovani niektorych operacii v programe a podobne.
Preto pri rieseni tloh pre kazda hodnotu N musime popisat:



e velkost registrov W, ktort program bude pouzivat, v zavislosti od N

e ako pre kazdu konkrétnu hodnotu N zostavit program, ktory funguje pre
vSetky vstupy velkosti N

Casovou zloZitostou programu v zavislosti od N budeme rozumief pocet
instrukcii, ktoré potrebujeme pre dant velkost vstupu. Velkost registra W v zéa-
vislosti od N budeme nazyvat pamditovou zloZitostou (kedze pocet registrov je
obmedzeny na 26, velkost registra skuto¢ne uréuje mnozstvo paméte). Tak ako
pri casovej a paméitovej zlozitosti beznych programov, pri odhadoch budeme
zanedbavat multiplikativne konstanty (modzeme teda pouzivat O-notéciu). Bu-
deme viak vyzadovat, aby velkost registra W bola polynomidlne zavisla
od velkosti vstupu N (t.j. existuje konstanta k, pre ktora W < N* pre vetky
N > 2).

Pri rieseni tiloh budeme chciet, aby ¢asova zlozitost vygenerovanych progra-
mov v zavislosti na N bola ¢o najmensia. Medzi rovnako rychlymi programami
je potom lepsi ten s mensou paméatovou zlozitostou.

Priklad 1: Zostrojte program pre ALIK, ktory dostane na vstupe nenulové
¢islo a vrati vysledok 1 prave vtedy, ak je toto ¢islo mocninou dvojky, inak vrati
nulu.

RiesSenie: Najprv si v§imnime, ze mocniny dvojky sa prave cisla, ktoré obsa-
hujt prave jeden jednotkovy bit. Sledujme chovanie nasledujiceho jednoduchého
programu.

Vo vietkych ukdzkovych programoch budeme v lavom stipci uvadzat jednot-
livé prikazy a v pravom stlpci vieobecny tvar spo¢itanej hodnoty pre lubovolné
N. Ak sa nejaka cislica alebo skupina ¢islic opakuje viackrat, oznacime opako-
vanie exponentom. Teda 0% je osem ntil, (01) je skratka za 010101. Gréckymi
pismenami budeme oznacovat blizSie neurcené skupiny bitov.

azzalOl:
a=x—1 a:a011‘
b:=xzANa b= a00"

Cislo v registri a sa od x vzdy lisi tym, Ze najpravejsia 1 sa zmeni na 0 a
vSetky O vpravo od nej sa zmenia na 1. Preto b = x A a sa musi od x 1i8it prave
prepisanim najpravejSej 1 na 0. (To preto, Ze bity nalavo od tejto 1 su stéle
rovnaké a a A o = a, kym vo zvysku éisla sa vzdy anduje 0 s 1, ¢o da nulu.)
A kedZe mocniny dvojky st prave cisla, v ktorych dvojkovom zapise je prave
jedna 1, spocita nas program v b nulu prave vtedy, ak je x mocnina dvojky
(alebo nula, ¢o sme ale zakézali).

Zostava teda vyriesit, ako z nuly spravit pozadovana jednotku a z nenuly
nulu. K tomu si zavedieme operaciu r := if (s,t,u), ktord bude realizovat pod-
mienku: ak s # 0, priradi r := ¢, inak r := u. Spravime to jednoduchym trikom:
rozsirime si registre o jeden pomocny bit vlavo, nastavime v r tento bit na jed-
notku a sledujeme, ¢i sa zmensenim vzniknutého ¢isla o jednotku tento bit zmeni
na nulu alebo nie:



= sVv10Y
=v—1
= v A10%
=uv>>N
v—1

I

e e e e
I

v=1r

v=1r" (ak r # 0), inak 017
v= 10" alebo 00"

v=0"1 alebo 00
v=0N*! alebo 1V !

r:=(uAv)V(tA-wv) s=1t alebo u

Staci teda na koniec programu pridat

y:=if(b,0,1)
a mame program, ktory rozpoznava mocniny dvojky v konsStantnom case a
pouziva na to ¢islas N +1 = O(N) bitmi.
Este si ukazme, ako bude prebiehat vypocet pre dva konkrétne 8-bitové
vstupy (teda N =8 a W =9):

y= 0 alebo 1

v:= bV 100000000

= 001011000
a= 001010111
b=001010000
v= 101010000

z = 000100000
a=000011111
b = 000000000
v = 100000000

vi=v—1 v=101001111 v=011111111
v:=v A 100000000 v= 100000000 v = 000000000
vi=1v>>8 v= 000000001 v = 000000000
vi=v—1 v = 000000000 v=111111111
Y

:= (000000001 A v)

V(000000000 A —v) y = 000000000 y = 000000001
Priklad 2: Zostrojte program pre ALIK, ktory spocita bindrnu paritu vstup-
ného ¢isla, teda vrati 0 nebo 1 podla toho, ¢ mé toto ¢islo parny alebo neparny

pocet jednotkovych bitov.

RieSenie: Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze N je mocnina
dvoch. Bindrna parita P(x) ¢isla x = xny_1...2120 sa podla definicie rovnd
ToPr1®...Drn_1. KedZe opericia @ je asociativna (a® (BBv) = (D) D7)
a komutativna (a ® 8 = 8 @ «), mdzeme tento vztah preusporiadat na

P(x) = (x0 & ﬂfN/z) B (x1 @ ZL'N/2+1) ©...0 (ﬂfN/2_1 SrN_1),

¢o je ale parita ¢isla, ktoré vznikne vyxorovanim lavej a pravej polovice ¢isla x.
Takze vypocet parity IN-bitového cisla mézeme konstantnym poctom prikazov
previest na vypocet parity N/2-bitového ¢isla, ten zase na vypocet parity N/4-
bitového ¢isla atd., az po log, N krokoch na paritu 1-bitového ¢isla, ktord sa
ovSem rovna ¢islu samotnému.

Paritu teda spocitame nasledujicim programom. Jeho ¢asova zlozitost tohto
programu je O(log N) krokov, pamitova zlozitost je O(N) bitov.



p:=x>>N/2 p= hornych N/2 bitov x

=z A1N/? g = dolnych N/2 bitov x

r:=pBq x = N/2-bitové ¢islo s paritou
ako povodné x

z:= (z>>N/4) @ (z A1V/4) x = N/4-bitové ¢&islo s rovnakou
paritou (vSimnite si skrateny
zAapis vyrazu)

()

x:=(x>1)d(x A1) x = 1-bitové ¢islo
yi=x y = x (skopirovat vysledok)

Nas programovaci jazyk samozrejme ziadne celé Casti ¢isel a podobné ope-
racie nemad, ale to vobec nevadi, pretoze ich vzdy pouzivame len na podvyrazy
zavisiace iba na N, takze ich v programe mdzeme pre kazdé N uviest ako kon-
stanty. Napriklad pre N = 8 bude vypocet prebiehat takto:

x= 00110110
pi=x>>4 p=----0011
qg:=xN1111 q= ----0110
r:=pDq r=----0101
x:= (x>>2)® (x A11) L= e 00
x:=(x>1)d(xA1l) L= e 0
y=x y = 00000000

Priklad 3: Vo vzorovom rieSeni tilohy P-I-4 b) sme potrebovali presunit po-
stupnost jednotiek na koniec &fsla, teda &slo tvaru 0°170% previest na 0°071%.
To je pomocou delenia mozné spravit v konstantnom case napriklad takto:

r=0'170"
a:=zAN(x—1) a=0"17"100" (pozri Priklad 1)
b:=x®a b= 0'0""'10"
y:=1x/b b= 0'0"1’

Tu sme vyuzili to, Ze delenie mocninou dvojky je mozné pouzit ako bitovy
posun doprava, ale namiesto poc¢tu bitov, o ktoré sa ma posuvat, zadame cislo
majice 1 na pozicii, ktora sa ma po posune objavit iplne vpravo.
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