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Un cas simple de correspondance de Jacquet-Langlands modulo £

J.-F. Dat

Résumé

Let G be a general linear group over a p-adic field and let D* be an anisotropic inner form of G. The
Jacquet-Langlands correspondence between irreducible complex representations of D* and discrete series
of G does not behave well with respect to reduction modulo ¢ # p. However we show that the Langlands-
Jacquet transfer, from the Grothendieck group of admissible Q,-representations of G to that of D* is
compatible with congruences and reduces modulo ¢ to a similar transfer for Fy-representations, which mo-
reover can be characterized by some Brauer characters identities. Studying more carefully this transfer, we
deduce a bijection between irreducible Fy-representations of D* and “super-Speh” Fy-representations of
G. Via reduction mod /, this latter bijection is compatible with the classical Jacquet-Langlands correspon-
dence composed with the Zelevinsky involution. Finally we discuss the question whether our Langlands-
Jacquet transfer sends irreducibles to effective virtual representations up to a sign. This is related to a
possible cohomological realization of this transfer, and presumably boils down to some unknown properties
of parabolic affine Kazhdan-Lusztig polynomials.
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1 Exposé des résultats

Soit K un corps local non-archimédien de caractéristique résiduelle p, d un entier et D une algebre
a division de centre K et de dimension d? sur K. Notons aussi Wx le groupe de Weil d'une cléture
algébrique K de K.

1.1 Rappels sur Jacquet-Langlands et Langlands-Jacquet classiques

(1.1.1) Le point de vue de la fonctorialité de Langlands. Les groupes D* et G ont le méme L-groupe
GL4(C). Pour G, tous les parameétres de Langlands Wy X SLy(C) — GL4(C) sont relevants au sens de
[4, 3.3], tandis que pour D*, seuls ceux qui ne se factorisent pas & travers un sous-groupe parabolique
propre de GL4(C) le sont. Le principe de fonctorialité de Langlands prédit donc dans ce cas lexistence
d’une injection

JLc : Irrc (DX) — Irre (G)



de ensemble Irrc (D) des classes de représentations complexes lisses irréductibles de D* dans ’ensemble
correspondant pour G. Selon le desideratum [4, 10.3(3)], 'image de cette injection doit coincider avec
I'ensemble des séries discretes de G.

(1.1.2) Le point de vue de U'endoscopie. Le groupe G est un groupe endoscopique elliptique pour D*.
Cela signifie entre autres que 1'on a une application des classes de conjugaison elliptiques régulieres de G
vers celles de D*, qui dans ce cas est méme une bijection puisque G est forme intérieure de D*. Cette
bijection est facile a expliciter puisque des deux cOtés les classes de conjugaisons elliptiques régulieres
sont paramétrées par les polynomes unitaires irréductibles de degré d, via I'application “polyndéme ca-
ractéristique”. Ce transfert des classes de conjugaison elliptiques implique un transfert des caracteres
virtuels que l'on peut résumer par le diagramme commutatif suivant

X

COO(G6117C)G ~ COO(DEH,(C)D

QGT Ao

R(G,C) ® C ——=R(D*,C) @ C

ou R(G,C) désigne le groupe de Grothendieck des représentations lisses complexes de longueur finie de
G, C>®(GM,C)¥ I'espace des fonctions lisses et invariantes par conjugaison sur I'ouvert elliptique de G,
0% la fonction caractere de Harish Chandra restreinte aux elliptiques, et idem pour D*. Le fait que
soit un isomorphisme vient de ce que D* est compact modulo son centre, et que ouvert elliptique D! y
est dense. Notons enfin que le transfert des fonctions C(GN,C)¢ — (D" C)P”" est normalisé par
un signe (—1)4+1,

(1.1.3) Venons-en maintenant aux énoncés des “correspondances”.

JACQUET-LANGLANDS. ([9],[2])— Il existe une injection JLc : Irrc (D) < Irre (G) caractérisée par
les deux propriétés suivantes :

— Son image est l’ensemble des séries discrétes de G.
— Pour tout p € Irrc (D), on a LIc[JLc(p)] = [p].

Rappelons que la preuve de ce théoreme repose sur la formule des traces “simple” et est de nature
essentiellement globale. Par contre, une fois connu ce résultat, c’est par des arguments purement locaux
basés sur la classification de Zelevinsky que ’on prouve la propriété suivante de LJc.

LANGLANDS-JACQUET. ([3],[7], Cor. 2.1.5)— L’application LI¢c envoie R(G,C) dans R(D*,C). De
plus, pour toute w € Irre (G), on a LIc([n]) = 0 ou LIc([7]) = £[p] pour une représentation p € Irre (D).

1.2 Correspondances /-modulaires

Soit maintenant £ # p un nombre premier. Notre but est de généraliser autant que possible les énoncés
précédents aux Fy-représentations. Il y a deux approches possibles pour cela.

(1.2.1) Caractéres de Brauer. L’approche directe se heurte & deux difficultés. D’une part il n’y a
pas de notion évidente de série discrete sur Fy, ce qui laisse perplexe quant & I'image d’une éventuelle
injection JLg,. D’autre part, bien que Vignéras ait adapté la théorie des caractéres de Harish-Chandra aux
Fy-représentations, ces caractéres ne conduisent qu’a un transfert R(G,F,) @ Fy — R(D*,F;) @ Fy et
ne peuvent donc pas induire un unique transfert éventuel R(G,F;) — R(D*,F;). De méme une formule
des traces modulo £ ne donne a priori que des informations “modulo ¢”.

C’est pourquoi nous développons une notion de caractére de Brauer, calquée sur celle de Brauer pour
les groupes finis. 1l s’agit grosso-modo d’un homomorphisme

0% . R(G,Fy) — C(GS, Zy)C

qui releve “canoniquement” le caractere ordinaire, mais que ’on ne définit que sur les éléments elliptiques
“d’ordre premier & ¢”. Nous renvoyons au théoreme (2.1.4) et & la proposition (2.1.6) pour un énoncé



précis de ses propriétés. Notons que M.-F. Vignéras avait déja défini un caractere de Brauer en étendant
I’approche de Harish-Chandra. Son manuscrit est resté non publié depuis 1998 et nous le reproduisons en
appendice. Notre approche est différente et repose sur [16]. En 1’état actuel, elle est aussi plus générale
puisque nous définissons le caractere de Brauer sur tout élément semi-simple régulier compact, et pas
seulement sur les elliptiques réguliers. De plus, notre construction fonctionne encore lorsque le corps local
de définition est de caractéristique positive.

(1.2.2) Congruences. L’autre approche est de transporter les correspondances de C & Qy, puis
d’étudier les compatibilités aux congruences et a la réduction “modulo ¢”. Un bon point est que le
transfert de C a QQ, se passe bien.

FAIT.— Si 'on admet l'existence d’un isomorphisme! C = Qy, les applications LJ@E et JL@E que
lon en déduit ne dépendent pas du choix de cet isomorphisme, cf. [7, 2.1.1]. De plus, elles envoient
représentations f-entiéres sur représentations f-entieres, cf. (3.1.1).

Mais on voit rapidement que J L@[ ne peut pas étre compatible, via la réduction modulo ¢, avec une
application analogue JLg,. Par exemple, pour d = 2, ¢ = —1[4], 1a triviale 1@[ de D* correspond a la
Steinberg St@e, dont la réduction modulo £ est de longueur 2. C’est pourquoi, a rebours du cas complexe,
on commence par étudier LJ.

(1.2.3) Langlands-Jacquet modulo €. La preuve du résultat suivant est donnée au paragraphe (3.1.2).
Elle utilise I'existence et les propriétés du caractere de Brauer, ainsi que la classification “a la Zelevinsky”
par Vignéras des Fy-représentations irréductibles.

_ Lk _
THEOREME.— Il existe un morphisme de groupes abéliens R(G,Fy) - R(D*,Fy¢) rendant commuta-
tifs les deux diagrammes suivants :

COO(GZ}I,ZE)G ~ COO(DE/H,ZZ)DX et Rent(G, @l) g Rent(DX,@g) .

De plus, ce morphisme est uniquement déterminé par ['un ou lautre de ces diagrammes.

Ici, Papplication reG désigne 'application de réduction modulo ¢, ou “décomposition”, dont I'existence
est prouvée dans [30, I1.5.11b]. Notons que, contrairement au cas complexe, il est facile de voir que I'image
d’une irréductible par LJg, n’est pas nécéssairement nulle ou “irréductible au signe pres”. Par contre, on
peut espérer que la variante suivante est vraie.

QUESTION.— Soit 7 € Irrg, (G). La représentation virtuelle LJ7, (m) est-elle effective au signe pres?

Nous discutons quelques cas ou cette propriété est non-trivialement vraie dans la section 3.2. Pour
y répondre en général, en admettant ’analogue modulaire de 1”’analogue p-adique des conjectures de
Kazhdan-Lusztig” (fortement plausible), on est ramené & examiner certains signes dans la matrice inverse
de certaine matrice de polynomes de Kazhdan-Lusztig. Mais 'auteur n’a pas su tirer parti de cette
traduction “concrete”.

(1.2.4) Jacquet-Langlands modulo . Puisque nous disposons maintenant de LJg,, il est naturel de
rechercher JLg, sous la forme d’une section remarquable de LJg,. Comme on 'a déja mentionné, la section
Jlg, de LJg, n’est en général pas compatible & la réduction modulo ¢, ¢f 'exemple (3.1.3). En fait, cet
exemple montre aussi qu’il n’existe pas nécessairement de section de LJg, envoyant les irréductibles sur

1. Heureusement, on n’a pas besoin de supposer l'existence de tels isomorphismes pour définir LJ@[ et JL@7 car les séries
discrétes de G, comme les irréductibles de D*, sont “essentiellement” définies sur la cléture de Q dans C.



des irréductibles. Néanmoins, le théoreme ci-dessous exhibe une section de LJg, qui envoie les irréductibles
sur des irréductibles au signe pres.

Pour caractériser I'image de cette section, rappelons que dans la classification de Zelevinsky des
représentations complexes en termes de multisegments, un role important est joué par les représentations
“de Speh”, qui sont celles associées aux segments. Ces représentations sont échangées avec les “séries
discretes” par 'involution de Zelevinsky Z¢ sur Irrc (G).

De méme, sur Fy, on peut associer une représentation “de Speh” & tout segment cuspidal, et on dit que
c’est une représentation “superSpeh” si le segment est supercuspidal, cf. paragraphe (2.2.3). Le résultat
suivant est prouvé au paragraphe (3.1.8).

THEOREME.— Il eziste une injection #JLg, : Irrg, (D*) < Irrg, (@), caractérisée par les propriétés
sutvantes :

— son image est l’ensemble des représentations “superSpeh”.

— pour toute p € Irrg, (D), on a LIz, [*JLg, (p)] = £[p].
Elle est aussi uniquement déterminée par la relation suivante a JLg,. Pour toute p € Irrg, (D*) et tout

relevement p € Irrg (D), la représentation Zg, (JLg, (p)) est entiére, de réduction irréductible, et on a
L, () = re(Zg (Mg ().

Notons que comme D* est résoluble, le théoréme de Fong-Swan assure que toute Fy-irréductible p se
releve. Précisons aussi que la seconde partie du théoréeme ne signifie pas que la composée Zg, © JLQ est
compatible a la réduction modulo ¢. Elle ne 'est généralement pas, toujours par 1’exemple (3 1. 3).

Néanmoins, la situation rappelle celle de la correspondance de Langlands modulo ¢ puisque, d’apres
[26, 1.8], seule la correspondance de Langlands composée avec linvolution de Zelevinsky a des propriétés
de compatibilité partielle a la réduction modulo ¢. Comme dans loc. cit., il est donc tentant d’utiliser
I'involution de Zelevinsky-Vignéras Zg, sur Irrg, (G), voir [24], pour définir la correspondance de Jacquet-

Langlands par la formule :
JLFE = ZFIZ e} ZJLFE.

(1.2.5) Correspondance de Langlands modulo ¢ pour D*. Notons
UFG; : Irrg, (G) = Rep%[ (WDk)

la correspondance de Langlands-Vignéras entre Fy-représentations irréductibles de G et Fy-représentations
de Weil-Deligne de dimension d, voir [26, 1.8]. Rappelons qu’une représentation de Weil-Deligne est un
couple o = (0%, N) formé d’une représentation semi-simple ¢ “du” groupe de Weil Wi de K et d'un
homomorphisme nilpotent N : 6% — 0%(—1).

F,
entre Fy-représentations irréductibles de D* et Fy-représentations de Weil-Deligne indécomposables de
dimension d, caractérisée par la propri¢té suivante : si p € Irrg, (D*) et p est un reléevement de p a Q,,

alors UE%X (p) = Rg(og; (p)).

COROLLAIRE.— L’application Uﬁx =0% o JLg, est une bijection Irrg, (D) = Rep%e (W D )indee

Ici, ol =% o JLQ est la correspondance de Langlands classique pour D*, et Ry est 'application

Q Q,
de réduction modulo ¢ des (classes de) Q,-représentaitions de Weil-Deligne entieres, implicite dans [26,
1.8], et expliquée dans [8, 4.1.8].
La morale de ce corollaire est qu'une certaine forme du principe de fonctorialité semble étre envisa-
geable pour les Fy-représentations. Mais ce principe de fonctorialité, s’il existe, fera plutét intervenir le
SLy d’Arthur que celui de Deligne-Langlands.

2 Caracteres de Brauer et groupes de Grothendieck

Dans cette section, nous construisons le caractere de Brauer d’'une Fy-représentation lisse de longueur
finie d’un groupe réductif p-adique quelconque, et nous spéculons sur les propriétés que 'on peut en



attendre, par analogie avec les groupes finis. Puis nous rappelons les classifications de Zelevinsky et
Vignéras des représentations irréductibles de GL4(K) pour en déduire la surjectivité de la réduction
modulo ¢ entre groupes de Grothendieck, qui est un point clef de la construction de LJz,. Enfin nous
prouvons quelques propriétés des représentations de D* utilisées dans la construction de “JLg, .-

2.1 Caractére de Brauer

(2.1.1) Rappels terminologiques. Dans cette section, G désigne un groupe réductif p-adique quel-
conque, et Z(G) désigne son centre. Un élément v de G est dit semi-simple régulier si son centralisateur
connexe Zg(7)° est un tore de G. Lorsque ce tore est anisotrope modulo Z(G), on dit que v est ellip-
tique. Par exemple, pour G = GL4(K) ou D*, I’élément ~ est semi-simple régulier si et seulement si son
polynéme minimal est séparable de degré d, et il est de plus elliptique si et seulement si ce polynéme
minimal est de plus irréductible.

Rappelons aussi qu’'un élément v de G est compact si le sous-groupe qu’il engendre est relativement
compact. Si Z est un sous-groupe fermé central de G on dira que v est compact modulo Z si son image
dans G/Z est un élément compact. De maniere équivalente, v est compact, resp. compact modulo Z(G),
§’il fixe un point de I'immeuble étendu de G, resp. de 'immeuble semi-simple (i.e. non étendu) X de
G. En conséquence, un élément compact modulo le centre normalise des sous-groupes ouverts compacts
arbitrairement petits.

Un élément elliptique v est compact modulo le centre et I’ensemble des points fixes X7 de v dans
I'immeuble de G est compact. Réciproquement, un élément semi-simple régulier dont l’ensemble des
points fixes X7 est compact, est elliptique.

L’ensemble G*® des éléments semi-simples réguliers de G est ouvert dans G et stable par conjugaison.
Pour tout anneau A, on note C>°(G™, A)“ le A-module des fonctions & valeurs dans A sur G*™ qui sont
localement constantes et invariantes par conjugaison. On utilisera des notations similaires C*° (G, A)¢
et C°(G", )Y on les notations G et G°!! désignent respectivement les sous-ensembles ouverts de G
formés des éléments semi-simples réguliers et compacts modulo le centre, resp. elliptiques.

Si 7 est une représentation admissible de G sur un corps, les opérateurs 7(u), pour p dans I'algebre
de Hecke de G, sont a image finie. Moyennant le choix d’une mesure de Haar dg sur GG, on obtient un
caractere-distribution f — tr(w(fdg)) sur G. Lorsque le corps de coefficients est C, Harish Chandra a
montré que cette distribution est donnée par intégration contre une fonction invariante lisse définie sur
G™. Pour un corps de coefficients de caractéristique différente de p, Vignéras et Waldspurger ont étendu
les arguments de Harish Chandra, puis récemment Meyer et Solleveld ont trouvé une approche différente
de ce résultat.

Rappelons que R(G, A) désigne le groupe de Grothendieck des représentations A-admissibles de lon-
gueur finie.

(2.1.2) TuEOREME. (Caractere ordinaire, [15], Thms 7.2 et 7.4 et [29], Thm. E.4.4)~ Supposons
A =Ty ou Q. I existe un unique homomorphisme

R(G,A) = C=(G", N)C

appelé caractere ordinaire, tel que pour toute w € Irrp (G) et tout v € G*™ il existe un sous-groupe ouvert
compact Hy ., tel que pour tout pro-p-sous-groupe owvert H C H ., on ait [’égalité

(2.1.2.1) 0x(y) = tr(m(em v *em))

ot g désigne la mesure de Haar normalisée de H (un idempotent de 'algébre de Hecke de G).

M.-F. Vignéras a proposé une définition, reproduite en appendice, du caractere de Brauer d'une Fy-
représentation sur certains éléments elliptiques. Nous allons ici utiliser les techniques de Meyer et Solleveld
pour définir un caractere de Brauer sur certains éléments semi-simples réguliers et compacts modulo le
centre.



(2.1.3) Rappel sur la notion de caractére de Brauer. Soit // (A) le groupe des racines de l'unité de
I'anneau A qui sont d’ordre premier a ¢. L’homomorphisme de réduction ry : Z; — Fy induit une bijection
ut (Zg) — ,ul_(IFg) dont on note ¢ la bijection réciproque. On la prolonge en 0 en posant ¢(0) := 0.

Soit V' un Fy-espace vectoriel et p un endomorphisme de V tels que

"1 = p pour un entier n premier & ¢,

B1) p satisfait I’égalité p
B2) I'image de p est de dimension finie.
Alors pour tout sous-espace W de V' contenant p(V'), I'endomorphisme p|y de W est diagonalisable &

valeurs propres dans // (F,)u{0}. De plus, la multiplicité des valeurs propres non nulles est indépendante
de W. Ainsi, notant Sp(pjw) le multi-ensemble de ces valeurs propres comptées avec leurs multiplicités,

la somme
tr(p) := Z 1(C) € Zy
¢eSplpyw)

est indépendante du choix de W puisque ¢(0) = 0. Les propriétés élémentaires de cette “trace de Brauer”
sont résumées dans le lemme suivant :

LEMME.— Awec les notations ci-dessus,
i) On a Uégalité ro(tr(p)) = tr(p).

it) Si p est un endomorphisme d’un @—espace vectoriel V satisfaisant les propriétés B1) et B2) ci-
dessus, et dont l'image contient un Zg-réseau w stable sous p de réduction isomorphe a (V, p), alors

i(p) = tr(p).
iii) Supposons qu’il existe une décomposition V = @
telle que Vi € I, p(V;) C Vyiy. Alors tr(p) = 0.

ie1 Vi et une permutation o de I sans points fixes

3
iv) Si0 — (Vi,p1) — (Va, pa) — (Va, p3) — 0 est une suite ezacte courte, alors > (—1)%r(p;) = 0.

i=1
Preuve. Les propriétés i) et iv) sont immédiates. La propriété ii) vient du fait que w est somme
directe de sous-Zg-modules propres pour p puisque I’équation X1 — X est séparable sur F,. Prouvons
la propriété iii). On a p(V) = 3,c; p(Vi) C X1 (p(V) N Vy()). Comme tr(p) = tr(pj,v)), on est ainsi
ramené au cas ot V = p(V') est de dimension finie et p est un automorphisme d’ordre n premier & ¢. Dans
ce cas p induit un isomorphisme V; = Vo (s) pour tout i. Choisissant une base de chaque V; pour i dans
un systeme de représentants des orbites de ¢ dans I, on se ramene au cas ou les V; sont de dimension 1.
Enfin, puisque p stabilise ) _y Vo (;), on peut supposer que o a une seule orbite dans I. Dans ce cas,
d := dim (V) divise n et p est la matrice de permutation circulaire d’une base de V. Ses valeurs propres
sont les puissances d’une racine d-eme de I'unité et ont multiplicité 1. Leur somme est donc nulle et il
s’ensuit que tr(p) = 0. O

REMARQUE.— L’hypothese n premier & ¢ dans B1) n’est pas nécessaire pour définir tr(p). Sans cette
hypothese les propriétés i) et iv) ci-dessus sont encore vraies mais les propriétés ii) et iii) ne le sont
généralement plus.

On s’intéresse au cas ot V est I'espace d'une Fy-représentation 7 de G et p = w(y * eg) ot H est
un pro-p-sous-groupe ouvert normalisé par un élément v de G. Ceci implique en particulier que =y est
compact modulo le centre. La condition B2) est vérifiée si m est supposée admissible. Pour s’assurer que
la condition B1) le soit on introduit les notions suivantes :

DEFINITION.— Soit Z un sous-groupe fermé central de G. Un élément v de G est dit d’ordre premier
a ¢ modulo Z, s’il satisfait a l'une des deux conditions équivalentes suivantes :
i) il existe un pro-p-sous-groupe ouvert H et un entier n premier a ¢ tel que v € H.Z.
it) Uadhérence du sous-groupe engendré par g dans G/Z est un groupe profini de pro-ordre premier d £.
L’équivalence entre les deux conditions découle de la pro-nilpotence des pro-p-groupes. Reprenant la

discussion précédente, on remarque que la condition B2) est vérifiée par p = 7(y * ep) lorsqu’il existe un
sous-groupe fermé central Z de G tel que



— v est d’ordre premier a ¢ modulo Z

— 7 est Z-semisimple au sens ou 7(F¢[Z]) C Endg, (V) est une algebre semi-simple.
Par exemple, ces conditions sont remplies si v est d’ordre premier a £ et m admissible, ou si v est d’ordre
premier a ¢ modulo le centre et m admet un caractere central. Dans chacun de ces cas on a alors 1’égalité

tr(m(y *em)) = tr(m(y)jvu).

Nous noterons G;,rjz, resp. GZ}I/Z I’ensemble des éléments compacts modulo Z, resp. elliptiques, de
pro-ordre premier a £ modulo Z au sens ci-dessus. Ces ensembles sont clairement stables par conjugaison
et ouverts.

(2.1.4) THEOREME. (Caractere de Brauer)— Soit (m,V) une Fy-représentation de longueur finie de
G et Z un sous-groupe central fermé de G tel que m soit Z-semisimple. Il existe une fonction

Or € C(GS4, Z0)C,
appelée caractere de Brauer de m, et caractérisée par la propriété suivante : pour tout vy € z,rjz il existe
un sous-groupe ouvert compact Hy ., tel que pour tout pro-p-sous-groupe ouvert H C Hy ~ normalisé par
vy, on ait l’égalité
(2.14.1) Or (y) = tr(m(y)jva).

Preuve. Nous allons utiliser les résultats d’acyclicité de [16] généralisant ceux de [18]. Rappelons de
quoi il s’agit. Nous avons besoin de la structure polysimpliciale de I'immeuble semi-simple X de G et
noterons pour cela X, I'’ensemble des facettes de dimension ¢ de X. Le stabilisateur d'une facette o

est noté PI. Nous utiliserons aussi les pro-p-sous-groupes ouverts distingués U,§G> de PI, pour e > 1
entier, introduits par Schneider et Stuhler dans [18, 1.2.7]. Le théoréme 2.4 de [16] affirme que pour toute
représentation lisse (7, V') de G sur laquelle p est inversible, et tout sous-complexe polysimplicial conveze
¥ de X, le complexe cellulaire C\ (2,0 — VUc(re)) est une résolution du sous-espace Vy 1= > VU
Le cas ¥ = X remonte & [18, I1.3.1].

Choisissons e assez grand pour que V' =3 X, VUi . Fixons aussi un élément v € G, semi-simple
régulier et compact modulo le centre. Soit H un pro-p-sous-groupe ouvert normalisé par «v. On peut alors
trouver un sous-complexe polysimplicial convexe fini ¥ de X, stable par H et v, et tel que VH C Vy :=
>ow — VUi Pour un tel 3, le sous-espace Vs est de dimension finie, muni d’une action du groupe (H, )

TEXQ

engendré par H et v, et le complexe cellulaire Cy (X, 0 — VUc(fe)) est une résolution (H,~)- équivariante de
V5. Supposons de plus v d’ordre premier & £ modulo Z. C’est encore le cas de tout élément de (H,~), et
tout tel élément agit donc par un automorphisme de degré premier a £ sur V. En utilisant successivement
les propriétés iv) et iii) du lemme (2.1.3), on obtient pour tout g € (H,~),

(2.1.4.2) (r(g)ps) = 3 (~)™ e, (g)tr (ﬂ'(g)lva(ye)) .

oceXxd

Ici 39 désigne l'ensemble des facettes o de ¥ qui sont stables par g, i.e. telles que g € PUT. De plus,
€5 1 Pl — {£1} est le caractere décrivant I’action de P} sur les orientations de o.
Par ailleurs, soit Uz(:e) = Nyes {9 Crest un pro-p-sous-groupe ouvert de G qui agit trivialement

sur Vs et dont Uintersection avec (H,~) est distinguée dans celui-ci. D’apres le lemme (2.1.5) appliqué &
T = (H,9)/((H,) NUS), P = H/(HNUY) et 4, on a

- 1 -
(2.1.4.3) tr(w(y)yn) = ———————— tr(m(hy))ve)-
( Vv ) [H: (HN Uée))] hEH/gﬂUg)) T vs

Supposons momentanément que v est elliptique, de sorte que X” est un complexe polysimplicial fini.
Posons Hy ~ = (,cx~ U,ge). C’est un pro-p-sous-groupe ouvert de GG normalisé par 7, et qui fixe un
voisinage de X” dans X (car e > 1). Par conséquent on a X" = X7 pour tout h € H, . De plus, comme



H ., agit trivialement sur VU pour toute facette o € X7, la formule (2.1.4.2) montre que pour tout X
tel que Vx D VHx~ on a

Vh € Hy , tr(m(hy)vy) = tr(m(7) vy, )-
Soit alors H C Hj , un sous-groupe ouvert normalisé par 7. La formule (2.1.4.3), appliquée & un ¥ qui
contient X" et pour lequel on a V5 D V| donne

& (r()vn) = 0201 = Y (1) (N (7(2), g0 )

oce X

ce qui montre que le terme de gauche est indépendant de H, pourvu que H C H . La fonction y — 0, ()
ainsi définie est constante sur H, 7 et manifestement invariante par conjugaison; elle appartient bien a
COO(GEJI/Z,Z@G.

Revenons au cas général d’un élément v semi-simple régulier et d’ordre premier a ¢ modulo Z. Dans
ce cas, X7 n’est plus nécessairement fini et 'intersection [, ¢y U,§G> n’est plus nécessairement ouverte
dans G. Cependant, fixons op € X7 : nous allons suivre les arguments de Meyer et Solleveld dans [15]

pour prouver ’assertion suivante :

(*) : il existe un pro-p-sous-groupe ouvert distingué H - de PJO tel que
pour tout ¥ conveze fini stable sous Pjo et tout h € Hy , on a t}(ﬁ(h’y)‘v):) = t~r(7r('y)|vz).
Admettons momentanément (*) et supposons H normalisé par v et inclus dans H ,. Choisissons ¥
convexe fini stable sous P(IO tel que Vs D VH. On a donc aussi Vs D V=~ La formule (2.1.4.3) montre
alors que tr(m(7y)yu) est égal & t~r(7r(7)‘vywﬁ) et est donc indépendant de H. La fonction v +— 0, () :=

C

tNr(ﬂ(v)lvH,w) est constante sur H v et donc lisse sur G/ °. Notons qu’on a encore des formules du type

0:(0) = 3“0 e ()t (7)o ) -

o’EXW
pour X, C X7 convenable, par exemple X, = ¥ pour ¥ comme ci-dessus. Si g € G, on voit facilement que

O-(gv9~ ") = Zaengg,l(—1)dim“eg(gvg_1)t~r (77(979_1)|Vuff>) , d’ott Pon déduit que 6, est invariante

par conjugaison, et appartient donc & C® (G, Z,)%.
Reste donc a prouver (*). Soit T le tore centralisateur de . D’apres [13, 9.1] 'ensemble X7 est compact
modulo 'action de T'. Il s’ensuit que 'intersection

T~ ;:Tn( N U§e>>

ceX

est un sous-groupe ouvert de 7. Comme plus haut dans le cas elliptique, on a X*' = X” pour tout
t € Tx ~, et puisque T , agit trivialement sur chaque VU pour o € X7, on en tire pour tout X convexe
I’égalité

Yt € Ty tr(m(ty)vs) = tr(m(7)jvs)-

Supposons de plus ¥ stable sous PUTO. Le sous-espace Vx est alors aussi stable sous PJO et la fonction
g € P+ tr(m(g)|vs) est clairement invariante par conjugaison sous PJ. En d’autres termes on a

Vg € P;LO, vVt € Ty, tNr(ﬂ(gt'yg_l)WE) = tNr(ﬂ('y)WE).
Or il est bien connu que 'application

vy GxT — G

(9,t) — gtyg™!

est ouverte. Il suffit donc de prendre pour H; , n’importe quel sous-groupe ouvert, normalisé par 7, et
tel que Hy 4.y C 9, (P;0 X Ty ~). On trouvera dans [15, Lemma 6.5] un exemple de H -, explicite.
O



(2.1.5) LEMME.— Soit T un groupe fini, P un p-sous-groupe de T', et v € T un élément d’ordre premier
a ¢ qui normalise P. Alors pour toute représentation (w,V') de T', on a ’égalité

fr(yyr) = % S fi(yh).
heP

Preuve. Rappelons que tNr(v‘Vp) = tNr(l—},‘ > hepvh). Ainsi la propriété que l'on veut montrer est
une propriété de linéarité de tr dans un cas bien précis. Notons qu’il suffit de prouver I’énoncé lorsque
I’ est engendré par P et «y, et par conséquent on peut supposer P distingué dans I'. Soit alors P’ C
P un sous-groupe distingué dans I'. Si l'on sait prouver 1’énoncé pour le triplet (I', P’,v) et le triplet
(T'/P',P/P’,~.P’"), alors on I'en déduit immédiatement pour le triplet (T, P,~). Comme un p-groupe est
nilpotent, on voit qu’il suffit de prouver 1’énoncé lorsque P est abélien. Mais alors on a une décomposition
P-équivariante V = VI @ Gax#l V, de V selon les caracteres de P. Comme il est clair que tNr(v‘Vp) =

‘—Iljl > ohep t}(vh‘vp), il nous suffira de prouver que >, . p tr(yhy D v, ) = 0. Décomposons la somme

@ Vi = @ Vi avec Vi = @ Vi

X€EP,x#1 [XIE(P/7),[x]#1 x€elx]

selon les orbites de « dans le dual P de P. Pour une orbite [x] de cardinal > 1, la propriété iv) du lemme
(2.1.3) montre que tr(m(yh)jv,,) = 0 pour tout h. Pour une orbite de cardinal 1, on a

Z tNr(’thX) = tNr(’y‘vx) (Z L(X(h»)

heP heP
et la somme dans le terme de droite est nulle dés que x est non trivial. O

De I’égalité (2.1.4.1), il apparait clairement que si 7/ C , alors Or = Oy +éﬂ/w’- Par contre le domaine
de définition de 6,/ peut étre plus grand que celui de 6,. Par exemple, comme les irréductibles ont des
caracteres centraux, leurs caracteres de Brauer sont définis sur tout élement d’ordre premier a £ modulo
Z(@G). Ainsi on peut définir par linéarité un homomorphisme de groupes abéliens

R(G,Fy) -5 (G, 7\

ol nous avons posé Gy/° := G;f?Z(G) pour alléger les notations.

Par ailleurs, nous noterons aussi R (G, Q,), resp. R$PM(G, Qy), le sous-groupe de R(G, Q) engendré
par les représentations irréductibles Zy-entieres au sens de [30, I1.4], resp. Z-entieres et & caractere central
d’ordre fini et premier & ¢. Le principe de Brauer-Nesbitt [30, I1.5.11.b)], nous fournit un morphisme de
réduction rp : R™(G, Q) — R(G,Fy) (aussi appelé “application de décomposition”).

(2.1.6) PROPOSITION.— Les diagrammes suivants commutent :

R(G,Fy) —2= C=(GSS, 7)) et REY(G,TQy) —=> C(G, Zy)C -

| k L e

C (G, Fy)G —= (G, Fy)C R(G,Fy) —> (G5, Z)©

%

Preuve. Prouvons la commutativité du premier diagramme. Par les caractérisations (2.1.4.1) de 0
et (2.1.2.1) de 0, il suffit de prouver que pour tout élément v € G§/® et tout H normalisé par 7, on
a tr(m(y *x eg)) = re(tr(m(y * ex))), ce qui découle de la propriété i) du lemme (2.1.3). Pour prouver
la commutativité du second diagramme de 1’énoncé, il suffit de partir de 7 irréductible et entiere et de
prouver que pour tout vy, H comme ci-dessus on a tr(7(y * eg)) = tr(rew(y * ex)). Or ceci découle de
la propriété ii) du lemme (2.1.3), & condition que p := v * ey satisfasse une équation p"*' = p avec n
premier a £. Ceci est toujours le cas si le caractere central de 7 est d’ordre fini et premier a /. O



(2.1.7) Eléments non compacts. On peut étendre le caractére de Brauer & certains éléments semi-
simples réguliers v de la maniére suivante. Soit (Pj‘ , P7) la paire de sous-groupes paraboliques opposés
associée a vy, et M., = Pj N P leur composante de Levi commune. Alors v est compact modulo le centre
de M.,. Supposons-le d’ordre premier & £ modulo ce centre. On pose alors

97\'(7) = ém:uY (m) (V)SS

olt rp, désigne le foncteur de Jacquet associé a P, et le signe *° désigne la semisimplifiée. On obtient

ainsi une fonction 6. définie sur ensemble G des semi-simples réguliers v tels que v € M. On

vérifie aisément que cet ensemble est ouvert et stable par conjugaison sous G, et que la fonction 0,
est lisse et invariante sous G. Il résulte alors de [15, Thm 7.4] que si on remplace G§* par G} dans le
premier diagramme de la proposition, alors le diagramme obtenu est encore commutatif. Par contre, le
deuxieme diagramme n’a pas de généralisation intéressante avec cette définition, car les exposants des
Q-représentations “intéressantes” ne sont pas d’ordre fini. Penser par exemple & la représentation de

Steinberg.

(2.1.8) Elements d’ordre divisible par £. Le premier diagramme de la proposition (2.1.6) montre que
le caractere de Brauer détermine la restriction du caractere ordinaire aux éléments d’ordre premier a /.
En fait, comme pour les groupes finis, le caractere de Brauer détermine entierement le caractere ordinaire.
Cela fait intervenir 'analogue suivant de la décomposition unique x = xyzp d’un élément d’ordre fini en
le produit d’un ¢-élément et d’un ¢’-élément commutants.

LEMME.— Soit v un élément compact modulo un sous-groupe fermé central Z de G. Il existe un couple
(ve,ver) d’éléments de G satisfaisant les propriétés suivantes :

=Y = Yeve = Yees

— ¢ est d’ordre fini égal & une puissance de £ dans G/Z,

— e est d’ordre premier a £ modulo Z L
Cette décomposition est unique modulo laction évidente de Z, et l'on a vy¢,ver € Z.().

Preuve. Cela découle de 'existence de décompositions de Jordan p-topologiques pour les éléments
compacts du groupe localement p-profini G/Z, ¢f [20]. O

Soit (7, V) une Fy-représentation de longueur finie, Z un sous-groupe central fermé de G agissant
de maniere semi-simple sur 7 et v € G un élément compact modulo Z. Choisissons une décomposition
v = 7eyer comme ci-dessus. Tout pro-p-sous-groupe ouvert H normalisé par v est encore normalisé par 7,
et yer. De plus, le produit m(vye)jyum(ye)yu est la f-décomposition usuelle de I'automorphisme d’ordre
fini ()| #. On sait dans ces conditions, cf [6, Lemma (17.8)], que

tr(m(y)vu) = tr(m(ye ) jvn.

Si ver est régulier, on en déduit 0,(y) = 6.(ye). Néanmoins, en général v, n’est pas nécessairement
régulier. Cependant, supposons H assez petit pour que Hy C G°® et pour que 6, soit constant sur
H~. Pour tout h € H N Zg(vy), on a (vh)e = veh. Choisissons h tel que 7y h soit régulier. On a alors
Ox(7) = 0x(vh) = Ox(yerh). Ceci montre que (0r)ge= est déterminé par sa restriction (QW)‘GE;S. Plus
précisément on a prouvé : '

PROPOSITION.— Soit x € R(G,Fy). Si la restriction de 0, a G%, resp. a GSI°, resp. a G, est nulle,
alors il en est de méme de sa restriction & G™, resp. a G, resp. ¢ G,

Voici maintenant deux propriétés classiques des caracteres de Brauer des groupes finis :
— Injectivité : application 6 : R(G,Fy) — C(Gpr,Z)C est injective.
— Surjectivité : soit x € R(G,F,), prolongeons 6, & G en posant 0, (9) := ém(gg/). Alors la fonction
obtenue est le caractere d'un élément & € R(G, Q).
Ces propriétés s’étendent facilement & un groupe p-adique compact modulo son centre, bien que notre
caractere de Brauer ne soit défini que sur les éléments réguliers. Cela découle en effet de la densité des
élements réguliers, ¢f la preuve du théoreme (1.2.3).

10



Pour un groupe réductif p-adique G plus général, il résulte de [29] que pour ¢ assez grand, le caractere
de Brauer 6 étendu & tout G™ comme plus haut définit une injection de R(G,F,) dans C*°(G%,Zy). Les
seules conditions explicites données dans loc. cit. sont £ > n, pour G = GL,,(K) ou SL,(K).

Néanmoins, que ce soit pour linjectivité ou la surjectivité, il parait plus utile d’obtenir un analogue
modulaire de [12].

(2.1.9) QUESTION.— Soit R (G, Fy) le sous-groupe de R(G, F;) engendré par les induites paraboliques
propres.

i) A-t-on ker (9~|G231 ®Q) =Ri(G,F)@Q?

ii) Soit 7 € R(G,Fy) et 0, le prolongement & G de 6, défini par

O ('Y) = éw (W’h)

ouh € Zg(y)NHy est tel que v h soit régulier. Est-ce que 0, est la restriction & G!' du caractere
d’un élément de R(G,Q,) ?

Concernant le point i), on vérifie en effet facilement, et par les mémes arguments que pour le ca-
ractere ordinaire [21], que le caractere de Brauer d’une induite parabolique propre est nul sur les éléments
elliptiques.

Une réponse a ces deux questions permettrait par exemple d’en déduire la surjectivité de la réduction
de Brauer-Nesbitt r,. Dans les paragraphes suivants, nous répondrons affirmativement a ces deux questions
dans le cas de G = GL4(K). Contrairement aux arguments d’analyse harmonique de Kazhdan dans [12],
nous utiliserons les résultats de classification des représentations de M.-F. Vignéras.

2.2 Représentations de GL,(K). Classifications de Vignéras et Zelevinsky

Dans ce paragraphe nous rappelons 1’énoncé de classification des représentations lisses irréductibles de
G4 = GL4(K) di & Zelevinsky lorsque les coefficients sont Q, et & Vignéras lorsque les coefficients sont
Fy. Nous en déduisons facilement que ’homomorphisme de réduction 7y : R (Gy,Q,) — R(Gq,Fy)
est surjectif, ce qui sera crucial pour définir LJg, au prochain paragraphe. Au passage, nous prouvons
quelques propriétés des représentations de Speh et “superSpeh”, qui seront utilisées pour la définition de
#JLg,. Dans ce qui suit, la lettre C' désignera le corps Fy ou le corps Q,. Les représentations irréductibles
considérées sont a coefficients dans C' sauf précision contraire.

(2.2.1) Modéles de Whittaker et dérivées. Fixons un caractére non trivial ¢ : K — ZZ. A toute
partition A = (A\; = Ay > -+ = \;) € A(d) de d est alors associé un Z,-caractere 1y du sous-groupe
unipotent maximal supérieur Uy de G4, qui induit a son tour un caractere a valeurs dans C, encore noté
¥y, cf. [25, V.5]. Pour une C-représentation = de G4, on définit

A(m) :={X € A(d), mg x := dim (Homg, (7, %)) # 0} .

Par réciprocité de Frobenius tout morphisme ¢ € Homy, (7, ) induit un morphisme 7 — Indg: ()
qui, s’il est injectif, est appelé A-modele de Whittaker. Rappelons que lorsque 7 est irréductible et (d) €
A(m), on dit que 7 est “générique” ou encore “non dégénérée”. On sait alors [30, I11.5.10.3)] que my (q) = 1;
c’est I'unicité du modele de Whittaker.

Plus généralement, munissons ’ensemble A(d) de l'ordre partiel défini par A > X si et seulement si
Vi=1,---,t, > 1 Nj =375 Nj. La théorie des dérivées de Gelfand-Kazhdan montre alors [25, V.5] que
pour toute T irréductible, l'ensemble A(w) admet un plus grand élément, que l’on notera A,. Concrétement,
la partition A est donnée par les plus grandes dérivées successives. Plus précisément, A ; est 'ordre de
la plus grand dérivée de m, A; 2 = )‘ﬂ“mlh est celui de la dérivée 7=1) qui est une représentation de
Gdf,\ﬂ,l, etc.

Notons que, comme dans larticle de Zelevinsky [31] sur les représentations complexes, une fois prouvé
le théoreme de classification (rappelé plus bas), on en déduit [25, V.12] que le A, -modéle de Whittaker est
unique, i.e. mq . = 1.
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(2.2.2) Dérivées et induites paraboliques. Pour définir les induites paraboliques normalisées, il nous
faut choisir une racine carrée de ¢ dans Z,. Comme d’habitude, pour 7; une représentation de Gg,,
i =1,---,t, on note m; X My X --- X 7 I'induite normalisée de la représentation m ® 73 ® - -+ ® 7 du
sous-groupe de Levi diagonal par blocs G4, X - - - X G4, de G4, +...+4,, le long du parabolique triangulaire
par blocs supérieur correspondant, noté Py, ... 4,.

La formule “de Leibniz” pour la dérivée d’une induite parabolique [30, ITI.1.10] montre que la partition
Amy + Ay + -+ Ar, € A(dy + -+ -+ di) est le plus grand élément de ’ensemble A(my X -+ X 7¢) et que
de plus, on & Mo, ... xmy Ay +Any ++Ar, — 1 sl 100 sait que chaque mr, 5, vaut 1.

(2.2.3) Segments (super)cuspidauz et représentations (super)Speh. Pour tout d, la lettre v désignera
le caractere g — ¢~ Valkodet(@) de G4 A valeurs dans Z; . Un C-segment (super)cuspidal est une paire A =
(m,7) formée d’une C-représentation irréductible (super)cuspidale de G4 et d’un entier positif . Comme la
seule dérivée non nulle de 7 est (9, la formule de Leibniz montre que I'ensemble A(7x 7w x - - - x 7" 1) est
formé de d-partitions de dr, i.e. dont les entrées sont divisibles par d. L’élément minimal de cet ensemble
est la partition (d)) := (d,d,- - -, d).

Lorsque C' = Q,, ou plus généralement lorsque les 72* sont deux & deux non isomorphes, on montre
facilement que Iinduite 7 x v x --- x 7"~ posseéde une unique sous-représentation irréductible, que
nous noterons d, (7). Parmi les sous-quotients irréducibles de cette induite, elle est caractérisée par 'une
ou 'autre des propriétés suivantes :

ml) Son module de Jacquet est donné par rp, , . ,(0-(7)) e @mt

m2) Sa partition de Whittaker est donnée par A5, (r) = (d,d,---,d).

Lorsque C = Fy, il n’y a pas de définition aussi simple de 6,(7), et 'auteur n’en connait pas qui
n’utilise pas la théorie des types. La définition de [25, V.9.1] n’est pas tout & fait correcte car la propriété
ml) ci-dessus ne suffit pas toujours & isoler une unique représentation. Cependant, en réordonnant les
arguments de loc. cit., on aboutit a la définition suivante, dont 1’énoncé a été adapté a 1'usage que nous
ferons de ces représentations par la suite.

On rappelle auparavant [30, 111.5.10.2] que toute F,-représentation cuspidale ™ admet un relévement
7 a Q,, c’est-a-dire une Q,-représentation contenant un Z,G-sous-module de type fini w générateur, dont
la réduction w ®z, Fy est isomorphe & 7.

PROPOSITION.— Soient m et @ comme ci-dessus. La représentation 0,(7) est entiére. Sa réduction
re(0, (7)) est irréductible, satisfait les propriétés m1) et m2) ci-dessus, et est indépendante, & isomorphisme
pres, du choix de 7.

Preuve. La représentation §,(7) est entiére, comme toute représentation dont le support cuspidal
est formé de représentations entieres, c¢f. [30, 11.4.14]. La propriété m2) de 6,(7) et la compatibilité
des dérivées (exactes) & la réduction mod ¢ impliquent que A(d, (7)) = {(d,---,d)}. Comme on a aussi
M, (7),(d,-,d) = 1, il s’ensuit que r;(6,(7)) est irréductible (et méme sa restriction au sous-groupe mi-
rabolique est irréductible). Elle vérifie bien m2), et vérifie aussi m1) par compatibilité des foncteurs de
Jacquet (exacts) avec la réduction modulo £. Il reste a voir que r¢(, (7)) est indépendante des choix.

Choisissons un F,-type simple (J°, \) contenu dans 'induite 7 x --- x 7" ~%, ¢f. [30, Lemme 5.12] ott
la notation (J2,, \,,) est utilisée. On sait [30, I11.4.20, 4.29] qu’il existe un relevement X de A & Q, tel que
le Q,-type simple (J°, 5\) soit contenu dans 7 x --- x 7"~ !. Fixons un Z,-réseau stable Az, dans A, et
notons H(G, Az,) son algebre de Hecke. Dans [30, II1.5.6-5.7] est construite une famille d’isomorphismes
“canoniques”

(2.2.3.1) Hz (6,,¢) = H(G,)Ng,)
depuis ’algebre de Hecke affine étendue de type A4 spécialisée en une certaine puissance ¢’ de ¢. Ces

isomorphismes sont des versions entieres de ceux de Bushnell-Kutzko [5, (5.6.6)]. Rappelons que I'on a
une décomposition en produit tensoriel de Zg-modules

/Hzg(ér,ql) = ’HZE(GT,(]/) ®z, Z@[Xlil, .- -,X;tl] =1 ®z, A

oll H° est la sous-algebre de Hecke de type A,_1 et A est une sous-algebre commutative.
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La théorie de Bushnell et Kutzko nous dit que M := Hom o (X, 8,(7)) est un (G, X)-module simple [5,
Thm. (7.5.7)], et que sa restriction & A est déterminée par rp, . ,(0,(7)) = 7@ 7Fv®---@ 7w~ [5, Thms.
(7.6.1),(7.6.20)]. En particulier, M est un caractere dont la restriction & A est donnée par X; — ¢'~'t ot

te ZZ dépend de la normalisation de I'isomorphisme (2.2.3.1). Il s’ensuit que la restriction & H° doit étre
le caractere “trivial” e,, — ¢"(*) et que la restriction & H(G, )‘Z;) est & valeurs entieres.

Par réduction modulo ¢, on constate que M := Hom jo (A, 7¢(0,(7))) # 0. Il résulte alors de la propriété
de “quasi-projectivité” de indS. (\) que M est un module simple sur H(G, A) [30, Thm IV.2.5, 3)], donc
nécessairement égal a (M) Ainsi, la restriction de M & A est déterminée par T @ TV ® --- @ T L et
sa restriction & H? est le caractere “trivial”. Ceci détermine entierement M, et & nouveau par [30, Thm
IV.2.5, 3)], cela détermine aussi r¢(d,(7)) qui est donc bien indépendante de 7.

O

DEFINITION.— Nous noterons 0,(w) := re(0,(7)) “la” représentation donnée par la proposition ci-
dessus. Une telle représentation sera appelée une représentation de Speh ou représentation superSpeh
selon que w est cuspidale ou supercuspidale.

REMARQUE.— Il devrait étre possible d’écrire §,(m) comme image d’un opérateur d’entrelacement
“explicite” "l x T2 X oo x T — 7w x -+ x /"~ Mais 'auteur n’a pas été capable d’écrire un
tel opérateur lorsque les m* ne sont pas deux & deux distincts. La définition ci-dessus a ’inconvénient
minime de ne définir en fait qu’une classe d’isomorphisme de représentations irréductibles. Cependant, on
peut aussi définir §,(7) comme “unique sous-représentation irréductible de m x v --- x 7" ! vérifiant
une certaine condition”. Pour exprimer la condition, on utilise un foncteur kmax convenable, comme dans
[19, Sec. 5] et [17]. Un tel foncteur est exact, & valeurs dans les représentations d’'un GLg (k) avec &’
fini. La condition est alors que kmax(0-(7)) contient (et méme est égal &) la sous-représentation définie
explicitement par James comme image d’un opérateur d’entrelacement explicite, ¢f. [30, I11.2.4] ou cette
représentation est notée S(o, (m)).

Notons que la représentation d, () vérifie bien les propriétés m1) et m2) ci-dessus, mais n’est générale-
ment caractérisée par aucune des deux. Cependant, une fois prouvé le théoreme de classification ci-dessous,
il apparait que ces deux conditions caractérisent d,. (7). Par ailleurs, on vérifie aisément que la d-eéme dérivée
est donnée par 8, (m)@ ~ §,_1(7) et que M6, (1) As, () = 1-

(2.2.4) Réduction et relévements. Nous adoptons et extrapolons la terminologie de Vignéras. Nous
dirons qu'une Q,-représentation est
L-entiére si elle admet un réseau stable comme dans [30, I1.4].
{-irréductible si elle est f-entiere et si la réduction de tout réseau stable est irréductible.
{-supercuspidale si elle est f-irréductible et de réduction supercuspidale.
{-superSpeh si elle est ¢-irréductible de réduction superSpeh.
congrue & une autre représentation (modulo £), si les deux représentations sont f-entieres et leurs
réductions semi-simplifiées sont isomorphes.
strictement congrue a une autre représentation, si elle lui est congrue et si leurs caracteres centraux
coincident sur la matrice diagonale w.ly, ou I; désigne la matrice identité de taille d.
Concernant les représentations supercuspidales, on sait que :

i) Une Fy-représentation cuspidale se releve & Q, et tout relevement est supercuspidal, [30, 111.5.10.2)].

ii) Une Q,-représentation supercuspidale 7 est (-entiere si et seulement si son caractére central est
L-entier. Dans ce cas, 7 est {-irréductible, [30, IT1.1.1.d)], et on a les propriétés suivantes, [27, 2.3] :

(a) le nombre m(w) de représentations strictement congrues & 7 est inférieur & la plus grande

puissance de £ divisant le nombre a(7) := %(qt(”) — 1) dans lequel ¢(7) désigne le nombre de

caracteres non ramifiés ¢ : K* — @Z tels que ™~ 7 ® (1 o det).

(b) 7 est f-supercuspidale si et seulement si I'inégalité précédente est une égalité.

LEMME.— Toutes les propriétés précédentes sont vraies en remplacant partout (super)cuspidale par
(super)Speh.
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Preuve. i) Par définition, une représentation de Speh se releve, cf. proposition (2.2.3). Vérifions que
ses relevements sont tous des représentations de Speh. Soit ¢ un relevement de 6 = §,.(w). Posant d’' = d/r,
on voit que rp, ,(d) est un relevement de 7 @ v ® - - - ® 7"~ L. Or, par exactitude des dérivées, on a

A(d) = A(n) = {(d',d,---,d)}. Le parametre de Zelevinsky de 6 est donc un segment, donc o est une
représentation de Speh.

ii) Pour le préambule de la propriété ii), partons de § = §,(7) une Q,-représentation de Speh. On sait
qu’elle est f-entiere si et seulement si son support cuspidal I'est donc si et seulement si 7 est f-entiere.
On vérifie aisément que cela équivaut a ce que son caractere central soit f-entier. Dans ce cas, d’apres la
proposition (2.2.3), sa réduction est irréductible, égale par définition a 6, (7) ou 7 est la réduction de 7.

Passons aux propriétés ii)(a) et ii)(b). Gardons les notations ci-dessus, et soit ¢’ une représentation ¢-
entiere de méme réduction que 6. Par le point i), il existe une Q,-représentation 7/ cuspidale enticre de Gy Ir
telle que &' = 4,.(7"). Par la propriété m1) d’une représentation de Speh, 7’ est uniquement déterminée par
&' et est congrue & w. On obtient de la sorte une injection de I’ensemble des représentations congrues & §
dans celui des représentations congrues & w. D’apres la proposition (2.2.3), ¢’est méme une bijection. Par
Pégalité §(wly) = ﬂ'(wld/)Tq_d/T(T_l)p, on en déduit une bijection entre I’ensemble des représentations
strictement congrues & § et ’ensemble des représentations n’ congrues a 7 vérifiant w(wly)" = 7' (wly)".
Notons que cette derniere condition, jointe a la congruence m(wly) = 7' (wly)[¢] équivaut a la condition
ﬂ'(wld)éme(r) = W'(wld)émg(r). 1l s’ensuit que m(8) = £+ m(r).

Par ailleurs, comme 6§, (7 ® (¢ o det)) = 6,.(7) ® (¢ o det), on a t(§) = t(n).

Notons [n]e := £"*¢(") la plus grande puissance de ¢ divisant I'entier n. On a obtenu I'inégalité

m(8)) = [rlem(r) < [rle [%(th) _ 1>L - [%W _ 1)]

avec égalité si et seulement si 7 est ¢-supercuspidale, donc si et seulement si § est f-superSpeh. |

14

(2.2.5) Classification. Un multi-C-segment (super)cuspidal est un multi-ensemble de C-segments
(super)cuspidaux, i.e. un ensemble de C-segments avec multiplicités, ou en termes plus rigoureux, un
élément du monoide libre de base ’ensemble des C-segments au sens ci-dessus. Soit a = {(m;, 1), =
1,---,t} un multi-segment supercuspidal, ol 7; est une supercuspidale de Gg4,. Il détermine une partition
Ao = (dgrl) +-+ d§”>) de lentier d(a) := ridy + - - - + 1:ds, que nous appellerons “longueur” de a .

Notons 7(a) := 6, (m1) X+ - - Xy, (7¢), qui est une représentation de G4y, induite depuis le parabolique
standard associée & la partition transposée de A,. L’ensemble A(7(a)) a pour plus grand élément A, et on
a Mr(q),n, = 1. Par conséquent la représentation m(a) possede un unique sous-quotient irréductible (a)
tel que gy = Aq-

Le théoreme de classification affirme que

Uapplication a — {a) induit une bijection de l’ensemble des multi-C'-segments supercuspidauz de
longueur d sur l’ensemble Irrc (Gq).

Lorsque C' = Q, c’est[31, (6.1).d)], et lorsque C' = Fy, c’est [25, V.12] ou [17]. Notons que la définition
originale de a et w(a) dans [31, Thm (6.1).a)] coincide bien avec celle ci-dessus en vertu de [31, Thm (8.1)].

(2.2.6) PrROPOSITION.— Soit G = GL4(K) et C = Fy ou Q,. Notons R;(G,C) le sous-groupe de
R(G,C) engendré par les représentations induites paraboliques propres et Ra(G,C) celui engendré par
les représentations superSpeh. On a une décomposition

R(G,C) =R;(G,C) & Ra(G, C).

Preuve. Pour une partition A de n, notons R(G,C)<x le sous-groupe de R(G,C) engendré par les
classes de représentations irréductibles 7w telles que A < A. Soit 7 une telle représentation et a le mul-
tisegment associée par le théoréme de classification rappelé ci-dessus. On a donc m = (a). Si 7 n’est pas
superSpeh, alors la représentation m(a) est induite parabolique propre, et par construction on a

7] = [(@)] € [r(@)] + Y R(G,C)<n.

N <A
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On en déduit que

R(G,C)<x C Ra(G,C)+ Ri(G,C) + Y R(G,C)en-

A <A

Puisque R(G,A) <1y C Ra(G, ), et puisque I'ensemble des partitions est fini, il vient par récurrence
I’égalité
(2.2.6.1) R(G,C) =R1(G,C) + Ra(G,C).
Reste & voir que R (G, C)NRA(G,C) = {0}. Pour cela, il suffit de voir que R;(G, C) est engendré par les
représentations m(a) associées aux multisegments a contenant au moins deux segments. Or, par récurrence
sur d, 'égalité (2.2.6.1) implique la suivante

Ri(G,C) = Y i (Ra(M,C)).
M<G

Ici, M décrit les sous-groupes de Levi diagonaux par blocs et zfd désigne I'induction parabolique normalisée
le long du parabolique supérieur. Mais si § = 1 ® -+ ® §, est une représentation superSpeh de M =
Gay X -+ x Ggq,, avec §; = 6,,(m;), alors [i§;(0)] = [7(a)] pour a = {(mi,r:),i=1,---,7}.

O

(2.2.7) COROLLAIRE.— Pour le groupe G = GL4(K), le morphisme de réduction de Brauer-Nesbitt
re : RO(G,Qp) — R(G,Fy) est surjectif.

Preuve. Comme I'induction parabolique commute a 7, une récurrence sur d nous ramene a prouver que
Ra(G,Fe) est dans 'image de ry, ce qui découle de la définition (2.2.3) des représentations superSpeh.. [

2.3 Représentations de D*

Ici D désigne une algebre & division de centre K et de dimension d2. Le groupe D> étant compact
modulo son centre, certaines propriétés des groupes finis s’y étendent facilement.

(2.3.1) PROPOSITION.— i) L’homomorphisme 0 : R(D*,Fy) — C>°(DN, Z)P” est injectif.
it) Toute Fg—regrésentation irréductible se releve a Qy. En particulier, ’homorphisme de réduction
re: R(D*, Q) — R(D*,Fy) est surjectif.

Preuve. i) Soit z € ker(f). Comme les Fy-représentations lisses irréductibles de D* sont d’image
finie, I’élément = est l'inflation d’une représentation virtuelle y d’'un quotient fini D*/H de D* par un
pro-p-groupe. Les éléments elliptiques étant denses dans D>, la projection induit une surjection de DZ,“
sur 'ensemble des éléments d’ordre premier & ¢ de D*/H. Ainsi le caractére de Brauer (usuel) de y est
nul, et par conséquent y = 0 (voir par exemple [6, Cor. (17.10)]). Donc « = 0 aussi.

ii) C’est le théoreme de Fong-Swan appliqué aux quotients finis de D>, lesquels sont tous résolubles. [

Dans la proposition ci-dessous, on utilise la méme terminologie que celle du paragraphe (2.2.4), sauf
les notions de ¢-supercuspidales et /-superSpeh, qui n’ont guere d’intérét ici. En particulier, on sait que
p € Irg, (D*) est L-entiere si et seulement si son caractere central I’est, et dans ce cas, on note

— t(p) le nombre de caractéres ¢ : K* —» @; tels que p ~ p ® (¢ o Nrd).
— m(p) le nombre de représentations irréductibles qui sont strictement congrues & p.

- alp) = g (a" - 1),
2.3.2) PROPOSITION.— Soit p € Irrz (D*) £-entiére. Alors m(p) est inférieur a la plus grande
Q
puissance de € qui divise a(p), et lui est égal si et seulement si p est L-irréductible.

Preuve. Nous adaptons a D* les arguments de Vignéras pour les représentations du groupe de Weil
de K. On peut supposer, quitte a tordre par un caractere non ramifié, que le caractere central de p est
trivial sur I'uniformisante @, i.e. que p est une représentation de D* /w?. On a alors une filtration

(1+wOp) C OF c D* /"
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de quotients successifs isomorphes a qud et Z/dZ, 'action de ce dernier sur le précédent étant donnée par
le Frobenius.

Soit 7 un facteur irréductible de pj1 450, et N, le normalisateur de la classe d’isomorphisme de 7
dans D* /w?. Comme 1+ @wOp est un pro-p-groupe, la dimension de 7 est une puissance de p. Comme
un p-Sylow de N./(1 + @wOp) est cyclique 'argument de [23, Lemme 1.19] montre que 7 admet un

Z
prolongement 7 & N,. Puis la théorie de Clifford dit que l'induite (7) := indﬁTX /= (7) est irréductible, et
qu’il existe une représentation irréductible pg de D* /(w?(1 + wOp)) = qud X Z/dZ, ne dépendant que
du choix de 7, telle que
p =~ i(7) & po.
Toujours par la théorie de Clifford, la représentation pg est de la forme

Nind]P‘quxZ/dZ )
PO = MCpx 74z \X

q
ot e = dim(pg) et x est un caractere linéaire de qud x eZ/d7Z. Notons que y est alors primitif au sens ot
il ne se prolonge pas a qud x €'7/dZ pour €|e.

Par définition, l'entier ¢(p) est le nombre de caracteres ¢ de Z/dZ tels que pyp ~ p. Ceci équivaut
a po¥ =~ po, et comme (po)“qud est de multiplicité 1, cela équivaut encore & x.¢|cz/qz = X- On a donc

t(p) = ¢ = dim(p).
Analysons maintenant la réduction r¢(p). Cette derniere est de la forme

re(p) = 1e(i(7)) @ 7e(po)-

Remarquons maintenant que, puisque 7 est une Q,-représentation irréducible d’un p-groupe, sa réduction

modulo £ est aussi irréductible, de méme normalisateur N,,;) = N.. Il s’ensuit que i(7) est aussi ¢-
F*, xZ/dZ

. ’ . —_ 1 q

irréducible, donc la longueur de 74(p) est celle de r¢(po) = lnd]Fquer/dZ

plus nécessairement primitif. Soit € 'unique diviseur de e tel que ryx se prolonge en un caractere primitif

de qud x eZ/dZ. Alors

(re(x)). Le caractere rpx n’est

| FXxZfdT
re(po) = ZlndFdeéZ/dZ (X)

)2 q

ou la somme porte sur les prolongements x de ryx a qud x €Z/dZ. Ces prolongements sont en bijection
avec les caractéres de €Z/eZ, donc la longueur de ry(p) est e/e. En particulier, p est ¢-irréductible si et
seulement si rpx est primitif.

Soit maintenant p’ strictement congrue & p. La restriction au pro-p-groupe 1+wOp contient nécessairement
7 et 'on peut donc écrire p’ sous la forme

. , , . Fxz/dz
p ~i(T) ® py, avec py ind_%
d

q

/
wez/dz \ X /-

Ici ¥’ n’est bien-stir pas unique, mais on peut le choisir £-congruent a x. Il est alors unique si et seulement
FX, %Z/dZ
si rgx est primitif. De plus, dans ce dernier cas toute représentation de la forme inquj 9ol d. (x') avec x’
d

q
{-congruent & x est irréductible. On a donc obtenu

m(p) < m(x) avec égalité si et seulement si rypx est primitif.

Il est clair que m(x) est la plus grand puissance de ¢ divisant 'ordre de I’abélianisé de qud x eZ/dZ. Or

cet abélianisé est isomorphe a IFqu x eZ/dZ (le morphisme quotient étant induit par la norme) et son ordre
est bien (¢ — 1)d/e. O

La preuve ci-dessus montre le résultat suivant, analogue de [23, 1.20].
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(2.3.3) PROPOSITION.— Soit p une Q,-représentation irréductible £-entiere de D*. Il existe une F-
représentation irréductible p de D* et un entier r tels que

relp]) = 17+ o)+ -+ + [ ]

ot v désigne le caractére g — ¢v1oNrd(9)

3 Correspondances /-modulaires

Nous reprenouns les notations de 'introduction. En particulier G désigne le groupe GL4(K) et D une
algebre & division de centre K et de dimension d?.

3.1 Preuve des énoncés principaux

(3.1.1) Langlands-Jacquet classique et intégralité. On rappelle que LJ@ est I'unique fleche rendant
commutatif le diagramme suivant

(3.1.1.1) C2(G, Q)% — (D!, Q)P

et que cette fleche envoie une irréductible 7 sur 0 ou sur £[p] pour une irréductible p de D*. Identifions les
deux centres Z(G) et Z(D*) & K*. Comme leur action & droite (ou a gauche) préserve les lieux elliptiques
respectifs, on voit que m et p ont des caracteres centraux égaux. Or, si 7 est f-entiere, en particulier son
caractere central est a valeurs dans Z,. Comme une représentation irréductible de D* est entiere si et
seulement si son caractere central 'est, il s’ensuit que LJ@ envoie Rent(G,@g) dans Rent(DX,@g).

(3.1.2) Preuve du théoréme (1.2.3). Montrons l'existence d’un unique morphisme LJz, rendant
commutatif le second diagramme de I’énoncé du théoréme. L’unicité résulte de la surjectivité de r§ du
corollaire (2.2.7). Pour I'existence, toujours grace & cette surjectivité, il suffit de prouver que ker (rf) -
ker (rP o LJg,). Soit donc @ € ker (r$). D’apres le second diagramme de la proposition (2.1.6), on a

9Z|G2}1 = 0. On en déduit que ¢ = 0. D’apres le i) de la proposition (2.3.1) on a

rP* (Lig, (2)) = GLJ@, (z)|D(é}l
bien 7P (Lig,(z)) =0.

La commutativité du premier diagramme de I’énoncé du théoreme découle maintenant de celle du
diagramme (3.1.1.1) et de celle du second diagramme de la proposition (2.1.6). Enfin, le fait que ce
premier diagramme suffise a caractériser LJg, provient a nouveau de I'injectivité de - (|

(3.1.3) Jacquet-Langlands classique et réduction mod €. Les propriétés caractéristiques de 1’appli-
cation JL@E : Irr@g (D*) — Irr@g (G) rappelées au paragraphe (1.1.3) font de son prolongement par
linéarité, que nous noterons encore JL@E, une section remarquable de Lig, - Comme les Q,-représentations
irréductibles de la “série discrete” de G — i.e. les représentations de Steinberg généralisées — sont (-entieres
si et seulement si leur caractére central ’est, on voit que 'application JL@[ envoie une représentation
entiére sur une représentation entiere. Par contre, 'exemple suivant montre que la section JL@ de LJ@[
n’est pas compatible a la réduction modulo /.

EXEMPLE.— Soit K = Q5, { =3 et d = 2, et soit x : IF;Z — @; un caractere d’ordre 3. Il se prolonge
a un caractere de O Z(D>) qui par induction fournit une Qs-représentation irréductible p de dimension
2 de D*. Cette représentation est évidemment congrue modulo 3 a 'induite du caractere trivial, laquelle
se décompose en la somme directe du caractere trivial 1 et du caracteére “signe” € de D*. Or on a

ILg, ([o] = 1] = [e]) = [x] — [St] - [e @ St]
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ou St désigne la représentation de Steinberg et m désigne une représentation supercuspidale de réduction
unipotente, ¢f [30, Ex. IL.11.1]. La réduction modulo £ du terme de droite est égale & —[Ind%(1)] et n’est
donc pas nulle.

Dans ce méme exemple, on voit qu’il n’existe pas de section de LJg, envoyant les irréductibles sur des
irréductibles. En effet, la seule représentation 7 € Irrg, (G) telle que LJg [7] = £[1px] est la représentation
triviale 7 = 1. Or on a LJg [lg] = —[1px]. Le théoreme suivant permet néanmoins d’exhiber en toute
généralité une section de LJz, envoyant les irréductibles sur des irréductibles au signe pres.

(3.1.4) THEOREME.— L homomorphisme LIz, est surjectif, et son noyau est R;(G, Fy). Il envoie la
classe d’une représentation superSpeh de G sur celle d’une irréductible de D> au signe pres, induisant
une bijection

{Fy-représentations superSpeh de G} —s {Fy-représentations irréductibles de D*}.

Notons que la surjectivité de LIz, découle de celle de LJ@ et du point ii) de la proposition (2.3.1).

On a aussi déja remarqué que R (G, F,) est inclus dans le noyau de LJ@[ La proposition suivante est une
étape importante de la preuve du théoreme.

(3.1.5) PROPOSITION.— Soit 7 une Q,-représentation superSpeh (-enti¢re de G. Notons p = |LJg, ()]

sa correspondante dans Irr@[ (D*). Alors 7 est L-superSpeh si et seulement si p est £-irréductible.

Preuve. La preuve est trés clairement inspirée de celle du lemme 2.3.a) de [26]. En effet, si 7’ est
congrue & 7, et si p’ désigne sa correspondante, alors le deuxiéme diagramme du théoréme (1.2.3) montre
que p’ est congrue & p. Utilisant les notations du paragraphe (2.2.4), on en déduit I'inégalité m(mw) < m(p).
Par ailleurs, la correspondance de Jacquet-Langlands étant compatible a la torsion par les caracteres, on
a t(m) = t(p) et donc a(w) = a(p).

Supposons alors que 7 est (-supercuspidale. D’apres le lemme (2.2.4), on a m(w) = £"2(@(M) Grace a
la proposition (2.3.2), on en déduit que m(p) = £"*1¢(@(P))  puis que p est f-irréductible.

Il s’ensuit que LJp, envoie les superSpeh sur des irréductibles de D*. Par ailleurs on sait que la
restriction de LIz, a RA(G,TFy) est surjective, puisque L]z, est surjective et nulle sur Ri(G,A). On en
déduit que I'application

— ILJg, | —
(3.1.5.1) {F¢-repr. superSpeh de G} — {Fs-repr. irréductibles de D*}

est surjective.

Revenons maintenant a la représentation = de 1’énoncé et supposons que p est ¢-irréductible. De ce
qui précede, on déduit que 7 est congrue a une représentation /-superSpeh. La caractérisation du lemme
(2.2.4) montre alors que 7 elle-méme est ¢-superSpeh. O

Fin de la preuve du théoréme (3.1.4). Vue la preuve de la proposition précédente, il reste a établir
I'injectivité de (3.1.5.1). Cela revient a montrer que deux Q,-représentations ¢-superSpeh dont les corres-
pondantes p et p’ sont congrues, sont elle méme congrues. Mais cela découle & nouveau des criteres du

lemme (2.2.4) et de la proposition (2.3.2). O

Avant de passer a la preuve du théoréme (1.2.4), signalons les deux corollaires suivants du théoreme
(3.1.4), qui ne concernent que le groupe G, mais que 'auteur ne sait pas prouver directement.

3.1.6) COROLLAIRE.— Le noyau de la restriction O)qen : R(G,F¢) — C®(GM, Z)C du caractére de
|G 14
[/

Braver 0 auz éléments elliptiques (d’ordre premier o 0) est exactement Ry(G,Fy).

(3.1.7) COROLLAIRE.— La question (2.1.9) ii) a une réponse affirmative pour G = GLq(K).
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(3.1.8) Preuve du théoréme (1.2.4). Notons *JLg, l'inverse de la bijection du théoreme (3.1.4). D’apres
ce théoreme, *JLg, vérifie bien les deux propriétés annoncées dans I'énoncé du théoreme (1.2.4), et est
uniquement déterminée par ces propriétés.

Le reste de I’énoncé du théoreme (1.2.4) découle du diagramme suivant.

{Q,-repr. irréductibles de D* P <— {@e -repr. de Speh de G}

{Q,-repr. f-irréductibles de DX} T {@e repr. ¢-superSpeh de G}

{Fy-repr. irréductibles de D*} <ZJ% {F-repr. superSpeh de G}
Q¢

Dans ce diagramme, la bijection du haut vient simplement de ce que I'involution Zg Q. induit une bijection
entre séries discretes et représentations de Speh. L’inverse de la bijection du haut est donnée par |LJQ |
Le fait que cette bijection induise la bijection du milieu découle alors de la proposition (3.1.5). La com-
mutativité du carré du bas provient enfin de la définition de *JLg, comme inverse de |JLz, |, laquelle est
induite par [LJg, | via la réduction modulo ¢ d’apres le théoreme (1.2.3). O

(3.1.9) Preuve du corollaire (1.2.5). Nous rappelons d’abord 1’énoncé de la correspondance de Lan-
glands modulo ¢ pour GL4(K), di & Vignéras [26, 1.8]. Comme dans le cas ¢-adique ou complexe,
la correspondance est établie en deux temps. D’abord pour les (super)cuspidales, puis pour les autres
représentations a partir de la classification. Il s’avere que pour rendre a la correspondance une certaine
compatibilité a la réduction modulo ¢, il faut la composer avec 'involution de Zelevinsky. Notons donc

¢ =% o Z cette composée et appelons-la “correspondance de Zelevinski sur Q,”. Rappelons que

Q, Qe _

son image est I’ ensemble Rep%e (WD) des classes d’isomorphisme de Q,-représentation de Weil-Deligne

T =(7%,N) de dimension d. Une telle représentation est dite entiere si sa partie semi-simple ’est. On

sait alors que TQ et O'@ respectent les représentations entieres. On dispose d’une application de réduction
£

modulo ¢ ‘

Ry : Rep%g(WDK)e“t — Rep%[ (WDg)

qui sur la partie semi-simple est donnée par ry. Cette application est jugée évidente dans [26, 1.8], mais
on pourra en trouver une construction dans [7, 4.1.8]. Parallélement on a une application

Jy Irr@[ (Gq) — Irrg, (Ga)

qui envoie une représentation f-entiere m sur I'unique constituent T de rpm qui vérifie A, = Az D’apres
[25, Thm V.12], cette application est surjective. Le théoréme principal de [26] dit alors :

THEOREME.— Il existe une bijection

7« Iirg, (GLa(K)) — Repg, (W Dk)

uniquement déterminée par la propriété 7‘ oJy=RyorSl

Q°

La correspondance de Langlands-Vignéras est alors définie par ag = 7' o Zg,.

Dans I’énoncé du corollaire (1.2.5), nous avons défini £ := & oJLz = < oZJL— . Il s’agit bien d’'une
F, F, Fy F, Fy

injection Irrg, (D) < Rep%e (W D). Remarquons que sa définition ne fait intervenir que la restriction de

Tg aux représentations superSpeh. Pour déterminer 'image de o%’ , nous aurons besoin du lemme suivant.
£ £

LEMME.— Soit 0 = (6%, N) une Q,-représentation de Weil-Deligne entiére. On a équivalence entre

i) Re(0) est indécomposable (o est alors dite L-indécomposable).
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ii) o est indécomposable et long(ry(c**)) = long(c™).

iii) Il existe une représentation (-irréductible A de Wi telle que 0% = @::—01 A(—t) et N est donné par la
composée de la projection évidente o™ —» @::—11 A(—1) suivie de l'injection évidente @::_11 A(=i) —
o (-1).

i) (7‘5[)_1(0‘) est une représentation £-superSpeh de G.

Preuve. L’équivalence entre les trois premiers points est laissée au lecteur. Pour y incorporer le point
iv), rappelons que Tg induit une bijection
£

Tg[ : {Qg-repr. de Speh de G} — {Q,-repr. de dim. d indécomposables de W D}.

Compte tenu du lemme (2.2.4) et de la compatibilité de Tg a la torsion et aux congruences, il nous suffira

de prouver le critere numérique de ¢-indécomposabilité d’éne représentation indécomposable o suivant.
Soit t(o) le nombre de caractéres non ramifiés ¢ de Wy tels que oip ~ o. Soit m(c) le nombre de

représentations de Weil-Deligne entiéres o’ telles que Ry(c) = Re(c’) et det(o'(p)) = det(o(p)) ot ¢

est un relevement de Frobenius fizé. Alors m(o) est inférieur o la plus grande puissance de £ divisant le

nombre a(o) = %(qt(") — 1), et lui est égal si et seulement si o est -indécomposable.

En effet, écrivons 0% sous la forme @::_01 A(—1) avec X irréductible et N comme dans le point iii).
On voit que o est ¢-indécomposable si et seulement si A est ¢-irréductible. D’apres [27, 2.3], cela équivaut
am(\) = £v@1e(@N) " avec des notations similaires & ci-dessus. Or, par un argument similaire & celui du
lemme (2.2.4), on vérifie que m(c) = £"*¢("m()) et t(o) = t(\), d’ott Pon conclut & nouveau comme dans
le lemme (2.2.4). O

Le lemme justifie le carré commutatif supérieur du diagrammes suivant.

{Q-repr. de Speh de G} ——5— {Q;-repr. de dim. d indécomposables de W D}
T@[

{Q-repr. ¢-superSpeh de G} —=> {Q,-repr. de dim. d, {-indécomposables de W D }

Q
Te RZ

{F¢-repr. superSpeh de G} ——— {F;-repr. de dim. d indécomposables de W D}

i
Le carré inférieur est la traduction du théoréme rappelé ci-dessus, puisque pour toute Q,-représentation de
Speh entiere §, on a simplement Jy(d) = 7¢(d). Finalement on a identifié 'image de O’ﬁ a Rep%e (W D )indec,
La caractérisation en termes de relevements découle de la caractérisation analogue dans le théoréme (1.2.4).
O

3.2 Langlands-Jacquet mod ¢ et effectivité au signe pres

Dans cette section, nous étudions la question (1.2.3). Remarquons qu’elle reléve purement de la théorie
des représentations de G. En effet, soit 7 € Irrg, (@), il s’agit de savoir si la projection de la classe [r]
sur Ra(G,Fy) modulo R;(G,Fy) est une combinaison linéaire positive ou négative de représentations
superSpeh. En conséquence, il y a “beaucoup” de cas ou la question admet presque trivialement une
réponse positive. Avant d’exposer ces cas, nous avons besoin d’un raffinement de la proposition (2.2.6).

(3.2.1) Support supercuspidal. Soit m € Irrg, (G). On peut trouver un sous-groupe de Levi M =
Gy, X -+ x Gq, de G et une représentation supercuspidale 7 = 11 @ T2 ® -+ @ 7. de M telle que 7
apparaisse comme sous-quotient de l'induite 7 X 72 X - -+ x .. D’apres [25, V.4], cette paire (M, 1) est
unique & conjugaison prés. La classe de conjugaison de (M, 7) est appelée support supercuspidal de 7.

Définissons alors R(G,F;), comme le sous-groupe de R(G,F;) engendré par les irréductibles dont
le support supercuspidal contient (M, ), et posons Ra(G,Fy), := R(G,Fr), N Ra(G,Fy) et de méme
R[(G, F@)T = R(G, Fe)r N R[(G, F@).
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LEMME.— On a une décomposition R(G,F;); = Ra(G,F¢)r ® R1(G,Fy),, ot le rang de Ra(G,Fy),
est le nombre de représentations supercuspidales 7o de Gq, telles que la paire (M, T) soit conjuguée a la
paire (Gy ., 7o @ ToV @« -+ @ Tov" 1), Plus précisément, ce nombre est donné comme suit.

1) SiT est conjugu_ée ATORTV®- - -Q@Tor" ! pour 19 supercuspidale de Gayr, alors posons rq le cardinal
de lorbite {mov*,1 € Z}.
(a) Sirg divise v, alors tk(Ra(G,Fy),) = 7o.
(b) Sirg ne divise pas r, alors tk(Ra(G,Fy),) = 1.

ii) Sinon, tk(Ra(G,Fy),) = 0.

Preuve. La décomposition se prouve exactement comme celle de la proposition (2.2.6), une fois qu’'on
a remarqué la conséquence suivante de la propriété d’“unicité” du support supercuspidal : si m apparait
comme sous-quotient d’une représentation ¢ paraboliquement induite d’une représentation irréductible,
alors tous les sous-quotients de ¢ ont le méme support supercuspidal que .

Le rang de R (G, Fy), est le nombre de représentations superSpeh de support supercuspidal contenant
(M, 7). Vue la condition m1) dans la caractérisation des représentations superSpeh au paragraphe (2.2.3),
ce nombre est bien celui annoncé dans le lemme. La discussion détaillée est alors élémentaire. Précisons
seulement que sous ’hypothese i)(a), les superSpeh dans R(G, Fy), sont exactement

(3.2.1.1) 8.-(10), 8, (Tov) = 0, (o), - -+, 8, (T ™) = 6, (o) L.

O

Par commodité, nous dirons qu'une représentation m € Irrg, (G) est elliptique de type (79,7) si 1o est
une représentation supercuspidale de G 4/, et le support supercuspidal de 7 contient la paire ((Gg/,)", 70 ®
TV ® - ® ToU" ).

(3.2.2) COROLLAIRE.— Soit w € Irrg, (G).
£
i) Sim n'est pas elliptique, on a LJg, (r) =0.
i) Sim est elliptique de type (7o,7), alors dans les cas ci-dessous, LJg, () est effective au signe pres.
(a) Sim se releve a Q, (evemple : 7 générique ou de Speh).
(b) Si Ty nlest pas isomorphe a ToU".

(c) Simvo~m.

Preuve. Le cas i) découle du point ii) du lemme. Dans le cas ii)(a), choisissons un reléevement 7 de 7.
On a alors LJg, () = re(LJg, (7). Or on sait que Lz (7) est effective au signe pres.

Le cas ii) (b) est justiciable du cas i)(b) du lemme. Enfin le dernier cas releve du cas i)(a) du lemme.
On a vu dans ce cas en (3.2.1.1) que les superSpeh de méme support supercuspidal que 7 forment une
orbite (8, dv, --- v 1) sous l'action de v par torsion. Ecrivons alors

ro—1
7] =Y ai[0v'] mod R;(G,Fy).
i=0
Comme R(G,Fy) est stable par torsion par v, I'hypothese [r] = [rv] implique que tous les a; sont égaux.
Ils ont donc a fortiori le méme signe. O

On peut maintenant écrémer encore un peu en utilisant le support cuspidal.

(3.2.3) PROPOSITION.— Soit 7 € Irrz, (G) une représentation elliptique. Si le support cuspidal de ™
est différent de son support supercuspidal, alors LJg, (7) est effective au signe prés.
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Preuve. Soit A =X ®---® A; un élément du support cuspidal de 7. D’apres [25, Thm V.10], il existe
un multisegment cuspidal b de support {A1,-- -, As} tel que m ~ (b).

Supposons dans un premier temps que Uensemble {1, - -+, A\;} n’est pas connexe, au sens de [25, V.3].
Ecrivons b comme somme b = by LI - - - U by, de composantes connexes. Par construction, la représentation
(b) apparait avec multiplicité 1 dans Pinduite (b1) X (ba) x --+ X {(bg). Or, d’apres [25, Prop V.3], cette
induite est irréductible. La représentation 7 est donc induite parabolique propre et on a LJg, (m) = 0.

Supposons maintenant que l'ensemble {A1,---, A;} est connexe. Cela signifie en particulier que tous
les \; sont de la forme Av7* pour un certain entier j;. Par hypothese, A n’est pas supercuspidale. D’aprés
[30, I11.5.14], elle est donc de la forme “Steinberg généralisée”. Par construction, une telle représentation
vérifie A ~ Av. Par conséquent m ~ v et on peut appliquer le point ii)(c) du corollaire précédent. O

En utilisant les algebres de Hecke de types de Bushnell-Kutzko comme dans [25, IV], la proposition
précédente permet en principe ? de ramener la question d’effectivité de LJg, () au cas ou 7 est elliptique
superunipotente, c’est-a-dire au cas ot le support cuspidal de 7 contient la paire (G, 1@ v ® --- @ v¢1),
a torsion par un caractére x ® x ® - -+ ® x prés. Notons alors € 'ordre de ¢ dans F,. Le corollaire (3.2.2)
dit que LJg, (m) est effectif si e = 1 ou si € ne divise pas d. Le premier cas “non trivial” d”effectivité est
donc donné par la proposition suivante.

(3.2.4) PROPOSITION.— Soit 7 elliptique superunipotente. Si lordre € de q dans F) est d, alors
LJg, () est effective au signe pres.

Preuve. Nous allons simplement expliciter la classification dans ce cas particulier, c’est-a-dire la ma-
trice de passage entre “modules standard” et “modules simples”. En prenant xy = v ci-dessus, on voit
qu'il s’agit d’expliciter la classification des sous-quotients de linduite v*Z* x -+ x v*7* = Ind%(1). On
peut trouver une classification dans [23, 2.17] dans un langage différent, mais sans le calcul de la matrice
de passage.

Puisque 'ordre multiplicatif de g est d, un multisegment de support vV @@ v T séernit a =
{(ix,7), k = 1,---,|a|} ou |a| est le nombre de segments de a, les i; sont des éléments de Z/dZ, les 7
sont des entiers positifs de somme d et on a Z/dZ = L]Lazll[zk, ig+7rr—1] mod d. Pour chaque k =1, -, |al,
notons P(a, k) le sous-groupe parabolique standard P, ro_,- Par définition de 7(a), on a

dans R(G,Fy) I'égalité

EsTh41s 5T als 71

()] = [, 4 ()] -

Notre but est de calculer les multiplicités définies par les formules [7(a)] = 3, m(b,a)(b). La premiere
d —1

remarque importante est que ces multiplités sont 1 ou 0, car le caractere VR @ T est régulier
pour l'action du groupe de Weyl, et il y a une seule représentation non-superunipotente, a savoir la non-
dégénérée (ou “Steinberg généralisée”), qui est cuspidale. Remarquons maintenant que les segments a
comme ci-dessus sont en bijection a + I := {i1,---,i|q} avec les sous-ensembles non vides de Z/dZ.
Par cette bijection, les représentations superSpeh correspondent aux singletons et la non-dégénérée a
I’ensemble plein. Voici alors la formule de multiplicité

(3.2.4.2) m(b,a) =11, C I,.

Admettons un instant cette formule. La matrice inverse définie par (a) = >, n(b,a)[w(b)] est alors facile
a calculer. On vérifie en effet que

B (=1)fa\o g I, C I,
n(b,a) = { 0 sinon

En particulier, on obtient la formule

(a) = (=)= [ > ] | mod R;(G,Fy).

2. Les détails restent toutefois a écrire.
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Il reste & prouver la formule (3.2.4.2). A un sous-ensemble I de Z/dZ muni d’'un élément i € I on
associe un sous-groupe parabolique standard P(I,4) de la maniére suivante. Considérons la bijection
o x€{l,-,d—1} = x+i € Z/dZ\ {i}. Le sous-ensemble J := 7, *(I'\ {i}) de {1,---,d — 1}
détermine une matrice de Jordan Ny = 3 . ; Ej ji1, et on définit P(7,4) comme le plus grand sous-
groupe parabolique standard dont le radical unipotent contient Njy. On a alors P(a,k) = P(I,,ix) et

G i
(@) = [maf, ;) (0%)].

Supposons alors que I, C I, et soit ¢ un élément de Ij,. On a une inclusion Indg(h’i) (v C Indg(laﬁi) (v?)
d’ot1 en particulier m(b,a) = 1.

Supposons au contraire que I, n’est pas inclus dans I,. Deux cas se présentent. Si 'intersection I, N1,
contient un élément 4, les deux représentations IndIGD( 1) (V") et IndIGg( 1.,1) (V") sont contenues dans Ind% (%)
qui est de multiplicité 1. Leur intersection est IndIGp( 1y si) (v%). Par hypothese, I,NI, est strictement inclus
dans I, donc pour tout sous-quotient irréductible 7 de IndIGp( N Imi)(ui), on a Ay < Ap. En particulier,
(b) n’est pas sous-quotient de Indg(lbﬁla,i) (v*), donc ne l'est pas plus de IndIGp(Imi)(yz), et on a bien
m(b,a) = 0. 1l nous reste & considérer le cas I, N I, = 0. Fixons ¢ € I,. Si I contient un autre élément
J, on peut appliquer le cas précédent au multisegment a; correspondant & l’ensemble I, U {j}. En effet,
le cas précédent dit que m(b,a;) = 0 donc a fortiori m(b,a) = 0 puisque m(a) C 7(a;). Dans le cas
contraire, I, = {i} est un singleton avec i ¢ I,,. Il s’agit de voir que le caractere v* n’intervient pas dans
rp,...,(m(a)), ce qui résulte d’'un calcul de foncteur de Jacquet. O

(3.2.5) COROLLAIRE.— Si lordre ¢ de q dans F;* n'est pas un diviseur propre de d, alors LJg, envoie
toute représentation irréductible sur une effective au signe preés.

Preuve. Le cas € =1 et le cas ou € ne divise pas d découlent respectivement des points ii)(b) et ii)(c)
du corollaire (3.2.2). Supposons donc ¢ = d. Fixons un diviseur r de d et une représentation supercuspidale
70 de G4/,. Notons 7y le cardinal de I'orbite de 79 par torsion par les puissances de v. C’est un diviseur
de d. Supposons que ce soit un diviseur propre de r. Alors, d’apres [30, 111.5.14 i)], la représentation de
Steinberg généralisée St(7o,70) serait une représentation cuspidale non supercuspidale de G4y, /. Or ceci
est impossible puisque I’hypothese € = d implique que le pro-ordre de Gg;, /- est inversible dans [y, donc
que toute cuspidale est supercuspidale (et méme projective modulo le centre). On a donc deux cas. Soit 7
ne divise pas r, auquel cas on peut appliquer le lemme i)(b) (3.2.1). Soit ro = r, auquel cas nous laisserons
le lecteur se convaincre que I'argument de la proposition précédente s’adapte sans autre difficulté que
celles inhérentes aux notations. |

(3.2.6) Une stratégie possible dans le cas £ > n. Voici quelques étapes d’une stratégie possible.
Chaque étape semble non triviale, et comme de toutes fagons la derniere étape échappe a l'auteur, il n’y
a pas grand sens a les développer ici.

i) Pour chaque bloc de Modg, (G), ramener la question & une question de g-algébres de Schur. Pour le
bloc unipotent, une grande partie du travail est faite dans [28].

ii) Prouver que pour £ > n, la matrice de décomposition de la Qy-algebre de Schur en une racine e-eme
de I'unité vers la Fy-algébre de Schur en ¢ est I'identité (analogue affine de la “conjecture de James”).

iii) Utiliser l'interprétation géométrique par Ginzburg-Vasserot des multiplicités des modules simples
dans les modules standard d’une algebre de Schur en une racine de l'unité.

iv) “Inverser” la matrice de polynémes de Kazhdan-Lusztig & laquelle on s’est ainsi ramené.

Voici & quoi ressemble I'interprétation géométrique des multiplicités. Soit ¢ une racine e-eme de 'unité
et s la matrice diagonale Diag(1,¢,---,¢%™!) € M4(C). Considérons la variété algébrique affine complexe

Ny := {N € My(C), nilpotente et t.q. sNs~' = (N}.

Le centralisateur C(s) est connexe et agit par conjugaison sur N avec un nombre fini d’orbites, toutes
simplement connexes. Considérons le groupe de Grothendieck K := K¢ y) (N;) des faisceaux constructibles
C(s)-équivariants sur N. Il admet deux bases remarquables indexées par les orbites. Soit j© I'inclusion
d’une orbite O dans N. La premiére base naturelle est données par les faisceaux [O] := j©(C) et la
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seconde par les complexes de faiceaux [IC(O)] := j2(C). Un fait remarquable est que les j&(C) n’ont de
cohomologie qu’en degrés pairs, de sorte que la matrice de passage ({({O'], [IC(O)]))or. 0 des [O] vers les
[IC(O)] est a coefficients positifs. Notons que cette matrice est triangulaire si ’on ordonne (partiellement)
les orbites selon 'inclusion des adhérences.

Les travaux de Ginzburg, Vasserot et Ariki [10] [22] [1] exhibent une bijection a +— O, entre les
multisegments de support (1,¢,---,(41) et les orbites de C(s) dans Nj. telle que pour tous multisegments
a,bon a

m(b’ a) = <[Oa]a [IC(OIJ)D

Dans cette bijection, les segments {(¢*, d)} correspondent aux orbites maximales, dont les adhérences sont
les composantes irréductibles de N.

EXEMPLE.— Dans le cas € = d, la variété N, est celle des matrices de la forme Zle ziE; ;41 ol au
moins un z; est nul, et ot Pon convient que Ey 441 = Fq1. Ainsi, N est la réunion des hyperplans de
coordonnées dans C¢. Les orbites sont paramétrées par les sous-ensemble de {1,---,d}. AT correspond
Or ={(21,--+,14) € C4i € I & x; = 0}. Dans ce cas, le calcul des complexes d’intersection est facile : on

a simplement j©(C) = 79(C) ot j© est Dinclusion de I'adhérence de Porbite O. Comme Oy C O; < J D I,
on retrouve ainsi la matrice de passage calculée dans la proposition (3.2.4).

Dans le cas ou € divise strictement d, la géométrie des orbites est beaucoup plus compliquée. Par
exemple les inclusions O < O ne sont généralement pas affines, et les j©(C) ne sont pas nécessairement
pervers décalés, ce qui empéche de prévoir simplement les signes dans la matrice inverse par une formule
du type sgn(([IC(0")], [0])) = (—1)eodim(©"0),

Cependant, d’apres Lusztig [14, Sec. 11], les ([O'], [IC(O)]) sont les valeurs en 1 de certains polynomes
de Kazhdan-Lusztig. Plus précisément, soit éd le groupe de Weyl affine étendu de type Zl_d\,/l. Notons
g[éd]g I’ensemble des représentants de longueur maximale des doubles classes modulo le sous-groupe
parabolique (fini) (&4/.)°. Munissons-le de I'ordre de Bruhat. Alors il existe un isomorphisme O — wo

du poset des orbites de C(s) dans N sur un idéal du poset [S]e, tel que
([0, [IC(O)]) = Puo we, (1),

ou Py, . désigne le polynome de Kazhdan-Lusztig usuel associé a deux éléments de éd, ¢f. [11]. Pour des
petites valeurs de d, on peut donc espérer calculer par ordinateur les coefficients qui nous intéressent dans
la matrice inverse.
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