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n & (n - 1) = 0? ... 

Optimizarea programelor

folosind OPERAÞII PE BIÞI
Cosmin-Silvestru Negruºeri

În cadrul acestui articol vã vom prezenta câteva metode prin care programele
se pot optimiza dacã utilizãm eficient operaþiile pe biþi sau folosim operaþii pe
biþi în locuri în care, la prima vedere, nu s-ar pãrea cã ar fi necesare.

De cele mai multe ori, atât în concursuri cât ºi în viaþa de zi
cu zi a programatorului, atunci când implementãm o meto-
dã care este folositã de o aplicaþie ºi vrem sã facem aceastã
metodã eficientã ca timp de execuþie, suntem învãþaþi din
ºcoalã (sau ar trebui sã fim învãþaþi, chiar dacã unii dintre
profesori considerã cã cel mai important algoritm învãþat în
liceu este backtraking-ul, soluþia tuturor problemelor) sã ne
uitãm la complexitatea algoritmului implementat ºi dacã ob-
servãm cã în practicã algoritmul este mai încet decât ne do-
rim noi sã fie sã încercãm sã gãsim un algoritm cu un ordin
de complexitate mai mic.

Nu trebuie sã uitãm cã ceea ce numim complexitatea
unui algoritm este o aproximare a vitezei unui algoritm ºi
nu o mãsurã absolutã. Pentru dimensiuni mici ale datelor,
câteodatã nu se observã diferenþa dintre O(n) ºi O(n · log n)
sau O(n3/2). Mie personal mi s-a întâmplat ca la implemen-
tarea soluþiei unei probleme care în englezã se numeºte
"Bottleneck Minimal Spanning Tree" sã observ cã rezolva-
rea în O(m · log m) (folosind algoritmul de gãsire a arbo-
relui parþial de cost minim al lui Kruskal) sã fie mai rapidã
decât rezolvarea mai laborioasã în O(m) a acestei proble-
me. Deci trebuie datã o atenþie egalã cu cea acordatã com-
plexitãþii algoritmului ºi dimensiunii factorilor constanþi
care apar.

În continuare vom încerca sã gãsim soluþii mai rapide
decât cele naive pentru unele operaþii de bazã (toate opera-
þiile vor fi implementate pentru întregi pozitivi reprezen-
taþi pe 32 de biþi).

Problema 1
Sã se determine numãrul de biþi 1 din reprezentarea binarã
a numãrului n.

Rezolvarea naivã a acestei probleme ar consta în par-
curgerea secvenþialã a biþilor lui n.

În continuare vã prezint aceastã rezolvare:
int count(long n){

int num = 0;

for (int i = 0; i < 32; i++)

if (n & (1 << i)) num++; 

return num;

}

Dacã ne uitãm cu atenþie ºi analizãm rezultatul ope-
raþiei n & (n - 1) putem obþine o soluþie mai bunã. 

Sã luãm un exemplu:

n      = (11011101010000)2
n - 1     = (11011101001111)2
n & (n - 1) = (11011101000000)2

Se vede clar de aici cã efectul operaþiei n & (n - 1) este
anularea celui mai nesemnificativ bit cu valoarea 1.

De aici ideea algoritmului:
int count(long n){

int num = 0;

if (n)

while (n &= n - 1) num++;

return num;

}

Dar este acest algoritm mai rapid? Am testat pentru
toate numerele de la 1 la 224 ºi rezultatele au fost 2,654 se-
cunde folosind metoda naivã ºi 0.821 folosind a doua  me-
todã. 

Rezultatul mult mai bun al celei de-a doua metode se
bazeazã în principal pe faptul cã ea executã un numãr de
paºi egali cu numãrul de biþi cu valoarea 1 din numãr, deci
în medie jumãtate din numãrul de paºi efectuaþi de prima
metodã.
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Problema 2
Sã se determine paritatea numãrului de biþi de 1 din repre-
zentarea binarã a unui numãr n.

Din cele prezentate mai sus se pot determina douã me-
tode evidente:
int parity(long n){

int num = 0;

for (int i = 0; i < 32; i++)

if (n & (1 << i)) num ^= 1; 

return num;

}

int parity(long n){

int num = 0;

if (n)

while (n &= n - 1) num ^= 1;

return num;

}

Putem obþine o a treia rezolvare fãcând câteva obser-
vaþii pe un exemplu:

Considerãm n = (11011011)2. Rezultatul cãutat este
dat de valoarea 1 ^ 1 ^ 0 ^ 1 ^ 1 ^ 0 ^ 1 ^ 1.

Împãrþim pe n în partea lui superioarã ºi partea lui in-
ferioarã:

1 1 0 1

^

1 0 1 1

=

0 1 1 0

Aplicãm asupra rezultatului acelaºi procedeu:
0 1

^

1 0

=

0 1

ºi 
1

^

1

=

0

Sã scriem algoritmul care reiese din acest exemplu,
luând în considerare faptul cã numãrul n este reprezentat
pe 32 de biþi:

int parity(long n){

n = ((0xFFFF0000 & n) >> 16) ^ (n & 0xFFFF);

n = ((0xFF00 & n) >> 8) ^ (n & 0xFF);

n = ((0xF0 & n) >> 4) ^ (n & 0xF);

n = ((12 & n) >> 2) ^ (n & 3);

n = ((2 & n) >> 1) ^ (n & 1);

return n;

}

Deºi constanta multiplicativã este mai mare, numãrul
de operaþii are ordin logaritmic faþã de numãrul de biþi ai
unui cuvânt al calculatorului.

Problema 3
Sã se determine cel mai puþin semnificativ bit de 1 din re-
prezentarea binarã a lui n.

Rezolvarea naivã se comportã bine în medie, deoarece
numãrul de cicluri pânã la gãsirea unui bit cu valoarea 1
este de obicei mic, dar din cele discutate mai sus putem gãsi
ceva mai bun.

Aºa cum am arãtat n & (n - 1) are ca rezultat numãrul
n din care s-a scãzut cel mai puþin semnificativ bit. 

Folosind aceastã idee obþinem urmãtoarea funcþie:
int low1(long n){

return n ^ (n & (n - 1));

}

Exemplu:
n          = (11011000)2
n - 1      = (11010111)2
n & (n - 1)   = (11010000)2
n           = (11011000)2
n ^ (n & (n - 1)) = (00001000)2

Aceastã funcþie este foarte importantã pentru structura
de date Arbori Indexaþi Binar prezentatã într-un un articol
mai vechi din GInfo.

Problema 4
Sã se determine cel mai semnificativ bit cu valoarea 1 din
reprezentarea binarã a lui n.

Putem aplica ºi aici ideile prezentate mai sus: cea naivã
ºi cea cu eliminarea biþilor, dar putem gãsi ºi ceva mai bun. 

O abordare ar fi cea a cãutãrii binare (aplicabilã ºi în
problema anterioarã).

Verificãm dacã partea superioarã a lui n este 0. Dacã nu
este 0, atunci cãutãm bitul cel mai semnificativ din ea, iar
dacã este, ne ocupãm de partea inferioarã, deci reducem la
fiecare pas problema la jumãtate.
int high1(long n) {

long num = 0;

if (!n) return -1;

if (0xFFFF0000 & n) {

n = (0xFFFF0000 & n)>>16;

num += 16;

}

if (0xFF00 & n) {

n = (0xFF00 & n) >> 8;

num += 8;

}

if (0xF0 & n) {

n = (0xF0 & n) >> 4;

num += 4;
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if (12 & n) {

n = (12 & n) >> 2;

num += 2;

}

if (2 & n) {

n = (2 & n) >> 1;

num += 1;

}

return 1 << num;

}

Problema 5
Sã se determine indexul celui mai semnificativ bit de 1 din
reprezentarea binarã a lui n.

Metodele prezentate la rezolvarea problemei 4 pot fi fo-
losite ºi aici, dar vom prezenta o nouã rezolvare.

Sã luãm urmãtorul ºir de operaþii pentru un exemplu:
n = (10000000)2
n = n | (n >> 1)

n = (11000000)2
n = n | (n >> 2)

n = (11110000)2
n = n | (n >> 4)

n = (11111111)2

Se observã cã aplicând o secvenþã asemãnãtoare de
instrucþiuni cu cea de mai sus putem face ca un numãr n sã
se transforme în alt numãr care are un numãr de biþi de 1
egal cu 1 + indexul celui mai semnificativ bit cu valoarea 1
din n. De aici algoritmul este urmãtorul:
int indexHigh1(long n){

n = n | (n >> 1);

n = n | (n >> 2);

n = n | (n >> 4);

n = n | (n >> 8);

n = n | (n >> 16);

return count(n) - 1;

}

Pentru ca aceastã metodã sã fie eficientã ne trebuie o
metodã count eficientã.

Problema 6
Sã se determine dacã n este o putere a lui 2 (întrebare in-
terviu Microsoft).

int isTwoPower(long n){

return (n & (n-1) == 0);

}

O altã abordare: preprocesarea
Operaþiile prezentate mai sus sunt implementate în lim-
bajele de asamblare, dar câteodatã se folosesc algoritmi na-
ivi ºi atunci o implementare inteligentã ajunge sã fie mai
rapidã decât instrucþiunea din limbajul de asamblare. Pen-

tru unele supercalculatoare aceste instrucþiuni sunt instruc-
þiuni ale procesorului. 

Se pot gãsi alþi algoritmi mai rapizi decât cei de mai sus,
dar de obicei gãsirea unui algoritm mai inteligent este mai
grea decât folosirea unei abordãri banale care aduce un
câºtig foarte mare: preprocesarea.

În continuare vom rezolva problemele prezentate ante-
rior folosindu-ne de preprocesarea datelor.

Problema 1
Determinãm, pentru numerele de la 0 la 216 - 1, un tablou
num, în care num[i] este egal cu numãrul de biþi de 1 din
reprezentarea binarã a lui i.

De aici obþinem soluþia:

int count(long n){

return num[n & 0xFFFF] + num[n >> 16];

}

Problema 2
Determinãm, pentru numerele de la 0 la 216 - 1, un tablou
par, în care par[i] este egal cu paritatea numãrului de biþi
de 1 din reprezentarea binarã a lui i.

De aici obþinem soluþia:

int parity(long n){

return par[n & 0xFFFF] ^ par[n >> 16];

}

Problema 3
Determinãm, pentru numerele de la 0 la 216 - 1, un tablou
l, în care l[i] este egal cu cel mai nesemnificativ bit de 1
din reprezentarea binarã a lui i.

De aici obþinem soluþia:

int low(long n){

if (l[n & 0xFFFF]) return l[n & 0xFFFF];

else return l[n >> 16] << 16;

}

Problema 4
Determinãm, pentru numerele de la 0 la 216 - 1, un tablou
h, în care h[i] este egal cu cel mai semnificativ bit de 1 din
reprezentarea binarã a lui i.

De aici obþinem soluþia:

int high(long n){

if (h[n >> 16]) return h[n >> 16] << 16;

else return h[n & 0xFFFF];

}

Problema 5
Determinãm, pentru numerele de la 0 la 216 - 1, un tablou
iH, în care iH[i] este egal cu indexul celui mai semnificativ
bit de 1 din reprezentarea binarã a lui i ºi este egal cu -1
pentru 0.
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De aici obþinem soluþia:

int indexHigh(long n) {

if (iH[n >> 16] != -1) return iH[n >> 16] + 16;

else return iH[n & 0xFFFF];

}

Algoritmi mai serioºi
Deºi ceea ce am prezentat mai sus sunt mai degrabã trucuri
de implementare decât algoritmi serioºi ºi în general nu se
acordã aºa mare importanþã detaliilor de genul acesta, câte-
odatã asemenea trucuri se pot dovedi importante mai ales
în timpul concursurilor.

Un exemplu ar fi problema rundei 12 de la concursul
de programare Bursele Agora. Acolo se cerea gãsirea nu-
mãrului de dreptunghiuri conþinute de o matrice binarã a
care au în colþuri 1.

Un algoritm de complexitate O(n2 · m) ar fi fost urmã-
torul: se considerã fiecare pereche formatã din douã linii ºi
se numãrã câte perechi (ai,k, aj,k) pentru care ai,k = 1 ºi aj,k = 1
existã. 

Fie acest numãr x. Atunci numãrul de dreptunghiuri
care au colþurile pe aceste douã linii va fi x · (x - 1) / 2.

Un asemenea algoritm ar fi luat numai 64 de puncte
deoarece restricþiile date erau mari (n ≤ 200, m ≤ 2500 ). 

Putem rescrie condiþia a[i][k] == 1 && a[j][k] == 1
ca ºi a[i][k] ^ a[j][k] == 1).

Deci putem modifica rezolvarea anterioarã în modul
urmãtor:

pentru fiecare i

pentru fiecare j > i

b = a[i] ^ a[j];

sfârșit pentru

sfârșit pentru

numaraBitiUnu(b)

Dacã în loc sã pãstrãm în a[i][j] un element al ma-
tricei binare, pãstram 16 elemente, atunci în linia b = a[i]

^ a[j] se efectueazã cel mult 2500 / 16 calcule în loc de
2500 de calcule. Acum ce a rãmas de optimizat este metoda
numaraBitiUnu. 

Dacã folosim preprocesarea, atunci aceastã metodã va
fi compusã ºi ea 2500/16 calcule. Se observã cã în acest fel
am mãrit viteza de execuþie a algoritmului cu un factor de
16. 

Alt exemplu ar fi problema rundei 17. În acea problemã
se cere determinarea numãrului de sume distincte care se
pot obþine folosind niºte obiecte cu valori date folosind fie-
care obiect pentru o sumã cel mult o datã.

Din nou o rezolvare directã, folosind marcarea pe un ºir
de valori logice n-ar fi obþinut punctaj maxim. Pentru ob-
þinerea punctajului maxim urmãtoarea idee ar fi putut fi fo-
lositã cu succes: ºirul de valori logice se condenseazã într-un
ºir de întregi reprezentaþi pe 16 biþi, ºi acum actualizarea se

face asupra a 16 valori deodatã. Deci ºi aici se câºtigã un
factor de vitezã egal cu 8 (datoritã detaliilor de implemen-
tare).

Un al treilea exemplu ar fi problema Viteza de la a 9-a
rundã a concursului organizat de .campion anul acesta.
Acolo se cerea determinarea celui mai mic divizor comun a
douã numere binare de cel mult 10000 de cifre.

Dupã cum se ºtie, complexitatea algoritmului de deter-
minare a celui mai mare divizor comun a douã numere este
logaritmicã, acest fapt este adevãrat atunci când operaþiile
efectuate sunt constante, dar în rezolvarea noastrã apar nu-
mere mari, deci o estimare a numãrului de calcule ar fi maxn
· maxn · log maxn (împãrþirea are în medie costul maxn ·
maxn dacã nu implementãm metode mai laborioase).

Acest numãr este prea mare pentru timpul de rezolvare
care ne este cerut. Pentru a evita împãrþirea, care este ope-
raþia cea mai costisitoare, putem folosi algoritmul de deter-
minare a celui mai mare divizor comun binar care se folo-
seºte de urmãtoarele proprietãþi:
• cmmdc(a, b) = 2 * cmmdc(a / 2, b / 2), dacã a ºi b sunt

numere pare;
• cmmdc(a, b) = cmmdc(a, b / 2), dacã a este impar;
• cmmdc(a, b) = cmmdc(a - b, b), dacã a este impar, b este

impar ºi a > b.

Aplicând acest algoritm numãrul de calcule s-a redus la
maxn · log maxn. 

Dar nici acest numãr nu este suficient de mic, ºi deci
pentru accelerarea algoritmului folosim ideea utilizatã în
cele douã probleme de mai sus.Împachetãm numãrul în în-
tregi în pachete de câte 30 de biþi, ºi atunci deplasarea la
stânga (adicã împãrþirea la 2) ºi scãderea vor fi de 30 de ori
mai rapide.

Sã încercãm acum rezolvarea unei probleme în care efi-
cienþa este cea mai importantã, mai importantã decât lizibi-
litatea codului obþinut. Problema are urmãtorul enunþ:

Se considerã un numãr n. Sã se determine numerele pri-
me mai mici sau egale cu n, unde n ≤ 10.000.000.

Practic aceastã problemã ne va fi utilã în testarea rapidã
a primalitãþii numerelor mai mici sau egale cu n .

Putem încerca mai multe rezolvãri, dar în practicã cea
mai rapidã se dovedeºte de obicei cea numitã ciurul lui Era-
tostene. Ea se învaþã în ºcoli încã din clasa a 6-a, deci nu o
voi mai explica. Implementarea banalã a algoritmului ar fi
urmãtoarea:
#define maxsize 10000000

char at[maxsize]; //vector de valori logice în care nume-
//rele prime vor fi marcate cu 0

int n;

int isPrime(int x){

return (!at[x]) ;

}
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void sieve(){

int i, j;

memset(at,0,sizeof(at)) ;

for (i = 2; i <= maxsize; i++)

if (!at[i])

for (j = i + i; j <= maxsize; j += i)

at[j]=1; //marcãm toþi multipli lui i ca fiind
//numere prime

}

Observãm cã jumãtate din timpul folosit de noi la pre-
procesare este pierdut cu numerele pare. Marcându-le de la
început vom putea ignora numerele pare în preprocesare:

#define maxsize 10000000

char at[maxsize];

int n;

int isPrime(int x){

return (!at[x]) ;

}

void sieve(){

int i, j;

memset(at,0,sizeof(at));

for (i = 4; i <= maxsize; i += 2)

at[i] = 1;

for (i = 3; i <= maxsize; i += 2)

if (!at[i])

for (j = i + i + i; j <= maxsize; j += i + i)

at[j] = 1;

}

La marcarea multiplilor numãrului prim i toate nume-
rele pânã la i · i au fost deja marcate deoarece i · i este cel
mai mic numãr care nu este divizibil cu numere naturale
mai mici sau egale cu i - 1.

Deci, avem o a treia versiune a programului:

#define maxsize 10000000

char at[maxsize];

int n;

int isPrime(int x){

return (!at[x]) ;

}

void sieve(){

int i, j;

memset(at,0,sizeof(at));

for (i = 4; i <= maxsize; i += 2)

at[i] = 1;

for (i = 3; i <= maxsize; i += 2)

if (!at[i])

for (j = i * i; j <= maxsize; j += i + i)

at[j] = 1;

}

Ultima optimizare este optimizarea spaþiului necesar.
Într-un tip de date char putem împacheta opt valori logice
ºi, punând un test suplimentar în metoda isPrime putem
elimina ºi numerele pare, astfel vom avea nevoie de un
spaþiu de 16 ori mai mic.

#define maxsize 10000000

char at[maxsize/16];

int n;

int isPrime(int x) {

if (!(x & 1))

if (x==2) return 0 ;

else return 1 ;

else return (at[((x - 3) >> 1) >> 8] &

(1 << (((x - 3) >> 1) & 7))) ;

}

void sieve() {

int i, j;

memset(at, 0, sizeof(at)) ;

for (i = 3; i <= maxsize; i += 2)

if (!at[((i - 3) >> 1) >> 8] &

(1 << (((i - 3) >> 1) & 7)))

for (j=i * i ; j <= maxsize ; j += i + i)

at[((i - 3) >> 1) >> 8] |=

(1 << (((i - 3) >> 1) & 7))) ;

}

Concluzie
Asemenea optimizãri ca ºi cele prezentate în cadrul acestui
articol se pot dovedi foarte utile în unele cazuri, dar ele fac
programul ilizibil.

Tocmai din acest motiv, asemenea trucuri trebuie apli-
cate numai în locurile critice ale codurilor sursã pentru a
duce la o creºtere semnificativã de vitezã a aplicaþiilor ºi tre-
buie documentate foarte bine, mai ales dacã se doreºte sau
este necesar ca alt programator sã poatã lucra cu codul res-
pectiv mai târziu.
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