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Optimizarea programelor

folosind OPERATII PE BITI

Cosmin-Silvestru Negruseri

in cadrul acestui articol vi vom prezenta cateva metode prin care programele
se pot optimiza daca utilizam eficient operatiile pe biti sau folosim operatii pe
biti in locuri in care, la prima vedere, nu s-ar parea ca ar fi necesare.

De cele mai multe ori, atit in concursuri cat si in viata de zi
cu zi a programatorului, atunci cind implementim o meto-
di care este folositi de o aplicatie si vrem si facem aceastd
metoda eficientd ca timp de executie, suntem invitati din
scoali (sau ar trebui s fim Invitati, chiar dacd unii dintre
profesori consideri cd cel mai important algoritm invitat in
liceu este backtraking-ul, solutia tuturor problemelor) si ne
uitim la complexitatea algoritmului implementat si dacd ob-
servim cd in practicd algoritmul este mai incet decat ne do-
rim noi si fie sd incercim sd gdsim un algoritm cu un ordin
de complexitate mai mic.

Nu trebuie sd uitim ci ceea ce numim complexitatea
unui algoritm este 0 aproximare a vitezei unui algoritm si
nu o misuri absoluti. Pentru dimensiuni mici ale datelor,
citeodatd nu se observi diferenta dintre O(n) si O(n - log n)
sau O(n*?). Mie personal mi s-a intdmplat ca la implemen-
tarea solutiei unei probleme care in englezd se numeste
"Bottleneck Minimal Spanning Tree" si observ cd rezolva-
rea in O(m - log m) (folosind algoritmul de gisire a arbo-
relui partial de cost minim al lui Kruskal) s fie mai rapidi
decit rezolvarea mai laborioasi in O(m) a acestei proble-
me. Deci trebuie datd o atentie egald cu cea acordatd com-
plexitdtii algoritmului si dimensiunii factorilor constanti
care apar.

In continuare vom incerca si gisim solutii mai rapide
decit cele naive pentru unele operatii de bazi (toate opera-
tiile vor fi implementate pentru intregi pozitivi reprezen-
tati pe 32 de biti).

Problema 1
S se determine numdrul de biti 1 din reprezentarea binard
a numirului 7.

Rezolvarea naivi a acestei probleme ar consta in par-
curgerea secventiald a bitilor lui 7.

In continuare vi prezint aceasti rezolvare:
int count (long n) {
int num=0;
for (int i =0; i <32; i++)
if (n& (1<<1)) num++;
return num;

Daci ne uitim cu atentie si analizim rezultatul ope-
ratiein & (n - 1) putem obtine o solutie mai buni.
Sd luim un exemplu:

n = (11011101010000),
n-1 = (11011101001111),
n&(n-1) = (11011101000000),

Se vede clar de aici cd efectul operatiein & (n - 1) este
anularea celui mai nesemnificativ bit cu valoarea 1.
De aici ideea algoritmului:
int count (long n) {
int num=0;
if (n)
while (n &=n - 1) num++;
return num;

Dar este acest algoritm mai rapid? Am testat pentru
toate numerele de la 1 la 2% si rezultatele au fost 2,654 se-
cunde folosind metoda naivi si 0.821 folosind a doua me-
todd.

Rezultatul mult mai bun al celei de-a doua metode se
bazeazd in principal pe faptul ci ea executd un numir de
pasi egali cu numirul de bigi cu valoarea 1 din numdr, deci
in medie jumitate din numdrul de pasi efectuati de prima
metoda.



Problema 2
Si se determine paritatea numdrului de biti de 1 din repre-
zentarea binard a unui numdr 7.
Din cele prezentate mai sus se pot determina doui me-

tode evidente:
int parity(longn) {

int num=0;

for (int i =0; i <32; i++)

if (n& (1<<1i)) num~=1;
return num;

int parity(longn) {
int num=0;
if (n)
while (n&=n-1) num *=1;
return num;

Putem obtine o a treia rezolvare ficind citeva obser-
vatii pe un exemplu:
Considerdm n = (11011011),. Rezultatul cdutat este
datde valoarea1~1~0~12120~1"1.
Impirtim pe 7 in partea lui superioari si partea lui in-
ferioari:
1101

A

1011

0110

Aplicim asupra rezultatului acelasi procedeu:
01

=

>

Si scriem algoritmul care reiese din acest exemplu,
ludnd in considerare faptul c¢i numirul # este reprezentat
pe 32 de biti:

int parity(long n) {
n= ( (0OXFFFF0000 & n) >> 16) " (n & OXFFFF) ;

n= ((0xFF00 &n) >> 8) ~ (n & OxFF) ;
n= ((0xF0 &n) >>4) * (n& 0xF);
n=((12&n) >>2) " (n&3);
n=((2&n)>>1) *(n&l);
returnn;

Desi constanta multiplicativd este mai mare, numdrul
de operatii are ordin logaritmic fati de numdrul de biti ai
unui cuvant al calculatorului.

Problema 3
Sd se determine cel mai putin semnificativ bit de 1 din re-
prezentarea binari a lui 7.

Rezolvarea naivi se comportd bine in medie, deoarece
numirul de cicluri pand la gisirea unui bit cu valoarea 1
este de obicei mic, dar din cele discutate mai sus putem gisi
ceva mai bun.

Asa cum am ardtatn & (n - 1) are ca rezultat numdrul
n din care s-a scizut cel mai putin semnificativ bit.

Folosind aceastd idee obtinem urmdtoarea functie:
int lowl (long n){

returnn” (n& (n-1));

Exemplu:
n = (11011000),
n-1 = (11010111),
n& (n-1) = (11010000),
n = (11011000),
n®(n&(n-1)) = (00001000),

Aceastd functie este foarte importanti pentru structura
de date Arbori Indexati Binar prezentatd intr-un un articol
mai vechi din GInfo.

Problema 4
Si se determine cel mai semnificativ bit cu valoarea 1 din
reprezentarea binari a lui 7.

Putem aplica si aici ideile prezentate mai sus: cea naivi
si cea cu eliminarea bitilor, dar putem gisi si ceva mai bun.

O abordare ar fi cea a ciutdrii binare (aplicabild si in
problema anterioar3).

Verificim dacd partea superioari a lui  este 0. Dacd nu
este 0, atunci ciutim bitul cel mai semnificativ din ea, iar
daci este, ne ocupdm de partea inferioard, deci reducem la
fiecare pas problema la jumitate.
int highl (longn) {

long num = 0;

if (!n) return-1;

if (OxFFFF0000 & n) {
n = (0xXFFFF0000 & n)>>16;
num += 16;

}

if (0xFFO00 &n) {
n = (0xFF00 &n) >> 8;
num += 8;

}

if (0xFO &n) {
n= (0xFO &n) >> 4;
num +=4;
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}

if (12 &n) {
n=(12&n) > 2;
num += 2;

}

if (2 &n) {
n=(2&n) >>1;
num +=1;

}

return 1 << num;

Problema 5
S se determine indexul celui mai semnificativ bit de 1 din
reprezentarea binari a lui 7.

Metodele prezentate la rezolvarea problemei 4 pot fi fo-
losite si aici, dar vom prezenta o noud rezolvare.

Sd ludm urmdtorul sir de operatii pentru un exemplu:
n= (10000000),

n=n| (n>>1)
n= (11000000),
n=n| (n>>2)
n=(11110000),
n=n| (n>>4)
n=(11111111)

2

Se observd cd aplicind o secventd asemdnitoare de
instructiuni cu cea de mai sus putem face ca un numir  si
se transforme in alt numdr care are un numir de biti de 1
egal cu 1 + indexul celui mai semnificativ bit cu valoarea 1
din 7. De aici algoritmul este urmdtorul:
int indexHighl (long n) {

n=n| (n>1);
| (n>>2);
| (n>>4);
| (n>>8);
n=n| (n>>16);
return count (n) - 1;

Pentru ca aceasti metodi si fie eficientd ne trebuie o
metodi count eficienti.

Problema 6
Sd se determine dacd 7 este o putere a lui 2 (intrebare in-
terviu Microsoft).

int isTwoPower (long n) {

return (n & (n-1) == 0);

O alta abordare: preprocesarea

Operatiile prezentate mai sus sunt implementate in lim-
bajele de asamblare, dar cateodat se folosesc algoritmi na-
ivi §i atunci o implementare inteligentd ajunge si fie mai
rapidi decit instructiunea din limbajul de asamblare. Pen-

tru unele supercalculatoare aceste instructiuni sunt instruc-
tiuni ale procesorului.

Se pot gisi alti algoritmi mai rapizi decat cei de mai sus,
dar de obicei gisirea unui algoritm mai inteligent este mai
grea decit folosirea unei abordiri banale care aduce un
castig foarte mare: preprocesarea.

fn continuare vom rezolva problemele prezentate ante-
rior folosindu-ne de preprocesarea datelor.

Problema 1
Determindm, pentru numerele de la 0 1a 2! - 1, un tablou
num, in care num([1i] este egal cu numirul de biti de 1 din
reprezentarea binard a lui 1.

De aici obtinem solutia:

int count (long n) {
return num[n & OXFFFF] + num[n >> 16] ;

Problema 2
Determindm, pentru numerele de la 0 1a 2! - 1, un tablou
par, in care par [i] este egal cu paritatea numirului de biti
de 1 din reprezentarea binari a lui i.

De aici obtinem solutia:

int parity(longn) {
return par[n & OxFFFF] ~ par[n >> 16];

Problema 3
Determindm, pentru numerele de la 0 1a 2! - 1, un tablou
1,1in care 1[i] este egal cu cel mai nesemnificativ bit de 1
din reprezentarea binard a lui 1.

De aici obtinem solutia:

int low(long n) {
if (1[n & OXFFFF]) return 1l[n & OXFFFF];
else return 1[n>>16] << 16;

Problema 4
Determindm, pentru numerele de la 0 1a 2! - 1, un tablou
h,in care h[1i] este egal cu cel mai semnificativ bit de 1 din
reprezentarea binard a lui 1.

De aici obtinem solutia:

int high(longn) {
if (h[n>>16]) returnh[n>> 16] << 16;
else return hin & OXFFFF];

Problema 5

Determindm, pentru numerele de la 0 1a 2! - 1, un tablou
iH,In care iH[1] este egal cu indexul celui mai semnificativ
bit de 1 din reprezentarea binari a lui 1 si este egal cu -1
pentru 0.



De aici obtinem solutia:

int indexHigh(longn) {
if (iH[n>>16] !=-1) return iH[n >> 16] + 16;
else return iH[n & OXFFFF] ;

Algoritmi mai seriosi

Desi ceea ce am prezentat mai sus sunt mai degrabi trucuri
de implementare decat algoritmi seriosi si in general nu se
acordd asa mare importantd detaliilor de genul acesta, cate-
odatd asemenea trucuri se pot dovedi importante mai ales
in timpul concursurilor.

Un exemplu ar fi problema rundei 12 de la concursul
de programare Bursele Agora. Acolo se cerea gisirea nu-
mdrului de dreptunghiuri continute de o matrice binard a
care au in colturi 1.

Un algoritm de complexitate O(n? - m) ar fi fost urmi-
torul: se consideri fiecare pereche formatd din doud linii si
se numdrd cite perechi (¢, 4,,) pentru care 4, = 1sia,, = 1
exista.

Fie acest numir x. Atunci numdrul de dreptunghiuri
care au colturile pe aceste doud linii va fix - (x- 1)/ 2.

Un asemenea algoritm ar fi luat numai 64 de puncte
deoarece restrictiile date erau mari (z < 200, m < 2500 ).

Putem rescrie conditiaa[i] [k] == 1 && a[§] [k] ==
casialil (k] ~alj]l[k] ==1).

Deci putem modifica rezolvarea anterioard in modul
urmitor:

pentru fiecare i
pentru fiecare j > 1
b=ali] ~aljl;
sfarsit pentru
sfarsit pentru
numaraBitiUnu (b)

Dacd in loc s3 pastrim in a[i] [§] un element al ma-
tricei binare, pastram 16 elemente, atunci in liniab = a[i]
~alj] se efectueazi cel mult 2500 / 16 calcule in loc de
2500 de calcule. Acum ce a rimas de optimizat este metoda
numaraBitiUnu.

Daci folosim preprocesarea, atunci aceasti metodd va
fi compusi si ea 2500/16 calcule. Se observi ci in acest fel
am mirit viteza de executie a algoritmului cu un factor de
16.

Alt exemplu ar fi problema rundei 17. In acea problemi
se cere determinarea numirului de sume distincte care se
pot obtine folosind niste obiecte cu valori date folosind fie-
care obiect pentru 0 sumd cel mult o dati.

Din nou o rezolvare directd, folosind marcarea pe un sir
de valori logice n-ar fi obtinut punctaj maxim. Pentru ob-
tinerea punctajului maxim urmitoarea idee ar fi putut fi fo-
lositd cu succes: sirul de valori logice se condenseazi ntr-un
sir de Intregi reprezentati pe 16 biti, si acum actualizarea se

face asupra a 16 valori deodatd. Deci si aici se castigd un
factor de vitezi egal cu 8 (datoriti detaliilor de implemen-
tare).

Un al treilea exemplu ar fi problema Viteza de la a 9-a
rundd a concursului organizat de .campion anul acesta.
Acolo se cerea determinarea celui mai mic divizor comun a
doud numere binare de cel mult 10000 de cifre.

Dupi cum se stie, complexitatea algoritmului de deter-
minare a celui mai mare divizor comun a doud numere este
logaritmicd, acest fapt este adevirat atunci cind operatiile
efectuate sunt constante, dar in rezolvarea noastri apar nu-
mere mari, deci o estimare a numirului de calcule ar fi maxn
* maxn - log maxn (impirtirea are In medie costul maxn -
maxn dacd nu implementim metode mai laborioase).

Acest numir este prea mare pentru timpul de rezolvare
care ne este cerut. Pentru a evita Impirtirea, care este ope-
ratia cea mai costisitoare, putem folosi algoritmul de deter-
minare a celui mai mare divizor comun binar care se folo-
seste de urmitoarele proprietiti:

e cmmdc(a, b) = 2 * emmdc(a / 2, b / 2), dacd a si b sunt
numere pare;

o cmmdc(a, b) = cmmdc(a, b / 2), daci a este impar;

e cmmdc(a, b) = cmmdc(a - b, b), daci a este impar, b este
impar sia > b.

Aplicind acest algoritm numdrul de calcule s-a redus la
maxn - log maxn.

Dar nici acest numdr nu este suficient de mic, si deci
pentru accelerarea algoritmului folosim ideea utilizatd in
cele doui probleme de mai sus.Impachetim numirul in in-
tregi in pachete de cite 30 de biti, si atunci deplasarea la
stanga (adicd impdrtirea la 2) si sciderea vor fi de 30 de ori
mai rapide.

Sd incercim acum rezolvarea unei probleme in care efi-
cienta este cea mai importantd, mai importantd decat lizibi-
litatea codului obtinut. Problema are urmitorul enunt:

Se considerd un numar n. S se determine numerele pri-
me mai mici san egale cu n, unde n < 10.000.000.

Practic aceastd problemd ne va fi utild in testarea rapidd
a primalitdtii numerelor mai mici sau egale cun .

Putem incerca mai multe rezolviri, dar in practicd cea
mai rapidd se dovedeste de obicei cea numitd ciurul lui Eva-
tostene. Ea se invatd in scoli incd din clasa a 6-a, deci nu o
voi mai explica. Implementarea banald a algoritmului ar fi
urmatoarea:

#definemaxsize 10000000

char at [maxsizel; //vector de valori logice in care nume-
/ /rele prime vor fi marcate cu 0
int n;

int isPrime(int x) {
return (l!at[x]) ;
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void sieve () {

int i, j;

memset (at, 0, sizeof (at)) ;

for (i =2; 1 <=maxsize; i++)

if (lat[i])
for (j=1+1; j<=maxsize; j +=1)
at[31=1; //marcim toti multipli lui i ca fiind
/ [ numere prime

Observim cd jumitate din timpul folosit de noi la pre-
procesare este pierdut cu numerele pare. Marcandu-le de la
inceput vom putea ignora numerele pare in preprocesare:

#definemaxsize 10000000

char at [maxsize];

int n;

int isPrime (int x) {
return (!at[x]) ;

void sieve () {
int i, j;
memset (at, 0,sizeof (at));
for (i =4; i <=maxsize; 1 +=2)
at[i] =1;
for (i =3; i <=maxsize; 1 +=2)
if (lat[i])
for (j=i+1+1i; j<=maxsize; j+=1+1)
at[jl =1;

La marcarea multiplilor numdrului prim 7 toate nume-
rele pand la 7 - 7 au fost deja marcate deoarece i - i este cel
mai mic numdr care nu este divizibil cu numere naturale
mai mici sau egale cuz - 1.

Deci, avem 0 a treia versiune a programului:

#define maxsize 10000000

char at [maxsize];

int n;

int isPrime (int x) {
return (!at[x]) ;

void sieve () {
int i, j;
memset (at, 0,sizeof (at));
for (i =4; i <=maxsize; 1 +=2)
at[i] =1;
for (i =3; i <=maxsize; 1 +=2)
if (lat[i])
for (j=1*1; j<=maxsize; j+=1+1)
at[jl =1;

Ultima optimizare este optimizarea spatiului necesar.
Intr-un tip de date char putem impacheta opt valori logice
si, punind un test suplimentar in metoda isPrime putem
elimina si numerele pare, astfel vom avea nevoie de un
spatiu de 16 ori mai mic.

#definemaxsize 10000000

char at [maxsize/16];

int n;

int isPrime (int x) {
if (! (x&1))
if (x==2) returnO ;
elsereturnl ;
else return (at[((x-3) >> 1) >> 8] &
(I<< (((x=3)>>1)&7))) ;
}
void sieve() {
int i, j;
memset (at, 0, sizeof (at)) ;
for (i =3; i <=maxsize; 1 +=2)
if (lat[((1i-3)>>1)>>8] &
(L<< (((1=-3)>>1)&17)))
for (j=1i *i; j <=maxsize; j+=1+1)
at[((1-3)>>1) >>8] |:
(I<< (((1-3)>>1)&7))) ;

Concluzie

Asemenea optimiziri ca si cele prezentate in cadrul acestui
articol se pot dovedi foarte utile in unele cazuri, dar ele fac
programul ilizibil.

Tocmai din acest motiv, asemenea trucuri trebuie apli-
cate numai in locurile critice ale codurilor sursd pentru a
duce la o crestere semnificativd de viteza a aplicatiilor si tre-
buie documentate foarte bine, mai ales daci se doreste sau
este necesar ca alt programator si poati lucra cu codul res-
pectiv mai tirziu.
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