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P060213: Broscuþele buclucaºe
Un algoritm naiv de rezolvare a acestei probleme are ordi-
nul de complexitate O(N3) ºi implicã parcurgerea tuturor
celor O(N2) segmente care au ca extremitãþi puncte din
mulþimea S. Un segment de lungime L poate fi extins în
oricare din cele douã direcþii ale sale cu un alt segment de
lungime L, dacã extremitãþile noului segment fac parte din
mulþimea S. Se obþine astfel un segment cu lungimea 2 · L
care poate fi extins cu un alt segment de lungime L, dacã
se respectã aceeaºi condiþie. Procedeul continuã pânã în
momentul în care segmentul nu mai poate fi extins.

Numãrul plantelor culcate la pãmânt de o broscuþã
care parcurge un astfel de segment extins va fi dat de nu-
mãrul extinderilor la care se adaugã valoarea 2 (cele douã
plante corespunzãtoare segmentului iniþial). Dacã un seg-
ment nu poate fi extins pânã în afara lanului, atunci el nu
este luat în considerare. Operaþia de extindere are ordinul
de complexitate O(N). Soluþia va fi datã de numãrul ma-
xim de plante culcate la pãmânt corespunzãtoare unui anu-
mit segment.

Un algoritm eficient, cu ordinul de complexitate O(N2)
se bazeazã pe algoritmul de determinare a unei submulþimi
coliniare egal spaþiate. Algoritmul funcþioneazã prin su-
prapunerea tuturor tripletelor egal spaþiate cu scopul de a
determina toate mulþimile coliniare egal spaþiate maxima-
le. Suprapunerea este realizatã prin construirea unui graf
neorientat unde, pentru fiecare triplet egal spaþiat (pA, pB,
pC) sunt introduse nodurile <A, B> ºi <B, C> ºi muchia
(<A, B>, <B, C>); componentele conexe ale acestui graf
corespund submulþimilor coliniare egal spaþiate maximale
din mulþimea S. Se observã cã drumul unei broscuþe este
un lanþ liniar format din noduri conectate (cu cel puþin o
muchie ºi douã noduri, adicã cel puþin trei plante culcate la
pãmânt) ale acestui graf. Fiecare nod al grafului are gradul
cel mult 2, deci mulþimea muchiilor ºi cea a vârfurilor gra-
fului au ambele dimensiunea O(N2), aºadar putem deter-
mina toate submulþimile coliniare egal spaþiate maximale
într-un timp de ordinul O(N2).

Singurul detaliu rãmas în discuþie este modul în care
pot fi determinate eficient tripletele egal spaþiate folosite în

construirea grafului. O metodã evidentã este parcurgerea
tuturor tripletelor, dar aceasta ar face ca ordinul de com-
plexitate sã devinã O(N3). Dacã pãstrãm în memorie lanul
de orez sub forma unei matrice (fiecare plantã este un ele-
ment al acesteia) care conþine numãrul de ordine al ateri-
zãrii pe acea plantã (de exemplu, dacã cea de-a 100-a plantã
culcatã la pãmânt are coordonatele (10, 12), atunci valoa-
rea elementului corespunzãtor poziþiei (10, 12) va fi 100),
putem lua în considerare toate perechile de plante (pA, pB)
ºi apoi determinãm în timp constant poziþia plantei pC, de-
oarece locaþia acesteia este determinatã în mod unic de pA,
ºi pB. Ordinul de complexitate al acestei operaþii este
O(N2), dar avem nevoie de un spaþiu de memorie de ordi-
nul O(dimensiunea lanului). În cazul cel mai defavorabil,
matricea va avea 5000 · 5000 elemente, fiecare fiind un în-
treg reprezentat pe 2 bytes. Aºadar, aceastã matrice va ocu-
pa aproximativ 50 MB memorie. Datoritã faptului cã sto-
carea grafului folosit pentru rezolvare necesitã, de aseme-
nea, un spaþiu de memorie de ordinul O(N2), limita de 64
MB, impusã în enunþul problemei, este depãºitã. Totuºi,
aceastã matrice este foarte rarefiatã (majoritatea elemente-
lor au valoarea 0), deci poate fi stocatã sub forma unei ta-
bele de dispersie. Din nefericire, folosirea unei tabele de dis-
persie afecteazã ordinul de complexitate al algoritmului.
Cea de-a treia ºi cea mai bunã opþiune este construirea gra-
fului în timp liniar ºi folosirea unei memorii cu dimensiu-
ne constantã prin sortarea locaþiilor (în funcþie de linie ºi
în cadrul aceleiaºi linii în funcþie de coloanã) ºi pãstrarea a
trei referinþe în lista obþinutã (referinþele A, B, C vor
indica punctele pA, pB, pC - A < B < C). Construirea
grafului se realizeazã astfel: se iau în considerare toate va-
lorile posibile pentru A ºi apoi, la fiecare pas se incremen-
teazã fie valoarea B, fie valoarea C, astfel încât sã fie men-
þinutã o spaþiere cât mai apropiatã între pA, pB ºi pC; când
spaþierea este egalã, nodurile ºi muchia corespunzãtoare
sunt introduse în graf.

Existã de asemenea un algoritm cu ordinul de comple-
xitate O(N2) care foloseºte metoda programãrii dinamice.
Acest algoritm se confruntã cu aceleaºi probleme de me-
morie ca ºi cele descrise anterior. Pe lângã matricea folositã
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în algoritmul anterior se stocheazã o altã matrice de di-
mensiune O(N2) ale cãrei linii sunt indexate de pA; fiecare
linie conþine N elemente, unul pentru fiecare plantã pB, ale
cãror valori reprezintã numãrul de aterizãri dintr-un tra-
seu al unei broscuþe care trece prin pA ºi pB, iar celelalte
puncte se aflã înaintea lui pA în lista ordonatã. Cu alte cu-
vinte, presupunem cã lanul se terminã în poziþia pA ºi cãu-
tãm trasee ale broscuþelor (care pot avea orice lungime) în
acest lan de dimensiune mai micã. Ideea este de a deter-
mina trasee parþiale ale broscuþelor care nu încalcã nici una
dintre condiþiile referitoare la trasee în regiunea deja exa-
minatã a lanului. Presupunând cã primele A linii ale matri-
cei sunt completate, a (A + 1)-a linie este completatã luând
în considerare toate cele O(N) plante culcate la pãmânt B,
care se aflã în listã înainte de pA ºi, dacã existã o plantã
culcatã la pãmânt C, astfel încât A, B ºi C sunt egal spa-
þiate, se cautã în ºir numãrul aterizãrilor din traseul de la C
la B, se incrementeazã cu 1 ºi se stocheazã ca al B-lea
element de pe linia A. Dacã C este în afara lanului, atunci
valoarea corespunzãtoare va fi 2. În acelaºi timp, se verificã
dacã urmãtoarea plantã culcatã la pãmânt (B) se aflã în afa-
ra grafului; în acest caz a fost determinat un traseu com-
plet. Pentru determinarea eficientã a valorii C avem nevoie
de aceeaºi matrice de 50 MB, descrisã pentru algoritmul
anterior. Din nou, poate fi folositã o tabelã de dispersie, dar
în cazul cel mai defavorabil, ordinul de complexitate al al-
goritmului creºte.

P060214: Utopia divizatã
Aceasta este o problemã în spaþiul bidimensional (plan),
dar este mai uºor de rezolvat dacã o considerãm ca douã pro-
bleme într-un spaþiu unidimensional. Pentru început vom
arãta cum poate fi rezolvatã problema mai simplã, într-un
spaþiu unidimensional. Enunþul acestei probleme ar fi:

Dându-se N numere de cod naturale ºi o secvenþã de N
semne corespunzãtoare celor douã regiuni ('+' sau '-'),
determinaþi o secvenþã de valori de cod cu semn x, astfel

încât are semnul identic cu cel corespunzãtor celei de-

a k-a regiuni.
Soluþia este intuitivã, dar demonstrarea corectitudinii

acesteia este puþin mai dificilã. La început, vom sorta în or-
dine crescãtoare cele N numere de cod ºi apoi le vom atri-
bui semne alternante. Cu alte cuvinte, pentru |xi| > |xi - 1|
avem xi > 0 dacã ºi numai dacã xi-1 < 0. Semnul atribuit ce-
lui mai mic cod determinã semnele atribuite tuturor celor-
lalte coduri. Vom începe dintr-o poziþie aflatã în "mijlo-
cul" secvenþei ordonate ºi ne vom deplasa înspre exterior.
Vom folosi numere mai mici pentru a nu modifica semnul
sumei ºi numere mai mari pentru a-l modifica. Pentru a
clarifica faptul cã acest algoritm este corect, vom prezenta
câteva rezultate matematice.

Definiþie
Vom numi secvenþã alternantã o secvenþã X = (xa, xa+1, …,
xb), a ≤ b pentru care:

• |xa| < |xa+1| < |xa+2| < … < |xb|  ºi
• pentru fiecare valoare i (a < i ≤ b), semnele valorilor xi ºi

xi-1 sunt diferite.

Lemã
Fie X = (xa, xa+1, …, xb), a ≤ b o secvenþã alternantã. Semnul
valorii xb este acelaºi cu semnul sumei tuturor elementelor
din X.

Demonstraþie
Vom presupune fãrã a reduce generalitatea cã xb este un
numãr întreg pozitiv. Dacã numãrul elementelor din X (b
- a +1) este par, atunci sumele parþiale xa + xa+1, xa+2 + xa+3,
..., xb-1 + xb sunt pozitive, deci valoarea sumei tuturor ele-
mentelor din X este pozitivã. Dacã numãrul elementelor
din X este impar, atunci sumele parþiale xa, xa+1 + xa+2, ...,
xb-1 + xb sunt pozitive, deci valoarea sumei tuturor elemen-
telor din X este din nou pozitivã.

Cazul în care valoarea xb este negativã se trateazã într-
o manierã asemãnãtoare (toate sumele parþiale vor fi nega-
tive, deci suma tuturor elementelor va fi negativã).

Exemple
Suma elementelor din secvenþa alternantã X = (-1, +2, -5,
+6 ) este egalã cu (-1 + 2) + (-5 + 6) = +2 ºi este pozitivã la
fel ca ultimul element al secvenþei.

Suma elementelor din secvenþa alternantã X = (+3, -4,
+5, -6, +7 ) este egalã cu (+3) + (-4 + 5) + (-6 + 7) = +5 ºi
este pozitivã la fel ca ultimul element al secvenþei.

Fie S = (sa, sa+1, …, sb), a ≤ b o secvenþã de semne. O
secvenþã X'=(x'a, x'a+1, …, x'b), a ≤ b este validã pentru S,

dacã semnul sumei este sk pentru fiecare k cuprins

între a ºi b.

Teoremã
Fie (xa, xa+1, …, xb), a ≤ b o secvenþã alternantã ºi S = (sa,
sa+1, …, sb), a ≤ b o secvenþã de semne. Dacã semnul valorii
xb este sb, atunci existã o secvenþã X'=(x'a, x'a+1, …, x'b), a ≤
b astfel încât:
• {x'a, x'a+1, …, x'b}={xa, xa+1, …, xb} ºi 
• X' este validã pentru S. 

Demonstraþie
Demonstraþia se realizeazã pe baza unei inducþii matema-
tice dupã numãrul k al elementelor din X. Pentru k = 1 se
observã foarte uºor cã X' = X este o secvenþã validã pentru
S. Presupunem cã k ≥ 2 ºi notãm S1 = S - sb. Cu alte cuvinte,
avem S1=(sa, sa+1, …, sb-1).

Distingem douã cazuri. Dacã semnul valorii xb este sb,
atunci notãm X1 = X - xa ºi t = xa. Dacã semnele sunt
diferite atunci avem X1 = X - xb ºi t = xb.

Se observã cã X1 este o secvenþã alternantã ºi S1 este o
secvenþã de semne, astfel încât semnul ultimului element
din X1 este sb-1 (ultimul element din S1). Aºadar, folosind
ipoteza de inducþie, deducem cã existã o secvenþã X'1

∑
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validã pentru S1. Prin urmare, X' = (X'1, t) este o secvenþã
validã pentru S.

Exemple
Pentru secvenþa alternantã X = (-4, +5, -7, +8) ºi secvenþa
de semne S = (+, -, -, +) avem: 
S1 = (+, -, -), X1 = (-4, +5, -7)
S2 = (+, -), X2 = (+5, -7)
S3 = (+), X3 = (+5)

Ca urmare, obþinem: 
X'3 = (+5)
X'2 = (+5, -7)
X'1 = (+5, -7,-4)
X' = (+5, -7,-4,+8)

Pentru secvenþa alternantã X = (-1, +2, -3) ºi secvenþa
de semne S = (-, -, -) avem: 
S1 = (-, -), X1 = (+2, -3)
S2 = (-), X2 = ( -3)

Ca urmare, obþinem: 
X'2 = (-3)
X'1 = (-3, +2)
X' = (-3, +2, -1)

Acum putem prezenta paºii algoritmului de rezolvare
a acestei probleme:
Pasul 1: //citirea datelor de intrare

1.1. citirea valorii N.
1.2. citirea celor 2 · N numere de cod ºi partiþionarea

lor în douã mulþimi A ºi B cu acelaºi cardinal.
1.3. citirea secvenþei de regiuni R = (r1, r2, ..., rN).

Pasul 2: //determinarea coordonatelor orizontale ale pere-
chilor de coduri

2.1. determinarea unei secvenþe de semne S = (s1, s2, …,
sN) astfel încât pentru toate valorile j cuprinse între
1 ºi N avem sj = '+' dacã rj = 1 sau rj = 4 ºi sj = '-'
dacã rj = 2 sau rj = 3.

2.2. determinarea unei secvenþe alternante X = (x1, x2,
…, xN) construitã pe baza mulþimii A, astfel încât
semnul valorii xN este sN. 

2.3. determinarea, pe baza teoremei anterioare, a unei
secvenþe X' = (x'1, x'2, …, x'N) care este validã
pentru S.

Pasul 3: //determinarea coordonatelor verticale ale pere-
chilor de coduri

3.1. determinarea unei secvenþe de semne S = (s1, s2, …,
sN) astfel încât pentru toate valorile j cuprinse între
1 ºi N avem sj = '+' dacã rj = 1 sau rj = 2 ºi sj = '-'
dacã rj = 3 sau rj = 4

3.2. determinarea unei secvenþe alternante Y = (y1, y2,
…, yN) construitã pe baza mulþimii B, astfel încât
semnul valorii yN este sN. 

3.3. determinarea unei secvenþe Y' = (y'1, y'2, …, y'N)
care este validã pentru S.

Pasul 4: //scrierea datelor de ieºire
Afiºarea perechilor (x'1, y'1), (x'2, y'2), ..., (x'N, y'N).

Teoremã
Algoritmul prezentat anterior este corect ºi are ordinul de
complexitate O(N · logN).

Demonstraþie
Corectitudinea algoritmului rezultã direct din teorema an-
terioarã. Ordinul de complexitate al tuturor paºilor (ex-
cepþie 2.2 ºi 3.2) este O(N). Paºii 2.2 ºi 3.2 au ordinul de
complexitate O(N · logN) datoritã faptului cã necesitã
efectuarea unei sortãri.

Observaþie
Nu se cunoaºte o soluþie cu un ordin de complexitate mai
mic, dar nici nu s-a reuºit demonstrarea faptului cã sorta-
rea este neapãrat necesarã pentru rezolvarea acestei pro-
bleme.

P060215: Compresie XOR
Vom începe prezentarea soluþiei acestei probleme definind
anumiþi termeni pe care îi vom folosi ulterior.

Definiþii
Grila corespunzãtoare ecranului este grila obþinutã prin
trasarea unor linii imaginare care separã pixelii.

Un punct al grilei este punctul de intersecþie a douã li-
nii ale grilei corespunzãtoare ecranului (o linie verticalã ºi
una orizontalã). 

Un colþ este un punct al grilei care este adiacent cu un
numãr impar de pixeli negri. Dacã un punct p este colþ,
spunem cã ic-valoarea sa este 1 ºi notãm acest fapt prin
ic(p) = 1, iar dacã p nu este colþ, spunem cã ic-valoarea sa
este 0 ºi ic(p) = 0.

FFiigguurraa  11

De exemplu, în figura 1, punctul x este adiacent cu
patru pixeli dintre care 1 este negru ºi 3 sunt albi. Aºadar,
punctul x este colþ. În figura 1 avem în total 10 colþuri.

Este evident cã urmãtoarea afirmaþie este adevãratã: O
imagine este complet albã dacã ºi numai dacã ea nu conþine
nici un colþ.

Putem acum sã încercãm sã gãsim o soluþie folosind
imaginea furnizatã ca intrare ºi încercând sã obþinem ima-
ginea complet albã cu ajutorul operaþiilor XOR. Aceastã
soluþie se bazeazã pe urmãtoarea lemã.

Lemã
Presupunem cã efectuãm operaþia XOR(L, R, T, B); fie Q
dreptunghiul afectat de aceastã operaþie. Vom nota prin a
punctul din colþul stânga-sus al dreptunghiului Q, prin b
punctul din colþul stânga-jos, prin c punctul din colþul
dreapta-jos ºi prin d punctul din colþul dreapta-sus. Prin
efectuarea operaþiei XOR(L, R, T, B) ic-valorile punctelor
a, b, c ºi d se modificã (dacã au fost 0 devin 1 ºi invers), iar
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ic-valorile tuturor celorlalte puncte ale grilei rãmân ne-
schimbate.

Demonstraþie
În urma operaþiei, exact un pixel adiacent fiecãruia dintre
punctele a, b, c ºi d îºi schimbã culoarea. Ca urmare, ic-
valorile acestor puncte se modificã.

Luãm acum în considerare punctele de pe laturile drept-
unghiului Q. Pentru fiecare dintre acestea, exact doi pixeli
adiacenþi îºi schimbã culoarea (cei din interiorul dreptun-
ghiului), deci paritatea numãrului de pixeli negri din jurul
acestor puncte nu se modificã.

În final considerãm punctele din interiorul dreptun-
ghiului Q. Toþi cei patru pixeli adiacenþi cu aceste puncte
îºi schimbã culoarea, deci paritatea numãrului de pixeli ne-
gri adiacenþi rãmâne aceeaºi.

Vom încerca sã reducem numãrul de colþuri la fiecare
pas; algoritmul se va opri când nu va mai exista nici un
colþ. Evident, vom încerca sã reducem cât mai mult acest
numãr, la fiecare pas. Totuºi, nu vom putea întotdeauna sã
efectuãm o operaþie XOR în urma cãreia sã se modifice ic-
valorile tuturor colþurilor din regiunea afectatã de aceastã
operaþie.

Lemã
Dacã imaginea nu este complet albã, este întotdeauna
posibil sã efectuãm o operaþie XOR, astfel încât numãrul
colþurilor sã se reducã fie cu 2, fie cu 4.

Demonstraþie
Pentru început, trebuie sã observãm cã existã o linie pe care
se aflã cel puþin douã colþuri. Este evident cã linia cea mai
de sus care conþine pixeli negri conþine un colþ aflat în par-
tea din dreapta-sus a celui mai din dreapta pixel negru ºi
un colþ aflat în partea din stânga-sus a celui mai din stânga
pixel negru. Aceste colþuri sunt distincte ºi se aflã pe
aceeaºi linie.

În continuare, vom observa cã nu este posibil ca toate
colþurile sã se afle pe aceeaºi linie. Este evident cã cel mai
de sus pixel negru ºi cel mai de jos pixel negru au în jurul
lor (deasupra, respectiv dedesubt) cel puþin câte un colþ
care nu se aflã pe aceeaºi linie orizontalã. De asemenea, cel
mai din dreapta pixel negru ºi cel mai din stânga pixel
negru au în jurul lor (la dreapta, respectiv la stânga) cel
puþin câte un colþ care nu se aflã pe aceeaºi linie verticalã.

Vom putea alege acum un dreptunghi determinat de
trei colþuri. Mai întâi alegem cel mai din dreapta colþ de pe
cea mai de sus linie ºi apoi un alt colþ care se aflã pe aceeaºi
linie verticalã. Cel de-al treilea colþ poate fi determinat
astfel: începem de la primul colþ ales; acesta are un singur
pixel adiacent negru (cel din stânga-jos), ceilalþi fiind albi;
parcurgem punctele aflate la stânga pe aceeaºi linie pânã în
momentul când pixelul aflat la stânga ºi sub punctul curent
devine alb. Aceste trei colþuri determinã dreptunghiul asu-
pra cãruia vom efectua operaþia XOR. 

Aºadar, cel puþin trei dintre punctele care delimiteazã
dreptunghiul sunt colþuri. Dacã toate cele patru puncte
sunt colþuri, atunci în urma operaþiei numãrul total al col-
þurilor se reduce cu 4. Dacã cel de-al patrulea punct nu
este colþ, numãrul total al colþurilor se reduce cu 2 (se eli-
minã trei colþuri ºi se creeazã unu).

Aºadar, un algoritm de rezolvare al acestei probleme
constã în alegerea succesivã a trei colþuri care determinã un
dreptunghi ºi efectuarea de operaþii XOR asupra acestor
dreptunghiuri pânã în momentul în care nu mai rãmâne
nici un pixel negru în imagine.

Teoremã
Algoritmul prezentat anterior este corect ºi numãrul ope-
raþiilor XOR care trebuie efectuate este de cel mult douã
ori mai mare decât numãrul minim de operaþii XOR care
trebuie efectuate pentru eliminarea tuturor pixelilor negri.

Demonstraþie
Lema anterioarã ne asigurã cã la fiecare pas vom gãsi 3 col-
þuri care determinã un dreptunghi. Datoritã faptului cã
numãrul iniþial al colþurilor este finit ºi la fiecare pas acesta
se reduce, dupã un numãr finit de paºi imaginea nu va mai
conþine nici un colþ, deci va fi complet albã. 

În cazul ideal, pentru fiecare operaþie XOR, numãrul
colþurilor se reduce cu 4. În cazul algoritmului nostru, nu-
mãrul colþurilor se reduce cu cel puþin 2. Aºadar, în cel mai
defavorabil caz, vom elimina câte douã colþuri la fiecare
pas. Ca urmare, numãrul paºilor va fi de cel mult douã ori
mai mare faþã de cazul ideal.

Vom prezenta în continuare o versiune a acestui algo-
ritm:

pentru fiecare linie i execută

pentru fiecare coloanã j execută

dacă colţ(i, j) atunci

fie k cel mai apropiat colþ aflat pe linia i la dreap-
ta faþã de punctul (i, j)

fie l cel mai apropiat colþ aflat pe coloana j sub
punctul (i, j)
xor(j, k-1, i, l+1)

sfârșit dacă

sfârșit pentru

sfârșit pentru

Folosind acest algoritm se puteau obþine aproximativ
85 de puncte la aceastã problemã.

Problema poate fi abordatã ºi folosind tehnici euristi-
ce. Una dintre acestea constã în determinarea, la fiecare
pas, a unui dreptunghi care conþine doar pixeli negri ºi
efectuarea operaþiei XOR asupra dreptunghiului respec-
tiv. Punctajul obþinut în acest caz este de aproximativ 35
de puncte.

O a treia abordare foloseºte un algoritm de determina-
re a unui cuplaj maxim într-un graf. Se iau în considerare
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toate colþurile de pe o linie, fiecare devenind un nod al gra-
fului. Costul unei muchii dintre douã vârfuri este 1 dacã ºi
numai dacã existã un dreptunghi determinat de cele douã
colþuri corespunzãtoare celor douã vârfuri ºi alte douã
colþuri din imagine. În caz contrar, costul muchiei este 0.
Se determinã un cuplaj maxim în graful construit ºi se apli-
cã operaþii XOR asupra tuturor dreptunghiurilor determi-
nate de muchiile care apar în acest cuplaj. Operaþia conti-
nuã pânã în momentul în care au fost eliminaþi toþi pixelii.
Aceastã abordare ar fi dus la obþinerea tuturor celor 100 de
puncte (mai exact 99.7, care prin rotunjire devine 100). 

Pentru unul singur (ultimul) dintre cele zece teste pri-
ma metodã duce la obþinerea unui rezultat mai bun decât
a treia.

P060216: Programarea pachetelor
O posibilitate de a aborda aceastã problemã este folosirea
programãrii dinamice. Vom nota prin Ci costul minim de
partiþionare a operaþiilor Ji, Ji+1, ..., Jn în pachete ºi prin
Ci(k) costul minim de partiþionare ale acestor operaþii,
dacã primul pachet este format din operaþiile Ji, Ji+1, ..., Jk.
Vom obþine urmãtoarea relaþie:
Ci(k) = Ck + (S + Ti + Ti+1 + … + Tk-1) · ( Fi + Fi+1 + … + Fn).

Pe baza acestei relaþii deducem urmãtoarea formulã de
calcul pentru determinarea valorilor Ci:
Ci = min{Ci(k) | k = i + 1, …, n + 1} pentru 1 ≤ i ≤ n ºi Cn+1
= 0.

Este evident cã ordinul de complexitate al acestui algo-
ritm este O(n2), deoarece trebuie calculate valorile Ci(k)
pentru toate valorile i ºi k astfel încât 1 ≤ i ≤ k ≤ n).

Studiind valorile Ci(k) se poate deduce cã aceastã pro-
blemã se poate rezolva în timp liniar dupã cum se va arãta
în continuare.

Din relaþia Ci(k) = Ck + (S + Ti + Ti+1 + … + Tk-1) · ( Fi
+ Fi+1 + … + Fn) deducem cã, pentru i < k < l avem:
Ci(k) < Ci(l) ⇔
⇔ Cl - Ck + (Ti + Ti+1 + … + Tk-1) · (Fi + Fi+1 + … + Fn) ≥ 0
⇔ (Ck - Cl) / (Ti + Ti+1 + … + Tk-1) ≤ (Fi + Fi+1 + … + Fn).

Vom nota prin g(k, l) valoarea (Ck - Cl) / (Ti + Ti+1 +
… + Tk-1) ºi prin f(i) valoarea (Fi + Fi+1 + … + Fn).

Proprietãþi
• Dacã g(k, l) ≤ f(i) pentru 1 ≤ i < k < l, atunci Ci(k) ≤ Ci(l).
• Dacã g(j, k) ≤ g(k, l) pentru 1 ≤ i < k < l, atunci pentru

toate valorile i cuprinse între 1 ºi j - 1 avem Ci(j) ≤ Ci(k)
sau Ci(l) ≤ Ci(k).

Din cea de-a doua proprietate rezultã cã dacã avem g(j,
k) ≤ g(k, l) pentru 1 ≤ i < k < l ≤ n, atunci valoarea Ci(k) nu
este necesarã pentru a calcula valoarea Ci.

Vom calcula valorile Ci în ordinea Cn, Cn-1, ..., C1. Vom
folosi o structurã Q = (ir, ir-1, …, i2, i1) asemãnãtoare unei
cozi, ultimul element introdus (coada) fiind ir, iar primul
(capul) fiind i1. Singura diferenþã faþã de o coadã "clasicã"
este faptul cã pot fi eliminate elemente din ambele capete

ale cozii. Aceastã structurã respectã urmãtoarele proprie-
tãþi:
• ir < ir-1 < … < i2 < i1 ºi 
• g(ir, ir-1) > g(ir-1, ir-2) > … > g(i2, i1).

În momentul calculãrii unei valori Ci va trebui, mai
întâi, sã eliminãm elementele care nu sunt necesare din
capul cozii Q. Pentru aceasta vom folosi valoarea f(i) ºi
prima proprietate enunþatã anterior. Dacã f(i) ≥ g(i2, i1)
vom elimina din coadã elementul i1, deoarece din proprie-
tatea amintitã rezultã cã pentru toate valorile h ≤ i, avem
f(h) ≥ f(i) ≥ g(i2, i1), deci Ch(i2) ≤ Ch(i1). Vom continua sã
eliminãm elemente pânã ajungem în situaþia în care, pentru
o anumitã valoare t ≥ 1, avem g(ir, ir-1) > g(ir-1, ir-2) > … >
g(it+1, it) > f(i). Acum, pe baza aceleiaºi proprietãþi, dedu-
cem cã Ci(iv+1) > Ci(iv) pentru toate valorile v cuprinse
între t ºi r - 1, sau r = t (caz în care în coadã a rãmas un
singur element: ir). Rezultã imediat cã:
Ci(it) = min{Ci(k) | k = i + 1, …, n + 1}.

În momentul inserãrii elementului i în coadã, trebuie
efectuate operaþiile necesare pentru ca cele douã proprie-
tãþi ale acesteia sã fie respectate. Dacã avem g(i, ir) ≤ g(ir, ir-1),
atunci din cea de-a doua proprietate enunþatã anterior, re-
zultã cã elementul ir trebuie eliminat. Vom continua sã
eliminãm elemente pânã ajungem în situaþia în care g(i, ir)
> g(ir, ir-1). În acest moment i este adãugat în coadã (devine
ultimul element al acesteia).

Fiecare valoare i este inseratã ºi eliminatã din coadã cel
mult o datã. Pentru fiecare inserare ºi pentru fiecare elimi-
nare operaþiile necesare sunt realizate în timp constant.
Aºadar, ordinul de complexitate al algoritmului prezentat
este O(n).

P060217: Staþii de autobuz
Soluþia acestei probleme se bazeazã pe un algoritm al cãrui
ordine de complexitate este O(n3). Diametrul unei reþele
de autobuze va fi dat de cel mai lung traseu dintre douã
staþii ale reþelei. Va trebui sã gãsim cel mai mic diametru
posibil, considerarând toate posibilitãþile de a alege staþiile
centrale. Vom lua în considerare douã cazuri ºi, pentru
început, vom introduce câteva notaþii:
• Fie D1 valoarea minimã a celui mai lung traseu dintre do-

uã staþii care sunt legate prin intermediul unei singure
staþii centrale, þinând cont de toate posibilitãþile de a ale-
ge staþia centralã respectivã.

• Fie D2 valoarea minimã a celui mai lung traseu dintre do-
uã staþii care sunt legate prin intermediul ambelor staþii
centrale, luând în considerare toate posibilitãþile de a ale-
ge cele douã staþii centrale.

Vom determina valorile D1 ºi D2 ºi vom furniza la ie-
ºire minimul dintre aceste douã valori.

Vom descrie acum modul în care poate fi calculatã
valoarea D1. Dacã staþia centralã se aflã într-un punct p,
atunci cel mai lung traseu care trece prin p este determinat
de cele mai depãrtate douã staþii faþã de p. Dacã aceste
douã staþii se aflã în punctele q ºi r, atunci vom avea D1 =
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d(p, q) + d(p, r), unde d(x, y) reprezintã distanþa dintre
punctele x ºi y. Vom lua în considerare toate cele n posibi-
litãþi de a alege punctul p ºi vom alege acel punct pentru
care suma distanþelor de la el la cele mai depãrtate douã
staþii faþã de punctul respectiv este minimã. Cele mai de-
pãrtate douã staþii faþã de un punct pot fi determinate în
timp liniar, deci, datoritã faptului cã vom efectua n astfel
de determinãri, ordinul de complexitate al acestei operaþii
este O(n2). 

Pentru a ilustra modul în care se poate calcula valoarea
D2 vom folosi un exemplu simplu. Trebuie observat faptul
cã, în acest caz, cel mai lung traseu dintre douã staþii va
trece prin ambele staþii centrale.

FFiigguurraa  11

În figura 1 este prezentatã o reþea cu ºapte staþii. Vom
lua în considerare toate posibilitãþile de a alege staþiile cen-
trale ºi vom reþine perechea pentru care diametrul reþelei
este minim. Pentru început vom considera cã avem D2 = ∞.
Pentru fiecare pereche de staþii centrale (H1 ºi H2) vom con-
sidera cã acestea sunt fixate. Celelalte n - 2 puncte (staþii),
vor fi iniþial legate la una dintre cele douã staþii centrale (de
exemplu la H1). 

Vom sorta aceste n - 2 puncte în ordine crescãtoare în
funcþie de distanþa faþã de H1, rezultatul sortãrii fiind pãs-
trat într-un vector P (P[1] va fi cea mai apropiatã staþie faþã
de H1, iar P[n - 2] va fi cea mai depãrtatã). Rezultatul sor-
tãrii este ilustrat în figura 2.

FFiigguurraa  22

Vom nota prin r1 valoarea d(H1, P[n - 3]), prin r2 valoa-
rea d(H2, P[n - 2]) ºi prin d12 valoarea d(H1, H2). Dacã avem
r1 + r2 + d12 < D2, atunci punctul P[n - 2] va fi legat de staþia
H2 ºi valoarea D2 va deveni D2 = r1 + r2 + d12. Acest pas este
ilustrat în figura 3. 

Avem r1 = d(H1, P[n - 3]) = d(H1, P[4]) = 10, r2 = d(H2,
P[n - 2]) = d(H2, P[5]) = 3, d12 = d(H1, H2) = 12, deci D2 =
r1 + d12 + r2 = 10 + 12 + 3 = 25.

În continuare, aplicãm aceeaºi metodã pentru r1 =
d(H1, P[n-4]), r2 = d(H2, P[n - 3]) ºi aceeaºi valoare d12 =
d(H1, H2) ºi obþinem r1 + r2 + d12 = d(H1, P[3]) + d(H1, H2)
+ d(H2, P[4]) = 7 + 12 + 8 = 27. Deoarece noua distanþã es-
te mai mare decât diametrul anterior, valoarea D2 rãmâne ne-
modificatã. Dacã, la final, valoarea D2 va rãmâne 25, atunci
punctul P[4] va fi legat de H1 cu toate cã distanþa sa faþã de
H2 este mai micã decât distanþa faþã de H1. Situaþia este ilus-
tratã în figura 4, în care punctul P[4] este legat printr-o li-
nie îngroºatã de H2 deoarece distanþã faþã de H1 este mai ma-
re.

FFiigguurraa  44

Algoritmul continuã luându-se în considerare celelalte
elemente din P (în ordine descrescãtoare a indicilor) pânã
în momentul în care indicele devine 1. În figura 5 este ilus-
tratã situaþia reþelei la final; valoarea D2 a rãmas 25.

FFiigguurraa  55

Pentru a obþine ordinul de complexitate O(n3), trebu-
ie respectatã urmãtoarea ordine de efectuare a operaþiilor.
• Se iau în considerare toate punctele p ca fiind prima sta-

þie centralã.
• Se sorteazã celelalte n-1 puncte în funcþie de distanþa faþã

de p.
• Se iau în considerare toate punctele q ca fiind a doua sta-

þie centralã.
• Se aplicã algoritmul de determinare a diametrului pentru

staþiile centrale p ºi q.

FFiigguurraa  33
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Dacã se efectueazã sortarea numai dupã alegerea am-
belor staþii centrale, atunci ordinul de complexitate devine
O(n3 · log n).

P060218: Douã beþe
Cea mai rapidã metodã de rezolvare a acestei probleme
implicã efectuarea a cinci sau ºase cãutãri binare. Cu aju-
torul primelor patru cãutãri binare vom determina cel mai
mic dreptunghi care conþine în interiorul sãu ambele beþe.

Pentru prima cãutare binarã vom apela funcþia rect
pentru dreptunghiuri delimitate în stânga, dreapta ºi dede-
subt de marginile grilei. Latura de sus a dreptunghiului va
fi "variabilã" ºi, în urma cãutãrii binare, va fi linia pe care
se aflã cea mai de jos celulã care face parte dintr-un bãþ.
Iniþial, latura de sus va fi la jumãtatea grilei. Dacã în urma
apelului se returneazã valoarea 0, atunci înseamnã cã nu
existã în jumãtatea de jos nici o celulã care face parte din-
tr-un bãþ ºi cãutarea continuã în jumãtatea de sus. Dacã se
returneazã valoarea 1, înseamnã cã în jumãtatea de jos exis-
tã cel puþin o celulã care face parte dintr-un bãþ ºi cãutarea
continuã în aceastã jumãtate. Regiunea determinatã se îm-
parte din nou în douã subregiuni ºi algoritmul continuã
pânã în momentul în care ajungem la regiuni formate din-
tr-o singurã linie.

Cu ajutorul celorlalte trei cãutãri binare vom determi-
na celelalte trei laturi ale dreptunghiului cãutat.

Acum, prin patru apeluri ale funcþiei rect (asupra ce-
lor patru colþuri ale dreptunghiului; dreptunghiurile pen-
tru care se realizeazã apelul vor avea lungimea ºi lãþimea
egalã cu unitatea, deci vor fi pãtrate de laturã 1) putem de-
termina forma generalã a structurii. În funcþie de numãrul
ºi poziþia colþurilor care conþin celule ocupate de beþe, de-
osebim patru cazuri (existã ºi alte variante care pot fi obþi-
nute prin rotaþii): 
• beþele ocupã trei dintre colþurile dreptunghiului;
• beþele ocupã douã colþuri opuse (în diagonalã) ale drept-

unghiului;
• beþele ocupã douã colþuri alãturate (pe aceeaºi laturã) ale

dreptunghiului;

• beþele nu ocupã nici unul dintre colþurile dreptunghiu-
lui.

Cele patru posibilitãþi sunt ilustrate în figura 1 .

FFiigguurraa  11

Pentru a determina poziþia exactã a beþelor mai avem
nevoie de una sau douã cãutãri binare în funcþie de forma
generalã a structurii. 

Datoritã faptului cã se realizeazã un numãr finit de
cãutãri binare, ordinul de complexitate al algoritmului este
O(log N), unde N este latura grilei; numãrul de apeluri ale
funcþiei rect are acelaºi ordin. Mai exact, vom efectua cel
mult 6 · log2N + 4 apeluri. 

Pentru valoarea maximã N = 10000 vom avea cel mult
6 · log210000 + 4 = 6 · 14 + 4 = 88 de apeluri, deci întot-
deauna va fi determinatã soluþia folosindu-se mai puþin de
100 de apeluri, ceea ce permite obþinerea punctajului ma-
xim.
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