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Yong-In, Coreea de Sud

101 2002

in continuare vé vom prezenta solutiile oficiale ale celor sase probleme
propuse spre rezolvare la editia din acest an a Olimpiadei Internationale de
Informatica, desfasuraté in perioada 18-25 august 2002.

P060213: Broscutele buclucase

Un algoritm naiv de rezolvare a acestei probleme are ordi-
nul de complexitate O(N?) si implicd parcurgerea tuturor
celor O(N?) segmente care au ca extremititi puncte din
multimea S. Un segment de lungime L poate fi extins in
oricare din cele doud directii ale sale cu un alt segment de
lungime L, daci extremititile noului segment fac parte din
multimea S. Se obtine astfel un segment cu lungimea 2 - L
care poate fi extins cu un alt segment de lungime L, dacd
se respectd aceeasi conditie. Procedeul continud pand in
momentul in care segmentul nu mai poate fi extins.

Numirul plantelor culcate la pimint de o broscuti
care parcurge un astfel de segment extins va fi dat de nu-
mirul extinderilor la care se adaugd valoarea 2 (cele doud
plante corespunzitoare segmentului initial). Daci un seg-
ment nu poate fi extins pand in afara lanului, atunci el nu
este luat in considerare. Operatia de extindere are ordinul
de complexitate O(N). Solutia va fi datd de numdrul ma-
xim de plante culcate la pimant corespunzitoare unui anu-
mit segment.

Un algoritm eficient, cu ordinul de complexitate O(N?)
se bazeazd pe algoritmul de determinare a unei submultimi
coliniare egal spatiate. Algoritmul functioneazi prin su-
prapunerea tuturor tripletelor egal spatiate cu scopul de a
determina toate multimile coliniare egal spatiate maxima-
le. Suprapunerea este realizatd prin construirea unui graf
neorientat unde, pentru fiecare triplet egal spatiat (p,,, p,
p¢) sunt introduse nodurile <A, B> si <B, C> si muchia
(<A, B>, <B, C>); componentele conexe ale acestui graf
corespund submultimilor coliniare egal spatiate maximale
din multimea S. Se observi ¢i drumul unei broscute este
un lant liniar format din noduri conectate (cu cel putin o
muchie si doud noduri, adici cel putin trei plante culcate la
pamant) ale acestui graf. Fiecare nod al grafului are gradul
cel mult 2, deci multimea muchiilor si cea a varfurilor gra-
fului au ambele dimensiunea O(N?), asadar putem deter-
mina toate submultimile coliniare egal spatiate maximale
intr-un timp de ordinul O(N?).

Singurul detaliu rimas in discutie este modul in care
pot fi determinate eficient tripletele egal spatiate folosite in

construirea grafului. O metod3 evidentd este parcurgerea
tuturor tripletelor, dar aceasta ar face ca ordinul de com-
plexitate si devind O(N?). Daci pastrim in memorie lanul
de orez sub forma unei matrice (fiecare plantd este un ele-
ment al acesteia) care contine numirul de ordine al ateri-
zarii pe acea plantd (de exemplu, dacd cea de-a 100-a plantd
culcatd la pimant are coordonatele (10, 12), atunci valoa-
rea elementului corespunzitor pozitiei (10, 12) va fi 100),
putem lua in considerare toate perechile de plante (p,, p,)
si apoi determinim in timp constant pozitia plantei p ., de-
oarece locatia acesteia este determinatd in mod unic de p ,,
si pp. Ordinul de complexitate al acestei operatii este
O(N?), dar avem nevoie de un spatiu de memorie de ordi-
nul O(dimensiunea lanului). In cazul cel mai defavorabil,
matricea va avea 5000 - 5000 elemente, fiecare fiind un in-
treg reprezentat pe 2 bytes. Asadar, aceasti matrice va ocu-
pa aproximativ 50 MB memorie. Datoriti faptului ¢ sto-
carea grafului folosit pentru rezolvare necesitd, de aseme-
nea, un spatiu de memorie de ordinul O(N?), limita de 64
MB, impusi in enuntul problemei, este depisitd. Totusi,
aceastd matrice este foarte rarefiatd (majoritatea elemente-
lor au valoarea 0), deci poate fi stocatd sub forma unei ta-
bele de dispersie. Din nefericire, folosirea unei tabele de dis-
persie afecteazi ordinul de complexitate al algoritmului.
Cea de-a treia si cea mai bund optiune este construirea gra-
fului in timp liniar si folosirea unei memorii cu dimensiu-
ne constantd prin sortarea locatiilor (in functie de linie si
in cadrul aceleiasi linii in functie de coloand) si pastrarea a
trei referinte in lista obtinutd (referintele A, B, C vor
indica punctele p,, p,, p. - A < B < C). Construirea
grafului se realizeazd astfel: se iau in considerare toate va-
lorile posibile pentru A si apoi, la fiecare pas se incremen-
teazi fie valoarea B, fie valoarea C, astfel incit si fie men-
tinutd o spatiere cit mai apropiatd intre p,, p, si p; cind
spatierea este egald, nodurile si muchia corespunzitoare
sunt introduse in graf.

Existd de asemenea un algoritm cu ordinul de comple-
xitate O(N?) care foloseste metoda programdrii dinamice.
Acest algoritm se confruntd cu aceleasi probleme de me-
morie ca si cele descrise anterior. Pe 1angd matricea folositd



in algoritmul anterior se stocheazd o altd matrice de di-
mensiune O(N?) ale cirei linii sunt indexate de p,; fiecare
linie contine N elemente, unul pentru fiecare planti p,, ale
ciror valori reprezintd numirul de ateriziri dintr-un tra-
seu al unei broscute care trece prin p, si p,, iar celelalte
puncte se afld inaintea lui p,, in lista ordonatd. Cu alte cu-
vinte, presupunem cd lanul se termind in pozitia p,, si cdu-
tdm trasee ale broscutelor (care pot avea orice lungime) in
acest lan de dimensiune mai mici. Ideea este de a deter-
mina trasee partiale ale broscutelor care nu incalci nici una
dintre conditiile referitoare la trasee in regiunea deja exa-
minatd a lanului. Presupunind ci primele A linii ale matri-
cei sunt completate, a (4 + 1)-a linie este completatd ludnd
in considerare toate cele O(N) plante culcate la pimant B,
care se afld in listd inainte de p, si, daci existd o plantd
culcati la pimant C, astfel incit A, B si C sunt egal spa-
tiate, se cautd in sir numdrul aterizdrilor din traseul de la C
la B, se incrementeazd cu 1 si se stocheazd ca al B-lea
element de pe linia A. Dacd C este 1n afara lanului, atunci
valoarea corespunzitoare va fi 2. In acelasi timp, se verifici
daci urmitoarea planti culcatd la pimant (B) se afli in afa-
ra grafului; In acest caz a fost determinat un traseu com-
plet. Pentru determinarea eficientd a valorii C avem nevoie
de aceeasi matrice de 50 MB, descrisd pentru algoritmul
anterior. Din nou, poate fi folositd o tabeld de dispersie, dar
in cazul cel mai defavorabil, ordinul de complexitate al al-
goritmului creste.

P0O60214: Utopia divizata
Aceasta este o problemd in spatiul bidimensional (plan),
dar este mai usor de rezolvat daci o considerim ca doud pro-
bleme intr-un spatiu unidimensional. Pentru inceput vom
arita cum poate fi rezolvatd problema mai simpli, Intr-un
spatiu unidimensional. Enuntul acestei probleme ar fi:
Dindu-se N numere de cod naturale si o secventd de N
semne corespunzdtoare celor doud regiuni ('+' sau '-'),
determinati o secventd de valori de cod cu semn x, astfel

k

incat Y x, are semnul identic cu cel corespunzator celet de-
i=1

a k-a regiuni.

Solutia este intuitivd, dar demonstrarea corectitudinii
acesteia este putin mai dificild. La inceput, vom sorta in or-
dine crescitoare cele N numere de cod si apoi le vom atri-
bui semne alternante. Cu alte cuvinte, pentru lx] > Ix, - 1l
avem x, > 0 dacd si numai daci x, | < 0. Semnul atribuit ce-
lui mai mic cod determini semnele atribuite tuturor celor-
lalte coduri. Vom incepe dintr-o pozitie aflatd in "mijlo-
cul" secventei ordonate si ne vom deplasa inspre exterior.
Vom folosi numere mai mici pentru a nu modifica semnul
sumei si numere mai mari pentru a-1 modifica. Pentru a
clarifica faptul ¢ acest algoritm este corect, vom prezenta
cteva rezultate matematice.

Definitie
Vom numi secventd alternanti o secventd X = (x , x
x,), @ < b pentru care:

A+l

olx < |xa11| <lx,,l< o < Ix, | §i . .
« pentru fiecare valoare i (a < i < b), semnele valorilor x, si
x,, sunt diferite.

Lema
FieX=(x,x_,,...,x,),a<b osecventi alternantd. Semnul
valorii x, este acelasi cu semnul sumei tuturor elementelor
din X.

Demonstratie
Vom presupune fird a reduce generalitatea cd x, este un
numir intreg pozitiv. Dacd numirul elementelor din X (b
- a +1) este par, atunci sumele partiale x +x_,x_, +x_;,
. X, | + X, sunt pozitive, deci valoarea sumei tuturor ele-
mentelor din X este pozitivd. Dacd numirul elementelor
din X este impar, atunci sumele partiale x , x_,, + x_,, ...,
x, , +x, sunt pozitive, deci valoarea sumei tuturor elemen-
telor din X este din nou pozitiva.

Cazul in care valoarea x, este negativd se trateazd intr-
o0 manierd aseminitoare (toate sumele partiale vor fi nega-
tive, deci suma tuturor elementelor va fi negativa).

Exemple

Suma elementelor din secventa alternantd X = (-1, +2, -5,
+6 ) este egald cu (-1 + 2) + (-5 + 6) = +2 si este pozitivi la
fel ca ultimul element al secventei.

Suma elementelor din secventa alternantd X = (+3, -4,
+5, -6, +7 ) este egali cu (+3) + (-4 +5) + (-6 + 7) = +5 51
este pozitivi la fel ca ultimul element al secventei.

Fie S = (s, 5,55 -+ 5,)s @ < b 0 secventd de semne. O
secventd X'=(x', x' ., ..., x',), a < b este validd pentru §,

a+l?

k
daci semnul sumei D_x'; este s, pentru fiecare k cuprins
i=a

intre a §i b.

Teorema
Fie (x, x_,,, ..., x;), a < b 0 secventd alternantd si § = (s,,
S, o> S) @ < b 0 secventd de semne. Dacd semnul valorii
X, este s,, atunci exista o secventd X'=(x', x' , ..., x")),a<
b astfel incit:

' 1 1 :
* {x ERPRT e x b}={xa’ KXasp w00 xb} $1
o X' este validd pentru S.

a+l?

Demonstratie

Demonstratia se realizeazi pe baza unei inductii matema-
tice dupi numdrul k al elementelor din X. Pentru £ =1 se
observi foarte usor cd X' = X este o secventd validi pentru
S. Presupunem cd k > 2 sinotim §, = § - 5,. Cu alte cuvinte,
avem S,=(s, 5,15 «er 5, ,)-

Distingem doud cazuri. Dacd semnul valorii x, este s,,
atunci notim X, = X - x_ si t = x. Dacd semnele sunt
diferite atunci avem X, = X - x, sit = x,.

Se observi ci X, este o secventd alternanti i S, este o
secventd de semne, astfel Incit semnul ultimului element
din X, este s, , (ultimul element din §,). Asadar, folosind
ipoteza de inductie, deducem ci existi o secventd X'
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validd pentru §,. Prin urmare,
validi pentru §.

X' = (X'}, t) este o secventd

Exemple
Pentru secventa alternanti X =
de semne S = ( -, -, +) avem:
S,=(#--) X, =(-445-7)
$,= (), X, = (45, 7)
S;=(+), X, = (+5)

Ca urmare, obtinem:
X', =(+5)
X', =(45,-7)
X' =(45-7,-4)
X' = (+5, -7,-4,48)

(-4, +5, -7, +8) si secventa

Pentru secventa alternanti X = (-1, +2, -3) si secventa
de semne § = (-, -, -) avem:
S1 = (_7 _)) X] = (+2’ _3)
Sz = (_)’ Xz = ( _3)
Ca urmare, obtinem:
= (3)
X', =(-3,+2)
X'=(-3,+2,-1)

Acum putem prezenta pasii algoritmului de rezolvare
a acestei probleme:
Pasul 1: //citirea datelor de intrare
1.1. citirea valorii N.
1.2. citirea celor 2 - N numere de cod si partitionarea
lor in doud multimi A si B cu acelasi cardinal.
1.3. citirea secventei de regiuni R = (r,, 7,y ..., 7).
Pasul 2: //determinarea coordonatelor orizontale ale pere-
chilor de coduri
2.1. determinarea unei secvente de semne S = (s, 5,, ...,
s astfel incat pentru toate valorile j cuprinse Intre
131Navems}— +'dacir =1saur=4sis=""
dacar]—Zsaur]—3
2.2. determinarea unei secvente alternante X = (x,, x,,
.., X)) construitd pe baza multimii A, astfel incit
semnul valorii x, este s,.
2.3. determinarea, pe baza teoremei anterioare, a unei
secvente X' = (x',, x',, ..., x'y) care este valida
pentru S.
Pasul 3: //determinarea coordonatelor verticale ale pere-
chilor de coduri
3.1. determinarea unei secvente de semne S = (s, 5,, ...,
s astfel incat pentru toate valorile j cuprinse Intre
131Navems}— +'dacir =1saur=2sis=""
dacar]—3saur]—4
3.2. determinarea unei secvente alternante Y = (y,, 7,,
.., J) construitd pe baza multimii B, astfel incit
semnul valorii y,, este s,.

3.3. determinarea unei secvente Y' = (y',, 'y .oy ¥'y)
care este validd pentru S.
Pasul 4: //scrierea datelor de iesire
Afisarea perechilor (x'), ',), (x',, 3',); s (x'3p ' 3)-

Teorema
Algoritmul prezentat anterior este corect si are ordinul de
complexitate O(N - logN).

Demonstratie

Corectitudinea algoritmului rezultd direct din teorema an-
terioard. Ordinul de complexitate al tuturor pasilor (ex-
ceptie 2.2 si 3.2) este O(N). Pasii 2.2 si 3.2 au ordinul de
complexitate O(N - logN) datoritd faptului ci necesiti
efectuarea unei sortiri.

Observatie

Nu se cunoaste o solutie cu un ordin de complexitate mai
mic, dar nici nu s-a reusit demonstrarea faptului ci sorta-
rea este neapdrat necesard pentru rezolvarea acestei pro-
bleme.

P060215: Compresie XOR

Vom Incepe prezentarea solutiei acestei probleme definind
anumiti termeni pe care ii vom folosi ulterior.

Definitii
Grila corespunzitoare ecranului este grila obtinutd prin
trasarea unor linii imaginare care separi pixelil.

Un punct al grilei este punctul de intersectie a doui li-
nii ale grilei corespunzitoare ecranului (o linie verticali si
una orizontali).

Un colt este un punct al grilei care este adiacent cu un
numdr impar de pixeli negri. Daci un punct p este colt,
spunem c3 ic-valoarea sa este 1 si notdm acest fapt prin
ic(p) = 1, iar dacd p nu este colt, spunem ci ic-valoarea sa

este 0 sizc(p) = 0.
i

Figura 1

De exemplu, in figura 1, punctul x este adiacent cu
patru pixeli dintre care 1 este negru si 3 sunt albi. Asadar,
punctul x este colt. In figura 1 avem in total 10 colturi.

Este evident cd urmitoarea afirmatie este adeviratd: O
imagine este complet albi dacd si numai daci ea nu contine
nici un colf.

Putem acum si incercim si gisim o solutie folosind
imaginea furnizati ca intrare si incercind si obtinem ima-
ginea complet albd cu ajutorul operatiilor XOR. Aceasti
solutie se bazeazi pe urmitoarea lema.

Lema

Presupunem ci efectuim operatia XOR(L, R, T, B); fie Q
dreptunghiul afectat de aceastd operatie. Vom nota prin a
punctul din coltul stinga-sus al dreptunghiului Q, prin &
punctul din coltul stidnga-jos, prin ¢ punctul din coltul
dreapta-jos si prin d punctul din coltul dreapta-sus. Prin
efectuarea operatiei XOR(L, R, T, B) ic-valorile punctelor
a, b, c si d se modifici (daci au fost 0 devin 1 si invers), iar



ic-valorile tuturor celorlalte puncte ale grilei rimin ne-
schimbate.

Demonstratie

fn urma operatiei, exact un pixel adiacent fieciruia dintre
punctele a, b, ¢ si d isi schimbi culoarea. Ca urmare, ic-
valorile acestor puncte se modificd.

Luidm acum in considerare punctele de pe laturile drept-
unghiului Q. Pentru fiecare dintre acestea, exact doi pixeli
adiacenti 1si schimbd culoarea (cei din interiorul dreptun-
ghiului), deci paritatea numirului de pixeli negri din jurul
acestor puncte nu se modifici.

In final considerim punctele din interiorul dreptun-
ghiului Q. Toti cel patru pixeli adiacenti cu aceste puncte
isi schimbd culoarea, deci paritatea numirului de pixeli ne-
gri adiacenti rimane aceeasi.

Vom incerca si reducem numirul de colturi la fiecare
pas; algoritmul se va opri cind nu va mai exista nici un
colt. Evident, vom incerca si reducem cdt mai mult acest
numir, la fiecare pas. Totusi, nu vom putea intotdeauna si
efectuim o operatie XOR 1n urma cireia si se modifice ic-
valorile tuturor colturilor din regiunea afectatd de aceastd
operatie.

Lema

Dacd imaginea nu este complet albi, este intotdeauna
posibil s3 efectuim o operatie XOR, astfel incit numarul
colturilor si se reduci fie cu 2, fie cu 4.

Demonstratie

Pentru inceput, trebuie si observim ci existi o linie pe care
se afli cel putin doud colturi. Este evident ci linia cea mai
de sus care contine pixeli negri contine un colt aflat in par-
tea din dreapta-sus a celui mai din dreapta pixel negru si
un colt aflat in partea din stinga-sus a celui mai din stinga
pixel negru. Aceste colturi sunt distincte si se afli pe
aceeast linie.

In continuare, vom observa ci nu este posibil ca toate
colturile si se afle pe aceeast linie. Este evident cd cel mai
de sus pixel negru si cel mai de jos pixel negru au in jurul
lor (deasupra, respectiv dedesubt) cel putin cite un colt
care nu se afl3 pe aceeast linie orizontali. De asemenea, cel
mai din dreapta pixel negru si cel mai din stinga pixel
negru au in jurul lor (la dreapta, respectiv la stinga) cel
putin cite un colt care nu se afl3 pe aceeasi linie verticald.

Vom putea alege acum un dreptunghi determinat de
trei colturi. Mai Intai alegem cel mai din dreapta colt de pe
cea mai de sus linie si apoi un alt colt care se afl3 pe aceeasi
linie verticald. Cel de-al treilea colt poate fi determinat
astfel: incepem de la primul colt ales; acesta are un singur
pixel adiacent negru (cel din stinga-jos), ceilalti fiind albi;
parcurgem punctele aflate la stinga pe aceeasi linie pani in
momentul cind pixelul aflat la stinga si sub punctul curent
devine alb. Aceste trei colturi determini dreptunghiul asu-
pra ciruia vom efectua operatia XOR.

Asadar, cel putin trei dintre punctele care delimiteazd
dreptunghiul sunt colturi. Daci toate cele patru puncte
sunt colturi, atunci in urma operatiei numdrul total al col-
turilor se reduce cu 4. Daci cel de-al patrulea punct nu
este colt, numirul total al colturilor se reduce cu 2 (se eli-
mind trei colturi §i se creeazd unu).

Asadar, un algoritm de rezolvare al acestei probleme
constd in alegerea succesivi a trei colturi care determind un
dreptunghi si efectuarea de operatii XOR asupra acestor
dreptunghiuri pini in momentul in care nu mai riméne
nici un pixel negru in imagine.

Teorema

Algoritmul prezentat anterior este corect i numdrul ope-
ratiilor XOR care trebuie efectuate este de cel mult doud
ori mai mare decit numirul minim de operatii XOR care
trebuie efectuate pentru eliminarea tuturor pixelilor negri.

Demonstratie

Lema anterioari ne asigurd ci la fiecare pas vom gisi 3 col-
turi care determind un dreptunghi. Datoriti faptului ci
numirul initial al colturilor este finit si la fiecare pas acesta
se reduce, dupi un numir finit de pasi imaginea nu va mai
contine nici un colt, deci va fi complet albi.

In cazul ideal, pentru fiecare operatie XOR, numirul
colturilor se reduce cu 4. In cazul algoritmului nostru, nu-
mirul colturilor se reduce cu cel putin 2. Asadar, in cel mai
defavorabil caz, vom elimina cite doud colturi la fiecare
pas. Ca urmare, numdrul pasilor va fi de cel mult doud ori
mai mare fatd de cazul ideal.

Vom prezenta in continuare o versiune a acestui algo-
ritm:

pentru fiecare linie i executd
pentru fiecare coloand § executd
dacd colt (i, j) atunci
fie k cel mai apropiat colt aflat pe linia i la dreap-
ta fatd de punctul (i, 3)
fie 1 cel mai apropiat colt aflat pe coloana 3 sub
punctul (1, 5)
xor(j, k-1, i, 1+1)
sfargit dacd
sfarsit pentru
sfarsit pentru

Folosind acest algoritm se puteau obtine aproximativ
85 de puncte la aceastd problemad.

Problema poate fi abordati si folosind tehnici euristi-
ce. Una dintre acestea consti in determinarea, la fiecare
pas, a unui dreptunghi care contine doar pixeli negri si
efectuarea operatiei XOR asupra dreptunghiului respec-
tiv. Punctajul obtinut in acest caz este de aproximativ 35
de puncte.

O a treia abordare foloseste un algoritm de determina-
re a unui cuplaj maxim intr-un graf. Se iau in considerare
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toate colturile de pe o linie, fiecare devenind un nod al gra-
fului. Costul unei muchii dintre doud varfuri este 1 dacd si
numai daci existd un dreptunghi determinat de cele doud
colturi corespunzitoare celor doud varfuri si alte doud
colturi din imagine. In caz contrar, costul muchiei este 0.
Se determind un cuplaj maxim In graful construit si se apli-
cd operatii XOR asupra tuturor dreptunghiurilor determi-
nate de muchiile care apar in acest cuplaj. Operatia conti-
nud pani in momentul 1n care au fost eliminati toti pixelii.
Aceasti abordare ar fi dus la obtinerea tuturor celor 100 de
puncte (mai exact 99.7, care prin rotunjire devine 100).

Pentru unul singur (ultimul) dintre cele zece teste pri-
ma metodd duce la obtinerea unui rezultat mai bun decit
a treia.

P0O60216: Programarea pachetelor
O posibilitate de a aborda aceasti problemd este folosirea
progmmirii dinamice. Vom nota prin C, costul minim de
partitionare a operatnlor I ]l+1> . J, in pachete i prin
C(k) costul minim de partitionare ale acestor operatii,
daci primul pachet este format din operatiile J, ], ..., J,.
Vom obtine urmitoarea relatie:
Cly=C,+(S+T,+T+..+T,,) (F+F, +..+F).
Pe baza acestei relatii deducem urmitoarea formuli de
calcul pentru determinarea valorilor C::
C=min{C(k) | k=i+1,...,n+ 1} pentrul <i<nsiC ,

Este evident ci ordinul de complexitate al acestui algo-
ritm este O(#?), deoarece trebuie calculate valorile C (k)
pentru toate valorile i si k astfel incit 1 <i <k <n).

Studiind valorile C(k) se poate deduce cd aceastd pro-
blemi se poate rezolva in timp liniar dupd cum se va arita
in continuare.

Din relatia C(k)=C, + (S+ T, + Tl+1 +..+T,) (F
+F +..+F) deducem cd, pentru 7 < k < I avem:
Ck)<C() o
oC-C+(T.+T, +.

i+1

=3 (C,e Cz) (T.+T,, +.

w+T, ) (F+F, +..+F)>0
+T JSE+F, +...+F).
Vom nota prin g(k, [) valoarea (C, - C) / (T, + T, +
.+ T,,) si prin f(i) valoarea (F, + F, + ... + F)).

Proprietati
o Daci g(k, ) < f(i) pentru 1 <i < k </, atunci C(k) < C(J).
o Dacid g(j, k) < g(k, [) pentru 1 <7 < k < [, atunci pentru
toate valorile 7 cuprinse Intre 1 §i 7 - 1 avem C(j) < C(k)
sau C(l) < C(k).
Din cea de-a doua proprietate rezultd c3 daci avem g(j,
k) < g(k, I) pentru 1 <7 < k </ <n, atunci valoarea C (k) nu
este necesard pentru a calcula valoarea C.

Vom calcula valorile C;in ordinea C,C, ,..,C.Vom
folosi o structurd Q = (i, 7., ..., 1, i,) asemdndtoare unei
cozi, ultimul element introdus (coada) fiind , iar primul
(capul) fiind 7,. Singura diferentd fatd de o coadd "clasicd"

este faptul ci pot fi eliminate elemente din ambele capete

ale cozii. Aceastd structurd respectd urmitoarele proprie-
tati:

01 <i <..<I,<isl
08065 2,.0) > 80,13 ) > o > 8l 1)

In momentul calculirii unei valori C, va trebui, mai
intii, si eliminim elementele care nu sunt necesare din
capul cozii Q. Pentru aceasta vom folosi valoarea f(7) s
prima proprietate enuntatd anterior. Dacd f(i) > g(i,, 7,)
vom elimina din coadd elementul 7,, deoarece din proprie-
tatea amintitd rezultd ci pentru toate valorile » < 7, avem
fih) = f(i) > g(i,, i,), deci C,(i,) < C,(,). Vom continua si
eliminim elemente pand ajungem in situatia in care, pentru
o anumlta valoare t > 1, avem g(i, i, ) > g(i,. 1 iy)> .. >

(1,1 1) > f(). Acum, pe baza aceleiasi proprietiti, dedu—
cem cd C(i,,,) > C(i,) pentru toate valorile v cuprinse
intre t si7 - 1, sau r = ¢ (caz In care In coadi a rimas un
singur element: 7). Rezultd imediat c:

C(i)= mlnC(/e)|/e—z+1 won+ 1)

In momentul inseririi elementulm 7 n coads, trebuie
efectuate operatule necesare pentru ca cele doud proprie-
tati ale acesteia si fie respectate. Daci avem g(1, i) < g( -
atunci din cea de-a doua proprietate enuntati anterior, re-
zultd cd elementul i, trebuie eliminat. Vom continua si
ehmmam elemente pani a;ungem in situatia in care g(z, 2
>g(i, i ). In acest moment ; este adiugat in coad (devine
ultimul element al acesteia).

Fiecare valoare 7 este inseratd si eliminatd din coad cel
mult o datd. Pentru fiecare inserare si pentru fiecare elimi-
nare operatiile necesare sunt realizate n timp constant.
Asadar, ordinul de complexitate al algoritmului prezentat
este O(n).

P060217: Statii de autobuz
Solutia acestei probleme se bazeazi pe un algoritm al cirui
ordine de complexitate este O(n*). Diametrul unei retele
de autobuze va fi dat de cel mai lung traseu dintre doud
statii ale retelei. Va trebui si gidsim cel mai mic diametru
posibil, considerardnd toate posibilititile de a alege statiile
centrale. Vom lua in considerare doud cazuri si, pentru
inceput, vom introduce citeva notatii:

o Fie D, valoarea minima a celui mai lung traseu dintre do-
ud statii care sunt legate prin intermediul unei singure
statii centrale, tinind cont de toate posibilititile de a ale-
ge statia centrald respectiva.

* Fie D, valoarea minima a celui mai lung traseu dintre do-
ud statii care sunt legate prin intermediul ambelor statii
centrale, ludnd in considerare toate posibilititile de a ale-
ge cele doud statii centrale.

Vom determina valorile D, si D, si vom furniza la ie-
sire minimul dintre aceste doud valori.

Vom descrie acum modul in care poate fi calculati
valoarea D,. Daci statia centrald se afld intr-un punct p,
atunci cel mai lung traseu care trece prin p este determinat
de cele mai depirtate doud statii fatd de p. Dacd aceste
doui statii se afli in punctele g si 7, atunci vom avea D, =



d(p, q) + d(p, r), unde d(x, y) reprezintd distanta dintre
punctele x s1 y. Vom lua in considerare toate cele 7 posibi-
litdti de a alege punctul p si vom alege acel punct pentru
care suma distantelor de la el la cele mai depirtate doui
statii fatd de punctul respectiv este minim3. Cele mai de-
partate doud statii fatd de un punct pot fi determinate in
timp liniar, deci, datoritd faptului cd vom efectua » astfel
de determindri, ordinul de complexitate al acestei operatii
este O(n?).

Pentru a ilustra modul in care se poate calcula valoarea
D, vom folosi un exemplu simplu. Trebuie observat faptul
cd, in acest caz, cel mai lung traseu dintre doud statii va
trece prin ambele statii centrale.
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Figura 1

In figura 1 este prezentati o retea cu sapte statii. Vom
lua in considerare toate posibilititile de a alege statiile cen-
trale si vom retine perechea pentru care diametrul retelei
este minim. Pentru inceput vom considera ¢ avem D, = =,
Pentru fiecare pereche de statii centrale (H, si /,) vom con-
sidera 3 acestea sunt fixate. Celelalte - 2 puncte (statii),
vor fi initial legate la una dintre cele doud statii centrale (de
exemplu la H)).

Vom sorta aceste 7 - 2 puncte in ordine crescitoare in
functie de distanta fati de H,, rezultatul sortirii fiind pis-
trat intr-un vector P (P[1] va fi cea mai apropiatd statie fati
de H,, iar P[n - 2] va fi cea mai depirtatd). Rezultatul sor-
tdrii este ilustrat in figura 2.
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Figura 2

Vom nota prin 7, valoarea d(H,, P[n - 3]), prin r, valoa-
rea d(H,, P[n - 2]) si prind,, valoarea d(H,, H,). Dacd avem
r,+7,+d,, <D, atunci punctul P[n - 2] vafilegat de statia
H, sivaloarea D, vadeveni D, =7, +7,+d,,. Acest pas este
ilustrat in figura 3.

Avemr =d(H,, P[n-3])=d(H,, P[4])=10,7,=d(H,,
Pln - 2)) = d(H,, P[5)) = 3, d,, = d(H,, H,) = 12, deci D, =
ro+d,+7r,=10+12+3 =25,
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In continuare, aplicim aceeasi metodi pentru 7,
d(H,, P[n-4)), r, = d(H,, P[n - 3]) si aceeasi valoare d,, =
d(H,, H,) siobtinemr, +7,+d,,=d(H,P[3])+d(H, H,)
+d(H,, P[4])=7 + 12 + 8 = 27. Deoarece noua distanta es-
te mai mare decit diametrul anterior, valoarea D, rimane ne-
modificatd. Daci, la final, valoarea D, va riméne 25, atunci
punctul P[4] va filegat de H, cu toate ci distanta sa fatd de
H, este mai micd decat distanta fatd de H,. Situatia este ilus-
tratd in figura 4, in care punctul P[4] este legat printr-o li-
nie ingrosatd de H, deoarece distanti fatd de H, este mai ma-
re.
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Algoritmul continud ludndu-se in considerare celelalte
elemente din P (in ordine descrescitoare a indicilor) pand
in momentul in care indicele devine 1. In figura 5 este ilus-
tratd situatia retelei la final; valoarea D, a rimas 25.
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Pentru a obtine ordinul de complexitate O(n?), trebu-
ie respectatd urmitoarea ordine de efectuare a operatiilor.
o Se iau in considerare toate punctele p ca fiind prima sta-
tie centrala.

o Se sorteazi celelalte -1 puncte in functie de distanta fatd
de p.

¢ Se iau In considerare toate punctele ¢ ca fiind a doua sta-
tie centrala.

o Se aplici algoritmul de determinare a diametrului pentru
statiile centrale p si g.
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Daci se efectueazd sortarea numai dupi alegerea am-
belor statii centrale, atunci ordinul de complexitate devine
O’ - log n).

Doud bete
’
Cea mai rapidd metodd de rezolvare a acestei probleme
implicd efectuarea a cinci sau sase ciutiri binare. Cu aju-
torul primelor patru cdutdri binare vom determina cel mai
mic dreptunghi care contine in interiorul siu ambele bete.

Pentru prima ciutare binari vom apela functia rect
pentru dreptunghiuri delimitate in stinga, dreapta si dede-
subt de marginile grilei. Latura de sus a dreptunghiului va
fi "variabild" si, in urma cdutirii binare, va fi linia pe care
se afld cea mai de jos celuld care face parte dintr-un bi.
Initial, latura de sus va fi la jumdtatea grilei. Dacd in urma
apelului se returneazi valoarea 0, atunci inseamnd ci nu
existd in jumdtatea de jos nici o celuld care face parte din-
tr-un bit si cdutarea continud in jumitatea de sus. Dacd se
returneazi valoarea 1, inseamnd cd 1n jumdtatea de jos exis-
td cel putin o celuli care face parte dintr-un bat si ciutarea
continud 1n aceastd jumitate. Regiunea determinati se im-
parte din nou in doud subregiuni si algoritmul continud
pani in momentul in care ajungem la regiuni formate din-
tr-o singur linie.

Cu ajutorul celorlalte trei cdutiri binare vom determi-
na celelalte trei laturi ale dreptunghiului ciutat.

Acum, prin patru apeluri ale functiei rect (asupra ce-
lor patru colturi ale dreptunghiului; dreptunghiurile pen-
tru care se realizeazi apelul vor avea lungimea si litimea
egali cu unitatea, deci vor fi patrate de laturi 1) putem de-
termina forma general a structurii. In functie de numirul
si pozitia colturilor care contin celule ocupate de bete, de-
osebim patru cazuri (existd si alte variante care pot fi obti-
nute prin rotatii):

* betele ocupi trei dintre colturile dreptunghiului;

o betele ocupi doui colturi opuse (in diagonald) ale drept-
unghiului;

o betele ocupa douid colturi aliturate (pe aceeasi laturd) ale
dreptunghiului;

o betele nu ocupd nici unul dintre colturile dreptunghiu-
lui.

Cele patru posibilititi sunt ilustrate in figura 1 .

Figura 1

Pentru a determina pozitia exactd a betelor mai avem
nevoie de una sau doud ciutiri binare in functie de forma
generald a structurii.

Datoritd faptului cd se realizeazd un numir finit de
cdutdri binare, ordinul de complexitate al algoritmului este
O(log N), unde N este latura grilei; numdrul de apeluri ale
functiei rect are acelasi ordin. Mai exact, vom efectua cel
mult 6 - [log,N1+ 4 apeluri.

Pentru valoarea maximd N = 10000 vom avea cel mult
6 -[log,100001 + 4 = 6 - 14 + 4 = 88 de apeluri, deci intot-
deauna va fi determinatd solutia folosindu-se mai putin de
100 de apeluri, ceea ce permite obtinerea punctajului ma-
X1im.
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La 10l 2002 concurentii au avut la dispozifie
calculatoare dotate cu procesoare Intel Pen-
tium 4 cu frecventa de 1,7 GHz si 256 MB de
memorie RAM. in timpul concursului putea fi
folosit fie sistemul de operare Microsoft Win-
dows XP, fie Debian GNU/Linux 3.0.

Compilatoarele oficiale la IOl 2002 au fost
GCC 2.95.3 si FPC 1.0.6. Mediile de progra-
mare puse la dispozitia concurentilor au fost
FreePascal IDE si RHIDE.

Au fost doud zile de concurs in care partici-
pantii au avut la dispozitie cinci ore pentru a
rezolva cele trei probleme propuse.

in ziva premergétoare inceperii concursului
propriu-zis a avut loc o sesiune de antrena-
ment care avea ca scop familiarizarea concu-
rentilor cu modul in care se va desfdsura con-
cursul.

Mai multe detdlii referitoare la 101 2002
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