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Factori, termeni...

Modelarea EXPRESIILOR
folosind tehnici EVOLUTIVE

Mihai Oltean, Crina Grosan

Rezolvarea problemelor care implica folosirea unor expresii matematice a fost
intens studiata in ultimele decenii. In acest articol este prezentata o tehnica
evolutiva pentru rezolvarea de probleme dificile care contin expresii

matematice.

Algoritmi evolutivi

Rezolvarea problemelor folosind metode evolutive este un
domeniu de traditie. El isi are ridicinile in anii '50, cind
mai mulgi cercetdtori au preluat metafora evolutivd din
naturd, aplicind-o la rezolvarea problemelor din diverse
domenii. Metafora evolutivi este transpusd, informatic, in-
tr-un numdr foarte mare de algoritmi. Totusi, cteva consi-
derente generale pot fi indicate.

Se lucreazi cu o populatie (vector, listd) de posibile so-
lutii. Acestea se mai numesc uneori si indivizi, cromozomi
ete. Indivizii populatiei initiale sunt generati aleator. Cu
ajutorul selectiei si al operatorilor genetici indivizii evolu-
eazd si, eventual, vor converge citre solutie.

Indivizii sunt evaluati pe baza unei asa-zise functii de
fitness (calitate). Fitness inseamnd sperantd de viatd. Cu cat
un individ este mai performant, cu atit speranta lui de via-
td este mal mare.

Asupra indivizilor din populatie se aplici operatori ge-
netici. Acesti operatori sunt dependenti de reprezentare.
Dintre cei mai rdspanditi operatori genetici amintim #ncru-
cisarea s mutatia. Prin incrucisare, de obicei, doi parinti
dau nastere a doi fii. Prin mutatie se aplicd o mici "pertur-
batie" a valorii unui individ.

De obicei, nu toti indivizii sunt alesi pentru aplicarea
operatorilor genetici. Modul si ordinea in care se aplicd
operatorii genetici asupra indivizilor variazd foarte mult.
De exemplu, intr-un algoritm genetic din populatie sunt
selectati indivizi In functie de fitness-ul lor. Indivizii selec-
tati sunt introdusi Intr-o populatie intermediara. Indivizii
din aceastd populatie intermediari sunt supusi operatori-
lor genetici de incrucisare si mutatie. Indivizii rezultati in
urma acestor operatii constitule "urmaitoarea generatie”,
adicd o noud populatie care va fi din nou supusi selectiei si

operatorilor genetici. Acest proces va continua pentru un
anumit numdr de generatii.

Programare genetica
Programarea geneticd este o ramurd a algoritmilor evolu-
tivi care se ocupd cu evoluarea codurilor sursi.

Se doreste, de exemplu, evoluarea unui program Pascal
sau C++ care sd rezolve problema drumului hamiltonian
sau problema iesirii dintr-un labirint. S3 presupunem ci
nu stim cum s rezolvim aceastd problemi. Asadar, nu ne
intereseazd si obtinem o solutie pentru un set oarecare de
date, ci dorim si obtinem un program sursa care s gene-
reze o solutie cat mai aproape de cea corectd pentru orice
date de intrare. Cu alte cuvinte, ne intereseazi si obtinem
ca rezultat un program asemindtor cu cel pe care l-am fi
putut scrie dacd am fi stiut rezolva problema.

Din punct de vedere evolutiv, abordarea unor astfel de
probleme se face generdnd o multime (populatie) aleatoare
de coduri sursd care apoi sunt selectate pe baza functiei de
fitness si sunt evoluate cu ajutorul unor operatori genetici
specifici.

{n primul rind, trebuie s3 atribuim o functie de calitate
(functia fitness) fiecirui program generat. Aceastd functie
de fitness trebuie si reflecte performantele programului
cdruia 11 este atasatd.

De obicei, atasarea unei functii de fitness se face rulind
programul respectiv si misurand calitatea solutiei in ra-
port cu o solutie care se cunoaste a fi optimd. Un program
va avea o calitate mai mare, daci solutia generati va fi mai
apropiatd de solutia optimi. Daci nu se cunoaste o solutie
optimd, atunci aceastd situatie nu implici aparitia unor di-
ficultdti suplimentare, deoarece noi dorim si maximizim
sau si minimizdm valoarea fitness-ului.



Evoluarea programelor sursd se realizeazi prin inter-
mediul operatorilor genetici specifici. De exemplu, un
operator de recombinare poate Insemna alipirea unor sec-
vente dintr-un cod sursi cu secvente din alt cod sursd. Un
operator de mutatie ar putea insemna inserarea de noi in-
structiuni in codul sursd. De notat este faptul ci alegerea
operatorilor folositi este la latitudinea programatorului.
Totul depinde de imaginatia celui care propune o metoda.
Multe articole stiintifice prezintd noi operatori genetici cu
performante superioare celor existenti.

Evident, In urma aplicdrii acestor operatori genetici
pot fi generate coduri sursi care contin greseli de sintaxa.
De asemenea, sunt generate secvente de cod sursi nefolo-
sitoare. Un exemplu in acest sens este secventa de instruc-
tiuni:

1:=1+1;

i:=1-1;

Dupi executarea acestor instructiuni valoarea variabi-
lei i rimAne neschimbati, deci uneori ar fi utili eliminarea
unora dintre aceste secvente. Eliminarea nu este recoman-
dati intotdeauna pentru cd ulterior o altd aplicare a opera-
torilor genetici ar putea insera si alte instructiuni intre cele
doud de mai sus, ducind astfel la eliminarea redundantelor.

Evoluarea programelor sursi in limbajele Pascal sau C
este o munca dificild si rezultatele sunt foarte putin spec-
taculoase. Obtinerea prin evolutie a unui cod sursd Pascal
sau C pentru rezolvarea problemei drumului hamiltonian
este un fel de Fata Morgana. John Koza, unul dintre pio-
nierii domeniului, a declarat ci acasi are o retea cu 500 de
calculatoare cu ajutorul cireia evolueazi coduri sursd com-
plexe. Si nici in aceste conditii nu a obtinut rezultate sem-
nificative.

De obicei, se lucreazi cu reprezentiri mai simple ale
programelor si anume cu arbori. Generarea unui arbore
atasat unui program nu este o munci dificili. In plus, exis-
td limbaje de programare (de exemplu LISP) in care pro-
gramele sunt scrise sub forma unor liste usor transforma-
bile in arbori.

Expresii aritmetice

Tot in domeniul programirii genetice intrd si generarea
unor functii matematice care indeplinesc anumite criterii.
Se doreste gdsirea unei functii £ care satisface cdt mai bine
o multime de perechi (x, £(x)) date.

Ne propunem si lucrim cu expresii aritmetice. Pro-
blema care apare este cum reprezentim eficient indivizii
astfel incat in urma aplicirii operatorilor genetici sd rezul-
te expresii aritmetice valide. De exemplu, considerand ex-
presiile aritmetice:

E,=(a+b-4d) *c-d*a

E, Xx*(c+d* (a - b))
si considerdnd operatorul genetic clasic de recombinare ca
fiind recombinarea cu un singur punct de tiieturd, obti-
nem expresiile:

F, = (alc+d*(a-b)) §i
F,=x*+b-d) *c-d*a.

1

Aici punctul de tiieturi a fost ales dupd pozitia a doua.
Se observd ci cele doud expresii aritmetice rezultate nu
sunt valide.

Aceleasi dificultiti se intalnesc si In cazul operatorului
de mutatie.

O solutie ar fi cdutarea unor operatori genetici noi care
s poatd fi aplicati asupra expresiilor aritmetice. Acestia ar
trebui si fie destul de puternici pentru a efectua o ciutare
completd in spatiul posibilelor solutii si suficient de rapizi
pentru ca rezolvarea problemei si fie obtinutd intr-un
timp scurt. O modalitate ar fi reprezentarea sub formi de
arbori a expresiilor aritmetice. Acest mod de reprezentare
este specific programdrii genetice.

Arborii sunt structuri complexe de reprezentare a da-
telor. Operatorul genetic de Incrucisare folosit pentru evo-
luarea arborilor constd, de obicei, in schimbul reciproc de
subarbori.

Operatorul de mutatie modificd un arbore prin adiu-
garea sau stergerea unor subarbori. In urma aplicirii ope-
ratorilor genetici pe arbori vor rezulta arbori valizi, care
genereaza expresii aritmetice corecte.

Aceastd metodd prezintd dificultiti datorate, in princi-
pal, aplicdrii greoaie a operatorilor genetici asupra arbori-
lor (schimbarea Intre ei a doi subarbori este o sarcini des-
tul de dificil3).

O altd problema care apare cind se lucreazi cu repre-
zentdri arborescente este dimensiunea arborilor. Fird un
control strict al dimensiunii, se poate intimpla ca arborii
rezultati sd creascd excesiv, lucru care duce la 0 manipulare
greoaie si, mai ales, la ocuparea completd a memoriei.

Gene expression programming

O altd solutie ar fi ciutarea unor reprezentdri mai eficiente
pentru expresiile aritmetice. O astfel de reprezentare este
prezentatd in cele ce urmeaza. Acest tip de codificare a unei
expresil aritmetice apare in [1].

De obicei, cand se lucra cu expresii aritmetice, cele mai
des folosite parcurgeri erau traversirile in inordine, post-
ordine si preordine. Codificarea propusi de Ferreira este o
extensie a parcurgerii pe niveluri a unui arbore.

Fie expresia matematici:

Fe=yJia+ )= (e—d)

Reprezentarea sub formi de arbore a acestei expresii
este:

Aici "0" simbolizeaza ridicina ptratd. Parcurgerea pe
niveluri a acestui arbore genereazi sirul: 9*+-abcd.
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In cele ce urmeazi vom vedea care sunt avantajele
acestei reprezentdri atunci cand expresiile matematice sunt
evoluate cu ajutorul unor mecanisme genetice.

Scopul nostru este de a obtine intotdeauna expresii
matematice valide. De aceea vom impune cateva restrictii
asupra reprezentarii si operatorilor.

Un cromozom este alcituit dintr-un cap si o coadd. Ca-
pul contine simboluri care reprezinti atit operanzi cat si
operatori. Coada contine simboluri care reprezinti doar
operanzi. Pentru fiecare problemd in parte este aleasi o va-
loare h pentru lungimea capului. Lungimea cozii t este
calculati 1n functie de lungimea capului si a numarului de
argumente n al operatorului cu cele mai multe argumente,
astfel: t = (n-1) *h+ 1.

S3 considerim un cromozom care contine operatorii
{0, +, -, *, /} sioperanzii {a, b}. In acest caz n = 2.
Pentru lungimea capului cromozomului h = 10, rezultd ci
lungimea cozii este t = 11. Un posibil cromozom care
verificd aceste cerinte este urmitorul (coada este repre-
zentatd folosind caractere ingrosate):

+Q-/b*aaQbaabaabbaaab

Acest sir codificd arborele:

Se observi ci, desi cromozomul are lungimea 21, doar
) > )
primele 10 caractere codificd arborele reprezentat mai sus.
Restul de caractere sunt nefolosite.
Si presupunem cd o mutatie apare in pozitia 10
5 > b
schimbind caraterul "b" in "+". Este obtinut urmitorul
cromozom: +Q-/b*aaQ+aabaabbaaab
In acest caz, arborele codificat de acest cromozom este:
)

Se observi ci lungimea sirului de caractere util este in
acest caz 12.

S3 mai facem o modificare asupra cromozomului. S3
schimbidm pozitiile 7 si 8 (care contin doud caractere "a")
in "+" respectiv "*". Se obtine urmitorul cromozom:

+0-/b*+*Q+aabaabbaaab

Arborele codificat de acest cromozom este:

Se observi ci pentru acest arbore numirul caracterelor
folosite din cromozom este mult mai mare.

Pand 1n acest moment am ficut doar mutatii care cres-
teau dimensiunea arborelui; este posibild si situatia opusd
care duce la sciderea dimensiunii. Daci pe pozitia 6 din
arbore schimbdm caracterul "+" cu "a" obtinem urmito-
rul cromozom:

+0-/ba+*Q+aabaabbaaab
Acest cromozom codificd arborele:

Se observi ci arborele obtinut are cu trei noduri mai
putin decat arborele initial. Chiar daci fiecare cromozom
are o lungime fix3, acesta poate codifica arbori de 0 mare
varietate, de la cel mai simplu care contine doar un nod (in
acest caz pe prima pozitie a cromozomului se afld un ope-
rand), pand la cel mai complex care valorifici toate carac-
terele cromozomului (in acest caz toate elementele capului
sunt operatori de aritate maxima).

Din exemplele anterioare se observi ci, oricit de pro-
funde ar fi modificirile intr-un cromozom, acesta va codi-
fica intotdeauna un arbore valid. Pentru ca acest lucru si
fie adevdrat trebuie ca structura cromozomului si rimand
nealteratd, adicd s nu se permiti inserarea in coadd a unor
operatori.

Decodificarea informatiei

Decodificarea informatiei inseamnd trecerea de la un cro-
mozom la arborele corespunzitor. In cromozom arborele
este codificat sub forma rezultatd in urma parcurgerii pe
niveluri. Aceastd reprezentare este mai greu de manipulat
atunci cand se doreste evaluarea arborelui. Dacd avem un
arbore binar care codificd o expresie aritmeticd, atunci
pentru evaluarea ei trebuie si parcurgem arborele n post-
ordine. De aceea trebuie realizatd trecerea de la forma con-
tinutd in cromozom la o altd forma usor utilizabild pentru
parcurgerea in postordine.



De exemplu, daci arborele codificat in cromozom este
binar, atunci se poate construi usor o reprezentare in Heap
aacestuia. O posibilitate este alegerea unei reprezentiri sta-
tice: se foloseste un tablou cu trei coloane si N linii (7 este
numdrul de noduri din arbore), in care pe fiecare linie in
prima coloand s-a retinut informatia atagatd unui nod, iar
pe celelalte doud pozitii s-au retinut pozitiile din care in-
cep subarborii stang si drept a nodului curent.

Translatarea incepe Intotdeauna de la prima pozitie
din cromozom si se continud atat timp cit arborele care se
construieste nu devine complet. Restrictiile impuse cromo-
zomului garanteazd intotdeauna ci dintr-un cromozom se
poate construi un arbore valid.

Fitness-ul unui cromozom
Se evalueazi expresia codificatd Intr-un cromozom. Cu cit
valoarea rezultatd este mai aproape de rezultatul dorit, cu
atit fitness-ul cromozomului este mai mare.

Vom nota cu £ functia de fitness. Aceasta este definita
pe multimea posibild a cromozomilor si are, de obicei,
valori in multimea numerelor reale pozitive.

Selectia

Pentru selectie vom folosi metoda turnirului binar. Aceas-
ta constd in selectarea aleatoare a doi indivizi si compara-
rea lor directd. Cel mai performant dintre acestia este in-
serat in populatia intermediard, care va constitui rezerva
de indivizi pentru incrucisare si mutatie. Populatia inter-
mediard se mai numeste si piscind de incrucisare.

5 ]

Incrucisarea

Prin incrucisare, din doi indivizi numiti parinti, se obtin

doi fii. Deoarece indivizii sunt siruri de caractere, se poate

folosi incrucisarea cu un singur punct de tiieturd. Spre

exemplu sd considerim doi cromozomi:

X.: X1 X2 ves Xk Xk+l ves }(r

si

YRRV e _
In urma recombindrii (incrucisarii) se schimbd intre cei

doi cromozomi secventele aflate la dreapta punctului de

tdieturd k. Cromozomii fii vor fi:

x.' X Ky e X Yy e Yo

si

V' Y Y, e Vi Kpyg e X

Mutatia

Operatorul de mutatie constd in inlocuirea unui simbol cu
un alt simbol. In secventa care alcituieste capul cromozo-
mului, fiecare simbol poate fi transformat in orice alt sim-
bol. In secventa care alcituieste coada cromozomului, doar
operanzii pot fi transformati in alti operanzi.

De obicei, nu toate simbolurile din cromozom sunt
supuse mutatiei. De fapt, mutatia este aplicatd asupra unui
numir relativ mic de simboluri din cromozom.

Se considerd o probabilitate de mutatie p_ pe baza ci-
reia sunt schimbate simbolurile din cromozom. Algorit-

mul folosit pentru realizarea mutatiilor este descris in con-
tinuare:
Pentru fiecare pozitie a cromozomului se executd:
P,. Se genereazd un numir aleator g in intervalul [0, 1].
P,. Dacd g < p, atunci se executd mutatia pozitiei respec-
; L Tm . "o >
tive, schimband un simbol cu un altul; in caz contrar (g
2p_), pozitia respectivi nu se schimba.

Problema 1: Expresie de valoare datd
Se dau constantele Intregi C,, C,, ..., C,, S. Se cere si se
construiascd o expresie aritmeticd E care contine operatorii
{+, -, *} si eventual paranteze. Operanzii admisi sunt
constantele c,, C,, ..., C,. Fiecare constantd poate apirea o
datd, de mai multe ori, sau niciodatd in constructia expre-
siei E. Valoarea expresiei E trebuie si fie ct mai apropiatd
de s.

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier text avand ur-
madtoarea structurd:
* pe prima linie sunt scrise valorile N si s,
* pe urmitoarea linie sunt scrise constantele ,, C,, ..., C,,

despartite prin spatii.

Rezolvare

Pentru rezolvarea acestei probleme vom folosi un algo-
ritm genetic standard. Cromozomii reprezinti posibilele
solutii ale problemei si sunt codificati in forma descrisd
anterior. Pentru simplificare cromozomii sunt vectori de
valori intregi din intervalul [0, N + 3]. Numerele 0, 1,
2 codificd operatorii +, -, respectiv *, iar numerele de la
3laN + 3 reprezintd indicii constantelor c,, C,, ..., C, (nu-
marul 3 corespunde constantei C,, numdrul 4 corespunde
constantei C, etc.).

Lungimea capului cromozomilor este un parametru al
algoritmului si poate fi fixat de citre utilizator. De aseme-
nea, parametri ai algoritmului mai sunt si dimensiunea po-
pulatiei, numirul de iteratii si numirul celor mai buni
indivizi care sunt trecuti automat in populatia urmitoare
(Nr_Elitism). De obicei, un numdr de 100 de iteratii si un
numdr de 100 de indivizi Intr-o populatie sunt suficienti.

Codul sursi poate fi descircat de la urmitoarea adresi:
http://www.ginfo.ro/revista/12_2/index.shiml.

Exemplu
Intrare
10 4
3526

Iesire
*2563
Sirul furnizat la iesire corespunde expresiei 2*5.

Discutie
Se poate lucra si cu numere reale. In acest caz se poate in-
troduce si operatorul /.

Se pot introduce restrictii asupra folosirii operanzilor.
De exemplu, se poate introduce restrictia ca fiecare ope-
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rand s3 se foloseascd o singurd datd. Aceastd restrictie va
afecta putin felul 1n care sunt codificate expresiile.

Cei care doresc pot implementa o variantd a algorit-
mului genetic, folosind 1nsi codificarea sub formi de ar-
bori binari alocati dinamic. Se va observa diferenta clard
intre viteza de executie a acestui program si viteza de exe-
cutie si cantitatea de memorie alocatd de programele care
folosesc direct codificarea sub formd de arbore.

Problema 2: Regresie simbolica
Fie o functie £ care depinde de un singur parametru x.
Déndu-se o multime de perechi s = {(x,, f(x,), i=1,
... N}, se cere si se determine o functie £ care satisface
cat mai bine aceste restrictii. Functia nu poate si contind
constante.
Datele de intrare se citesc dintr-un fisier text avand ur-
madtoarea structura:
* pe prima linie se afli numarul ¥ al perechilor (x, £(x));
* pe fiecare dintre urmitoarele N linii se afld cte o pereche
sub forma x £ (x).

Rezolvare

In primul rand definim multimea operatorilor pe care do-
rim s3 1i folosim. Acestia pot fi cei aritmetici (+, -, *, /),
dar si alte functii matematice (sin, cos, tg, log, sqrt
etc.). Deci, intr-o expresie vom intilni operatorii definiti si
operandul x. Astfel, structura cromozomului va fi asema-
ndtoare cu cea de la problema precedenta.

Diferenta care apare este la calcularea functiei de fit-
ness. Daci la problema precedentd calitatea unei solutii era
datid de diferenta intre valoarea ei si valoarea tinti s, aici
problema este putin mai complicatd, deoarece pentru dife-
rite valori ale lui x vom avea diferite valori tintd £ (x). O
variantd posibili ar fi s3 insumdm (pentru fiecare valoare
x,) diferentele intre valoarea obtinuti si valoarea tint.

Discutie
Restrictia privitoare la aparitia constantelor intr-o expre-
sie va fi discutatd in problema urmatoare.

Deoarece se lucreazd cu numere reale, se cere ca expre-
sia rezultatd s3 se evalueze la valori apropiate cu o precizie
dati fata de valorile tinta.

Problema 3: Ghiceste urmdatorul numar

Se dau primii M termeni din sirul de constante (a) .
Acest sir este alcdtuit pe baza unei reguli. Regula este o ex-
presie de un singur parametru (N). Se cere s se determine
urmitorul numir din secventi (a,,,,) si eventual regula du-
pi care a fost alcituit.

Exemplu
Pentru secventa 1, 15, 129, 547, 1593, 3711, 7465,
13539, 22737, 35983 algoritmul trebuie s3 ghiceasci ur-
mitorul numir ca fiind 54321.

Sirul este construit conform regulii: a = 5N* + 4N° +
3N? + 2N + 1.

Rezolvare
Aceasti problemd este un caz particular al problemei pre-
cedente, deoarece domeniul variabilei N este acel al nume-
relor intregi nenegative. Totusi, problema este si mai com-
plicatd deoarece implicd utilizarea de constante.
Rezolvarea este asemdnitoare cu solutiile propuse la
problemele precedente. Ling3 fiecare aparitie a variabilei N
se mai adaugd si o constantd care va evolua cu ajutorul
operatorilor genetici. Se poate folosi mutatia ca singurul
operator care evolueazi constantele. In acest caz, mutatia
unei constante inseamnd addugarea sau sciderea unei mici
valori la aceea constanti.

Probleme propuse

fn cele ce urmeazi vom propune spre rezolvare citeva
probleme ale ciror solutii sunt bazate pe tehnicile prezen-
tate in cadrul acestui articol.

Gaseste recurenta

o . o,
Se dau primii M termeni ai unei recurente a,, = a, Ay, *
. worp * 1 Se cere sd se detf.:.rmlne relatia
de recurent care satisface acest sir. Termenii a, sunt nu-
mere reale.

*a + .. +ap*a

Functii trigonometrice

Se considerd o expresie care contine functiile trigonometrice
sin, cos, tg §i ctg, precum si diferite alte functii aritmetice.
Se cere sd se determine alte expresii echivalente cu cea dat.

Teoreme
Se considerd anumite valori pentru catetele si ipotenuza unui
triunghi dreptunghic. Si se determine expresia teoremei lui
Pitagora folosind tehnici evolutive.

S se aplice aceeasi metodd pentru determinarea altor ex-
presii pentru diferite teoreme din fizicd si matematicd.
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