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Factori, termeni... 

Modelarea EXPRESIILOR
folosind tehnici EVOLUTIVE

Mihai Oltean, Crina Groºan

Rezolvarea problemelor care implicã folosirea unor expresii matematice a fost
intens studiatã în ultimele decenii. În acest articol este prezentatã o tehnicã
evolutivã pentru rezolvarea de probleme dificile care conþin expresii
matematice.

Algoritmi evolutivi
Rezolvarea problemelor folosind metode evolutive este un
domeniu de tradiþie. El îºi are rãdãcinile în anii '50, când
mai mulþi cercetãtori au preluat metafora evolutivã din
naturã, aplicând-o la rezolvarea problemelor din diverse
domenii. Metafora evolutivã este transpusã, informatic, în-
tr-un numãr foarte mare de algoritmi. Totuºi, câteva consi-
derente generale pot fi indicate.

Se lucreazã cu o populaþie (vector, listã) de posibile so-
luþii. Acestea se mai numesc uneori ºi indivizi, cromozomi
etc. Indivizii populaþiei iniþiale sunt generaþi aleator. Cu
ajutorul selecþiei ºi al operatorilor genetici indivizii evolu-
eazã ºi, eventual, vor converge cãtre soluþie.

Indivizii sunt evaluaþi pe baza unei aºa-zise funcþii de
fitness (calitate). Fitness înseamnã speranþã de viaþã. Cu cât
un individ este mai performant, cu atât speranþa lui de via-
þã este mai mare.

Asupra indivizilor din populaþie se aplicã operatori ge-
netici. Aceºti operatori sunt dependenþi de reprezentare.
Dintre cei mai rãspândiþi operatori genetici amintim încru-
ciºarea ºi mutaþia. Prin încruciºare, de obicei, doi pãrinþi
dau naºtere a doi fii. Prin mutaþie se aplicã o micã "pertur-
baþie" a valorii unui individ.

De obicei, nu toþi indivizii sunt aleºi pentru aplicarea
operatorilor genetici. Modul ºi ordinea în care se aplicã
operatorii genetici asupra indivizilor variazã foarte mult.
De exemplu, într-un algoritm genetic din populaþie sunt
selectaþi indivizi în funcþie de fitness-ul lor. Indivizii selec-
taþi sunt introduºi într-o populaþie intermediarã. Indivizii
din aceastã populaþie intermediarã sunt supuºi operatori-
lor genetici de încruciºare ºi mutaþie. Indivizii rezultaþi în
urma acestor operaþii constituie "urmãtoarea generaþie",
adicã o nouã populaþie care va fi din nou supusã selecþiei ºi

operatorilor genetici. Acest proces va continua pentru un
anumit numãr de generaþii.

Programare geneticã
Programarea geneticã este o ramurã a algoritmilor evolu-
tivi care se ocupã cu evoluarea codurilor sursã.

Se doreºte, de exemplu, evoluarea unui program Pascal
sau C++ care sã rezolve problema drumului hamiltonian
sau problema ieºirii dintr-un labirint. Sã presupunem cã
nu ºtim cum sã rezolvãm aceastã problemã. Aºadar, nu ne
intereseazã sã obþinem o soluþie pentru un set oarecare de
date, ci dorim sã obþinem un program sursã care sã gene-
reze o soluþie cât mai aproape de cea corectã pentru orice
date de intrare. Cu alte cuvinte, ne intereseazã sã obþinem
ca rezultat un program asemãnãtor cu cel pe care l-am fi
putut scrie dacã am fi ºtiut rezolva problema.

Din punct de vedere evolutiv, abordarea unor astfel de
probleme se face generând o mulþime (populaþie) aleatoare
de coduri sursã care apoi sunt selectate pe baza funcþiei de
fitness ºi sunt evoluate cu ajutorul unor operatori genetici
specifici.

În primul rând, trebuie sã atribuim o funcþie de calitate
(funcþia fitness) fiecãrui program generat. Aceastã funcþie
de fitness trebuie sã reflecte performanþele programului
cãruia îi este ataºatã.

De obicei, ataºarea unei funcþii de fitness se face rulând
programul respectiv ºi mãsurând calitatea soluþiei în ra-
port cu o soluþie care se cunoaºte a fi optimã. Un program
va avea o calitate mai mare, dacã soluþia generatã va fi mai
apropiatã de soluþia optimã. Dacã nu se cunoaºte o soluþie
optimã, atunci aceastã situaþie nu implicã apariþia unor di-
ficultãþi suplimentare, deoarece noi dorim sã maximizãm
sau sã minimizãm valoarea fitness-ului.
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Evoluarea programelor sursã se realizeazã prin inter-
mediul operatorilor genetici specifici. De exemplu, un
operator de recombinare poate însemna alipirea unor sec-
venþe dintr-un cod sursã cu secvenþe din alt cod sursã. Un
operator de mutaþie ar putea însemna inserarea de noi in-
strucþiuni în codul sursã. De notat este faptul cã alegerea
operatorilor folosiþi este la latitudinea programatorului.
Totul depinde de imaginaþia celui care propune o metodã.
Multe articole ºtiinþifice prezintã noi operatori genetici cu
performanþe superioare celor existenþi.

Evident, în urma aplicãrii acestor operatori genetici
pot fi generate coduri sursã care conþin greºeli de sintaxã.
De asemenea, sunt generate secvenþe de cod sursã nefolo-
sitoare. Un exemplu în acest sens este secvenþa de instruc-
þiuni:

i := i + 1;

i := i - 1;

Dupã executarea acestor instrucþiuni valoarea variabi-
lei i rãmâne neschimbatã, deci uneori ar fi utilã eliminarea
unora dintre aceste secvenþe. Eliminarea nu este recoman-
datã întotdeauna pentru cã ulterior o altã aplicare a opera-
torilor genetici ar putea insera ºi alte instrucþiuni între cele
douã de mai sus, ducând astfel la eliminarea redundanþelor.

Evoluarea programelor sursã în limbajele Pascal sau C
este o muncã dificilã ºi rezultatele sunt foarte puþin spec-
taculoase. Obþinerea prin evoluþie a unui cod sursã Pascal
sau C pentru rezolvarea problemei drumului hamiltonian
este un fel de Fata Morgana. John Koza, unul dintre pio-
nierii domeniului, a declarat cã acasã are o reþea cu 500 de
calculatoare cu ajutorul cãreia evolueazã coduri sursã com-
plexe. ªi nici în aceste condiþii nu a obþinut rezultate sem-
nificative.

De obicei, se lucreazã cu reprezentãri mai simple ale
programelor ºi anume cu arbori. Generarea unui arbore
ataºat unui program nu este o muncã dificilã. În plus, exis-
tã limbaje de programare (de exemplu LISP) în care pro-
gramele sunt scrise sub forma unor liste uºor transforma-
bile în arbori.

Expresii aritmetice
Tot în domeniul programãrii genetice intrã ºi generarea
unor funcþii matematice care îndeplinesc anumite criterii.
Se doreºte gãsirea unei funcþii f care satisface cât mai bine
o mulþime de perechi (x, f(x)) date.

Ne propunem sã lucrãm cu expresii aritmetice. Pro-
blema care apare este cum reprezentãm eficient indivizii
astfel încât în urma aplicãrii operatorilor genetici sã rezul-
te expresii aritmetice valide. De exemplu, considerând ex-
presiile aritmetice:

E1 = (a + b - d) * c - d * a

E2 = x *(c + d * (a - b))

ºi considerând operatorul genetic clasic de recombinare ca
fiind recombinarea cu un singur punct de tãieturã, obþi-
nem expresiile:

F1 = (a(c + d *(a-b)) ºi
F2 = x * + b - d) * c - d * a.

Aici punctul de tãieturã a fost ales dupã poziþia a doua.
Se observã cã cele douã expresii aritmetice rezultate nu
sunt valide.

Aceleaºi dificultãþi se întâlnesc ºi în cazul operatorului
de mutaþie. 

O soluþie ar fi cãutarea unor operatori genetici noi care
sã poatã fi aplicaþi asupra expresiilor aritmetice. Aceºtia ar
trebui sã fie destul de puternici pentru a efectua o cãutare
completã în spaþiul posibilelor soluþii ºi suficient de rapizi
pentru ca rezolvarea problemei sã fie obþinutã într-un
timp scurt. O modalitate ar fi reprezentarea sub formã de
arbori a expresiilor aritmetice. Acest mod de reprezentare
este specific programãrii genetice. 

Arborii sunt structuri complexe de reprezentare a da-
telor. Operatorul genetic de încruciºare folosit pentru evo-
luarea arborilor constã, de obicei, în schimbul reciproc de
subarbori. 

Operatorul de mutaþie modificã un arbore prin adãu-
garea sau ºtergerea unor subarbori. În urma aplicãrii ope-
ratorilor genetici pe arbori vor rezulta arbori valizi, care
genereazã expresii aritmetice corecte. 

Aceastã metodã prezintã dificultãþi datorate, în princi-
pal, aplicãrii greoaie a operatorilor genetici asupra arbori-
lor (schimbarea între ei a doi subarbori este o sarcinã des-
tul de dificilã).

O altã problemã care apare când se lucreazã cu repre-
zentãri arborescente este dimensiunea arborilor. Fãrã un
control strict al dimensiunii, se poate întâmpla ca arborii
rezultaþi sã creascã excesiv, lucru care duce la o manipulare
greoaie ºi, mai ales, la ocuparea completã a memoriei.

Gene expression programming
O altã soluþie ar fi cãutarea unor reprezentãri mai eficiente
pentru expresiile aritmetice. O astfel de reprezentare este
prezentatã în cele ce urmeazã. Acest tip de codificare a unei
expresii aritmetice apare în [1].

De obicei, când se lucra cu expresii aritmetice, cele mai
des folosite parcurgeri erau traversãrile în inordine, post-
ordine si preordine. Codificarea propusã de Ferreira este o
extensie a parcurgerii pe niveluri a unui arbore. 

Fie expresia matematicã:

Reprezentarea sub formã de arbore a acestei expresii
este:

Aici "Q" simbolizeazã rãdãcina pãtratã. Parcurgerea pe
niveluri a acestui arbore genereazã ºirul: Q*+-abcd.



În cele ce urmeazã vom vedea care sunt avantajele
acestei reprezentãri atunci când expresiile matematice sunt
evoluate cu ajutorul unor mecanisme genetice. 

Scopul nostru este de a obþine întotdeauna expresii
matematice valide. De aceea vom impune câteva restricþii
asupra reprezentãrii ºi operatorilor.

Un cromozom este alcãtuit dintr-un cap ºi o coadã. Ca-
pul conþine simboluri care reprezintã atât operanzi cât ºi
operatori. Coada conþine simboluri care reprezintã doar
operanzi. Pentru fiecare problemã în parte este aleasã o va-
loare h pentru lungimea capului. Lungimea cozii t este
calculatã în funcþie de lungimea capului ºi a numãrului de
argumente n al operatorului cu cele mai multe argumente,
astfel: t = (n - 1) * h + 1.

Sã considerãm un cromozom care conþine operatorii
{Q, +, -, *, /} ºi operanzii {a, b}. În acest caz n = 2.
Pentru lungimea capului cromozomului h = 10, rezultã cã
lungimea cozii este t = 11. Un posibil cromozom care
verificã aceste cerinþe este urmãtorul (coada este repre-
zentatã folosind caractere îngroºate):

+Q-/b*aaQbaabaabbaaab

Acest ºir codificã arborele:

Se observã cã, deºi cromozomul are lungimea 21, doar
primele 10 caractere codificã arborele reprezentat mai sus.
Restul de caractere sunt nefolosite.

Sã presupunem cã o mutaþie apare în poziþia 10,
schimbând caraterul "b" în "+". Este obþinut urmãtorul
cromozom: +Q-/b*aaQ+aabaabbaaab

În acest caz, arborele codificat de acest cromozom este:

Se observã cã lungimea ºirului de caractere util este în
acest caz 12.

Sã mai facem o modificare asupra cromozomului. Sã
schimbãm poziþiile 7 ºi 8 (care conþin douã caractere "a")
în "+" respectiv "*". Se obþine urmãtorul cromozom:

+Q-/b*+*Q+aabaabbaaab

Arborele codificat de acest cromozom este:

Se observã cã pentru acest arbore numãrul caracterelor
folosite din cromozom este mult mai mare.

Pânã în acest moment am fãcut doar mutaþii care creº-
teau dimensiunea arborelui; este posibilã ºi situaþia opusã
care duce la scãderea dimensiunii. Dacã pe poziþia 6 din
arbore schimbãm caracterul "*" cu "a" obþinem urmãto-
rul cromozom:

+Q-/ba+*Q+aabaabbaaab

Acest cromozom codificã arborele:

Se observã cã arborele obþinut are cu trei noduri mai
puþin decât arborele iniþial. Chiar dacã fiecare cromozom
are o lungime fixã, acesta poate codifica arbori de o mare
varietate, de la cel mai simplu care conþine doar un nod (în
acest caz pe prima poziþie a cromozomului se aflã un ope-
rand), pânã la cel mai complex care valorificã toate carac-
terele cromozomului (în acest caz toate elementele capului
sunt operatori de aritate maximã).

Din exemplele anterioare se observã cã, oricât de pro-
funde ar fi modificãrile într-un cromozom, acesta va codi-
fica întotdeauna un arbore valid. Pentru ca acest lucru sã
fie adevãrat trebuie ca structura cromozomului sã rãmânã
nealteratã, adicã sã nu se permitã inserarea în coadã a unor
operatori.

Decodificarea informaþiei
Decodificarea informaþiei înseamnã trecerea de la un cro-
mozom la arborele corespunzãtor. În cromozom arborele
este codificat sub forma rezultatã în urma parcurgerii pe
niveluri. Aceastã reprezentare este mai greu de manipulat
atunci când se doreºte evaluarea arborelui. Dacã avem un
arbore binar care codificã o expresie aritmeticã, atunci
pentru evaluarea ei trebuie sã parcurgem arborele în post-
ordine. De aceea trebuie realizatã trecerea de la forma con-
þinutã în cromozom la o altã formã uºor utilizabilã pentru
parcurgerea în postordine.
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De exemplu, dacã arborele codificat în cromozom este
binar, atunci se poate construi uºor o reprezentare în Heap
a acestuia. O posibilitate este alegerea unei reprezentãri sta-
tice: se foloseºte un tablou cu trei coloane ºi N linii (N este
numãrul de noduri din arbore), în care pe fiecare linie în
prima coloanã s-a reþinut informaþia ataºatã unui nod, iar
pe celelalte douã poziþii s-au reþinut poziþiile din care în-
cep subarborii stâng ºi drept a nodului curent.

Translatarea începe întotdeauna de la prima poziþie
din cromozom ºi se continuã atât timp cât arborele care se
construieºte nu devine complet. Restricþiile impuse cromo-
zomului garanteazã întotdeauna cã dintr-un cromozom se
poate construi un arbore valid.

Fitness-ul unui cromozom
Se evalueazã expresia codificatã într-un cromozom. Cu cât
valoarea rezultatã este mai aproape de rezultatul dorit, cu
atât fitness-ul cromozomului este mai mare. 

Vom nota cu f funcþia de fitness. Aceasta este definitã
pe mulþimea posibilã a cromozomilor ºi are, de obicei,
valori în mulþimea numerelor reale pozitive.

Selecþia
Pentru selecþie vom folosi metoda turnirului binar. Aceas-
ta constã în selectarea aleatoare a doi indivizi ºi compara-
rea lor directã. Cel mai performant dintre aceºtia este in-
serat în populaþia intermediarã, care va constitui rezerva
de indivizi pentru încruciºare ºi mutaþie. Populaþia inter-
mediarã se mai numeºte ºi piscinã de încruciºare.

Încruciºarea
Prin încruciºare, din doi indivizi numiþi pãrinþi, se obþin
doi fii. Deoarece indivizii sunt ºiruri de caractere, se poate
folosi încruciºarea cu un singur punct de tãieturã. Spre
exemplu sã considerãm doi cromozomi:
x = x1 x2 � xk xk+1 � xr
ºi
y = y1 y2 � yk yk+1 � yr.

În urma recombinãrii (încruciºãrii) se schimbã între cei
doi cromozomi secvenþele aflate la dreapta punctului de
tãieturã k. Cromozomii fii vor fi:
x' = x1 x2 � xk yk+1 � yr
ºi
y' = y1 y2 � yk xk+1 � xr.

Mutaþia
Operatorul de mutaþie constã în înlocuirea unui simbol cu
un alt simbol. În secvenþa care alcãtuieºte capul cromozo-
mului, fiecare simbol poate fi transformat în orice alt sim-
bol. În secvenþa care alcãtuieºte coada cromozomului, doar
operanzii pot fi transformaþi în alþi operanzi. 

De obicei, nu toate simbolurile din cromozom sunt
supuse mutaþiei. De fapt, mutaþia este aplicatã asupra unui
numãr relativ mic de simboluri din cromozom. 

Se considerã o probabilitate de mutaþie pm pe baza cã-
reia sunt schimbate simbolurile din cromozom. Algorit-

mul folosit pentru realizarea mutaþiilor este descris în con-
tinuare:

Pentru fiecare poziþie a cromozomului se executã:
P1. Se genereazã un numãr aleator q în intervalul [0, 1].
P2. Dacã q < pm, atunci se executã mutaþia poziþiei respec-

tive, schimbând un simbol cu un altul; în caz contrar (q
≥ pm), poziþia respectivã nu se schimbã.

Problema 1: Expresie de valoare datã
Se dau constantele întregi C1, C2, ..., CN, S. Se cere sã se
construiascã o expresie aritmeticã E care conþine operatorii
{+, -, *} ºi eventual paranteze. Operanzii admiºi sunt
constantele C1, C2, ..., CN. Fiecare constantã poate apãrea o
datã, de mai multe ori, sau niciodatã în construcþia expre-
siei E. Valoarea expresiei E trebuie sã fie cât mai apropiatã
de S. 

Datele de intrare se citesc dintr-un fiºier text având ur-
mãtoarea structurã:
• pe prima linie sunt scrise valorile N ºi S,
• pe urmãtoarea linie sunt scrise constantele C1, C2, ..., CN,

despãrþite prin spaþii.

Rezolvare
Pentru rezolvarea acestei probleme vom folosi un algo-
ritm genetic standard. Cromozomii reprezintã posibilele
soluþii ale problemei ºi sunt codificaþi în forma descrisã
anterior. Pentru simplificare cromozomii sunt vectori de
valori întregi din intervalul [0, N + 3]. Numerele 0, 1,

2 codificã operatorii +, -, respectiv *, iar numerele de la
3 la N + 3 reprezintã indicii constantelor C1, C2, ..., CN (nu-
mãrul 3 corespunde constantei C1, numãrul 4 corespunde
constantei C2 etc.).

Lungimea capului cromozomilor este un parametru al
algoritmului ºi poate fi fixat de cãtre utilizator. De aseme-
nea, parametri ai algoritmului mai sunt ºi dimensiunea po-
pulaþiei, numãrul de iteraþii ºi numãrul celor mai buni
indivizi care sunt trecuþi automat în populaþia urmãtoare
(Nr_Elitism). De obicei, un numãr de 100 de iteraþii ºi un
numãr de 100 de indivizi într-o populaþie sunt suficienþi.

Codul sursã poate fi descãrcat de la urmãtoarea adresã:
hhttttpp::////wwwwww..ggiinnffoo..rroo//rreevviissttaa//1122__22//iinnddeexx..sshhttmmll.

Exemplu
Intrare
10 4

3 5 2 6

Ieºire
*2563

ªirul furnizat la ieºire corespunde expresiei 2*5.

Discuþie
Se poate lucra ºi cu numere reale. În acest caz se poate in-
troduce ºi operatorul /. 

Se pot introduce restricþii asupra folosirii operanzilor.
De exemplu, se poate introduce restricþia ca fiecare ope-
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rand sã se foloseascã o singurã datã. Aceastã restricþie va
afecta puþin felul în care sunt codificate expresiile. 

Cei care doresc pot implementa o variantã a algorit-
mului genetic, folosind însã codificarea sub formã de ar-
bori binari alocaþi dinamic. Se va observa diferenþa clarã
între viteza de execuþie a acestui program ºi viteza de exe-
cuþie ºi cantitatea de memorie alocatã de programele care
folosesc direct codificarea sub formã de arbore.

Problema 2: Regresie simbolicã
Fie o funcþie f care depinde de un singur parametru x.
Dându-se o mulþime de perechi S = {(xi, f(xi), i = 1,

�, N}, se cere sã se determine o funcþie f care satisface
cât mai bine aceste restricþii. Funcþia nu poate sã conþinã
constante. 

Datele de intrare se citesc dintr-un fiºier text având ur-
mãtoarea structurã:
• pe prima linie se aflã numãrul N al perechilor (x, f(x));
• pe fiecare dintre urmãtoarele N linii se aflã câte o pereche

sub forma x f(x).

Rezolvare
În primul rând definim mulþimea operatorilor pe care do-
rim sã îi folosim. Aceºtia pot fi cei aritmetici (+, -, *, /),
dar ºi alte funcþii matematice (sin, cos, tg, log, sqrt

etc.). Deci, într-o expresie vom întâlni operatorii definiþi ºi
operandul x. Astfel, structura cromozomului va fi asemã-
nãtoare cu cea de la problema precedentã. 

Diferenþa care apare este la calcularea funcþiei de fit-
ness. Dacã la problema precedentã calitatea unei soluþii era
datã de diferenþa între valoarea ei ºi valoarea þintã S, aici
problema este puþin mai complicatã, deoarece pentru dife-
rite valori ale lui x vom avea diferite valori þintã f(x). O
variantã posibilã ar fi sã însumãm (pentru fiecare valoare
xi) diferenþele între valoarea obþinutã ºi valoarea þintã.

Discuþie
Restricþia privitoare la apariþia constantelor într-o expre-
sie va fi discutatã în problema urmãtoare. 

Deoarece se lucreazã cu numere reale, se cere ca expre-
sia rezultatã sã se evalueze la valori apropiate cu o precizie
datã faþã de valorile þintã.

Problema 3: Ghiceºte urmãtorul numãr
Se dau primii M termeni din ºirul de constante (aN)N≥0.
Acest ºir este alcãtuit pe baza unei reguli. Regula este o ex-
presie de un singur parametru (N). Se cere sã se determine
urmãtorul numãr din secvenþã (aM+1) ºi eventual regula du-
pã care a fost alcãtuit. 

Exemplu
Pentru secvenþa 1, 15, 129, 547, 1593, 3711, 7465,

13539, 22737, 35983 algoritmul trebuie sã ghiceascã ur-
mãtorul numãr ca fiind 54321. 

ªirul este construit conform regulii: aN = 5N4 + 4N3 +

3N2 + 2N + 1.

Rezolvare
Aceastã problemã este un caz particular al problemei pre-
cedente, deoarece domeniul variabilei N este acel al nume-
relor întregi nenegative. Totuºi, problema este ºi mai com-
plicatã deoarece implicã utilizarea de constante.

Rezolvarea este asemãnãtoare cu soluþiile propuse la
problemele precedente. Lângã fiecare apariþie a variabilei N
se mai adaugã ºi o constantã care va evolua cu ajutorul
operatorilor genetici. Se poate folosi mutaþia ca singurul
operator care evolueazã constantele. În acest caz, mutaþia
unei constante înseamnã adãugarea sau scãderea unei mici
valori la aceea constantã.

Probleme propuse
În cele ce urmeazã vom propune spre rezolvare câteva
probleme ale cãror soluþii sunt bazate pe tehnicile prezen-
tate în cadrul acestui articol.

Gãseºte recurenþa
Se dau primii M termeni ai unei recurenþe aN = a1 * aN-k + a2
* aN-k-1 + � +ap*aN-k-p + 1. Se cere sã se determine relaþia
de recurenþã care satisface acest ºir. Termenii ai sunt nu-
mere reale.

Funcþii trigonometrice
Se considerã o expresie care conþine funcþiile trigonometrice
sin, cos, tg ºi ctg, precum ºi diferite alte funcþii aritmetice.
Se cere sã se determine alte expresii echivalente cu cea datã.

Teoreme
Se considerã anumite valori pentru catetele ºi ipotenuza unui
triunghi dreptunghic. Sã se determine expresia teoremei lui
Pitagora folosind tehnici evolutive. 

Sã se aplice aceeaºi metodã pentru determinarea altor ex-
presii pentru diferite teoreme din fizicã ºi matematicã.
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