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MININIZAREA funcþiilor

logice
Vasile Airinei

Algoritmul Quinne - McCluskey, despre care vom vorbi în urmãtoarele pagini,
este un algoritm performant de minimizare a funcþiilor logice. Autorul a
implementat acest algoritm folosind limbajul C++. Sursele programului pot fi
obþinute prin e-mail de la autor, la adresa airineiv@hotmail.com.

Funcþii logice, fundamente teoretice
Minimizarea funcþiilor logice a constituit mereu un su-
biect atractiv pentru cei care lucreazã în ºtiinþa calculatoa-
relor.

Componentele electronice ale calculatorului suportã
tensiuni electrice pe douã niveluri: nivelul 0 logic cores-
punde tensiunilor din jurul valorii de 0V ºi nivelul 1 logic
corespunde tensiunilor din jurul valorii de 5V. În cele ce
urmeazã nivelurile de 0 logic si 1 logic le vom numi simplu
0 ºi 1.

Definiþie
Se numeºte funcþie logicã o funcþie de n variabile, notatã:

f: {0,1}n -> {0, 1}        (1)
Ne putem imagina o astfel de funcþie ca fiind un circuit

logic cu n intrãri (cele n variabile) ºi o singurã ieºire (valoa-
rea funcþiei f). Deoarece circuitul are n intrãri, ºi fiecare in-
trare poate avea douã valori (0 sau 1) rezultã cã putem avea
2n configuraþii ale vectorului de intrare [x1, x2, �, xn].
Pentru fiecare configuraþie a vectorului de intrare vom
avea o valoare a funcþiei f, iar aceastã valoare va fi un ele-
ment al mulþimii {0, 1}.

În expresia unei funcþii logice pot apãrea mai multe su-
me ºi produse de variabile. O sumã va fi numitã disjuncþie
logicã, iar un produs va fi numit conjuncþie logicã.

Aºadar, funcþia f se poate scrie ca o sumã de produse,
fiecare produs corespunzând unei configuraþii a vectorului
de intrare. Aceastã formã de scriere a funcþiei f se numeºte
forma normalã disjunctivã. Fiecare produs din aceastã su-
mã se numeºte minterm.

Funcþia e complet definitã dacã se cunosc toate valorile
sale ºi incomplet definitã dacã unele nu sunt cunoscute.

Pentru simplitate vom trata mai întâi cazul în care
funcþia este complet definitã. Vom numi literal o variabilã
logicã sau negaþia acesteia.

Apare, evident, interesul ca expresia funcþiei logice sã fie
cât mai simplã. Cu cât expresia funcþiei logice este mai sim-
plã, cu atât costul componentelor hardware (porþi logice,
buffer-e) pentru implementarea funcþiei va fi mai scãzut.

S-au descoperit câteva metode de minimizare a funcþi-
ilor logice (metoda Quinne - McCluskey, metoda hãrþii
Veitch - Karnaugh). În continuare vom prezenta prima
dintre aceste metode.

Metoda Quinne - McCluskey
Metoda Quinne - McCluskey este folositã pentru a reduce
forma normalã disjunctivã a funcþiei cu scopul obþinerii
unei sume cu numãr minim de termeni. Procedura constã
în doi paºi principali:
1. Aplicarea sistematicã a teoremei XY + XY' = X (unde

Y' reprezintã valoarea negatã a lui Y) pentru a elimina
literalii redundanþi. Termenii rezultaþi sunt numiþi im-
plicanþi primi.

2. Se foloseºte o hartã a implicanþilor primi pentru a selec-
ta o mulþime minimalã de implicanþi primi reprezentând
funcþia simplificatã, care conþine un numãr minim de
literali.

Determinarea implicanþilor primi
Pentru a determina expresia minimã a sumei de produse cu
ajutorul metodei Quinne - McCluskey, funcþia trebuie
datã ca o sumã de mintermi. La primul pas al algoritmului
sunt determinaþi toþi implicanþii primi ai funcþiei prin
combinarea mintermilor. Mintermii sunt reprezentaþi în
notaþie binarã ºi sunt combinaþi folosind formula XY +
XY' = X, unde X reprezintã un produs de literali ºi Y este
un singur literal. Doi mintermi pot fi combinaþi numai
dacã un singur literal din componenþa lor este diferit, res-
tul fiind identici. Exemplele prezentate mai jos aratã atât
notaþiile binare, cât ºi echivalentul algebric.
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Exemple
AB'CD' + AB'CD = AB'C
1 0  1 0      1 0  1 1 = 1 0  1 _
(liniuþa indicã lipsa unei variabile).

Dacã în expresia de mai sus se înlocuieºte produsul de
literali AB'C cu X, ºi literalul D cu Y se obþine formula
XY + XY' = X.
A'BC'D + A'BCD' (nu pot fi combinaþi)
0 1 0 1     0 1 1 0 (nu pot fi combinaþi)

Pentru a gãsi toþi implicanþii primi, vor fi luate în con-
siderare toate perechile de mintermi ºi dacã este posibil,
vor fi combinate. Pentru reducerea numãrului de compa-
rãri, mintermii binari sunt sortaþi în grupe, în funcþie de
numãrul biþilor de 1 din reprezentarea binarã a fiecãrui
minterm.

În cele ce urmeazã vom scrie o funcþie logicã sub for-
ma unei liste de numere zecimale. În listã vor apãrea toþi
echivalenþii zecimali ai acelor valori binare de la intrare
pentru care funcþia ia valoarea 1. Astfel, dacã avem o
funcþie logicã de patru variabile, care pentru un vector de
intrare [a, b, c, d] = 1011 scoate la ieºire valoarea 1, atunci
în lista de numere zecimale care defineºte funcþia va apãrea
echivalentul zecimal al numãrului binar 1011, adicã 11.

De exemplu, funcþia logicã:
f(a, b, c, d)= ϕm(0, 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 14) (2)

este reprezentatã de urmãtoarea listã de mintermi:
grupul 0:  0   0000
grupul 1:  1   0001

2   0010
8   1000

grupul 2:  5   0101
6 0110
9   1001

10 1010
grupul 3:  7   0111

14 1110
În lista de mai sus, termenii din grupa 0 nu au nici un

bit cu valoarea 1, termenii din grupa 1 au câte un bit cu
valoarea 1, cei din grupa 2 au câte doi biþi cu valoarea 1, iar
cei din grupa 3 au câte trei biþi cu valoarea 1.

Aºa cum am afirmat anterior, doi mintermi pot fi com-
binaþi dacã ei diferã în exact o variabilã. 

Vom spune cã douã grupe sunt adiacente dacã nume-
rele care reprezintã grupa diferã printr-o unitate. De exem-
plu, grupele 0 ºi 1 sunt adiacente; la fel, grupele 3 ºi 4.
Grupele 0 ºi 2 sunt neadiacente 

Compararea termenilor din grupe neadiacente este
inutilã, deoarece acei termeni vor diferi întotdeauna în cel
puþin douã variabile ºi nu pot fi combinate folosind relaþia
XY + XY' = X. Similar, compararea termenilor din aceeaºi
grupã este inutilã, deoarece doi termeni cu acelaºi numãr
de biþi având valoarea 1 vor diferi în cel puþin douã varia-
bile. Aºadar, numai termenii din grupe adiacente vor fi
comparaþi.

Întâi vom compara termenii din grupa 0 cu termenii
din grupa 1. Termenii 0000 ºi 0001 pot fi combinaþi pentru

a elimina variabila d, rezultând termenul 000-. Analog ter-
menii 0000 ºi 0100 pot fi combinaþi ºi se obþine termenul
00-0 (se eliminã variabila c). Termenii rezultaþi sunt pre-
zentaþi în coloana a doua a tabelului 1.

Numerele zecimale corespunzãtoare unor termeni ca-
re pot fi combinaþi diferã printr-o putere a lui 2 (1, 2, 4, 8,
16 etc.). Aceastã afirmaþie este adevãratã deoarece, dacã re-
prezentãrile binare diferã în exact o coloanã, atunci dife-
renþa numerelor corespunzãtoare conþine un singur bit cu
valoarea 1 pe poziþia în care existã diferenþe. Un numãr bi-
nar în a cãrui reprezentare binarã existã un singur bit cu
valoarea 1 este o putere a lui 2.

Deoarece compararea membrilor grupului 0 cu mem-
brii grupurilor 2 ºi 3 este inutilã, trecem la compararea ter-
menilor din grupurile 1 ºi 2. Comparând mintermul 0001
cu toþi termii din grupul 2, observãm cã poate fi combinat
cu termii 0101 ºi 1001, dar nu ºi cu termii 0110 ºi 1010.
Similar, termul 0010 poate fi combinat numai cu termii
0110 ºi 1010. Termul 1000 poate fi combinat doar cu ter-
mii 1001 ºi 1010. Termii obþinuþi apar în coloana a doua.
De fiecare datã când combinãm un term cu un altul, acesta
este "bifat". Un term poate fi folosit de mai multe ori
deoarece X + X = X. Chiar dacã doi termi au fost deja
comparaþi cu alþi termi, ei trebuie comparaþi  ºi combinaþi
între ei dacã e posibil. Aceastã operaþie este necesarã deoa-
rece termul rezultat poate fi necesar pentru formarea solu-
þiei. În aceastã fazã, putem genera termi redundanþi, dar
aceºtia vor fi eliminaþi ulterior. 

Încheiem prima coloanã prin compararea termilor din
grupele 2 ºi 3. Noi termeni sunt formaþi prin compararea
termilor 0101 ºi 0111, 0110 ºi 0111, sau 1010 ºi 1110.

coloana 1     coloana 2 coloana 3
grupa 0  0  0000  * 0,  1  000-  * 0, 1, 8, 9     -00-

0,  2  00-0  * 0, 2, 8, 10   -0-0
grupa 1 1  0001  *     0,  8  -000  * 0, 8, 1, 9     -00-

2  0010  * 0, 8, 2, 10   -0-0
8  1000  *     1,  5  0-01  *

1,  9  -001  * 2, 6, 10, 14  --10
grupa 2 5  0101  *     2,  6  0-10  * 2, 10, 6, 14  --10

6  0110  *     2,  10 -010 *
9  1001  *     8,  9  100-  *

10 1010  * 8, 10 10-0  *

grupa 3 7  0111  *     5,  7   01-1
14 1110  * 5,  7   011-  *

6, 14  -110  *
10, 14 -110  *
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Observãm cã termenii din coloana a doua sunt împãr-
þiþi în grupe în funcþie de numãrul de biþi cu valoarea 1 din
reprezentarea binarã a fiecãrui term. Aplicãm formula XY
+ XY' = X pentru a combina perechi de termeni în coloana
a doua. Pentru a combina doi termi ei trebuie sã aibã ace-
leaºi variabile termenii trebuie sã difere în exact una dintre



aceste variabile. Aºadar, este necesarã doar compararea ter-
menilor care au liniuþa pe aceeaºi poziþie ºi al cãror numãr
de biþi cu valoarea 1 diferã exact cu 1. Termii aflaþi în pri-
ma grupã în a doua coloanã vor fi comparaþi numai cu ter-
mii din grupa a doua care au liniuþa pe aceeaºi poziþie. Ter-
mul 000- (0,1) poate fi combinat numai cu termul 100- (8,
9) ºi se obþine -00-. Acesta e echivalentul algebric al relaþiei
a'b'c' + ab'c' = b'c'. Termul rezultat este listat în coloana a
treia prin descrierea 0, 1, 8, 9. Termul (0, 2) se poate com-
bina numai cu (8, 10) ºi termul (0, 8) se combinã numai cu
(1, 9) ºi (2, 10). ªi în acest caz, termii care au fost deja com-
binaþi sunt bifaþi. Comparând termii din a doua ºi a treia
grupã în a doua coloanã observãm cã (2, 6) poate fi com-
binat cu (10, 14), iar (2, 10) poate fi combinat cu (6, 14).

Observãm cã sunt trei perechi de termi duplicate în
coloana a treia. Aceºti termi duplicaþi au fost formaþi în
fiecare caz prin combinarea aceluiaºi set de patru mintermi
în ordine diferitã. Dupã eliminarea termilor duplicaþi, com-
parãm termii din cele douã grupe din a treia coloanã.
Întrucât nici o combinaþie nu mai este posibilã, procesul se
terminã. În general, vom pãstra termii comparaþi ºi vom
forma noi grupe de termi ºi noi coloane pânã când nu se
mai pot combina termi.

Termii care nu mai pot fi combinaþi se numesc impli-
canþi primi. Deoarece fiecare minterm este inclus în cel pu-
þin unul din implicanþii primi, funcþia este egalã cu suma
implicanþilor primi. În acest exemplu, avem:

f = a'c'd + a'bd + a'bc + b'c' + b'd' + cd' (3)
(1,5) (5,7) (6,7)  (0,1,8,9)  (0,2,8,10) (2,6,10,14)

În expresia de mai sus, fiecare term are numãr minim
de literali, dar numãrul de termi nu este minim. Folosind
teorema pentru eliminarea termilor redundanþi obþinem:

f = a'bd + b'c' + cd' (4),
care este expresia minimã a lui f scrisã ca sumã de produse.
În secþiunea urmãtoare vom prezenta o metodã mai per-
formantã pentru eliminarea implicanþilor primi redun-
danþi, folosind o hartã a implicanþilor primi.

În continuare, vom defini noþiunile de implicant ºi
implicant prim.

Definiþie:
Pentru o funcþie F de n variabile, un produs de termi P este
un implicant al lui F dacã pentru fiecare combinaþie de va-
lori de n variabile pentru care P = 1, F are, de asemenea,
valoarea 1.

Cu alte cuvinte, dacã existã anumite combinaþii de va-
lori pentru variabile, P = 1 ºi F = 0, atunci P nu este impli-
cant al lui F. De exemplu, considerãm funcþia :

F(a, b, c) = a'b'c' + ab'c' + ab'c + abc = b'c' + ac (5)
Dacã a'b'c' = 1, atunci F = 1, dacã ac = 1, atunci F = 1

etc. Astfel, termii a'b'c', ac, sunt implicanþi ai lui F. În acest
exemplu, bc nu este un implicant al lui F deoarece, dacã
a = 0 ºi b = c = 1, atunci bc = 1 ºi F = 0. În general, dacã F
este scrisã sub forma sumei de produse, fiecare term este
un implicant. Fiecare minterm al lui F este, de asemenea,
un implicant al lui F ºi, prin urmare, orice term format prin

combinarea a doi sau mai mulþi mintermi va fi un
implicant al lui F. De exemplu, în tabelul 1, toþi termii sunt
listaþi în fiecare coloanã în care sunt implicanþi ai funcþiei
datã de ecuaþia (2).

Definiþie
Un implicant prim al funcþiei F este un implicant din care,
dacã prin eliminarea unui literal din componenþa acestuia
nu se obþine alt implicant.

În ecuaþia (5), implicantul a'b'c' nu este implicant prim
deoarece a' poate fi eliminat ºi termenul rezultat (b'c') este
un implicant al lui F. Implicanþii b'c' ºi ac sunt implicanþi
primi deoarece, dacã ºtergem un literal din fiecare term,
termul rezultat nu va mai fi implicant al lui F. Fiecare
implicant prim al funcþiei are un numãr minim de literali
în sensul cã nu mai pot fi eliminaþi literali prin combinarea
cu alþi termi. 

Expresia minimã sumã de produse pentru o funcþie
constã dintr-o sumã de anumiþi implicanþi primi ai funcþi-
ei. Dacã o expresie sumã de produse conþine un term care
nu e implicant prim, atunci acea expresie nu este minimi-
zatã, deoarece acel term poate fi înlocuit cu un implicant
prim. Aceastã afirmaþie este adevãratã deoarece termii ne-
primi nu conþin un numãr minim de literali - ei pot fi com-
binaþi cu mintermi adiþionali pentru a forma un implicant
prim care are mai puþini literali decât termii neprimi. Un
term neprim într-o sumã de produse poate fi deci înlocuit
cu un implicant prim, care reduce numãrul de literali ºi
simplificã expresia.

Harta implicanþilor primi
A doua parte a procedurii Quinne - McCluskey dezvoltã
o hartã pentru a selecta setul minim de implicanþi primi.
Un implicant prim este egal cu o sumã de mintermi ºi se
spune cã implicantul prim acoperã acei mintermi. Dacã un
implicant prim acoperã un minterm dat, un × este plasat la
intersecþia liniei ºi coloanei corespunzãtoare. Tabelul 2
prezintã harta implicanþilor primi dedusã din tabelul 1.
Toþi implicanþii primi (termi care nu au fost eliminaþi din
tabelul 1) sunt listaþi în partea stângã.
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În prima linie, ×-urile sunt plasate în coloanele 0, 1, 8
ºi 9 deoarece implicantul b'c' a fost format din suma de
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mintermi 0, 1, 8, 9. Similar, ×-urile sunt plasate în coloane-
le 0, 2, 8, 10 corespunzãtor implicantului prim b'd' º.a.m.d.

Dacã un minterm este acoperit numai de un implicant
prim, atunci cel din urmã este numit implicant prim esen-
þial ºi trebuie inclus în suma minimã de produse. Impli-
canþii primi esenþiali sunt uºor de gãsit folosind harta im-
plicanþilor primi. Dacã o coloanã datã conþine numai un
singur ×, atunci linia pe care se aflã ×-ul corespunde unui
implicant prim esenþial. În tabelul 2, coloanele 9 ºi 14 con-
þin fiecare câte un ×, aºadar implicanþii primi b'c' ºi cd'
sunt esenþiali.

De fiecare datã când un implicant prim este selectat
pentru includerea în suma minimã, linia corespunzãtoare
este eliminatã. Dupã realizarea acestei operaþii, coloanele
care corespund tuturor mintermilor acoperiþi de acest im-
plicant prim vor fi eliminate.

Tabelul 3 ilustreazã harta rezultatã când  sunt eliminaþi
implicanþii primi esenþiali, împreunã cu liniile ºi coloanele
corespunzãtoare din tabelul 2. În continuare, trebuie ales
un set minim de implicanþi primi pentru a acoperi coloa-
nele rãmase. În acest exemplu, a'bd acoperã cele douã co-
loane rãmase, deci poate fi implicantul prim ales. Suma
minimã de produse care rezultã este:

f = b'c' + cd' + a'bd,
care este identicã cu cea din ecuaþia (4). 

Observãm cã, chiar dacã termul a'bd este inclus în su-
ma minimã de produse, a'bd nu este un implicant prim
esenþial. El reprezintã suma de mintermi m5, m7; m5 este
acoperit ºi de a'c'd, iar m7 este acoperit ºi de a'bc.

TTaabbeelluull  33

Dupã construirea hãrþii implicanþilor primi, anumiþi
mintermi pot fi acoperiþi de numai un singur implicant
prim, în timp ce alþi mintermi pot fi acoperiþi de doi sau
mai mulþi implicanþi primi. Un implicant prim este esenþi-
al (sau necesar) dacã el conþine un minterm care nu e aco-
perit de alt implicant al lui f. Implicanþii primi esenþiali
sunt aleºi la început deoarece toþi implicanþii primi esenþi-
ali trebuie incluºi în fiecare sumã minimã. Dupã ce au fost
aleºi implicanþii primi esenþiali, mintermii pe care îi aco-
perã pot fi eliminaþi din harta implicanþilor primi traver-
sând coloanele corespunzãtoare. Dacã implicanþii primi
esenþiali nu acoperã toþi mintermii, atunci sunt necesari
implicanþi primi neesenþiali adiþionali. În cazuri simple,
implicanþii primi neesenþiali necesari pentru formarea so-
luþiei minime pot fi selectaþi prin probe. Pentru hãrþi mai
mari, trebuie folosite proceduri pentru reducerea hãrþii ca-

re vor fi prezentate ulterior. Anumite funcþii au douã sau
mai multe expresii minime sume de produse, fiecare având
acelaºi numãr de termi ºi literali. Urmãtorul exemplu ilus-
treazã o asemenea funcþie.

Exemplu cu hartã ciclicã de implicanþi primi
O hartã a implicanþilor care are douã sau mai multe ×-uri
în fiecare coloanã este numitã hartã ciclicã. Urmãtoarea
funcþie are o asemenea hartã:

f = ϕm(0, 1, 2, 5, 6, 7)         (6)
Formarea implicanþilor primi se face astfel:

0  000  * 0,1   00-
1  001  *      0,2   0-0
2  010  * 1,5   -01
5  101  *      2,6   -10
6  110  * 5,7   1-1
7  111  *      6,7   11-

TTaabbeelluull  44

Tabelul 5 ilustreazã harta implicanþilor primi care
rezultã.

TTaabbeelluull  55

Toate coloanele au douã ×-uri, aºadar trebuie efectuate
probe. (0, 1) ºi (0, 2) acoperã coloana 0; vom încerca (0, 1).
Dupã traversarea liniei (0, 1) ºi coloanele 0 ºi 1, vom exa-
mina coloana 2 care e acoperitã de (0, 2) ºi (2, 6). Cea mai
bunã alegere este (2, 6) deoarece acoperã douã din coloa-
nele rãmase, în timp ce (0, 2) acoperã numai una din coloa-
nele rãmase. Dupã traversarea liniei (2, 6) ºi coloanele 2 ºi
6, observãm cã (5, 7) acoperã coloanele rãmase ºi comple-
teazã soluþia. Aºadar o soluþie este:

F = a'b' + bc' + ac. 
Totuºi, nu avem garanþia cã aceastã soluþie este mini-

mã. Trebuie sã reluãm algoritmul, folosind un alt impli-
cant care acoperã coloana 0. Rezultã tabelul 6.

TTaabbeelluull  66
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În sfârºit, obþinem soluþia:

F = a'c' + b'c + ab
Întrucât aceastã soluþie are acelaºi numãr de termeni ºi

acelaºi numãr de literali ca expresia lui F derivatã din tabe-
lul 5, avem 2 soluþii sume de produs minime pentru aceas-
tã problemã.

Metoda Petrick
Aceasta este o metodã pentru determinarea tuturor solu-
þiilor sumã de produs din harta implicanþilor primi. Exem-
plul corespunzãtor tabelelor 5 ºi 6 are douã soluþii mini-
me. Creºterea numãrului de variabile duce la creºterea
semnificativã a numãrului de implicanþi primi ºi a comple-
xitãþii hãrþii implicanþilor primi. În asemenea cazuri, pen-
tru obþinerea soluþiei minime este necesarã efectuarea unui
numãr mare de probe.

Metoda Petrick este un mod mai sistematic de gãsire a
tuturor soluþiilor minime din harta implicanþilor primi.
Înaintea aplicãrii metodei Petrick, toþi implicanþii primi
esenþiali ºi mintermii care îi acoperã trebuie ºterºi de pe
hartã.

Vom ilustra metoda Petrick folosind tabelul 6.
Întâi vom eticheta liniile P1, P2, P3 etc. Vom construi o

funcþie logicã P, care e adevãratã când toþi mintermii în
hartã au fost acoperiþi. Fie P1 o variabilã logicã care este
adevãratã când implicantul prim din linia P1 este inclus în
soluþie; fie P2 o variabilã logicã care e adevãratã când im-
plicantul prim din linia P2 este inclus în soluþie etc. Deoa-
rece coloana 0 conþine ×-uri în liniile P1 ºi P2, trebuie sã
alegem una din liniile P1 sau P2 pentru a acoperi mintermul
0. Expresia (P1 + P2) trebuie sã fie adevãratã. Pentru a
acoperi mintermul 1, trebuie sã alegem liniile P1 sau P3;
atunci (P1 + P3) trebuie sã fie adevãratã. Pentru a acoperi
mintermul 2, (P2 + P4) trebuie sã fie adevãratã. Similar,
pentru a acoperi mintermii 5, 6 ºi 7, expresiile (P3 + P5), (P4
+ P6) ºi (P5 + P6) trebuie sã fie adevãrate. Obþinem expre-
sia:

P = (P1 + P2) · (P1 + P3) · (P2 + P4) · (P3 + P5) ·
· (P4 + P6) · (P5 + P6) = 1.

Aceastã expresie indicã faptul cã trebuie sã alegem linia
P1 sau P2 ºi linia P1 sau P3 ºi linia P2 sau P4 etc.  

Urmãtorul pas este de a reduce P la o sumã minimã de
produse. Operaþia este mai uºor de realizat deoarece nu
existã complemente. Folosim relaþia (X + Y) · (X + Z) =
X+YZ ºi legea distributivitãþii:

P = (P1 + P2P3) · (P4 + P2P6) · (P5 + P3P6) =
= (P1P4 + P1P2P6 + P2P3P4 + P2P3P6) · (P5 + P3P6) =
=  P1P4P5 + P1P2P5P6 + P2P3P4P5 + P2P3P5P6 +

+ P1P3P4P6 + P1P2P3P6 + P2P3P4P6 + P2P3P6.
În continuare, vom folosi relaþia X + XY = X pentru a

elimina termenii redundanþi din P ºi obþinem:
P = P1P4P5 + P1P2P5P6 + P2P3P4P5 + P1P3P4P6 + P2P3P6.
Pentru a acoperi toþi mintermii trebuie sã fie satisfãcu-

tã relaþia P = 1. Aºadar, vom alege fie liniile P1, P4 ºi P5, fie
liniile P1, P2, P5 ºi P6, fie liniile P2, P3, P4 ºi P5, fie liniile P1,
P3, P4 ºi P6, fie liniile P2, P3 ºi P6. Sunt cinci soluþii posibile,

iar numai douã dintre ele au un numãr minim de linii. În
concluzie, cele douã soluþii cu numãr minim de implicanþi
primi sunt: liniile P1, P4 ºi P5 sau liniile P2, P3 ºi P6. Prima
alegere conduce la relaþia:

F = a'b' + bc' + ac.
Alegând a doua opþiune, obþinem:

F = a'c' + b'c' + ab.
Pe scurt, metoda Petrick poate fi descrisã astfel:

• Se reduce harta implicanþilor primi prin eliminarea linii-
lor implicanþilor primi esenþiali ºi coloanele corespunzã-
toare;

• Se eticheteazã liniile hãrþii reduse de implicanþii primi P1,
P2, P3 etc;

• Se determinã o funcþie logicã P care este adevãratã când
toate coloanele sunt acoperite. P este, de fapt, un produs
de sume de termi, fiecare sumã având forma (Pi0

+ Pi1
+ ...),

unde Pi0
, Pi1

, ... reprezintã liniile care acoperã coloana i;
• Se reduce P la o sumã minimã de produse prin înmulþire

ºi aplicarea legii X + XY = X;
• Fiecare term din rezultat reprezintã o soluþie, care este

un set de linii care acoperã toþi mintermii în tabel. Pentru
a determina soluþiile minime, gãsim acei termi care con-
þin un numãr minim de variabile. Fiecare din aceºti termi
reprezintã o soluþie cu un numãr minim de implicanþi
primi;

• Pentru fiecare din termii gãsiþi la pasul 5, numãrãm lite-
ralii din fiecare implicant prim ºi reþinem numãrul de li-
terali. Alegem termul sau termii care corespund unui nu-
mãr minim de literali, ºi avem astfel sumele corespunzã-
toare de implicanþi primi.

Aplicarea metodei Petrick este foarte utilã pentru hãrþi
"incomode" ºi e relativ uºor de implementat.

Simplificarea funcþiilor incomplet
definite
Termenii indiferenþi corespund acelor vectori de intrare
pentru care nu se cunoaºte valoarea funcþiei logice de la ie-
ºirea circuitului. Lista termenilor indiferenþi va fi separatã
de lista mintermilor în expresia funcþiei logice. De exem-
plu, dacã avem o funcþie logicã de patru variabile a cãrei va-
loare nu se cunoaºte pentru vectorul de intrare [a, b, c, d]
= 1000, atunci echivalentul zecimal al valorii binare 1000,
adicã 8, va face parte din lista termenilor indiferenþi. 

În cazul în care avem o funcþie incomplet definitã, tre-
buie sã luãm în considerare ºi valorile termenilor indife-
renþi pentru a obþine forma minimã a funcþiei. În aceastã
secþiune vom arãta cum se modificã procedura Quinne -
McCluskey pentru a obþine soluþia minimã când sunt pre-
zenþi termeni indiferenþi. În scopul gãsirii implicanþilor
primi, vom trata termenii indiferenþi ca ºi cum ar fi min-
termi. Astfel, ei pot fi combinaþi cu alþi mintermi pentru a
elimina cât mai mulþi literali. Dacã se formeazã implicanþi
primi din termeni indiferenþi, acei implicanþi nu vor fi luaþi
în considerare. În partea de sus a hãrþii implicanþilor primi
nu vom trece termenii indiferenþi. Când harta implicanþi-
lor primi este rezolvatã toþi mintermii necesari vor fi aco-
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periþi de unul sau mai mulþi implicanþi primi selectaþi. Ter-
menii indiferenþi nu sunt incluºi în soluþia finalã fãrã sã fie
implicaþi în procesul de formare a unuia dintre implicanþii
primi selectaþi. Urmãtorul exemplu va clarifica procedura.

Exemplu de simplificare a funcþiilor incomplet
definite
F(A, B, C, D) = Σm(2, 3, 7, 9, 13) + Σd(1, 10, 15)
(mintermii care urmeazã dupã d sunt indiferenþi)

Termenii indiferenþi sunt trataþi ca mintermi necesari
când gãsim implicanþii primi:

1  0001  *     (1, 3)     00-1  *     (1, 3, 9, 11)     -0-1
  2  0010  * (1, 9)     -001  *     (2, 3, 10, 11)     -01-

3  0011  *     (2, 3)     001-  *     (3, 7, 11, 15)     --11
9  1001  *     (2, 10)   -010  * (9, 11, 13, 15)     -0-1

10  1010  * (3, 7)     0-11  *
7  0111  *     (3, 11)   -011  *

11  1011  *     (9, 11)   10-1  *
13  1101  * (9, 13)   1-01  *
15  1111  *     (10, 11)  101-  *

(7, 15)    -111  *
(11, 15)  1-11  *
(13, 15)  11-1  *
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Coloanele indiferente sunt omise când formãm harta
implicanþilor primi, aºa cum se observã în tabelul 8:

* - indicã un implicant prim esenþial
F = B'C + CD + AD
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Funcþia originalã a fost incomplet definitã; expresia fi-
nalã simplificatã pentru F este definitã pentru toate com-

binaþiile de valori pentru A, B, C, D ºi, prin urmare, este
complet definitã. În procesul simplificãrii am luat în con-
siderare valorile indiferente în tabela de adevãr a lui F. Da-
cã înlocuim fiecare term în expresia finalã a lui F prin suma
de mintermi corespunzãtoare, rezultatul este:

F = (m2 + m3 + m10 + m11) + (m3 + m7 + m11 + m15) +
(m9 + m11 + m13 + m15),

unde termenii duplicaþi sunt evidenþiaþi.
Deoarece m10 ºi m15 apar în expresie, în timp ce m1 nu

apare, rezultã cã termenii indiferenþi în tabela de adevãr a
lui F au atribuite valorile:
• pentru ABCD = 0001, F = 0;
• pentru ABCD = 1010, F = 1;
• pentru ABCD = 1111, F = 1.

Observaþii privitoare la codul sursã al
programului care implementeazã algoritmul
Structurile de date necesare implementãrii algoritmului au
fost construite pe baza bibliotecii de clase MFC (Microsoft
Foundation Classes). Aplicaþia are facilitãþi deosebite: cal-
culeazã timpul de execuþie - care pentru un numãr de va-
riabile mai mare ca 21 ia valori considerabile - ºi afiºeazã
memoria consumatã la executarea algoritmului. Aceste fa-
cilitãþi au fost realizate folosind funcþii din programarea
aplicaþiilor Windows. Funcþia logicã, datã ca o listã de nu-
mere zecimale, este preluatã dintr-un fiºier de intrare (care
are extensia .IN), iar expresia minimizatã a funcþiei logice
este afiºatã într-un fiºier de ieºire (care are extensia .OUT).

Concluzii
Pornind de la implementarea acestui algoritm se pot reali-
za aplicaþii deosebite pentru cei care lucreazã în domeniul
hardware.
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