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Va prezentam in continuare solutiile problemelor propuse la ONI 2002 la
clasele a Xl-a si a Xll-a. Aceste solutii au fost realizate de redactia Ginfo pe
baza solutiilor oficiale prezentate de autorii problemelor si au fost verificate
folosind seturile de date cu care au fost testate solutiile concurentilor.

P050213: Arbore

Vom spune ci un nod este rezolvat daci si numai dacd el
face parte din exact un ciclu. Similar, vom spune cd un
subarbore este rezolvat daci si numai daci roate nodurile
acestuia sunt rezolvate.

Vom numi fir un subarbore care este lant
(fiecare nod, cu exceptia frunzei, are un singur
fiu). Un fir este ilustrat in figura 1.

Se observi ci un fir poate fi rezolvat foarte
simplu prin unirea raddcinii sale cu frunza sa. i
Evident, firul va putea fi rezolvat numai daci el d)
contine cel putin doud noduri. Procedeul este
ilustrat in figura 2.

Pentru a rezolva aceastd problemd vom
alege, pentru inceput, un nod care va fi radi-
cina arborelui. Vom spune ¢ un subarbore
este potential rezolvabil daci toti fiii raddci-
nit subarborelui (in numir de cel putin doi)
sunt rdddcini ale unor fire.

fn continuare vom arita modul in care
poate fi rezolvat un nod potential rezolvabil.

Figura 2:  Vom alege cele mai scurte doui fire (acestea

Fir rezolvat  pot contine unul, doui sau mai multe no-
duri) st vom uni printr-o muchie frunzele acestor fire. Ast-
fel vom obtine un ciclu care va contine nodurile din com-
ponenta celor doui fire, precum si nodul potential rezol-
vabil. Eventualele fire rimase (daci sunt formate din cel
putin trei noduri) vor fi rezolvate asa cum se arati in figura
2. Se observi ci, in cazul in care existi mai mult de doui
fire care contin unul sau doud noduri, subarborele nu poa-
te fi rezolvat si problema nu are solutie. Rezolvarea unui
subarbore potential rezolvabil este ilustratd in figura 3.

Dupi rezolvarea unui subarbore, acesta este eliminat
din arbore si se va alege un alt nod potential rezolvabil. Pro-
cedeul continud pani la rezolvarea tuturor nodurilor sau
pand la detectarea unui subarbore care nu poate firezolvat.

Figura 1: Fir

In cele ce urmeazi vom
prezenta modul in care poate
fi implementat algoritmul des-
cris. Pentru inceput vom alege
o modalitate de reprezentare a
arborelui. Vom construi o [is-
td de fii s1 vom pistra, pentru
fiecare nod, indicele primului Figura 3: Rezolvarea unui subar-
st al ultimului fiu in aceastd lis-  bore potential rezolvabil
td. Prin conventie vom considera cd pentru un nod care nu
are nici un fiu (frunza) indicele ultimului fiu va fi mai mic
decit indicele primului fiu; de asemenea, pentru fiecare
nod vom pistra nodul parinte. Datoritd faptului cd arbore-
le este dat prin sirul muchiilor, va trebui si il construim.
Pentru aceasta vom realiza o parcurgere in litime a arbo-
relui, ceea ce permite construirea listei fiilor pe misura tra-
versirii nodurilor arborelui.

In continuare vom alege ridicina arborelui; aceasta
poate i orice nod care are gradul mai mare decit 1. Vom
continua cu identificarea fiilor; evident, toate frunzele sunt
fire de lungime 1. Pentru fiecare frunzd vom "urca in ar-
bore" atita timp cat nodul curent are un singur fiu (parin-
tele frunzei va fi riddcina unui fir de lungime 2, pirintele
parintelui va fi ridicina unui fir de lungime 3 si asa mai
departe). Folosind acest procedeu vom determina si lungi-
mile firelor. Prin conventie, vom considera c3 dacd un nod
nu face parte dintr-un fir, atunci lungimea corespunzitoa-
revafi-1.

Acum, la fiecare pas vom ciuta un nod care contine cel
putin doi fii nerezolvati care sunt ridicini ale unor fire.
Vom determina numirul firelor de lungime 1 sau 2 si, in
cazul 1n care existd cel mult dous astfel de fire, vom rezol-
va subarborele asa cum se aratd in figura 3. Daci existd mai
mult de doud astfel de fire vom scrie 1n fisierul de iesire va-
loarea -1 si vom opri executia programului. Dupi rezolva-
rea subarborelui, acesta este eliminat din arbore prin mar-




carea tuturor nodurilor sale ca fiind rezolvate. Acum pi-
rintele ridicinii subarborelui ar putea s faci parte dintr-
un fir. In cazul in care pirintele a rimas cu un singur fiu
care este radicind a unui fir, atunci parintele devine ridi-
cind a unui fir de lungime cu 1 mai mare. Vom "urca" din
nou In arbore pani la intilnirea unui nod care are mai
multi fii nerezolvati §i vom péstra, pentru fiecare nod, lun-
gimea firului cu ridicina in nodul respectiv. O a doua po-
sibilitate este ca parintele ridicinii subarborelui eliminat
si devini frunzi. Se va "urca" in arbore in mod asemini-
tor, dar noua frunza va fi ridicina unui fir de lungime 1.

Existd posibilitatea ca, la un moment dat, si riminem
cu un arbore format dintr-un singur fir. Daci acesta are
lungimea mai mare decit 2, atunci el va fi rezolvat asa cum
se arati in figura 2. In caz contrar, problema nu are solutie.

De fiecare dati cind rezolvim un subarbore, vom pis-
tra o listd cu muchiile adugate. In final, vom scrie in fisi-
erul de iesire numirul muchiilor adiugate, precum si extre-
mitétile muchiilor din list3.

Analiza complexitdtii

Citirea datelor de intrare se realizeaz in timp liniar, deoa-
rece implicd citirea extremititilor celor N - 1 muchii ale
arborelui.

Construirea arborelui prin parcurgerea in litime im-
plicd, pentru fiecare nod parcurs, studierea tuturor muchi-
ilor. Deoarece avem N noduri si N - 1 muchii, ordinul de
complexitate al operatiei este O(IN?). Pe parcursul cons-
truirii arborelui se creeazi sirul parintilor, cel al fiilor, cel
al gradelor, precum si cele care pistreazd indicii primului
si ultimului fiu pentru fiecare nod.

Pentru pistrarea informatiilor initiale despre fire, vom
parcurge, in cel mai defavorabil caz, toate nodurile arbo-
relui, deci operatia se realizeazd in timp liniar. Trebuie ob-
servat faptul ci acest ordin de complexitate include si tim-
pul consumat pentru actualizarea necesard dupi elimina-
rea unui nod din arbore.

Alegerea unui nod potential rezolvabil implici traver-
sarea listei fillor pentru a verifica dacd sunt ridicini ale
unor fire, deci ordinul siu de complexitate este O(N). La
fiecare pas vom elimina cel putin trei noduri, deci vom
realiza cel mult N / 3 astfel de ciutiri. Ca urmare, ordinul
de complexitate al tuturor alegerilor este O(N?).

Pentru rezolvarea arborelui este necesard parcurgerea
tuturor nodurilor acestuia. Un nod rezolvat nu va fi par-
curs incd o datd. Asadar, ordinul de complexitate al acestei
operatii este O(N).

Ordinul de complexitate al operatiilor de eliminare a
nodurilor este tot O(N) pentru ci fiecare nod este eliminat
o singurd datd.

Scrierea datelor 1n fisierul de iesire se realizeazd tot in
timp liniar pentru cd implicd scrierea extremititilor a cel
mult N / 3 muchii.

fn concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(N) + O(N?) + O(N) +
O(N?) + O(N) + O(N) + O(N) = O(NP).

Dificultate

Algorit mi * ﬁ % * *
Structuri de date | I Y e v Y7
Originalitate % * ik * *
Cunostinge % * * * *
Implement are * * % ;% *
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P050214: Decodificare

Initial vom determina numirul de pozitii in care permuta-
rea identicd si permutarea care trebuie determinati coincid.
In continuare vom incerca si determinim pozitiile in

permutare ale tuturor numerelor cuprinse intre 1 si N.
Pentru fiecare numir 7, dacd pozitia sa nu a fost determi-
natd la un pas anterior, va trebui si determinim pozitia
acestuia In permutarea cdutatd. Pentru aceasta, in permu-
tarea identicd, vom interschimba, pe rind, numirul 7 cu
fiecare dintre celelalte elemente. Astfel, vom obtine per-
mutdri de forma (1,2,3, ., i- L, 7,04 1,y j- g, j + 1, oy
N). Numirul pozitiilor, in care aceasti permutare si per-
mutarea care trebuie consideratd coincid, poate creste dacd
st numai dacd numdrul 7 ajunge pe pozitia sa sau numarul
care trebuie si se afle pe pozitia 7 ajunge 1n aceastd pozitie.
Asadar, pentru doar doud dintre aceste permutdri numirul
pozitiilor considerate poate si creasca. Existd trei cazuri:
* Numdrul pozitiilor care coincid nu creste in nici un caz.
In aceasti situatie putem trage concluzia ci numirul 7 se
afld deja pe pozitia sa, deci va fi al i-lea element in per-
mutarea care trebuie determinata.
Numirul pozitiilor care coincid creste o singurd data. Fie
j numdrul cu care a fost interschimbat 7 in permutarea
care a dus la cresterea numdrului de pozitii care coincid.
Este usor de observat ¢, in permutarea care trebuie de-
terminatd, numdrul ; se va afla pe pozitia j, iar numarul
se va afla pe pozitia .
Numirul pozitiilor care coincid creste de doud ori. Fiej
si k pozitiile pe care a ajuns numdrul i In cele doud per-
mutdri. Va trebui s3 determinim pe care dintre aceste do-
ud pozitii se afld 7 In permutarea care trebuie determina-
td. Stim cu sigurantd ca unul dintre numerele si & se afld
pe pozitia 7 in permutarea care trebuie determinatd. Va
trebui sd studiem doud cazuri:

# i trece pe pozitia j, j pe pozitia k si k pe pozitia

# i trece pe pozitia k, j pe pozitia 7 si k pe pozitia J.
In unul dintre aceste dou cazuri numirul pozitiilor care
coincid va fi cu cel putin 2 mai mare decit numirul po-
zitiilor care coincid in permutarea identici. Asadar, vom
verifica una dintre permutdri; dacd numirul pozitiilor
care coincid creste cu cel putin 2, atunci vom sti care este
pozitia numdrului 7 in permutarea care trebuie determi-
nata si care este numirul care se afld pe pozitia 7 in aceas-
ta permutare.

Dupi determinarea pozitiilor tuturor numerelor, vom
afisa permutarea determinata.
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Analiza complexitdtii

Pentru Inceput, trebuie precizat faptul ci apelul functiei
Check implicd traversarea unui vector cu N elemente care
contine permutarea care trebuie determinatd. Asadar ordi-
nul de complexitate al unui astfel de apel este O(N).

Preluarea dimensiunii sirului se realizeaza in timp con-
stant, deci are ordinul de complexitate O(1).

Identificarea pozitiei unui numdr implicd realizarea a
cel mult N - 1 interschimbiri si, eventual, a unei permutiri
care va diferi de permutarea identicd In trei pozitii. Pentru
fiecare dintre aceste permutiri se va realiza un apel al func-
tiei Check, deci operatia de determinare a pozitiei unui
numdr in permutarea cutatd are ordinul de complexitate
O(N) - O(N) = O(N?). In total, vom efectua cel mult N de-
termindri, deci ordinul de complexitate al operatiei de de-
terminare a permutirii cdutate este O(N) - O(N?) = O(N?).

Scrierea datelor in fisierul de iesire implica traversarea
permutdrii determinate, deci ordinul de complexitate al
operatiei este O(N).

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme este O(1) + O(N?) + O(N)

= O(N°).

Dificultate
Algorit i ﬁ * * i\( *
Structuri de date | S 5 e Yoo vc
Originalitate % * * i\( *
Cunostinge * * * * *
Implement are % * j% * *
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PO50215: SETI

Pentru a determina numdrul de aparitii ale cuvintelor din
dictionar in mesajul dat, vom ordona alfabetic toate siru-
rile (cuvintele) de 16 caractere consecutive din mesaj. Apoi,
pentru fiecare cuvant din dictionar vom determina, prin
metoda cdutdrii binare, prima si ultima aparitie a cuvantu-
lui n sirul sortat. Evident, daci un cuvant din dictionar
contine k litere, atunci, In momentul in care determinim
aceste doud pozitii, vom lua in considerare doar primele £
litere ale sirurilor.

O primi observatie ar fi ¢3, datoritd faptului ¢ nu avem
suficienti memorie la dispozitie, sirul sortat trebuie s3 con-
tind indici §i nu cuvinte propriu-zise. Astfel, al i-lea ele-
ment al sirului sortat va contine pozitia la care Incepe al i-
lea cuvant in sirul sortat.

Datorita limitei de timp foarte stricte, algoritmii clasici
de sortare (quicksort, heapsort) nu sunt suficient de perfor-
manti. Pentru aceastd problemd este recomandabili folo-
sirea algoritmului radixsort (vezi CLR, p. 152).

O alti dificultate care apare este datoratd tot insufici-
entel memoriel. Sirul sortat de indici ar trebui si contind

1. Cormen T. H., Leiserson C. E., Rivest R. L., Introducere in Algortmi,
Computer Libris Agora, Cluj-Napoca, 2000

numere reprezentate pe patru octeti (teoretic ar fi sufici-
enti trei) deoarece textul poate contine peste 100000 de cu-
vinte. Pentru a evita aceastd problemd, vom impirti textul
in patru blocuri si vom aplica algoritmul descris pentru fie-
care dintre ele. Fiecare bloc va contine cel mult 2'° = 32768
litere. Datoritd faptului cd numirul de litere este cel mult
2047 - 64 = 131008 < 217 = 131072, sunt suficiente patru blo-
curi. Vom avea si patru siruri sortate, dar fiecare element
al acestor siruri va putea fi reprezentat pe doi octeti.

Datorita impdrtirii textelor in blocuri apar probleme
pentru cuvintele care fac parte din doud blocuri. Pentru a
le evita, vom face 1n asa fel Incat ultimele 15 litere dintr-un
bloc si fie addugate ca primele 15 litere ale blocului urma-
tor. Dimensiunea totald a textului va creste cu pana la 45
de caractere, dar va ajunge doar la cel mult 131053 < 2,
deci nu apar blocuri suplimentare. Se observi cd la incepu-
tul celui de-al doilea bloc sunt copiate 15 litere din primul,
deci ultimele 15 litere ale acestui al doilea grup trebuie s3
fie mutate n al treilea. Alte 15 litere ajung si fie ultimele
in al doilea bloc, deci trebuie copiate 1n al treilea. Asadar,
la inceputul celui de-al treilea bloc vor fi ultimele 30 de
litere ale celui de-al doilea bloc. Folosind acelasi rationa-
ment, ajungem la concluzia ci la inceputul celui de-al pa-
trulea bloc vor fi ultimele 45 de litere ale celui de-al treilea
bloc.

Asadar, pentru rezolvarea problemei, mai intdi vom
impdrti textul initial in grupuri de 32768 de litere. Apoi
vom realiza copierea grupurilor de 15, 30 si 45 de litere
dintr-un bloc 1n altul si vom construi cele patru siruri
sortate, folosind algoritmul radixsort. In continuare, pen-
tru fiecare cuvant din dictionar, vom determina prima si
ultima aparitie a sa In fiecare dintre sirurile sortate (dacd
nu existd nici o aparitie vom spune, prin conventie, ¢i po-
zitia ultimel aparitii este mai micd decit pozitia primel
aparitii). Numdrul de cuvinte dintre cele doud pozitii va fi
adiugat la numirul de aparigii in text ale cuvantului din
dictionar. Pe mdsuri ce sunt determinate aparitiile cuvin-
telor din dictionar, se vor scrie in fisierul de iesire nume-
rele corespunzitoare.

Analiza complexitatii

Citirea textului care trebuie analizat se realizeazi linie cu
linie, deci ordinul de complexitate al operatiei este O(N).
Deoarece dictionarul contine M cuvinte, ordinul de com-
plexitate al operatiei de citire a acestor cuvinte este O(M).

Construirea blocurilor se realizeazi pe parcursul citi-
rii, ordinul de complexitate al operatiei fiind O(NN). Aceeasi
complexitate (O(N)) o are si operatia de transformare a
blocurilor astfel incat ultimele 15 litere dintr-un grup si fie
identice cu primele 15 din urmitorul.

Algoritmul radixsort este liniar, deci ordinul de com-
plexitate al operatiei de sortare este O(N).

Pentru fiecare cuvant din dictionar vom efectua cel
mult opt cdutdri binare, ordinul de complexitate al unei
cdutdri fiind O(log N). Pentru cele 8 ciutiri vom avea
ordinul de complexitate 8 - O(log N) = O(log N). Deoare-



ce pentru fiecare dintre cele M cuvinte din dictionar se vor
realiza cdutdri binare, ordinul de complexitate al operatiei
de determinare a numdrului de aparitii pentru toate cuvin-
tele din dictionar este O(M) - O(log N) = O(M - log N).
Generarea datelor de iesire implic scrierea a M nume-
re, deci ordinul de complexitate al operatiei este O(M).
In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului de
rezolvare a acestei probleme este O(N) + O(M) + O(N) +
O(N)+ O(N) + O(M -log N) + O(M) = O(M-log N+ N).

Dificultate

Algoritmi H* % * * *
Structuri de date ﬁ % i? * *
Originalitate * * * * *
Cusostine * * * * *
Implentent are ﬁ % * * *
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P050216: Suma divizorilor
Numirul A poate fi scris ca produs de factori primi sub
forma:

A=dp @ 0. P
unded,, ..., d, sunt divizorii primi ai lui A, iar p,, ..., p, sunt
puterile la care apar acestia in descompunerea lui A in fac-
tori primi.

Ca urmare, numirul A® poate fi scris sub forma:
AP =d™® @ 0. "

n

Asadar, divizorii numirului A? au forma D d*  unde
g, variazd intre O sip, - B.

Suma acestor divizori poate fi scrisd sub forma:

- 9
G ?OZ (B D di .
i=1,...n

Aceastd sumid de produse poate fi scrisi sub forma

unui produs de sume astfel:

nn[Bj
(1.

Asadar, suma divizorilor unui numir de forma A® este
dati de un produs de sume. Aceste sume au forma 1 + ¢ +
¢*+q> + ..+ g" deci sunt sume ale unei progresii geo-

metrice de ratie ¢. Este cunoscut faptul ci valoarea unei
m+1 -1

q-1

astfel de sume, pentru g > 1 este , lar pentru g =1

estem + 1.

Datoritd faptului ci se cere determinarea restului im-
partirii la 9901 a sumei divizorilor, toate operatiile efectu-
ate vor fi modulo 9901.

Vor trebui folosite relatiile:

(a+b) modn= ((amodn) + (bmodn)) modn si

(a - b) modn= ((amodn) - (bmodn)) modn.

De asemenea, datoritd faptului cd numirul 9901 este
prim, pentru orice numar nenul 4 va exista un numir 4!

(numit invers) astfel incit ( - 2! mod 9901 = 1). Asadar,
pentru a efectua o impirtire cu un anumit numar vom rea-
liza, de fapt, o inmultire cu inversul acestuia.

Pentru a rezolva problema vom Incepe cu descompu-
nerea numdrului A in factori primi si identificarea puteri-
lor la care apar acestia in descompunere. Vom inmulti aces-
te puteri cu B si apoi vom calcula sumele progresiilor co-
respunzatoare.

Pentru calculul sumei unei progresii avem nevoie de
efectuarea unei ridiciri la putere (evident, modulo 9901).
O modalitate rapidi de calcul se bazeazd pe urmitoarea
formul3 recursivi:

a pentrun=0
Ea[”’ A3 pentrun# 0par

Fa™2 "2 @ pentrun # Oimpar

O modalitate de determinare a inversului unui numar
a (modulo 9901) este considerarea numerelor de forma
9901 - k + 1 si alegerea primului numir b de aceastd formi
al cirui rest la impdrtirea cu a este 1. Inversul va fi dat de
valoarea b / a. Datoritd faptului ¢i 9901 este prim va exista
intotdeauna un astfel de numdr si se poate demonstra ci
valoarea k corespunzitoare este mai mici decit 9901.

O altd observatie necesari este faptul cd sciderea valorii
1 (necesar pentru calcularea sumei progresiilor) este echi-
valentd cu adunarea valorii 9900 (modulo 9901).

Pe parcursul determindrii sumei progresiilor, acestea
vor fi inmultite, modulo 9901. In final, rezultatul va fi scris
in fisierul de iegire.

Analiza complexitdtii
Datele de intrare constau doar in doui numere, deci ope-
ratia de citire a acestora se realizeazd in timp constant.

Pentru determinarea divizorilor primi si a puterilor la
care apar acestia in descompunerea numirului A vom lua
in considerare numirul 2 si numerele impare cuprinse
intre 3 si cel mult /A, asadar ordinul de complexitate al
acestel operatii este O(J/A ).

Numirul sumelor calculate este dat de numirul di-
vizorilor primi ai numirului A. Folosind aproximarea lui
Stirling se poate deduce ci existd aproximativ In A numere
prime cuprinse intre 2 si A. Asadar, vom calcula O(log A)
sume. Calculul unei sume implici o ridicare la putere. Fo-
losind algoritmul recursiv prezentat anterior, o ridicare la
puterea 7 are ordinul de complexitate O(log 7). Puterea la
care poate aparea un factor prim in descompunerea numai-
rului A este cel mult log, A; in descompunerea lui A? pu-
terea poate fi cel mult B - log, A. Ca urmare, o ridicare la
putere va avea ordinul de complexitate O(log (B - log A)).
Celelalte operatii necesare pentru calculul sumelor se rea-
lizeazd in timp constant (considerdm ci determinarea in-
versului are ordinul de complexitate O(1) deoarece opera-
tia necesitd cel mult 9901 pasi; existd si posibilitatea cons-
truirii si utilizdrii unui tablou de constante 4, unde 4, s3 con-
tind inversul numdrului 7 modulo 9901), deci ordinul de
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complexitate al determindrii sumet tuturor divizorilor este
O(log A) - O(log (B -log A)) = O(log A -log (B- log A)).

In fisierul de iesire trebule scris un smgur numdr, deci
ordinul de complex1tate al operatiei de scriere a datelor de
iesire este O(1).

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme este O(1) + O(Ja) +
O(log A - log (B - log A)) + O(1) = O({/A + log A - log(B

- log A)).
Dificultate
Algoritmi * E/\( * * *
Structuri de date * ik * * *
Originalitate % % * * *
Custostinge % * * % *
Implementare % ik * * *
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P0O50217: Sistem

Problema poate fi enuntatd in termeni ai teoriei grafurilor
astfel: S se determine numdrul grafurilor neorientate dis-
tincte in care fiecare nod are gradul 2.

Este usor de determinat numirul grafurilor conexe cu
proprietatea cerutd; practic, orice permutare (9, p, - Px)
a multimii poate duce la obtinerea unei solutii. Dacd unlm
printr-o muchie varfurile p, sip,, (1 =1, ..., n - 1) si
varfurile p, si p,, obtinem un graf (hamiltonian) in care
toate varfurile au gradul 2. Luind in considerare toate cele
N! permutdri obtinem N! grafuri care respecti proprieta-
tea cerutd. Totusi, nu toate aceste grafuri sunt distincte;
dacd alegem 0 anumitd permutare atunci toate celelalte per-
mutiri circulare ale acesteia duc la obtinerea aceluiasi graf.
De exemplu, permutirile (1, 2, .., N) si (N, 1, ..., N - 1)
corespund aceluiasi graf. Existd N permutiri circulare ale
unei permutdri date, deci numdrul total al grafurilor dis-
tincte se reduce de N ori, devenind (N - 1)!. In plus, daci
parcurgem 1In ordine inversd o anumiti permutare obti-
nem acelasi graf deoarece grafurile sunt neorientate. De
exemplu, permutirile (1, 2, .., N) si (1, N, ..., 2) duc la
obtinerea aceluiasi graf. Fiecare permutare poate fi par-
cursa in sens invers intr-un singur mod, deci numarul to-
tal al grafurilor distincte se reduce de 2 ori. In concluzie,
numirul grafurilor conexe cu proprietatea cerutd este (N -
1)! / 2. Aceastd valoare este valabild pentru grafuri care
contin cel putin trei noduri; nu existd grafuri cu proprieta-
tea ceruti care si contind unul sau doui noduri.

Urmeazd si determinim numdrul total al grafurilor
(conexe si neconexe) care au proprietatea ceruti. Vom
nota cu Ny, numirul grafurilor care respecti proprietatea
cerutd si contin k noduri. Vom avea N7, = N7, = 0 deoare-
ce nu existd nici un astfel de graf care si contind unul sau
doud noduri. Prin conventie vom considera Nr, = 1 (se
poate considera ci graful vid respectd proprietatea ceruti
deoarece am putea spune ci "toate cele 0 noduri au gradul

2", desi aceastd afirmatie este, practic, lipsiti de sens; totusi
aceastd conventie se va dovedi utild pentru simplificarea
calculelor).

Vom considera, pe rind, cd nodul 1 face parte din com-
ponente conexe cu 3, 4, ..., N noduri. Vom determina nu-
mirul de grafuri in care acest nod face parte din compo-
nente conexe cu k elemente (k este cuprins intre 3 si N) si
apoi vom aduna aceste valori.

Daci nodul 1 face parte dintr-o componenti conexa cu
k elemente, atunci existd CK% p051b111tat1 de a alege cele-
lalte £ - 1 noduri care fac parte din aceeasi componenti co-
nexi. Folosind rezultatul demonstrat anterior, deducem ci
numdrul componentelor conexe cu k elemente care res-
pectd proprietatea ceruti este (k - 1)! / 2. Indiferent care sunt
cele £ noduri care formeazi componenta conexa, celelalte
N - k noduri pot forma Nr,, , grafuri cu proprietatea ceru-
ti. In concluzie, daci nodul 1 face parte dintr-o compo-

. y -1
nenti conexi cu k elemente, avem Nr, _, [q;h‘_llé&
2
grafuri distincte cu proprietatea ceruti.

Se observi utilitatea conventiei N7, = 1 deoarece, pen-
tru componenta conexi formatd din toate cele N noduri
ale grafului, obtinem:

Nry_y [CAT IZ(N ;1)! :1IZlE(N ;l)! = (N ;1)!, adici exact

numarul grafurilor conexe cu proprietatea cerutd. Cazul k
= N ar fi putut fi tratat ca fiind unul particular, dar folo-
sirea conventiei duce la simplificarea formulelor de calcul.

Numirul total al grafurilor este obginut prin insu-
marea acestor valori pentru k = 3, ..., N, deci vom avea

| . . .
Nr, = NrN T2 k-t grafurl cu proprietatea ceruta.
2

Chiar si si pentru valori mici ale lui N, acest numdr nu va
putea fi reprezentat folosind tipuri standard de date, deci
vor trebui simulate operatii aritmetice cu numere mari.
Folosind un artificiu de calcul, nu va trebui si implemen-
tdm decit adunarea a doud numere mari si Inmultirea din-
tre un numar mare $i un numar mai mic decit N.

Vom avea nevoie de adunarea numerelor mari pentru
calcularea sumei care duce la obtinerea valorilor Nr,. Va-
lorile insumate sunt obtinute prin inmultirea unui numar
mare (N7, cu mai multe numere mai mici decit 100).
Aceste numere sunt obtinute folosind urmitorul artificiu:

cor kDl (N-DE (k=D (N

N2 (k=DION-K)! 2 20N -K)!
C(N=k+D [N -k +2)0..ON -1)

2
Asadar, sirul numerelor cu care se vor realiza iInmultiri

este N-k+1,N-k+2, N - 1. Deoarece k este cel putin
3, acest sir are cel putin doud elemente; elementele sirului
sunt numere consecutive, deci unul dintre primele doud
este par. Acest numdr par va fi impdrtit cu 2 si se va obtine
un sir de elemente care vor fi inmultite, pe rind, cu un nu-
mdr mare.

Pentru determinarea valorii N7,; este necesari calcula-
rea tuturor valorilor Nr, (k < N): acestea vor fi pdstrate




intr-un sir de numere mari, iar in final valoarea N7, va fi
scrisd in fisierul de iegire.

Analiza complexitdtii

Fiecare operatie aritmetici se efectueazd in timp constant
deoarece numirul cifrelor unui numir (daci se foloseste
baza 10000) este mai mic decit 100.

Citirea datelor de intrare este realizatd in timp cons-
tant pentru cd se citeste Un singur NUMAr.

Pentru calcularea unei valori N7, avem nevoie de insu-
marea a k - 3 termeni. Valorile N7, necesare sunt cunoscute
de la pasii anteriori; pentru determinarea termenilor care
trebuie Insumati avem nevoie de 7 - 1 inmultiri. Asadar, in
total vom avea (k- 4) + (k-5) +..+ 1= (k- 4)(k-3)/2
inmultiri. In concluzie, ordinul de complexitate al opera-
tiel de determinare a numirului N, este O(k?). Vom de-
termina N astfel de numere, ordinul de complexitate al In-
tregii operatii fiind O(N®) deoarece avem k& = O(N).

Datele de iesire constau intr-un singur numdir mare,
deci operatia de scriere a acestora se realizeazd in timp
constant.

Tn concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(1) + O(N?) + O(1) =

O(N°).

Dificultate
Algoritmi + * * * *
Structuri de date ﬁ ik i\( * *
Originalitate * * * 7/\3 *
Cunostinge * * * ik *
Implement are * * * ik *
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O posibilitate de rezolvare a acestei probleme este folosi-
rea metodel programirii dinamice. Vom incerca si deter-
minidm un tablou tridimensional A, unde Al.].,e va indica lun-
gimea minimd a unui traseu care porneste din Mordor (tur-
nul 0), ultimele doud turnuri de pe acest traseu sunt j si k
si traseul contine In total 7 turnuri.

Se observi cd lungimile traseelor care contin 7 turnuri
pot fi determinate cu ajutorul lungimilor traseelor care
contine i - 1 turnuri. Astfel, vom lua in considerare toate
traseele pe care se afld 7 - 1 turnuri, si ultimul turn al traseu-
lui este j s1 il vom alege pe cel mai scurt dintre acestea. La
lungimile acestor trasee vom ad3uga distanta dintre turnu-
rile j si k. Datoritd faptului ¢ un ciliret se poate deplasa
doar paralel cu axele de coordonate, distanta dintre doud
turnuri 7 $ij va fi datd de lx, - x| + Iy, - y |. Fie p, penultimul
turn de pe traseul care se termind in turnul j; evident, un-
ghiul determinat de turnurile p, i s17 nu trebuie si anuleze
convexitatea traseului. Pentru a putea reconstitui traseul
vom pistra, pentru fiecare triplet (z, , £) numirul de ordine
p al turnului care se afli pe traseu Tnaintea turnurilor si k.

In final, vom obtine toate elementele tabloului tridi-
mensional A. Evident, traseul trebuie si fie un poligon
inchis, deci ultimul turn trebuie si fie 0 (Mordor). Asadar,
vom studia valorile Al.jo; vom determina cea mai mare va-
loare 7 pentru care existd o valoare j astfel incat valoarea
Ay, este cel mult egald cu lungimea maximd a traseului.

Dupa identificarea valorilor i s1j vom putea determina
turnurile de pe traseu cu ajutorul predecesorilor pastrati
pentru fiecare triplet (i, j, k).

Pentru a miri viteza de executie a programului vom de-
termina, pentru fiecare triplet (7, j, &) daci cele trei turnu-
ri corespunzatoare se pot afla pe pozitii consecutive 1n tra-
seu (se respectd conditia de convexitate) si vom folosi aces-
te informatii pe parcurs in loc si verificim convexitatea de
fiecare datd.

Initial putem determina toate trasecle pe care se afla
dous turnuri (Mordor si oricare dintre celelalte). In conti-
nuare vom aplica algoritmul pentru a determina lungimile
traseului pe care se afld 3 turnuri, 4 turnuri etc.

Analiza complexitdtii

Datele de intrare constau In numirul turnurilor, coordo-
natele acestora si lungimea maximi a traseului, deci ordi-
nul de complexitate al operatiei de citire este O(n).

Va trebui si verificim pentru fiecare triplet (i, j, k)
daci se respectd conditia de convexitate, operatie care are
ordinul de complexitate O(n’), deoarece existi (n + 1)’
astfel de triplete (z, 7 si k variazd Intre O si n).

Pentru a determina o valoarea A, vor trebui luati in
considerare toti predecesorii posibili, deci ordinul de com-
plexitate al acestei operatii este O(n). Deoarece tabloul es-
te tridimensional sunt realizate O(n?) astfel de operatii,
deci ordinul de complexitate al operatiei de determinare a
tabloului A (si a tabloului care contine predecesorii) este
O(n)- O(n’) = O(n*).

Identificarea valorii A, care indici lungimea traseului
care contine cele mai multe turnuri se realizeazi in timp
patratic deoarece, In cel mai defavorabil caz, sunt luate in
considerare toate perechile (7, 7).

Refacerea traseului (si scrierea turnurilor de pe traseu
in fisierul de iesire) pe baza tabloului predecesorilor se re-
alizeaza in timp liniar, deoarece vor exista cel mult 7 tur-
nuri pe acest traseu.

In concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(n) + O(7*) + O(n*) +
O(n?) + O(n) = O(a*).

Dificultate

Algoritmi

o . VAR
Structuri de date % i\( * ik *
Originalitate * * % * *
Cunostinge % * * * *
Implement are * * * ?/\3 *
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