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Circuite BITONICE
Lucian Ilea, Vlad Þira

Problema determinãrii unui circuit bitonic a apãrut, în diverse forme, la mai
multe concursuri de programare. În acest articol vom prezenta o modalitate de
rezolvare a acestei probleme.

În cele ce urmeazã va fi rezolvatã urmãtoarea problemã:
"fiind cunoscute coordonatele în plan pentru n puncte di-
ferite între ele, Pi(xi, yi), i = 1, …, n, sã se determine un
traseu circular de lungime totalã minimã, traseu care trece
exact o datã prin fiecare punct". Problema este propusã în
[1] la pagina 279 ºi a fost întâlnitã, sub diverse forme, la
numeroase concursuri de informaticã.

În cazul general problema este NP - completã. Existã,
însã, un algoritm cu timp de execuþie O(n2), aplicabil dacã
se presupune, suplimentar, cã nu existã puncte cu aceeaºi
abscisã ºi cã se cautã doar circuitele bitonice, adicã acelea
care încep din punctul cel mai din
stânga, merg apoi numai de la
stânga la dreapta cãtre punctul cel
mai din dreapta, iar apoi merg
numai cãtre stânga, înapoi spre punctul de pornire. Situaþia
este descrisã în desenele alãturate. În prima figurã este re-
prezentat cel mai scurt circuit, de lungime 24,88…, iar în a
doua figurã este reprezentat cel mai scurt circuit bitonic, de
lungime 25,58… Exemplul este preluat din [1], pagina 279. 

Pentru rezolvare se va folosi metoda programãrii dina-
mice ºi se va construi o matrice L, care are n linii ºi n + 1
coloane. Punctele se considerã ordonate crescãtor dupã
abscise. Dificultãþile legate de tratarea circuitelor vor fi so-
luþionate prin introducerea unui punct suplimentar Pn+1,
care este situat la o distanþã foarte micã, în dreapta punctu-
lui Pn. Procedând în acest mod, în circuit se vor evidenþia
douã pãrþi, cea de la P1 la Pn ºi cea de la P1 la Pn+1, în ambele
neexistând întoarceri. Introducem urmãtoarele notaþii:
• li,j - lungimea segmentului PiPj;
• di,j - lungimea drumului "direct" între Pi ºi Pj, di,j = li,i+1 +

li+1,i+2+ … +lj-1,j;
• Li,j (i < j) lungimea celui mai scurt traseu fãrã întoarceri

care are drept capete punctele
Pi ºi Pj, care trece prin punctul
P1 ºi care conþine toate punctele
P1, P2, …, Pj (vezi figura 3).

Rezultatul (lungimea celui
mai scurt circuit bitonic) se va
gãsi în Ln,n+1. Modul de determinare al elementelor matricei
L este urmãtorul:

(1) Li,j = Li,i+1 + di,j; dacã i < j;
(2) Li,i+1 = min{k = 1, …, i - 1 | Lk,i + lk,i+1}.

Justificarea acestor formule este imediatã, þinând cont
de semnificaþia elementelor care intrã în calcule. Matricea L
va fi construitã începând cu linia 1 ºi va conþine 0 în pozi-
þiile (i, j) pentru care i ≥ j.

Pentru situaþia redatã în figura 2 avem: n = 7, P1(0, 6),
P2(1, 0), P3(2, 3), P4(5, 4), P5(6, 1), P6(7, 5), P7(8, 2) (punctele
sunt ordonate crescãtor dupã abscise). Se introduce punc-
tul P8(8.0001, 2). Lungimea celui mai scurt circuit bitonic
este 25,58 (valoarea este rotunjitã la douã zecimale exacte).
Cu excepþia elementelor de pe poziþii vecine cu diagonala
principalã a matricei L, restul elementelor se determinã
printr-o adunare, ceea ce demonstreazã complexitatea
O(n2) a acestui algoritm. Reconstituirea traseului în funcþie
de rezultatele din matrice se bazeazã, în esenþã, pe gãsirea
acelui k pentru care are loc egalitatea în formula (2).

Situaþii interesante pot surveni în cazul unor dispuneri
particulare ale punctelor Pi. În figura 4 este re-
prezentat cazul în care acestea se obþin ca punc-
te de intersecþie între douã seturi de drepte pa-
ralele echidistante.

Considerãm cã distanþa dintre cele n drepte paralele cu
axa Ox este d1 ºi cã distanþa dintre cele n drepte paralele
oblice este d2. În total se obþin n2 puncte de intersecþie. No-
tând cu α mãsura unghiului format de dreptele oblice cu
axa Ox, o condiþie suficientã sã nu existe puncte de inter-
secþie cu aceeaºi abscisã este ca d1/d2·cos(α) sã nu fie numãr
raþional. În cazul în care n = 6, d1 = d2
=10, α = π/4, se obþine cã lungimea celui
mai scurt circuit bitonic este 509,61, iar
traseul este cel reprezentat în figura 5.
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