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Lumea pixelilor (3)

RECUNOAªTEREA formelor

Radu-Daniel Vatavu

Serialul dedicat recunoºterii formulor se încheie cu prezentarea unor procedee
de învãþare nesupracegheatã. Vor fi descrise diferite modalitãþi de abordare
cum ar fi metoda celor mai mici pãtrate, metoda nucleelor dinamice, metode
de clasificare ierarhice etc. De asemenea, vom realiza o prezentare
comparativã a clasificatorilor descriºi pe parcursul celor trei episoade ale
serialului.

Învãþarea nesupravegheatã
Învãþarea nesupravegheatã are drept scop împãrþirea unei
mulþimi de forme într-un anumit numãr de clase, în func-
þie de gradul de "asemãnare" sau de similaritate dintre aces-
tea. Spre deosebire de contextul supravegheat al recunoaº-
terii formelor, caracterizat de prezenþa unui "profesor"
sau "supraveghetor" astfel încât apartenenþa formelor din
setul de învãþare la clase este cunoscutã, în cadrul contex-
tului nesupravegheat singurele informaþii de care se dispu-
ne sunt legate doar de mãsurãtorile efectuate asupra for-
melor. Ca urmare, fie F mulþimea formelor de care se dis-
pune ºi care trebuie clasificate într-un numãr de m clase: 

.
Pentru început, vom considera numãrul m de clase în

care vor fi împãrþite formele cunoscute.
Deci, problema constã în partiþionarea mulþimii F în m

clase cât mai omogene posibil.

Metoda celor mai mici pãtrate
O primã abordare de rezolvare a problemei are drept punct
de plecare metoda celor mai mici pãtrate. În acest context,
gruparea formelor în cele m clase se va face urmãrindu-se
minimizarea unui criteriu E de tipul:

,

unde d este distanþa euclidianã dintre forma x ºi forma me-
die mk (sau centrul de greutate) al clasei k, de cardinal nk:

.

Fie o partiþionare oarecare a mulþimii F în m clase ºi fie
E valoarea criteriului aferent acestei partiþionãri. În conti-
nuare, sã considerãm modificarea care se produce asupra
acestei valori E în cazul în care se modificã clasificarea
unei forme x de la clasa i la clasa j. Noua valoare E' aferen-
tã noii partiþionãri va fi:

Pentru a urmãri minimizarea criteriului E, va trebui
aleasã acea clasã j care sã maximizeze ∆E(x) sau echivalent,
sã minimizeze cel de-al doilea termen al expresiei ∆E(x):

,

primul termen fiind constant pentru o aceeaºi valoare a lui
x aparþinând iniþial clasei i.

Algoritmul bazat pe metoda celor mai mici pãtrate este
prezentat în continuare:

Se alege o partiþionare iniþialã F0,F1, …, Fm-1 a mulþimii F.
Se calculeazã valoarea E ºi centrele de greutate mk ale cla-
selor, k=0, …, m-1.
repetă

clasificat ← 1

pentru s ← 0, p-1 execută

fie Fi clasa de care aparþine forma xs
fie j∈{0, 1, …, m-1} pentru care ej este minim
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dacă i ≠ j atunci

Fi ← Fi - {xs}

Fj ← Fj + {xs}

se actualizeazã centrele de greutate mk
clasificat ← 0

sfârșit dacă

sfârșit pentru

până când clasificat = 1

Rezultatul furnizat de algoritm depinde de ordinea de
parcurs a mulþimii formelor F precum ºi de partiþionarea
iniþialã, având tendinþa de a se bloca într-o situaþie de mi-
nim local. Rezultate mai bune se pot obþine cu o metodã
des utilizatã ºi foarte simplu de implementat, prezentatã în
continuare.

Metoda nucleelor dinamice
Metoda nucleelor dinamice (cunoscutã ºi sub denumirile
de metoda celor k medii sau metoda ISODATA) constã în
clasificarea unei forme x la acea clasã k pentru care distanþa
dintre forma x ºi centrul de greutate mk al clasei este mini-
mã. Procedeul este repetat pânã când structura claselor rã-
mâne neschimbatã.

Algoritmul este prezentat în continuare:

Se aleg m forme din mulþimea F drept centrele de greutate
mk ale claselor, k=0, …, m-1.
repetă

clasificat ← 1

pentru s ← 0, p-1 execută

fie Fi clasa de care aparþine xs
fie j∈{0, 1, …, m-1} pentru care d(xs,mj) este 

minimã
dacă i ≠ j atunci

Fi ← Fi - {xs}

Fj ← Fj + {xs}

clasificat ← 0

sfârșit dacă

sfârșit pentru

se actualizeazã centrele de greutate mk
până când clasificat = 1

Metoda prezintã la rândul ei anumite dezavantaje, re-
zultatele depinzând de:
• alegerea iniþialã a celor m centre de greutate. Pentru a în-

lãtura aceastã problemã, algoritmul poate fi reluat cu se-
turi diferite de puncte de plecare;

• distanþa d folositã (a se vedea discuþiile de la distanþe pri-
vind normarea caracteristicilor cu abaterea medie pãtra-
ticã);

• numãrul m al claselor (pentru m egal cu numãrul p al for-
melor se obþine regula NN).

O variantã a acestei metode este reprezentatã de actu-
alizarea secvenþialã a centrelor de greutate ale claselor. Mo-
dificarea este preferabilã atunci când nu se dispune iniþial

de toate formele mulþimii F, acestea fiind obþinute pe par-
curs. 

Algoritmul este prezentat în continuare:

Se aleg primele m forme drept centrele de greutate mk ale 
claselor, k=0, …, m-1.

nk ← 1, k=0, …, m-1

repetă

fie x noua formã ce trebuie clasificatã
fie j∈{0, 1, …, m-1} pentru care d(x, mj) este minimã
Fj ← Fj + {x}

mj ← (nj * mj + x)/(nj + 1)

nj ← nj + 1

până când <condiţie_oprire>

Clasele produse de metodele prezentate mai sus alcã-
tuiesc o aºa-numitã partiþie "grea" a mulþimii F a formelor,
în sensul cã fiecare formã xi din F aparþine sau nu unei anu-
mite clase j. 

În contrast cu partiþiile "grele" se aflã partiþiile fuzzy
caracterizate prin faptul cã o formã xi poate avea grade de
apartenenþã diferite la clase diferite. În continuare, se va
nota prin ui,j gradul de apartenenþã al unei forme xi la clasa
j considerat a fi de forma:

Se observã cã pentru orice formã xi este îndeplinitã re-
laþia:

Acest model este mai apropiat de modul de funcþiona-
re al clasificatorului uman, existând situaþii când ºi acesta
ia decizii de tipul: o formã aparþine unei clase într-o pro-
porþie de 70% ºi altei clase în proporþie de 30%.

Cu consideraþiile de mai sus, centrele de greutate ale
claselor se vor calcula cu ajutorul mediei ponderate, astfel:

Algoritmul care implementeazã abordarea fuzzy a nu-
cleelor dinamice este identic cu cele prezentate mai sus.

Metode ierarhice de clasificare
Metodele ierarhice de clasificare au avut drept punct de
plecare taxonomia biologicã, propunând o serie de grupãri
(divizãri) între clase pe baza unor similaritãþi (disimilari-
tãþi) inter-clasã. Aceste metode pot fi clasificate în douã ca-
tegorii:
• metode descendente (divizive) ce au drept punct de ple-

care o singurã clasã formatã din toate formele mulþimii F
care este divizatã recursiv;

• metode ascendente (de aglomerare) care procedeazã la
gruparea succesivã a claselor, având iniþial un numãr de
clase egal cu cardinalul mulþimii F.
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Un algoritm aparþinând celei de-a doua categorii de
metode este prezentat în continuare. Numãrul de clase
este reprezentat de variabila m. Prin dij s-a notat distanþa
inter-clasã dintre clasele i ºi j.

Se formeazã clasele Fk={xk}, k=0 , …, p-1

Se calculeazã distanþele dij
m ← p

repetă

fie i, j ∈ {0, 1, …, m-1} pentru care dij este minimã
Fi ← Fi ∪ Fj
m ← m-1

Se recalculeazã distanþele dij
până când <condiţie_oprire>

Condiþia de oprire poate fi determinatã de: atingerea
unei anumite valori m pentru numãrul de clase, situarea
tuturor distanþelor dij sub o anumitã valoare prag etc.

Distanþele inter-clasã dij pot fi calculate folosind una
dintre urmãtoarele formule:

Semnificaþia variabilelor care apar în aceste formule
este urmãtoarea:
• d reprezintã o distanþã oarecare (de exemplu, distanþa eu-

clidianã);
• mi ºi mj reprezintã centrele de greutate ale celor douã cla-

se i ºi j;
• ni ºi nj reprezintã numãrul de elemente ale celor douã cla-

se i ºi j.

Se poate observa similitudinea algoritmului prezentat
anterior cu algoritmul de determinare a arborelui de cost
minim al unui graf având drept noduri cele p clase iniþiale
ºi drept muchii distanþele inter-clasã. La fiecare pas, se ada-
ugã un nou nod în arborele de cost minim.

Plecând de la aceastã similitudine, sã considerãm în con-
tinuare un graf neorientat (numit graful formelor) având
un numãr p de noduri corespunzãtoare celor p forme, iar
matricea de adiacenþã Ap×p= (aij)p××p definitã astfel:

unde d este o distanþã oarecare, iar D este o valoare de
prag.

Cu aceste considerente, rezultã un nou algoritm de cla-
sificare a formelor mulþimii F, bazat pe determinarea com-
ponentelor conexe ale grafului construit cu specificaþiile
de mai sus. 

Procesul de împãrþire al formelor în clase este con-
trolat prin valoarea de prag D.

Analiza comparativã a clasificatorilor
Evident, modelul de clasificator va fi ales în funcþie de ti-
pul aplicaþiei, numãrul ºi tipul caracteristicilor, mãrimea
setului de învãþare, existenþa unor informaþii prealabile
privind distribuþia formelor etc. 

În continuare se vor prezenta performanþele obþinute
cu o serie de clasificatori pentru o aplicaþie de recunoaºtere
a formelor. Trebuie precizat faptul cã discuþiile ce vor ur-
ma au drept scop doar punerea în evidenþã a metodelor
practice de construire a unor clasificatori ºi nu au pretenþia
de a rezolva problema specificã avutã în vedere.

Având consideraþiile fãcute, fie urmãtoarea aplicaþie de
recunoaºtere a formelor având drept obiectiv: recunoaºte-
rea corpusculilor Danne din imagini de microscopie elec-
tronicã a serului bolnavilor de hepatitã viralã B. O astfel
de imagine este prezentatã în figura 1.

Imaginea a fost preluatã din [7] (pag.
298). Virusul hepatic B este considerat a
fi reprezentat de particula viralã numitã
corpuscul Danne. Dupã cum se observã
ºi din imagine, în serul bolnavilor de he-
patitã viralã B s-au pus în evidenþã în mi-
croscopie electronicã trei forme ale antigenelor virale B:
particule sferice mici cu un diametru de 22 nm, forme tu-
bulare de grosime 22 nm ºi lungime 20-250 nm ºi corpus-
culi Danne de formã circularã cu un diametru de 42 nm.

Prin utilizarea unor tehnici specifice
procesãrii imaginilor (filtrare, segmenta-
re etc.) se obþine o imagine prelucratã,
binarã, prezentatã în figura 2, care per-
mite identificarea celor trei tipuri de par-
ticule cu ajutorul unui algoritm de deter-
minare a componentelor conexe.

Pentru caracterizarea celor trei tipuri de forme se vor
folosi douã caracteristici: circularitatea ºi aria.

Circularitatea este definitã ca fiind proporþionalã cu
raporul dintre aria ºi pãtratul perimetrului unei figuri geo-

metrice: , unde A reprezintã aria figurii, iar P

perimetrul. Circularitatea are valoarea 1 pentru un disc ºi
o valoare subunitarã pentru orice altã figurã geometricã.
Ea va distinge dintre cele douã forme circulare ºi formele
tubulare, iar aria va realiza discriminarea dintre cele douã
forme circulare (de diametre 22 ºi respectiv 42 nm).

În figura 3 sunt reprezentate formele în spaþiul celor
douã caracteristici (circularitatea ºi aria).
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Din aceastã reprezentare se observã gruparea relativã a
formelor din cele trei (m = 3) clase ºi anume: clasa 1 - cor-
pusculii circulari mici 22 nm (arie micã ºi circularitatea ≈
1), clasa 2 - corpusculii Danne 42 nm (arie mare ºi circula-
ritate ≈ 1), clasa 3 - corpusculii de formã tubularã (aria va-
riazã datoritã lungimii lor între 20-250 nm, iar circularita-
tea ≈ 0.5).

Pentru contextul învãþãrii supravegheate, cele p (p =
110) forme au fost împãrþite în douã seturi: setul de învã-
þare (100 de puncte - punctele negre din planul caracteris-

ticilor) ºi setul de test (10 puncte - punctele gri). În tabelul
1 sunt prezentate avantajele ºi dezavantajele folosirii câtor-
va clasificatori aparþinând contextului supravegheat al re-
cunoaºterii formelor.

În figura 4 sunt prezentate rezultatele utilizãrii clasifi-
catorilor bazaþi pe NN, KNN (k = 3) ºi funcþii discrimi-
nant pentru câteva elemente aparþinând mulþimii de test.

În cele ce urmeazã sunt prezentate comparativ douã
metode din cadrul contextului nesupravegheat al recunoaº-
terii formelor:

Clasificator

Nearest Neighbour(NN)

K Nearest Neighbours (KNN)

Funcþii discriminant liniare

Clasificatori Bayes

Perceptronul multistrat
(3 straturi)

Complexitate
învãþare   clasificare

n/a* O(n××p)

n/a* O(k ××  n ××  p)

O(n ××  p) O(m ××  n)

O(p) O(m ××  n)

variabilã** O(h ××  (n + m))

Avantaje

• Implementare uºoarã, rapi-
dã.

• Nu necesitã învãþare ºi nici
alte analize efectuate asupra
setului de învãþare.

• Implementare rapidã.
• Performanþe mai bune decât

NN fiind mai puþin sensibil
la zgomot.

• Nu este necesarã memora-
rea setului de învãþare.

• Timp scãzut de clasificare
comparativ cu celelalte douã
metode.

• Minimizeazã rata medie a
erorii.

• Performanþe superioare com-
parativ cu celelalte metode.

• Posibilitãþi foarte bune de
generalizare.

• Suprafeþe de separare com-
plexe.

Dezavantaje

• Este necesarã memorarea se-
tului de învãþare.

• Timp mare de calcul (este
parcurs întreg setul de învã-
þare pentru clasificarea unei
singure forme).

• Sensibilitatea la zgomot.
• Sensibilitatea la distanþa fo-

lositã.

• Este necesarã memorarea în-
tregului set de învãþare.

• Timp de clasificare mult
prea mare.

• Pot fi aplicate doar în cazul
în care clasele sunt liniar se-
parabile.

• Necesitã memorarea a n ×
(m + 1) coeficienþi.

• Sunt necesare informaþii pri-
vind Pr{x|j} ºi Pr{j}.

• Determinarea numãrului h
de neuroni din stratul ascuns
se face experimental.

• Performanþele depind fun-
damental de setul de învã-
þare. 

• Existã posibilitatea ca reþea-
ua sã se opreascã într-un op-
tim local.

• Existã posibilitatea ca reþea-
ua sã înveþe foarte bine ("pe
de rost") formele din mulþi-
mea de învãþare ceea ce con-
duce la o slabã generalizare.

TTaabbeelluull  11: Analiza comparativã a clasificatorilor în învãþarea supravegheatã

* Nu se aplicã în acest caz.
** Depinde de: mãrimea p a setului de învãþare, de rata de eroare ce se doreºte a fi obþinutã, etc.



• metoda nucleelor dinamice
Complexitatea algoritmului de clasificare depinde de con-
centrarea formelor din setul de învãþare ºi numãrul m de
clase. Are ca avantaj minimizarea inerþiei intra-clasã, iar
ca dezavantaj faptul cã rezultatele depind de valorile ini-
þiale, distanþa utilizatã ºi numãrul m al claselor.

• metoda grafului formelor
Complexitatea algoritmului de clasificare este O(p2· n).
Printre avantajele acestei metode se aflã faptul cã permi-
te alegerea valorii de prag D ºi clasele obþinute sunt omo-
gene. 
Timpul de calcul mare pentru un numãr mare p de forme
aparþinând setului de învãþare constituie unul dintre prin-
cipalele dezavantaje ale utilizãrii metodei grafului forme-
lor.

În figura 5 este ilustratã aplicarea metodei nucleelor di-
namice prin conturarea celor trei clase. Formele sunt gru-
pate în jurul centrelor de greutate.

FFiigguurraa  55

Concluzii
Acest serial s-a dorit a fi o introducere în recunoaºterea
statisticã a formelor, prezentând câteva dintre tehnicile ºi
metodele utilizate în cadrul celor douã tipuri de abordãri:
învãþarea supravegheatã ºi nesupravegheatã. 

Cu toate cã exemplele abordate au avut în vedere as-
pecte specifice procesãrii imaginilor, recunoaºterea forme-
lor include un domeniu mult mai vast al aplicaþiilor per-
miþând, dupã cum s-a prezentat, clasificarea ºi distingerea
dintre obiecte ºi fenomene supuse unui acelaºi model ma-
tematic abstractizat.
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aa)) regula NN

bb)) regula KNN (k = 3)

cc)) funcþii discriminant. Clase separate de
suprafeþele de separare g12, g13, ºi g23.
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