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Kosice, Slovacia

CEOl 2002

in continuare va vom prezentam solutiile oficiale ale celor sase probleme
propuse spre rezolvare la editia din acest an a Olimpiadei de Informatica a

Europei Centrale.

P060207: Bugs Integrated, Inc.

In prezentarea acestei solutii vom considera c3 valorile co-
ordonatelor orizontale variazd intre 0 §i N - 1, iar cele ale
coordonatelor verticale intre 0 si M - 1.

Fie B = (b, b,, ..., b,,,) un vector de numere intregi
(numit margine). Definim multimea mirginitd S(B) ca fi-
ind formatd din toate celulele de coordonate [x, y] astfel
incatx < b . Cu alte cuvinte, multimea marginii este forma-
td din toate celulele aflate la stinga marginii. De obicei, nu
se va face distinctie intre o margine si multimea sa.

Mulfimea marginii B = (1, 5,0, -7, 3) pentru N =9siM =5

Pentru fiecare pereche [7, /] 0 <i < N, 0<j < M)
definim [;, j]-marginea ca fiind B[z, 7] = (b, by, ..., b,, ), ast-
felincitby=b,=...=b,=isib, =b ,=...=b, =i-1
Multimea S(B[Z, /]) va fi numiti [z, j]—l;azé'. Cu alte cuvinte,
S(B[z, 7]) este multimea celulelor care se afli la stinga celu-
lei de coordonate [z, /] sau pe aceeasi coloani, dar deasupra
celulei [z, 7]. Celula [z, 7] este inclusi si ea in [7, j]-bazd.

[4, 2]-marginea B[4, 2] = (4, 4, 4, 3, 3) si baza sa

Considerim o bazi cu marginea B[, j]. Fie P un vector
(P Pps -+ Pyyy) ale cdrui elemente sunt cuprinse in mulgi-
mea {0, 1, 2}. Un astfel de vector este numit profil. Vom
nota prin B - P vectorul (b, - p, ..., by, - p,y,)- Pentru

baza consideratd vom defini profilul P ca fiind multimea
S(B[, j] - P). Vom nota cu 0 profilul pentru care toate
Yalorlle p, sunt pule si cu ¢; profilul pentru care avem p, = 1,
iar restul valorilor sunt nule.

N

NN

Profilul P=(0, 2, 1, 0, 2) al [4, 2]-bazei

Un profil poate fi privit ca un numir cuprins intre 0 si
3M -1, scris 1n baza 3.

Putem privi placa de silicon ca fiind mulgimea patrite-
lelor valide (care nu sunt defecte). Vom nota aceasti mul-
time prin G. Asadar, va trebui sd determinim numarul ma-
xim de chip-uri care pot fi tiiate dintr-o placi G.

Ideea care sta la baza rezolvirii este folosirea progra-
mirii dinamice; modalitatea in care este aplicatd aceastd me-
toda va fi descrisd in continuare.

Pentru fiecare bazd Bl[i, j] si fiecare profil P calculim
valoarea A[3, j, P] care reprezintd numdrul maxim de chip-
uri care pot fi tdiate din multimea G n S(B[3, 7] - P). Se
observd cd avem G n S(B[N - 1, M - 1] - 0) = G, asadar
solutia problemei va fi datd de valoarea A[N - 1, M - 1, 0].

Sectiunea din placi ce corespunde unei mulgimi G n
S(B[0, j]) este prea subtire pentru a se putea tdia vreun chip
din ea, motiv pentru care vom avea A[0, j, P] = 0 pentru
orice valorij si P.

In continuare vom lua in considerare toate bazele B[, /]
parcurgind placa de la stinga la dreapta si de sus in jos.
Pentru fiecare bazi vom lua in considerare toate profiluri-
le posibile.

Considerdm o bazd B[i, j] si un profil P; vom lua in
considerare doud situatii: p, > 05 p, = 0.

Dacd p; >0, atunci G n S(B[3,j] - P) = G n §(B' - P'),
unde B' = S(B[1, 7]) este baza luati in considerare la pasul



anterior, si P' = P - e. Datoriti egalititii anterioare, obti-
nem A[i, j, P] = A[i', J', P'l.

Daci p; = 0, existd trei p051b111tat1 de a obtine numarul
maxim de c/azp uri care pot fi tiate din portiunea G n S(B
- P) a plicii:

* nu tdiem nici un chip care si aibi coltul din dreapta-jos
in pozitia [, j;

* tilem un chip orizontal avind coltul din dreapta-jos in
pozitiile [7, 7];

* tilem un chip vertical care s3 aibi coltul din dreapta-jos
in pozitia [7, 7.

Pentru primul caz, numirul maxim de chip-uri este dat
de A[Z', 7', P], unde S(B[7', j']) este baza luatd in considera-
re la pasul anterior.

Pentru al doilea caz, numirul de chip-uri este dat de
Al " P+ 2 e+ 2 e-l], unde S(B[:", j"]) este baza
luati in considerare cu doi pasi Tnainte.

Pentru al treilea caz, numirul maxim de chip-uri este
datde A", /", P+e +e, +e 2], unde S(B[:"',;""]) este
baza luati in considerare cu trel pasi inainte.

Este evident ci A[s, 7, P] va fi maximul acestor trei va-
lori (al doilea si al treilea caz vor fi luate in considerare
numai daci chip-ul corespunzitor poate fi tiiat in aceastd
pozitie - nici unul dintre cele sase pitritele pe care ar tre-
bui s3 le ocupe chip-ul nu poate fi defect).

Testarea posibilititilor de a tdia un chip vertical sau ori-
zontal in diferite cazuri este o operatie destul de simpla.
Un cbzp orizontal poate fi tdiat dacd pétritelele pe care le
ocupd nu sunt defecte, avem 7> 1,72 2 sip=p,=0. fn
mod similar, un cth vertical va putea fi tdiat dack patrie-
lele pe care le ocupd nu sunt defecte, avem 21,722 sip; =
P =P =0. In final vom afisa valoarea A[M - 1, N - 1, 0]

Se observi cd nu trebuie retinute informatii decat pen-
tru ultimele trei baze considerate anterior si pentru baza
curenta.

Analiza complexitdtii

Operatia de citire a datelor referitoare la o placi are ordi-
nul de complexitate O(M + N) deoarece pot exista cel mult
M - N pitritele defecte.

Pentru fiecare element A[j, j, P], timpul necesar calcu-
lrii valorii sale este constant deoarece implici doar testa-
rea validitdtii unui numir finit de pitritele sl a unor con-
ditii s1mple referitoare laz, /, p, p,, sip; -

Fiecare profil este un vector format din M elemente ca-
re pot avea, fiecare trei valori distincte. Ca urmare, vom
avea 3 profiluri distincte, deci 3 valori posibile pentru P.
Vor fi M - N valori posibile pentru combinatiile 7 si j, deci
tabloul tridimensional A va avea M - N - 3¥ elemente.
Fiindci fiecare element este determinat in timp constant,
ordinul de complexitate al operatiei de determinare a nu-
mirului maxim de chip-uri care trebuie tiiate este O(M -
N-3M),

Datele de iesire constau intr-un singur numdr, deci or-
dinul de complexitate al operatiei de scriere a acestora este

o).

In concluzie, pentru o anumiti placi, ordinul de com-
plexitate al algoritmului de rezolvare este O(M - N) +
O(M-N-3") +O(1) = O(M - N - 34).

Deoarece sunt D plici, algoritmul va fi aplicat de D
ori, dar valorile M si N nu vor fi aceleasi, deci nu putem
exprima simplu ordinul total de complexitate.

Dificultate
Algoritmi % % * 71\3 *
Structuri de date % i\( * * *
Originalitate % ?& * * *
Cunostinge * * * * *
Implement are % * E% * *

http://cs.science.upis.sk/ceoi/documents/bugs_sou.zip

P060208&: Batalionul Cuceritorului

Pentru Inceput vom incerca sa estimim ct de buni este o
pozitie. Daci avem doar doi soldati si acestia se afli pe ace-
easi treaptd, atunci la runda urmdtoare vom avea cel mult
un soldat, dar care se afli cu o treaptd mai sus. Asadar, pu-
tem spune c3 un soldat aflat pe treapta S este echivalent
(are aceeasi valoare) cu doi soldati aflati pe treapta § + 1.

Vom considera ¢ un soldat aflat pe treapta S are
valoarea 2V, Valoarea unei pozitii va fi datd de suma va-
lorilor tuturor soldatilor. Se observa ci toate pozitiile in
care cuceritorul a castigat au cel putin valoarea 2V deoa-
rece existd un soldat pe prima treapt.

Vom demonstra acum ¢i in cazul in care valoarea unei
pozitii este mai micd decit 2V si comandantul joacd op-
tim, atunci cuceritorul va pierde. Daci valoarea este mai
micd decit 2V, cuceritorul nu a cistigat Inci. La o anumi-
td rundd, el isi va impdrg soldatii Intr-un mod oarecare.
Valoarea unuia dintre cele doud grupuri va fi obligatoriu
mai mici decit 2¥2. Comandantul va alege ca acest grup si
ramand, iar celdlalt s3 plece. Cand un soldat urci o treaptd,
valoarea sa se dubleaz; ca urmare, valoarea noii pozitii va
fi mai micd decdt 2 - 2¥2 = 2¥1 s numirul soldatilor va
scidea. Existd un numir finit de soldati, deci jocul se va
termina dupd un numir finit de runde. Valoarea pozitiilor
va fi intotdeauna mai micd decit 2V, deci cuceritorul nu
va putea castiga; pand la urmd, datoritd faptului cd numa-
rul soldatilor scade 1n continuu, nu va mai rimane nici un
soldat, deci cuceritorul va pierde.

Acum vom arita ci in cazul in care valoarea unei po-
zitil este cel putin egald cu 2V si cuceritorul joaci optim,
atunci el va castiga. Cuceritorul va trebui s 1si impartd
soldatii in doud grupuri a ciror valoare este cel putin ega-
13 cu 272, Indiferent de alegerea comandantului, noua po-
zitie (dupd ce soldatii rimasi urcd o treaptd) va avea valoa-
rea cel putin egald cu 2V si numdrul soldatilor va scidea.
Numirul soldatilor este finit, deci jocul se va incheia dupi
un numdr finit de mutdri. Datoritd faptului ci valoarea
pozitiilor nu va scidea niciodatd sub 2V, inseamna ci si
valoarea ultimei pozitii va fi cel putin 2V Aceasta inseam-
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nd ci cel putin un soldat se afld pe prima treaptd, deci cu-
ceritorul a cistigat.

Mai trebuie sd aritim ci existi intotdeauna posibilita-
tea de a impartii soldatii in doud grupuri a ciror valoare si

fie cel putin egald cu 2V2. Considerdm sirul a,, ..., a,, astfel
M

~ A . 3 N-2,
Incat N-224,2a,2..24a,20,M22¢1 ) 2°22775

£
vom arita ci existd o valoare k < M astfel incit
k

3 N-2 o . .
Z 2% 227" Pentru a demonstra aceastd afirmatie vom fo-
£

losi metoda inductiei matematice. Pentru M =2 avem 4, =
N -2 si orice valoare a, cuprinsi intre 0 si N - 2 sau 2, = 4,
=N - 3. In primul caz alegem k = 1, iar in al doilea & = 2

k
pentru a obtine Z 2% 22", Asadar, ipoteza de inductie
£

M
v v — nN-2
este demonstratd. Pentru M > 2, daci Z 2% =2"7 alegem

M
k = M. Dacd avem M > 2 si Z 2* > 2" Jatunci, datoriti
£

M
faptului cd 22 si Zza sunt multiplii ai lui 2%, avem
&

M M-1 A .
Z 2% 22N 4 2% deci Z 2% 22" In caz de egalitate ne

£ £
oprim, iar in caz de inegalitate aplicim aceeasi metoda
pentru M - 1. Vom ajunge fie in situatia M = 2 (corespun-
zatoare ipotezei de inductie), fie ne vom opri deoarece am
obtinut egalitatea. Asadar afirmatia este demonstratd.

Rezultd ¢, daci valoarea total a soldatilor este cel pu-
tin egald cu 2V!) vom putea alege primii soldati (cei de pe
cele mai inalte trepte) a cdror sumi a valorilor este exact
2%2, Cuceritorul va putea impirti soldatii in doud grupuri
cu valori cel putin egale cu 2¥?2 (primul format din acesti
soldati, iar celilalt din cei rimasi), deci pand la urma va
castiga jocul.

Pentru ci pot fi pand la 2000 de trepte, vom fi nevoiti
sd simulim operatii aritmetice cu numere mari sau si folo-
sim diferite artificii pentru a le evita (valoarea unui soldat
va putea atinge 2'°%, iar cea a unei pozitii 1000000000 - 2!%%
~ 230 . 21999 = 22029)'

Daci suntem intr-o pozitie cistigitoare, vom alege sol-
dati de pe treptele 1, 2, ... pind in momentul in care valoa-
rea lor totald ajunge la 22 Dacd suntem intr-o situatie ne-
castigitoare vom alege un grup vid de soldati si vom pier-
de imediat.

Pentru a mari viteza algoritmului putem precalcula, la
inceputul jocului, anumite valori. Fie s, numdrul soldatilor
de pe cea dea i-a treaptd. Vom precalcula sumele

k

T = Z s 2. Numerotim soldatii de 1 la M in ordinea

in care se afl3 pe trepte la inceputul jocului. Daci folosim
algoritmul prezentat, vom putea impdrti soldatii astfel in-
cat fiecare grup si fie format din soldati cu numere de or-
dine consecutive. Vom pistra numirul curent de soldati de
pe fiecare treaptd, precum si doud referinte la primul si ul-
timul soldat din grupul curent. Se observi ci nu va trebui
si mutdm soldatii de pe o treaptd pe alta, deoarece stim cd

dupi 7 runde, un soldat se va afla cu r trepte mai sus fatd
de pozitia lui inigiald.

Folosind valorile precalculate, vom gisi foarte repede
valoarea unui grup de soldati cu numere de ordine con-
secutive. Pentru a determina pozitia in care va fi impdrtit
grupul se poate folosi cdutarea binari.

Analiza complexitatii

Datoritd faptului cd numirul de cifre al numerelor mari
este limitat, putem considera cd ordinul de complexitate al
operatiilor cu astfel de numere este O(1).

Preluarea datelor de intrare constd in completarea de
citre bibliotecd a unui tablou cu N elemente, deci se reali-
zeazd in timp liniar.

Numirul de runde este cel mult N - 1, deoarece soldatii
de pe ultima treaptd vor ajunge pe prima dupd N - 1 runde.
La fiecare rundi vom realiza o ciutare binari care are or-
dinul de complexitate O(log N) si vom completa un tablou
cu N elemente, operatie realizabild in timp liniar. Apelul
functiei step implicd efectuarea unor operatii in timp
liniar; functia apelindu-se o datd pentru fiecare rundi.
Asadar, operatiile realizate pentru fiecare rundi au ordinul
de complexitate O(log N) + O(N) + O(N) = O(N). Pentru
toate rundele ordinul de complexitate devine O(N) - O(N)
= O(\?).

Precalcularea valorilor 7, se realizeazd in timp liniar
deoarece fiecare valoare T), se obtine folosind valoarea T, |
si efectuind o adunare si o inmultire: 7, = T, | +5, - 2V,

Datele de iesire sunt create de functia step, deci scrie-
rea lor nu implicd operatii suplimentare.

Asadar, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare a acestei probleme este O(N) + O(N?) + O(N) =

O(ND).

Dificultate
Algoritmi ﬁ % * * *
Structuri de date * * * * *
Originalitate * * * * *
Cunostinge % % * i& *
Implement are % * * * *

http://cs.science.upijs.sk/ceoi/documents/conquer_sou.zip

P060209: Un gardulet decorativ
Pentru rezolvarea acestei probleme vom aplica metoda
programdrii dinamice.

Fie U, , numirul permutirilor care descriu un gard in
care primul element al permutirii este 7, iar al doilea este
mai mare decat primul. O astfel de permutare va fi numitd
crescitoare. Analog, fie D, numarul permutirilor care
descriu un gard in care primul element al permutirii este 7,
iar al doilea este mai mic decit primul. O astfel de per-
mutare este numiti descrescitoare.

Deoarece N este cuprins intre 1 si 20, putem precalcula
valorile U si D pentru toate combinatiile de valoriz si N.



Formulele de calcul sunt urmitoarele:

o DN,1 =

i
* Dyju = ;UN—Lk =Dy; *Uyy
Uy, = DN,N+1—i

Prima formuli este evidenti pentru ci primul element
este 1, iar al doilea nu poate fi mai mic decit acesta.

Cea de-a doua formuli se obtine astfel: se considerd
toate permutirile descrescitoare de lungime N care incep
cui+ 1. Al doilea element & al unei astfel de permutiri va
fi cuprins intre 1 si7. Daci elimindm din permutare primul
element (¢ + 1) si descrestem cu 1 toate elementele mai
mari decit 7, obtinem o permutare crescitoare care incepe
cu k. Asadar existd o corespondentd biunivocd intre mul-
timea permutdrilor crescitoare de lungime N care incep cu
i si multimea permutdrilor crescitoare care incep cu o va-
loare mai mici decit ;. Ca urmare, cele doud multimi au
acelasi numir de elemente.

Asadar avem:

N i+1 ZIU -1k ZU —1| N—1,i = DN,i +UN—1,i .

Cea de-a treia relatie este obtinuti foarte usor dacd pu-
nem in corespondentd o permutare (p,, ..., p,) cu permu-
tarea (N +1-p,, ..., N +1-p,). Existd o corespondentd
biunivoci intre multimea permutirilor crescitoare care In-
cep cu i si cea a permutdrilor descrescitoare care incep cu
N + 1 - 7. Ca urmare, cele doud multimi au acelasi numir
de elemente.

Vom folosi valorile U si D pentru a determina girdu-
letul cu numarul de catalog C.

Este evident ¢ existd Uy, + D, permutiri care incep
cu 7. Primul element al permutaru se obtlne foarte simplu,

fiind cel mai mic numdr pentru care Z @, +uy,)=C.

4

Dupi determinarea acestui element vom calcula valoa-
rea a,. Vom scidea cu 1 valorile tuturor elementelor din
permutarea pe care o ciutim care sunt mai mari decit a,.
Restul permutdrii va descrie un girdulet cu N - 1 elemen-
te. Stim c3 dacd primul element al noii permutiri este mai
mic decit a,, va fi descrescitoare, iar dacd este mai mare
decit a,, va fi crescitoare. De asemenea, stim cd trebuie sd
cdutdm cea de-a C,-a astfel de permutare unde:

c,=C- Z(DN,+UN,)

Pentru x cuprins intre 1 si a, - 1 existd U, , astfel de
permutdri care fncep cu x, iar pentru x > a; existd D,
permutiri care incep cu x. Vom determina urmdtorul ele-
ment y al permutirii intr-un mod similar determindrii pri-
mului element. Dacd obtinem y < 4, vom alege 4, = y, iar
dacd avem y > a4,, vom alege a, =y + 1.

Acum cunoastem primele doud elemente ale permuti-
ril pe care 0 cdutdm si stim daci aceasta este crescitoare
sau descrescitoare. De asemenea cunoastem numirul de
ordine C, al permutirii de pe ultimele N - 2 pozitii. Urmi-
toarele elemente ale permutirii date vor fi determinate fo-
losind aceeasi metoda.

Presupunem ci stim care sunt prlmele k(k22)ele-
mente ale permutdrii pe care o ciutim si numirul de ordi-
ne C, al permutirii de pe ultimele N - & pozitii. Ultimele
doui elemente cunoscute aratd daci permutarea de lungi-
me N - k este crescitoare sau descrescitoare. Vom deter-
mina primul element al acestei permutdri luind in consi-
derare toate permutirile valide de N - k elemente care 1n-
cep cu x pand depdsim valoare C,. Calculim valoarea C,
prin sciderea din C, a numirului permutirilor care incep
cu o valoare mai micd dect elementul 4, determinat.

Pentru simplitate, vom lucra la fiecare pas k cu o per-
mutare de N - k elemente cuprinse intre 0 si N - k£ - 1. Un
element 7 dintr-o astfel de permutare va corespunde in per-
mutarea finali celui de-al i-lea element care nu a fost folosit
anterior (pe pozitiile anterioare ale permutirii ciutate).

Analiza complexitdtii

Datele de intrare constau intr-un singur numdr, deci ordi-
nul de complexitate al operatiei de citire a acestora este
o).

Precalcularea valorilor U si D implici un timp cons-
tant pentru fiecare valoare U, si D, . In total sunt N?
valori Uy si N* valori D, , dem ordlnul de complexitate al
operatiei de determinare 2 acestora este O(N?) + O(N?) =

Determinarea unui element al permutirii ciutate se
realizeazd In timp liniar deoarece implicd luarea in consi-
derare a cel mult N valori pentru acesta. In total sunt de-
terminate N elemente, deci determinarea permutirii ciuta-
te are ordinul de complexitate O(N) - = O(\?).

Operatia de afisare a datelor de iesire consta in scrierea
celor N elemente ale permutirii, deci are ordinul de com-
plexitate O(N).

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme pentru un girdulet este

O(1) + O(N?) + O(N?) + O(N) = O(N?).

Deoarece sunt k girdulete, algoritmul va fi aplicat de &
ori, dar pentru valori diferite ale lui N, deci ordinul total
de complexitate nu poate fi exprimat printr-o expresie sim-

pla.

Dificultate
Algoritmi % * i\( * *
Structuri de date % * * * *
Originalitate * 7,% * * *
Cunostinge % * % * *
Implement are % * * i\( *

hitp://cs.science.upjs.sk/ceoi/documents/fence_sou.zip

P060210: Autostrada si cei sapte pitici

Pentru inceput vom observa faptul ¢3 o autostradi poate fi
construitd daci si numai dacd nu intersecteaza infdsuritoa-
rea convexa a punctelor care reprezinti casele piticilor. Da-
ca este intersectatd infisuritoarea convexd, atunci ea va fi
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intersectatd In doud dintre muchii, deoarece autostrizile nu
pot trece prin punctele care reprezintd casele. Dacd auto-
strada intersecteazd o muchie (laturd) a infdsuritorii con-
vexe, atunci cele doud case din extremitdtile laturii se vor
afla de o parte si de alta a autostrizii, deci aceasta nu poate
fi construitd.

Dupi citirea coordonatelor claselor, se construieste in-
fisuratoarea convexd a acestora, folosind unul dintre algo-
ritmii clasici de realizare a acestei operatii.

In continuare vom citi datele referitoare la o linie si va
trebui sd decidem daci intersecteazd un poligon convex.
Pentru a gisi un algoritm eficient care si realizeze aceastd
operatie vom presupune ci linia are o directie gi, potrivit
acestel directii, existd o cea mai din stinga si o cea mai din
dreapta casd. Este evident ci linia va intersecta poligonul
daci si numai daci cele doui case (puncte) se afli in semi-
plane diferite determinate pe linie.

In continuare vom prezenta un algoritm eficient care
determind cel mai din stdnga si cel mai din dreapta punct
corespunzdtor unei directii.

S4 presupunem ci stim care este cel mai din stinga si
cel mai din dreapta punct pentru o anumitd directie. Dacid
schimbim directia cu un unghi foarte mic, punctele vor
rimane aceleasi.

Totusi, dupd mai multe schimbiri de directie, vor api-
rea modificdri. Vom incerca si determindm cind are loc o
astfel de modificare. Considerim doud linii care respectd
directia consideratd si care trec prin cel mai din dreapta si
cel mai din stinga punct. Cind rotim directia, cele doud
puncte nu se vor modifica decit In momentul in care una
dintre laturile infisuratorii convexe se va afla pe una dintre
cele dous linii. In acest moment celilalt punct care deter-
mini latura respectivd va deveni cel mai din dreapta sau cel
mai din stdnga punct. Asadar, cele doud puncte ciutate se
modificd doar daci directia este aceeasi cu cea a uneia din-
tre laturile infisuritorii convexe.

Daci infdsuritoarea convexd are M laturi, atunci mul-
timea directiilor va fi impartitd in M intervale, fiecirui in-
terval corespunzandu-i o pereche de puncte (un cel mai
din dreapta si un cel mai din stinga punct). Pentru fiecare
dreaptd vom determina directia folosind o cdutare binari
s vom verifica dacd punctele corespunzitoare intervalului
directiei sunt sau nu in acelasi semiplan determinat de
dreaptd.

Analiza complexitdtii
Datele de intrare constau in N puncte si M linii, deci ordi-
nul de complexitate al operatiei de citire a acestora este
O(M) + O(N) = O(M + N).
Determinarea infisurdtorii convexe folosind un algo-
ritm eficient are ordinul de complexitate O(N - log N).
Infisuritoarea convexi va contine cel mult N elemen-
te, deci vom determina O(N) intervale ale directiilor. De-
terminarea unui interval se realizeazi in tmp constant,
deci ordinul de complexitate al operatiei de determinare a
tuturor intervalelor este O(N).

Ciutarea binard necesitd un timp logaritmic, si, datori-
td faptului ci realizdm M cdutiri, verificarea posibilitdtilor
de construire a tuturor autostrizilor are ordinul de com-
plexitate O(M - log N).

Pentru fiecare autostradd vom scrie un singur mesaj,
deci ordinul de complexitate al operatiei de scriere a date-
lor de iesire este O(M).

fn concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme este O(M + N) + O(N - log

N)+ O(N) + O(M - log N) + O(M) = O(M+ N) - log N).
Dificultate

Algoritmi ék * * * *
Structuri de date | Y * e * s
Originalitate * * * * *
Cunostinge * * * ik *
Implementare * * i\( * *
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P060211: Garzile regale

Pentru simplitate, vom considera castelul ca fiind inconju-
rat de ziduri. Vom numi segment de linie o portiune conti-
nui a unei linii care nu contine nici un zid §i nu poate fi ex-
tins. Adici este delimitati la stanga si la dreapta de ziduri.

Similar, vom numi segment de coloani o portiune con-
tinui a unei coloane care nu contine nici un zid si care nu
poate fi extinsd. Este evident cd fiecare segment de linie
sau coloani poate contine cel mult un gardian.

Construim un graf bipartit in care varfurile uneia din-
tre partitii corespund segmentelor de linie iar varfurile ce-
leilalte partitii corespund segmentelor de coloand. Intre
doud noduri din partitii diferite va exista 0 muchie daci si
numai dacd segmentele respective se intersecteazi si punc-
tul de intersectie nu contine o capcana.

Cu alte cuvinte, o muchie corespunde pitritelelor in
care se pot afla gardieni.

Considerdim acum o amplasare validd a gardienilor.
Muchiile grafului bipartit care corespund unor pozitii in
care se afld gardieni formeazd un cuplaj al grafului (fiecare
segment de linie sau coloand contine cel mult un gardian,
deci fiecare varf poate fi incident cu cel mult o muchie
aleasi). Pe de altd parte, fiecare cuplaj al grafului bipartit
corespunde unei amplasiri valide a gardienilor.

Asadar, pentru a amplasa cit mai multi gardieni, este
suficient sd determindm un cuplaj maxim 1n graful bipartit
construit. Pentru determinarea cuplajului poate fi folosit
unul dintre algoritmii clasici destinagi acestui scop (vezi
CLR' p.515).

Dupi determinarea cuplajului vom scrie in fisierul de
iesire numirul muchiilor care il formeaza (adici numarul
maxim al gardienilor), precum si pozitiile corespunzitoare
acestor muchii.

1. Cormen T. H., Leiserson C. E., Rivest R. L., Introducere in Algortmi,
Computer Libris Agora, Cluj- Napom 2000



Analiza complexitdtii

Castelul este codificat printr-o matrice cu M linii si N co-
loane, deci operatia de citire a datelor de intrare are ordi-
nul de complexitate O(M - N).

Construirea grafului bipartit implici traversarea ma-
tricei, deci ordinul de complexitate al acestei operatii este
OM - N).

Algoritmul de determinare a cuplajului maxim are or-
dinul de complexitate O(IVI-(IVIEl)), unde V1 este numi-
rul de varfuri, iar |El este numirul de muchii. Graful cons-
truit are O(M - N) varfuri st O(M - N) muchii, deci in acest
caz ordinul de complexitate al algoritmului va fi O(M? -
N2).

Cuplajul va contine O(M - N) muchii, deci acesta va fi
ordinul de complexitate al operatiei de scriere al datelor de
lesire.

Tn concluzie, algoritmul de rezolvare al acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(M - N) + O(M - N) +
O(M?- N?) +O(M - N) = O(M? - N?).

Dificultate

Algoritmi % Y % * *
Structuri de date * * * * *
Originalitate * * * % *
Cunostinge * * * * *
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P060212: Petrecere aniversara

Vom considera cd numele prietenilor lui John sunt varia-
bile logice. Dacd o variabild este adeviratd, Inseamni cd
Jobn ar trebui s invite persoane corespunzitoare, iar daci
este fals3, persoana nu va fi invitatd. De asemenea, cererile
primite de John pot fi privite ca expresii logice. Sarcina
noastrd este de a atribui valori variabilelor astfel incat prin
evaluarea tuturor formulelor s se obtini valoarea adevdrat.

De fapt, aceasta este una dintre cele mai cunoscute
probleme de algoritmicd, ea fiind cunoscutd sub numele de
problema SAT, prescurtarea de la satisfiabilitate (vezi CLR
p- 805). Pe cazul general, se stie ¢ aceastd problema este
NP-completi, deci nu se cunoaste nici un algoritm po-
linomial de rezolvare a acesteia.

Citeva dintre cele zece fisiere de intrare sunt destul de
mari, deci fisierele de iesire corecte nu pot fi determinate
daci se foloseste un algoritm exponential. Cu toate aces-
tea, cele zece fisiere folosite pentru testare sunt cunoscute
si au anumite particularititi care permit determinarea fisi-
erelor de iesire corecte. Pot fi folosite orice mijloace pen-
tru determinarea fisierelor de iesire; totusi, pentru unele
dintre ele, este necesard scrierea unor programe.

In cele ce urmeazi, literele A, B, ... vor fi folosite pen-
tru a nota expresii logice arbitrare, nu doar variabile. Vom
folosi semnul minus ('-') pentru a nota negatia logici a

unei expresii; asadar, vom putea nota anumite expresii lo-
gice care nu sunt permise de enuntul problemei (de exem-
plu -(AlB)). Se poate observa foarte usor ci semnul '&"
reprezintd operatorul de conjunctie (1 logic), semnul ' | '
reprezinti operatorul de disjunctie (SAU logic), iar semnul
'=>' reprezintd implicatia logici.

Se observi ci expresiile (A => B), (-A | B) si (-B=> -A)
sunt echivalente. Ca urmare, expresia (A => -A) este ade-
varatd dacd si numai dacd expresia A este falsi. De aseme-
nea, formula (A => (B => C)) este echivalenti cu ((A & B)
=> C). Vom avea nevoie si de legile lui Morgan:

-(A, & ... & A) este echivalentd cu (-A, | ... | -4 );
-(A,...1A,) este echivalentd cu (-4, & ... & -A ).
Din afirmatiile anterioare rezultd c¢i urmitoarele ex-
presii sunt echivalente:
« (A, =>(A,=> (... (A, =>(B,|...1B))...));
(A &...&A)= (1| .1 B));
((- (A & &A ) (B,
(-A LB 1 B”).
Vom numi var1ab1lele si negatiile acestora folosind ter-

menul comun /literal. Spunem ci o expresie este in formd

normald conjunctivi (FNC), daci este o conjunctie intre
mai multe formule logice si fiecare dintre aceste formule
logice este o disjunctie a unor literali. De exemplu, formu-
la(AIB)& (BI-CICIC)& -D & (A1 C)) este in FNC.
Se poate demonstra matematic faptul ¢ orice expresie lo-
gicd este echivalentd cu o expresie In FNC. Aceste obser-
vatii ne vor permite si rescriem anumite fisiere de intrare
pentru ca expresiile corespunzitoare si fie in FNC.

Se observa ci denumirile variabilelor din figierele 2 - 10
sunt b, ¢, d, ..., 1, , ba, bb etc. Daci inlocuim a i-a literd a
alfabetului cu a 7-a cifrd (incepand numerotarea cu cifra 0)
obtinem variabilele 1,2, 3, ..., 8,9, 10, 11 etc. In plus, ne-
gatia este reprezentatd de semnul minus, deci negatia unei
variabile va fi datd de numarul negativ obtinut prin addu-
garea semnului '-' in fata numdrului care reprezintd varia-

bila.

PARTY1.IN

Primul fisier nu respectd conventia de notare a variabilelor
din celelalte 9 si cea mai simpld modalitate de obtinere a fi-
sierului de iesire corect este rezolvarea manuald a acestui
caz. Sunt doar sapte expresii si cinci variabile, deci nu va fi
prea dificili gisirea solutiei.

PARTY2.IN - PARTY4.IN

Aproape toate expresiile din aceste trei fisiere de intrare au
forma (lit, | lit, | ... | lit,), unde lit_este un literal. Acest tip
de fisier este destul de convenabil deoarece Tnseamna c3 cel
putin un literal de pe fiecare linie trebuie si fie adevdrat.
Expresiile care nu respectd aceastd reguld vor fi pur si
simplu rescrise folosind formulele descrise anterior. Ob-
servim ci nu mai avem nevoie de caracterele ' (', ') ' sau
"| ', deci le putem elimina. Fisierul de intrare va fi privit
ca fiind o conjunctie de linii si, dupd rescrierea liniilor care
nu respectd regula, expresia va fi in FNC.
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Aceste fisiere de intrare sunt relativ mici, deci pot fi uti-
lizagi algoritmi backtracking pentru a gisi solutiile. Folo-
sind cdteva optimizdri simple, solutiile vor fi determinate
foarte repede.

PARTYS.IN - PARTYY.IN

Aceste fisiere de intrare sunt prea mari pentru ca un algo-
ritm exponential si ruleze intr-un timp rezonabil. Totusi,
studiind cu atentie fisierele, observim ci fiecare expresie
(cu exceptia citorva din fisierul PARTY9. IN) contine doar
doi literari care formeazi o implicatie sau o disjunctie.

Putem rescrie fiecare expresie astfel incit si devind o
implicatie. De exemplu (A | B) devine (-4 => B). In con-
tinuare construim un graf orientat ale cdrui varfuri vor fi
literalii care apar in expresie (variabilele si negatiile lor), iar
arcele vor reprezenta implicatiile. Semnificatia unui arc va
fi urmitoarea: dacd varful din care porneste are valoarea
adevdrat, atunci si varful la care ajunge trebuie si aibi va-
loarea adevarat.

Din expresia (-A => B) deducem ci existd arc de la
varful corespunzitor literalului -A la cel corespunzitor li-
teralului B. Expresia este echivalentd cu (-B => A) deci
vom avea un arc si de la -B la A. Asadar, fiecare expresie
implicd aparitia a doud arce In graf. Se observd cd graful
este simetric (dacd inlocuim fiecare literal cu negatia sa si
inversim sensul arcelor obtinem acelasi graf).

A B c D
<—.

. I

-A -B e -D

Graful pentru formulele: (A => -B), (B | -C),
B1C), (D=>-B)si(C|D)

In continuare vom eticheta fiecare varf cu adevirat sau
fals, astfel incit pentru o variabili A, exact unul dintre
varfurile A si -A este etichetat cu adevdrat. De asemenea,
daci un varf V este etichetat cu adevdrat, atunci toate var-
furile U pentru care existd un drum de la V'la U trebuie
etichetate cu adevdrat.

Evident, daci pentru o anumiti variabild A, varfurile A
s1 -A se afli in aceeasi componentd tare-conexd a grafului,
nu existd nici o etichetare care respecti cele doud conditii
amintite anterior (unul dintre acesti doi literali trebuie si
aibd valoarea adevdrat si, in cazul in care fac parte din ace-
eagl componentd tare-conexd, existd un drum Intre nodu-
rile celor doi literali, deci si celilalt trebuie s3 aibi valoarea
adevdrat; am ajuns astfel la o contradictie, deci afirmatia
initiald este fals3; asadar, A si -A nu pot fi in aceeasi com-
ponenti tare-conex3). In cele ce urmeazi vom arita ci
existd solutie in toate celelalte cazuri.

Vom alege o componenti tare-conexi pentru care nu
existd nici un arc care porneste dintr-un varf din afara
componentei si ajunge Intr-un varf din interiorul ei. Vom
eticheta toate varfurile din aceastd componentd C cu fals.

Datoritd simetriei grafului varfurile care corespund nega-
tillor literalilor vor forma o componenti tare-conexi C'
pentru care nu existd nici un arc care porneste dintr-un
varf din interiorul ei si ajunge intr-un varf din afara ei.
Vom eticheta toate varfurile din C' cu adevdrat. Este evi-
dent ¢ etichetarea varturilor din C si C' este corectd si nu
impune nici o restrictie asupra etichetarii celorlalte varfuri
ale grafului.

Asadar putem elimina din graf componentele C si C'
si aplica acelasi algoritm pentru restul grafului.

Numirul de noduri ale grafului este dublul numarului
de variabile; numirul de arce este dublul numirului de ex-
presii; asadar dimensiunea grafului este liniard in raport cu
dimensiunea fisierului de intrare. Existd un bine cunoscut
algoritm liniar de determinare a componentelor tare-cone-
xe ale unui graf. Vom construi apoi un graf al componen-
telor: fiecare componenti este reprezentatd de un nod si
existd un arc Intre doud noduri 7 si j, dacd in graful initial
existd cel putin un arc de la un nod din componenta i la un
nod din componenta j. Se aplici o sortare topologica asu-
pra grafului componentelor pentru a le alege pe cele care
vor fi etichetate cu fals (si implicit pe cele ale ciror varfuri
vor fi etichetate cu adevdrat). Intregul algoritm se executi
in timp liniar.

PARTY10.IN

Acesta este cel mai mare si pare cel mai complicat dintre
toate. La o privire mai atentd descoperim ci, din contr,
solutia poate fi obtinutd destul de repede. Daci cercetim
fisierul, observim ci ultimele linii au forma (A => -A) sau
(-B => B). Din expresiile de primul tip deducem ci valoa-
rea variabilei A este fals, iar din cele de al doilea tip ci va-
loarea variabilei B este adevdrat.

Folosind aceasti observatie obtinem valorile 2 997 din-
tre cele 1000 de variabile. Cele trei valori rimase pot fi de-
terminate folosind primele trei expresii din fisier.

Din enuntul problemei stim ci existd intotdeauna o
solutie. Solutia determinati astfel este singura care verifici
expresiile de pe liniile luate in considerare, asadar este sin-
gura solutie posibild. Nu trebuie s3 verificim si expresiile
de pe celelalte linii deoarece stim ci ele trebuie s3 fie ade-
vdrate (dac, totusi, decidem si le verificim, vom observa
ci, intr-adevir, toate acestea au valoarea adevdrat daci va-
lorile variabilelor sunt determinate folosind primele trei
expresii si ultimele 997).

Dificultate
Algoritmi ﬁ % * * *
Structuri de date * % * * *
Originalitate * * * i? *
Cunostinge % % % % %
Implement are % % * ik *

http://cs.science.upijs.sk/ceoi/documents/party-sou.zip



