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P050213: Arbore
Vom spune cã un nod este rezolvat dacã ºi numai dacã el
face parte din exact un ciclu. Similar, vom spune cã un
subarbore este rezolvat dacã ºi numai dacã toate nodurile
acestuia sunt rezolvate.

Vom numi fir un subarbore care este lanþ
(fiecare nod, cu excepþia frunzei, are un singur
fiu). Un fir este ilustrat în figura 1.

Se observã cã un fir poate fi rezolvat foarte
simplu prin unirea rãdãcinii sale cu frunza sa.
Evident, firul va putea fi rezolvat numai dacã el
conþine cel puþin douã noduri. Procedeul este
ilustrat în figura 2.

Pentru a rezolva aceastã problemã vom
alege, pentru început, un nod care va fi rãdã-
cina arborelui. Vom spune cã un subarbore
este potenþial rezolvabil dacã toþi fiii rãdãci-
nii subarborelui (în numãr de cel puþin doi)
sunt rãdãcini ale unor fire. 

În continuare vom arãta modul în care
poate fi rezolvat un nod potenþial rezolvabil.
Vom alege cele mai scurte douã fire (acestea
pot conþine unul, douã sau mai multe no-

duri) ºi vom uni printr-o muchie frunzele acestor fire. Ast-
fel vom obþine un ciclu care va conþine nodurile din com-
ponenþa celor douã fire, precum ºi nodul potenþial rezol-
vabil. Eventualele fire rãmase (dacã sunt formate din cel
puþin trei noduri) vor fi rezolvate aºa cum se aratã în figura
2. Se observã cã, în cazul în care existã mai mult de douã
fire care conþin unul sau douã noduri, subarborele nu poa-
te fi rezolvat ºi problema nu are soluþie. Rezolvarea unui
subarbore potenþial rezolvabil este ilustratã în figura 3.

Dupã rezolvarea unui subarbore, acesta este eliminat
din arbore ºi se va alege un alt nod potenþial rezolvabil. Pro-
cedeul continuã pânã la rezolvarea tuturor nodurilor sau
pânã la detectarea unui subarbore care nu poate fi rezolvat.

În cele ce urmeazã vom
prezenta modul în care poate
fi implementat algoritmul des-
cris. Pentru început vom alege
o modalitate de reprezentare a
arborelui. Vom construi o lis-
tã de fii ºi vom pãstra, pentru
fiecare nod, indicele primului
ºi al ultimului fiu în aceastã lis-
tã. Prin convenþie vom considera cã pentru un nod care nu
are nici un fiu (frunzã) indicele ultimului fiu va fi mai mic
decât indicele primului fiu; de asemenea, pentru fiecare
nod vom pãstra nodul pãrinte. Datoritã faptului cã arbore-
le este dat prin ºirul muchiilor, va trebui sã îl construim.
Pentru aceasta vom realiza o parcurgere în lãþime a arbo-
relui, ceea ce permite construirea listei fiilor pe mãsura tra-
versãrii nodurilor arborelui.

În continuare vom alege rãdãcina arborelui; aceasta
poate fi orice nod care are gradul mai mare decât 1. Vom
continua cu identificarea fiilor; evident, toate frunzele sunt
fire de lungime 1. Pentru fiecare frunzã vom "urca în ar-
bore" atâta timp cât nodul curent are un singur fiu (pãrin-
tele frunzei va fi rãdãcina unui fir de lungime 2, pãrintele
pãrintelui va fi rãdãcina unui fir de lungime 3 ºi aºa mai
departe). Folosind acest procedeu vom determina ºi lungi-
mile firelor. Prin convenþie, vom considera cã dacã un nod
nu face parte dintr-un fir, atunci lungimea corespunzãtoa-
re va fi -1.

Acum, la fiecare pas vom cãuta un nod care conþine cel
puþin doi fii nerezolvaþi care sunt rãdãcini ale unor fire.
Vom determina numãrul firelor de lungime 1 sau 2 ºi, în
cazul în care existã cel mult douã astfel de fire, vom rezol-
va subarborele aºa cum se aratã în figura 3. Dacã existã mai
mult de douã astfel de fire vom scrie în fiºierul de ieºire va-
loarea -1 ºi vom opri execuþia programului. Dupã rezolva-
rea subarborelui, acesta este eliminat din arbore prin mar-
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carea tuturor nodurilor sale ca fiind rezolvate. Acum pã-
rintele rãdãcinii subarborelui ar putea sã facã parte dintr-
un fir. În cazul în care pãrintele a rãmas cu un singur fiu
care este rãdãcinã a unui fir, atunci pãrintele devine rãdã-
cinã a unui fir de lungime cu 1 mai mare. Vom "urca" din
nou în arbore pânã la întâlnirea unui nod care are mai
mulþi fii nerezolvaþi ºi vom pãstra, pentru fiecare nod, lun-
gimea firului cu rãdãcina în nodul respectiv. O a doua po-
sibilitate este ca pãrintele rãdãcinii subarborelui eliminat
sã devinã frunzã. Se va "urca" în arbore în mod asemãnã-
tor, dar noua frunzã va fi rãdãcina unui fir de lungime 1.

Existã posibilitatea ca, la un moment dat, sã rãmânem
cu un arbore format dintr-un singur fir. Dacã acesta are
lungimea mai mare decât 2, atunci el va fi rezolvat aºa cum
se aratã în figura 2. În caz contrar, problema nu are soluþie.

De fiecare datã când rezolvãm un subarbore, vom pãs-
tra o listã cu muchiile adãugate. În final, vom scrie în fiºi-
erul de ieºire numãrul muchiilor adãugate, precum ºi extre-
mitãþile muchiilor din listã.

Analiza complexitãþii
Citirea datelor de intrare se realizeazã în timp liniar, deoa-
rece implicã citirea extremitãþilor celor N - 1 muchii ale
arborelui.

Construirea arborelui prin parcurgerea în lãþime im-
plicã, pentru fiecare nod parcurs, studierea tuturor muchi-
ilor. Deoarece avem N noduri ºi N - 1 muchii, ordinul de
complexitate al operaþiei este O(N2). Pe parcursul cons-
truirii arborelui se creeazã ºirul pãrinþilor, cel al fiilor, cel
al gradelor, precum ºi cele care pãstreazã indicii primului
ºi ultimului fiu pentru fiecare nod.

Pentru pãstrarea informaþiilor iniþiale despre fire, vom
parcurge, în cel mai defavorabil caz, toate nodurile arbo-
relui, deci operaþia se realizeazã în timp liniar. Trebuie ob-
servat faptul cã acest ordin de complexitate include ºi tim-
pul consumat pentru actualizarea necesarã dupã elimina-
rea unui nod din arbore.

Alegerea unui nod potenþial rezolvabil implicã traver-
sarea listei fiilor pentru a verifica dacã sunt rãdãcini ale
unor fire, deci ordinul sãu de complexitate este O(N). La
fiecare pas vom elimina cel puþin trei noduri, deci vom
realiza cel mult N / 3 astfel de cãutãri. Ca urmare, ordinul
de complexitate al tuturor alegerilor este O(N2).

Pentru rezolvarea arborelui este necesarã parcurgerea
tuturor nodurilor acestuia. Un nod rezolvat nu va fi par-
curs încã o datã. Aºadar, ordinul de complexitate al acestei
operaþii este O(N). 

Ordinul de complexitate al operaþiilor de eliminare a
nodurilor este tot O(N) pentru cã fiecare nod este eliminat
o singurã datã.

Scrierea datelor în fiºierul de ieºire se realizeazã tot în
timp liniar pentru cã implicã scrierea extremitãþilor a cel
mult N / 3 muchii.

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(N) + O(N2) + O(N) +
O(N2) + O(N) + O(N) + O(N) = O(N2).

P050214: Decodificare
Iniþial vom determina numãrul de poziþii în care permuta-
rea identicã ºi permutarea care trebuie determinatã coincid.

În continuare vom încerca sã determinãm poziþiile în
permutare ale tuturor numerelor cuprinse între 1 ºi N.
Pentru fiecare numãr i, dacã poziþia sa nu a fost determi-
natã la un pas anterior, va trebui sã determinãm poziþia
acestuia în permutarea cãutatã. Pentru aceasta, în permu-
tarea identicã, vom interschimba, pe rând, numãrul i cu
fiecare dintre celelalte elemente. Astfel, vom obþine per-
mutãri de forma (1, 2, 3, ..., i - 1, j, i + 1, ..., j - 1, i, j + 1, ...,
N). Numãrul poziþiilor, în care aceastã permutare ºi per-
mutarea care trebuie consideratã coincid, poate creºte dacã
ºi numai dacã numãrul i ajunge pe poziþia sa sau numãrul
care trebuie sã se afle pe poziþia i ajunge în aceastã poziþie.
Aºadar, pentru doar douã dintre aceste permutãri numãrul
poziþiilor considerate poate sã creascã. Existã trei cazuri:
• Numãrul poziþiilor care coincid nu creºte în nici un caz.

În aceastã situaþie putem trage concluzia cã numãrul i se
aflã deja pe poziþia sa, deci va fi al i-lea element în per-
mutarea care trebuie determinatã.

• Numãrul poziþiilor care coincid creºte o singurã datã. Fie
j numãrul cu care a fost interschimbat i în permutarea
care a dus la creºterea numãrului de poziþii care coincid.
Este uºor de observat cã, în permutarea care trebuie de-
terminatã, numãrul i se va afla pe poziþia j, iar numãrul j
se va afla pe poziþia i.

• Numãrul poziþiilor care coincid creºte de douã ori. Fie j
ºi k poziþiile pe care a ajuns numãrul i în cele douã per-
mutãri. Va trebui sã determinãm pe care dintre aceste do-
uã poziþii se aflã i în permutarea care trebuie determina-
tã. ªtim cu siguranþã cã unul dintre numerele j ºi k se aflã
pe poziþia i în permutarea care trebuie determinatã. Va
trebui sã studiem douã cazuri:

♦ i trece pe poziþia j, j pe poziþia k ºi k pe poziþia i;
♦ i trece pe poziþia k, j pe poziþia i ºi k pe poziþia j.

În unul dintre aceste douã cazuri numãrul poziþiilor care
coincid va fi cu cel puþin 2 mai mare decât numãrul po-
ziþiilor care coincid în permutarea identicã. Aºadar, vom
verifica una dintre permutãri; dacã numãrul poziþiilor
care coincid creºte cu cel puþin 2, atunci vom ºti care este
poziþia numãrului i în permutarea care trebuie determi-
natã ºi care este numãrul care se aflã pe poziþia i în aceas-
tã permutare.

Dupã determinarea poziþiilor tuturor numerelor, vom
afiºa permutarea determinatã.
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Analiza complexitãþii
Pentru început, trebuie precizat faptul cã apelul funcþiei
Check implicã traversarea unui vector cu N elemente care
conþine permutarea care trebuie determinatã. Aºadar ordi-
nul de complexitate al unui astfel de apel este O(N).

Preluarea dimensiunii ºirului se realizeazã în timp con-
stant, deci are ordinul de complexitate O(1).

Identificarea poziþiei unui numãr implicã realizarea a
cel mult N - 1 interschimbãri ºi, eventual, a unei permutãri
care va diferi de permutarea identicã în trei poziþii. Pentru
fiecare dintre aceste permutãri se va realiza un apel al func-
þiei Check, deci operaþia de determinare a poziþiei unui
numãr în permutarea cãutatã are ordinul de complexitate
O(N) · O(N) = O(N2). În total, vom efectua cel mult N de-
terminãri, deci ordinul de complexitate al operaþiei de de-
terminare a permutãrii cãutate este O(N) · O(N2) = O(N3).

Scrierea datelor în fiºierul de ieºire implicã traversarea
permutãrii determinate, deci ordinul de complexitate al
operaþiei este O(N).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme este O(1) + O(N3) + O(N)
= O(N3).

P050215: SETI
Pentru a determina numãrul de apariþii ale cuvintelor din
dicþionar în mesajul dat, vom ordona alfabetic toate ºiru-
rile (cuvintele) de 16 caractere consecutive din mesaj. Apoi,
pentru fiecare cuvânt din dicþionar vom determina, prin
metoda cãutãrii binare, prima ºi ultima apariþie a cuvântu-
lui în ºirul sortat. Evident, dacã un cuvânt din dicþionar
conþine k litere, atunci, în momentul în care determinãm
aceste douã poziþii, vom lua în considerare doar primele k
litere ale ºirurilor. 

O primã observaþie ar fi cã, datoritã faptului cã nu avem
suficientã memorie la dispoziþie, ºirul sortat trebuie sã con-
þinã indici ºi nu cuvinte propriu-zise. Astfel, al i-lea ele-
ment al ºirului sortat va conþine poziþia la care începe al i-
lea cuvânt în ºirul sortat.

Datoritã limitei de timp foarte stricte, algoritmii clasici
de sortare (quicksort, heapsort) nu sunt suficient de perfor-
manþi. Pentru aceastã problemã este recomandabilã folo-
sirea algoritmului radixsort (vezi CLR1, p. 152).

O altã dificultate care apare este datoratã tot insufici-
enþei memoriei. ªirul sortat de indici ar trebui sã conþinã

numere reprezentate pe patru octeþi (teoretic ar fi sufici-
enþi trei) deoarece textul poate conþine peste 100000 de cu-
vinte. Pentru a evita aceastã problemã, vom împãrþi textul
în patru blocuri ºi vom aplica algoritmul descris pentru fie-
care dintre ele. Fiecare bloc va conþine cel mult 215 = 32768
litere. Datoritã faptului cã numãrul de litere este cel mult
2047 · 64 = 131008 < 217 = 131072, sunt suficiente patru blo-
curi. Vom avea ºi patru ºiruri sortate, dar fiecare element
al acestor ºiruri va putea fi reprezentat pe doi octeþi.

Datoritã împãrþirii textelor în blocuri apar probleme
pentru cuvintele care fac parte din douã blocuri. Pentru a
le evita, vom face în aºa fel încât ultimele 15 litere dintr-un
bloc sã fie adãugate ca primele 15 litere ale blocului urmã-
tor. Dimensiunea totalã a textului va creºte cu pânã la 45
de caractere, dar va ajunge doar la cel mult 131053 < 217,
deci nu apar blocuri suplimentare. Se observã cã  la începu-
tul celui de-al doilea bloc sunt copiate 15 litere din primul,
deci ultimele 15 litere ale acestui al doilea grup trebuie sã
fie mutate în al treilea. Alte 15 litere ajung sã fie ultimele
în al doilea bloc, deci trebuie copiate în al treilea. Aºadar,
la începutul celui de-al treilea bloc vor fi ultimele 30 de
litere ale celui de-al doilea bloc. Folosind acelaºi raþiona-
ment, ajungem la concluzia cã la începutul celui de-al pa-
trulea bloc vor fi ultimele 45 de litere ale celui de-al treilea
bloc.

Aºadar, pentru rezolvarea problemei, mai întâi vom
împãrþi textul iniþial în grupuri de 32768 de litere. Apoi
vom realiza copierea grupurilor de 15, 30 ºi 45 de litere
dintr-un bloc în altul ºi vom construi cele patru ºiruri
sortate, folosind algoritmul radixsort. În continuare, pen-
tru fiecare cuvânt din dicþionar, vom determina prima ºi
ultima apariþie a sa în fiecare dintre ºirurile sortate (dacã
nu existã nici o apariþie vom spune, prin convenþie, cã po-
ziþia ultimei apariþii este mai micã decât poziþia primei
apariþii). Numãrul de cuvinte dintre cele douã poziþii va fi
adãugat la numãrul de apariþii în text ale cuvântului din
dicþionar. Pe mãsurã ce sunt determinate apariþiile cuvin-
telor din dicþionar, se vor scrie în fiºierul de ieºire nume-
rele corespunzãtoare.

Analiza complexitãþii
Citirea textului care trebuie analizat se realizeazã linie cu
linie, deci ordinul de complexitate al operaþiei este O(N).
Deoarece dicþionarul conþine M cuvinte, ordinul de com-
plexitate al operaþiei de citire a acestor cuvinte este O(M).

Construirea blocurilor se realizeazã pe parcursul citi-
rii, ordinul de complexitate al operaþiei fiind O(N). Aceeaºi
complexitate (O(N)) o are ºi operaþia de transformare a
blocurilor astfel încât ultimele 15 litere dintr-un grup sã fie
identice cu primele 15 din urmãtorul. 

Algoritmul radixsort este liniar, deci ordinul de com-
plexitate al operaþiei de sortare este O(N).

Pentru fiecare cuvânt din dicþionar vom efectua cel
mult opt cãutãri binare, ordinul de complexitate al unei
cãutãri fiind O(log N). Pentru cele 8 cãutãri vom avea
ordinul de complexitate 8 · O(log N) = O(log N). Deoare-

1. Cormen T. H., Leiserson C. E., Rivest R. L., Introducere în Algortmi,
Computer Libris Agora, Cluj-Napoca, 2000
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ce pentru fiecare dintre cele M cuvinte din dicþionar se vor
realiza cãutãri binare, ordinul de complexitate al operaþiei
de determinare a numãrului de apariþii pentru toate cuvin-
tele din dicþionar este O(M) · O(log N) = O(M · log N).

Generarea datelor de ieºire implicã scrierea a M nume-
re, deci ordinul de complexitate al operaþiei este O(M).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului de
rezolvare a acestei probleme este O(N) + O(M) + O(N) +
O(N) + O(N) + O(M · log N) + O(M) = O(M · log N + N).

P050216: Suma divizorilor
Numãrul A poate fi scris ca produs de factori primi sub
forma:

,
unde d1, ..., dn sunt divizorii primi ai lui A, iar p1, ..., pn sunt
puterile la care apar aceºtia în descompunerea lui A în fac-
tori primi.

Ca urmare, numãrul AB poate fi scris sub forma:

Aºadar, divizorii numãrului AB au forma , unde
qi variazã între 0 ºi pi · B.

Suma acestor divizori poate fi scrisã sub forma:

.

Aceastã sumã de produse poate fi scrisã sub forma
unui produs de sume astfel:

.

Aºadar, suma divizorilor unui numãr de forma AB este
datã de un produs de sume. Aceste sume au forma 1 + q +
q2 + q3 + ... + qm, deci sunt sume ale unei progresii geo-
metrice de raþie q. Este cunoscut faptul cã valoarea unei

astfel de sume, pentru q > 1 este , iar pentru q = 1

este m + 1.
Datoritã faptului cã se cere determinarea restului îm-

pãrþirii la 9901 a sumei divizorilor, toate operaþiile efectu-
ate vor fi modulo 9901.

Vor trebui folosite relaþiile:
(a + b) mod n = ((a mod n) + (b mod n)) mod n ºi
(a · b) mod n = ((a mod n) · (b mod n)) mod n.
De asemenea, datoritã faptului cã numãrul 9901 este

prim, pentru orice numãr nenul a va exista un numãr a-1

(numit invers) astfel încât (a · a-1 mod 9901 = 1). Aºadar,
pentru a efectua o împãrþire cu un anumit numãr vom rea-
liza, de fapt, o înmulþire cu inversul acestuia.

Pentru a rezolva problema vom începe cu descompu-
nerea numãrului A în factori primi ºi identificarea puteri-
lor la care apar aceºtia în descompunere. Vom înmulþi aces-
te puteri cu B ºi apoi vom calcula sumele progresiilor co-
respunzãtoare. 

Pentru calculul sumei unei progresii avem nevoie de
efectuarea unei ridicãri la putere (evident, modulo 9901).
O modalitate rapidã de calcul se bazeazã pe urmãtoarea
formulã recursivã:

O modalitate de determinare a inversului unui numãr
a (modulo 9901) este considerarea numerelor de forma
9901 · k + 1 ºi alegerea primului numãr b de aceastã formã
al cãrui rest la împãrþirea cu a este 1. Inversul va fi dat de
valoarea b / a. Datoritã faptului cã 9901 este prim va exista
întotdeauna un astfel de numãr ºi se poate demonstra cã
valoarea k corespunzãtoare este mai micã decât 9901.

O altã observaþie necesarã este faptul cã scãderea valorii
1 (necesarã pentru calcularea sumei progresiilor) este echi-
valentã cu adunarea valorii 9900 (modulo 9901).

Pe parcursul determinãrii sumei progresiilor, acestea
vor fi înmulþite, modulo 9901. În final, rezultatul va fi scris
în fiºierul de ieºire.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau doar în douã numere, deci ope-
raþia de citire a acestora se realizeazã în timp constant.

Pentru determinarea divizorilor primi ºi a puterilor la
care apar aceºtia în descompunerea numãrului A vom lua
în considerare numãrul 2 ºi numerele impare cuprinse
între 3 ºi cel mult , aºadar ordinul de complexitate al
acestei operaþii este O( ).

Numãrul sumelor calculate este dat de numãrul di-
vizorilor primi ai numãrului A. Folosind aproximarea lui
Stirling se poate deduce cã existã aproximativ ln A numere
prime cuprinse între 2 ºi A. Aºadar, vom calcula O(log A)
sume. Calculul unei sume implicã o ridicare la putere. Fo-
losind algoritmul recursiv prezentat anterior, o ridicare la
puterea n are ordinul de complexitate O(log n). Puterea la
care poate apãrea un factor prim în descompunerea numã-
rului A este cel mult log2 A; în descompunerea lui AB pu-
terea poate fi cel mult B · log2 A. Ca urmare, o ridicare la
putere va avea ordinul de complexitate O(log (B · log A)).
Celelalte operaþii necesare pentru calculul sumelor se rea-
lizeazã în timp constant (considerãm cã determinarea in-
versului are ordinul de complexitate O(1) deoarece opera-
þia necesitã cel mult 9901 paºi; existã ºi posibilitatea cons-
truirii ºi utilizãrii unui tablou de constante a, unde ai sã con-
þinã inversul numãrului i modulo 9901), deci ordinul de
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complexitate al determinãrii sumei tuturor divizorilor este
O(log A) · O(log (B · log A)) = O(log A · log (B · log A)).

În fiºierul de ieºire trebuie scris un singur numãr, deci
ordinul de complexitate al operaþiei de scriere a datelor de
ieºire este O(1).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme este O(1) + O( ) +
O(log A · log (B · log A)) + O(1) = O( + log A · log(B
· log A)).

P050217: Sistem
Problema poate fi enunþatã în termeni ai teoriei grafurilor
astfel: Sã se determine numãrul grafurilor neorientate dis-
tincte în care fiecare nod are gradul 2.

Este uºor de determinat numãrul grafurilor conexe cu
proprietatea cerutã; practic, orice permutare (p1, p2, ..., pN)
a mulþimii poate duce la obþinerea unei soluþii. Dacã unim
printr-o muchie vârfurile pi ºi pi+1 (i = 1, �, n - 1) ºi
vârfurile p1 ºi pN obþinem un graf (hamiltonian) în care
toate vârfurile au gradul 2. Luând în considerare toate cele
N! permutãri obþinem N! grafuri care respectã proprieta-
tea cerutã. Totuºi, nu toate aceste grafuri sunt distincte;
dacã alegem o anumitã permutare atunci toate celelalte per-
mutãri circulare ale acesteia duc la obþinerea aceluiaºi graf.
De exemplu, permutãrile (1, 2, ..., N) ºi (N, 1, ..., N - 1)
corespund aceluiaºi graf. Existã N permutãri circulare ale
unei permutãri date, deci numãrul total al grafurilor dis-
tincte se reduce de N ori, devenind (N - 1)!. În plus, dacã
parcurgem în ordine inversã o anumitã permutare obþi-
nem acelaºi graf deoarece grafurile sunt neorientate. De
exemplu, permutãrile (1, 2, ..., N) ºi (1, N, ..., 2) duc la
obþinerea aceluiaºi graf. Fiecare permutare poate fi par-
cursã în sens invers într-un singur mod, deci numãrul to-
tal al grafurilor distincte se reduce de 2 ori. În concluzie,
numãrul grafurilor conexe cu proprietatea cerutã este (N -
1)! / 2. Aceastã valoare este valabilã pentru grafuri care
conþin cel puþin trei noduri; nu existã grafuri cu proprieta-
tea cerutã care sã conþinã unul sau douã noduri.

Urmeazã sã determinãm numãrul total al grafurilor
(conexe ºi neconexe) care au proprietatea cerutã. Vom
nota cu Nrk numãrul grafurilor care respectã proprietatea
cerutã ºi conþin k noduri. Vom avea Nr1 = Nr2 = 0 deoare-
ce nu existã nici un  astfel de graf care sã conþinã unul sau
douã noduri. Prin convenþie vom considera Nr0 = 1 (se
poate considera cã graful vid respectã proprietatea cerutã
deoarece am putea spune cã "toate cele 0 noduri au gradul

2", deºi aceastã afirmaþie este, practic, lipsitã de sens; totuºi
aceastã convenþie se va dovedi utilã pentru simplificarea
calculelor). 

Vom considera, pe rând, cã nodul 1 face parte din com-
ponente conexe cu 3, 4, ..., N noduri. Vom determina nu-
mãrul de grafuri în care acest nod face parte din compo-
nente conexe cu k elemente (k este cuprins între 3 ºi N) ºi
apoi vom aduna aceste valori.

Dacã nodul 1 face parte dintr-o componentã conexã cu
k elemente, atunci existã posibilitãþi de a alege cele-
lalte k - 1 noduri care fac parte din aceeaºi componentã co-
nexã. Folosind rezultatul demonstrat anterior, deducem cã
numãrul componentelor conexe cu k elemente care res-
pectã proprietatea cerutã este (k - 1)! / 2. Indiferent care sunt
cele k noduri care formeazã componenta conexã, celelalte
N - k noduri pot forma NrN-k grafuri cu proprietatea ceru-
tã. În concluzie, dacã nodul 1 face parte dintr-o compo-

nentã conexã cu k elemente, avem 

grafuri distincte cu proprietatea cerutã.
Se observã utilitatea convenþiei Nr0 = 1 deoarece, pen-

tru componenta conexã formatã din toate cele N noduri
ale grafului, obþinem: 

, adicã exact

numãrul grafurilor conexe cu proprietatea cerutã. Cazul k
= N ar fi putut fi tratat ca fiind unul particular, dar folo-
sirea convenþiei duce la simplificarea formulelor de calcul.

Numãrul total al grafurilor este obþinut prin însu-
marea acestor valori pentru k = 3, �, N, deci vom avea

grafuri cu proprietatea cerutã.

Chiar ºi pentru valori mici ale lui N, acest numãr nu va
putea fi reprezentat folosind tipuri standard de date, deci
vor trebui simulate operaþii aritmetice cu numere mari.
Folosind un artificiu de calcul, nu va trebui sã implemen-
tãm decât adunarea a douã numere mari ºi înmulþirea din-
tre un numãr mare ºi un numãr mai mic decât N.

Vom avea nevoie de adunarea numerelor mari pentru
calcularea sumei care duce la obþinerea valorilor Nrk. Va-
lorile însumate sunt obþinute prin înmulþirea unui numãr
mare (NrN-k cu mai multe numere mai mici decât 100).
Aceste numere sunt obþinute folosind urmãtorul artificiu:

Aºadar, ºirul numerelor cu care se vor realiza înmulþiri
este N - k + 1, N - k + 2, N - 1. Deoarece k este cel puþin
3, acest ºir are cel puþin douã elemente; elementele ºirului
sunt numere consecutive, deci unul dintre primele douã
este par. Acest numãr par va fi împãrþit cu 2 ºi se va obþine
un ºir de elemente care vor fi înmulþite, pe rând, cu un nu-
mãr mare.

Pentru determinarea valorii NrN este necesarã calcula-
rea tuturor valorilor Nr

k
(k < N): acestea vor fi pãstrate
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într-un ºir de numere mari, iar în final valoarea NrN va fi
scrisã în fiºierul de ieºire.

Analiza complexitãþii
Fiecare operaþie aritmeticã se efectueazã în timp constant
deoarece numãrul cifrelor unui numãr (dacã se foloseºte
baza 10000) este mai mic decât 100.

Citirea datelor de intrare este realizatã în timp cons-
tant pentru cã se citeºte un singur numãr.

Pentru calcularea unei valori NrK avem nevoie de însu-
marea a k - 3 termeni. Valorile Nri necesare sunt cunoscute
de la paºii anteriori; pentru determinarea termenilor care
trebuie însumaþi avem nevoie de i - 1 înmulþiri. Aºadar, în
total vom avea (k - 4) + (k - 5) + ... + 1 = (k - 4)·(k - 3)/2
înmulþiri. În concluzie, ordinul de complexitate al opera-
þiei de determinare a numãrului Nrk este O(k2). Vom de-
termina N astfel de numere, ordinul de complexitate al în-
tregii operaþii fiind O(N3) deoarece avem k = O(N).

Datele de ieºire constau într-un singur numãr mare,
deci operaþia de scriere a acestora se realizeazã în timp
constant.

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(1) + O(N3) + O(1) =
O(N3).

P050218: Comitat
O posibilitate de rezolvare a acestei probleme este folosi-
rea metodei programãrii dinamice. Vom încerca sã deter-
minãm un tablou tridimensional A, unde Aijk va indica lun-
gimea minimã a unui traseu care porneºte din Mordor (tur-
nul 0), ultimele douã turnuri de pe acest traseu sunt j ºi k
ºi traseul conþine în total i turnuri.

Se observã cã lungimile traseelor care conþin i turnuri
pot fi determinate cu ajutorul lungimilor traseelor care
conþine i - 1 turnuri. Astfel, vom lua în considerare toate
traseele pe care se aflã i - 1 turnuri, ºi ultimul turn al traseu-
lui este j ºi îl vom alege pe cel mai scurt dintre acestea. La
lungimile acestor trasee vom adãuga distanþa dintre turnu-
rile j ºi k. Datoritã faptului cã un cãlãreþ se poate deplasa
doar paralel cu axele de coordonate, distanþa dintre douã
turnuri i ºi j va fi datã de |xi - xj| + |yi - yj|. Fie p, penultimul
turn de pe traseul care se terminã în turnul j; evident, un-
ghiul determinat de turnurile p, i ºi j nu trebuie sã anuleze
convexitatea traseului. Pentru a putea reconstitui traseul
vom pãstra, pentru fiecare triplet (i, j, k) numãrul de ordine
p al turnului care se aflã pe traseu înaintea turnurilor j ºi k.

În final, vom obþine toate elementele tabloului tridi-
mensional A. Evident, traseul trebuie sã fie un poligon
închis, deci ultimul turn trebuie sã fie 0 (Mordor). Aºadar,
vom studia valorile Aij0; vom determina cea mai mare va-
loare i pentru care existã o valoare j astfel încât valoarea
Aij0 este cel mult egalã cu lungimea maximã a traseului.

Dupã identificarea valorilor i ºi j vom putea determina
turnurile de pe traseu cu ajutorul predecesorilor pãstraþi
pentru fiecare triplet (i, j, k).

Pentru a mãri viteza de execuþie a programului vom de-
termina, pentru fiecare triplet (i, j, k) dacã cele trei turnu-
ri corespunzãtoare se pot afla pe poziþii consecutive în tra-
seu (se respectã condiþia de convexitate) ºi vom folosi aces-
te informaþii pe parcurs în loc sã verificãm convexitatea de
fiecare datã.

Iniþial putem determina toate traseele pe care se aflã
douã turnuri (Mordor ºi oricare dintre celelalte). În conti-
nuare vom aplica algoritmul pentru a determina lungimile
traseului pe care se aflã 3 turnuri, 4 turnuri etc.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau în numãrul turnurilor, coordo-
natele acestora ºi lungimea maximã a traseului, deci ordi-
nul de complexitate al operaþiei de citire este O(n).

Va trebui sã verificãm pentru fiecare triplet (i, j, k)
dacã se respectã condiþia de convexitate, operaþie care are
ordinul de complexitate O(n3), deoarece existã (n + 1)3

astfel de triplete (i, j ºi k variazã între 0 ºi n).
Pentru a determina o valoarea Aijk vor trebui luaþi în

considerare toþi predecesorii posibili, deci ordinul de com-
plexitate al acestei operaþii este O(n). Deoarece tabloul es-
te tridimensional sunt realizate O(n3) astfel de operaþii,
deci ordinul de complexitate al operaþiei de determinare a
tabloului A (ºi a tabloului care conþine predecesorii) este
O(n)· O(n3) = O(n4).

Identificarea valorii Aij0 care indicã lungimea traseului
care conþine cele mai multe turnuri se realizeazã în timp
pãtratic deoarece, în cel mai defavorabil caz, sunt luate în
considerare toate perechile (i, j).

Refacerea traseului (ºi scrierea turnurilor de pe traseu
în fiºierul de ieºire) pe baza tabloului predecesorilor se re-
alizeazã în timp liniar, deoarece vor exista cel mult n tur-
nuri pe acest traseu.

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(n) + O(n3) + O(n4) +
O(n2) + O(n) = O(n4).
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