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P060207: Bugs Integrated, Inc.
În prezentarea acestei soluþii vom considera cã valorile co-
ordonatelor orizontale variazã între 0 ºi N - 1, iar cele ale
coordonatelor verticale între 0 ºi M - 1.

Fie B = (b0, b1, �, bM-1) un vector de numere întregi
(numit margine). Definim mulþimea mãrginitã S(B) ca fi-
ind formatã din toate celulele de coordonate [x, y] astfel
încât x ≤ by. Cu alte cuvinte, mulþimea marginii este forma-
tã din toate celulele aflate la stânga marginii. De obicei, nu
se va face distincþie între o margine ºi mulþimea sa.

MMuullþþiimmeeaa  mmaarrggiinniiii  BB  ==  ((11,,  55,,  00,,  --77,,  33))  ppeennttrruu  NN  ==  99  ººii  MM  ==  55

Pentru fiecare pereche [i, j] (0 ≤ i < N, 0 ≤ j < M)
definim [i, j]-marginea ca fiind B[i, j] = (b0, b1, �, bM-1), ast-
fel încât b0 = b1 = � = bj = i ºi bj+1 = bj+2 = � = bM-1 = i - 1.
Mulþimea S(B[i, j]) va fi numitã [i, j]-bazã. Cu alte cuvinte,
S(B[i, j]) este mulþimea celulelor care se aflã la stânga celu-
lei de coordonate [i, j] sau pe aceeaºi coloanã, dar deasupra
celulei [i, j]. Celula [i, j] este inclusã ºi ea în [i, j]-bazã.

[[44,,  22]]--mmaarrggiinneeaa  BB[[44,,  22]]  ==  ((44,,  44,,  44,,  33,,  33))  ººii  bbaazzaa  ssaa

Considerãm o bazã cu marginea B[i, j]. Fie P un vector
(p0, p1, �, pM-1) ale cãrui elemente sunt cuprinse în mulþi-
mea {0, 1, 2}. Un astfel de vector este numit profil. Vom
nota prin B - P vectorul (b0 - p0, �, bM-1 - pM-1). Pentru

baza consideratã vom defini profilul P ca fiind mulþimea
S(B[i, j] - P). Vom nota cu 0 profilul pentru care toate
valorile pi sunt nule ºi cu ej profilul pentru care avem pj = 1,
iar restul valorilor sunt nule.

PPrrooffiilluull  PP==((00,,  22,,  11,,  00,,  22))  aall  [[44,,  22]]--bbaazzeeii

Un profil poate fi privit ca un numãr cuprins între 0 ºi
3M - 1, scris în baza 3.

Putem privi placa de silicon ca fiind mulþimea pãtrãþe-
lelor valide (care nu sunt defecte). Vom nota aceastã mul-
þime prin G. Aºadar, va trebui sã determinãm numãrul ma-
xim de chip-uri care pot fi tãiate dintr-o placã G.

Ideea care stã la baza rezolvãrii este folosirea progra-
mãrii dinamice; modalitatea în care este aplicatã aceastã me-
todã va fi descrisã în continuare. 

Pentru fiecare bazã B[i, j] ºi fiecare profil P calculãm
valoarea A[i, j, P] care reprezintã numãrul maxim de chip-
uri care pot fi tãiate din mulþimea G ∩ S(B[i, j] - P). Se
observã cã avem G ∩ S(B[N - 1, M - 1] - 0) = G, aºadar
soluþia problemei va fi datã de valoarea A[N - 1, M - 1, 0].

Secþiunea din placã ce corespunde unei mulþimi G ∩
S(B[0, j]) este prea subþire pentru a se putea tãia vreun chip
din ea, motiv pentru care vom avea A[0, j, P] = 0 pentru
orice valori j ºi P.

În continuare vom lua în considerare toate bazele B[i, j]
parcurgând placa de la stânga la dreapta ºi de sus în jos.
Pentru fiecare bazã vom lua în considerare toate profiluri-
le posibile.

Considerãm o bazã B[i, j] ºi un profil P; vom lua în
considerare douã situaþii: pj > 0 ºi pj = 0.

Dacã pj > 0, atunci G ∩ S(B[i, j] - P) = G ∩ S(B' - P'),
unde B' = S(B[i, j]) este baza luatã în considerare la pasul
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anterior, ºi P' = P - ej. Datoritã egalitãþii anterioare, obþi-
nem A[i, j, P] = A[i', j', P'].

Dacã pj = 0, existã trei posibilitãþi de a obþine numãrul
maxim de chip-uri care pot fi tãiate din porþiunea G ∩ S(B
- P) a plãcii:
• nu tãiem nici un chip care sã aibã colþul din dreapta-jos

în poziþia [i, j];
• tãiem un chip orizontal având colþul din dreapta-jos în

poziþiile [i, j];
• tãiem un chip vertical care sã aibã colþul din dreapta-jos

în poziþia [i, j].
Pentru primul caz, numãrul maxim de chip-uri este dat

de A[i', j', P], unde S(B[i', j']) este baza luatã în considera-
re la pasul anterior.

Pentru al doilea caz, numãrul de chip-uri este dat de
A[i", j", P + 2 · ej + 2 · ej-1], unde S(B[i", j"]) este baza
luatã în considerare cu doi paºi înainte.

Pentru al treilea caz, numãrul maxim de chip-uri este
dat de A[i"', j"', P + ej + ej-1 + ej-2], unde S(B[i"', j"']) este
baza luatã în considerare cu trei paºi înainte.

Este evident cã A[i, j, P] va fi maximul acestor trei va-
lori (al doilea ºi al treilea caz vor fi luate în considerare
numai dacã chip-ul corespunzãtor poate fi tãiat în aceastã
poziþie - nici unul dintre cele ºase pãtrãþele pe care ar tre-
bui sã le ocupe chip-ul nu poate fi defect).

Testarea posibilitãþilor de a tãia un chip vertical sau ori-
zontal în diferite cazuri este o operaþie destul de simplã.
Un chip orizontal poate fi tãiat dacã pãtrãþelele pe care le
ocupã nu sunt defecte, avem i ≥ 1, j ≥ 2 ºi pj = pj-1 = 0. În
mod similar, un chip vertical va putea fi tãiat dacã pãtrãþe-
lele pe care le ocupã nu sunt defecte, avem i ≥1, j ≥ 2 ºi pj =
pj-1 = pj-2 = 0. În final vom afiºa valoarea A[M - 1, N - 1, 0].

Se observã cã nu trebuie reþinute informaþii decât pen-
tru ultimele trei baze considerate anterior ºi pentru baza
curentã.

Analiza complexitãþii
Operaþia de citire a datelor referitoare la o placã are ordi-
nul de complexitate O(M · N) deoarece pot exista cel mult
M · N pãtrãþele defecte.

Pentru fiecare element A[i, j, P], timpul necesar calcu-
lãrii valorii sale este constant deoarece implicã doar testa-
rea validitãþii unui numãr finit de pãtrãþele ºi a unor con-
diþii simple referitoare la i, j, pj, pj-1 ºi pj-2.

Fiecare profil este un vector format din M elemente ca-
re pot avea, fiecare trei valori distincte. Ca urmare, vom
avea 3M profiluri distincte, deci 3M valori posibile pentru P.
Vor fi M · N valori posibile pentru combinaþiile i ºi j, deci
tabloul tridimensional A va avea M · N · 3M elemente.
Fiindcã fiecare element este determinat în timp constant,
ordinul de complexitate al operaþiei de determinare a nu-
mãrului maxim de chip-uri care trebuie tãiate este O(M ·
N · 3M).

Datele de ieºire constau într-un singur numãr, deci or-
dinul de complexitate al operaþiei de scriere a acestora este
O(1).

În concluzie, pentru o anumitã placã, ordinul de com-
plexitate al algoritmului de rezolvare este O(M · N) +
O(M · N · 3M) + O(1) = O(M · N · 3M).

Deoarece sunt D plãci, algoritmul va fi aplicat de D
ori, dar valorile M ºi N nu vor fi aceleaºi, deci nu putem
exprima simplu ordinul total de complexitate.

P060208: Batalionul Cuceritorului
Pentru început vom încerca sã estimãm cât de bunã este o
poziþie. Dacã avem doar doi soldaþi ºi aceºtia se aflã pe ace-
eaºi treaptã, atunci la runda urmãtoare vom avea cel mult
un soldat, dar care se aflã cu o treaptã mai sus. Aºadar, pu-
tem spune cã un soldat aflat pe treapta S este echivalent
(are aceeaºi valoare) cu doi soldaþi aflaþi pe treapta S + 1.

Vom considera cã un soldat aflat pe treapta S are
valoarea 2N-S. Valoarea unei poziþii va fi datã de suma va-
lorilor tuturor soldaþilor. Se observã cã toate poziþiile în
care cuceritorul a câºtigat au cel puþin valoarea 2N-1 deoa-
rece existã un soldat pe prima treaptã.

Vom demonstra acum cã în cazul în care valoarea unei
poziþii este mai micã decât 2N-1 ºi comandantul joacã op-
tim, atunci cuceritorul va pierde. Dacã valoarea este mai
micã decât 2N-1, cuceritorul nu a câºtigat încã. La o anumi-
tã rundã, el îºi va împãrþi soldaþii într-un mod oarecare.
Valoarea unuia dintre cele douã grupuri va fi obligatoriu
mai micã decât 2N-2. Comandantul va alege ca acest grup sã
rãmânã, iar celãlalt sã plece. Când un soldat urcã o treaptã,
valoarea sa se dubleazã; ca urmare, valoarea noii poziþii va
fi mai micã decât 2 · 2N-2 = 2N-1 ºi numãrul soldaþilor va
scãdea. Existã un numãr finit de soldaþi, deci jocul se va
termina dupã un numãr finit de runde. Valoarea poziþiilor
va fi întotdeauna mai micã decât 2N-1, deci cuceritorul nu
va putea câºtiga; pânã la urmã, datoritã faptului cã numã-
rul soldaþilor scade în continuu, nu va mai rãmâne nici un
soldat, deci cuceritorul va pierde.

Acum vom arãta cã în cazul în care valoarea unei po-
ziþii este cel puþin egalã cu 2N-1 ºi cuceritorul joacã optim,
atunci el va câºtiga. Cuceritorul va trebui sã îºi împartã
soldaþii în douã grupuri a cãror valoare este cel puþin ega-
lã cu 2N-2. Indiferent de alegerea comandantului, noua po-
ziþie (dupã ce soldaþii rãmaºi urcã o treaptã) va avea valoa-
rea cel puþin egalã cu 2N-1 ºi numãrul soldaþilor va scãdea.
Numãrul soldaþilor este finit, deci jocul se va încheia dupã
un numãr finit de mutãri. Datoritã faptului cã valoarea
poziþiilor nu va scãdea niciodatã sub 2N-1, înseamnã cã ºi
valoarea ultimei poziþii va fi cel puþin 2N-1. Aceasta înseam-
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nã cã cel puþin un soldat se aflã pe prima treaptã, deci cu-
ceritorul a câºtigat.

Mai trebuie sã arãtãm cã existã întotdeauna posibilita-
tea de a împãrþii soldaþii în douã grupuri a cãror valoare sã
fie cel puþin egalã cu 2N-2. Considerãm ºirul a1, ..., aM astfel

încât N - 2 ≥ a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ aM ≥ 0, M ≥ 2 ºi ;

vom arãta cã existã o valoare k ≤ M astfel încât

. Pentru a demonstra aceastã afirmaþie vom fo-

losi metoda inducþiei matematice. Pentru M = 2 avem a1 =
N - 2 ºi orice valoare a2 cuprinsã între 0 ºi N - 2 sau a1 = a2
= N - 3. În primul caz alegem k = 1, iar în al doilea k = 2

pentru a obþine . Aºadar, ipoteza de inducþie

este demonstratã. Pentru M > 2, dacã alegem

k = M. Dacã avem M > 2 ºi , atunci, datoritã

faptului cã 2N-2 ºi sunt multiplii ai lui , avem

, deci . În caz de egalitate ne

oprim, iar în caz de inegalitate aplicãm aceeaºi metodã
pentru M - 1. Vom ajunge fie în situaþia M = 2 (corespun-
zãtoare ipotezei de inducþie), fie ne vom opri deoarece am
obþinut egalitatea. Aºadar afirmaþia este demonstratã.

Rezultã cã, dacã valoarea totalã a soldaþilor este cel pu-
þin egalã cu 2N-1, vom putea alege primii soldaþi (cei de pe
cele mai înalte trepte) a cãror sumã a valorilor este exact
2N-2. Cuceritorul va putea împãrþi soldaþii în douã grupuri
cu valori cel puþin egale cu 2N-2 (primul format din aceºti
soldaþi, iar celãlalt din cei rãmaºi), deci pânã la urmã va
câºtiga jocul.

Pentru cã pot fi pânã la 2000 de trepte, vom fi nevoiþi
sã simulãm operaþii aritmetice cu numere mari sau sã folo-
sim diferite artificii pentru a le evita (valoarea unui soldat
va putea atinge 21999, iar cea a unei poziþii 1000000000 · 21999

≈ 230 · 21999 = 22029).
Dacã suntem într-o poziþie câºtigãtoare, vom alege sol-

daþi de pe treptele 1, 2, ... pânã în momentul în care valoa-
rea lor totalã ajunge la 2N-2. Dacã suntem într-o situaþie ne-
câºtigãtoare vom alege un grup vid de soldaþi ºi vom pier-
de imediat.

Pentru a mãri viteza algoritmului putem precalcula, la
începutul jocului, anumite valori. Fie si numãrul soldaþilor
de pe cea dea i-a treaptã. Vom precalcula sumele

. Numerotãm soldaþii de 1 la M în ordinea

în care se aflã pe trepte la începutul jocului. Dacã folosim
algoritmul prezentat, vom putea împãrþi soldaþii astfel în-
cât fiecare grup sã fie format din soldaþi cu numere de or-
dine consecutive. Vom pãstra numãrul curent de soldaþi de
pe fiecare treaptã, precum ºi douã referinþe la primul ºi ul-
timul soldat din grupul curent. Se observã cã nu va trebui
sã mutãm soldaþii de pe o treaptã pe alta, deoarece ºtim cã

dupã r runde, un soldat se va afla cu r trepte mai sus faþã
de poziþia lui iniþialã.

Folosind valorile precalculate, vom gãsi foarte repede
valoarea unui grup de soldaþi cu numere de ordine con-
secutive. Pentru a determina poziþia în care va fi împãrþit
grupul se poate folosi cãutarea binarã.

Analiza complexitãþii
Datoritã faptului cã numãrul de cifre al numerelor mari
este limitat, putem considera cã ordinul de complexitate al
operaþiilor cu astfel de numere este O(1).

Preluarea datelor de intrare constã în completarea de
cãtre bibliotecã a unui tablou cu N elemente, deci se reali-
zeazã în timp liniar.

Numãrul de runde este cel mult N - 1, deoarece soldaþii
de pe ultima treaptã vor ajunge pe prima dupã N - 1 runde.
La fiecare rundã vom realiza o cãutare binarã care are or-
dinul de complexitate O(log N) ºi vom completa un tablou
cu N elemente, operaþie realizabilã în timp liniar. Apelul
funcþiei step implicã efectuarea unor operaþii în timp
liniar; funcþia apelându-se o datã pentru fiecare rundã.
Aºadar, operaþiile realizate pentru fiecare rundã au ordinul
de complexitate O(log N) + O(N) + O(N) = O(N). Pentru
toate rundele ordinul de complexitate devine O(N) · O(N)
= O(N2).

Precalcularea valorilor Tk se realizeazã în timp liniar
deoarece fiecare valoare Tk se obþine folosind valoarea Tk-1
ºi efectuând o adunare ºi o înmulþire: Tk = Tk-1 + sk · 2N-k.

Datele de ieºire sunt create de funcþia step, deci scrie-
rea lor nu implicã operaþii suplimentare.

Aºadar, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare a acestei probleme este O(N) + O(N2) + O(N) =
O(N2).

P060209: Un gãrduleþ decorativ
Pentru rezolvarea acestei probleme vom aplica metoda
programãrii dinamice.

Fie UN,i numãrul permutãrilor care descriu un gard în
care primul element al permutãrii este i, iar al doilea este
mai mare decât primul. O astfel de permutare va fi numitã
crescãtoare. Analog, fie DN,i numãrul permutãrilor care
descriu un gard în care primul element al permutãrii este i,
iar al doilea este mai mic decât primul. O astfel de per-
mutare este numitã descrescãtoare.

Deoarece N este cuprins între 1 ºi 20, putem precalcula
valorile U ºi D pentru toate combinaþiile de valori i ºi N.
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Formulele de calcul sunt urmãtoarele:
• DN,1 = 0

•

• UN,i = DN,N+1-i
Prima formulã este evidentã pentru cã primul element

este 1, iar al doilea nu poate fi mai mic decât acesta.
Cea de-a doua formulã se obþine astfel: se considerã

toate permutãrile descrescãtoare de lungime N care încep
cu i + 1. Al doilea element k al unei astfel de permutãri va
fi cuprins între 1 ºi i. Dacã eliminãm din permutare primul
element (i + 1) ºi descreºtem cu 1 toate elementele mai
mari decât i, obþinem o permutare crescãtoare care începe
cu k. Aºadar existã o corespondenþã biunivocã între mul-
þimea permutãrilor crescãtoare de lungime N care încep cu
i ºi mulþimea permutãrilor crescãtoare care încep cu o va-
loare mai micã decât i. Ca urmare, cele douã mulþimi au
acelaºi numãr de elemente.

Aºadar avem: 

.
Cea de-a treia relaþie este obþinutã foarte uºor dacã pu-

nem în corespondenþã o permutare (p1, �, pN) cu permu-
tarea (N + 1 - p1, �, N + 1 - pN). Existã o corespondenþã
biunivocã între mulþimea permutãrilor crescãtoare care în-
cep cu i ºi cea a permutãrilor descrescãtoare care încep cu
N + 1 - i. Ca urmare, cele douã mulþimi au acelaºi numãr
de elemente. 

Vom folosi valorile U ºi D pentru a determina gãrdu-
leþul cu numãrul de catalog C.

Este evident cã existã UN,i + DN,i permutãri care încep
cu i. Primul element al permutãrii se obþine foarte simplu,

fiind cel mai mic numãr pentru care .

Dupã determinarea acestui element vom calcula valoa-
rea a2. Vom scãdea cu 1 valorile tuturor elementelor din
permutarea pe care o cãutãm care sunt mai mari decât a1.
Restul permutãrii va descrie un gãrduleþ cu N - 1 elemen-
te. ªtim cã dacã primul element al noii permutãri este mai
mic decât a1, va fi descrescãtoare, iar dacã este mai mare
decât a1, va fi crescãtoare. De asemenea, ºtim cã trebuie sã
cãutãm cea de-a C1-a astfel de permutare unde:

.
Pentru x cuprins între 1 ºi a1 - 1 existã UN-1,x astfel de

permutãri care încep cu x, iar pentru x > a1 existã DN-1,x
permutãri care încep cu x. Vom determina urmãtorul ele-
ment y al permutãrii într-un mod similar determinãrii pri-
mului element. Dacã obþinem y < a1 vom alege a2 = y, iar
dacã avem y > a1, vom alege a2 = y + 1.

Acum cunoaºtem primele douã elemente ale permutã-
rii pe care o cãutãm ºi ºtim dacã aceasta este crescãtoare
sau descrescãtoare. De asemenea cunoaºtem numãrul de
ordine C2 al permutãrii de pe ultimele N - 2 poziþii. Urmã-
toarele elemente ale permutãrii date vor fi determinate fo-
losind aceeaºi metodã.

Presupunem cã ºtim care sunt primele k (k ≥ 2) ele-
mente ale permutãrii pe care o cãutãm ºi numãrul de ordi-
ne Ck al permutãrii de pe ultimele N - k poziþii. Ultimele
douã elemente cunoscute aratã dacã permutarea de lungi-
me N - k este crescãtoare sau descrescãtoare. Vom deter-
mina primul element al acestei permutãri luând în consi-
derare toate permutãrile valide de N - k elemente care în-
cep cu x pânã depãºim valoare Ck. Calculãm valoarea Ck+1
prin scãderea din Ck a numãrului permutãrilor care încep
cu o valoare mai micã decât elementul ak determinat.

Pentru simplitate, vom lucra la fiecare pas k cu o per-
mutare de N - k elemente cuprinse între 0 ºi N - k - 1. Un
element i dintr-o astfel de permutare va corespunde în per-
mutarea finalã celui de-al i-lea element care nu a fost folosit
anterior (pe poziþiile anterioare ale permutãrii cãutate).

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau într-un singur numãr, deci ordi-
nul de complexitate al operaþiei de citire a acestora este
O(1).

Precalcularea valorilor U ºi D implicã un timp cons-
tant pentru fiecare valoare UN,i ºi DN,i. În total sunt N2

valori UN,i ºi N2 valori DN,i, deci ordinul de complexitate al
operaþiei de determinare a acestora este O(N2) + O(N2) =
O(N2).

Determinarea unui element al permutãrii cãutate se
realizeazã în timp liniar deoarece implicã luarea în consi-
derare a cel mult N valori pentru acesta. În total sunt de-
terminate N elemente, deci determinarea permutãrii cãuta-
te are ordinul de complexitate O(N) · O(N) = O(N2).

Operaþia de afiºare a datelor de ieºire constã în scrierea
celor N elemente ale permutãrii, deci are ordinul de com-
plexitate O(N).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme pentru un gãrduleþ este
O(1) + O(N2) + O(N2) + O(N) = O(N2).

Deoarece sunt k gãrduleþe, algoritmul va fi aplicat de k
ori, dar pentru valori diferite ale lui N, deci ordinul total
de complexitate nu poate fi exprimat printr-o expresie sim-
plã.

P060210: Autostrada ºi cei ºapte pitici
Pentru început vom observa faptul cã o autostradã poate fi
construitã dacã ºi numai dacã nu intersecteazã înfãºurãtoa-
rea convexã a punctelor care reprezintã casele piticilor. Da-
cã este intersectatã înfãºurãtoarea convexã, atunci ea va fi
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intersectatã în douã dintre muchii, deoarece autostrãzile nu
pot trece prin punctele care reprezintã casele. Dacã auto-
strada intersecteazã o muchie (laturã) a înfãºurãtorii con-
vexe, atunci cele douã case din extremitãþile laturii se vor
afla de o parte ºi de alta a autostrãzii, deci aceasta nu poate
fi construitã.

Dupã citirea coordonatelor claselor, se construieºte în-
fãºurãtoarea convexã a acestora, folosind unul dintre algo-
ritmii clasici de realizare a acestei operaþii.

În continuare vom citi datele referitoare la o linie ºi va
trebui sã decidem dacã intersecteazã un poligon convex.
Pentru a gãsi un algoritm eficient care sã realizeze aceastã
operaþie vom presupune cã linia are o direcþie ºi, potrivit
acestei direcþii, existã o cea mai din stânga ºi o cea mai din
dreapta casã. Este evident cã linia va intersecta poligonul
dacã ºi numai dacã cele douã case (puncte) se aflã în semi-
plane diferite determinate pe linie.

În continuare vom prezenta un algoritm eficient care
determinã cel mai din stânga ºi cel mai din dreapta punct
corespunzãtor unei direcþii.

Sã presupunem cã ºtim care este cel mai din stânga ºi
cel mai din dreapta punct pentru o anumitã direcþie. Dacã
schimbãm direcþia cu un unghi foarte mic, punctele vor
rãmâne aceleaºi.

Totuºi, dupã mai multe schimbãri de direcþie, vor apã-
rea modificãri. Vom încerca sã determinãm când are loc o
astfel de modificare. Considerãm douã linii care respectã
direcþia consideratã ºi care trec prin cel mai din dreapta ºi
cel mai din stânga punct. Când rotim direcþia, cele douã
puncte nu se vor modifica decât în momentul în care una
dintre laturile înfãºurãtorii convexe se va afla pe una dintre
cele douã linii. În acest moment celãlalt punct care deter-
minã latura respectivã va deveni cel mai din dreapta sau cel
mai din stânga punct. Aºadar, cele douã puncte cãutate se
modificã doar dacã direcþia este aceeaºi cu cea a uneia din-
tre laturile înfãºurãtorii convexe. 

Dacã înfãºurãtoarea convexã are M laturi, atunci mul-
þimea direcþiilor va fi împãrþitã în M intervale, fiecãrui in-
terval corespunzându-i o pereche de puncte (un cel mai
din dreapta ºi un cel mai din stânga punct). Pentru fiecare
dreaptã vom determina direcþia folosind o cãutare binarã
ºi vom verifica dacã punctele corespunzãtoare intervalului
direcþiei sunt sau nu în acelaºi semiplan determinat de
dreaptã.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau în N puncte ºi M linii, deci ordi-
nul de complexitate al operaþiei de citire a acestora este
O(M) + O(N) = O(M + N).

Determinarea înfãºurãtorii convexe folosind un algo-
ritm eficient are ordinul de complexitate O(N · log N).

Înfãºurãtoarea convexã va conþine cel mult N elemen-
te, deci vom determina O(N) intervale ale direcþiilor. De-
terminarea unui interval se realizeazã în timp constant,
deci ordinul de complexitate al operaþiei de determinare a
tuturor intervalelor este O(N).

Cãutarea binarã necesitã un timp logaritmic, ºi, datori-
tã faptului cã realizãm M cãutãri, verificarea posibilitãþilor
de construire a tuturor autostrãzilor are ordinul de com-
plexitate O(M · log N).

Pentru fiecare autostradã vom scrie un singur mesaj,
deci ordinul de complexitate al operaþiei de scriere a date-
lor de ieºire este O(M).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme este O(M + N) + O(N · log
N) + O(N) + O(M · log N) + O(M) = O((M + N) · log N).

P060211: Gãrzile regale
Pentru simplitate, vom considera castelul ca fiind înconju-
rat de ziduri. Vom numi segment de linie o porþiune conti-
nuã a unei linii care nu conþine nici un zid ºi nu poate fi ex-
tins. Adicã este delimitatã la stânga ºi la dreapta de ziduri.

Similar, vom numi segment de coloanã o porþiune con-
tinuã a unei coloane care nu conþine nici un zid ºi care nu
poate fi extinsã. Este evident cã fiecare segment de linie
sau coloanã poate conþine cel mult un gardian.

Construim un graf bipartit în care vârfurile uneia din-
tre partiþii corespund segmentelor de linie iar vârfurile ce-
leilalte partiþii corespund segmentelor de coloanã. Între
douã noduri din partiþii diferite va exista o muchie dacã ºi
numai dacã segmentele respective se intersecteazã ºi punc-
tul de intersecþie nu conþine o capcanã.

Cu alte cuvinte, o muchie corespunde pãtrãþelelor în
care se pot afla gardieni.

Considerãm acum o amplasare validã a gardienilor.
Muchiile grafului bipartit care corespund unor poziþii în
care se aflã gardieni formeazã un cuplaj al grafului (fiecare
segment de linie sau coloanã conþine cel mult un gardian,
deci fiecare vârf poate fi incident cu cel mult o muchie
aleasã). Pe de altã parte, fiecare cuplaj al grafului bipartit
corespunde unei amplasãri valide a gardienilor.

Aºadar, pentru a amplasa cât mai mulþi gardieni, este
suficient sã determinãm un cuplaj maxim în graful bipartit
construit. Pentru determinarea cuplajului poate fi folosit
unul dintre algoritmii clasici destinaþi acestui scop (vezi
CLR1 p. 515).

Dupã determinarea cuplajului vom scrie în fiºierul de
ieºire numãrul muchiilor care îl formeazã (adicã numãrul
maxim al gardienilor), precum ºi poziþiile corespunzãtoare
acestor muchii.

44441111
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Analiza complexitãþii
Castelul este codificat printr-o matrice cu M linii ºi N co-
loane, deci operaþia de citire a datelor de intrare are ordi-
nul de complexitate O(M · N).

Construirea grafului bipartit implicã traversarea ma-
tricei, deci ordinul de complexitate al acestei operaþii este
O(M · N).

Algoritmul de determinare a cuplajului maxim are or-
dinul de complexitate O(|V|·(|V|·|E|)), unde |V| este numã-
rul de vârfuri, iar |E| este numãrul de muchii. Graful cons-
truit are O(M · N) vârfuri ºi O(M · N) muchii, deci în acest
caz ordinul de complexitate al algoritmului va fi O(M2 ·
N2). 

Cuplajul va conþine O(M · N) muchii, deci acesta va fi
ordinul de complexitate al operaþiei de scriere al datelor de
ieºire.

În concluzie, algoritmul de rezolvare al acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(M · N) + O(M · N) +
O(M2 · N2) +O(M · N) = O(M2 · N2).

P060212: Petrecere aniversarã
Vom considera cã numele prietenilor lui John sunt varia-
bile logice. Dacã o variabilã este adevãratã, înseamnã cã
John ar trebui sã invite persoane corespunzãtoare, iar dacã
este falsã, persoana nu va fi invitatã. De asemenea, cererile
primite de John pot fi privite ca expresii logice. Sarcina
noastrã este de a atribui valori variabilelor astfel încât prin
evaluarea tuturor formulelor sã se obþinã valoarea adevãrat.

De fapt, aceasta este una dintre cele mai cunoscute
probleme de algoritmicã, ea fiind cunoscutã sub numele de
problema SAT, prescurtarea de la satisfiabilitate (vezi CLR
p. 805). Pe cazul general, se ºtie cã aceastã problemã este
NP-completã, deci nu se cunoaºte nici un algoritm po-
linomial de rezolvare a acesteia.

Câteva dintre cele zece fiºiere de intrare sunt destul de
mari, deci fiºierele de ieºire corecte nu pot fi determinate
dacã se foloseºte un algoritm exponenþial. Cu toate aces-
tea, cele zece fiºiere folosite pentru testare sunt cunoscute
ºi au anumite particularitãþi care permit determinarea fiºi-
erelor de ieºire corecte. Pot fi folosite orice mijloace pen-
tru determinarea fiºierelor de ieºire; totuºi, pentru unele
dintre ele, este necesarã scrierea unor programe.

În cele ce urmeazã, literele A, B, � vor fi folosite pen-
tru a nota expresii logice arbitrare, nu doar variabile. Vom
folosi semnul minus ('-') pentru a nota negaþia logicã a

unei expresii; aºadar, vom putea nota anumite expresii lo-
gice care nu sunt permise de enunþul problemei (de exem-
plu -(A|B)). Se poate observa foarte uºor cã semnul '&'
reprezintã operatorul de conjuncþie (ªI logic), semnul '|'
reprezintã operatorul de disjuncþie (SAU logic), iar semnul
'=>' reprezintã implicaþia logicã.

Se observã cã expresiile (A => B), (-A | B) ºi (-B => -A)
sunt echivalente. Ca urmare, expresia (A => -A) este ade-
vãratã dacã ºi numai dacã expresia A este falsã. De aseme-
nea, formula (A => (B => C)) este echivalentã cu ((A & B)
=> C). Vom avea nevoie ºi de legile lui Morgan:
• -(A1 & � & Am) este echivalentã cu (-A1 | � | -Am);
• -(A1 | � | Am) este echivalentã cu (-A1 & � & -Am).

Din afirmaþiile anterioare rezultã cã urmãtoarele ex-
presii sunt echivalente:
• (A1 => (A2 => (� (Am => (B1 | � | Bn)) � )));
• ((A1 & � & Am) => (B1 | � | Bn));
• ((-(A1 & � & Am)) | (B1 | � | Bn));
• (-A1 | � | -Am | B1 | � | Bn).

Vom numi variabilele ºi negaþiile acestora folosind ter-
menul comun literal. Spunem cã o expresie este în formã
normalã conjunctivã (FNC), dacã este o conjuncþie între
mai multe formule logice ºi fiecare dintre aceste formule
logice este o disjuncþie a unor literali. De exemplu, formu-
la ((A | B) & (B | -C | C | C) & -D & (A | C)) este în FNC.
Se poate demonstra matematic faptul cã orice expresie lo-
gicã este echivalentã cu o expresie în FNC. Aceste obser-
vaþii ne vor permite sã rescriem anumite fiºiere de intrare
pentru ca expresiile corespunzãtoare sã fie în FNC.

Se observã cã denumirile variabilelor din fiºierele 2 - 10
sunt b, c, d, �, i, j, ba, bb etc. Dacã înlocuim a i-a literã a
alfabetului cu a i-a cifrã (începând numerotarea cu cifra 0)
obþinem variabilele 1, 2, 3, �, 8, 9, 10, 11 etc. În plus, ne-
gaþia este reprezentatã de semnul minus, deci negaþia unei
variabile va fi datã de numãrul negativ obþinut prin adãu-
garea semnului '-' în faþa numãrului care reprezintã varia-
bila.

PARTY1.IN
Primul fiºier nu respectã convenþia de notare a variabilelor
din celelalte 9 ºi cea mai simplã modalitate de obþinere a fi-
ºierului de ieºire corect este rezolvarea manualã a acestui
caz. Sunt doar ºapte expresii ºi cinci variabile, deci nu va fi
prea dificilã gãsirea soluþiei.

PARTY2.IN - PARTY4.IN
Aproape toate expresiile din aceste trei fiºiere de intrare au
forma (lit1 | lit2 | � | litk), unde litx este un literal. Acest tip
de fiºier este destul de convenabil deoarece înseamnã cã cel
puþin un literal de pe fiecare linie trebuie sã fie adevãrat.
Expresiile care nu respectã aceastã regulã vor fi pur ºi
simplu rescrise folosind formulele descrise anterior. Ob-
servãm cã nu mai avem nevoie de caracterele '(', ')' sau
'|', deci le putem elimina. Fiºierul de intrare va fi privit
ca fiind o conjuncþie de linii ºi, dupã rescrierea liniilor care
nu respectã regula, expresia va fi în FNC.

44447777
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Aceste fiºiere de intrare sunt relativ mici, deci pot fi uti-
lizaþi algoritmi backtracking pentru a gãsi soluþiile. Folo-
sind câteva optimizãri simple, soluþiile vor fi determinate
foarte repede.

PARTY5.IN - PARTY9.IN
Aceste fiºiere de intrare sunt prea mari pentru ca un algo-
ritm exponenþial sã ruleze într-un timp rezonabil. Totuºi,
studiind cu atenþie fiºierele, observãm cã fiecare expresie
(cu excepþia câtorva din fiºierul PARTY9.IN) conþine doar
doi literari care formeazã o implicaþie sau o disjuncþie.

Putem rescrie fiecare expresie astfel încât sã devinã o
implicaþie. De exemplu (A | B) devine (-A => B). În con-
tinuare construim un graf orientat ale cãrui vârfuri vor fi
literalii care apar în expresie (variabilele ºi negaþiile lor), iar
arcele vor reprezenta implicaþiile. Semnificaþia unui arc va
fi urmãtoarea: dacã vârful din care porneºte are valoarea
adevãrat, atunci ºi vârful la care ajunge trebuie sã aibã va-
loarea adevãrat.

Din expresia (-A => B) deducem cã existã arc de la
vârful corespunzãtor literalului -A la cel corespunzãtor li-
teralului B. Expresia este echivalentã cu (-B => A) deci
vom avea un arc ºi de la -B la A. Aºadar, fiecare expresie
implicã apariþia a douã arce în graf. Se observã cã graful
este simetric (dacã înlocuim fiecare literal cu negaþia sa ºi
inversãm sensul arcelor obþinem acelaºi graf).

GGrraaffuull  ppeennttrruu  ffoorrmmuulleellee::  ((AA  ==>>  --BB)),,  ((BB  ||  --CC)),,
((BB  ||  CC)),,  ((DD  ==>>  --BB))  ººii  ((CC  ||  DD))

În continuare vom eticheta fiecare vârf cu adevãrat sau
fals, astfel încât pentru o variabilã A, exact unul dintre
vârfurile A ºi -A este etichetat cu adevãrat. De asemenea,
dacã un vârf V este etichetat cu adevãrat, atunci toate vâr-
furile U pentru care existã un drum de la V la U trebuie
etichetate cu adevãrat.

Evident, dacã pentru o anumitã variabilã A, vârfurile A
ºi -A se aflã în aceeaºi componentã tare-conexã a grafului,
nu existã nici o etichetare care respectã cele douã condiþii
amintite anterior (unul dintre aceºti doi literali trebuie sã
aibã valoarea adevãrat ºi, în cazul în care fac parte din ace-
eaºi componentã tare-conexã, existã un drum între nodu-
rile celor doi literali, deci ºi celãlalt trebuie sã aibã valoarea
adevãrat; am ajuns astfel la o contradicþie, deci afirmaþia
iniþialã este falsã; aºadar, A ºi -A nu pot fi în aceeaºi com-
ponentã tare-conexã). În cele ce urmeazã vom arãta cã
existã soluþie în toate celelalte cazuri.

Vom alege o componentã tare-conexã pentru care nu
existã nici un arc care porneºte dintr-un vârf din afara
componentei ºi ajunge într-un vârf din interiorul ei. Vom
eticheta toate vârfurile din aceastã componentã C cu fals.

Datoritã simetriei grafului vârfurile care corespund nega-
þiilor literalilor vor forma o componentã tare-conexã C'
pentru care nu existã nici un arc care porneºte dintr-un
vârf din interiorul ei ºi ajunge într-un vârf din afara ei.
Vom eticheta toate vârfurile din C' cu adevãrat. Este evi-
dent cã etichetarea vârfurilor din C ºi C' este corectã ºi nu
impune nici o restricþie asupra etichetãrii celorlalte vârfuri
ale grafului.

Aºadar putem elimina din graf componentele C ºi C'
ºi aplica acelaºi algoritm pentru restul grafului.

Numãrul de noduri ale grafului este dublul numãrului
de variabile; numãrul de arce este dublul numãrului de ex-
presii; aºadar dimensiunea grafului este liniarã în raport cu
dimensiunea fiºierului de intrare. Existã un bine cunoscut
algoritm liniar de determinare a componentelor tare-cone-
xe ale unui graf. Vom construi apoi un graf al componen-
telor: fiecare componentã este reprezentatã de un nod ºi
existã un arc între douã noduri i ºi j, dacã în graful iniþial
existã cel puþin un arc de la un nod din componenta i la un
nod din componenta j. Se aplicã o sortare topologicã asu-
pra grafului componentelor pentru a le alege pe cele care
vor fi etichetate cu fals (ºi implicit pe cele ale cãror vârfuri
vor fi etichetate cu adevãrat). Întregul algoritm se executã
în timp liniar.

PARTY10.IN
Acesta este cel mai mare ºi pare cel mai complicat dintre
toate. La o privire mai atentã descoperim cã, din contrã,
soluþia poate fi obþinutã destul de repede. Dacã cercetãm
fiºierul, observãm cã ultimele linii au forma (A => -A) sau
(-B => B). Din expresiile de primul tip deducem cã valoa-
rea variabilei A este fals, iar din cele de al doilea tip cã va-
loarea variabilei B este adevãrat.

Folosind aceastã observaþie obþinem valorile a 997 din-
tre cele 1000 de variabile. Cele trei valori rãmase pot fi de-
terminate folosind primele trei expresii din fiºier.

Din enunþul problemei ºtim cã existã întotdeauna o
soluþie. Soluþia determinatã astfel este singura care verificã
expresiile de pe liniile luate în considerare, aºadar este sin-
gura soluþie posibilã. Nu trebuie sã verificãm ºi expresiile
de pe celelalte linii deoarece ºtim cã ele trebuie sã fie ade-
vãrate (dacã, totuºi, decidem sã le verificãm, vom observa
cã, într-adevãr, toate acestea au valoarea adevãrat dacã va-
lorile variabilelor sunt determinate folosind primele trei
expresii ºi ultimele 997).
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