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P060219: Conducte
Putem privi sistemul de rafinãrii ºi benzinãrii ca fiind un
graf neorientat complet ale cãrui noduri reprezintã obiec-
tivele (benzinãrii sau rafinãrii), iar costurile muchiilor sunt
date de distanþele (lungimile conductelor) care leagã douã
obiective. Evident, nu putem uni printr-o conductã douã
rafinãrii, aºadar vom considera cã muchiile dintre rafinãrii
au costul 0 (nu sunt necesare conducte pentru ca benzina
sã ajungã de la o rafinãrie la alta deoarece existã deja ben-
zinã în toate rafinãriile).

Acum, problema se reduce la a determina un arbore
parþial de cost minim în graful construit. Pentru aceasta
vom folosi algoritmul lui Prim (vezi CLR1, p. 435); în final
vom afiºa muchiile care fac parte din arborele parþial mi-
nim dar nu au ca extremitãþi douã noduri care corespund
unor rafinãrii.

Datoritã faptului cã putem avea pânã la 1000 de benzi-
nãrii nu vom putea reprezenta în memorie graful folosind
o matrice de adiacenþã. De asemenea, nu este posibilã pãs-
trarea unei liste de muchii deoarece numãrul acestora este
prea mare. De aceea, vom pãstra doar coordonatele benzi-
nãriilor ºi rafinãriilor ºi vom calcula costurile muchiilor
(distanþele dintre obiective) în momentul în care avem ne-
voie de aceste informaþii. Din acest motiv, nu poate fi fo-
losit algoritmul lui Kruskal de determinare a arborelui par-
þial minim pentru cã acesta implicã sortarea tuturor muchi-
ilor, deci pãstrarea acestora în memorie.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau în coordonatele rafinãriilor ºi
benzinãriilor, deci operaþia de citire a acestora are ordinul
de complexitate O(n) + O(k) = O(n + k).

Este obligatoriu ca nodurile corespunzãtoare rafinãri-
ilor sã fie legate între ele în arborele parþial minim folosind
muchii de cost 0, operaþie care se realizeazã în timp liniar
(ordinul de complexitate este O(k)). Pentru celelalte no-
duri vom folosi algoritmul lui Prim, ordinul de complexi-
tate al acestuia fiind O(n2). Aºadar, determinarea arborelui

parþial minim are ordinul de complexitate O(n2)+ O(k) =
O(n2 + k).

Datele de ieºire constau în cele n muchii care leagã ben-
zinãriile între ele sau de rafinãrii, deci ordinul de comple-
xitate al operaþiei de scriere a acestora este O(n).

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(n + k) + O(n2 + k) +
O(n) = O(n2 + k).

P060220: Dune
Aceastã problemã este, de fapt, o "schimbare la faþã" a pro-
blemei Matrice de la prima rundã a ediþiei a treia a concur-
sului de programare Bursele Agora. Puteþi gãsi o scurtã
prezentare a soluþiei în numãrul 12/1 (ianuarie 2002) al
GInfo (wwwwww..ggiinnffoo..rroo//rreevviissttaa//1122__11). Vom prezenta din nou
soluþia þinând cont de noul enunþ.

Pentru rezolvarea problemei vom folosi metoda pro-
gramãrii dinamice. Considerãm matricea de intrare X. Se
observã cã existã cel mult 64 de modalitãþi de a plasa bom-
be (mai exact colþurile din stânga-sus ale secþiunilor pãtra-
tice afectate de acestea) pe o linie a matricei. Valoarea 64 se
obþine datoritã faptului cã secþiunile trebuie sã fie incluse
integral în matrice (bombele nu pot atinge zone din afara
Câmpiei Arakeenului), deci colþul din stânga-sus al unui
pãtrat poate fi plasat numai pe una dintre primele ºase
coloane. De fapt, acest numãr poate fi redus la 37, deoare-
ce unele posibilitãþi de plasare sunt inutile. 

De exemplu, se observã cã patru bombe sunt suficiente
pentru a acoperi integral o linie, deci nu are sens sã plasãm
cinci bombe pe o linie, deoarece cel puþin una dintre ele va

Bursele Agora 2001/2002!

Etapa FINALÃ
Vã prezentãm soluþiile oficiale ale celor cinci probleme propuse spre rezolvare
la etapa finalã a celei de-a treia ediþii a concursului internaþional de
programare Bursele Agora, organizat de redacþia GInfo ºi editura Agora
Media.

22229999

hhttttpp::////wwwwww..ggiinnffoo..rroo//rreevviissttaa//1122__77//ssuurrssee//ccoonndduuccttee..ccpppp

1. Cormen T. H., Leiserson C. E., Rivest R. L., Introducere în Algortmi,
Computer Libris Agora, Cluj-Napoca, 2000



co
n
cu

rs
G

In
fo

 1
2

/7
 - n

o
iem

b
rie 2

0
0

2

23

afecta poziþii atinse ºi de alte bombe, deci bomba poate fi
folositã în alte zone, valoarea diferenþei dintre numãrul
harkonnenilor ºi cel al atreizilor uciºi rãmânând aceeaºi.
De asemenea, nu are rost sã plasãm colþurile din stânga-
sus a zonelor afectate de trei bombe în trei coloane conse-
cutive, deoarece poziþiile afectate de bomba din mijloc,
sunt afectate de celelalte douã bombe.

Presupunem cã ºtim, pentru o anumitã linie, sumele
maxime care pot fi obþinute dacã plasãm 0, 1, 2, ..., K bom-
be pe primele i linii, folosind pe linia i o anumitã configu-
raþie. Apare întrebarea dacã putem determina aceleaºi in-
formaþii pentru linia i + 1. 

Rãspunsul este afirmativ ºi ne oferã rezolvarea proble-
mei. Construim (cel puþin teoretic) tabloul tridimensional
M[1 .. N - 1, 0 .. K, 1 .. 37]. Un element M[i, j, l] reprezintã
suma maximã obþinutã dacã plasãm j pãtrate pe primele i
linii, folosind configuraþia l pe linia i. 

Elementele matricei M[i + 1] pot fi determinate folo-
sind matricea M[i]. Pentru a calcula un element al matricei
M[i + 1] avem nevoie de urmãtoarele informaþii:
• suma valorilor de pe linia i + 2 corespunzãtoare unor zo-

ne afectate de bombe care vor fi plasate pe linia i + 1, fo-
losind configuraþia l; 

• numãrul nr[l] al bombelor care sunt folosite pentru ob-
þinerea configuraþiei l; 

• suma valorilor de pe linia i + 1 care corespund unor zone
afectate dacã se foloseºte configuraþia l, dar nu ºi folo-
sind o configuraþie c (determinãm valorile sumei pentru
orice configuraþie c); 

• valoarea maximã din tabloul M pentru fiecare configura-
þie c plasatã pe linia i care conþine j - nr[l] pãtrate.

Programul este construit astfel:
• configuraþiile posibile de pe o linie sunt pãstrate în matri-

cea de constante p, iar numãrul de pãtrate folosit pentru
obþinerea fiecãrei configuraþii este pãstrat în vectorul nr; 

• tabloul tridimensional M este simulat cu ajutorul a douã
matrice A ºi B (adicã A = M[i], se calculeazã B = M[i + 1],
apoi A devine B etc.) 

• pentru fiecare rând unde se pot plasa bombe:
♦ se calculeazã suma adãugatã pe rândul respectiv dacã

plasãm o anumitã configuraþie, în funcþie de configu-
raþia plasatã pe rândul anterior; 

♦ se calculeazã suma adãugatã pe rândul urmãtor dacã
plasãm o anumitã configuraþie pe rândul curent; 

♦ se iniþializeazã matricea B; 
♦ se realizeazã calculul valorilor din B (datoritã faptului cã

operaþiile din aceastã zonã sunt executate de foarte mul-
te ori, codul trebuie optimizat cât mai mult posibil;

♦ A devine B.
Soluþia este datã de elementul maxim obþinut în final

în matricea A.

Analiza complexitãþii
Citirea unei linii a matricei care reprezintã Câmpia Arake-
enului se realizeazã în timp constant deoarece matricea are
întotdeauna ºapte coloane. Datoritã faptului cã trebuie ci-

tite n linii, ordinul de complexitate al operaþiei de citire es-
te O(1) · O(n) = O(n).

Matricele A ºi B au, fiecare, k linii ºi 37 de coloane.
Operaþia de determinare a elementelor matricei B, folo-
sind matricea A, are ordinul de complexitate O(k), deoa-
rece numãrul operaþiilor efectuate pentru determinarea
uneia dintre linii este O(37) · O(37) · O(7) = 37 · O(1) · 37
· O(1) · 7 · O(1) = 9583 · O(1) = O(1). Pentru fiecare dintre
cele n linii ale matricei care caracterizeazã câmpia, se vor
calcula elementele matricei B, deci ordinul de complexitate
a operaþiei de determinare a valorilor finale ale elemente-
lor matricei B este O(n) · O(k) = O(n · k). 

Pentru afiºarea diferenþei maxime trebuie parcursã ma-
tricea finalã, deci aceastã operaþie are ordinul de complexi-
tate O(k).

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(n) + O(n · k) + O(k) =
O(n · k).

P060221: Frãþia Inelului
Vom construi un graf orientat ale cãrui noduri reprezintã
reperele ºi ale cãrui arce reprezintã drumurile care leagã
douã repere. Sensul unui arc va fi de la reperul de la care
porneºte drumul la reperul la care ajunge drumul. Datoritã
faptului cã nu se poate ajunge de la un reper la unul ante-
rior, deducem cã graful este aciclic.

Acum, problema se reduce la determinarea numãrului
de drumuri din acest graf de la nodul care reprezintã repe-
rul VALCEAUADESPICATA la nodul care reprezintã repe-
rul MUNTELEOSANDEI.

Pentru simplitate vom codifica reperele prin numere
cuprinse între 0 ºi N - 1, unde N reprezintã numãrul total
al reperelor.

Pentru a determina numãrul drumurilor dintre douã
noduri ale unui graf orientat vom folosi metoda progra-
mãrii dinamice. Vom construi un ºir care reprezintã nu-
mãrul de posibilitãþi de a ajunge la un anumit reper (numã-
rul de drumuri care pornesc din VALCEAUADESPICATA
ºi ajung la reperul respectiv).

Pentru un anumit nod vom putea determina numãrul
de posibilitãþi dacã se cunoaºte numãrul de posibilitãþi în
care se poate ajunge la fiecare dintre predecesorii sãi din
graf. Dacã toate aceste informaþii sunt cunoscute, atunci
numãrul posibilitãþilor de a ajunge la acest reper va fi dat
de suma numerelor posibilitãþilor de a ajunge la reperele
corespunzãtoare predecesorilor.
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Iniþial considerãm cã existã o singurã posibilitate de a

ajunge la VALCEAUADESPICATA. Datoritã aciclicitãþii gra-
fului suntem siguri cã, la fiecare pas, vom determina cel
puþin un nod pentru care cunoaºtem valorile corespun-
zãtoare tuturor predecesorilor. Aºadar, la fiecare pas, vom
verifica pentru toate nodurile pentru care nu cunoaºtem
numãrul posibilitãþilor, dacã sunt cunoscute numerele po-
sibilitãþilor corespunzãtoare predecesorilor. Pentru fiecare
nod pentru care sunt cunoscute aceste informaþii vom cal-
cula valoarea corespunzãtoare. Datoritã faptului cã la fie-
care pas vom determina cel puþin un astfel de nod, suntem
siguri cã algoritmul se va termina dupã un numãr finit de
paºi (cel mult N - 1).

În final, vom afiºa valoarea corespunzãtoare nodului
care reprezintã MUNTELEOSANDEI.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau în drumurile dintre repere, deci
ordinul de complexitate al operaþiei de citire a acestora
este O(M). 

Pentru fiecare reper citit se determinã codul acestuia,
deci ordinul de complexitate al operaþiei de determinare a
codurilor este O(M) · O(N) = O(M · N) datoritã faptului
cã acest cod este cãutat într-un ºir care conþine cel mult N
elemente.

Crearea listelor predecesorilor se realizeazã pe parcur-
sul citirii datelor de intrare, operaþia având ordinul de com-
plexitate O(M).

Stabilirea faptului cã existã o posibilitate de a se ajunge
în VALCEAUADESPICATA implicã determinarea codului
acestui reper, deci are ordinul de complexitate O(N).

La fiecare pas al algoritmului vom verifica, pentru fie-
care nod, dacã au fost determinate informaþiile pentru pre-
decesori. Pentru cã un nod poate avea, teoretic, pânã la N
- 1 predecesori, operaþiile efectuate la fiecare pas au ordi-
nul de complexitate O(N) · O(N) = O(N2). Deoarece sunt
efectuaþi cel mult N - 1 paºi, operaþia de determinare a
numãrului de posibilitãþi de a ajunge la MUNTELEOSANDEI
are ordinul de complexitate O(N) · O(N2) = O(N3).

Scrierea datelor de ieºire implicã determinarea codului
pentru MUNTELEOSANDEI, deci are ordinul de complexi-
tate O(N).

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(M) + O(M · N) + O(M)
+ O(N) + O(N3) + O(N) = O(N3 + M · N) = O(N · (N2 +
M)).

P060222: Litere
Problema se reduce la determinarea unui cuvânt care a fost
codificat folosind transformarea Burrows-Wheeler dacã se
cunoaºte rezultatul codificãrii. Modul în care se realizeazã
codificarea este prezentat în enunþul problemei.

Decodificarea cuvântului se realizeazã folosind urmã-
torul algoritm:
• se determinã frecvenþa de apariþie a literelor, ceea ce per-

mite obþinerea primei coloane a matricei (prima coloanã
conþine întotdeauna literele ordonate lexicografic).

• se construieºte un ºir de corespondenþe A între literele de
pe prima coloanã ºi cele de pe ultima, þinând cont de fap-
tul cã celei de-a i-a apariþii a caracterului c de pe prima co-
loanã îi corespunde cea de-a i-a apariþie a caracterului c de
pe ultima. 

• pentru determinarea cuvântului se scriu literele corespun-
zãtoare poziþiilor A[1], A[A[1]], A[A[A[1]]] etc; pentru
aceasta se foloseºte un indice i care, dupã fiecare pas va
primi valoarea A[i].

Acest algoritm a fost demonstrat matematic de cãtre cei
doi cercetãtori a cãror nume a fost dat acestei metode.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau în citirea ºirului literelor de pe
ultima coloanã; deoarece avem N litere, ordinul de com-
plexitate al operaþiei este O(N).

Determinarea frecvenþelor apariþiilor literelor se reali-
zeazã în timp liniar prin simpla parcurgere a ºirului care
conþine literele.

Construirea ºirului de corespondenþe se realizeazã tot
în timp liniar deoarece la fiecare pas este realizatã câte o
corespondenþã.

Pentru afiºarea datelor de ieºire (a cuvântului cãutat) se
realizeazã o simplã parcurgere a ºirului de corespondenþe,
deci aceastã operaþie are ordinul de complexitate O(N).

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(N) + O(N) + O(N) +
O(N) = O(N).

P060223: Zãvor
În cele ce urmeazã vom folosi urmãtoarele denumiri pen-
tru a ne referi la anumite stãri ale automatului:
• stare iniþialã (stare de bazã) - starea în care se aflã auto-

matul la început sau dupã resetare (prima stare);
• stare finalã (stare de deschidere) - starea în care se aflã

automatul atunci când se deschide cifrul;
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• stare intermediarã - una dintre stãrile în care se aflã auto-
matul pe parcursul introducerii parolei corecte (una din-
tre cele N - 1 stãri corespunzãtoare primelor N - 1 cifre
ale parolei);

• stare de eroare - starea în care se ajunge dacã se recepþi-
oneazã un semnal incorect (a (N + 2) - a stare a automa-
tului).

Vom descrie în continuare cele patru situaþii în care
putem detecta cã cipul nu funcþioneazã corect:
• cipul poate fi deschis ºi în una dintre stãrile intermediare,

nu numai în starea finalã;
• existã posibilitatea de a "sãri" peste anumite stãri inter-

mediare;
• existã posibilitatea de a ajunge într-o anumitã stare în

mai multe moduri;
• existã posibilitatea de a reveni din starea de eroare în una

dintre celelalte stãri.

În cele ce urmeazã vom explica pe larg caracteristicile
fiecãrei situaþii ºi vom arãta modul în care poate fi gãsitã o
modalitate alternativã de a deschide cifrul dacã a fost de-
tectatã o astfel de situaþie.

Pentru prima situaþie vom folosi cifrele din parola co-
rectã ºi, la fiecare pas, vom verifica dacã una dintre stãrile
intermediare i este stare de deschidere. 

Parola alternativã va fi formatã din cifrele de pe
poziþiile 1, 2, ..., i ale parolei corecte.

Pentru a doua situaþie vom lua în considerare toate
perechile i, j (i < j) ºi vom verifica dacã cifrul se deschide
folosind cifrele de pe poziþiile 1, 2, ..., i, j + 1, ..., n, unde n
este lungimea parolei corecte. 

Parola alternativã va fi formatã din cifrele de pe aceste
poziþii.

Pentru a treia situaþie vom lua în considerare toate tri-
pletele i, j, k ºi vom verifica dacã din starea i se poate ajun-
ge în starea j folosind semnalul k, unde semnalul k nu este
cifra care duce la trecerea din starea i în starea i + 1. 

Parola alternativã va fi formatã din cifrele de pe
poziþiile 1, 2, ..., i ale parolei corecte, semnalul k ºi cifrele
de pe poziþiile j, j + 1, ..., n ale parolei corecte.

Pentru a patra situaþie vom lua toate perechile i, j ºi
vom verifica dacã din starea de eroare putem ajunge în sta-
rea i folosind semnalul j. Pentru a ajunge în starea de eroa-
re vom "trimite" la început un semnal z diferit de prima
cifrã a parolei. 

Parola alternativã va fi datã de semnalul z, semnalul j ºi
cifrele de pe poziþiile i, i + 1, ..., n ale parolei corecte.

Dacã nu s-a detectat nici o parolã alternativã, aceasta
este scrisã în fiºierul de ieºire. 

În caz contrar, în fiºierul de ieºire se va scrie ºirul de
caractere CORECT.

Analiza complexitãþii
Trebuie remarcat faptul cã operaþiile efectuate de bibliote-
cã se realizeazã în timp constant.

Datele de intrare constau în cele n cifre ale parolei co-
recte, deci citirea acestora are ordinul de complexitate O(n).

Pentru prima situaþie vom trece pe rând dintr-o stare
în alta (pornim din starea iniþialã ºi parcurgem stãrile inter-
mediare) ºi vom testa la fiecare pas dacã s-a ajuns într-o
stare de deschidere. Aºadar, ordinul de complexitate al
acestei operaþii este O(n).

Pentru cea de-a doua situaþie existã n · (n - 1) / 2 pe-
rechi (i, j) pe care le vom lua în considerare. Pentru fiecare
astfel de pereche vom parcurge stãrile intermediare cores-
punzãtoare (vor exista cel mult n - 1 astfel de stãri), deci
ordinul de complexitate al operaþiilor efectuate pentru fie-
care pereche este O(n). Aºadar, pentru cea de-a doua situ-
aþie ordinul de complexitate al tuturor operaþiilor este
O(n2) · O(n) = O(n3).

Pentru cea de-a treia situaþie existã n2 perechi (i, j) ºi
9 · n2 triplete (i, j, k). Pentru fiecare triplet vom parcurge
stãrile intermediare corespunzãtoare care vor fi în numãr
de cel mult 2 · n + 1, deci ordinul de complexitate al ope-
raþiilor efectuate pentru fiecare triplet este O(n). Aºadar,
pentru cea de-a treia situaþie ordinul de complexitate al tu-
turor operaþiilor este O(9) · O(n2) · O(n) = 9 · O(1) · O(n2)
· O(n) = O(1) · O(n2) · O(n) = O(n3).

Pentru cea de-a patra situaþie existã 10 · n perechi (i, j)
ºi pentru fiecare dintre acestea vom parcurge stãrile inter-
mediare corespunzãtoare (cel mult n + 1 astfel de stãri),
deci ordinul de complexitate al operaþiilor efectuate pen-
tru fiecare pereche este O(n). Aºadar, pentru cea de-a
patra situaþie ordinul de complexitate al tuturor operaþii-
lor este O(10) · O(n) · O(n) = 10 · O(1) · O(n) · O(n) =
O(1) · O(n) · O(n) = O(n2).

În momentul în care detectãm o posibilitate alternativã
de deschidere a cifrului, va trebui sã construim noua paro-
lã. Operaþia se realizeazã în timp liniar deoarece noua pa-
rolã va conþine cel mult 2 · n + 1 cifre.

În final, vom scrie parola gãsitã sau cuvântul CORECT,
operaþie realizabilã în timp liniar (dacã a fost gãsitã o pa-
rolã alternativã) sau constant (dacã nu a fost gãsitã o astfel
de parolã).

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(n) + O(n) + O(n3) +
O(n3) + O(n2) + O(n) + O(n) = O(n3).
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