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Un fel de cupluri... 

Cuplaj MAXIM de  valoare

MINIMÃ într-un GRAF
BIPARTIT

Ilie Vieru

În cadrul acestui articol vom prezenta un algoritm interesant pentru
determinarea cuplajului maxim de cost minim într-un graf bipartit. În
momentul de faþã algoritmul este sub tipar ºi la prestigioasa revistã
Mathematics Magazine. 

Sunt cunoscute problemele în care se
solicitã asocierea optimã a elemente-
lor unei mulþimi A = {a1, a2, ..., an} cu
elementele mulþimii B = {b1, b2, ..., bm},
în condiþiile unor limitãri ale posibi-
litãþilor de asociere. 

În general, fiecare asociere posi-
bilã ai ↔ bj aduce un anumit efect
(cost, profit etc.) pe care îl presupu-
nem cunoscut. 

Limitãrile asupra asocierilor în-
seamnã:
• un element ai din A poate fi asociat

doar cu anumite elemente din B ºi
reciproc;

• în final, fiecãrui element din A i s-a
asociat cel mult un element din B ºi
reciproc.

Asocierea optimã înseamnã gãsi-
rea unui cuplaj maxim într-un graf
bipartit ºi presupune, de obicei, douã
obiective:
• sã se determine maximul de asocieri;
• suma efectelor asocierilor sã fie op-

timã (maximã sau minimã).

Dintre problemele practice care
se reduc la a determina un cuplaj ma-
xim de valoare optimã, amintim [1]:

• repartizarea muncitorilor unei sec-
þii pe utilaje în funcþie de pregãtirea
ºi preferinþele muncitorilor dar ºi
de complexitatea maºinilor;

• repartizarea angajaþilor pe posturi;
• formarea grupelor de lucru dupã afi-

nitãþile dintre membrii colectivului;
• transferarea unor informaþii într-un

grup.

Observaþie
Presupunem cunoscute definiþiile cu
privire la graf bipartit, cuplaj, cuplaj
maxim, valoarea cuplajului ([1], [2],
[4]).

În anul 1931 König a formulat
teorema prezentatã în continuare. 

Teoremã
Numãrul maxim de muchii ale unui
cuplaj într-un graf bipartit G = (A ∪
B, U) este .

În anul 1955, bazându-se pe teo-
rema lui König, H.W. Kuhn a elabo-
rat un algoritm cunoscut sub denu-
mirea de algoritmul ungar cu ajuto-
rul cãruia se poate determina un cu-
plaj maxim de valoare minimã într-un

graf bipartit pentru |A| = |B| = n. El
se bazeazã pe observaþia prezentatã
în continuare.

Observaþie
Dacã se adunã (sau se scade) acelaºi
numãr la toate valorile muchiilor,
atunci nu se schimbã ierarhia cupla-
jelor maxime. 

Algoritmul porneºte de la matri-
cea pãtraticã , unde:

Acest algoritm, este laborios, greu
de implementat, deºi are complexita-
te polinomialã ([1]).

Pentru determinarea cuplajului
bipartit maxim se poate folosi ºi me-
toda Ford-Fulkerson pentru graful
bipartit G = (X = A ∪ B, U), într-un
timp polinomial în |X| ºi |U|. 

Soluþia  constã în construirea unei
reþele de transport în care fluxurile
reprezintã cuplajele. 

Graful iniþial se completeazã cu
încã douã vârfuri s (sursa) ºi t (desti-
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naþia), legate de vârfurile din A, res-
pectiv B ca în exemplul de la p. 517
din [2]. 

Se presupune cã fiecare muchie
are o capacitate pozitivã. În acest con-
text se aplicã algoritmul Ford-Fulker-
son obþinându-se soluþia optimã. 

În continuare vã propun un algo-
ritm original, rapid ºi foarte uºor de
implementat. Pentru aceasta pornim
de la câteva elemente de algebrã
superioarã. Se ºtie cã pentru a calcula
valoarea determinantului asociat unei
matrice avem formula:

unde reprezintã signatura
permutãrii σ, iar fiecare din termenii
sumei reprezintã câte un produs cu n
elemente ale matricei A, în aºa fel în-
cât ele epuizeazã toate liniile ºi toate
coloanele matricei. 

Cu alte cuvinte, nu existã în nici
un termen al sumei doi factori aflaþi
pe aceeaºi linie sau aceeaºi coloanã a
matricei. 

Presupunem mai întâi cã avem
|A| = |B| = n. În acest caz va trebui sã
determinãm într-un mod asemãnãtor
definiþiei prezentate anterior terme-

nul de va-

loare minimã, reþinând în acelaºi timp
ºi permutarea care l-a generat.

Introducem notaþia: 

Astfel putem scrie expresia:

Cu alte cuvinte, Ak+1 se obþine
din Ak prin bordare la dreapta ºi jos
cu elementele corespunzãtoate coloa-
nei k + 1, respectiv ale liniei k + 1.

Ataºãm matricei An vectorul de
decizie , cu semnificaþia:   

di = j0 unde aij0
reprezintã termenul

de pe linia i ales la un pas k (1 ≤ i, j0
≤ k) în suma Sn, i ≤ k ≤ n. De aseme-

nea, construim vectorul ,

care memoreazã permutarea inversã
ataºatã permutãrii d, adicã vdi

= i, sau
dvj

= j (1 ≤ i, j0 ≤ k). 
Iterativ construim:

A1 = (a11); d1 = 1; S1 = a11; v1 = 1.
Presupunem construite cele patru

ºiruri pânã în pasul k, k ≥ 1. 
Pentru pasul k + 1 întreaga con-

strucþie urmãreºte:
• obþinerea elementului Sk+1 cu valoa-

re minimã, în sensul definiþiei, cu
termeni din matricea Ak+1 folosind
rezultatele obþinute pânã la pasul k; 

• actualizarea vectorilor (d1, d2, ..., dk),
respectiv (v1, v2, ..., vk).

La acest pas se disting trei situaþii:
• la Sk se adaugã ak+1,k+1, caz în care

efectuãm urmãtoarele operaþii: Sk+1
= Sk + ak+1,k+1; dk+1 = 1; vk+1 = 1.

• Sk+1 se formeazã adãugând termenii
ai,k+1 ºi ak+1,j pentru care avem di = j,
caz în care efectuãm operaþiile: Sk+1
= Sk - aij + ai,k+1 + ak+1,j; di = k + 1;
dk+1 = j; vk+1 = i; vj = k + 1.

• Sk+1 se formeazã adãugând termenii
ai,k+1 ºi ak+1,j pentru care avem di ≠ j,
caz în care se efectueazã operaþiile:
Sk+1 = Sk - ai,di

- avj,j
+ avj,di

+ ai,k+1 +
ak+1,j; dvj

= di; vdi
= vj; di = k + 1; vk+1

= i; dk+1 = j; vj = k + 1.

În final Sn reprezintã valoarea mi-
nimã a cuplajului maxim: (1, d1), ...,
(n, dn). 

Pentru n = |A| < |B| = m,  algorit-
mul parcurge urmãtorii paºi:
• se aplicã algoritmul anterior ºi se

determinã Sn, dn, vn;
• pentru valorile j cuprinse între n + 1

ºi m avem dacã

li0
< 0, atunci se efectueazã urmãtoa-

rele actualizãri Sn = Sn + li0
; di0

= j.

Observaþie
Soluþia se exprimã la fel ca în cazul
algoritmului prezentat anterior (când
mulþimile A ºi B au acelaºi numãr de
elemente).

Pentru n = |B| < |A| = m,  algorit-
mul parcurge urmãtorii paºi:
• se aplicã algoritmul anterior ºi se

determinã Sn, dn, vn;
• pentru valorile i cuprinse între n + 1

ºi m avem dacã

lj0
< 0, atunci se efectueazã urmãtoa-

rele actualizãri Sn = Sn + lj0
; dvj0

= 0;
vj0

= i; di = j0.

Observaþie
În acest caz, la afiºarea vectorului de
decizii ([3]), se poate parcurge ºirul
pe coloane: (v1, 1), ..., (vn, n), sau  se
selecteazã acele linii, crescãtor dupã
i, pentru care di > 0.

Algoritmul urmãreºte la fiecare
pas k optimizarea funcþiei obiectiv
ºi de aceea putem spune cã se înca-
dreazã în strategia generalã Greedy.

Urmãrind etapele prezentate, se
poate demonstra, folosind cunoºtinþe
de nivelul clasei a XI-a teorema care
urmeazã. 

Teoremã
Algoritmul prezentat determinã un
cuplaj maxim cu valoare minimã.

Exemplu
La o secþie au fost angajaþi ºase lu-
crãtori pentru a lucra pe ºase maºini.

În urma unor probe de lucru s-au
determinat numerele aij care repre-
zintã riscul pe care ºi-l asumã patro-
nul angajând lucrãtorul i pentru a
lucra pe maºina j. 

Rezultatele au fost înregistrate în
matricea urmãtoare:

Ne propunem sã determinãm
repartizarea optimã a angajaþilor pe
cele ºase maºini astfel încât riscul to-
tal sã fie minim.

Pentru aceasta vom aplica algo-
ritmul prezentat, arãtând valorile ob-
þinute la fiecare pas. 
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Pasul #1
•

• S1 = 17;

• d1 = 1;
• v1 = 1.

Pasul #2

•

• S2 = S1 + a22 = 41;

• d2 = 2;
• v2 = 2.

Pasul #3

•

• S3 = S2 + a13 + a31 - a11 = 69;
• d1 = 3;
• v1 = 3;
• v3 = 1;
• d3 = 1.

Pasul #4

•

• S4 = S3 + a14 + a43 - a13 = 62;
• d1 = 4;
• v4 = 1;
• d4 = 3;
• v3 = 4.

Pasul #5

•

• S5 = S4 + a14 + a43 - a13 = 75;
• d3 = 5;
• v5 = 3;
• d5 = 1;
• v1 = 5.

Pasul #6

•

• S6 = S5 + a26 + a63 - a22 - a43 + a42
= 90;

• d2 = 6;
• v6 = 2;
• d4 = 2;
• v2 = 4;
• d6 = 3;
• v3 = 6.

Rezultatul
În final vom obþine:

Aºadar, ordinea lucrãtorilor pe
maºini va fi: (1, 4), (2, 6), (3, 5), (4,
2), (5, 1),(6, 3).

Aplicaþie 
Acest algoritm poate fi utilizat pen-
tru a rezolva problema Culori, pro-
pusã spre rezolvare la runda #04 a
ediþiei 2004/2005 a concursului de
programare Bursele Agora.
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Exemplu dde iimplementare:

void calcul() { 
d[1] = 1;
v[1] = 1;
s = a[1][1];

for (k = 2; k <= n; k++) {   
li0 = a[1][k] + 

a[k][d[1]] - a[1][d[1]]; 
i0 = 1;
c0 = d[i0]
j  = d[i0];
for (i = 1; i < k; i++) { 
j = d[i];
R = a[i][k] + a[k][j] 

- a[i][j];
if (R < li0) { 
li0 = R;
i0  = i;
j   = d[i];
c0  = j
j0  = j;

}
for (int c = 1; 

c < k; c++)
if (c - j) {
int u = v[c];
R = a[i][k] + a[k][c] - 

a[i][j] - a[u][c] + 
a[u][j];

if (R < li0) {
li0 = R;
c0  = c;
i0  = i;
u0  = u;
j0  = j;

}
}

}

if (li0 >= a[k][k]) {
s += a[k][k]; 
d[k] = k;
v[k] = k;

}
else { 

s += li0;
if (c0 == j0) {
d[i0] = k;
d[k]  = c0;
v[c0] = k;
v[k]  = i0;

}
else { 
d[i0] = k; 
v[k]  = i0;
d[u0] = j0;
v[j0] = u0;
d[k]  = c0; 
v[c0] = k;

}
}

}

printf(" S= %d\n",s);
for (i = 1; i <= n; i++)

printf("%d ", 
a[i][d[i]]);

printf("\n");
}
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