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Rzeszéw, 1ulie 2004

OLIMPIADA de Informatica
a EUROPEI CENTRALE

2004

Va prezentam in cadrul acestui articol solutiile oficiale ale celor sase probleme
propuse spre rezolvare la ultima editie a Olimpiadei de Informatica a Europei

Centrale.

P040607: Nori

Aceastd problem3 este una dintre
acele probleme de geometrie ale cirei
solutii corecte se bazeazd pe aceeasi
idee.

Este usor de observat faptul ci
pentru a determina de cite ori este
intreruptd comunicatia, trebuie si
luim in considerare punctele in care
raza atinge marginile norilor. Acestea
sunt singurele puncte 1n care "starea”
comunicatiei se schimba.

In enunt se precizeazi ci avem o
razd care porneste din punctul de co-
ordonate (0, 0) si 0 multime de nori
care se deplaseazd cu o vitezd descri-
sd de un vector ale cirui componente
sunt v, i v,

Sunt necesare cunostinte elemen-
tare de fizic pentru a ne da seama c3

miscarea este relativd, deci putem
considera ci norii isi pastreazd pozi-
tia, iar raza se deplaseazi cu o vitezd
descrisi de un vector ale cirui com-
ponente sunt -v_$i -, .

Aceastd noud formulare a proble-
mei este mult mai convenabili si va fi
folositi in cele ce urmeazi. In figura
1 este prezentat "traiectoria" razel.

Aceastd traiectorie este 0 semili-
nie care porneste din originea siste-
mului de coordonate. Intersectia
dintre aceastd semilinie si poligoanele
care reprezintd norii este datd de o
multime de segmente (care fac parte
din semilinie).

Poate aparea si situatia in care
intersectia dintre traiectorie si un nor
este datd de un singur punct. In acest
caz vom considera cd intersectia este

un segment de
lungime 0.

Pentru cazul
din figura 1, inter-
sectia dintre linie i

5 v\]\

Figura 1: Exemplu pentru traiectoria razei LASER

4 norul identificat
prin 2 este dati de
doui segmente,
dintre care unul are

T lungimea 0.

Fiecare segment
care face parte din
intersectia dintre

traiectorie $i nori reprezint un inter-
val de timp in care comunicatia este
intreruptd.

Ca prim pas al solutiei, vom de-
termina separat, pentru fiecare nor,
segmentele care fac parte din inter-
sectie. Ulterior, vom lua in conside-
rare reuniunea segmentelor obtinute
pentru fiecare nor in parte.

Evident, este posibil ca, in mo-
mentul efectudrii reuniunii, anumite
segmente s se lipeasci.

Este cazul segmentelor corespun-
zdtoare intersectiei cu norii 3 si 4 din
figura 1.

Solutia problemei va fi dati de
numirul total al segmentelor obtinu-
te dupi efectuarea reuniunii.

Pentru exemplul din figura 1 vom
avea:

o doud segmente pentru norul 2, din-
tre care unul are lungimea 0;

* un segment pentru norul 3;

o un segment pentru norul 4.

Réspunsul corect va fi 3, deoare-
ce avem trei segmente dupd efectua-
rea reuniunii.

Determinarea segmentelor
pentru fiecare nor

Pentru determinarea segmentelor de
intersectie cu un nod, este necesari



Figura 2: Cozurile speciale care trebuie luate in considerare
in momentul determinérii segmentelor care reprezintd
infersecfia dintre traiectorie §i un nor

determinarea punctelor de intersectie
dintre semilinia care reprezinti tra-
lectoria si laturile poligonului care
reprezintd norul.

Va trebui si ludm 1n considerare
fiecare laturd a poligonului si sd veri-
ficim daci aceasta se intersecteazd cu
semilinia.

Pentru un nor care este reprezen-
tat printr-un poligon cu k varfuri,
ordinul de complexitate al acestei
operatii este O(k).

Totusi, chiar si dupd determina-
rea intersectiilor, nu putem imediat
s3 ne dim seama cite segmente existd
deoarace forma norilor este arbitrard
(nu stim decat faptul ¢d poligonul ca-
re reprezintd norul nu poate fi Incru-
cisat - laturile nu se pot intersecta
decit in varfurile poliginului, iar do-
ud laturi care se intersecteazi trebuie
sd fie consecutive in sens trigonome-
tric sau antitrigonometric).

In principiu, ar trebui s sortim
punctele de intersectie in functie de
distanta lor fatd de originea sistemu-
lui de coordonate, si le grupim doud
cite doud si sd numdrdm segmentele
astfel formate.

Aceastd abordare este corectd in
cazul In care semilinia nu intersectea-
z3 poligonul intr-un varf. Daci prin-
tre punctele de intersectie se afld si
varfuri ale poligonului, atunci trebu-
ie tratate cateva cazuri speciale, care
sunt prezentate in figura 2.

Ultimele doud cazuri pot fi re-
zolvate foarte usor. Punctul E este
adiugat o singurd datd, iar unctul F
este addugat de doud ori. Se observi
cd aceastd abordare este corecti indi-
ferent In care parte se afld interiorul
poligonului care reprezintd norul.

Pentru rezolvarea primelor doud
cazuri va trebui s3 definim tipul fie-

cdrui punct de in-
tersectie.

Punctele de in-
tersectie care nu
sunt varfuri ale po-
ligonului sunt punc-
te standard.

De asemenea,
punctele addugate
pentru ultimele do-
ud cazuri sunt si ele
puncte standard.

Pentru primul caz punctul A este
adiugat de doui ori.

Prima datd acesta este adiugat ca
punct standard, iar apoi ca punct
segment.

Punctul B este adiugat o singuri
datd, ca punct segment.

Pentru cel de-al doilea caz, punc-
tele C si D sunt addugate o singurd
datd, ca puncte segment.

fn momentul in care generim
punctele de intersectie pentru un anu-
mit nor, vom sorta punctele obtinute
prin procedeele descrise anterior, in
functie de distanta fatd de originea
sistemului de coordonate, pastrind
ordinea pentru punctele care apar de
doud ori.

Cu alte cuvinte, dupd sortare, ce-
le doud puncte corespunzitoare
punctului A din primul caz vor api-
rea, dupd sortare, ca un punct stan-
dard urmat de un punct segment.

fn acest moment putem determi-
na segmentele care reprezintd inter-
sectiile.

Pentru aceasta vom examina punc-
tele din secventa ordonatd, in ordi-
nea obtinutd dupd ordonare. Punc-
tele standard din secventd reprezinti
extremitdti drepte sau stingi (alterna-
tiv) ale unor segmente.

Se observd faptul cd punctele seg-
ment apar intotdeauna in perechi in
secventa ordonatd.

fn momentul in care detectim o
astfel de pereche de puncte (le vom
nota prin X si Y) vom studia cel mai
recent punct standard considerat an-
terior.

fn cazul in care acest punct re-
prezintd extremitatea stingd a unui
segment (nu are incd pereche), punc-
tele X si Y sunt ignorate.

In caz contrar (punctul reprezin-
td extremitatea dreaptd a unui seg-
ment sau nu existd nici un punct stan-
dard considerat anterior), segmentul
determinat de punctele X si Y este
adiugat in lista segmentelor care re-
prezintd intersectia.

Este evident faptul ¢i factorul
dominant in determinarea timpului
de executie necesar prelucrdrii unui
nor este dat de operatia de sortare a
punctelor de intersectie.

Asadar, pentru un nor reprezen-
tat de un poligon cu k varfuri care se
intersecteazd cu tralectoria in g purnc-
te, ordinul de complexitate al opera-
tiei de determinare a segmentelor de
intersectie este O(k + ¢ - log g).

Determinarea numarului de
intreruperi ale comunicatiei
Asa cum am mentionat anterior, este
suficient sd luim in considerare seg-
mentele determinate pentru fiecare
nor si s determinim numirul seg-
mentelor din reuniune (lipind anu-
mite segmente dacd este necesar).

Pentru aceasta vom sorta seg-
mentele in functie de distantele din-
tre extremititile stingi si originea sis-
temului de coordonate.

Considerdim acum segmentele in
ordinea obtinutd dupd sortare si nu-
mirim segmentele ale ciror extremi-
tati stdngi sunt mai indepdrtate de
orgine decit cea mai Indepirtati ex-
tremitate dreaptd a unui segment
considerat anterior.

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului prezentat este O(m + p - log
)., unde m reprezintd numdrul total
al varfurilor poligoanelor care repre-
zintd norii, iar p reprezinti numarul
total al punctelor de intersectie de-
terminate pentru toti norii.

O capcana...
Solutia prezentatd contine o capcand
bine ascunsd. Asa cum am aritat, al-
goritmul efectueazi sortiri ale punc-
telor, ceea ce implicd efectuarea de
compariri intre coordonatele acestora.
Uneori, intersectiile sunt atat de
apropiate incat nici micar numerele
reale reprezentate pe 80 de biti nu
oferd o acuratete suficientd.
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Pentru a se evita aceastd proble-
md era necesard reprezentarea coor-
donatelor punctelor ca rapoarte intre
doud numere intregi a cite 64 de biti.
Folosind aceasti reprezentare, pen-
tru a efectua comparirile, era necesa-
rd implementarea operatiei de inmul-
tire pentru doud numere intregi re-
prezentate pe cite 64 de biti, deci re-

zultatul putea contine pani la 128 de
biti.

P040608: Bomboane

Pentru inceput vom reformula pro-
blema in termeni specifici combina-
toricil.

Trebuie sd determinim numirul
posibilititilor de a distribui cel mult
r obiecte identice in » cutii diferite,
astfel incat cea de-a i-a cutie si con-
tind cel mult 7, obiecte, unde i varia-
zd Intre 1 s1 7.

Daci notdm aceasti valoare prin
C(), atunci determinarea solutiei va
implica calcularea valorilor de tipul
C(b) - C(a - 1), sau doar C(b) dacd
avem a = 0.

In continuare vom prezenta cite-
va elemente teoretice referitoare la
distribuirea obiectelor identice in cu-
tii distincte fird a se impune nici o
restrictie.

Propozifia #1

Numirul posibilititilor de distribui-
re a r obiecte identice 1n 7 cutii dis-
tincte este C"* .

Demonstratie
Numirul posibilititilor de distribui-
re a 7 obiecte in 7 cutii corespunde
numirului posibilititilor de a aranja
r obiecte i 7 - 1 bare, numir care
este egal cu ¢ .
Aceste bare impart obiectele in 7
grupuri, iar fiecare grup corespunde

unei cutil.

Propozitia #2

Numirul posibilititilor de distribui-
re a cel mult 7 obiecte identice in 7
cutii distincte este C",.

Demonstratie
Veridicitatea propozitiei reiese ime-
diat pe baza primei propozitii. Dis-

tribuirea a cel mult » obiecte tn 7
cutii corespnde distribuirii a exact 7
obiecte in 7 + 1 cutii.

Indiferent cite obiecte avem in a
(n + 1)-a cutie, in primele » vom
avea cel mult r.

Cu alte cuvinte, cea de-a (n + 1)-
a cutie va contine toate obiectele care
nu au fost distribuite in nici una din-
tre primele 7 cutii.

Notim prin U numirul posibili-
tatilor de a distribui, fird nici o res-
trictie, r obiecte identice in 7 cutii.

De asemenea, notim prin A4, o
multime care contine toate posibili-
titile de a distribui cel mult » obiecte
identice in 7 cutii astfel incat cea de-
a i-a cutie sd contind mai mult de m,
obiecte.

Complementul multimii A, (care

va fi notat prin A ) va contine toate

posibilititile de a distribui cel mult
obiecte in 7 cutii astfel Inct cea de-a
i-a cutie sd contind cel mult m, obiec-
te.

Ca urmare, solutia problemei va
fi datd de cardinalul multimii obtinu-
te prin intersectia tuturor multimilor
de forma A, unde i variazi intre 1 si
n:

ANAN-NA]

Aceastd valoare poate fi determi-
nati pe baza principiului includerii si
excluderii. Obtinem urmitorul re-
zultat:

[ANAN-NA|=|U|-|A| A~ |A]+
HANA+-+|ALNAl-
o+ CIANA NN A

Pentru a rezolva problema va tre-
bui si determindm toate valorile de

forma ‘Al NAN--A

pentru toate

multimile §,,i,,...i, }c {.2,...,n}.

Multimea A, VA, N A, conti-
ne toate posibilitdtile de a distribui
obiecte in 7 cutii astfel incit pentru
orice valoare je {i,,i,,...i, J, cea de-
a j-a cutie s contind mai mult de 72,
obiecte.

Vom prezenta acum modul in ca-
re poate fi obtinutd o astfel de distri-
buire. Pentru inceput vom amplasa
cate 7, + 1 obiecte in fiecare cutie

i iy ).

Apoi, distribuim obiectele rima-
se In toate cele 7 cutii. Din propozi-
tia #2 rezultd cd numirul posibilitdti-
lor este:

‘AinAzﬂ“'Ak

_ N
- Cn+r—(n11+1)—(m2 +)—-—(m, +1)

Folosind aceasti formuli putem
deduce ci rezultatul final va fi dat de:

sH= Y (D"Cl 50

Icfl...n} el

Coeficienti binomiali
Principala dificultate care apare in
momentul implementdrii consti in
calcularea modulo 2004 a valorilor
coeficientilor bonomiali.

Existd citeva posibilititi de re-
zolvare a acestei probleme, fiecare
avand un anumit ordin de complexi-
tate si fiind mai mult sau mai putin
simpld.

Triunghiul lvi Pascal

Putem utiliza cunoscuta relatie de
recurentd care duce la obtinerea tri-
unghiului lui Pascal:

Cg _ {Cq icq_l pentru p= OSazft q=0
et pa pentru p> 0 s g>0

Folosind aceasti relatie, putem
determina, folosind metoda progra-
mirii dinamice, toate valorile C;
(modulo 2004) pentru toate valorile

p<b-Y (Mm+1)+n.
iel

Valorile pastrate vor fi ulterior
utilizate pentru determinarea rezul-
tatului (7).

Aceastd preprocesare necesita
pdstrarea unui vector cu cel mult & +
n elemente, valoare care se incadrea-
z3 In limita asupra memoriei dispo-
nibile impusi in enunt.

Totusi, ordinul de complexitate
al operatiei de preprocesare este O(n
- b), ordin care este mai mare decit
cel al operatiei prin care sunt deter-
minate valorile S(b) si S(a - 1).

Astfel, intreaga solutie va avea or-
dinul de complexitate O(n - b + 27).



O recurentda mai "inteligenta”

Vom prezenta in continuare o abor-

dare similard exponentierii binare’.
Pentru a calcula C7! vom deter-

mina valorile C|| pentru i cuprins in-
tre 0 si g. Pentru p = 1 vom avea

0 1 i ;
Co=C,=1si C,=0 pentrui> 1.

Pentru p > 1 vom putea utiliza ur-
mitoarea formuli:

i i-1
_Cp—l +C5

Cl={& . i
"X ConCi
i=0

pentrun par

pentrun impar

Ca urmare, ordinul de complexi-
tate al operatiei de determinare a va-
lorii coeficientului binomial C{ este
O(q’ - log p).

Astfel, obtinem ordinul de com-
plexitate O(2" - n* - log b) pentru in-
tregul algoritm de rezolvare a pro-
blemei. Spatiul de memorie necesar
are ordinul O(n).

O alta abordare
O a treia posibilitate este utilizarea
formulei de calcul pentru combindri:
__ P
Cp= L(p—q)!
¢(p-9)

Din nefericire, valoarea numiri-
torului poate deveni foarte mare.

O posibilitate de a rezolva acest
inconvenient este implementarea ope-
ratiilor cu numere mari (adunare si
scidere pentru doud numere mari,
inmultire si impdrtire dintre un nu-
mar mare si un numdr mic). Aceastd
metodd ignori faptul cd ne interesea-
z3 rezultatul modulo 2004.

Daci luim 1n considerare acest as-
pect, putem utiliza urmdtoarea abor-
dare:

o se determind descompunerea in fac-
tori primi a valorii ¢! (datoriti fap-
tului cd valorile ¢ care apar in re-
zolvare pot fi cel mult egale cu 10,
toate cele zece descompuneri posi-

Lexponentierea binard este modalitatea de cal-

cul a valorii a” pe baza wrmdatoarei relatii:
/ I " pe b 12 lat

1 pentrun=0
a'={ a"?.a"? pentrun par
a-a".a"? pentrun impar

bile pot fi determinate manual si
pastrate dub forma unor siruri con-
stante);

* se construieste un vector A care con-
tine g elemente si ale cirui elemente
au initial valorile A, =p + 1-4;

* se iau in considerare succesiv factorii
primi; pentru fiecare factor x de or-
din k efectuim urmdtorii pasi de k
ori: determinim prima valoare A, di-
vizibild cu x, impartim la p valoarea
A si pastram rezultatul in acelasi ele-
ment A, al vectorului;

o se iInmultesc (modulo 2004) valorile
finale ale elementelor vectorului cre-
at; in urma acestei inmultiri se obtine
valoarea modulo 2004 a coeficientu-
lui binomial CJ.

Folosind aceasti metod3, ordinul
de complexitate al operatiei de deter-
minare a valorii CJ este O(q* - log ¢).

Astfel, obtinem ordinul de com-
plexitate O(2" - n* - log n) pentru in-
tregul algoritm de rezolvare a pro-
blemei.

O solutie alternativa:
recursivitate si progra-
mare dinamica

Daci notdm prin ¢,(r) numirul posi-
bilititilor de distribuire a r obiecte In
primele £ cutii, atunci urmdtoarea
relatie de recurenti este adevirata:

(.‘0(7’) = [7 = O],
My
=36l -).

Folosind aceasti formuli si me-
toda programirii dinamice obtinem
un algoritm cu ordinul de complexi-

n
tate O(b - M), unde M =" m. Spa-
. . i:1 .
tiul de memorie necesar are ordinul
o).
Putem imbunititi performantele

daci, n vederea calculirii valorilor
¢;» pastrim sume partiale de termeni

Copr
r
Daci notim C,,(r) =Y ¢,,(i),
i=0

atunci avem:

on=C, ()-C,(r-m,-1).

Evident, va trebui s3 tinem cont
de faptul cd avem C, ,(r-m,-1)=0

pentru situatiile in care avem 7 - m, -
1<0.

Ordinul de complexitate al aces-
tei solutii este O(b - n).

P040609: Excursii

Vom prezenta doud posibile variante
de rezolvare a problemei. Prima din-
tre ele este relativ directd, in timp ce
a doua profitd de particularititile
problemei.

Cuplaj maxim in graf
bipartit

Problema poate fi foarte usor refor-
mulatd in termeni ai teoriei grafuri-
lor. Ea se reduce la determinarea unui
cuplaj maxim intr-un graf bipartit G
—(V, E).

Un cuplaj este definit ca o sub-
multime M a multimii E a muchiilor,
astfel incdt oricare doud muchii dife-
rite din M nu au nici un punct co-
mun. Problema determindrii cuplaju-
lui maxim necesitd determinarea unui
cuplaj M care sd contind cAt mai mul-
te muchii posibil.

Pentru problema de fatd vom avea
un graf bipartit G = (VU W, E), un-
de V este multimea grupurilor, W este
multimea excursiilor, iar E este multi-
mea muchiilor.

Doui noduri ale grafului v e Vi
w e W vor fi unite printr-o muchie
in cazul in care grupul v poate pleca
in excursia .

Asadar, avem:
(G,j)eE=ieVaje WAL <s;<u;

Un cuplaj M in acest graf cores-
punde realizdrii unei corspondente
intre grupuri si excursii. Dacd avem
(v, w) € M, inseamni ci grupul v
pleacd in excursia .

Fiecare cuplaj din graful bipartit
corespunde unei corespondente vali-
de intre grupuri si excursii.

Definitia cuplajului ne asigurd ci
fiecare grup va pleca in cel mult o
excursie si ¢d In fiecare excursie va
pleca cel mult un grup.

Scopul nostru este de a determi-
na un cuplaj maximal P, astfel incat
PcEsi

v(i,j)va(a,ka((i’j)= (a,b)v (i EFan]# b))
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Evident, cardinalul multimii P
trebuie si fie cit mai mare posibil.

Existd o multime de algoritmi
foarte cunoscuti care pot fi utilizati
pentru determinarea cuplajului ma-
xim. Un exemplu in acest sens este
algoritmul Hopcroft-Karp.

Totusi, acesti algoritmi se vor do-
vedi prea lenti pentru a rezolva pro-
blema de fatd. Ei nu folosesc o parti-
cularitate a problemei si anume fap-
tul cd multimea E este convexd, deci
vom avea intotdeauna:

Ve G173 E+2,7)...,(k—1,7) E.

Folosind acastd observatie putem
rezolva problema utilizind metoda
greedy.

Metoda greedy

Algoritmul greedy care poate fi utili-

zat pentru rezolvarea acestei proble-

me este schitat In continuare:

* se sorteazd grupurile in ordine cres-
cdtoare, in functie de dimensiunile
lor;

« pentru fiecare grup i:

+ se determini o excursie j care nu
a mai fost utilizati, astfel incit u,
25,2 [ si valoarea u, este cit mai
micd posibil (s, reprezintd numi-
rul membrilor grupului s, /; repre-
zintd dimensiunea minimd a gru-
pului j, iar #, reprezintd dimen-
siunea maximd a grupului 7);

¢ daci o astfel de excursie existi,
atunci grupul i va pleca In excur-
sia j (de acum excursia j este con-
siderati a fi utilizatd), iar numirul
total al excursiilor va fi incremen-
tat;

o se scriu rezultatele (perechile deter-
minate).

Demonstrarea corectitudinii
Dupi realizarea corespondentei din-
tre un grup si o excursie, excursia es-
te eliminatd din lista excursiilor.

S3 presupunem cd am realizat n
mod optim corespondentele pentru
primele k - 1 grupuri si dorim si rea-
lizim acum corespondenta pentru cel
de-al k-lea grup.

De asemenea, presupunem ci gru-
pul k poate pleca in una dintre ex-
cursiile a,, a,, ..., a, (aceste excursii

nu au fost utilizate anterior) si cd
avem u, Su, S-S, .

Datoritd faptului c¢i am reusit si
realizim in mod optim coresponden-
tele pentru primele k - 1 grupuri, stim
cu sigurantd cd existd cel putin o so-
lutie optimd S. Vom arita ci existd o
solutie optimd 1n care se realizeazd o
corespondentd inre grupul k si ex-
cursia a, si corespondentele pentru
toate grupurile anterioare sunt cele
deja stabilite.

Existd trei posibilitdti:

o in cadrul solutiei S, al k-lea grup
pleacd in excursia a,;

o in cadrul solutiei S, al k-lea grup
pleacd intr-o excursie a,, si avem x
#1.

o in cadrul solutiei S, pentru al k-lea
nu se realizeaz3 nici o coresponden-
td cu nici o excursie.

Daci prima conditie este indepli-
nitd, atunci totul este in reguld si avem
o solutie optimd care contine cores-
pondentele pe care le dorim.

Daci pentru grupul k nu se sta-
bileste nici o corespondentd cu o ex-
cursie, atuncl este necesar ca excursia
a, si fi fost pusd In corespondenti cu
un alt grup. In caz contrar, prin sta-
bilirea corespondentei intre grupul k
si excursia @, am obtine o solutie mai
buni.

S3 presupunem ci, in cadrul so-
lutiei S, excursia 4, este pusd in co-
respondenti cu un grup z.

Evident, grupul z nu a fost inci
procesat deoarece astfel excursia 4,
ar fi fost deja eliminatd din listi (ex-
cursiile sunt eliminate dupi ce sunt
utilizate).

Asadar, dacd realizim o cores-
pondentd Intre al k-lea grup si excur-
sia a, si nu vom realiza ulterior nici o
corespondentd pentru grupul z, vom
avea In continuare o solutie optimi
(numirul corespondentelor este ace-
lasi).

Ultima posibilitate este ca al k-lea
grup si fie pus in corespondentd cu o
excursie a, unde x # 1. Distingem
doud cazuri:

* pentru excursia , nu este stabilitd
nici o corespondentd;

* excursia 4, este pusd In corespon-
dentd cu un grup z, care nu a fost
incd procesat.

Daci pentru excursia 4, nu este
stabilitd nici o corespondentd, atunci
putem si modificim pur si simplu
corespondenta pentru al k-lea grup.
Acestuia nu i va mai corespunde ex-
cursia a,, ci excursia 4,, iar numdrul
corespondentelor nu se va modifica.

Daci excursia 4, este pusi in co-
respondenti cu un grup z si acest
grup nu a fost incd procesat, atunci
putem intersechimba cele doud co-
responente. Celui de-al k-lea grup ii
va corespunde excursia a,, iar grupu-
lui z 1i va corespunde excursia a_.

Putem realiza aceastd interschim-
bare deoarece, in cazul In care al k-lea
grup este pus In corespondenti cu
excursia 4, si grupul z este pus in co-
respondentd cu excursia 4, atunci
avem:

IN
IN

IN
IN

[, <sy<m;s
l, <s,<u,.

Din definitia valorilor 4, si a_ob-

tinem /[, [, <s, st u, <u, .

Pe baza acestor relatii ajungem la
urmitoarea inegalitate:
Ll <s.<s,<u, <u,

Asadar, putem realiza corespon-
denta dintre al k-lea grup si excursia
a,, precum si corespondenta dintre
grupul z si excursia a, fird a reduce
numirul total al corespondentelor
realizate.

Am reusit astfel s3 demonstrim
cd daci algoritmul realizeazd in mod
optim corespondentele pentru prime-
le k - 1 grupuri, atunci el va realiza
in mod optim si corespondenta pen-
tru al k-lea grup.

Folosind metoda inductiei mate-
matice si presupundnd cu pentru ze-
ro grupuri corespondentele sunt rea-
lizate optim, tragem concluzia ci al-
goritmul anterior determini intot-
deauna rispunsul corect.

Detalii de implementare
Solutia consta in utilizarea unui heap
H pentru a pistra excursiile posibile



pentru grupul curent. Dacd grupul se
modifici, atunci anumite excursii
sunt addugate si alte excursii sunt eli-
minate.

Rédicina heap-ului va contine in-
totdeauna o excursie pentru care va-
loarea #, este cea mai micd dintre va-
lorile corespunzitoare tuturor ele-
mentelor din heap.

Algoritmul constd in urmitorii
past:

* se ordoneazi crescitor grupurile in

functie de valorile s

* se ordoneazi crescitor excursiile in
functie de valorile /;
o pentru fiecare grup 7 (in ordinea da-

td de valorile s)):

+ se adaugi in heap-ul H toate ex-
cursiile care nu au fost addugate
anterior si pentru care numarul
minim de participanti / este mai
mic sau egal cu numirul membri-
lor grupului 7;

+ se elimind din heap-ul H toate ex-
cursiile pentru care numdrul ma-
xim de participanti #, este mai mic
decat numdrul membrilor grupu-
lui 7

+ se elimind din heap-ul H elemen-
tul cu valoarea minimd (numai da-
cd heap-ul nu este vid); excursia
eliminatd este pusd in corespon-
dentd cu grupul 7.

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului prezentat este O(n - log 7 +
m - log m), iar spatiul de memorie ne-
cesar are ordinul O(n + m).

P040610: Fotbal

Vom arita modalitatea de determina-
re a solutiei cu ajutorul unor leme pe
care le vom si demonstra.

Limita inferioara

Vom arita acum care este numdrul
minim al situatiilor in care o echipi
joacd doud meciuri consecutive pe te-
ren propriu sau doud meciuri conse-
cutive in deplasare.

Lema #1

Limita inferioard a numdrului situai-
ilor in care o chipd joaci doud meciuri
consecutive pe teren propriu sau do-
ud meciuri consecutive in deplasare

este 7 - 2, unde 7 este numirul total
al echipelor.

Demonstratie

Presupunem, firi a restringe genera-
litatea, cd in prima etapd echipele 1,
., 1/ 2 joacd pe teren propriu, iar
echipele n /2 + 1, ..., n joacd in de-
plasare.

Cand oricare doui dintre primele
n / 2 echipe trebuie si dispute un
meci, una dintre ele va trebui s joa-
ce doud meciuri consecutive acasi sau
doud meciuri consecutive in deplasa-
re.

Definim faza ca fiind proprieta-
tea echipelor de a juca meciurile, al-
ternativ, pe teren propriu si in depla-
sare.

Initial, faza primelor 7 / 2 echipe
aratd cd acestea vor juca meciurile
din etapele impare pe teren propriu
si meciurile din etapele pare in depla-
sare, iar faza ultimelor 7 / 2 echipe
aratd ci acestea vor juca meciurile din
etapele pare pe teren propriu si me-
ciurile din etapele impare in deplasa-
re.

Pentru ca doud dintre primele 7 /
2 echipe sd poati disputa un meci, una
dintre aceste echipe trebuie s3 isi mo-
difice faza.

Evident, prin modificarea fazei, o
echipd joacd doud meciuri consecuti-
ve pe teren propriu sau doud meciuri
consecutive in deplasare.

Sd presupunem ci echipa care isi
modifici faza este echipa n / 2. Tre-
buie observat faptul ¢, pini in mo-
mentul in care aceastd echipi isi mo-
dificd faza, ea poate juca cu oricare
dintre primele z / 2 - 1, cu conditia
ca acestea s nu 1si fi modificat faza
anterior.

Acest rationament poate fi apoi
repetat pentru fiecare dintre primele
n /2 -1 echipe, deoarace si ele tre-
buie sd dispute partide unele cu alte-
le.

Mai exact, fiecare dintre aceste
echipe va trebui sd 1si modifice o da-
td faza pentru a putea juca cu echi-
pele cu numir de ordine mai mic.

Asadar, vor exista cel putin 7 / 2
- 1 situatii in care o echipi joaci do-
ud meciuri consecutive pe teren pro-

priu sau doui meciuri consecutive in
deplasare.

Intregul rationament poate fi re-
petat si pentru ultimele 7 / 2 echipe
(situatia este simetrici celei analizate
anterior). Astfel obtinem alte cel pu-
tinz / 2 - 1 situatii, ceea ce duce la un
numir total de cel putin 7 - 2 situa-
til.

Aplicand aceasti lemd obtinem o
limitd inferioard a numdrului situatii-
lor in care o echipi joacd doud me-
ciuri consecutive pe teren propriu
sau doud meciuri consecutive in de-
plasare. De fapt, vom arita ci este
intotdeauna posibild obtinerea unei
programdri a meciurilor astfel incat
numirul total al acestor situatii s3 fie
exact 7z - 2.

Vom prezenta mai intdi modul in
care putem stabili programarea me-
ciurilor, vom arita cd sunt respectate
toate conditiile impuse si vom demon-
stra cd apare exact 7 - 2 situatii In ca-
re o echipd joaci doud meciuri con-
secutive pe teren propriu sau doud
meciuri consecutive In deplasare.

Stabilirea programului
Pentru a simplifica formulele mate-
matice, vom numerota echipele si eta-
pe incepind cu 0 (ultima echipi este
n - 1, iar ultima etapd este 7 - 2).

Definim programul ca o functie
P10, 1, -2 (0,1, .., n-1}
pentru k=0, 1, ..., 7 - 2.

Pentruie {0, 1, ..., 7 - 2}, alegem
je{0,1,..,n-2}astfel incati+/=k
(mod 7 - 1). Daci i # j, vom stabili
valoarea p,(i) = j, iar dacd i = j, vom
stabili p,(1) =7 - 1.

In acest moment putem prezenta
programul meciurilor pentru o etapd
k.Vomnota[=[(k+1)/2].

Daci k este un numdr par, atunci
meciurile din cea de-a k-a etapd vor
fi de forma: (, p, (1)), (I + 1, p,(l + 1)),
wo (40 /2-Lp(l+n/2-1)).

Daci k este impar, atunci meciu-
rile din cea de-a k-a etapd vor fi de
forma: (p,(0), ), (p, ([ + 1), [+ 1), ...,
G +n/2-1),1+n/2-1).

Demonstratia corectitudinii aces-
tei programdri va fi prezentati in con-
tinuare.
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Corectitudinea si opti-
malitatea '

Vom prezenta acum doud leme care
vor demonstra cd in fiecare etapd o
echipd are intotdeauna programat un
singur meci si ci intre oricare doud
echipe se desfdsoari exact un meci.

Lema #2

Prin programarea descrisi anterior,
in fiecare etapd, fiecare echipd cuprin-
se Intre 0 si 7 - 1 disputd exact o par-
tidd (pentru fiecare etapd programa-
rea este corectd).

Demonstratie

Pentru a nu complica formulele ma-
tematice, vom lua 1n considerare se-
parat cazurile in care valoarea k este
pard si cazurile in care aceastd valoa-
re este impard.

Daci k este un numdr par, atunci
existd o valoare m astfel incit k=2 -
m,deciavem [=[2-m +1)/2] =m.

In aceste conditii perechile pe ca-
re le construim sunt: (m, p,(m)), (m +
Lpm+1),.,(m+n/2-1,p,(m
+n/2-1)).

Daci utilizim definitia functiei
,» atunci perechile sunt: (m, n - 1),
(m+1,(m-1)mod (n - 1)), ..., (m +
n/2-1,(m-n/2+1)mod (n- 1)),
unde prin mod am notat restul im-
partirii intregi. Datoritd faptului c3
impirtitorul este intotdeauna 7 - 1,
resturile vor fi Intotdeauna cuprinse
intre Osin - 2.

Numerelem -n/2-1,..,m-1,
mm+1,..m+n/2-1suntn-1
numere intregi consecutive, deci res-
turile operatiilor de impdrtire a aces-
tora la 7 - 1 sunt distincte. Aceste res-
turi vor reprezenta toate echipele cu-
prinse intr 0 si7 - 2, iar echipa 7 - 1
apare exact o datd in listd. Ca urma-
re, fiecare echipd apare exact o datd
in lista de perechi.

Aceastd afirmatie este adeviratd
deoarece k<n-2,m+n/2-1=Fk/
24n/2-1<(n-2)/2+n/2-1=
n - 2, deci nici una dintre echipele
aflate pe prima pozitie in perechi nu
va fin - 1 i, evident, nici una dintre
echipele care apar pe a doua pozitie
in perechi (cu exceptia primei perechi)
nu poate fi 7z - 1.

Daci k este un numir impar,
atunci existd o valoare 7 astfel incat
k=2-m+1,deciavem[=[2 -m +
2)/2]=m+1.

In aceste conditii perechile pe ca-
re le construim sunt: (p,(m + 1), m +
1), pm+2),m+2),..,@pm+n/
2,m+n/2).

Din nou, daci utilizim definitia
functiei p,, obtinem perechile: (m, m
+1), ((m-1)mod (n - 1), m +2), ...,
(m-n/2)mod (n-1),m+n/2-1),
n-1,m+n/2).

Valoarea 7 - 1 apare in ultima pe-
reche deoarece avemm -n /2 + 1 =
m+n/2-(n-1),decim-n/2+1
=m+n/2 (modulon-1).

La fel ca si In cazul anterior, echi-
pele cu numere de ordine cuprinse in-
tre 0 si 7 - 2 apar exact o datd in aces-
te perechi si, datoritd faptului cd avem
k=2-m+1<(n-2),m<(n-2)/2
(n este Intotdeauna par), echipa cu
numirul de ordine 7 - 1 apare si ea
exact o datd.

Astfel, am incheiat demonstrarea
acestei leme.

Lema #3

Daci luim In considerare intreaga pro-
gramare, atunci fiecare pereche de
echipe joacd exact un meci (intreaga
programare este corecti).

Demonstratie

Fie o valoare i € {0, 1, ..., n - 2}; echi-
pele impotriva cirora va disputa me-
ciurile echipa i vor avea numerele de
ordine j, astfel incat i + j, = k (modu-
lo 7 - 1), iar daci valoarea j, este ega-
14 cu 4, atunci echipa oponentd va fi n
-1

Afirmatia anterioard este dedusd
pe baza faptului ¢3 echipa 7 joacd
exact o datd In fiecare etapi (potrivit
lemei #2).

Ca urmare, aceste numere j, vor
fi: (-1) mod (2 - 1), (i + 1) mod (n -
1), ey (-1 +7-2)mod (n - 1).

Numerele -2, -2+ 1, ..., -t + 71 -2
sunt 7 - 1 numere Intregi consecutive,
deci resturile impdrtirilor lor intregi
la 7 - 1 sunt distincte (fiecare rest, de
la0lan -2, apare exact o dat).

Printre aceste resturi se va afla si
valoarea i; pentru etapa corespunzi-

toare oponentul echipei i va fi echipa
n-1

fn concluzie, cu exceptia valorii z,
fiecare numir cuprins Intre 0 §i7 - 1
va apdrea exact o datd Intre numerele
20, 10, 0

Din aceasti parte a demonstratiei
putem deduce cd echipa 7 - 1 va juca
de asemenea exact o datd cu fiecare
dintre primele 7 - 2 echipe.

Aceastd afirmatie este adevdrati
deoarece pentru fiecarei € {0, 1, ..., n
- 2} existd o etapd In care echipa i joa-
cd cu echipan - 1.

Aplicind lema #2 ajungem la con-
cluzia cd echipa 7 - 1 joacd exact un
meci in fiecare etapd.

Asadar, fiecare echipd joacd cu
echipe diferite in fiecare etapd, deci
lema #3 este adeviratd.

Pe baza lemelor #2 si #3 dedu-
cem cd programarea este corectd. Te-
orema urmdtore va demonstra ci
aceastd programare este si optima.

Teorema

Programarea construitd anterior este
optimi, in sensul c3 existd exact 7 - 2
situatii In care o echipd joacd doud
meciuri consecutive pe teren propriu
sau doud meciuri consecutive in de-
plasare.

Demonstratie

Similar cazului demonstratiei lemei
#2 vom considera doui cazuri distinc-
te. Pentru primul caz vom "trece" de
la 0 etapi cu numdr de ordine par la
o etapd cu numir de ordine impar,
iar pentru al doilea vom "trece" de la
o etapd cu numir de ordine impar la
o etapd cu numir de ordine par.

Daci luim in considerare etapele
k sik + 1, iar k este par, atunci, folo-
sind perechile descrise in demonstra-
tia lemei #2 (cu m = k / 2), obtinem
urmitoarele perechi pentru etapa k:
(myn-1),(m+1,(m-1)mod (n -
1), (m + 2, (m - 2) mod (n - 1)),...,
m+n/2-1,(m-n/2+1)mod (n
- 1),

De asemenea, obtinem urmdtoa-
rele perechi pentru etapa k + 1: (m,
m+1),((m-1)mod (n - 1), m +2),
v (m-n/2)mod (n-1),m+n/2-
D,(n-1,m+n/2).
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Figura 3: Cele patru deplasdri necesare pentru a muta piesa k in pozifia sa corectd (cea hasuratd),
n condifiile in care piesa se afld deja pe linia corectd.

Putem observa imediat ¢ numai
echipa cu numirul de ordine 7 joa-
cd, In aceastd situatie, doud meciuri
consecutive pe teren propriu i numai
echipa cu numirul de ordine m +n/ 2
joacd doud meciuri consecutive in de-
plasare. Pentru a deduce acest lucru
trebuia tinut cont de faptul cd m - n
/2+1=m+n/2(modulon-1)(pe
care l-am mai amintit).

Asadar, pentru oricare doud eta-
pe consecutive dintre care prima are
numirul de ordine par vom avea do-
ud echipe care isi vor modifica faza
(vor juca doud meciuri consecutive
pe teren propriu sau in deplasare).
Datoritd faptului ¢i avem (n/ 2) - 1
astfel de perechi de etape, numirul
total al situatiilor in care o echipa
joacd doud meciuri consecutive pe te-
ren propriu sau doud meciuri conse-
cutive in deplasare este 2+ (n /2 - 1)
=n-2.

Daci luim in considerare etapele
k si k + 1, iar k este impar, atunci,
folosind perechile descrise in demon-
stratia lemei #2 (cu m = [k / 2]), obti-
nem urmdtoarele perechi pentru eta-
pak: (mym+1),(m-1) mod (n - 1),
Mm+2), ey (m-n/2)mod (n-1),m
+n/2-1),(n-1,m+n/2).

Pentru etapa k + 1 vom obtine, tot
pe baza lemei #2, urmdtoarele perechi:
(m+1,n-1),(m+2,mmod (n - 1)),
(m+3,(m-1)mod (n-1)),...,(m+n
/2,(m-n/2+2)mod (n- 1))

?
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Daci studiem primele echipe din
a doua multime de perechi si pere-
chile aflate pe a doua pozitie in pri-
ma multime de perechi, observim ci
aceste multimi de echipe sunt iden-
tice.

Aceasta implicd faptul 3, daci se
utilizeazd o astfel de programare, du-
pd o etapd cu numir de ordine impar
toate echipele isi pdstreazd faza, deci
nu apare nici o situatie in care o echi-
pd joacd doud meciuri consecutive pe
teren propriu sau doud meciuri con-
secutive in deplasare.

Dupi ce am luat in considerare
ambele cazuri, am dedus ci apar, in
total, exact 7 - 2 situatii in care o echi-
pd joacd doud meciuri consecutive pe
teren propriu sau doud meciuri con-
secutive in deplasare, ceea ce demon-
streazd teorema.

Solutia corectd si optimd are or-
dinul de complexitate O(n?) si nece-
sitd un spatiu de memorie de dimen-
siune constantd. Mai trebuie observat
faptul ¢ operatia de scriere a datelor
de iesire are ordinul de complexitate

o).

P040611: Puzzle

Puzzle-ul prezentat in aceasti pro-
blemd pare a fi foarte asemdnitor cu
celebrul cub Rubik. Intr-adevir, abor-
darea pe care o vom prezenta va pu-
tea fi utilizati si pentru a rezolva cu-

bul Rubik.

t i

.
(] [x]a i

Algoritmul pe care il vom descrie
constd in doud faze:

e aranjarea pieselor corespunzitoare
pe toate liniile cu exceptia ultimei
linii;

« rearanjarea pieselor de pe ultima li-
nie.

Prima faza

In aceastd primi fazi vom plasa pie-
sele succesive 1, 2, ..., n* - n 1n poziti-
ile corespunzitoare.

S4 presupunem cd am reusit sa
mutdm deja piesele 1, 2, ..., k In pozi-
tiile corecte. Dorim acum s ampla-
sim piesa k 1n pozitia sa corectd, fard
ca vreuna dintre piesele anterioare si
fie mutatd din pozitia sa.

Astfel, putem distinge patru si-
tuatii:

» piesa se afld deja In pozitia corectd;

» piesa se afld pe linie corectd;

* piesa se afld pe coloana corect3;

* piesa nu se afld nici pe linia, nici pe
coloana corectd.

In prima situatia nu trebuie efec-
tuatd nici o operatie.

In cazul in care piesa se afli pe
linia corectd, procedim asa cum se
aratd in figura 3.

Se observi ci, dupi efectuarea ce-
lor patru deplasiri, doar trei piese 1si
modificd pozitia: j, k si m.

Daci piesa se afld pe coloana co-
rectd, procedim intr-o manieri simi-

Figura 4: Cele patru deplaséri necesare pentru a muta piesa k in pozifia sa corectd (cea haguratd),
in conditiile in care piesa nu se ofld nici pe linia, nici pe coloana corectd.
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lard. Vom avea nevoie tot de patru
deplasiri i in acest caz.

Daci piesa nu se afld nici pe linia,
nici pe coloana corectd, atunci vom
efectua tot patru deplasiri, dupd cum
se poate vedea in figura 4.

Trebuie observat faptul ¢i dupd
cele patru deplasiri prezentate In fi-
gurd, doar doui piese isi modifici po-
zitia: j si k.

Cu aceasta am incheiat prezenta-
rea operatiilor efectuate In prima fa-
zd.

A dova faza

Tnainte de a arit modul in care sunt
rearanjate piesele de pe ultima linie,
trebuie sd ne gindim putin la proble-
ma formulatd de rege - existd intot-
deauna o modalitate de a rezolva puz-
zle-ul?

Permutdri
Vom prezenta acuma citeva elemen-
te fundamentale referitoare la permu-
tarl.

Fie o permutare f: {1, ..., n} - {1,
..., 7). Dacd pornim de la un element
arbitrar x € {1, ..., n} si iterim functia
F obginind <), ), A, -
dupid citeva iteratii (cel mult z), vom
obtine din nou valoarea x. Rezulti
imediat ci fiecare permutare este o
colectie de cicluri.

De exemplu, permutarea (2, 4, 5,
1, 3) este formatd din doud cicluri si
putem scrie (2, 4,5, 1, 3) = [2, 4, 1][5,

3]. De asemenea, mai spunem ca per-
mutarea (2, 4, 5, 1, 3) este produsul
ciclurilor [2, 4, 1] s [5, 3].

Ciclurile de lungime 2 au o sem-
nificatie speciali. Ele sunt numite si
transpozitii.

Fiecare ciclu poate fi scris ca un
produs de transpozitii:

(1,2, ., ] = [1, &1, - 1]..[1, 3][1, 2]

Practic, in formula anterioari
aplicim succesiv transpozitiile de la
dreapta spre stinga.

Se observi cd orice permutare
poate fi scrisd sub forma unui produs
de transpozitii.

Descompunerea In transpozitii
nu este unicd. De exemplu, avem (2,
4,5,1,3) = [4, 1112, 1][5, 3] = [2, 414,
115, 3].

Nici numirul transpozitiilor care
apar in doud descompuneri diferite
ale unei permutdri nu trebuie si fie
acelasi. De exemplu, putem avea [1,
301, 7]01, 3] = [3, 4](4, 5[5, 61][6,
715, 6][4, 5113, 4].

Totusi, existd anumite proprietdti
importante. Urmdtoarea propozitie
este destul de cunoscuti.

Propozitie

Daci o permutare f poate fi descom-

pusd sub forma unui produs de trans-
pozitii si numdrul acestor transpozitii
este par, atunci permutarea f nu poate
fi descompusi sub forma unui produs
de transpozitii in care numirul trans-
pozitiilor este impar.

Ca urmare, putem Impdrti per-
mutirile In doud grupuri: permutdri
pare care se descompun in produse
din care fac parte un numir par de
transpozitii §i permutdri impare care
se descompun in produse din care fac
parte un numir par de transpozitii.

Sd considerim o permutare care
este formatd dintr-un singur ciclu. Se
observi ci lungimea ciclului este pard
dacd si numai dacd permutarea este
impara.

Permutarile si puzzle-ul

Este evident ¢i putem trata configu-
ratia initiald ca fiind o permutare a
celor #? piese. Vom nota aceastd con-
figuratie prin 7. Fiecare deplasare
circulari este i ea o permutare si este
formatd dintr-un singur ciclu. Confi-
guratia finald este dati de permutarea
identicd ud.

Dorim si efectudm o serie de de-
plasdri asupra configuratiei initiale
pentru a obtine permutarea ud.

Cu alte cuvinte, dorim si deter-
mindm o secventd de permutdri cir-
culare s, s,, ..., 5, corespunzitoare
unor deplasiri ale liniilor sau ale co-
loanelor, g astfel incat si avem ss, |
wS,8, 10y = 1dl.

Sd presupunem cd valoarea 7 este
impari. In acest caz fiecare s, este o
permutare pari. Datoriti faptului ci
id este o permutare pard, reiese ci
puzzle-ul poate fi rezolvat numai da-
cd m, este 0 permutare pard.

Figura 5: Rearanjarea ultimei linii: piesa k ajunge in pozifia piesei |,
piesa | ajunge in pozitia piesei m si piesa m ajunge in pozifia piesei k.



Operatia de verificare a faptului
cd, in conditiile in care 7 este un nu-
mdr impar, configuratia initial este
reprezentatd de un numdr impar, are
ordinul de complexitate O(n?).

Totusi, ce putem face dacd valoa-
rea n este pard sau permutarea 7, este
pard? Dupd prima fazd obtinem cel
mult o linie care nu este aranjati co-
rect (ultima linie). Se observi cd, daci
n este un numdr par si configuratia
obtinutd dupd prima fazi este impard,
atunci aceastd configuratie poate de-
veni pard daci deplasim cu o pozitie
ultima linie.

Asadar, in cele ce urmeazi, putem
presupune ci dupi prima fazi am ob-
tinut o configuratie a pieselor care es-
te reprezentatd de o permutare pari.

fn acest coditii putem muta pie-
sele succesive n> -n + 1, n% - n + 2,
..., n* in pozitiile corecte dupd cum
se aratd In continuare.

Considerdm piesa cu numdrul de
ordine k. Presupunem ¢ o piesi cu
numirul de ordine / se afld pe pozitia
k. Trebuie sd existe o piesd cu numi-
rul de ordine m, astfel incit m > k si
m # I, deoarece altfel permutarea ar fi
formatd dintr-o singuri transpozitie
st ar fi impard.

In figura 5 se arati ¢ sunt sufi-
ciente sapte mutdri pentru a aplica
permutarea [k, [, m]. Ca urmare,
piesa k ajunge pe pozitia sa corectd i
fiecare piesd j < k rimine pe pozitia
sa corectd.

Se observd cd numirul deplasiri-
lor efectuate daci se utilizeazd acest
algoritm este intotdeuna cel mult
egalcu4-n-(n-1)+7-n<400.000.

Detalii de implementare
Existd o multime de posibilititi de a
implementa o solutie corectd, dar exis-
td cateva "trucuri” care imbunititesc
semnificativ viteza de executie.

Daci pistrim o tabli cu n? piese
si simuldm fiecare mutare prin muta-
rea pieselor, atunci ordinul de com-
plexitate devine O(n?).

Acest ordin de complexitate poa-
te creste la O(n*) dacd nu pastrim
pozitiile pieselor (avem nevoie de un
timp de ordinul O(n?) pentru a gisi
fiecare dintre cele O(n?) piese).

Existd o solutie cu ordinul de
complexitate O(n?), care se bazeazd
pe o observatie simpld. Am prezentat
trei modalititi pentru a muta o piesd
in pozitia sa corectd.

Fiecare modalitate constd in gru-
puri de patru sau sapte deplasiri, dar
rezultatul acestor deplasiri este modi-
ficarea pozitiilor a doui sau trei piese.

Asadar, pozitiile pieselor dupid
efectuarea unui astfel de grup de de-
plasdri pot fi actualizate in timp
constant.

P040672: Cherestea

Pentru inceput trebuie si observim

faptul ¢ nu este eficient sd construim

fabrici de cherestea intre copaci. ntr-
un astfel de caz costul va scidea cu
sigurantd dac fabrica ar fi mutati in
dreptul copacului aflat mai sus.

Tnainte de a prezenta algoritmul
de rezolvare, vom prezenta cteva de-
finitii utile.

Vom nota prin Cost(a, b) costul
total al transportului In situatia in ca-
re cele doud fabrici de cherestea sunt
construite in dreptul copacilor a i b,
unde a < b.

In plus, presupunind ci fabrica de
cherestea aflatd mai jos este situatd n
punctul 7, pozitia optimd a celeilalte
fabrici va fi notatd prin opt(i). Daci
existd mai multe pozitii optime, atunci
va fi aleasd cea mai mici dintre ele.

Va trebui si determinim o pereche
(a, b) astfel incat valoarea Cost(a, b) si
fie minima.

Primul nostru obiectiv va fi deter-
minarea unei modalitdti rapide de a
calcula valorile Cost(a, b).

Presupunem ca stocim urmatoa-
rele valori:

* D(i) - distanta dintre copacul 1 si
copacul 7; D(n + 1) va contine dis-
tanta dintre copacul 1 si fabrica de
cherestea aflatd la poalele dealului;

o W(2) - suma greutitilor copacilor 1,
2, 1

o CostTotal - costul transportdrii tu-
turor copacilor la fabrica de la poa-
lele dealului (cAnd nu exist3 nici o
alti fabric3).

Operatiile de determinarea a tutu-
ror acestor valori au ordinul de com-

plexitate total O(n). Pentru a le calcu-
la este suficient si plecim de la primul
copac si s ne deplasim inspre poalele
dealului, adundnd greutiti si distante.
Se observa faptul cd dupi aceastd
preprocesare se pot calcula valorile
Cost(a, b) in timp constant, pentru ori-
ce pereche (, b).
Urmitoarea formuli usor de veri-
ficat este adevirati:
Cost(a, b) = CostTotal - W(a) - (D(b)
- D(a)) - W(b) - (D(n + 1) - D(b)).

Algoritmul patratic

fn acest moment putem prezenta un
algoritm care are ordinul de comple-
xitate O(n?). Se executd in timp liniar
preprocesarea prezentatd si apoi se
verificd toate posibilitdtile de a alege
pozitiile celor doui fabrici de cheres-
tea. Pentru fiecare alegere avem ne-
voie de un timp constant pentru a cal-

cula costul, iar numdrul acestor pe-
rechi este O(n?).

Un algoritm mai rapid
Din nefericire abordarea prezentatd
anterior nu este suficient de rapida.
Vom prezenta o observatie cheie care
ne va ajuta si Imbundtdtim semnifica-
tiv performantele.

Observatie
Pentru fiecare i < j, avem opt(i) <

opt(y).

Cu alte cuvinte, daci mutim fa-
brica aflati mai jos inspre poalele
dealului, fabrica aflatd mai sus nu se
poate muta inspre varf.

Nu este foarte dificil si demon-
strim aceastd afirmatie. S conside-
rim urmitoarea lemi:

Lema

Pentru fiecare k < k' si7 <7, dacd
avem Cost(k', i) < Cost(k, i), atunci
Cost(k', j) < Cost(k, j).

Demonstratie

Inegalitatea Cost(k', i) < Cost(k, 1) ara-
td cd este mai eficient si transportim
copacii 1, 2, ..., k de la pozitia k la po-
zitia k' decit sd transportim copacii
k+1,k+2,..,k" delapozitia k' la
pozitia i.
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Este evident ci pentru transpor-
tarea copacilor B+ 1,k + 2, ..., k' de
la pozitia k' la pozitia j costul va fi
cel putin la fel de mare.

Putem deduce imediat ci avem,
intr-adevdr, Cost(k', j) < Cost(k, 7).

S3 introducem acum in lema an-
terioard k' = opt(). Inegalitatea
Cost(k', i) < Cost(k, 1) este adevirati
(este ipoteza). Lema ne aratd cd orica-
re k < k' nu poate fi opt(j) deoarece
ar duce la obtinerea uni cost mai ma-
re decdt k'. Asadar, am ajuns la con-
cluzia cd observatia prezentati este
intotdeauna adevirati.

In cele ce urmeazi vom prezenta
modul in care putem obtine un algo-
ritm mai rapid pe baza acestei obser-
vatil.

Prezentarea algoritmului

S3 presupunem c3 am reusit si calcu-
lim valoarea a* = opt([n / 2]). Stim
cd pentru orice ¢ < [n / 2] vom avea
opt(i) < a™ si ¢ pentru orice j > [n /2]
vom avea opt(j) 2 a*.

Asadar, putem crea o rutind re-
cursiva Solve(a ., a b . b )ca-
re determindae {a_,..,a, }sibe
{b,,.> - b, } astlel incat valoarea
Cost(a, b) este minima.

Rutina determind valoarea a* =
opt([(b,, - b, )/ 2]), intr-un timp
de ordinul O(a,,, - 4,,,).

In continuare se apeleazi recur-
siv:

Solve(a_. ,a*, b

‘min® > ¥ mind

[Bprae = b, 1 21- 1)

si
Solve(a*, a, ,
[(bmax - bmin) / 2] + l’ bmax)'
Evident, apelul initial va fi:
Solve(1, n, 1, n).

Andliza complexitdtii
Se observa imediat cd numirul pere-
chilor verificate se reduce. Vom in-
cerca acum si estimam acest numar
al perechilor.

S3 considerim arborele binar al
apelurilor recursive. Adancimea aces-
tuia este marginitd de valoarea [log

n] + 1 decarece valoarea b, - b .
este Tnjumdtatitd la fiecare pas.

La fiecare nivel al aborelui cele n
valori posibile pentru a sunt impdr-
tite in mai multe "segmente" astfel
incat doud segmente consecutive au
exact o valoare comund.

Rezulti ci numirul total al valo-
rilor 4 luate in considerare la fiecare
nivel are ordinul O(n).

Ca urmare, ordinul de complexi-
tate al operatiei de determinare a va-
lorilor opt(-) de la fiecare nivel este
O(n).

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al intregului algolritm este O(n
- log ) deoarece avem O(log 7) ni-
veluri in arbore.

Alte solutii

Existd mai multe alte abordiri pentru
aceastd problemd, dar nu toate sunt
corecte. De asemenea, existi genera-
lizdri ale problemei.

Solutii naive

Existd o multime de algoritmi cu or-
dinul de complexitate O(r*) sau chiar
O(n*).

Acestia iau in considerare toate
variantele de amplasare pentru cele
doud fabrici de cherestea si determi-
nd costurile pentru aceste pozitii cu
ajutorul unor algoritmi lenti care pot
fi liniari sau chiar pitratici dacd se
utilizeazi metoda fortei brute.

Mai multe fabrici
fn continuare vom prezenta un algo-
ritm care rezolvi problema generali-
zatd: trebuie amplasate k fabrici de
cherestea.

Pentru fiecare 7 cuprins intre 1 si
n si fiecare [ cuprins intre 1 si k vom
nota prin 7, costul optim pentru am-
plasarea a k fabrici de cherestea dacd
se iau 1n considerare doar copacii cu
numere de ordine cuprinse Intre 1 si
i. De asemenea, presupunem cd exis-
td o fabricd suplimentard aflatd in
dreptul celui de-al (z + 1)-lea copac.

Pentru a rezolva problema vom
aplica metoda programarii dinamice.
Valoarea T, poate fi determinatd in-
tr-un timp de ordinul O(7). Practic,
vom verifica toate posibilititile de

amplasare a celei de-a i-a fabrici si
vom utiliza valorile deja pastrate T,
) Ti-l,[-l'

Ordinul de complexitate al intre-
gului algoritm este O(k - n?). pentru
k =2 obtinem un alt algoritm pitra-
tic de rezolvare a problemeti initiale.

Solutii greedy eronate
Putem incerca sd determinim pozitia
optimd a unei fabrici de cherestea in
timp liniar. Una dintre cele doui fa-
brici va fi amplasatd in acea pozitie.
Acum, putem verifica toate
celelalte pozitii pentru cea de-a doua
fabricid si sd o alegem pe cea pentru
care obtinem un cost total minim.
Ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm este O(n) dar, din nefe-
ricire, algoritmul nu functioneazi
corect decit pentru o micd parte
dintre situatii.

Despre un algoritm liniar...
Problema generalizatd este cunoscuti
sub denumirea de problema k-media-
nei.

Aceastd problemd cere alegerea a
k varfuri ale unui graf ale cirui var-
furi si muchii au atasate costuri. In
cele k varfuri vor fi amplasate facili-
tati, iar varfurile trebuie si fie alese
astfel ncat costul total sd fie minim.

Costul total este dat de suma
produselor dintre costurile varfurile
si distantele (costul drumului minim)
pani la cea mai apropiatd facilitate.

Pentru cazul general aceastd pro-
blem3 este NP-completd, indiferent
daci graful este orientat sau nu.

Pentru arbori problema poate fi
rezolvatd in timp polinomial.

Pentru un drum orientat existd
un algoritm cu ordinul de complexi-
tate O(n - k). Acest algoritm a fost
prezentat in lucrarea Placing Resonr-
ces on a Growing Line, publicat de
citre V. Auletta, D. Parente si G.
Persiano in Journal of Algorithms,
vol. 26, no. 1, 1998.

Pentru cazul k£ =2 obtinem un
algoritm liniar de rezolvare a proble-
mei de la concurs. Totusi, din neferi-
cire algoritmul este mult prea com-
plex pentru a putea fi implementat in
cadrul unui concurs de programare.



