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Plovdiv, iulie 2004

Olimpiada BALCANICÃ de
Informaticã 2004
Vã prezentãm în continuare soluþiile oficiale ale celor ºase probleme propuse
spre rezolvare la ultima ediþie a Olimpiadei Balcanice de Informaticã.

P040613: Monede
Problema poate fi rezolvatã
în mai multe moduri, dar
fiecare modalitate de rezol-

vare va duce la obþinerea rãs-
punsului corect în timpul permis doar
pentru o parte dintre teste. 

O caracteristicã oarecum neobiº-
nuitã a problemei este faptul cã, indi-
ferent care ar fi fost metoda aleasã, nu
s-ar fi obþinut punctajele corespun-
zãtoare tuturor testelor. 

Pentru a se obþine punctajul ma-
xim, era necesar sã fie combinate
cel puþin douã dintre metodele
care vor fi prezentate. 

Aºadar, putea fi implementat
un algoritm bazat pe programarea di-
namicã ºi o cãutare bine aleasã, sau
algoritmul bazat pe programarea di-
namicã ºi metoda algebricã pe care o
vom prezenta.

Cãutare exhaustivã
O primã metodã constã în determi-
narea soluþiei optime ºi compararea
ei cu soluþia obþinutã folosind algo-
ritmul greedy prezentat în enunþ. Evi-
dent, aceastã metodã directã poate fi
aplicatã numai pentru testele "mici".

Cãutarea bine-aleasã
Aceastã metodã constã în testarea
anumitor cazuri speciale, cum ar fi
cãutarea unei soluþii formate din mo-
nede de unul sau douã tipuri sau cãu-

tarea unei soluþii care nu
este optimã, dar care este
mai bunã decât cea furni-

zatã de algoritmul greedy.

Programare dinamicã
Metoda pe care o vom
prezenta va avea ordinul de
complexitate O(M · S), iar spaþiul de
memorie necesar va avea ordinul
O(S). 

Vom nota prin ti numãrul minim
de monede care este suficient pentru
a plãti suma i, folosind cele M tipuri
de monede date. 

Dacã valorile t1, t2, ..., ti-1 sunt de-
ja calculate, valoarea ti poate fi calcu-
latã pe baza urmãtoarei observaþii:

existã un tip de monede aj care
este folosit pentru a obþine suma
i folosind un numãr de monede;

dacã folosim acea monedã ºi
monedele folosite pentru a obþine
suma i - aj, atunci vom obþine
suma i folosind un numãr mi-
nim de monede.

Secvenþa în pseudocod care
urmeazã va prezenta metoda
descrisã. 

Se foloseºte un vector t care con-
þine S elemente ºi ale cãrui valori au
semnificaþia de mai sus. 

Mai este necesar un vector p, care
conþine tot S elemente, iar

pi va conþine tipul aj
care a fost ales pentru a
se obþine valoarea

minimã pentru plata
sumei i. 

Numãrul operaþiilor efectuate es-
te proporþional cu produsul M · S.

algoritm determinăMinim

t0 ← 0

t1 ← 1

p0 ← 0

pentru i ← 2, S

execută

w ← ∞
pentru j ← 1, M execută

dacă aj ≤ i atunci

k ← i - aj
dacă w > tk + 1 atunci

w ← tk + 1

pi ← j

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit pentru

ti ← w

sfârșit pentru

sfârșit algoritm

Alþi algoritmi
Existã mai mulþi algoritmi bazaþi
pe metoda programãrii dinamice
care pot duce la rezolvarea pro-

blemei, dar spaþiul de memorie
utilizat este mai mare sau numãrul
operaþiilor efectuate este mai mare.
De exemplu spaþiul de memorie ajun-
ge la ordinul O(M · S), sau ordinul
de complexitate al algoritmului ajun-
ge la O(M · S2).

Metoda algebricã
Vom determina modul de platã a su-
mei ak folosind doar monede de tipul
a1, a2, ..., ak-1.

Aceastã sumã poate fi obþinutã
astfel:

Pentru fiecare pe-
reche de valori (k, j),
vom nota:
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Se poate demonstra faptul cã da-
cã existã o sumã care poate fi obþinu-
tã folosindu-se un numãr mai mic de
monede decât numãrul furnizat de
algoritmul greedy, atunci existã cel
puþin o valoare Pk,j pentru care aceas-
tã afirmaþie este de asemenea adevã-
ratã. 

Cu alte cuvinte, numãrul de mo-
nede obþinut folosind algoritmul gre-
edy este mai mare decât numãrul de
monede indicat în formula anterioarã.

Aºadar, este suficient sã verificãm
valorile Pk,j obþinute. Obþinem un al-
goritm al cãrui ordin de complexitate
este O(M2), dar, în unele situaþii, s-ar
putea ca algoritmul sã nu ducã la re-
zolvarea problemei deoarace este po-
sibil ca toate valorile gãsite sã nu fie
cuprinse în intervalul [x, y]. 

Date de test
Tabelul prezintã datele de test folo-
site în concurs. Se observã cã pentru
ultimele teste algoritmii al cãror or-
din de complexitate depinde de S nu
sunt acceptabili.

# M aM x y

1 7 21 26 50

2 12 234 1 999

3 13 313 513 548

4 13 313 5130 5480

5 30 205 201 999

6 42 899 999500 999999

7 44 800000 99500 999999

8 44 800000 1 999999

9 58 3000000 5010000 6000000

10 91 4000000 5000000 7000000

P040614: Echipa
Existã o mulþime de posibilitãþi de a
rezolva aceastã problemã. Soluþiile
pot fi clasificate în trei categorii în
funcþie de ordinul de complexitate al
algoritmilor folosiþi pentru rezolva-
re. Vom prezenta în continuare câte
un algoritm reprezentativ pentru fie-
care dintre categorii. 

Algoritmul banal
Cel mai intuitiv algoritm urmãreºte
pur ºi simplu definiþiile conceptelor

de mai bun ºi excelent din enunþul
problemei. 

Vom parcurge toþi concurenþii ºi
pentru fiecare concurent X vom de-
termina dacã acesta este sau nu exce-
lent. 

Verificarea constã într-o nouã par-
curgere a tuturor concurenþilor ºi,
pentru fiecare concurent Y, se verifi-
cã dacã Y este mai bun decât X.

Datoritã faptului cã putem pãstra
cu uºurinþã în memorie poziþiile con-
curenþilor de la fiecare concurs, pu-
tem verifica dacã X este mai bun de-
cât Y comparând poziþiile celor doi
la cele trei concursuri.

Aºadar, putem determina dacã X
este sau nu excelent într-un timp de
ordinul O(N). Ca urmare, vom de-
termina toþi concurenþii excelenþi
într-un timp de ordinul O(N2). 

Este acum foarte simplu sã numã-
rãm concurenþii excelenþi. Obþinem
un algoritm care ruleazã în timp pã-
tratic ºi care, în concurs, ar fi obþinut
20-30 de puncte în funcþie de deta-
liile de implementare ºi prezenþa sau
absenþa optimizãrilor. 

Un alt algoritm simplu
Putem îmbunãtãþi ordinul de com-
plexitate al algoritmului anterior da-
cã luãm în considerare urmãtoarea
observaþie: dacã Y nu este excelent
(datoritã faptului cã existã un concu-
rent Z care este mai bun decât Y)
atunci, în momentul în care verifi-
cãm dacã un concurent X este sau nu
excelent, putem "sãri" peste Y dato-
ritã faptului cã, dacã Y este mai bun
decât X, atunci ºi Z va fi mai bun de-
cât X.

Algoritmul este o varian-
tã uºor modificatã a celui an-
terior. Este suficient sã pãs-
trãm o listã a concurenþilor
despre care ºtim cã sunt excelenþi. 

În momentul în care dorim sã ve-
rificãm dacã un concurent este sau nu
excelent, nu va mai trebui sã verifi-
cãm pentru fiecare concurent Y dacã
Y este mai bun decât X. Este suficient
sã verificãm toþi concurenþii Y aflaþi
în lista concurenþilor excelenþi.

Astfel, ordinul de complexitate a
operaþiei de verificare a faptului dacã
un concurent este sau nu excelent se
reduce de la O(N) la O(K), unde K
este numãrul total al concurenþilor
excelenþi. 

Dacã se efectueazã aceastã modi-
ficare, ordinul de complexitate al al-
goritmului devine O(N · K) ºi, folo-

sind acest algoritm, un
concurent ar fi obþinut 40-
50 de puncte.

Un algoritm bazat pe
arbori de indici
Pentru a obþine un algo-
ritm mai rapid va trebui sã
folosim o structurã de date
cunoscutã ºi sub numele
de arbore de indici.

Arborele de indici pe
care îl vom folosi pentru a

rezolva aceastã problemã trebuie sã
permitã efectuarea urmãtoarelor
operaþii:
• adãugarea unei perechi de numere

(cheie ºi valoare) în arborele de
indici;

• furnizarea celei mai mici valori co-
respunzãtoare unei chei care este
mai micã decât o valoare datã X.

Arborele de indici pe care îl vom
utiliza va permite efectuarea acestor
douã operaþii într-un timp de ordi-
nul O(log N). Vom prezenta în con-
tinuare modul în care vom construi
un astfel de arbore.

Putem privi arborele de indici ca
fiind un arbore binar complet care
conþine 20 de niveluri, deci are 219 =
524.288 de frunze.

Fiecare nod al acestui arbore (cu
excepþia rãdãcinii) va avea exact un
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pãrinte ºi, de asemenea, fiecare nod
(cu excepþia frunzelor) va avea exact
doi fii.

Vom atribui fiecare indice posibil
(de la 1 la 524.288) frunzelor arbore-
lui, în ordine. Fiecare frunzã va fi
"rãspunzãtoare" pentru informaþiile
corespunzãtoare indicelui care i-a
fost atribuit.

Apoi, fiecare nod al arborelui va
fi "rãspunzãtor" pentru indicii cores-
punzãtori fiilor sãi. De exemplu, pã-
rintele primelor douã frunze va fi
"rãspunzãtor" pentru indicii 1 ºi 2,
pãrintele sãu va fi rãspunzãtor pen-
tru indicii 1, 2, 3 ºi 4, pãrintele aces-
tuia va fi rãspunzãtor pentru indicii
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ºi 8 etc.

Similar, frunzele "responsabile"
pentru indicii 35 ºi 36 vor avea un
pãrinte care va fi "rãspunzãtor" pen-
tru ambii indici (35 ºi 36). Acest pã-
rinte va avea un frate care va fi "rãs-
punzãtor" pentru indicii 33 ºi 34, iar
pãrintele acestor douã noduri va fi
"rãspunzãtor" pentru indicii 33, 34,
35 ºi 36.

Continuând în acest mod ajun-
gem la rãdãcinã care va fi "rãspunzã-
toare" pentru întregul inter-
val [1, 524.288], iar cei
doi fii ai sãi vor fi "rãs-
punzãtori" pentru interva-
lele [1, 262.144], respec-
tiv [262.145, 524.288].

Acum, cunoscând in-
tervalul de indici pentru care este "rãs-
punzãtor" fiecare nod, definim res-
ponsabilitatea astfel: fiecare nod pãs-
treazã cea mai micã valoare corespun-
zãtoare unui indice din intervalul pen-
tru care este "rãspunzãtor" nodul. 

Iniþial, toate frunzele vor conþine
valoarea ∞. Implicit, toate nodurile
vor conþine aceeaºi valoare. 

În momentul în care se doreºte
adãugarea unei perechi în arborele de
indici, este suficient sã actualizãm
frunza corespunzãtoare indicelui dat
împreunã cu toþi strãmoºii sãi (toate
nodurile rãspunzãtoare pentru indi-
cele dat sunt strãmoºi ai frunzei res-
pective). 

Actualizarea constã în compara-
rea noii valori ºi a valorii curente. Da-
cã valoarea curentã este mai mare de-

cât noua valoare, atunci ea este mo-
dificatã. 

Datoritã faptului cã existã log2 N
strãmoºi, obþinem ordinul de com-
plexitate dorit O(log N )
pentru operaþia de actua-
lizare. 

În momentul în care
dorim sã efectuãm o inte-
rogare de tipul celei descrise (a doua
operaþie menþionatã), este suficient
sã alegem cea mai micã valoare dintre
valorile pãstrate de un frate stâng al
unuia dintre strãmoºii frunzei cores-
punzãtoare valorii X date. 

Deºi pare complicat, de fapt este
foarte simplu. Vom explica în detaliu
în ce constau operaþiile descrise. 

Fiecare nod (cu excepþia rãdãci-
nii) are un frate. Vom numi frate
stâng nodul corespunzãtor unui in-
terval ale cãrui extremitãþi sunt mai
mici; celãlalt frate va fi numit frate
drept. De exemplu, nodurile cores-
punzãtoare intervalelor [1, 4] ºi [5, 8]
sunt fraþi. Primul nod va fi fratele
stâng deoarece valorile 1 ºi 4 sunt

mai mici decât valorile 5
ºi 8.

Vom
considera
acum un
indice arbi-
trar Y care
este mai
mic decât

indicele dat X. Cele douã frunze co-
respunzãtoare acestor doi indici vor
avea un aºa-numit cel mai mic strã-
moº comun Z (deoarece oricare douã
noduri au cel puþin un strãmoº comun:
rãdãcina). Acest cel mai mic strãmoº
comun este cel mai apropiat strãmoº
de cele douã frunze (aflat pe un nivel
cu numãr de ordine cât mai mare -
numãrãtoarea nivelurilor începe de la
rãdãcinã).

Datoritã faptului cã Y este mai
mic decât X ºi datoritã faptului cã nu
existã nici un strãmoº
comun mai mic decât Z,
este întotdeauna adevã-
ratã afirmaþia potrivit cãreia fiul drept
al lui Z este un strãmoº al lui Y, iar
fiul stâng al lui Z este un strãmoº al
lui X.

Aºadar, fiul stâng al acestui strã-
moº al lui X este "rãspunzãtor" pen-
tru Y (reamintim faptul cã oricare
strãmoº al lui Y este "rãspunzãtor"
pentru Y). 

Am demonstrat astfel cã, exami-
nând fraþii stângi ai strãmoºilor lui
X, putem acoperi toþi indicii mai
mici decât X datoritã faptului cã

toþi indicii Y au fost acoperiþi în
acest fel (în argumentaþia anterioarã
indicele Y a fost ales arbitrar).

În concluzie, este suficient sã ve-
rificãm valorile pãstrate de cãtre fra-
þii stângi ai strãmoºilor ºi sã o alegem
pe cea mai micã dintre ele. 

Numãrul strãmoºilor este log2 N,
deci obþinem ordinul de complexita-
te dorit O(log N) pentru operaþia de
interogare.

Dupã implementarea structurii
de date descrise, putem folosi algo-
ritmul care va fi descris în cele ce ur-
meazã.

Pãstrãm o listã a concurenþilor în
ordinea în care s-au clasat aceºtia în
primul concurs. De asemenea, pãs-
trãm câte un vector care vor conþine
poziþiile concurenþilor în celelalte
douã concursuri.

În continuare parcurgem concu-
renþii în ordinea în care apar aceºtia
în listã. Pentru fiecare concurent X
vom adãuga în arborele de indici o
pereche formatã din poziþiile cores-
punzãtoare lui X ºi vom efectua o in-
terogare pentru indicele X (care re-
prezintã poziþia lui X în al doilea
concurs).

În urma interogãrii vom obþine
cea mai micã valoare corespunzãtoa-
re unui concurent al cãrui indice este
mai mic decât X. 

Datoritã faptului cã indicii repre-
zintã poziþiile din cel de-al doilea con-
curs ºi valorile reprezintã poziþiile din
cel de-al treilea concurs, vom obþine
cea mai bunã clasare în cel de-al trei-
lea concurs a unui concurent care s-a
clasat înaintea lui X în cel de-al doi-
lea concurs.

De asemenea, datoritã faptului cã
parcurgem concurenþii în ordinea cla-
sãrii lor în primul concurs, suntem
siguri cã toþi concurenþii adãugaþi în
arbore înaintea lui X au terminat pri-
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mul concurs pe o poziþie mai bunã
decât X.

Comparãm acum valoarea obþi-
nutã în urma interogãrii cu valoarea
corespunzãtoare lui X (care repre-
zintã poziþia lui X în al treilea con-
curs). 

Dacã valoarea obþinutã este mai
micã decât cea corespunzãtoare lui
X, atunci ºtim cu siguranþã cã existã
un concurent care a fost mai bun
decât X în toate cele trei concursuri.
În caz contrar, nu existã un astfel de
concurent, deci X este un concurent
excelent.

În final vom numãra concurenþii
excelenþi ºi vom afiºa rezultatul la
ieºirea standard.

Fiecare operaþie efectuatã asupra
arborelui de indici are ordinul de
complexitate O(log N). Pentru fieca-
re concurent efectuãm douã astfel de
operaþii, deci ordinul de complexita-
te al întregului algoritm este O(N ·
log N). Un astfel de algoritm ar fi
dus la obþinerea punctajului maxim
în concurs.

În continuare vom prezenta ver-
siunea în pseudocod a algoritmului
prezentat. Cele 20 de niveluri ale ar-
borelui sunt reprezentate sub forma
unor vectori. Arborele va fi format
dintr-un vector de vectori care con-
þine 20 de elemente (numerotate de
la 0 la 19 începând cu nivelul pe care
se aflã frunzele).

algoritm Echipa

// citirea numãrului de concurenþi
citește n

// citirea concurenþilor în ordinea
// clasãrii în primul concurs
pentru i ← 1, n execută

citește unui
sfârșit pentru

// citirea concurenþilor în ordinea
// clasãrii în al doilea concurs ºi
// construirea vectorului care
// conþine poziþiile lor în al 
// doilea concurs
pentru i ← 1, n execută

citește X

doii ← X

sfârșit pentru

// citirea concurenþilor în ordinea
// clasãrii în al treilea concurs ºi
// construirea vectorului care
// conþine poziþiile lor în al 
// treilea concurs
pentru i ← 1, n execută

citește X

treii ← X

sfârșit pentru

// iniþializarea numãrului de
// concurenþi excelenþi

excelenţi ← 0

// iniþializarea nodurilor 
// arborelui de indici
pentru i ← 0, 19 execută

pentru j ← 0, 2i execută

arborei,j ← ∞
sfârșit pentru

sfârșit pentru

// parcurgerea concurenþilor în
// ordinea clasãrii în primul
// concurs
pentru i ← 1, n execută

X ← unui
excelent ← adevărat

poziţie ← treiX
pentru nivel ← 0, 19

execută

// adãugarea în arborele 
// de indici a perechii de 
// poziþii în al doilea ºi al 
// treilea concurs
dacă doiX <

arborenivel,poziţie atunci

arborenivel,poziţie ← doiX
sfârșit dacă

// interogarea pentru 
// poziþia în al treilea concurs
dacă poziţie este impar 

și arborenivel,poziţie-1
< doiX atunci

// concurentul nu poate
// fi excelent
excelent ← fals

întrerupe execuþia ciclului
sfârșit dacă

// trecerea la pãrinte
poziţie ← [poziţie / 2]

sfârșit pentru

// se verificã dacã am gãsit un
// concurent excelent
dacă excelent atunci

// creºte numãrul
// concurenþilor excelenþi
excelenţi ← excelenţi + 1

sfârșit dacă

sfârșit pentru

// afiºarea rezultatului
scrie excelenţi

sfârșit algoritm

Date de test
Tabelul prezintã datele de test folo-
site în concurs. Se observã cã viteza
de execuþie a diferiþilor algoritmi de-
pinde de numãrul total al concuren-
þilor (n) ºi numãrul concurenþilor ex-
celenþi (k).

# n k
1 50 26

2 1000 150

3 20000 19042

4 50000 23049

5 100000 1033

6 200000 132974

7 300000 522

8 400000 84652

9 500000 4875

10 500000 286073
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P040615: Drum minim
Rezolvarea acestei probleme se ba-
zeazã pe algoritmul lui Dijkstra de de-
terminare a drumului minim într-un
graf. Vom prezenta mai multe soluþii
bazate pe acest algoritm.

Algoritmul banal
Cea mai simplã soluþie constã în re-
gãsirea informaþiilor necesare pentru
a construi întregul graf folosind bi-
blioteca pusã la dispoziþie ºi aplicarea
algoritmului lui Dijkstra pentru acest
graf. O astfel de soluþie ar fi dus la
obþinerea a 20 de puncte deoarece, în
acest caz, avem K = T.

Un algoritm simplu
Algoritmul anterior poate fi optimi-
zat dacã ne asigurãm cã nu cerem
informaþii pe care nu
le vom utiliza. Aºadar,
vom efectua ape-
luri getXYM ºi
getAdj numai dacã
avem nevoie de rezultatele
returnate de funcþiile
respective. 

De asemenea,
execuþia se va încheia în
momentul în care este
gãsit un drum pânã
la destinaþie ºi nu va cere informaþii
despre vecini sau despre intersecþii
aflate la o distanþã faþã de S (punctul
de plecare) mai mare decât cea la care
se aflã destinaþia F.

O astfel de implementare ar fi dus
la obþinerea a 40 de puncte.

Un algoritm euristic
Se ºtie cã algoritmul lui Dijkstra este
optim, în general. Totuºi, aceastã afir-
maþie nu este aplicabilã pentru pro-
blema de faþã deoarece avem informa-
þii adiþionale: pe lângã muchii ºi vâr-
furi, cunoaºtem coordonatele inter-
secþiilor. 

Folosind aceste informaþii obþi-
nem o limitã inferioarã pentru lungi-
mea oricãrui drum care uneºte douã
intersecþii: drumul nu poate fi mai
scurt decât distanþa euclidianã dintre
cele douã intersecþii. 

Astfel putem obþine un algoritm
mai rapid decât cel al lui Dijkstra.

Un exemplu ar fi sã formãm un
dreptunghi sau o elipsã în jurul punc-
telor S ºi F ºi sã ignorãm toate inter-
secþiile aflate în afara zonei alese. To-
tuºi, trebuie sã fim atenþi sã nu lãsãm
în afara zonei posibile drumuri mini-
me. 

Dacã este furnizat un rãspuns fã-
rã ca programul sã se asigure cã aces-
ta reprezintã într-adevãr drumul mi-
nim, acest rãspuns nu este luat în con-
siderare. Aceasta înseamnã cã dacã
existã o intersecþie X care ar duce la
obþinerea unui drum minim în cazul
în care X este legatã direct de desti-
naþie, atunci va trebui sã determinãm
cel puþin coordonatele vecinilor lui X
pentru a ne asigura cã nu existã un alt
drum mai scurt care trece prin X.

Astfel de
euristici ar putea
duce la obþinerea a
pânã la 60 de puncte deoa-
rece este practic im-
posibil sã obþinem K ≤
J fãrã un algoritm
optim (în finalul
prezentãrii soluþiei va fi descris mo-
dul în care este aleasã valoarea J).

Algoritmul optim
Am afirmat cã trebuie neapãrat sã ve-
rificãm anumite tipuri de intersecþii
(trebuie sã obþinem informaþii referi-
toare la vecinii lor). 

Ideea care stã la baza acestui algo-
ritm este aceea de a verifica numai in-
tersecþiile care ar trebui luate în con-
siderare. Aceasta va duce la obþinerea
unui algoritm optim care nu efectuea-
zã nici un apel inutil. 

Vom numi valoarea P a unei in-
tersecþii X, lungimea celui mai scurt
drum de la S la F care trece prin X.
Aceastã valoare va fi datã de cel mai

scurt drum cunoscut de la S la X, la
care se adaugã distanþa de la X la F.

Iniþial, pentru fiecare intersecþie
(cu excepþia intersecþiei S), valoarea P
va fi ∞ deoarece nu existã nici un drum
cunoscut la nici una dintre aceste in-
tersecþii. Pentru intersecþia S, valoa-
rea P va fi egalã cu distanþa dintre S ºi
F.

Pe baza definiþiei valorii P vom
construi un algoritm similar celui al
lui Dijkstra. Vom împãrþi intersecþiile
în douã mulþimi: intersecþii procesate
ºi intersecþii neprocesate. Apoi vom
repeta operaþia care va fi descrisã în
continuare. 

Operaþia constã în alegerea inter-
secþiei neprocesate care are cea mai
micã valoare P ºi procesarea ei. 

Procesarea
constã în gãsirea

co-
ordonatelor

tuturor vecini-
lor ºi actualizarea

acestor vecini.
Actualizarea

unui vecin Y al in-
tersecþiei alese X

este similarã ce-
lei utilizate de

algoritmul lui
Dijkstra: verificãm dacã se îmbunãtã-
þeºte valoarea P a lui Y dacã se ajunge
în Y direct din X (pe un drum direct
care leagã X ºi Y). 

Datoritã faptului cã distanþa din-
tre Y ºi F este constantã, actualizarea
valorii P a intersecþiei Y este echiva-
lentã cu actualizarea celui mai scurt
drum pânã la Y.

Acesta este motivul pentru care
criteriul pentru actualizarea valorii P
a intersecþiei Y este identic cu cel fo-
losit în cadrul algoritmului lui Dijk-
stra.

Dupã actualizarea vecinilor inter-
secþiei X, aceastã intersecþiei este mu-
tatã în mulþimea intersecþiilor proce-
sate.
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Procedeul se încheie în momentul
în care F devine intersecþia neproce-
satã cu cea mai micã valoare P (exact
ca în cazul algoritmului lui Dijkstra).

Vom demonstra în cele ce urmea-
zã corectitudinea algoritmului pro-
pus. Demonstraþia este foarte asemã-
nãtoare celei care demonstreazã co-
rectitudinea algoritmului lui Dijkstra.

În momentul în care actualizãm
valoarea P a unei intersecþii Y care
este o intersecþie neprocesatã vecinã
intersecþiei X, valoarea P a intersec-
þiei Y va fi întotdeauna mai mare de-
cât valoarea P a intersecþiei X. 

Aceasta se datoreazã faptului
cã valoarea P a lui Y este datã de
cel mai scurt drum pânã
la X la care se adaugã
distanþa dintre X ºi Y ºi
distanþa dintre Y ºi F, iar
valoarea P a lui X este datã de cel
mai scurt drum pânã la X la care
se adaugã distanþa dintre X ºi F.

Diferenþa dintre valoarea P a lui
Y ºi valoarea P a lui X va fi datã de
suma distanþelor dintre X ºi Y, res-
pectiv Y ºi F, din care se scade distan-
þa dintre X ºi F. Folosind inegalitatea
triunghiului (suma lungimilor a douã
laturi este întotdeauna mai mare de-
cât lungimea celei de-a treia laturi)
deducem imediat cã aceastã diferenþã
este întotdeauna un numãr pozitiv.

Astfel am demonstrat cã valoarea
P a unei intersecþii neprocesate nu
poate deveni niciodatã mai micã decât
valoarea P a intersecþiei care este alea-
sã pentru a fi procesatã. Putem con-
cluziona cã în momentul în care ale-
gem o intersecþie X pentru procesare,
avem deja adevãrata valoare P a aces-
teia deoarece aceastã valoare nu poate
fi îmbunãtãþitã.

În continuare putem afirma cã, în
momentul în care este aleasã pentru
procesare intersecþia F, avem deja va-
loarea P a acesteia, deci putem fur-
niza rãspunsul fiind siguri cã acesta
este cel corect.

Toate intersecþiile pe care eram
nevoiþi sã le procesãm au fost deja
luate în considerare deoarece valorile
P ale acestora sunt mai mici decât
valoarea P a intersecþiei F.

Demonstrarea optimalitãþii algo-
ritmului este mai simplã. Am proce-
sat doar intersecþii ale cãror valori P
sunt mai mici decât cea a intersecþiei
F. 

Fiecare astfel de intersecþie trebu-
ia procesatã deoarece ar fi putut duce
la obþinerea unui drum minim pânã
la F.

Nu am procesat nici o intersecþie
a cãrei valoare P este mai mare decât
valoarea P a intersecþiei F, deci nu am
efectuat nici o procesare inutilã.

Din aceste motive, algoritmul
descris este optim în sensul cã folo-
seºte numãrul optim de apeluri pen-
tru funcþiile getXYM ºi getAdj.

Date de test
Datele de test se bazeazã pe harta
unui oraº real. În tabelul de pe
aceastã paginã este prezentat numãrul
intersecþiilor (N), numãrul strãzilor
(M), precum ºi clasa de strãzi incluse
(o valoare R cuprinsã între 1 ºi 10;
valoarea 1 indicã faptul cã au fost
incluse doar strãzile principale, în
timp ce valoarea 10 indicã faptul cã
au fost incluse chiar ºi cele mai mici
alei).

Tabelul prezintã ºi valoarea K ca-
re reprezintã numãrul apelurilor ce-

lor douã funcþii efectuate de pro-
gramul care implementeazã soluþia
oficialã, precum ºi valoarea D ob-
þinutã în cazul în care se folosea
varianta îmbunãtãþitã a algoritmu-
lui lui Dijkstra. 

Ultima coloanã
prezintã valoarea J care
a fost acceptabilã în

concurs pentru a se obþine
punctajul maxim pentru testul
respectiv. Ea a fost calculatã
rulând un algoritm uºor modi-

ficat care determinã toate drumurile
minime dintre S ºi F. Scopul acestei
rulãri a fost eliminarea factorului ale-
ator (de exemplu, ar fi putut apãrea
diferenþe în funcþie de modul în care
se tratau situaþiile în care douã inter-
secþii neprocesate aveau aceeaºi va-
loare P minimã). 

P040616: Cursã
Avem un graf planar care descrie har-
ta unui oraº ºi trebuie sã determinãm
un drum care respectã restricþiile im-
puse în enunþul problemei. 

Algoritmul banal
Este posibilã generarea tuturor dru-

murilor care pornesc din vâr-
ful identificat prin 1 ºi ajung la
acelaºi nod ºi alegerea celor ca-
re nu conþin schimbãri de di-
recþie spre dreapta ºi în care
lungimea celei mai scurte strãzi
este minimã. 

O astfel de soluþie, chiar
cu anumite optimizãri, are un
timp de execuþie exponenþial ºi
nu ar duce la obþinerea a mai
mult de 20 de puncte.

# N M R T=N+M D K J
1 8 12 10 20 15 13 14
2 23 40 10 63 36 28 29
3 2039 4552 10 6591 6487 2208 2209
4 5277 11810 6 17087 16139 12418 12419
5 6560 15229 10 21789 18979 7352 7353
6 138 122 1 260 29 19 19
7 639 870 3 1509 371 291 293
8 1829 3176 4 5005 1046 383 386
9 6140 13667 6 19807 15385 5269 5272
10 6856 15889 10 22745 21551 7652 7625

DDaattee  ddee  tteesstt  ppeennttrruu  pprroobblleemmaa  DDrruumm  mmiinniimm  
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Algoritmul lui Dijkstra modificat
Cea mai bunã modalitate de rezolva-
re a acestei probleme este sã o împãr-
þim în subprobleme. Vom încerca sã
satisfacem constrângerile una câte
una.

Prima proprietate a drumului es-
te aceea cã cea mai scurtã stradã
din cadrul acestuia trebuie sã
fie cât mai lungã posibil. 

În general, dacã
trebuie sã cãutãm un
drum de la un vârf la
altul, folosim mo-
dificãri aplicate al-
goritmului lui Dij-
kstra. Pentru
aceastã problemã
vom efectua modi-
ficarea care va fi descrisã în conti-
nuare. 

La fiecare pas vom realiza cunos-
cuta extensie a mulþimii vârfurilor
procesate, alegând un vârf pentru ca-
re drumul optim curent de la vârful 1
este optim (lungimea celei mai scurte
strãzi este maximã).

În continuare recalculãm lungi-
mile drumurilor pânã la vârfurile adia-
cente vârfului ales. O micã dificultate
apare datoritã faptului cã trebuie sã
determinãm un drum de la vârful 1
la el însuºi. Ea poate fi uºor depãºitã
dacã creãm un duplicat al acestui
vârf.

Drumul trebuie sã satisfacã o con-
diþie suplimentarã: la fiecare intersec-
þie drumul trebuie sã continue înain-
te (în sens pur geometric) sau sã con-
tinue spre dreapta cu un unghi care
are mai puþin de 180°.

Sã presupunem cã drumul trece
prin intersecþiile A, B ºi C ale cãror
coordonate sunt (xA, yA), (xB, yB),
respectiv (xC, yC). În aceste condiþii
direcþia se schimbã spre stânga dacã
intersecþia C se aflã pe aceeaºi linie
ca ºi intersecþiile A ºi B sau se aflã în
semiplanul stâng determinat de ace-
eaºi linie. 

Vom nota prin S
valoarea (xB - xA) · ( yC -

yA) - (xC - xA) ·
(yB - yA). 

Dacã avem
S > 0, atunci C se

aflã în semiplanul stâng determinat
de dreapta care trece prin intersecþi-
ile A ºi B. 

Dacã avem S = 0 ºi xA < xB < xC
sau xC < xB < xA sau yA < yB < yC sau
yC < yB < yA, atunci intersecþia B se
aflã în interiorul segmentului deter-

minat de intersecþiile A
ºi C.

Pentru a rezolva
aceastã subproblemã

va trebui ca, pentru
fiecare vârf, sã pãstrãm

cele mai "bune" drumuri
care ajung în vârful respectiv

direct de la toate vârfurile inciden-
te.

Dintre toate drumurile determi-
nate la un moment dat o vom alege
pe cea mai "bunã" ºi vom modifica
valorile vârfurilor incidente (dacã es-
te cazul) luând în considerare ºi vâr-
ful anterior. 

De asemenea va trebui sã verifi-
cãm dacã se respectã condiþia potrivit
cãreia schimbarea direcþiei nu poate
fi decât înspre stânga.

Aceasta reprezintã o modificare
semnificativã a algoritmului lui Dijk-
stra datoritã faptului cã în varianta
clasicã nu existã cicluri în drumurile
minime. 

În cazul nostru s-ar
putea
ca în

cadrul drumului
anumite vârfuri sã

aparã de mai multe ori. Totuºi, dacã
un vârf se repetã, atunci de fiecare
datã când acesta apare "intrãm" în
acel vârf prin inter-mediul unei alte
muchii. 

În algoritmul modificat vom avea
cel mult M iteraþii. Aºadar o imple-
mentare simplã va duce la obþinerea
ordinului de complexitate O(M2). 

Totuºi, o implementare folosind
un heap binar va duce la obþinerea
ordinului de complexitate O(M · log
N).

Date de test
Tabelul urmãtor prezintã principalele
caracteristici ale datelor de test folosi-

te pentru evaluarea soluþilor concu-
renþilor.

# M N
1 6 7

2 10 12

3 40 500

4 70 1400

5 300 3000

6 800 10000

7 1000 13500

8 1500 20000

9 1800 18000

10 2000 25000

P040617: Joc
Acesta este un exemplu tipic de apli-
care a metodei programãrii dinamice.
Vom prezenta în cele ce urmeazã
patru algoritmi bazaþi pe aceastã
metodã, fiecare dintre ei rezolvând
problema. 

Totuºi, cei patru algoritmi au or-
dine de complexitate diferite ºi, din
acest motiv, ar duce la obþinerea
unui anumit numãr de puncte pentru
datele de test folosite. 

Algoritmul banal
Definim o subproblemã (x, y) ca fiind
o configuraþie în care avem x numere

rãmase în prima secvenþã ºi y
numere rãmase în cea de-a do-
ua.

Am dori sã determinãm
costul minim pentru fiecare

sub problemã (x, y), unde x variazã
între 1 ºi L1, iar y variazã între 1 ºi L2.
Acest cost minim va fi notat prin f(x,
y). 

Cea mai simplã modalitate constã
în încercarea tuturor mutãrilor posi-
bile ca primã mutare pentru o sub-
problemã.

Putem determina costul minim
asociat unei mutãri pe baza urmãtoa-
rei formule:

f(x, y) = min{(S1 - K1) · (S2 - K2)
+ f(x - K1, y - K2)}

în cadrul cãreia folosim toate valorile
K1 ºi K2 care satisfac condiþiile. 

Procedeul constã în simpla însu-
mare a costului mutãrii ºi a costului
subproblemei rãmase. 

Costul minim asociat tuturor
mutãrilor posibile pentru subproble-
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ma (x, y) va fi dat întotdeauna de va-
loarea f(x, y).

Algoritmul poate fi implementat
foarte simplu ºi are ordinul de com-
plexitate O(N4). Un astfel de algoritm
ar fi obþinute 20-30 de puncte, în
funcþie de detaliile de implementare
ºi diferitele optimizãri utilizate. 

Observaþii utile
Existã câteva observaþii care duc la
simplificarea problemei ºi obþinerea
unei soluþii mai rapide.

Prima observaþie constã
în faptul cã putem transfor-
ma fiecare secvenþã în alta care
conþine numerele din secven-
þa iniþialã din care se scade câ-
te o unitate.

Beneficiul acestei scãderi este
faptul cã în loc sã utilizãm formula
(S1 - K1) · (S2 - K2) va fi suficientã (ºi
necesarã) formula S1 · S2.

Dupã efectuarea acestei simplifi-
cãri, putem observa imediat o alta.
Practic, nu are rost sã luãm douã sau
mai multe numere din fiecare secven-
þã în acelaºi timp (la fiecare mutare
vom avea K1 = 1 ºi/sau K2 = 1).

Vom demonstra acum aceastã afir-
maþie. Sã considerãm o posibilã mu-
tare pentru care avem K1 > 1 ºi K2 > 1.

Alegând douã sau mai multe nu-
mere din fiecare secvenþã înseamnã, de
fapt, cã putem "împãrþi" aceastã muta-
re în douã mutãri. 

Sã considerãm douã astfel de mu-
tãri. Prima dintre ele constã în alegerea
a K1 numere din prima secvenþã (suma
acestora este S1) ºi a K2 numere din a
doua secvenþã (suma acestora este S2).
A doua mutare constã în alegerea a al-
tor K3 numere din prima secvenþã (su-
ma acestora este S3) ºi a altor K4 nume-
re din a doua secvenþã (suma acestora
este S4).

Costul total al acestor douã mutãri
va fi, având în vedere prima observaþie,
S1 · S2 + S3 · S4.

Dacã am fi efectuat douã mutãri
diferite am fi avut un cost total de 
(S1 + S3) · (S2 + S4) = S1 · S2 + S3 · S4 +

S1 · S4 + S3 · S2 > S1 · S2 + S3 · S4.
Pe baza acestei observaþii putem

deduce cã numãrul total al mutãrilor
posibil este de ordinul O(N). 

Ordinul de complexitate al între-
gului algoritm devine O(N3). Un ast-
fel de algoritm ar fi obþinut în con-
curs 30-50 de puncte.

Reducerea buclei interioare
Pentru a îmbunãtãþi performanþele
algoritmului vom utiliza o tehnicã
foarte cunoscutã pentru optimizarea
algoritmilor bazaþi pe metoda pro-
gramãrii dinamice ºi anume metoda
reducerii buclei interioare. Vom ex-

plica în cele ce urmeazã în ce
constã aceastã tehnicã.

Algoritmul descris
anterior (care foloseºte

observaþiile care permit
optimizarea) încearcã do-

uã tipuri de mutãri pentru
fiecare subproblemã (x, y). 

Primul tip constã în ale-
gerea unui numãr A din prima
secvenþã ºi a K2 numere din cea

de-a doua. Valoarea optimã pentru K2
este determinatã alegându-se acea va-
loare care minimizeazã costul A · S2 +
f(x - 1, y - K2) unde A este ultimul
numãr din prima secvenþã. 

Notãm poziþia din cea de-a douã
secvenþã care duce la obþinerea opti-
mului prin g(x, y), valoare care este
egalã cu y - K2.

Aplicãm aceeaºi metodã pentru
cel de-al doilea tip de mutãri în care
se minimizeazã un cost de forma B ·
S1 + f(x - K1, y - 1) ºi notãm poziþia
optimului prin h(x, y). Am notat prin
B ultimul numãr din cea de-a doua
secvenþã.

Algoritmul comparã cele
douã mutãri optime (câte
una din fiecare tip) ºi o alege
pe cea mai bunã dintre ele.

Vom reduce buclele in-
terioare ale algoritmului an-
terior pe baza urmãtoarei ob-
servaþii: g(x, y - 1) ≤ g(x, y).

Vom demonstra aceastã
afirmaþie folosind metoda reducerii la
absurd. Presupunem cã avem g(x, y -
1) > g(x, y). În acest caz avem g(x, y)
< g(x, y - 1) < y - 1 < y. Aºadar vom
lua în considerare atât valoarea g(x,
y), cât ºi valoarea g(x, y - 1) în mo-
mentul în care vom calcula valorile
f(x, y) ºi f(x, y - 1).

Mai mult, când rezolvãm subpro-
blema (x, y) preferãm valoarea g(x, y).
De asemenea, am preferat valoarea
g(x, y - 1) când am rezolvat subpro-
blema (x, y - 1). 

Dacã notãm prin s(u, v) suma
numerelor aflate între poziþiile u ºi v
în cea de-a doua secvenþã, pe baza
observaþiilor de mai sus obþinem:

A · s(g(x, y - 1) + 1, y) +
f(x - 1, g(x, y - 1)) < 
A · s(g(x, y) + 1, y) +

f(x - 1, g(x, y))

A · s(g(x, y - 1) + 1, y - 1) +
f(x - 1, g(x, y - 1)) > 

A · s(g(x, y) + 1, y - 1) +
f(x - 1, g(x, y))

Se observã imediat cã dacã scã-
dem valoarea A · s(y, y) din ambii ter-
meni ai primei inegalitãþi, obþinem
douã inegalitãþi contradictorii.

Ca urmare, ipoteza potrivit cãreia
g(x, y - 1) > g(x, y) este falsã, deci
avem întotdeauna g(x, y - 1) ≤ g(x, y).

Aºadar, în momentul în care vom
calcula valoarea g(x, y) nu mai trebuie
sã luãm în considerare toate valorile
cuprinse între 1 ºi y - 1, ci doar pe
cele cuprinse între g(x, y - 1) ºi y - 1.

Putem aplica acelaºi raþionament
ºi pentru cea de-a doua buclã interioa-
rã. Vom ajunge la concluzia cã în
momentul în care vom calcula valoa-
rea h(x, y) nu mai trebuie sã luãm în
considerare toate valorile cuprinse
între 1 ºi x - 1, ci doar pe cele cuprin-

se între h(x - 1, y) ºi x - 1.
În cel mai defavorabil caz,

acest algoritm are ordinul de
complexitate O(N3). Totuºi, în
practicã, ordinul de complexi-
tate se apropie de O(N2). Din
acest motiv, o rezolvare baza-
tã pe acest algoritm ar fi dus

la obþinerea a 60-80 de puncte în
concurs. 

Eliminare buclei interioare
Pentru a obþine un algoritm al cãrui
ordin de complexitate sã fie întotdea-
una O(N2) vom încerca sã îmbunãtã-
þim algorimul anterior eliminând
complet buclele interioare. 
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În demon-
straþia anterioarã
am arãtat cã dacã
facem o compa-
raþie între douã
valori "candida-
te" pentru g(x, y)
ºi pentru g(x, y -
1) vom obþine în-
totdeauna acelaºi

rezultat deoarece în caz contrar am
ajunge în situaþia în care cele douã
inegalitãþi cu termeni identici, ar avea
semne diferite.

Tragem concluzia cã vom avea
g(x, y) = g(x, y - 1) sau valoarea g(x,
y) se aflã în afara valorilor valide pen-
tru g(x, y - 1).

Valorile valide pentru g(x, y - 1)
sunt cuprinse între 1 ºi y - 2, iar valo-
rile valide pentru g(x, y) sunt cuprin-
se între 1 ºi y - 1. Ca urmare vom avea
întotdeauna fie g(x, y) = g(x, y - 1),
fie g(x, y) = y - 1.

Aºadar, este suficient acum sã ve-
rificãm aceste douã posibile valori,
ceea ce eliminã complet bucla inte-
rioarã. 

De asemenea, aplicãm acelaºi ra-
þionament pentru h(x, y). În acest caz
cele douã valori posibile sunt h(x - 1,
y) sau x - 1.

O ultimã observaþie constã în fap-
tul cã nu putem aplica aceastã proce-
durã pentru valorile g(x, 2) ºi h(2, y)
deoarece g(x, 1) ºi h(1, y) sunt cazuri
speciale care nu permit aplicarea logi-
cii recurente descrise.

Aºadar, exact pentru aceste valori
va trebui sã aplicãm procedura de de-
terminare descrisã pentru algoritmul
anterior.

Ordinul de complexitate al
acestui algoritm este cu sigu-
ranþã O(N2) deoarece fiecare
subproblemã este rezolvatã
într-un timp constant. O im-
plementare corectã a acestui
algoritm ar fi dus la obþinerea
punctajului maxim. 

Date de test
Cei mai importanþi parametri
ai datelor de test sunt lungimile
celor douã ºiruri. Urmãtorul
tabel descrie datele folosite

pentru testarea programelor par-
ticipanþilor.

# M N
1 20 20

2 110 80

3 200 130

4 400 80

5 1000 333

6 510 910

7 1200 1400

8 700 1800

9 1998 1370

10 2000 1999

P040618: Coduri
Pentru început vom men-
þiona, ca fapt divers, fap-
tul cã, în general, codurile
circulare de anvergurã 1
sunt numite coduri ºarpe
în cutie.

Cartea Combinatorial
Algorithms scrisã de E.
Reingold, J. Nievergelt ºi
N. Deo ºi publicatã la
editura Prentice Hall în
1977 conþine definiþiile ºi
lemele prezentate în cele
ce urmeazã.

Definiþie
Douã coduri sunt echivalente dacã
fiecare dintre ele poate fi obþinut din
celãlalt pe baza urmãtoarelor trans-
formãri:
• rearanjarea coloanelor;
• inversarea elementelor unei coloane.

Lemã
Fiecare cod este echivalent cu un cod
al cãrui prim ºir este 00...0.

Lemã
Fiecare cod de lungime n ºi anvergu-
rã k pentru care avem M > 2 · k + 3
este echivalent cu un cod ale cãrui
prime k + 3 ºiruri sunt:

000...00...0

100...00...0

110...00...0

...   

111...10...0

Lemã
Fiecare cod este echivalent cu un cod
ale cãrui coloane sunt sortate în ordi-
ne lexicograficã. 

Pe baza acestor leme au
fost obþinute rezultatele din
tabelul de pe aceastã paginã. 

Valorile marcate cu * indi-
cã faptul cã rezultatul este cu
siguranþã cel optim. 

Valorile îngroºate indicã
datele de test folosite în con-
curs, iar în parantezã sunt pre-
zentate valorile maxime obþi-
nute de concurenþi în cadrul
concursului.

Pentru obþinerea codurilor circu-
lare pe baza primelor douã leme pre-
zentate putea fi folositã eficient me-
toda backtracking.

Notã
Acestea sunt soluþiile oficiale ale pro-
blemelor propuse spre rezolvare la
ediþia 2004 a Olimpiadei Balcanice de
Informaticã. Ele au fost preluate de pe
site-ul oficial al competiþiei ºi au fost
traduse de cãtre membrii redacþiei
GInfo.

Lungimea Anvergura

11 22 33 44 55 66

4 8* 8* 8* - - -
5 14* (14) 10* 10* 10* - -
6 26* (26) 16* (16) 12* 12* 12* -
7 48* (46) 24* (24) 14* 14* 14* 14*
8 96 (82) 36* (34) 22* 16* 16* 16*
9 170 54 (50) 30* 24* 18* 18*
10 340 80 (72) 46 (40) 28 20 20
11 620 154 58 40 30 22
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