Programare dinamici

Programare DINAMICA.
TEORIE si APLICATII

Radu Visinescu, Violeta Visinescu

in acest articol propunem o prezentare a tehnicii programarii dinamice,
urmata de o serie de aplicatii cu grad mic de dificultate, care pot fi folosite
pentru initierea elevilor in rezolvarea acestor tipuri de probleme.

Folosirea tehnicii programirii dina-
mice presupune intuitie si abilitdti
matematice. De multe ori rezolvirile
date prin aceastd tehnicd au ordin de
complexitate polinomial.

La un nivel superior, toate tehni-
cile de programare pot fi privite ca
particularizdri ale programdrii dina-
mice.

Consideratii teoretice
Tehnica programirii dinamice se

aplicd problemelor de optim referitor

la un anumit criteriu dat in enunt. In
cele mai multe cazuri solutia care sa-
tisface acest optim nu este unici. In
literatura de specialitate existi doud
variante de prezentare generald a
acestei tehnici. Prima dintre ele este
mai degrabd de naturd deductivi pe
cind a doua foloseste gindirea in-
ductivi.
fn prima varianti apare concep-

tul de subproblemi. Sunt considerate
urmitoarele doud aspecte care carac-
terizeazd o rezolvare prin programa-
re dinamicd:
¢ Problema se poate descompune re-

cursiv in mai multe subprobleme

care sunt caracterizate de optime

partiale, iar optimul global se obti-

ne prin combinarea acestor optime
partiale.

o Subproblemele respective se supra-
pun. La un anumit nivel, doud sau
mai multe subprobleme necesit3,
pentru a fi rezolvate, rezolvarea unei
aceeasi subprobleme. Pentru a evita
risipa de timp rezultatd In urma
unei implementiri recursive, opti-
mele partiale se vor retine treptat,
in maniera bottom-up, in anumite
structuri de date (tabele).

Fie urmitoarea problema: Consi-
derdm o retea de orase legate prin so-
sele. Se cere determinarea pentru fie-
care pereche de orase A, B a drumu-
lui de lungime minimd care le uneste.

Problema se poate aborda folo-
sind metoda programirii dinamice.
Dacid drumul minim care leagd orase-
le A 'si B trece prin orasul C, atunci
si subdrumurile: 4 ... CsiC ... B
sunt de lungime minim3, afirmatie
care poate fi demonstratd folosind
metoda reducerii la absurd.

Am descompus astfel problema
in subprobleme. Mai departe, daci
avem drumuri minime de forma 4 ...
C...B;siA ... C... B, atunci sub-

problemele (4, B)) si (4, B,) necesitd

rezolvarea aceleasi subprobleme (4,

C). Ca urmare, problema satisface si

cel de-al doilea aspect general.

A doua variantd de prezentare fa-
ce apel la conceptele intuitive de sis-
tem, stare si decizie. O problemi es-
te abordabil3 folosind tehnica progra-
mirii dinamice daci satisface princi-
piul de optimalitate sub una din for-
mele prezentate in continuare.

Fie secventa de stdri S, S, ..., S
ale sistemului.

e Dacid, d,..., d, este un sir optim
de decizii care duc la trecerea siste-
mului din starea S, in starea S,
atunci pentru orice 7 (1<i<n)d, ,
d,, ..., d, esteun sir optim de deci-

zii care duc la trecerea sistemului

din starea S, in starea S . Astfel, de-
cizia d; depinde de deciziile ante-
rioare d__,,... d . Spunem ci se apli-
cd metoda fnainte.

Daci d,, d,,..., d, este un sir optim

de decizii care duc la trecerea siste-

mului din starea S, in starea S,

atunci pentru orice i (1 <i<n)d,,

d, ..., d, este un sir optim de decizii

care duc la trecerea sistemului din

starea S, in starea S, Astfel, decizia

d,, depinde de deciziile anterioare
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d,,... d. Spunem ci se aplicd meto-
da inapoi.
eDacid,d,..., d esteun sir optim
de decizii care duc la trecerea siste-
mului din starea S, in starea S,
atunci pentru orice i (1<i<n)d,,,
d,, ..., d esteun sir optim de deci-
zii care duc la trecerea sistemului
din starea S, In starea S, sid,, d, ...,
d; este un sir optim de decizii care
duc la trecerea sistemului din starea
S, in starea S.. Spunem ci se aplicd
metoda mixts.

Considerdm o a doua problemi:
Se considerd un triunghi format din
N linii (1 < N £100), fiecare linie
contindnd numere intregi din dome-
nmiunl {1,2, ..., 99).

Exemplu

Determinati cea mai mare sumd
de numere aflate pe un drum intre
numdrul de pe prima linie si unul
dintre numerele de pe nltima linie.
Succesorii posibili ai unui numdr pe
acest drum sunt situati sub acesta, o
pozitie la stanga san o pozitie la
dreapta.

Sistemul este reprezentat de struc-
tura de date corespunzatoare proble-
mel, iar decizia este reprezentatd de
alegerea de a merge la un anumit pas
la stinga sau la dreapta.

Problema indeplineste criteriul
de optimalitate in prima sa formd:
dacd suntem pe un nivel k& + 1 si am
luat toate deciziile de a ajunge in mod
optim la toate elementele de pe acest
nivel, atunci decizia d, corespunzi-
toare nivelului k se construieste de la
stanga la dreapta in modul urmétor:
pentru fiecare element x de pe nive-
lul % se consideri cei doi succesori
aflati pe nivelul & + 1 deja procesat si
este ales acela pentru care suma pand
in acel moment este maximi.

Indiferent de varianta de prezen-
tare, rezolvarea prin programare di-

namicd presupune gisirea si rezolva-
rea unui sistem de recurente.

In prima varianti avem recurente
intre subprobleme, in a doua avem
variantd recurente in sirul de decizii.
Deoarece rezolvarea prin recursivita-
te duce de cele mai multe ori la ordin
de complexitate exponential, se aleg
anumite tabele auxiliare pentru reti-
nerea optimelor partiale si spatiul de
solutii se parcurge in ordinea cresci-
toare a dimensiunilor subproblemelor.

Folosirea acestor tabele di si nu-
mele tehnicii respective.

Pentru prima problemd folosim o
matrice auxiliard COST in care vom
calcula costurile minime intre oricare
perechi de orase. Sistemul de
recurente este urmitorul:

¢ COST(A, B) = D(A, B)
pentru C = 0;
¢ COST(A, B) =
min({COST(A, B),
COST(A, C) + COST(C, B) |
pentru C=1,2, ..., N}).

Pentru a doua problemd, triun-
ghiul va fi memorat in matricea A
sub diagonali, stinga pozitiei (P, Q)
vafi (P + 1, Q), iar dreapta va fi (P +
1, Q + 1). Folosim o matrice auxilia-
rd § iar sistemul de recurente va fi:

¢ S(P,N)=A(P,N)
pentru 1< P<N
*S(P, Q)=
max{S(P+ 1, Q), S(P+1,Q + 1)}
+A(P, Q)
pentru P<N,1<Q<P.

fn afara cazurilor in care recuren-
tele sunt evidente, este necesard si o
justificare sau demonstratie a faptu-
lui ¢ aceste recurente sunt cele co-
recte.

Pentru cea de-a doua problemd
rezolvarea este in mod clar corecta.
Pentru prima vom demonstra validi-
datea sistemul de recurente:

Demonstrim prin inductie ¢i ma-
tricea costurilor generate la pasul K
contine costurile minime intre orica-
re doui orase, pentru acele drumuri
care trec numai prin orage interme-
diare cu etichete mai mici sau egale

cu K. Propozitia care va fi demon-

stratd este notatd prin Py,

Propozitia P, este evident adevi-
ratd.

Presupunem ca propozitia Py,
este si ea adeviratd. Fie A si B doud
orage oarecare; distingem doud
cazurt:

e drumul minim prin primele K ora-
se nu trece prin orasul K; atunci:
COST(4, B) < COST(A, K) +
COST(K, B) si, conform ipotezei
de inductie, relatia se verifica.

e drumul minim prin primele K ora-
se trece prin orasul K; atunci trece
numai o singuri datd prin orasul K
st avem: COST(4, B) 2 COST(4,
K) + COST(K, B); din definitia re-
curentelor rezultd ci si Py este ade-
viratd.

De cele mai multe ori, daci pe
langd calcularea valorii optime se ce-
re si o secventd de decizii care duce
la obtinerea optimului, se impune
folosirea de memorie suplimentari.

Pentru a doua problemi, dupd
construirea matricei S, drumul care
duce la obtinerea sumei maxime poa-
te fi calculat pornind din varf i co-
borand la fiecare pas in directia la
care valoarea respectivd este maxima.
Asadar determinarea unui drum op-
tim nu necesitd memorie suplimenta-
rd.

fn cazul primei probleme, este
utili folosirea unei matrice auxiliare
de predecesori care se construieste in
modul urmétor:

Initial avem PRED(I, ]) = I, dacd
existi drum direct de la I la [ sau
PRED(I, ]) = 01n caz contrar.

La fiecare pas K vom avea PRED
(I,]) = PRED(I, ), daci COST(I, J)
< COST(1, K) + COST(K, ]) sau
PRED(I, ]) = PRED(K, J), daci
COST(L, ]) > COST(I, K) + COST
X, ]).

Pentru orasele A si B, un drum
de cost minim care le uneste va fi dat
de valorile succesive: B, PRED(A,
B), PRED(A, PRED(A, B)), PRED
(A, PRED(A, PRED(4, B)),..., A.

Acest algoritm este cunoscut in
literatura de specialitate drept algo-

ritmul Roy-Floyd.



Aplicatii

In cele ce urmeazi vom prezenta
enunturile mai multor probleme si
vom arita, pentru fiecare dintre aces-
tea, modul in care pot fi aplicate cu-
nostintele teoretice prezentate.

Problema #1

Fie unsir X = (x, x,, ..., x,) de lun-
gime N ale cdrui elemente sunt nu-
mere intregi.

Numim subsir al sirului X o suc-
cesiune de elemente din X, in ordi-
nea In care acestea apar in X: Xip Xl.z,
oo X, unde 1 <4 <7, <... <7, <N.

Se cere determinarea lungimii ma-
xime a unui astfel de subsir, cu pro-
prietatea suplimentari de a fi cresci-
tor. De asemenea, trebuie precizat
unul dintre aceste siruri crescitoare
de lungime maximi.

Rezolvare

Fie X, ,X,,...X, o solutie a proble-
mel. In acest caz XL.I, Xiz, ey Xik este
o subsolutie optima pentru subsec-
venta care incepe de la pozitia z,, X,
X, -+ X, este o subsolutie optimd
pentru suf)secven‘ga ce incepe de la
pozitia 7, s.a.m.d. Afirmatia se poate
justifica folosind metoda reducerii la
absurd.

Se va aplica metoda Inainte, deter-
mindnd o solutie a fiecdrei subpro-
bleme corespunzitoare subsecventei
formate din elementele vectorului cu-
prinse intre pozitiile K si N, pentru 1
<K<N.

Folosim vectorul L, unde L, re-
prezintd lungimea maxim3 a subsolu-
tiei pentru subsecventa care incepe la
pozitia K si optional vectorul SUCC
pentru memorarea succesorilor in
solutia generald a problemei.

Sistemul de recurente va fi:

L ,=1,SUCC,=0;
e pentru 1 <K < N:
Lo=max{L,+ 11X, <X}
pentru P> K
sau
L, =1, daci pentru oricare P > K
avem X, > X, ,

SUCC, = un indice P care maxi-

mizeazd formula anterioard

sau
SUCC,=0,daci L, =1.

Prezentim versiunea in pseudo-
cod a algoritmului prin care se con-
struiesc vectoril L 51 SUCC:

L1

succ, = 0

pentru K< N-1, 1 pas -1
executd

MAX ¢~ 1
pentru P< K+ 1, N executd
dacd X, <X, atunci
MAX <~ L, +1
POZ <« P
sfarsit dacd
L, ¢ MAX
dacd MAX =1 atunci
SUCC, ¢ 0
altfel
SUCC, < POZ
sfarsit dacd
sfdrgit pentru
sfarsit pentru

Lungimea optimi o reprezintd
valoarea maximi din vectorul L. Da-
cd aceastd valoare se afld pe pozitia
POZ, atunci solutia optimi este ob-
tinutd cu ajutorul vectorului SUCC.
Varianta in pseudocod este:

MAX ¢ -1
pentru K< 1, N executd
dacd L, > MAX atunci
MAX ¢~ L,
POZ < K
sfargit dacd
sfarsit pentru
scrie MAX
cat timp POZ # 0 executd
scrie X

POZ

POZ ¢« SUCC

POZ
sfarsit cat timp

Problema se poate rezolva si fo-
losind metoda inapoi. In ambele si-
tuatii ordinul de complexitate al al-
goritmului de rezolvare este O(N?).

Problema #2
Se considerd o clidire cu N niveluri.
In interiorul acesteia se afld M lifturi.
Fiecare lift L, face legitura intre ni-
velul de plecare P, si nivelul de sosire
U.. Avem ntotdeauna relatia P, < U..
Initial toate lifturile se afli la ni-
velurile lor de plecare si intotdeauna

lifurile circuld numai in sus. O per-
soand isi propune s plece de la nive-
lul 1 si s ajungi la nivelul N, folo-
sind cat mai putine lifturi.
Determinati (daci existd) acest nu-
mir minim de lifturi precum si un sir
posibil de lifturi care respectd aceasti
cerintd. Sirul va fi dat prin numerele
de ordine ale lifturilor care il compun.

Date de intrare

Fisierul de intrare 1ift.in are ur-

madtoarea structurd:

* pe prima linie se afli numerele N si
M, separate printr-un spatiu;

e pe fiecare dintre urmitoarele M li-
nii se afld perechi de valori P, U,
care reprezintd nivelurile intre care
circuld liftul corespunzitor; numa-
rul de ordine al liftului este deter-
minat de pozitia in fisier a perechii
de niveluri intre care circuld acesta.

Date de iesire

Fisierul de iesire 1ift.out trebuie

sd aibd urmitoarea structurd:

* pe prima linie se va afla numirul
minim NR al lifturilor sau valoarea
-1 daci problema nu are solutie;

* pe a doua linie, In cazul in care
existd solutii, se vor afla numerele
de ordine ale unei secvente posibile
de lifturi care respecti cerinta pro-
blemei, in ordinea in care persoana
foloseste aceste lifturi.

-

Restrictii si precizari:

o 1 <N <40
o1 <M <500.
Exemplu
lift.in lift.out
56 2
25 2 1
12 san
13
45 lift.out
2 4 2
35 36
0 0 0
O Q
0 @)
_O_E Q.
O
1 2 3 4 5 6
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Problema a fost propusi spre re-
zolvare elevilor din clasele a XI-a sia
XII-a la editia 2005 a Olimpiadei Lo-
cale de Informaticd din judetul Pra-
hova.

Rezolvare
DaciL, L,,... L, Ly, L esteun
sir optim de lifturi pentru care avem
U = N, atunci Ll, Lz, Ly Ly,
este un sir optim pand la nivelul U,
=P, ,L,L,..L,,esteunsir 0pt1m
de l1ftur1 pand 1a nivelul U, samd.
Folosim doi vectori aux1ﬁar1 NR
si PRED care memoreazd numarul
minim de lifturi, respectiv predece-
sorul unui lift in sirul de lifturi. Pre-
zentim rezolvarea in pseudocod:

NR, ¢ 0
PRED, ¢~ 0
pentru I ¢ 2, N executd
MIN ¢ o<
pentru J< 1, I -1 executd
pentru K¢ 1, M executd
dacd P, =J gi U, =1
atunci
dacd MIN >NR; si
NR, 20 atunci
MIN ¢ NR;
POZ < K
sfarsit dacd
sfarsit dacd
sfdrgit pentru
sfarsit pentru
dacd MIN #oc atunci
NR, ¢ MIN + 1
PRED, < POZ
altfel
NR, ¢ -1
PRED, ¢~ 0
sfarsit dacd
sfdrgit pentru
dacd NR =-1 atunci
scrie -1
altfel
scrie NR
drum (N)
sfargit dacd

subalgoritm drum(NIV)
dacd PRED >0 atunci
drum(PREI%H)
scrie PRED
sfargit dacd

sfargit subalgoritm

Algoritmul are ordinul de com-
plexitate O(N? - M) datoritd faptului
cd am memorat proprietitile lifturi-
lor sub forma unei liste de perechi.

Propunem refacerea algoritmului,
memorand lifturile care ajung la eta-
jul 7 intr-o lista.

Ordinul de complexitate ar tre-

bui si devind O(N + M).

Problema #3
Se consideri un teren denivelat, co-
dificat cu ajutorul unei matrice 4,
care contine N linii si M coloane, ale
cdrei elemente sunt numere naturale.
Se numeste drum Est-Sud o suc-
cesiune de celule ale matricei care in-
deplinesc conditia ca, la fiecare pas,
dupi o celuld de coordonate (7, ) si
urmeze fie celula dinspre Est (I + 1,
), fie celula dinspre Sud (I, ] + 1).
Determinati un drum Est-Sud de
lungime maximd avand in plus pro-
prietatea ci valorile situate in celulele
sale sunt 1n ordine crescitoare.

Date de intrare

Fisierul de intrare drum. in are ur-

midtoarea structura:

* pe prima linie se afl3 valorile N si
M, separate printr-un spatiu;

* pe urmitoarele N linii, se afld valo-
rile corespunzitoare ale matricei,
cite M numere pe o linie, separate
intre ele prin cite un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire drum.out trebuie

s3 aibi urmitoarea structuri:

* pe prima linie valoarea L, lungimea
maximi a drumului.

* pe urmitoarele L linii, perechi 7, |
de coordonate care identifici celu-
lele care alcituiesc drumul.

Restrictii
o1< N,
o M <100;

©0<4,,<1000

si precizari:

Exemplu
drum.in

44

120 3 10
4566

1731

drum.out

w DD NN EEu,
O R R S

Rezolvare:

Daci (1, [, (L ]y Iy ) o (s )
este un drum de lungime maximi ca-
re porneste de la celula (Z,, ],), atunci

Iy Joh (]3)]3) S K’]K) este un drum

de lungime maximi care porneste de
la celula ((,, J,), drumul (Z,, J,), ..

({4 J;) este un drum de lunglme ma-
xima care porneste de la celula (7, /)
s.a.m.d.

Folosim doud matrice auxiliare L
si LEG, care vor pdstra informatiile
necesare determindrii drumului.

Valoarea L . reprezintd lungimea
maximd a unui drum care porneste
din celula de coordonate I si ], iar
LEG; poate avea una dintre valorile
0, 1sau2.

Valoarea 0 indici faptul cd urmi-
toarea celuld care face parte din drum
este inspre Sud, valoarea 1 indicd
faptul cd urmitoarea celuld care face
parte din drum este inspre Est, iar
valoarea 2 indici faptul ¢ celula co-
respunzitoare este ultima celuli a
drumului.

Algoritmul descris in pseudocod
este:

pentru I 1, N executd
L, ¢ 1
LEG,, ¢ 2

sfarsit pentru

pentru J < 1, M executd
L, ¢ 1
LEG,, ¢ 2

sfarsit pentru

pentru I < N-1, 1 pas -1

executd
pentru JM-1, 1 pas -1
executd
dacd A, <AI+1 , atunci
L1 L., +1
altfel
L1« 0
sfarsit dacd
dacd A < A, ,,, atunci
L2 <L +1

I,J+1



altfel
L2 0
sfargit dacd
dacd L1 >L2 atunci
DIR« 0
L0« L1
altfel
DIR« 1
L0 ¢« L2
sfargit dacd
dacd L0 =0 atunci
L, ¢« 1
LEG,, ¢ 2
altfel
L, < LO
LEG,, ¢~ DIR
sfargit dacd
sfarsit pentru
sfarsit pentru
X« 0
YO0
MAX <~ 0
pentru I < 1, N executd
pentru J ¢ 1, M executd
dacd L  >VMAX atunci
MAX ¢~ L__
X< I
Y« J
sfargit dacd
sfarsit pentru
sfarsit pentru
scrie MAX
I+ X
J«Y
cidt timp (LEG  #2) executd
scrie I, J
dacd LEG =0 atunci
I«<I+1
altfel
J«J+1
sfarsit dacd
sfargit cat timp
scrie I, J

Algoritmul are ordinul de com-
plexitate O(N - M).

Problema #4
Considerdm o tabli de joc de forma
dreptunghiulard avand N linii si M
coloane. Piesele jocului se miscd in-
cepand de la o pozitie initiald aflatd
pe prima linie pani la o pozitie finald
aflati pe ultima linie a tablei.

Este datd o listd de mutdri posi-
bile sub forma unor cvadruple: X,

Y, X,, Y, cu semnificatia ci piesa si-
tuatd In punctul de coordonate (X,
Y,) se poate muta in punctul de co-
ordonate (X,, Y,); In plus de fiecare
datd avem relatia: X, < X, (piesele
avanseazi spre ultima linie a tablei).
Si se determine numdrul secven-
telor posibile de mutiri pe care le poa-
te efectua o piesd plecind de la un
punct situat pe prima linie si ajungind
la un punct situat pe ultima linie a ta-

blei.

Date de intrare

Fisierul de intrare mutari.in are ur-

mdtoarea structurd:

® pe prima linie se afli numerele N,
M, K care indici numirul de linii
ale tablei, numirul de coloane ale
tablei, respectiv numdrul de elemen-
te ale listei de mutiri; cele trei nu-
mere sunt separate prin cite un spa-
tiug

¢ pe urmitoarele K linii se afld cva-
druple de forma X, Y, X,, Y, care
indicd o mutare posibil; cele patru
numere sunt separate prin spatii.

Date de iesire

Fisierul de iesire mutari.out trebu-

ie s3 aibd urmdtoarea structurd:

* 0 singuri linie pe care se va afla nu-
mirul NR, indicAnd numirul sec-
ventelor posibile de mutdri.

Exemplu

mutari.in
9 15

5
1
1
2
3
3
4
2
3
4
1
3
4
1
2
4

0 W W oV OV Ul W W W WRE P W
U B DD U W oo 0 U WwW N W
W W o Ul o OV UT UT OV W W P W W K

mutari.out
6

N P
\
Ny v
v J :}‘K \4
Restrictii si precizari:
o1 <N;
o M <200;
e 1 <K<1000.

Problema a fost propusi spre re-
zolvare elevilor din clasa a X-a la
editia 2005 a Olimpiadei Locale de
Informaticd din judetul Prahova.

Rezolvare
Problema poate fi consideratd o ge-
neralizare a problemei determinrii
numirului de modalitati de a urca o
scard cu N trepte, la fiecare pas ur-
candu-se una sau doud trepte.

Folosim vectorii XP, YP, XF, YF
pentru memorarea extremititilor ar-
celor (aceste arce reprezintd mutirile
posibile) si o matrice auxiliari A cu
N linii §i M coloane.

Prezentim 1n continuare rezol-
varea in pseudocod:

sorteazd crescator vectorii XP, YP, XF,
YF in functie de valorile vectorului
XP
initializeazd cu 0 toate elementele
matricei A
pentru J ¢ 1, K executd
dacd XP, =1 atunci
AZL,YPJ « 1
sfargit dacd
sfarsit pentru
pentru J ¢ 1, K executd
AXFJ,YFJ « AXFJ,YFJ + AXPJ,YPJ
sfarsit pentru
S« 0
pentru J ¢ 1, M executd
S¢S+ A
sfarsit pentru
scrie s

Algoritmul are ordinul de com-
plexitate O(K - log K + N - M). Da-
toritd existentei relatiilor de recuren-
td si a rezolvirii lor in modul bottom-
up putem spune cd problema se inca-
dreazd in tehnica programirii dina-
mice.
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Problema #5
FieX=(X,X,..,X)siY=(Y,
Y, ..., Y )doud siruri care contin 7,
respectiv 7 numere intregi. Determi-
nati un subsir comun al acestor

siruri, care are lungimea maximi.

Exemplu
X=1(2,7,7,6,2,8,4,1,3,5,6)
= (10,2,5,6,7,7,4,3,5,8)
O solutie este:
Z=1(2,7,7,4,3,5)

Rezolvare
FieZ=(Z,2,..,Z,,Z,) unastfel
de subsir. Existd o pereche (i, ) pen-
trucareavem Z, = X;si Z, = Y. fn
acest caz Z este optim pentru subsec-
ventele X,,..., X;s1 Y, ..., Y. De ase-
menea, existd o pereche ( y] ) pentru
careavem Z,, = X si Z,, = Y,. Mai
mult, vom avea intotdeauna i' < i S¥
<. In acest caz Z,..,Z,, este op-
tim pentru subsecventele X, ..., X,
siY, .., Y]

Se aplicd metoda inapoi; trebuie
sd ajungem pas cu pas de la perechea
(', j') la perechea (i, f).

Considerdm toate subsecventele
deforma X,..., X;si Y, ..., Y, Reti-
nem pentru o pereche de indici (7, 7)
valoarea A, care indicd lungimea ma-
xim3 2 unui subsir comun al sirurilor
Xy Xo51Y,, 0, Y]

Pentruz = 0sauj =0 vom avea
intotdeauna A, = A,=0, pentru toa-
te valorile k §i b pentru care 1 <k <
msil<h<n.

Pe cazul general, daci X, = Y,
atunci Z, = X, = Y, si 4, A
deoarece 7' <z-151] <] 1.

Daci X # Y, trebuie si eliminim
unul dintre capete S-ar putea sd
avem X, =Y, sau ¥, = X, (este po-
sibil ca ambele egahtatl sd fic adevi-
rate simultan). In general, putem con-

sideraca A, = max(Al] p Aiir):

Se observi ci matricea A se poate
construi in urma unei parcurgeri pe
linii si coloane.

Prezentim in continuare rezolva-
rea In pseudocod:

1]1

pentru i < 1, n executd
A, <0

i0
sfargit pentru

pentru j < 1, m executd
A, <0
J
sfarsit pentru
pentru i < 1, n executd
pentru j < 1, m executd
dacd X, = Y. atunci
A A+l
altfel
dacd A, , .>A
i-1,3
A, . < A,
ij i-1
altfel
A — A,

i,3-1
sfarg:.t dacd

. ., atunci
i,j-1

sfargit dacd
sfarsit pentru
sfarsit pentru

Subsirul propriu-zis se constru-
leste tot pe baza matricei A. Se par-
curge un drum de la punctul de co-
ordonate (7, m) citre marginile din
stinga si de sus ale matricei. La fie-
care pas, daci X, = Y, se retine aceas-
td valoare, altfel se merge cdtre maxi-
mul coordonatelor precedente (I - 1,
J)si(Z,] - 1). Prezentim rezolvarea
in pseudocod:

i¢n
jé&m
cat timp i>0s8ij>0 executd
dacd X, = Y, atunci
scrie X,
I«<I-1
J«J-1
altfel
dacd Aiil’j = Aij
iei-1
altfel
jei-1
sfargit dacd

atunci

sfarsit dacd
sfargit cat timp

Problema #6
Un graf orientat pe niveluri are no-
durile impartite in & > 2 multimi V,,
Voo Ve

fn prlma multime se afld nodul
sursd s, in ultima mulglme se afld no-
dul terminal ¢. Arcele unesc noduri
din multimi succesive si au costuri
pozitive.

Se doreste determinarea unui

drum de cost minim de la sursi la
destinatie.

Exemplu
V,={1},V,=1{2,3,4,5},V, =
8}, V, =1{9,10, 11}, V, = {12}.
Arce: (1,2) cost 9; (1, 3) cost 7; (1, 4)
cost 3; (1, 5) cost 2; (2, 6) cost 4; (2,
7) cost 2; (2, 8) cost 1; (3, 6) cost 2;
(3,7) cost 7; (4, 8) cost 11; (5, 7) cost
11; (5, 8) cost 8; (6, 9) cost 6; (6, 10)
cost 5; (7, 9) cost 4; (7, 10) cost 3; (8,
10) cost 5; (8, 11) cost 6; (9, 12) cost
4; (10,12) cost 2; (11,12) cost 5.

Un drum de cost minim este: 1,
2,7, 10, 12 si are costul 16.

{6’ 7)

Rezolvare
Se aplicd metoda inainte. Relatia de
recurenta este: cost,, ;= = minc oLt

COStm'velH, L} pe_ntru L n Vntvel+1 (]
L) arc. Algoritmul de determinare a
costului minim, in pseudocod, este:

cost <0
pentru JN-1, 1 pas -1
executd
parcurgem lista de adiacentd a
nodului 3

fie x nodul pentru care valoarea
C + cost, este mimmd
cost[J] ¢ Cox
d[J] <K
sfarsit pentru

+cost,

Pentru determinarea drumului de
cost minim putem utiliza algoritmul:

drum, <1

drum, <= N

pentru J ¢ 2, H- 1 executd
drumJ « ddrumJi1

sfarsit pentru

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului este O(N + M) daci memo-
rim graful prin liste de adiacenti.
Algoritmul se poate generaliza pen-
tru arce intre mai multe niveluri.
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