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Folosirea tehnicii programãrii dina-
mice presupune intuiþie ºi abilitãþi
matematice. De multe ori rezolvãrile
date prin aceastã tehnicã au ordin de
complexitate polinomial. 

La un nivel superior, toate tehni-
cile de programare pot fi privite ca
particularizãri ale programãrii dina-
mice. 

Consideraþii teoretice
Tehnica programãrii dinamice se
aplicã problemelor de optim referitor
la un anumit criteriu dat în enunþ. În
cele mai multe cazuri soluþia care sa-
tisface acest optim nu este unicã. În
literatura de specialitate existã douã
variante de prezentare generalã a
acestei tehnici. Prima dintre ele este
mai degrabã de naturã deductivã pe
când a doua foloseºte gândirea in-
ductivã. 

În prima variantã apare concep-
tul de subproblemã. Sunt considerate
urmãtoarele douã aspecte care carac-
terizeazã o rezolvare prin programa-
re dinamicã:
• Problema se poate descompune re-

cursiv în mai multe subprobleme
care sunt caracterizate de optime
parþiale, iar optimul global se obþi-

ne prin combinarea acestor optime
parþiale.

• Subproblemele respective se supra-
pun. La un anumit nivel, douã sau
mai multe subprobleme necesitã,
pentru a fi rezolvate, rezolvarea unei
aceeaºi subprobleme. Pentru a evita
risipa de timp rezultatã în urma
unei implementãri recursive, opti-
mele parþiale se vor reþine treptat,
în maniera bottom-up, în anumite
structuri de date (tabele).  

Fie urmãtoarea problemã: Consi-
derãm o reþea de oraºe legate prin ºo-
sele. Se cere determinarea pentru fie-
care pereche de oraºe A, B a drumu-
lui de lungime minimã care le uneºte.

Problema se poate aborda folo-
sind metoda programãrii dinamice.
Dacã drumul minim care leagã oraºe-
le A ºi B trece prin oraºul C, atunci
ºi subdrumurile: A … C ºi C … B
sunt de lungime minimã, afirmaþie
care poate fi demonstratã folosind
metoda reducerii la absurd. 

Am descompus astfel problema
în subprobleme. Mai departe, dacã
avem drumuri minime de forma A …
C … B1 ºi A … C … B2, atunci sub-

problemele (A, B1) ºi (A, B2) necesitã
rezolvarea aceleaºi subprobleme (A,
C). Ca urmare, problema satisface ºi
cel de-al doilea aspect general.

A doua variantã de prezentare fa-
ce apel la conceptele intuitive de sis-
tem, stare  ºi decizie. O problemã es-
te abordabilã folosind tehnica progra-
mãrii dinamice dacã satisface princi-
piul de optimalitate sub una din for-
mele prezentate în continuare.

Fie secvenþa de stãri S0, S1, …, Sn

ale sistemului.
• Dacã d1, d2,…, dn este un ºir optim

de decizii care duc la trecerea siste-
mului din starea S0 în starea Sn,
atunci pentru orice i (1 ≤ i ≤ n) di+1,
di+2 …, dn este un ºir optim de deci-
zii care duc la trecerea sistemului
din starea Si în starea Sn. Astfel, de-
cizia di depinde de deciziile ante-
rioare di+1,… dn. Spunem cã se apli-
cã metoda înainte.

• Dacã d1, d2,…, dn este un ºir optim
de decizii care duc la trecerea siste-
mului din starea S0 în starea Sn,
atunci pentru orice i (1 ≤ i ≤ n) d1,
d2 …, di este un ºir optim de decizii
care duc la trecerea sistemului din
starea S0 în starea Si. Astfel, decizia
di+1 depinde de deciziile anterioare
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urmatã de o serie de aplicaþii cu grad mic de dificultate, care pot fi folosite
pentru iniþierea elevilor în rezolvarea acestor tipuri de probleme.
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d1,… di. Spunem cã se aplicã meto-
da înapoi. 

• Dacã d1, d2,…, dn este un ºir optim
de decizii care duc la trecerea siste-
mului din starea S0 în starea Sn,
atunci pentru orice i (1 ≤ i ≤ n) di+1,
di+2 …, dn este un ºir optim de deci-
zii care duc la trecerea sistemului
din starea Si în starea Sn ºi d1, d2 …,
di este un ºir optim de decizii care
duc la trecerea sistemului din starea
S0 în starea Si. Spunem cã se aplicã
metoda mixtã.

Considerãm o a doua problemã:
Se considerã un triunghi format din
N linii (1 ≤ N ≤ 100), fiecare linie
conþinând numere întregi din dome-
niul {1, 2,  ..., 99}.

Exemplu
7

3   8

8   1   0

2   7   4   4

4   5   2   6   5

Determinaþi cea mai mare sumã
de numere aflate pe un drum între
numãrul de pe prima linie ºi unul
dintre  numerele de pe ultima linie.
Succesorii posibili ai unui numãr pe
acest drum sunt situaþi sub acesta, o
poziþie la stânga sau o poziþie la
dreapta.

Sistemul este reprezentat de struc-
tura de date corespunzatoare proble-
mei, iar decizia este reprezentatã de
alegerea de a merge la un anumit pas
la stânga sau la dreapta. 

Problema îndeplineºte criteriul
de optimalitate în prima sa formã:
dacã suntem pe un nivel k + 1 ºi am
luat toate deciziile de a ajunge în mod
optim la toate elementele de pe acest
nivel, atunci decizia dk corespunzã-
toare nivelului k se construieºte de la
stânga la dreapta în modul urmãtor:
pentru fiecare element x de pe nive-
lul k se considerã cei doi succesori
aflaþi pe nivelul k + 1 deja procesat ºi
este ales acela pentru care suma pânã
în acel moment este maximã.

Indiferent de varianta de prezen-
tare, rezolvarea prin programare di-

namicã presupune gãsirea ºi rezolva-
rea unui sistem de recurenþe. 

În prima variantã avem recurenþe
între subprobleme, în a doua avem
variantã recurenþe în ºirul de decizii.
Deoarece rezolvarea prin recursivita-
te duce de cele mai multe ori la ordin
de complexitate exponenþial, se aleg
anumite tabele auxiliare pentru reþi-
nerea optimelor parþiale ºi spaþiul de
soluþii se parcurge în ordinea crescã-
toare a dimensiunilor subproblemelor.

Folosirea acestor tabele dã ºi nu-
mele tehnicii respective.

Pentru prima problemã folosim o
matrice auxiliarã COST în care vom
calcula costurile minime între oricare
perechi de oraºe. Sistemul de
recurenþe este urmãtorul:

• COST(A, B) = D(A, B) 
pentru C = 0;

• COST(A, B) =
min({COST(A, B), 

COST(A, C) + COST(C, B) | 
pentru C = 1, 2, … , N}).

Pentru a doua problemã, triun-
ghiul va fi memorat în matricea A
sub diagonalã, stânga poziþiei (P, Q)
va fi (P + 1, Q), iar dreapta va fi (P +
1, Q + 1). Folosim o matrice auxilia-
rã S iar sistemul de recurenþe va fi:

• S(P, N) = A(P, N) 
pentru 1 ≤ P ≤ N

• S(P, Q) =
max{S(P + 1, Q), S(P + 1, Q + 1)}

+ A(P, Q) 
pentru P < N, 1 ≤ Q ≤ P.   

În afara cazurilor în care recuren-
þele sunt evidente, este necesarã ºi o
justificare sau demonstraþie a faptu-
lui cã aceste recurenþe sunt cele co-
recte.

Pentru cea de-a doua problemã
rezolvarea este în mod clar corectã.
Pentru prima vom demonstra validi-
datea sistemul de recurenþe:

Demonstrãm prin inducþie cã ma-
tricea costurilor generate la pasul K
conþine costurile minime între orica-
re douã oraºe, pentru acele drumuri
care trec numai prin oraºe interme-
diare cu etichete mai mici sau egale

cu K. Propoziþia care va fi demon-
stratã este notatã prin PK,

Propoziþia P0 este evident adevã-
ratã.

Presupunem cã propoziþia PK-1

este ºi ea adevãratã. Fie A ºi B douã
oraºe oarecare; distingem douã
cazuri:
• drumul minim prin primele K ora-

ºe nu trece prin oraºul K; atunci:
COST(A, B) ≤ COST(A, K) +
COST(K, B) ºi, conform ipotezei
de inducþie, relaþia se verificã. 

• drumul minim prin primele K ora-
ºe trece prin oraºul K; atunci trece
numai o singurã datã prin oraºul K
ºi avem: COST(A, B) ≥ COST(A,
K) + COST(K, B); din definiþia re-
curenþelor rezultã cã ºi PK este ade-
vãratã. 

De cele mai multe ori, dacã pe
lângã calcularea valorii optime se ce-
re ºi o secvenþã de decizii care duce
la obþinerea optimului, se impune
folosirea de memorie suplimentarã.

Pentru a doua problemã, dupã
construirea matricei S, drumul care
duce la obþinerea sumei maxime poa-
te fi calculat pornind din vârf ºi co-
borând la fiecare pas în direcþia la
care valoarea respectivã este maximã.
Aºadar determinarea unui drum op-
tim nu necesitã memorie suplimenta-
rã.

În cazul primei probleme, este
utilã folosirea unei matrice auxiliare
de predecesori care se construieºte în
modul urmãtor:

Iniþial avem PRED(I, J) = I, dacã
existã drum direct de la I la J sau
PRED(I, J) = 0 în caz contrar.

La fiecare pas K vom avea PRED
(I, J) = PRED(I, J), dacã COST(I, J)
≤ COST(I, K) + COST(K, J) sau
PRED(I, J) = PRED(K, J), dacã
COST(I, J) > COST(I, K) + COST
(K, J).

Pentru oraºele A ºi B, un drum
de cost minim care le uneºte va fi dat
de valorile succesive: B, PRED(A,
B), PRED(A, PRED(A, B)), PRED
(A, PRED(A, PRED(A, B))),… , A.

Acest algoritm este cunoscut în
literatura de specialitate drept algo-
ritmul Roy-Floyd.
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Aplicaþii
În cele ce urmeazã vom prezenta
enunþurile mai multor probleme ºi
vom arãta, pentru fiecare dintre aces-
tea, modul în care pot fi aplicate cu-
noºtinþele teoretice prezentate.

Problema #1
Fie un ºir X = (x1, x2, …, xn) de lun-
gime N ale cãrui elemente sunt nu-
mere întregi. 

Numim subºir al ºirului X o suc-
cesiune de elemente din X, în ordi-
nea în care acestea apar în X: Xi1

, Xi2
,

…, Xik
unde 1 ≤ i1 < i2 < … < ik ≤ N. 

Se cere determinarea lungimii ma-
xime a unui astfel de subºir, cu pro-
prietatea suplimentarã de a fi crescã-
tor. De asemenea, trebuie precizat
unul dintre aceste ºiruri crescãtoare
de lungime maximã.

Rezolvare
Fie Xi1

, Xi2
, …, Xik

o soluþie a proble-
mei. În acest caz Xi1

, Xi2
, …, Xik

este
o subsoluþie optimã pentru subsec-
venþa care începe de la poziþia i1, Xi2

,
Xi3

, …, Xik
este o subsoluþie optimã

pentru subsecvenþa ce începe de la
poziþia i2 º.a.m.d. Afirmaþia se poate
justifica folosind metoda reducerii la
absurd. 

Se va aplica metoda înainte, deter-
minând o soluþie a fiecãrei subpro-
bleme corespunzãtoare subsecvenþei
formate din elementele vectorului cu-
prinse între poziþiile K ºi N, pentru 1
≤ K ≤ N. 

Folosim vectorul L, unde LK re-
prezintã lungimea maximã a subsolu-
þiei pentru subsecvenþa care începe la
poziþia K ºi opþional vectorul SUCC
pentru memorarea succesorilor în
soluþia generalã a problemei.

Sistemul de recurenþe va fi:
• LN = 1, SUCCN = 0;
• pentru 1 ≤ K < N:  

LK = max{LP + 1 | XK ≤ XP} 
pentru P > K

sau
LK = 1, dacã pentru oricare P > K 

avem XK > XP , 
SUCCK = un indice P care maxi-

mizeazã formula anterioarã
sau

SUCCK = 0, dacã LK = 1.

Prezentãm versiunea în pseudo-
cod a algoritmului prin care se con-
struiesc vectorii L ºi SUCC:

L
N

← 1

SUCC
N

← 0

pentru K ← N - 1, 1 pas -1 

execută

MAX ← 1

pentru P ← K + 1, N execută

dacă X
K

≤ X
P
atunci

MAX ← L
P
+ 1

POZ ← P

sfârșit dacă

L
K

← MAX 

dacă MAX = 1 atunci

SUCC
K

← 0

altfel

SUCC
K

← POZ

sfârșit dacă

sfârșit pentru

sfârșit pentru

Lungimea optimã o reprezintã
valoarea maximã din vectorul L. Da-
cã aceastã valoare se aflã pe poziþia
POZ, atunci soluþia optimã este ob-
þinutã cu ajutorul vectorului SUCC.
Varianta în pseudocod este:

MAX ← -1

pentru K ← 1, N execută  

dacă L
K
> MAX atunci

MAX ← L
K

POZ ← K 

sfârșit dacă

sfârșit pentru

scrie MAX

cât timp POZ ≠ 0 execută

scrie X
POZ

POZ ← SUCC
POZ

sfârșit cât timp

Problema se poate rezolva ºi fo-
losind metoda înapoi. În ambele si-
tuaþii ordinul de complexitate al al-
goritmului de rezolvare este O(N2). 

Problema #2
Se considerã o clãdire cu N niveluri.
În interiorul acesteia se aflã M lifturi.
Fiecare lift Li face legãtura între ni-
velul de plecare Pi ºi nivelul de sosire
Ui. Avem întotdeauna relaþia Pi < Ui. 

Iniþial toate lifturile se aflã la ni-
velurile lor de plecare ºi întotdeauna

lifurile circulã numai în sus. O per-
soanã îºi propune sã plece de la nive-
lul 1 ºi sã ajungã la nivelul N, folo-
sind cât mai puþine lifturi.

Determinaþi (dacã existã) acest nu-
mãr minim de lifturi precum ºi un ºir
posibil de lifturi care respectã aceastã
cerinþã. ªirul va fi dat prin numerele
de ordine ale lifturilor care îl compun.

Date de intrare
Fiºierul de intrare lift.in are ur-
mãtoarea structurã:
• pe prima linie se aflã numerele N ºi

M, separate printr-un spaþiu;
• pe fiecare dintre urmãtoarele M li-

nii se aflã perechi de valori Pi, Ui

care reprezintã nivelurile între care
circulã liftul corespunzãtor; numã-
rul de ordine al liftului este deter-
minat de poziþia în fiºier a perechii
de niveluri între care circulã acesta.

Date de ieºire
Fiºierul de ieºire lift.out trebuie
sã aibã urmãtoarea structurã:
• pe prima linie se va afla numãrul

minim NR al lifturilor sau valoarea
-1 dacã problema nu are soluþie;

• pe a doua linie, în cazul în care
existã soluþii, se vor afla numerele
de ordine ale unei secvenþe posibile
de lifturi care respectã cerinþa pro-
blemei, în ordinea în care persoana
foloseºte aceste lifturi.

Restricþii ºi precizãri:
• 1 ≤ N ≤ 40;
• 1 ≤ M ≤ 500.

Exemplu
lift.in lift.out

5 6 2

2 5 2 1

1 2 sau
1 3

4 5 lift.out

2 4 2

3 5 3 6
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Problema a fost propusã spre re-

zolvare elevilor din clasele a XI-a ºi a
XII-a la ediþia 2005 a Olimpiadei Lo-
cale de Informaticã din judeþul Pra-
hova.

Rezolvare
Dacã L1, L2,… LK-2, LK-1, LK este un
ºir optim de lifturi pentru care avem
ULK

= N, atunci L1, L2,… LK-2, LK-1,
este un ºir optim pânã la nivelul ULK-1

= PLK
, L1, L2,… LK-2 este un ºir optim

de lifturi pânã la nivelul ULK-2
º.a.m.d. 

Folosim doi vectori auxiliari NR
ºi PRED care memoreazã numãrul
minim de lifturi, respectiv predece-
sorul unui lift în ºirul de lifturi. Pre-
zentãm rezolvarea în pseudocod:

NR
1

← 0

PRED
1

← 0

pentru I ← 2, N execută 

MIN ← ∝
pentru J ← 1, I - 1 execută

pentru K ← 1, M execută

dacă P
K
= J și U

K
= I 

atunci

dacă MIN > NR
J
și

NR
J

≥ 0 atunci

MIN ← NR
J

POZ ← K

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit pentru

sfârșit pentru

dacă MIN ≠ ∝ atunci

NR
I

← MIN + 1

PRED
I

← POZ

altfel

NR
I

← -1

PRED
I

← 0

sfârșit dacă

sfârșit pentru

dacă NR
N
= -1 atunci 

scrie -1

altfel

scrie NR
N

drum(N)

sfârșit dacă

subalgoritm drum(NIV)

dacă PRED
NIV

> 0 atunci 

drum(PRED
NIV
)

scrie PRED
NIV

sfârșit dacă

sfârșit subalgoritm

Algoritmul are ordinul de com-
plexitate O(N2 · M) datoritã faptului
cã am memorat proprietãþile lifturi-
lor sub forma unei liste de perechi. 

Propunem refacerea algoritmului,
memorând lifturile care ajung la eta-
jul I într-o listã. 

Ordinul de complexitate ar tre-
bui sã devinã O(N + M). 

Problema #3
Se considerã un teren denivelat, co-
dificat cu ajutorul unei matrice A,
care conþine N linii ºi M coloane, ale
cãrei elemente sunt numere naturale. 

Se numeºte drum Est-Sud o suc-
cesiune de celule ale matricei care în-
deplinesc condiþia ca, la fiecare pas,
dupã o celulã de coordonate (I, J) sã
urmeze fie celula dinspre Est (I + 1,
J), fie celula dinspre Sud (I, J + 1).

Determinaþi un drum Est-Sud de
lungime maximã având în plus pro-
prietatea cã valorile situate în celulele
sale sunt în ordine crescãtoare. 

Date de intrare
Fiºierul de intrare drum.in are ur-
mãtoarea structurã:
• pe prima linie se aflã valorile N ºi

M, separate printr-un spaþiu;
• pe urmãtoarele N linii, se aflã valo-

rile corespunzãtoare ale matricei,
câte M numere pe o linie, separate
între ele prin câte un spaþiu.

Date de ieºire
Fiºierul de ieºire drum.out trebuie
sã aibã urmãtoarea structurã:
• pe prima linie valoarea L, lungimea

maximã a drumului.
• pe urmãtoarele L linii, perechi I, J

de coordonate care identificã celu-
lele care alcãtuiesc drumul.

Restricþii ºi precizari:
• 1 ≤ N;
• M ≤ 100;
• 0 ≤ AIJ ≤ 1000

Exemplu
drum.in

4 4 

1 20 3 10 

4 5 6 6 

1 7 3 1

drum.out

5

1 1 

2 1

2 2

2 3

3 4

Rezolvare:
Dacã (I1, J1), (I2, J2), (I3, J3), …, (IK, JK)
este un drum de lungime maximã ca-
re porneºte de la celula (I1, J1), atunci
(I2, J2), (I3, J3), …, (IK, JK) este un drum
de lungime maximã care porneºte de
la celula ((I2, J2), drumul (I3, J3), …,
(IK, JK) este un drum de lungime ma-
ximã care porneºte de la celula (I3, J3)
º.a.m.d. 

Folosim douã matrice auxiliare L
ºi LEG, care vor pãstra informaþiile
necesare determinãrii drumului. 

Valoarea LIJ reprezintã lungimea
maximã a unui drum care porneºte
din celula de coordonate I ºi J, iar
LEGIJ poate avea una dintre valorile
0 , 1 sau 2. 

Valoarea 0 indicã faptul cã urmã-
toarea celulã care face parte din drum
este înspre Sud, valoarea 1 indicã
faptul cã urmãtoarea celulã care face
parte din drum este înspre Est, iar
valoarea 2 indicã faptul cã celula co-
respunzãtoare este ultima celulã a
drumului. 

Algoritmul descris în pseudocod
este:

pentru I ← 1, N execută

L
IM

← 1

LEG
IM

← 2

sfârșit pentru

pentru J ← 1, M execută

L
NJ

← 1

LEG
NJ

← 2

sfârșit pentru

pentru I ← N - 1, 1 pas -1 

execută

pentru J ← M - 1, 1 pas -1 

execută

dacă A
IJ

≤ A
I+1,J

atunci

L1 ← L
I+1,J

+1 

altfel

L1 ← 0

sfârșit dacă

dacă A
IJ

≤ A
I,J+1

atunci

L2 ← L
I,J+1

+1
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altfel

L2 ← 0

sfârșit dacă

dacă L1 > L2 atunci

DIR ← 0

L0 ← L1

altfel

DIR ← 1

L0 ← L2

sfârșit dacă

dacă L0 = 0 atunci

L
IJ

← 1

LEG
IJ

← 2

altfel

L
IJ

← L0

LEG
IJ

← DIR

sfârșit dacă 

sfârșit pentru

sfârșit pentru

X ← 0

Y ← 0

MAX ← 0

pentru I ← 1, N execută

pentru J ← 1, M execută

dacă L
IJ
> MAX atunci 

MAX ← L
IJ

X ← I

Y ← J 

sfârșit dacă

sfârșit pentru

sfârșit pentru

scrie MAX

I ← X

J ← Y

cât timp (LEG
IJ

≠ 2) execută

scrie I, J

dacă LEG
IJ
= 0 atunci

I ← I + 1

altfel

J ← J + 1

sfârșit dacă

sfârșit cât timp

scrie I, J

Algoritmul are ordinul de com-
plexitate O(N · M).

Problema #4
Considerãm o tablã de joc de formã
dreptunghiularã având N linii ºi M
coloane. Piesele jocului se miºcã în-
cepând de la o poziþie iniþialã aflatã
pe prima linie pânã la o poziþie finalã
aflatã pe ultima linie a tablei. 

Este datã o listã de mutãri posi-
bile sub forma unor cvadruple: X1,

Y1, X2, Y2 cu semnificaþia cã piesa si-
tuatã în punctul de coordonate (X1,
Y1) se poate muta în punctul de co-
ordonate (X2, Y2); în plus de fiecare
datã avem relaþia: X1 < X2 (piesele
avanseazã spre ultima linie a tablei). 

Sã se determine numãrul secven-
þelor posibile de mutãri pe care le poa-
te efectua o piesã plecând de la un
punct situat pe prima linie ºi ajungând
la un punct situat pe ultima linie a ta-
blei.

Date de intrare
Fiºierul de intrare mutari.in are ur-
mãtoarea structurã:
• pe prima linie se aflã numerele N,

M, K care indicã numãrul de linii
ale tablei, numãrul de coloane ale
tablei, respectiv numãrul de elemen-
te ale listei de mutãri; cele trei nu-
mere sunt separate prin câte un spa-
þiu;

• pe urmãtoarele K linii se aflã cva-
druple de forma X1, Y1, X2, Y2 care
indicã o mutare posibilã; cele patru
numere sunt separate prin spaþii.

Date de ieºire
Fiºierul de ieºire mutari.out trebu-
ie sã aibã urmãtoarea structurã:
• o singurã linie pe care se va afla nu-

mãrul NR, indicând numãrul sec-
venþelor posibile de mutãri.

Exemplu
mutari.in

5 9 15

1 2 3 1

1 2 2 3

2 3 3 3

3 1 5 1

3 1 4 3

4 3 5 3

2 3 4 6

3 3 5 5

4 3 5 5

1 5 3 6

3 6 4 6

4 6 5 5

1 9 2 8

2 9 4 9

4 8 5 9

mutari.out

6

Restricþii si precizãri:
• 1 ≤ N;
• M ≤ 200;
• 1 ≤ K ≤ 1000.

Problema a fost propusã spre re-
zolvare elevilor din clasa a X-a la
ediþia 2005 a Olimpiadei Locale de
Informaticã din judeþul Prahova.

Rezolvare
Problema poate fi consideratã o ge-
neralizare a problemei determinãrii
numãrului de modalitaþi de a urca o
scarã cu N trepte, la fiecare pas ur-
cându-se una sau douã trepte. 

Folosim vectorii XP, YP, XF, YF
pentru memorarea extremitãþilor ar-
celor (aceste arce reprezintã mutãrile
posibile) ºi o matrice auxiliarã A cu
N linii ºi M coloane. 

Prezentãm în continuare rezol-
varea în pseudocod:

sorteazã crescãtor vectorii XP, YP, XF, 
YF în funcþie de valorile vectorului

XP

iniþializeazã cu 0 toate elementele 
matricei A

pentru J ← 1, K execută

dacă XP
J
= 1 atunci

A
1,YP

J

← 1

sfârșit dacă

sfârșit pentru

pentru J ← 1, K execută

A
XF

J
,YF

J

← A
XF

J
,YF

J

+ A
XP

J
,YP

J

sfârșit pentru

S ← 0

pentru J ← 1, M execută

S ← S + A
NJ

sfârșit pentru

scrie s

Algoritmul are ordinul de com-
plexitate O(K · log K + N · M). Da-
toritã existenþei relaþiilor de recuren-
þã ºi a rezolvãrii lor în modul bottom-
up putem spune cã problema se înca-
dreazã în tehnica programãrii dina-
mice.
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Problema #5
Fie X = (X1, X2, …, Xn) ºi Y = (Y1,
Y2, …, Ym) douã ºiruri care conþin n,
respectiv m numere întregi. Determi-
naþi un subºir comun al acestor
ºiruri, care are lungimea maximã.

Exemplu
X = (2,7,7,6,2,8,4,1,3,5,6)

Y = (10,2,5,6,7,7,4,3,5,8)

O soluþie este:
Z = (2,7,7,4,3,5)

Rezolvare
Fie Z = (Z1, Z2, …, Zk-1, Zk) un astfel
de subºir. Existã o pereche (i, j) pen-
tru care avem Zk = Xi ºi Zk = Yj. În
acest caz Z este optim pentru subsec-
venþele X1,…, Xi ºi Y1, …, Yj. De ase-
menea, existã o pereche (i', j') pentru
care avem Zk-1 = Xi' ºi Zk-1 = Yj'. Mai
mult, vom avea întotdeauna i' < i ºi i'
< i. În acest caz Z1, …, Zk-1 este op-
tim pentru subsecvenþele X1, …, Xi'

ºi Y1, …, Yj'. 
Se aplicã metoda înapoi; trebuie

sã ajungem pas cu pas de la perechea
(i', j') la perechea (i, j).

Considerãm toate subsecvenþele
de forma X1,…, Xi ºi Y1, …, Yj. Reþi-
nem pentru o pereche de indici (i, j)
valoarea Aij care indicã lungimea ma-
ximã a unui subºir comun al ºirurilor
X1,…, Xi ºi Y1, …, Yj. 

Pentru i = 0 sau j = 0 vom avea
întotdeauna A0k = Ah0=0, pentru toa-
te valorile k ºi h pentru care 1 ≤ k ≤
m ºi 1 ≤ h ≤ n.

Pe cazul general, dacã Xi = Yj,
atunci Zk = Xi = Yj ºi Aij = Ai-1,j-1 + 1,
deoarece i' < i - 1 si j' < j - 1. 

Dacã Xi ≠ Yj trebuie sã eliminãm
unul dintre capete. S-ar putea sã
avem Xi = Yj-1 sau Yj = Xi-1 (este po-
sibil ca ambele egalitãþi sã fie adevã-
rate simultan). În general, putem con-
sidera cã Aij = max(Ai,j-1, Ai,j-1).

Se observã cã matricea A se poate
construi în urma unei parcurgeri pe
linii ºi coloane. 

Prezentãm în continuare rezolva-
rea în pseudocod:

pentru i ← 1, n execută

A
i0

← 0

sfârșit pentru

pentru j ← 1, m execută

A
0j

← 0

sfârșit pentru

pentru i ← 1, n execută

pentru j ← 1, m execută

dacă X
i
= Y

j
atunci 

A
ij

← A
i-1,j-1

+ 1

altfel

dacă A
i-1,j

> A
i,j-1

atunci

A
ij

← A
i-1,j

altfel

A
ij

← A
i,j-1

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit pentru

sfârșit pentru

Subºirul propriu-zis se constru-
ieºte tot pe baza matricei A. Se par-
curge un drum de la punctul de co-
ordonate (n, m) cãtre marginile din
stânga ºi de sus ale matricei. La fie-
care pas, dacã Xi = Yj se reþine aceas-
tã valoare, altfel se merge cãtre maxi-
mul coordonatelor precedente (I - 1,
J) ºi (I, J - 1). Prezentãm rezolvarea
în pseudocod:

i ← n

j ← m

cât timp i > 0 și j > 0 execută

dacă X
i
= Y

j
atunci

scrie X
i

I ← I - 1

J ← J - 1

altfel

dacă A
i-1,j

= A
ij

atunci 

i ← i - 1

altfel  

j ← j - 1 

sfârșit dacă

sfârșit dacă 

sfârșit cât timp

Problema #6
Un graf orientat pe niveluri are no-
durile împãrþite în k ≥ 2 mulþimi V1,
V2, …, Vk. 

În prima mulþime se aflã nodul
sursã s, în ultima mulþime se aflã no-
dul terminal t. Arcele unesc noduri
din mulþimi succesive ºi au costuri
pozitive. 

Se doreºte determinarea unui
drum de cost minim de la sursã la
destinaþie.

Exemplu
V1 = {1}, V2 = {2, 3, 4, 5}, V3 = {6, 7,
8}, V4 = {9, 10, 11}, V5 = {12}.
Arce: (1, 2) cost 9; (1, 3) cost 7; (1, 4)
cost 3; (1, 5) cost 2; (2, 6) cost 4; (2,
7) cost 2; (2, 8) cost 1; (3, 6) cost 2;
(3, 7) cost 7; (4, 8) cost 11; (5, 7) cost
11; (5, 8) cost 8; (6, 9) cost 6; (6, 10)
cost 5; (7, 9) cost 4; (7, 10) cost 3; (8,
10) cost 5; (8, 11) cost 6; (9, 12) cost
4; (10,12) cost 2; (11,12) cost 5.

Un drum de cost minim este: 1,
2, 7, 10, 12 ºi are costul 16.

Rezolvare
Se aplicã metoda înainte. Relaþia de
recurenþa este: costnivel, J = min{cJL +
costnivel+1, L} pentru L în Vnivel+1 ºi (J,
L) arc. Algoritmul de determinare a
costului minim, în pseudocod, este:

cost
N

← 0

pentru J ← N - 1, 1 pas -1 

execută

parcurgem lista de adiacentã a
nodului J

fie K nodul pentru care valoarea
c
JK
+ cost

K
este minimã

cost[J] ← c
JK
+ cost

K

d[J] ← K

sfârșit pentru

Pentru determinarea drumului de
cost minim putem utiliza algoritmul:

drum
1

← 1

drum
H

← N

pentru J ← 2, H - 1 execută

drum
J

← d
drum

J-1

sfârșit pentru

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului este O(N + M) dacã memo-
rãm graful prin liste de adiacenþã.
Algoritmul se poate generaliza pen-
tru arce între mai multe niveluri.

Bibliografie
1. Ellis Horowitz, Sartaj Sahni, San-

guthevar Rajasekaran, Computer
Algorithms, Computer Science
Press 1998.

2. Emanuela Cerchez, Informaticã,
Editura Polirom, 2002

3. ***, probleme propuse la concur-
surile de programare.
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