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Rzeszów, iulie 2004

OLIMPIADA de Informaticã

a EUROPEI CENTRALE
2004
Vã prezentãm în cadrul acestui articol  soluþiile oficiale ale celor ºase probleme
propuse spre rezolvare la ultima ediþie a Olimpiadei de Informaticã a Europei
Centrale.

P040607: Nori
Aceastã problemã este una dintre
acele probleme de geometrie ale cãrei
soluþii corecte se bazeazã pe aceeaºi
idee. 

Este uºor de observat faptul cã
pentru a determina de câte ori este
întreruptã comunicaþia, trebuie sã
luãm în considerare punctele în care
raza atinge marginile norilor. Acestea
sunt singurele puncte în care "starea"
comunicaþiei se schimbã.

În enunþ se precizeazã cã avem o
razã care porneºte din punctul de co-
ordonate (0, 0) ºi o mulþime de nori
care se deplaseazã cu o vitezã descri-
sã de un vector ale cãrui componente
sunt vx ºi vy.

Sunt necesare cunoºtinþe elemen-
tare de fizicã pentru a ne da seama cã

miºcarea este relativã, deci putem
considera cã norii îºi pãstreazã pozi-
þia, iar raza se deplaseazã cu o vitezã
descrisã de un vector ale cãrui com-
ponente sunt -vx ºi -vy.

Aceastã nouã formulare a proble-
mei este mult mai convenabilã ºi va fi
folositã în cele ce urmeazã. În figura
1 este prezentatã "traiectoria" razei.

Aceastã traiectorie este o semili-
nie care porneºte din originea siste-
mului de coordonate. Intersecþia
dintre aceastã semilinie ºi poligoanele
care reprezintã norii este datã de o
mulþime de segmente (care fac parte
din semilinie).

Poate apãrea ºi situaþia în care
intersecþia dintre traiectorie ºi un nor
este datã de un singur punct. În acest
caz vom considera cã intersecþia este

un segment de
lungime 0.

Pentru cazul
din figura 1, inter-
secþia dintre linie ºi
norul identificat
prin 2 este datã de
douã segmente,
dintre care unul are
lungimea 0.

Fiecare segment
care face parte din
intersecþia dintre

traiectorie ºi nori reprezintã un inter-
val de timp în care comunicaþia este
întreruptã.

Ca prim pas al soluþiei, vom de-
termina separat, pentru fiecare nor,
segmentele care fac parte din inter-
secþie. Ulterior, vom lua în conside-
rare reuniunea segmentelor obþinute
pentru fiecare nor în parte. 

Evident, este posibil ca, în mo-
mentul efectuãrii reuniunii, anumite
segmente sã se lipeascã. 

Este cazul segmentelor corespun-
zãtoare intersecþiei cu norii 3 ºi 4 din
figura 1.

Soluþia problemei va fi datã de
numãrul total al segmentelor obþinu-
te dupã efectuarea reuniunii.

Pentru exemplul din figura 1 vom
avea:
• douã segmente pentru norul 2, din-

tre care unul are lungimea 0;
• un segment pentru norul 3;
• un segment pentru norul 4.

Rãspunsul corect va fi 3, deoare-
ce avem trei segmente dupã efectua-
rea reuniunii.

Determinarea segmentelor
pentru fiecare nor
Pentru determinarea segmentelor de
intersecþie cu un nod, este necesarãFFiigguurraa  11::  EExxeemmpplluu  ppeennttrruu  ttrraaiieeccttoorriiaa  rraazzeeii  LLAASSEERR
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determinarea punctelor de intersecþie
dintre semilinia care reprezintã tra-
iectoria ºi laturile poligonului care
reprezintã norul.

Va trebui sã luãm în considerare
fiecare laturã a poligonului ºi sã veri-
ficãm dacã aceasta se intersecteazã cu
semilinia.

Pentru un nor care este reprezen-
tat printr-un poligon cu k vârfuri,
ordinul de complexitate al acestei
operaþii este O(k).

Totuºi, chiar ºi dupã determina-
rea intersecþiilor, nu putem imediat
sã ne dãm seama câte segmente existã
deoarace forma norilor este arbitrarã
(nu ºtim decât faptul cã poligonul ca-
re reprezintã norul nu poate fi încru-
ciºat - laturile nu se pot intersecta
decât în vârfurile poliginului, iar do-
uã laturi care se intersecteazã trebuie
sã fie consecutive în sens trigonome-
tric sau antitrigonometric).

În principiu, ar trebui sã sortãm
punctele de intersecþie în funcþie de
distanþa lor faþã de originea sistemu-
lui de coordonate, sã le grupãm douã
câte douã ºi sã numãrãm segmentele
astfel formate.

Aceastã abordare este corectã în
cazul în care semilinia nu intersectea-
zã poligonul într-un vârf. Dacã prin-
tre punctele de intersecþie se aflã ºi
vârfuri ale poligonului, atunci trebu-
ie tratate câteva cazuri speciale, care
sunt prezentate în figura 2.

Ultimele douã cazuri pot fi re-
zolvate foarte uºor. Punctul E este
adãugat o singurã datã, iar unctul F
este adãugat de douã ori. Se observã
cã aceastã abordare este corectã indi-
ferent în care parte se aflã interiorul
poligonului care reprezintã norul.

Pentru rezolvarea primelor douã
cazuri va trebui sã definim tipul fie-

cãrui punct de in-
tersecþie.

Punctele de in-
tersecþie care nu
sunt vârfuri ale po-
ligonului sunt punc-
te standard. 

De asemenea,
punctele adãugate
pentru ultimele do-
uã cazuri sunt ºi ele

puncte standard.
Pentru primul caz punctul A este

adãugat de douã ori. 
Prima datã acesta este adãugat ca

punct standard, iar apoi ca punct
segment. 

Punctul B este adãugat o singurã
datã, ca punct segment.

Pentru cel de-al doilea caz, punc-
tele C ºi D sunt adãugate o singurã
datã, ca puncte segment.

În momentul în care generãm
punctele de intersecþie pentru un anu-
mit nor, vom sorta punctele obþinute
prin procedeele descrise anterior, în
funcþie de distanþa faþã de originea
sistemului de coordonate, pãstrând
ordinea pentru punctele care apar de
douã ori.

Cu alte cuvinte, dupã sortare, ce-
le douã puncte corespunzãtoare
punctului A din primul caz vor apã-
rea, dupã sortare, ca un punct stan-
dard urmat de un punct segment.

În acest moment putem determi-
na segmentele care reprezintã inter-
secþiile. 

Pentru aceasta vom examina punc-
tele din secvenþa ordonatã, în ordi-
nea obþinutã dupã ordonare. Punc-
tele standard din secvenþã reprezintã
extremitãþi drepte sau stângi (alterna-
tiv) ale unor segmente.

Se observã faptul cã punctele seg-
ment apar întotdeauna în perechi în
secvenþa ordonatã. 

În momentul în care detectãm o
astfel de pereche de puncte (le vom
nota prin X ºi Y) vom studia cel mai
recent punct standard considerat an-
terior.

În cazul în care acest punct re-
prezintã extremitatea stângã a unui
segment (nu are încã pereche), punc-
tele X ºi Y sunt ignorate.

În caz contrar (punctul reprezin-
tã extremitatea dreaptã a unui seg-
ment sau nu existã nici un punct stan-
dard considerat anterior), segmentul
determinat de punctele X ºi Y este
adãugat în lista segmentelor care re-
prezintã intersecþia.

Este evident faptul cã factorul
dominant în determinarea timpului
de execuþie necesar prelucrãrii unui
nor este dat de operaþia de sortare a
punctelor de intersecþie.

Aºadar, pentru un nor reprezen-
tat de un poligon cu k vârfuri care se
intersecteazã cu traiectoria în q punc-
te, ordinul de complexitate al opera-
þiei de determinare a segmentelor de
intersecþie este O(k + q · log q).

Determinarea numãrului de
întreruperi ale comunicaþiei
Aºa cum am menþionat anterior, este
suficient sã luãm în considerare seg-
mentele determinate pentru fiecare
nor ºi sã determinãm numãrul seg-
mentelor din reuniune (lipind anu-
mite segmente dacã este necesar).

Pentru aceasta vom sorta seg-
mentele în funcþie de distanþele din-
tre extremitãþile stângi ºi originea sis-
temului de coordonate.

Considerãm acum segmentele în
ordinea obþinutã dupã sortare ºi nu-
mãrãm segmentele ale cãror extremi-
tãþi stângi sunt mai îndepãrtate de
orgine decât cea mai îndepãrtatã ex-
tremitate dreaptã a unui segment
considerat anterior.

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului prezentat este O(m + p · log
p)., unde m reprezintã numãrul total
al vârfurilor poligoanelor care repre-
zintã norii, iar p reprezintã numãrul
total al punctelor de intersecþie de-
terminate pentru toþi norii.

O capcanã...
Soluþia prezentatã conþine o capcanã
bine ascunsã. Aºa cum am arãtat, al-
goritmul efectueazã sortãri ale punc-
telor, ceea ce implicã efectuarea de
comparãri între coordonatele acestora.

Uneori, intersecþiile sunt atât de
apropiate încât nici mãcar numerele
reale reprezentate pe 80 de biþi nu
oferã o acurateþe suficientã.
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Pentru a se evita aceastã proble-
mã era necesarã reprezentarea coor-
donatelor punctelor ca rapoarte între
douã numere întregi a câte 64 de biþi.
Folosind aceastã reprezentare, pen-
tru a efectua comparãrile, era necesa-
rã implementarea operaþiei de înmul-
þire pentru douã numere întregi re-
prezentate pe câte 64 de biþi, deci re-
zultatul putea conþine pânã la 128 de
biþi.

P040608: Bomboane
Pentru început vom reformula pro-
blema în termeni specifici combina-
toricii. 

Trebuie sã determinãm numãrul
posibilitãþilor de a distribui cel mult
r obiecte identice în n cutii diferite,
astfel încât cea de-a i-a cutie sã con-
þinã cel mult mi obiecte, unde i varia-
zã între 1 ºi n.

Dacã notãm aceastã valoare prin
C(r), atunci determinarea soluþiei va
implica calcularea valorilor de tipul
C(b) - C(a - 1), sau doar C(b) dacã
avem a = 0.

În continuare vom prezenta câte-
va elemente teoretice referitoare la
distribuirea obiectelor identice în cu-
tii distincte fãrã a se impune nici o
restricþie.

Propoziþia #1
Numãrul posibilitãþilor de distribui-
re a r obiecte identice în n cutii dis-
tincte este .

Demonstraþie
Numãrul posibilitãþilor de distribui-
re a r obiecte în n cutii corespunde
numãrului posibilitãþilor de a aranja
r obiecte ºi n - 1 bare, numãr care
este egal cu .

Aceste bare împart obiectele în n
grupuri, iar fiecare grup corespunde
unei cutii.

Propoziþia #2
Numãrul posibilitãþilor de distribui-
re a cel mult r obiecte identice în n
cutii distincte este .

Demonstraþie
Veridicitatea propoziþiei reiese ime-
diat pe baza primei propoziþii. Dis-

tribuirea a cel mult r obiecte în n
cutii corespnde distribuirii a exact n
obiecte în n + 1 cutii. 

Indiferent câte obiecte avem în a
(n + 1)-a cutie, în primele n vom
avea cel mult r. 

Cu alte cuvinte, cea de-a (n + 1)-
a cutie va conþine toate obiectele care
nu au fost distribuite în nici una din-
tre primele n cutii.

Notãm prin U numãrul posibili-
tãþilor de a distribui, fãrã nici o res-
tricþie, r obiecte identice în n cutii.

De asemenea, notãm prin Ai o
mulþime care conþine toate posibili-
tãþile de a distribui cel mult r obiecte
identice în n cutii astfel încât cea de-
a i-a cutie sã conþinã mai mult de mi
obiecte.

Complementul mulþimii Ai (care

va fi notat prin ) va conþine toate

posibilitãþile de a distribui cel mult r
obiecte în n cutii astfel încât cea de-a
i-a cutie sã conþinã cel mult mi obiec-
te.

Ca urmare, soluþia problemei va
fi datã de cardinalul mulþimii obþinu-
te prin intersecþia tuturor mulþimilor
de forma , unde i variazã între 1 ºi
n:

Aceastã valoare poate fi determi-
natã pe baza principiului includerii ºi
excluderii. Obþinem urmãtorul re-
zultat:

Pentru a rezolva problema va tre-
bui sã determinãm toate valorile de

forma pentru toate

mulþimile .

Mulþimea conþi-
ne toate posibilitãþile de a distribui r
obiecte în n cutii astfel încât pentru
orice valoare , cea de-
a j-a cutie sã conþinã mai mult de mj
obiecte.

Vom prezenta acum modul în ca-
re poate fi obþinutã o astfel de distri-
buire. Pentru început vom amplasa
câte mj + 1 obiecte în fiecare cutie

. 
Apoi, distribuim obiectele rãma-

se în toate cele n cutii. Din propozi-
þia #2 rezultã cã numãrul posibilitãþi-
lor este:

Folosind aceastã formulã putem
deduce cã rezultatul final va fi dat de:

Coeficienþi binomiali
Principala dificultate care apare în
momentul implementãrii constã în
calcularea modulo 2004 a valorilor
coeficienþilor bonomiali.

Existã câteva posibilitãþi de re-
zolvare a acestei probleme, fiecare
având un anumit ordin de complexi-
tate ºi fiind mai mult sau mai puþin
simplã.

Triunghiul lui Pascal
Putem utiliza cunoscuta relaþie de
recurenþã care duce la obþinerea tri-
unghiului lui Pascal:

Folosind aceastã relaþie, putem
determina, folosind metoda progra-
mãrii dinamice, toate valorile 
(modulo 2004) pentru toate valorile

Valorile pãstrate vor fi ulterior
utilizate pentru determinarea rezul-
tatului S(r).

Aceastã preprocesare necesitã
pãstrarea unui vector cu cel mult b +
n elemente, valoare care se încadrea-
zã în limita asupra memoriei dispo-
nibile impusã în enunþ.

Totuºi, ordinul de complexitate
al operaþiei de preprocesare este O(n
· b), ordin care este mai mare decât
cel al operaþiei prin care sunt deter-
minate valorile S(b) ºi S(a - 1).

Astfel, întreaga soluþie va avea or-
dinul de complexitate O(n · b + 2n).
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O recurenþã mai "inteligentã"
Vom prezenta în continuare o abor-
dare similarã exponenþierii binare1.

Pentru a calcula vom deter-

mina valorile pentru i cuprins în-

tre 0 ºi q. Pentru p = 1 vom avea

ºi pentru i > 1.
Pentru p > 1 vom putea utiliza ur-

mãtoarea formulã:

Ca urmare, ordinul de complexi-
tate al operaþiei de determinare a va-
lorii coeficientului binomial este
O(q2 · log p).

Astfel, obþinem ordinul de com-
plexitate O(2n · n2 · log b) pentru în-
tregul algoritm de rezolvare a pro-
blemei. Spaþiul de memorie necesar
are ordinul O(n).

O altã abordare
O a treia posibilitate este utilizarea
formulei de calcul pentru combinãri:

Din nefericire, valoarea numãrã-
torului poate deveni foarte mare.

O posibilitate de a rezolva acest
inconvenient este implementarea ope-
raþiilor cu numere mari (adunare ºi
scãdere pentru douã numere mari,
înmulþire ºi împãrþire dintre un nu-
mãr mare ºi un numãr mic). Aceastã
metodã ignorã faptul cã ne interesea-
zã rezultatul modulo 2004.

Dacã luãm în considerare acest as-
pect, putem utiliza urmãtoarea abor-
dare:
• se determinã descompunerea în fac-

tori primi a valorii q! (datoritã fap-
tului cã valorile q care apar în re-
zolvare pot fi cel mult egale cu 10,
toate cele zece descompuneri posi-

bile pot fi determinate manual ºi
pãstrate dub forma unor ºiruri con-
stante);

• se construieºte un vector A care con-
þine q elemente ºi ale cãrui elemente
au iniþial valorile Ai = p + 1 - i;

• se iau în considerare succesiv factorii
primi; pentru fiecare factor x de or-
din k efectuãm urmãtorii paºi de k
ori: determinãm prima valoare Ai di-
vizibilã cu x, împãrþim la p valoarea
Ai ºi pãstrãm rezultatul în acelaºi ele-
ment Ai al vectorului;

• se înmulþesc (modulo 2004) valorile
finale ale elementelor vectorului cre-
at; în urma acestei înmulþiri se obþine
valoarea modulo 2004 a coeficientu-
lui binomial . 

Folosind aceastã metodã, ordinul
de complexitate al operaþiei de deter-
minare a valorii este O(q2 · log q).

Astfel, obþinem ordinul de com-
plexitate O(2n · n2 · log n) pentru în-
tregul algoritm de rezolvare a pro-
blemei.

O soluþie alternativã:
recursivitate ºi progra-
mare dinamicã
Dacã notãm prin ck(r) numãrul posi-
bilitãþilor de distribuire a r obiecte în
primele k cutii, atunci urmãtoarea
relaþie de recurenþã este adevãratã:

c0(r) = [r = 0];

Folosind aceastã formulã ºi me-
toda programãrii dinamice obþinem
un algoritm cu ordinul de complexi-

tate O(b · M), unde . Spa-

þiul de memorie necesar are ordinul
O(b).

Putem îmbunãtãþi performanþele
dacã, în vederea calculãrii valorilor
ck, pãstrãm sume parþiale de termeni
ck-1.

Dacã notãm ,

atunci avem: 
ck(r) = Ck-1(r) - Ck-1(r - mk - 1).

Evident, va trebui sã þinem cont
de faptul cã avem Ck-1(r - mk - 1) = 0

pentru situaþiile în care avem r - mk -
1 < 0.

Ordinul de complexitate al aces-
tei soluþii este O(b · n).

P040609: Excursii
Vom prezenta douã posibile variante
de rezolvare a problemei. Prima din-
tre ele este relativ directã, în timp ce
a doua profitã de particularitãþile
problemei.

Cuplaj maxim în graf
bipartit
Problema poate fi foarte uºor refor-
mulatã în termeni ai teoriei grafuri-
lor. Ea se reduce la determinarea unui
cuplaj maxim într-un graf bipartit G
= (V, E). 

Un cuplaj este definit ca o sub-
mulþime M a mulþimii E a muchiilor,
astfel încât oricare douã muchii dife-
rite din M nu au nici un punct co-
mun. Problema determinãrii cuplaju-
lui maxim necesitã determinarea unui
cuplaj M care sã conþinã cât mai mul-
te muchii posibil.

Pentru problema de faþã vom avea
un graf bipartit G = (V ∪ W, E), un-
de V este mulþimea grupurilor, W este
mulþimea excursiilor, iar E este mulþi-
mea muchiilor.

Douã noduri ale grafului v ∈ V ºi
w ∈ W vor fi unite printr-o muchie
în cazul în care grupul v poate pleca
în excursia w. 

Aºadar, avem:

Un cuplaj M în acest graf cores-
punde realizãrii unei corspondenþe
între grupuri ºi excursii. Dacã avem
(v, w) ∈ M, înseamnã cã grupul v
pleacã în excursia w.

Fiecare cuplaj din graful bipartit
corespunde unei corespondenþe vali-
de între grupuri ºi excursii.

Definiþia cuplajului ne asigurã cã
fiecare grup va pleca în cel mult o
excursie ºi cã în fiecare excursie va
pleca cel mult un grup.

Scopul nostru este de a determi-
na un cuplaj maximal P, astfel încât
P ⊆ E ºi
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Evident, cardinalul mulþimii P
trebuie sã fie cât mai mare posibil.

Existã o mulþime de algoritmi
foarte cunoscuþi care pot fi utilizaþi
pentru determinarea cuplajului ma-
xim. Un exemplu în acest sens este
algoritmul Hopcroft-Karp.

Totuºi, aceºti algoritmi se vor do-
vedi prea lenþi pentru a rezolva pro-
blema de faþã. Ei nu folosesc o parti-
cularitate a problemei ºi anume fap-
tul cã mulþimea E este convexã, deci
vom avea întotdeauna:

Folosind acastã observaþie putem
rezolva problema utilizând metoda
greedy.

Metoda greedy
Algoritmul greedy care poate fi utili-
zat pentru rezolvarea acestei proble-
me este schiþat în continuare:
• se sorteazã grupurile în ordine cres-

cãtoare, în funcþie de dimensiunile
lor;

• pentru fiecare grup i:
♦ se determinã o excursie j care nu

a mai fost utilizatã, astfel încât uj
≥ si ≥ lj ºi valoarea uj este cât mai
micã posibil (si reprezintã numã-
rul membrilor grupului i, lj repre-
zintã dimensiunea minimã a gru-
pului j, iar uj reprezintã dimen-
siunea maximã a grupului j);

♦ dacã o astfel de excursie existã,
atunci grupul i va pleca în excur-
sia j (de acum excursia j este con-
sideratã a fi utilizatã), iar numãrul
total al excursiilor va fi incremen-
tat;

• se scriu rezultatele (perechile deter-
minate).

Demonstrarea corectitudinii
Dupã realizarea corespondenþei din-
tre un grup ºi o excursie, excursia es-
te eliminatã din lista excursiilor. 

Sã presupunem cã am realizat în
mod optim corespondenþele pentru
primele k - 1 grupuri ºi dorim sã rea-
lizãm acum corespondenþa pentru cel
de-al k-lea grup.

De asemenea, presupunem cã gru-
pul k poate pleca în una dintre ex-
cursiile a1, a2, ..., ap (aceste excursii

nu au fost utilizate anterior) ºi cã
avem .

Datoritã faptului cã am reuºit sã
realizãm în mod optim coresponden-
þele pentru primele k - 1 grupuri, ºtim
cu siguranþã cã existã cel puþin o so-
luþie optimã S. Vom arãta cã existã o
soluþie optimã în care se realizeazã o
corespondenþã înre grupul k ºi ex-
cursia a1 ºi corespondenþele pentru
toate grupurile anterioare sunt cele
deja stabilite.

Existã trei posibilitãþi:
• în cadrul soluþiei S, al k-lea grup

pleacã în excursia a1;
• în cadrul soluþiei S, al k-lea grup

pleacã într-o excursie ax, ºi avem x
≠ 1.

• în cadrul soluþiei S, pentru al k-lea
nu se realizeazã nici o coresponden-
þã cu nici o excursie.

Dacã prima condiþie este îndepli-
nitã, atunci totul este în regulã ºi avem
o soluþie optimã care conþine cores-
pondenþele pe care le dorim.

Dacã pentru grupul k nu se sta-
bileºte nici o corespondenþã cu o ex-
cursie, atunci este necesar ca excursia
a1 sã fi fost pusã în corespondenþã cu
un alt grup. În caz contrar, prin sta-
bilirea corespondenþei între grupul k
ºi excursia a1 am obþine o soluþie mai
bunã.

Sã presupunem cã, în cadrul so-
luþiei S, excursia a1 este pusã în co-
respondenþã cu un grup z. 

Evident, grupul z nu a fost încã
procesat deoarece astfel excursia a1
ar fi fost deja eliminatã din listã (ex-
cursiile sunt eliminate dupã ce sunt
utilizate).

Aºadar, dacã realizãm o cores-
pondenþã între al k-lea grup ºi excur-
sia a1 ºi nu vom realiza ulterior nici o
corespondenþã pentru grupul z, vom
avea în continuare o soluþie optimã
(numãrul corespondenþelor este ace-
laºi).

Ultima posibilitate este ca al k-lea
grup sã fie pus în corespondenþã cu o
excursie ax, unde x ≠ 1. Distingem
douã cazuri:
• pentru excursia a1 nu este stabilitã

nici o corespondenþã;

• excursia a1 este pusã în corespon-
denþã cu un grup z, care nu a fost
încã procesat.

Dacã pentru excursia a1 nu este
stabilitã nici o corespondenþã, atunci
putem sã modificãm pur ºi simplu
corespondenþa pentru al k-lea grup.
Acestuia nu îi va mai corespunde ex-
cursia ax, ci excursia a1, iar numãrul
corespondenþelor nu se va modifica.

Dacã excursia a1 este pusã în co-
respondenþã cu un grup z ºi acest
grup nu a fost încã procesat, atunci
putem intersechimba cele douã co-
responenþe. Celui de-al k-lea grup îi
va corespunde excursia a1, iar grupu-
lui z îi va corespunde excursia ax.

Putem realiza aceastã interschim-
bare deoarece, în cazul în care al k-lea
grup este pus în corespondenþã cu
excursia a1 ºi grupul z este pus în co-
respondenþã cu excursia ax, atunci
avem:

Din definiþia valorilor a1 ºi ax ob-
þinem ºi .

Pe baza acestor relaþii ajungem la
urmãtoarea inegalitate:

Aºadar, putem realiza corespon-
denþa dintre al k-lea grup ºi excursia
a1, precum ºi corespondenþa dintre
grupul z ºi excursia ax fãrã a reduce
numãrul total al corespondenþelor
realizate.

Am reuºit astfel sã demonstrãm
cã dacã algoritmul realizeazã în mod
optim corespondenþele pentru prime-
le k - 1 grupuri, atunci el va realiza
în mod optim ºi corespondenþa pen-
tru al k-lea grup.

Folosind metoda inducþiei mate-
matice ºi presupunând cu pentru ze-
ro grupuri corespondenþele sunt rea-
lizate optim, tragem concluzia cã al-
goritmul anterior determinã întot-
deauna rãspunsul corect.

Detalii de implementare
Soluþia constã în utilizarea unui heap
H pentru a pãstra excursiile posibile
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pentru grupul curent. Dacã grupul se
modificã, atunci anumite excursii
sunt adãugate ºi alte excursii sunt eli-
minate.

Rãdãcina heap-ului va conþine în-
totdeauna o excursie pentru care va-
loarea ui este cea mai micã dintre va-
lorile corespunzãtoare tuturor ele-
mentelor din heap.

Algoritmul constã în urmãtorii
paºi:
• se ordoneazã crescãtor grupurile în

funcþie de valorile si;
• se ordoneazã crescãtor excursiile în

funcþie de valorile lj;
• pentru fiecare grup i (în ordinea da-

tã de valorile si):
♦ se adaugã în heap-ul H toate ex-

cursiile care nu au fost adãugate
anterior ºi pentru care numãrul
minim de participanþi lj este mai
mic sau egal cu numãrul membri-
lor grupului i;

♦ se eliminã din heap-ul H toate ex-
cursiile pentru care numãrul ma-
xim de participanþi uj este mai mic
decât numãrul membrilor grupu-
lui i;

♦ se eliminã din heap-ul H elemen-
tul cu valoarea minimã (numai da-
cã heap-ul nu este vid); excursia
eliminatã este pusã în corespon-
denþã cu grupul i.

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului prezentat este O(n · log n +
m · log m), iar spaþiul de memorie ne-
cesar are ordinul O(n + m).

P040610: Fotbal
Vom arãta modalitatea de determina-
re a soluþiei cu ajutorul unor leme pe
care le vom ºi demonstra.

Limita inferioarã
Vom arãta acum care este numãrul
minim al situaþiilor în care o echipã
joacã douã meciuri consecutive pe te-
ren propriu sau douã meciuri conse-
cutive în deplasare.

Lema #1
Limita inferioarã a numãrului situaþi-
ilor în care o chipã joacã douã meciuri
consecutive pe teren propriu sau do-
uã meciuri consecutive în deplasare

este n - 2, unde n este numãrul total
al echipelor.

Demonstraþie
Presupunem, fãrã a restrânge genera-
litatea, cã în prima etapã echipele 1,
..., n / 2 joacã pe teren propriu, iar
echipele n / 2 + 1, ..., n joacã în de-
plasare.

Când oricare douã dintre primele
n / 2 echipe trebuie sã dispute un
meci, una dintre ele va trebui sã joa-
ce douã meciuri consecutive acasã sau
douã meciuri consecutive în deplasa-
re.

Definim faza ca fiind proprieta-
tea echipelor de a juca meciurile, al-
ternativ, pe teren propriu ºi în depla-
sare.

Iniþial, faza primelor n / 2 echipe
aratã cã acestea vor juca meciurile
din etapele impare pe teren propriu
ºi meciurile din etapele pare în depla-
sare, iar faza ultimelor n / 2 echipe
aratã cã acestea vor juca meciurile din
etapele pare pe teren propriu ºi me-
ciurile din etapele impare în deplasa-
re. 

Pentru ca douã dintre primele n /
2 echipe sã poatã disputa un meci, una
dintre aceste echipe trebuie sã îºi mo-
difice faza.

Evident, prin modificarea fazei, o
echipã joacã douã meciuri consecuti-
ve pe teren propriu sau douã meciuri
consecutive în deplasare.

Sã presupunem cã echipa care îºi
modificã faza este echipa n / 2. Tre-
buie observat faptul cã, pânã în mo-
mentul în care aceastã echipã îºi mo-
dificã faza, ea poate juca cu oricare
dintre primele n / 2 - 1, cu condiþia
ca acestea sã nu îºi fi modificat faza
anterior.

Acest raþionament poate fi apoi
repetat pentru fiecare dintre primele
n / 2 - 1 echipe, deoarace ºi ele tre-
buie sã dispute partide unele cu alte-
le.

Mai exact, fiecare dintre aceste
echipe va trebui sã îºi modifice o da-
tã faza pentru a putea juca cu echi-
pele cu numãr de ordine mai mic.

Aºadar, vor exista cel puþin n / 2
- 1 situaþii în care o echipã joacã do-
uã meciuri consecutive pe teren pro-

priu sau douã meciuri consecutive în
deplasare.

Întregul raþionament poate fi re-
petat ºi pentru ultimele n / 2 echipe
(situaþia este simetricã celei analizate
anterior). Astfel obþinem alte cel pu-
þin n / 2 - 1 situaþii, ceea ce duce la un
numãr total de cel puþin n - 2 situa-
þii.

Aplicând aceastã lemã obþinem o
limitã inferioarã a numãrului situaþii-
lor în care o echipã joacã douã me-
ciuri consecutive pe teren propriu
sau douã meciuri consecutive în de-
plasare. De fapt, vom arãta cã este
întotdeauna posibilã obþinerea unei
programãri a meciurilor astfel încât
numãrul total al acestor situaþii sã fie
exact n - 2.

Vom prezenta mai întâi modul în
care putem stabili programarea me-
ciurilor, vom arãta cã sunt respectate
toate condiþiile impuse ºi vom demon-
stra cã apare exact n - 2 situaþii în ca-
re o echipã joacã douã meciuri con-
secutive pe teren propriu sau douã
meciuri consecutive în deplasare.

Stabilirea programului
Pentru a simplifica formulele mate-
matice, vom numerota echipele ºi eta-
pe începând cu 0 (ultima echipã este
n - 1, iar ultima etapã este n - 2).

Definim programul ca o funcþie
pk: {0, 1, ..., n - 2} → {0, 1, ..., n - 1}
pentru k = 0, 1, ..., n - 2.

Pentru i ∈ {0, 1, ..., n - 2}, alegem
j ∈ {0, 1, ..., n - 2} astfel încât i + j ≡ k
(mod n - 1). Dacã i ≠ j, vom stabili
valoarea pk(i) = j, iar dacã i = j, vom
stabili pk(i) = n - 1.

În acest moment putem prezenta
programul meciurilor pentru o etapã
k. Vom nota l = [(k + 1) / 2].

Dacã k este un numãr par, atunci
meciurile din cea de-a k-a etapã vor
fi de forma: (l, pk(l)), (l + 1, pk(l + 1)),
..., (l + n / 2 - 1, pk(l + n / 2 - 1)).

Dacã k este impar, atunci meciu-
rile din cea de-a k-a etapã vor fi de
forma: (pk(l), l), (pk(l + 1), l + 1), ...,
(pk(l + n / 2 - 1), l + n / 2 - 1).

Demonstraþia corectitudinii aces-
tei programãri va fi prezentatã în con-
tinuare.
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Corectitudinea ºi opti-
malitatea
Vom prezenta acum douã leme care
vor demonstra cã în fiecare etapã o
echipã are întotdeauna programat un
singur meci ºi cã între oricare douã
echipe se desfãºoarã exact un meci. 

Lema #2
Prin programarea descrisã anterior,
în fiecare etapã, fiecare echipã cuprin-
se între 0 ºi n - 1 disputã exact o par-
tidã (pentru fiecare etapã programa-
rea este corectã).

Demonstraþie
Pentru a nu complica formulele ma-
tematice, vom lua în considerare se-
parat cazurile în care valoarea k este
parã ºi cazurile în care aceastã valoa-
re este imparã.

Dacã k este un numãr par, atunci
existã o valoare m astfel încât k = 2 ·
m, deci avem l = [(2 · m + 1) / 2] = m.

În aceste condiþii perechile pe ca-
re le construim sunt: (m, pk(m)), (m +
1, pk(m + 1)), ..., (m + n / 2 - 1, pk(m
+ n / 2 - 1)).

Dacã utilizãm definiþia funcþiei
pk, atunci perechile sunt: (m, n - 1),
(m + 1, (m - 1) mod (n - 1)), ..., (m +
n / 2 - 1, (m - n / 2 + 1) mod (n - 1)),
unde prin mod am notat restul îm-
pãrþirii întregi. Datoritã faptului cã
împãrþitorul este întotdeauna n - 1,
resturile vor fi întotdeauna cuprinse
între 0 ºi n - 2.

Numerele m - n / 2 - 1, ..., m - 1,
m, m + 1, ..., m + n / 2 - 1 sunt n - 1
numere întregi consecutive, deci res-
turile operaþiilor de împãrþire a aces-
tora la n - 1 sunt distincte. Aceste res-
turi vor reprezenta toate echipele cu-
prinse într 0 ºi n - 2, iar echipa n - 1
apare exact o datã în listã. Ca urma-
re, fiecare echipã apare exact o datã
în lista de perechi. 

Aceastã afirmaþie este adevãratã
deoarece k ≤ n - 2, m + n / 2 - 1 = k /
2 + n / 2 - 1 ≤ (n - 2) / 2 + n / 2 - 1 =
n - 2, deci nici una dintre echipele
aflate pe prima poziþie în perechi nu
va fi n - 1 ºi, evident, nici una dintre
echipele care apar pe a doua poziþie
în perechi (cu excepþia primei perechi)
nu poate fi n - 1.

Dacã k este un numãr impar,
atunci existã o valoare m astfel încât
k = 2 · m + 1, deci avem l = [(2 · m +
2) / 2] = m + 1.

În aceste condiþii perechile pe ca-
re le construim sunt: (pk(m + 1), m +
1), (pk(m + 2), m + 2), ..., (pk(m + n /
2), m + n / 2).

Din nou, dacã utilizãm definiþia
funcþiei pk, obþinem perechile: (m, m
+ 1), ((m - 1) mod (n - 1), m + 2), ...,
((m - n / 2) mod (n - 1), m + n / 2 - 1),
(n - 1, m + n / 2).

Valoarea n - 1 apare în ultima pe-
reche deoarece avem m - n / 2 + 1 =
m + n / 2 - (n - 1), deci m - n / 2 + 1
≡ m + n / 2 (modulo n - 1).

La fel ca ºi în cazul anterior, echi-
pele cu numere de ordine cuprinse în-
tre 0 ºi n - 2 apar exact o datã în aces-
te perechi ºi, datoritã faptului cã avem
k = 2 · m + 1 ≤ (n - 2), m ≤ (n - 2) / 2
(n este întotdeauna par), echipa cu
numãrul de ordine n - 1 apare ºi ea
exact o datã.

Astfel, am încheiat demonstrarea
acestei leme.

Lema #3
Dacã luãm în considerare întreaga pro-
gramare, atunci fiecare pereche de
echipe joacã exact un meci (întreaga
programare este corectã).

Demonstraþie
Fie o valoare i ∈ {0, 1, ..., n - 2}; echi-
pele împotriva cãrora va disputa me-
ciurile echipa i vor avea numerele de
ordine jk astfel încât i + jk ≡ k (modu-
lo n - 1), iar dacã valoarea jk este ega-
lã cu i, atunci echipa oponentã va fi n
- 1. 

Afirmaþia anterioarã este dedusã
pe baza faptului cã echipa i joacã
exact o datã în fiecare etapã (potrivit
lemei #2).

Ca urmare, aceste numere jk vor
fi: (-i) mod (n - 1), (-i + 1) mod (n -
1), ..., (-i + n - 2) mod (n - 1).

Numerele -i, -i + 1, ..., -i + n - 2
sunt n - 1 numere întregi consecutive,
deci resturile împãrþirilor lor întregi
la n - 1 sunt distincte (fiecare rest, de
la 0 la n - 2, apare exact o datã).

Printre aceste resturi se va afla ºi
valoarea i; pentru etapa corespunzã-

toare oponentul echipei i va fi echipa
n - 1. 

În concluzie, cu excepþia valorii i,
fiecare numãr cuprins între 0 ºi n - 1
va apãrea exact o datã între numerele
p0(i), p1(i), pn-2(i).

Din aceastã parte a demonstraþiei
putem deduce cã echipa n - 1 va juca
de asemenea exact o datã cu fiecare
dintre primele n - 2 echipe.

Aceastã afirmaþie este adevãratã
deoarece pentru fiecare i ∈ {0, 1, ..., n
- 2} existã o etapã în care echipa i joa-
cã cu echipa n - 1.

Aplicând lema #2 ajungem la con-
cluzia cã echipa n - 1 joacã exact un
meci în fiecare etapã.

Aºadar, fiecare echipã joacã cu
echipe diferite în fiecare etapã, deci
lema #3 este adevãratã.

Pe baza lemelor #2 ºi #3 dedu-
cem cã programarea este corectã. Te-
orema urmãtore va demonstra cã
aceastã programare este ºi optimã.

Teoremã
Programarea construitã anterior este
optimã, în sensul cã existã exact n - 2
situaþii în care o echipã joacã douã
meciuri consecutive pe teren propriu
sau douã meciuri consecutive în de-
plasare.

Demonstraþie
Similar cazului demonstraþiei lemei
#2 vom considera douã cazuri distinc-
te. Pentru primul caz vom "trece" de
la o etapã cu numãr de ordine par la
o etapã cu numãr de ordine impar,
iar pentru al doilea vom "trece" de la
o etapã cu numãr de ordine impar la
o etapã cu numãr de ordine par.

Dacã luãm în considerare etapele
k ºi k + 1, iar k este par, atunci, folo-
sind perechile descrise în demonstra-
þia lemei #2 (cu m = k / 2), obþinem
urmãtoarele perechi pentru etapa k:
(m, n - 1), (m + 1, (m - 1) mod (n -
1)), (m + 2, (m - 2) mod (n - 1)),...,
(m + n / 2 - 1, (m - n / 2 + 1) mod (n
- 1)).

De asemenea, obþinem urmãtoa-
rele perechi pentru etapa k + 1: (m,
m + 1), ((m - 1) mod (n - 1), m + 2),
..., ((m - n / 2) mod (n - 1), m + n / 2 -
1), (n - 1, m + n / 2).
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Putem observa imediat cã numai
echipa cu numãrul de ordine m joa-
cã, în aceastã situaþie, douã meciuri
consecutive pe teren propriu ºi numai
echipa cu numãrul de ordine m + n / 2
joacã douã meciuri consecutive în de-
plasare. Pentru a deduce acest lucru
trebuia þinut cont de faptul cã m - n
/ 2 + 1 ≡ m + n / 2 (modulo n - 1) (pe
care l-am mai amintit).

Aºadar, pentru oricare douã eta-
pe consecutive dintre care prima are
numãrul de ordine par vom avea do-
uã echipe care îºi vor modifica faza
(vor juca douã meciuri consecutive
pe teren propriu sau în deplasare).
Datoritã faptului cã avem (n / 2) - 1
astfel de perechi de etape, numãrul
total al situaþiilor în care o echipã
joacã douã meciuri consecutive pe te-
ren propriu sau douã meciuri conse-
cutive în deplasare este 2 · (n / 2 - 1)
= n - 2.

Dacã luãm în considerare etapele
k ºi k + 1, iar k este impar, atunci,
folosind perechile descrise în demon-
straþia lemei #2 (cu m = [k / 2]), obþi-
nem urmãtoarele perechi pentru eta-
pa k: (m, m + 1), ((m - 1) mod (n - 1),
m + 2), ..., ((m - n / 2) mod (n - 1), m
+ n / 2 - 1), (n - 1, m + n / 2).

Pentru etapa k + 1 vom obþine, tot
pe baza lemei #2, urmãtoarele perechi:
(m + 1, n - 1), (m + 2, m mod (n - 1)),
(m + 3, (m - 1) mod (n - 1)), ..., (m + n
/ 2, (m - n / 2 + 2) mod (n - 1)).

Dacã studiem primele echipe din
a doua mulþime de perechi ºi pere-
chile aflate pe a doua poziþie în pri-
ma mulþime de perechi, observãm cã
aceste mulþimi de echipe sunt iden-
tice. 

Aceasta implicã faptul cã, dacã se
utilizeazã o astfel de programare, du-
pã o etapã cu numãr de ordine impar
toate echipele îºi pãstreazã faza, deci
nu apare nici o situaþie în care o echi-
pã joacã douã meciuri consecutive pe
teren propriu sau douã meciuri con-
secutive în deplasare.

Dupã ce am luat în considerare
ambele cazuri, am dedus cã apar, în
total, exact n - 2 situaþii în care o echi-
pã joacã douã meciuri consecutive pe
teren propriu sau douã meciuri con-
secutive în deplasare, ceea ce demon-
streazã teorema.

Soluþia corectã ºi optimã are or-
dinul de complexitate O(n2) ºi nece-
sitã un spaþiu de memorie de dimen-
siune constantã. Mai trebuie observat
faptul cã operaþia de scriere a datelor
de ieºire are ordinul de complexitate
O(n2).

P040611: Puzzle
Puzzle-ul prezentat în aceastã pro-
blemã pare a fi foarte asemãnãtor cu
celebrul cub Rubik. Într-adevãr, abor-
darea pe care o vom prezenta va pu-
tea fi utilizatã ºi pentru a rezolva cu-
bul Rubik. 

Algoritmul pe care îl vom descrie
constã în douã faze:
• aranjarea pieselor corespunzãtoare

pe toate liniile cu excepþia ultimei
linii;

• rearanjarea pieselor de pe ultima li-
nie.

Prima fazã
În aceastã primã fazã vom plasa pie-
sele succesive 1, 2, ..., n2 - n în poziþi-
ile corespunzãtoare.

Sã presupunem cã am reuºit sã
mutãm deja piesele 1, 2, ..., k în pozi-
þiile corecte. Dorim acum sã ampla-
sãm piesa k în poziþia sa corectã, fãrã
ca vreuna dintre piesele anterioare sã
fie mutatã din poziþia sa. 

Astfel, putem distinge patru si-
tuaþii:
• piesa se aflã deja în poziþia corectã;
• piesa se aflã pe linie corectã;
• piesa se aflã pe coloana corectã;
• piesa nu se aflã nici pe linia, nici pe

coloana corectã.

În prima situaþia nu trebuie efec-
tuatã nici o operaþie. 

În cazul în care piesa se aflã pe
linia corectã, procedãm aºa cum se
aratã în figura 3.

Se observã cã, dupã efectuarea ce-
lor patru deplasãri, doar trei piese îºi
modificã poziþia: j, k ºi m.

Dacã piesa se aflã pe coloana co-
rectã, procedãm într-o manierã simi-

FFiigguurraa  33::  CCeellee  ppaattrruu  ddeeppllaassăărrii  nneecceessaarree  ppeennttrruu  aa  mmuuttaa  ppiieessaa  kk  îînn  ppoozziiţţiiaa  ssaa  ccoorreeccttăă  ((cceeaa  hhaașșuurraattăă)),,  
îînn  ccoonnddiiţţiiiillee  îînn  ccaarree  ppiieessaa  ssee  aaffllăă  ddeejjaa  ppee  lliinniiaa  ccoorreeccttăă..  

FFiigguurraa  44::  CCeellee  ppaattrruu  ddeeppllaassăărrii  nneecceessaarree  ppeennttrruu  aa  mmuuttaa  ppiieessaa  kk  îînn  ppoozziiţţiiaa  ssaa  ccoorreeccttăă  ((cceeaa  hhaașșuurraattăă)),,  
îînn  ccoonnddiiţţiiiillee  îînn  ccaarree  ppiieessaa  nnuu  ssee  aaffllăă  nniiccii  ppee  lliinniiaa,,  nniiccii  ppee  ccoollooaannaa  ccoorreeccttăă..  
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larã. Vom avea nevoie tot de patru
deplasãri ºi în acest caz.

Dacã piesa nu se aflã nici pe linia,
nici pe coloana corectã, atunci vom
efectua tot patru deplasãri, dupã cum
se poate vedea în figura 4.

Trebuie observat faptul cã dupã
cele patru deplasãri prezentate în fi-
gurã, doar douã piese îºi modificã po-
ziþia: j ºi k.

Cu aceasta am încheiat prezenta-
rea operaþiilor efectuate în prima fa-
zã.

A doua fazã
Înainte de a arãt modul în care sunt
rearanjate piesele de pe ultima linie,
trebuie sã ne gândim puþin la proble-
ma formulatã de rege - existã întot-
deauna o modalitate de a rezolva puz-
zle-ul?

Permutãri
Vom prezenta acuma câteva elemen-
te fundamentale referitoare la permu-
tãri.

Fie o permutare f: {1, ..., n} → {1,
..., n}. Dacã pornim de la un element
arbitrar x ∈ {1, ..., n} ºi iterãm funcþia
f obþinând f(x), f(f(x)), f(f(f(x))), ...,
dupã câteva iteraþii (cel mult n), vom
obþine din nou valoarea x. Rezultã
imediat cã fiecare permutare este o
colecþie de cicluri.

De exemplu, permutarea (2, 4, 5,
1, 3) este formatã din douã cicluri ºi
putem scrie (2, 4, 5, 1, 3) = [2, 4, 1][5,

3]. De asemenea, mai spunem cã per-
mutarea (2, 4, 5, 1, 3) este produsul
ciclurilor [2, 4, 1] ºi [5, 3].

Ciclurile de lungime 2 au o sem-
nificaþie specialã. Ele sunt numite ºi
transpoziþii. 

Fiecare ciclu poate fi scris ca un
produs de transpoziþii:
[1, 2, ..., k] = [1, k][1, k - 1]...[1, 3][1, 2]

Practic, în formula anterioarã
aplicãm succesiv transpoziþiile de la
dreapta spre stânga.

Se observã cã orice permutare
poate fi scrisã sub forma unui produs
de transpoziþii.

Descompunerea în transpoziþii
nu este unicã. De exemplu, avem (2,
4, 5, 1, 3) = [4, 1][2, 1][5, 3] = [2, 4][4,
1][5, 3].

Nici numãrul transpoziþiilor care
apar în douã descompuneri diferite
ale unei permutãri nu trebuie sã fie
acelaºi. De exemplu, putem avea [1,
3][1, 7][1, 3] = [3, 4][4, 5][5, 6][6,
7][5, 6][4, 5][3, 4].

Totuºi, existã anumite proprietãþi
importante. Urmãtoarea propoziþie
este destul de cunoscutã.

Propoziþie
Dacã o permutare f poate fi descom-
pusã sub forma unui produs de trans-
poziþii ºi numãrul acestor transpoziþii
este par, atunci permutarea f nu poate
fi descompusã sub forma unui produs
de transpoziþii în care numãrul trans-
poziþiilor este impar.

Ca urmare, putem împãrþi per-
mutãrile în douã grupuri: permutãri
pare care se descompun în produse
din care fac parte un numãr par de
transpoziþii ºi permutãri impare care
se descompun în produse din care fac
parte un numãr par de transpoziþii. 

Sã considerãm o permutare care
este formatã dintr-un singur ciclu. Se
observã cã lungimea ciclului este parã
dacã ºi numai dacã permutarea este
imparã.

Permutãrile ºi puzzle-ul
Este evident cã putem trata configu-
raþia iniþialã ca fiind o permutare a
celor n2 piese. Vom nota aceastã con-
figuraþie prin π0. Fiecare deplasare
circularã este ºi ea o permutare ºi este
formatã dintr-un singur ciclu. Confi-
guraþia finalã este datã de permutarea
identicã id.

Dorim sã efectuãm o serie de de-
plasãri asupra configuraþiei iniþiale
pentru a obþine permutarea id. 

Cu alte cuvinte, dorim sã deter-
minãm o secvenþã de permutãri cir-
culare s2, s2, ..., sk, corespunzãtoare
unor deplasãri ale liniilor sau ale co-
loanelor, q astfel încât sã avem sksk-1
...s2s1π0 = id.

Sã presupunem cã valoarea n este
imparã. În acest caz fiecare si este o
permutare parã. Datoritã faptului cã
id este o permutare parã, reiese cã
puzzle-ul poate fi rezolvat numai da-
cã π0 este o permutare parã.

FFiigguurraa  55::  RReeaarraannjjaarreeaa  uullttiimmeeii  lliinniiii::  ppiieessaa  kk  aajjuunnggee  îînn  ppoozziiţţiiaa  ppiieesseeii  ll,,  
ppiieessaa  ll  aajjuunnggee  îînn  ppoozziiţţiiaa  ppiieesseeii  mm  șșii  ppiieessaa  mm  aajjuunnggee  îînn  ppoozziiţţiiaa  ppiieesseeii  kk..
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Operaþia de verificare a faptului
cã, în condiþiile în care n este un nu-
mãr impar, configuraþia iniþialã este
reprezentatã de un numãr impar, are
ordinul de complexitate O(n2).

Totuºi, ce putem face dacã valoa-
rea n este parã sau permutarea π0 este
parã? Dupã prima fazã obþinem cel
mult o linie care nu este aranjatã co-
rect (ultima linie). Se observã cã, dacã
n este un numãr par ºi configuraþia
obþinutã dupã prima fazã este imparã,
atunci aceastã configuraþie poate de-
veni parã dacã deplasãm cu o poziþie
ultima linie.

Aºadar, în cele ce urmeazã, putem
presupune cã dupã prima fazã am ob-
þinut o configuraþie a pieselor care es-
te reprezentatã de o permutare parã.

În acest codiþii putem muta pie-
sele succesive n2 - n + 1, n2 - n + 2,
..., n2 în poziþiile corecte dupã cum
se aratã în continuare.

Considerãm piesa cu numãrul de
ordine k. Presupunem cã o piesã cu
numãrul de ordine l se aflã pe poziþia
k. Trebuie sã existe o piesã cu numã-
rul de ordine m, astfel încât m > k ºi
m ≠ l, deoarece altfel permutarea ar fi
formatã dintr-o singurã transpoziþie
ºi ar fi imparã.

În figura 5 se aratã cã sunt sufi-
ciente ºapte mutãri pentru a aplica
permutarea [k, l, m]. Ca urmare,
piesa k ajunge pe poziþia sa corectã ºi
fiecare piesã j < k rãmâne pe poziþia
sa corectã.

Se observã cã numãrul deplasãri-
lor efectuate dacã se utilizeazã acest
algoritm este întotdeuna cel mult
egal cu 4 · n · (n - 1) + 7 · n < 400.000.

Detalii de implementare
Existã o mulþime de posibilitãþi de a
implementa o soluþie corectã, dar exis-
tã câteva "trucuri" care îmbunãtãþesc
semnificativ viteza de execuþie.

Dacã pãstrãm o tablã cu n2 piese
ºi simulãm fiecare mutare prin muta-
rea pieselor, atunci ordinul de com-
plexitate devine O(n3).

Acest ordin de complexitate poa-
te creºte la O(n4) dacã nu pãstrãm
poziþiile pieselor (avem nevoie de un
timp de ordinul O(n2) pentru a gãsi
fiecare dintre cele O(n2) piese).

Existã o soluþie cu ordinul de
complexitate O(n2), care se bazeazã
pe o observaþie simplã. Am prezentat
trei modalitãþi pentru a muta o piesã
în poziþia sa corectã.

Fiecare modalitate constã în gru-
puri de patru sau ºapte deplasãri, dar
rezultatul acestor deplasãri este modi-
ficarea poziþiilor a douã sau trei piese.

Aºadar, poziþiile pieselor dupã
efectuarea unui astfel de grup de de-
plasãri pot fi actualizate în timp
constant.

P040612: Cherestea
Pentru început trebuie sã observãm
faptul cã nu este eficient sã construim
fabrici de cherestea între copaci. Într-
un astfel de caz costul va scãdea cu
siguranþã dacã fabrica ar fi mutatã în
dreptul copacului aflat mai sus.

Înainte de a prezenta algoritmul
de rezolvare, vom prezenta câteva de-
finiþii utile.

Vom nota prin Cost(a, b) costul
total al transportului în situaþia în ca-
re cele douã fabrici de cherestea sunt
construite în dreptul copacilor a ºi b,
unde a < b.

În plus, presupunând cã fabrica de
cherestea aflatã mai jos este situatã în
punctul i, poziþia optimã a celeilalte
fabrici va fi notatã prin opt(i). Dacã
existã mai multe poziþii optime, atunci
va fi aleasã cea mai micã dintre ele.

Va trebui sã determinãm o pereche
(a, b) astfel încât valoarea Cost(a, b) sã
fie minimã.

Primul nostru obiectiv va fi deter-
minarea unei modalitãþi rapide de a
calcula valorile Cost(a, b). 

Presupunem cã stocãm urmãtoa-
rele valori:
• D(i) - distanþa dintre copacul 1 ºi

copacul n; D(n + 1) va conþine dis-
tanþa dintre copacul 1 ºi fabrica de
cherestea aflatã la poalele dealului;

• W(i) - suma greutãþilor copacilor 1,
2, ..., i;

• CostTotal - costul transportãrii tu-
turor copacilor la fabrica de la poa-
lele dealului (când nu existã nici o
altã fabricã).

Operaþiile de determinarea a tutu-
ror acestor valori au ordinul de com-

plexitate total O(n). Pentru a le calcu-
la este suficient sã plecãm de la primul
copac ºi sã ne deplasãm înspre poalele
dealului, adunând greutãþi ºi distanþe.

Se observã faptul cã dupã aceastã
preprocesare se pot calcula valorile
Cost(a, b) în timp constant, pentru ori-
ce pereche (a, b). 

Urmãtoarea formulã uºor de veri-
ficat este adevãratã:
Cost(a, b) = CostTotal - W(a) · (D(b)

- D(a)) - W(b) · (D(n + 1) - D(b)).

Algoritmul pãtratic
În acest moment putem prezenta un
algoritm care are ordinul de comple-
xitate O(n2). Se executã în timp liniar
preprocesarea prezentatã ºi apoi se
verificã toate posibilitãþile de a alege
poziþiile celor douã fabrici de cheres-
tea. Pentru fiecare alegere avem ne-
voie de un timp constant pentru a cal-
cula costul, iar numãrul acestor pe-
rechi este O(n2).

Un algoritm mai rapid
Din nefericire abordarea prezentatã
anterior nu este suficient de rapidã.
Vom prezenta o observaþie cheie care
ne va ajuta sã îmbunãtãþim semnifica-
tiv performanþele.

Observaþie
Pentru fiecare i < j, avem opt(i) <
opt(j).

Cu alte cuvinte, dacã mutãm fa-
brica aflatã mai jos înspre poalele
dealului, fabrica aflatã mai sus nu se
poate muta înspre vârf.

Nu este foarte dificil sã demon-
strãm aceastã afirmaþie. Sã conside-
rãm urmãtoarea lemã:

Lemã
Pentru fiecare k < k' ºi i < j, dacã
avem Cost(k', i) ≤ Cost(k, i), atunci
Cost(k', j) ≤ Cost(k, j).

Demonstraþie
Inegalitatea Cost(k', i) ≤ Cost(k, i) ara-
tã cã este mai eficient sã transportãm
copacii 1, 2, ..., k de la poziþia k la po-
ziþia k' decât sã transportãm copacii
k + 1, k + 2, ..., k' de la poziþia k' la
poziþia i.
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Este evident cã pentru transpor-
tarea copacilor k + 1, k + 2, ..., k' de
la poziþia k' la poziþia j costul va fi
cel puþin la fel de mare.

Putem deduce imediat cã avem,
într-adevãr, Cost(k', j) ≤ Cost(k, j).

Sã introducem acum în lema an-
terioarã k' = opt(i). Inegalitatea
Cost(k', i) ≤ Cost(k, i) este adevãratã
(este ipoteza). Lema ne aratã cã orica-
re k < k' nu poate fi opt(j) deoarece
ar duce la obþinerea uni cost mai ma-
re decât k'. Aºadar, am ajuns la con-
cluzia cã observaþia prezentatã este
întotdeauna adevãratã.

În cele ce urmeazã vom prezenta
modul în care putem obþine un algo-
ritm mai rapid pe baza acestei obser-
vaþii.

Prezentarea algoritmului
Sã presupunem cã am reuºit sã calcu-
lãm valoarea a* = opt([n / 2]). ªtim
cã pentru orice i < [n / 2] vom avea
opt(i) ≤ a* ºi cã pentru orice j > [n / 2]
vom avea opt(j) ≥ a*.

Aºadar, putem crea o rutinã re-
cursivã Solve(amin, amax, bmin, bmax) ca-
re determinã a ∈ {amin, ..., amax} ºi b ∈
{bmin, ..., bmax} astfel încât valoarea
Cost(a, b) este minimã.

Rutina determinã valoarea a* =
opt([(bmax - bmin) / 2]), într-un timp
de ordinul O(amax - amin).

În continuare se apeleazã recur-
siv:

Solve(amin, a*, bmin, 
[(bmax - bmin) / 2] - 1) 

ºi 
Solve(a*, amax, 

[(bmax - bmin) / 2] + 1, bmax).

Evident, apelul iniþial va fi: 
Solve(1, n, 1, n).

Analiza complexitãþii
Se observã imediat cã numãrul pere-
chilor verificate se reduce. Vom în-
cerca acum sã estimãm acest numãr
al perechilor.

Sã considerãm arborele binar al
apelurilor recursive. Adâncimea aces-
tuia este mãrginitã de valoarea [log

n] + 1 deoarece valoarea bmax - bmin
este înjumãtãþitã la fiecare pas.

La fiecare nivel al aborelui cele n
valori posibile pentru a sunt împãr-
þite în mai multe "segmente" astfel
încât douã segmente consecutive au
exact o valoare comunã.

Rezultã cã numãrul total al valo-
rilor a luate în considerare la fiecare
nivel are ordinul O(n).

Ca urmare, ordinul de complexi-
tate al operaþiei de determinare a va-
lorilor opt(·) de la fiecare nivel este
O(n).

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al întregului algolritm este O(n
· log n) deoarece avem O(log n) ni-
veluri în arbore.

Alte soluþii
Existã mai multe alte abordãri pentru
aceastã problemã, dar nu toate sunt
corecte. De asemenea, existã genera-
lizãri ale problemei.

Soluþii naive
Existã o mulþime de algoritmi cu or-
dinul de complexitate O(n3) sau chiar
O(n4). 

Aceºtia iau în considerare toate
variantele de amplasare pentru cele
douã fabrici de cherestea ºi determi-
nã costurile pentru aceste poziþii cu
ajutorul unor algoritmi lenþi care pot
fi liniari sau chiar pãtratici dacã se
utilizeazã metoda forþei brute.

Mai multe fabrici
În continuare vom prezenta un algo-
ritm care rezolvã problema generali-
zatã: trebuie amplasate k fabrici de
cherestea.

Pentru fiecare i cuprins între 1 ºi
n ºi fiecare l cuprins între 1 ºi k vom
nota prin Til costul optim pentru am-
plasarea a k fabrici de cherestea dacã
se iau în considerare doar copacii cu
numere de ordine cuprinse între 1 ºi
i. De asemenea, presupunem cã exis-
tã o fabricã suplimentarã aflatã în
dreptul celui de-al (i + 1)-lea copac.

Pentru a rezolva problema vom
aplica metoda programãrii dinamice.
Valoarea Til poate fi determinatã în-
tr-un timp de ordinul O(i). Practic,
vom verifica toate posibilitãþile de

amplasare a celei de-a i-a fabrici ºi
vom utiliza valorile deja pãstrate T1,l-1,
..., Ti-1,l-1.

Ordinul de complexitate al între-
gului algoritm este O(k · n2). pentru
k = 2 obþinem un alt algoritm pãtra-
tic de rezolvare a problemei iniþiale.

Soluþii greedy eronate
Putem încerca sã determinãm poziþia
optimã a unei fabrici de cherestea în
timp liniar. Una dintre cele douã fa-
brici va fi amplasatã în acea poziþie.

Acum, putem verifica toate
celelalte poziþii pentru cea de-a doua
fabricã ºi sã o alegem pe cea pentru
care obþinem un cost total minim.

Ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm este O(n) dar, din nefe-
ricire, algoritmul nu funcþioneazã
corect decât pentru o micã parte
dintre situaþii.

Despre un algoritm liniar...
Problema generalizatã este cunoscutã
sub denumirea de problema k-media-
nei.

Aceastã problemã cere alegerea a
k vârfuri ale unui graf ale cãrui vâr-
furi ºi muchii au ataºate costuri. În
cele k vârfuri vor fi amplasate facili-
tãþi, iar vârfurile trebuie sã fie alese
astfel încât costul total sã fie minim. 

Costul total este dat de suma
produselor dintre costurile vârfurile
ºi distanþele (costul drumului minim)
pânã la cea mai apropiatã facilitate. 

Pentru cazul general aceastã pro-
blemã este NP-completã, indiferent
dacã graful este orientat sau nu. 

Pentru arbori problema poate fi
rezolvatã în timp polinomial.

Pentru un drum orientat existã
un algoritm cu ordinul de complexi-
tate O(n · k). Acest algoritm a fost
prezentat în lucrarea Placing Resour-
ces on a Growing Line, publicat de
cãtre V. Auletta, D. Parente ºi G.
Persiano în Journal of Algorithms,
vol. 26, no. 1, 1998.

Pentru cazul k = 2 obþinem un
algoritm liniar de rezolvare a proble-
mei de la concurs. Totuºi, din neferi-
cire algoritmul este mult prea com-
plex pentru a putea fi implementat în
cadrul unui concurs de programare.


