Structuri de date

Arbori de [INTERVALE

Dana Lica

in cadrul acestui articol vom prezenta o structura de date cunoscuta sub
numele de arhore de intervale (engl. segment tree), precum si o serie de
aplicatii in geometria computationala.

Arhori de intervale

Un arbore de intervale este un arbo-

re binar in care fiecare nod poate avea

asociati o structurd auxiliard (anumi-
te informatii).

Dandu-se doud numere intregi st
si dr, cu st < dr, atunci arborele de
intervale T(st, dr) se construieste re-
cursiv astfel:

o considerdm ridicina zod avind
asociat intervalul [st, dr];

o daci st < dr atunci, vom avea aso-
ciat subarborele sting T(st, mij),
respectiv subarborele drept 7(mij +
1, dr), unde mij este mijlocul inter-
valului [st, dr].

Intervalul [st, dr] asociat unui
nod se numeste interval standard.
Frunzele arborelui sunt considerate
intervale elementare, ele avind lun-
gimea 1. Un arbore de intervale este
ilustrat in figura 1.

Proprietate
Un arbore de intervale este un arbo-
re binar echilibrat (diferenta absolutd
intre adincimea subarborelui sting si
subarborelui drept este cel mult 1).
Astfel adincimea unui arbore de in-
tervale care contine N intervale este
[log, N] + 1.

Vom prezenta in cele ce urmeazd
operatiile specifice acestel structuri

de date.

Actualizarea unvi interval din-
tr-un arbore de intervale

Vom prezenta pseudocodul unei pro-
ceduri recursive cu ajutorul cireia se

poate insera un interval [4, b] intr-un
arbore de intervale T(st, dr) cu ridi-

cina in nodul nod.

Cea mai eficienti metodi de sto-
care in memorie a unui arbore de in-
tervale este utilizarea unui vector fo-
losind aceeasi codificare a nodurilor
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Figura 1: Arbore de intervale

ca si cea utilizatd In cazul heap-urilor
binare.

procedura Actualizare
(nod, st, dr, a, b)
dacd a<stsidr<b atunci
modificd structura auxiliard
din nodul nod
altfel
mij ¢ [(st +dr) / 2]
dacd a<mij atunci
Actualizare(2 - nod, st,
mij, a, b)
sfarsit dacd
dacd b>mij atunci
Actualizare(2 - nod +1,
mij +1, dr, a, b)
sfarsit dacd
actualizeazd structura auxiliard
din nodul nod
sfargit dacd

sfarsit procedurd

Interogarea unui interval din-
tr-un arbore de intervale

Vom prezenta in continuare pseudo-
codul unei functii recursive care re-
turneazd informatiile asociate unui
interval [, b] dintr-un arbore de in-
tervale 7(st, dr) cu ridicina in nodul
nod.

functie Interogare
(nod, st, dr, a, b)
dacd a<stsidr<b atunci
returneazd structura
auxiliard din nodul nod
altfel
mij ¢ [(st +dr) / 2]
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dacd a<mij atunci
Interogare(2 - nod, st,
mij, a, b)
sfargit dacd
dacd b>mij atunci
Interogare(2 - nod + 1,
mij +1, dr, a, b)
sfargit dacd
returneazi structura auxiliard
din fiul stang si din fiul drept
sfarsit dacd
sfargit functie

Andliza complexitdtii
Vom demonstra in continuare ci ope-
ratiile prezentate mai sus au ordinul
de complexitate O(log N) pentru un
arbore de N intervale. Este posibil ca
intr-un nod s aibi loc apel atit pen-
tru fiul sting cat si pentru cel drept.
Acest fapt determind un cost aditio-
nal doar prima datd cand are loc.
Dupid prima "rupere in doud",
oricare astfel de "rupere" nu va adu-
ce cost aditional, deoarece unul din
fii va fi mereu inclus complet in in-
tervalul [a, b]. Datoritd faptului c3
iniltimea unui arbore de N intervale
este intotdeauna [log, N] + 1, ordi-

nul de complexitate al operatiilor A

prezentate va fi O(log N). U
Necesarul de memorie 9
Pentru a retine In memorie un arbore 8
de intervale pentru N valori, avea ne-
volede N+ N/2+N/4+N/8+ 5
... =2+ N -1locatii de memorie (sunt

2 N - 1 noduri).

Deoarece arborele nu este com-

plet, trebuie verificat de fiecare datdi 2|

ciror rezolvare arborii de intervale
sunt utili.

Problema #1

Se considerd N < 50.000 segmente in
plan dispuse paralel cu axele Ox si
Oy. S4 se determine care este numa-

rul total de intersectii intre segmente.

In fisierul segment . in se afli pe
prima linie numdrul N al segmente-
lor, iar pe fiecare dintre urmitoarele
N linii se afli cate patru numere na-
turale mai mici decit 50.000, repre-
zentind coordonatele carteziene ale
extremitdtilor fiecirui segment.

Rezultatul se va scrie In fisierul
segment .out.

Exemplu
segment.in

9 13 9
6 12 6
26 2
058
5711
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segment .out
4

|

dacd fiii unui nod existi in arbore
(aceastd verificare a fost omisd In pse-
udocodul prezentat anterior), altfel
s-ar incerca accesarea de valori din
vector care nu existd.

Dacd memoria disponibil3 este
suficientd, se poate declara vectorul
care retine arborele de intervale de
lungime 2K astfel incat 26>2- N - 1,
simuland astfel un arbore complet si
nefiind necesare verificirile mentio-
nate mai sus.

Aplicatii
In cele ce urmeazi vom prezenta
p
enunturile citorva probleme pentru a

1567 2 13

Timp de executie: 1 secundd/test

Algoritmi de "baleiere" (line
sweeping)

Folosind cunostinte generale de geo-
metrie analitici se poate obtine un
algoritm cu ordinul de complexitate
O(N?), dar acesta nu se va Incadra in
limita de timp.

Pentru rezolvarea acestei proble-
me vom folosi o tehnici ce este cu-
noscutd sub numele de "baleiere”
(engl. sweeping) care este comund

multor algoritmi de geometrie com-

putational.

Pentru operatia de baleiere, o
dreaptd de baleiere vertical3, imagi-
nard, traverseazd multimea obiectelor
geometrice, de obicei de la stinga la
dreapta.

Baleierea oferd o metodd pentru
ordonarea obiectelor geometrice, de
obicei, plasindu-le intr-o structurd
de date, pentru obtinerea relatiilor
dintre ele.

De obicei, algoritmii de baleiere
gestioneazd doud multimi de date:

o starea liniei de baleiere indic3 rela-
tia dintre obiectele intersectate de
linia de baleiere;

o lista punct-eveniment este o sec-
ventd de coordonate x, ordonate de
la stinga la dreapta de obicei, care
definesc pozitiile de oprire ale
dreptei de baleiere; fiecare astfel de
pozitie de oprire se numeste punct
eveniment; numai in punctele eve-
niment se intdlnesc modificiri ale
stdrii liniei de baleiere.

Pentru unii algoritmi lista punct-
eveniment este determinati dinamic
in timpul executiei algoritmului.

Solutie

Vom deplasa o dreaptd de baleiere
verticald, imaginard, de la stinga la
dreapta. Lista punct-eveniment va
contine capetele segmentelor orizon-
tale si tipul acestora (extremitate
stingd sau extremitate dreaptd) si
segmentele verticale.

Pe misurd ce ne deplasam de la
stinga la dreapta, cind intilnim o ex-
tremitate stingd o inserdm in stirile
dreptei de baleiere, iar cind intilnim
o extremitate dreaptd stergem extre-
mitatea stingi corespunzitoare din
stirile dreptei de baleiere.

Cind intalnim un segment verti-
cal, numirul de intersectii ale acestui
segment cu alte segmente orizontale
va fi dat de numdrul capetelor de in-
tervale care se afld 1n stirile dreptei
de baleiere cuprinse intre coordona-
tele verticale ale extremititilor seg-
mentului vertical.

Astfel, stirile dreptei de baleiere
trebuie si fie reprezentate de o struc-



turd de date pentru care avem nevoie

de urmitoarele operatii:

o Insereazd(y): insereazd extremitatea
bE

o Sterge(y): sterge extremitatea y;

o Interogare(y,, y,) : determind nu-
mirul de extremititi cuprinse 1n in-

tervalul [y,, 7,]

Fie maxc valoarea maximd a coor-
donatelor extremititilor de segmen-
te. Folosind un vector pentru a im-
plementa aceste operatii vom obtine
un ordin de complexitate O(1) pen-
tru primele doud operatii si O(maxc)
pentru cea de-a treia.

Astfel, ordinul de complexitate al
algoritmului de rezolvare a proble-
mei va fi O(N - maxc) in cazul cel
mai defavorabil.

Putem comprima spatiul [0...
maxc] observind ci doar maxim N
valori din acest interval conteaza, si
anume extremititile segmentelor ori-
zontale, astfel reducindu-se ordinul
de complexitate a celei de-a treia ope-
ratii la O(N), dar algoritmul va avea
ordinul de complexitate O(N?), ceea
ce nu aduce nici o imbunititire fatd
de algoritmul trivial.

Aceasti situatie ne determind si
cdutdm o structurd de date mai efi-
cientd. O primd variantd ar fi Impar-
tirea vectorului in buciti de VN ele-
mente, reducind astfel ordinul de
complexitate la O(N - YN ).

fn continuare vom prezenta solu-
tia bazatd pe arborii de intervale.

Vom folosi un arbore de inter-
vale pentru a simula operatiile, care

erau efectuate folosind un vector obis-
nuit, in timp logaritmic.

Astfel, in fiecare nod al arborelui
din intervale vom retine cite extre-
mititi existd in acel interval.

Primele doud operatii vor fi im-
plementate folosind procedura ac-
tualizare de mai sus pentru inter-
valul [y, y] in arborele T(0, maxc) si
adundnd +1, respectiv -1 la fiecare
nod actualizat.

Cea de-a treia operatie poate fi
realizatd folosind functia Interoga-
re pentru intervalul [y,, y,]. Astfel or-
dinul de complexitate al algoritmului
se reduce la O(N - log maxc).

Folosind aceeasi tehnicd de "com-
primare” a coordonatelor se poate
obtine ordinul de complexitate O(N
-log N).

In figura 2 este prezentati struc-
tura arborelui de intervale, dupd ac-
tualizarea pentru intervalele [2, 2],
[6, 6] 519, 9]. Sunt marcate interva-
lele care conduc la obtinerea numa-
rului de segmente intersectate de pri-
mul segment vertical, obtinute in ur-
ma interogdrii pentru intervalul [0, 8].

Problema #2
(preluatd de la 101 '98 - Portugalia)

Se considera N < 50.000 dreptun-
ghiuri in plan, fiecare avand laturile
paralele cu axele Ox si Oy.

Lungimea marginilor (contururi-
lor) reuniunii tuturor dreptunghiuri-
lor se va numi perimetru.

S se calculeze perimetrul celor
N dreptunghiuri.

In fisierul drept. in se afli pe
prima linie numdrul N al dreptun-

3110,11]

Figura 2: Arbore de intervale pentru problema #1

ghiurilor, iar pe fiecare dintre urma-
toarele N linii se afli cite patru nu-
mere naturale, mai mici decit 50.000,
reprezentind coordonatele cartezie-
ne ale colturior stinga-sus, respectiv
dreapta-jos, ale fiecirui dreptunghi.
Rezultatul va fi scris in fisierul

drept.out.

Exemplu
drept.in
3
3883
6 10 12 6
12 4 15 1

drept.out
44
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Solutie

Folosind un rationament asemindtor
celui utilizat in cazul primei proble-

me, constatim necesitatea unui algo-
ritm de baleiere.

Vom descompune problema in
doui subprobleme: prima datd calcu-
lim perimetrul folosind doar laturile
stinga si dreapta ale dreptunghiurilor
pentru a calcula perimetrul pe axa Oy;
iar apoi putem si rotim dreptunghiu-
rile si sd folosim acceasi procedurd
pentru a calcula perimetrul pe axa
Ox, folosind doar laturile sus si jos
ale dreptunghiurilor.

Fiecare laturd (stingd sau dreap-
td) va fi un punct eveniment. Sortim
laturile crescitor 1n functie de coor-
donata orizontald si incepem parcur-
gerea de la stanga la dreapta.

fn momentul in care intilnim o
laturd stdngd marcim in stirile drep-
tei de baleiere, intervalul de unitdti
ocupat de laturi pe axa Oy, iar cind
intalnim o laturd dreaptd demarcim
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in stdrile dreptei de baleiere interva-
lul de unitdti ocupat de laturd.

Intre oricare dou puncte eveni-
ment consecutive are loc o modifica-
re a perimetrului total pe axa Oy.

Astfel, dupd fiecare actualizare a
stirilor dreptei de baleiere se va reti-
ne numdrul de unititi marcate pind
in prezent (nu se tine cont daci o uni-
tate este marcati de mai multe ori).

De fiecare dati vom aduna la pe-
rimetrul total pe axa Oy diferenta
absolutd intre numirul de unitdti
marcate pand in prezent si valoarea
imediat anterioari (Inaintea actuali-
z3rii) a numdrului de unititi marcate.

Asadar, este necesard o structuri
de date care se efectueze urmitoarele
operatii in timp eficient:

o Marcheazd(a, b): marcheazi inter-
valul [, b];

e Demarcheazi(a, b): demarcheazi
intervalul [, b];

e Interogare: returneazi numdrul to-
tal de coordonate marcate pand in
prezent

Putem utiliza un arbore de inter-
vale pentru a obtine un ordin de com-
plexitate O(log maxc) sau O(log N)
pentru primele doui operatii si O(1)
pentru ce-a de treia.

In fiecare nod al arborelui reti-
nem de cite ori a fost marcat interva-
lul respectiv si cite unititi din inter-
valul respectiv au fost marcate.

Primele doud operatii pot fi im-
plementate folosind procedura ac-
tualizare, lar a treia operatie va re-
turna valoarea numirului de unititi
care au fost marcate din ridicina ar-
borelui de intervale.

[4,5]

In figura 3 este descrisi structura
arborelui de intervale, dupd marcarea
intervalelor [3...8] si [6...10] (un inter-
val [7,...y,] reprezintd intervalul de
unitdti [y,, y, - 1] din arbore).

Problema #3

Se dau N <100.000 puncte in plan ale
ciror coordonate sunt numere natu-
rale mai mici ca 2.000.000.000.

S4 se rispundi la M < 1.000.000
intrebiri de forma "cate puncte din-
tre cele N existd in dreptunghiul cu
coltul stdnga-sus in punctul de coor-
donate (x,, y,) si coltul dreapta-jos in
punctul de coordonate (x,, 7,)?"

in fisierul puncte. in se vor afla
pe prima linie numerele N si M. Pe
urmitoarele N linii se afli coordona-
tele punctelor. Pe urmitoarele M li-
nii se vor afla cte patru numere na-
turale reprezentind coordonatele
colturilor dreptunghiurilor.

in fisierul puncte.out se vor afla
M numere naturale reprezentind ris-
punsurile la intrebari.

Exemplu
puncte.in

1

6
2
5
6
8

= 3 01 W o

8
10 10
4 89 4

puncte.out
2

Timp de executie: 1 secundd/test
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Figura 3: Arbore de infervale pentru problema #2
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Solutie

Problema determindrii numdrului de

puncte din interiorul unui dreptunghi
este o particularizare 2D pentru pro-
blema numiti in literatura de specia-

litate Orthogonal Range Search.

Varianta aleasd pentru acest caz,
consti Intr-un arbore de intervale, ca-
re permite determinarea numirului
de puncte din interiorul unui drept-
unghi folosind un algoritm cu ordi-
nul de complexitate O(log? N).

Astfel, se sorteazi coordonatele x
ale punctelor si se construieste un ar-
bore de intervale. Primul nivel al ar-
borelui va contine toate coordonatele
x.

Cei doi fii ai ridicinii vor conti-
ne prima jumitate, respectiv a doua
jumitate a punctelor (sortate in func-
tie de coordonata x) s.a.m.d. Pentru
fiecare interval de coordonate x, se
mentin sortate coordonatele y cores-
punzitoare punctelor care au coor-
donatele x in intervalul respectiv.
Astfel, memoria folosit3 are ordinul
O(N - log N).

Pentru a construi efectiv se folo-
seste 0 abordare asemdnitoare algo-
ritmului de sortare prin interclasare:
in fiecare nod, pentru a obtine lista
de coordonate y ordonate, se inter-
claseazi listele celor doi fii (deja or-
donate). Cand se ajunge intr-o frun-
z3, lista nodului este formati dintr-un
singur punct.

Pentru fiecare dreptunghi, se efec-
tueazd cdutarea in arborele de inter-
vale pentru segmentul [x,, x,] (deoa-
rece se folosesc doar cele N coordo-
nate x ale punctelor, se vor potrivi
capetele acestui interval folosind
cdutarea binari la cea mai apropiatd
coordonati x de fiecare extremitate).



[1,6]

pozitiile corespunzitoa-
re efectudrii unei ciutdri
binare in fii pentru va-

P;P,P;P, P, P,

loarea y.

P, P,

Figura 4: Arbore de intervale pentru problema #3

Pentru fiecare interval din arbore
atins, se executi doud ciutiri binare
printre coordonatele y corespunzi-
toare coordonatelor x din acel inter-
val, pentru a determina cite puncte
din intervalul respectiv se afli in in-
tervalul [y,, 7,] (adicd In interiorul
dreptunghiului).

Structura arborelui de intervale
utilizat este prezentati in figura 4.

Ordinul de complexitate O(log?
N) poate fi redus, folosind 0 metodd
descoperitd independent de Willard
st Lueker in anul 1978. Se observi ci
pentru fiecare coordonatd y dintr-un
nod, dacd presupunem ci se efectuea-
z3 o cutare binard, atunci putem de-
termina in timpul interclasirii pozitia
din fiecare fiu pe care o va returna ci-
utarea binard pentru aceeasi valoare.

Este evident i pentru o valoare
y dintr-un nod, care a provenit din-
tr-un fiu in timpul interclasirii, exis-
td 0 unicd valoare maximi y' din
celdlalt fiu astfel incit y' < y. Asadar,
pastrim pentru fiecare valoare y din-
tr-un nod doi indici care identificd

[16]

Astfel, in timpul ci-
utirii, in loc si efectuim
cdutdri binare, se pot par-
curge acesti indici care
oferd In timp constant
pozitia in lista ciutatd,
reducind ordinul de
complexitate la O(log
N). Procedeul este ilus-
trat in figura 5.

Probleme propuse
Prezentim in cele ce urmeazi enun-
turile a patru probleme care pot fi re-
zolvate folosind arborii de intervale.

Problema #4

Olimpiada Balticd de Informaticd, 2001
Se considerd N < 50.000 dreptunghiuri
in plan, fiecare avand laturile paralele
cu axele Ox si Oy. S se determine
aria ocupatd de reuniunea celor N
dreptunghiuri.

In fisierul drept2. in se afli pe
prima linie numdrul N al dreptun-
ghiurilor, iar pe fiecare dintre urma-
toarele N linii se afli cite patru nu-
mere naturale mai mici decit 50.000,
reprezentand coordonatele cartezie-
ne ale coltului stinga-sus, respectiv
dreapta-jos ale fiecirui dreptunghi.

Rezultatul se va scrie 1n figierul
drept2.out.

Problema #5
Olimpiada Nationald de Informaticd,
Polonia, 2001

Se consideri N < 50.000
puncte care au coordo-
nate numere naturale

1,3,57.8 10
A

mai mici decat 50.000.
S4 se determine pozitia

Figura 5: Reducerea complexitdtii pentru problema #3

in care se poate aseza
un dreptunghi de lun-
gime DX si litime DY,
astfel Incat numirul de
puncte incluse in drept-
unghi sd fie maxim.

In fisierul
puncte2.in se afli pe
prima linie numerele N,
DX s1 DY. Pe urmatoa-

rele N linii se afld coordonatele punc-
telor.

In fisierul puncte2. out se vor gi-
si cinci numere naturale reprezentand
coordonatele colturilor stinga-sus si
dreapta-jos ale asezirii dreptunghiu-
lui $i numirul maxim de puncte din
dreptunghi.

Problema #6

Baraj pentru lotul national, 2003
Se considerd N < 100.000 puncte care
au coordonate numere naturale mai
mici ca 100.000. S3 se determine un-
de se pot aseza doud dreptunghiuri
de lungime DX si litime DY, firi si
se intersecteze, astfel incit numirul
de puncte incluse in cele doud drept-
unghiuri si fie maxim.

In fisierul puncte3. in se afli pe
prima linie numerele N, DX si DY.
Pe urmitoarele N linii se afl3 coor-
donatele punctelor.

in fisierul puncte3.out se vor
afla noud numere naturale reprezen-
tand coordonatele colturilor din stin-
ga-sus si dreapta-jos ale celor doud
dreptunghiuri, precum si numdrul
maxim de puncte incluse in acestea.

Problema #7

USACO, ianuarie 2004
Se considerd N < 250.000 dreptun-
ghiuri in plan, fiecare avand laturile
paralele cu axele Ox si Oy, care nu
se intersecteaza si nu se ating, dar
pot fi incluse unul in altul. Se nu-
meste inchisoare un dreptunghi in-
conjurat de alte dreptunghiuri. S se
determine numdrul maxim de drept-
unghiuri de care poate fi inconjuratd
o Inchisoare si cate astfel de inchisori
maxime existd.

In fisierul inchis. in se afli pe
prima linie numdrul N al dreptun-
ghiurilor, iar pe fiecare din urmitoa-
rele N linii se afld cite patru numere
naturale mai mici decit 1.000.000.000,
reprezentind coordonatele cartezie-
ne ale coltului stinga-sus, respectiv
dreapta-jos ale fiecirui dreptunghi.

In fisierul inchis.out se vor
afla doud numere naturale: numarul
maxim de dreptunghiuri de care poa-
te fi inconjuratd o inchisoare i nu-
mirul acestor "inchisori” maxime.
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