Solutii

BURSELE AGORA 2004/
2005. RUNDELE #13-#30

Va prezentam in continuare solutiile problemelor propuse spre rezolvare la 18
dintre rundele editiei a sasea a concursului de programare organizat de

revista noastréa.

P0O50207: Gauri

Vom determina toate regiunile for-
mate din zerouri si vom eticheta ele-
mentele acestor regiuni folosind nu-
mere naturale, incepind cu 1.

Pentru fiecare regiune determina-
td vom pdstra dimensiunile acestora
(numirul de elemente) Intr-un vector
ai cdrui indici sunt numerele folosite
pentru etichetarea dimensiunilor re-
giunilor. Pentru a determina aceste
regiuni vom folosi un simplu algo-
ritm de umplere.

O gaurd poate fi privitd ca fiind o
regiune formati din zerouri care nu
contine nici un element aflat pe mar-
ginea matricei. Vom parcurge cele
patru margini ale matricei si vom seta
la 0 dimensiunile tuturor regiunilor
care contin elemente de pe aceste
margini. Astfel, practic am eliminat
toate regiunile care nu sunt giuri.

fn final vom parcurge vectorul
dimensiunilor si vom determina ele-
mentul care are valoarea maximi.
Valoarea acestui element va fi scrisi
in fisierul de iesire.

Analiza complexitatii
Datele de intrare constau in dimen-
siunile matricei si valorile tuturor ele-
mentelor acesteia. Asadar ordinul de
complexitate al operatiei de citire es-
te O(M - N).

Operatia de determinare a regiu-
nilor formate din zerouri folosind un

algoritm de umplere are ordinul de
complexitate O(M - N).

Pentru a elimina regiunile care nu
sunt gduri vom parcurge cele patru
margini ale matricei, asadar aceastd
operatie are ordinul de complexitate
O(M) + O(N) + O(M) + O(N) =
O(M + N).

fn total pot exista cel mult [M -
N /2] + 1 regiuni (daci matricea are
aspectul unei table de sah). Asadar,
operatia de determinare a dimensiu-
nii celei mai mari regiuni are ordinul
de complexitate O(M - N).

Datele de iesire constau intr-un
singur numdr, operatia de scriere a
acestuia avind ordinul de complexi-
tate O(1).

fn concluzie, algoritmul de rezol-
vare a acestei probleme are ordinul
de complexitate O(M - N) + O(M -
N)+ O(M + N)+ O(M-N)+0(1)
- O(M- N).

P0O50308: Lagar
O posibilitate de rezolvare a acestei
probleme este folosirea metodei pro-
gramirii dinamice. Vom incerca si
determinim un tablou tridimensional
A, unde A va indica lungimea mi-
nimd a unui traseu care porneste din
Pddurea Aurie (turnul 0), ultimele do-
ud turnuri de pe acest traseu sunt si
k si traseul contine in total 7 turnuri.
Se observi cd lungimile traseelor
care contin 7 turnuri pot fi determi-

nate cu ajutorul lungimilor traseelor
care contin ; - 1 turnuri.

Astfel, vom lua in considerare toa-
te traseele pe care se afld i - 1 turnuri,
si ultimul turn al traseului este j si il
vom alege pe cel mai scurt dintre
acestea. La lungimile acestor trasee
vom adduga distanta dintre turnurile
jsik.

Datoritd faptului ¢ paznicul se
poate deplasa doar paralel cu axele de
coordonate, distanta dintre doud tur-
nuri i sij vafidatd de lx; - x| +y, -
¥

Fie p, penultimul turn de pe tra-
seul care se termind in turnul j; evi-
dent, unghiul determinat de turnurile
p,1si] nu trebuie sd anuleze conve-
xitatea traseului.

Pentru a putea reconstitui traseul
vom pdstra, pentru fiecare triplet (i, /,
k) numirul de ordine p al turnului
care se afld pe traseu Inaintea turnu-
rilor j si k.

In final, vom obtine toate elemen-
tele tabloului tridimensional A. Evi-
dent, traseul trebuie si fie un poligon
inchis, deci ultimul turn trebuie si fie
0 (Pddurea Aurie). Asadar, vom stu-
dia valorile Ay vom determina cea
mai mare valoare i pentru care existi
o valoare j, astfel incit valoarea 4,
este cel mult egali cu lungimea maxi-
md a traseului.

Dupi identificarea valorilor 7 si j,
vom putea determina turnurile de pe
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traseu cu ajutorul predecesorilor pis-
trati pentru fiecare triplet (i, j, k).

Pentru a miri viteza de executie a
programului vom determina, pentru
fiecare triplet (z, j, k), dacd cele trei
turnuri corespunzitoare se pot afla
pe pozitii consecutive In traseu (se
respectd conditia de convexitate) si
vom folosi aceste informatii pe par-
curs in loc sd verificim convexitatea
de fiecare datd.

Initial putem determina toate tra-
seele pe care se afld doud turnuri (Pa-
durea Aurie si oricare dintre celelal-
te). In continuare vom aplica algorit-
mul pentru a determina lungimile tra-
seului pe care se afld trei turnuri, pa-
tru turnuri etc.

Andliza complexitdtii

Datele de intrare constau in numdrul
turnurilor, coordonatele acestora si
lungimea maximd a traseului, deci
ordinul de complexitate al operatiei
de citire este O(n).

Va trebui s3 verificim pentru fi-
ecare triplet (7, j, k) dacd se respectd
conditia de convexitate, operatie care
are ordinul de complexitate O(n?),
deoarece exist (7 + 1)° astfel de tri-
plete (i, j s k variazd intre O i 7).

Pentru a determina o valoare Ay
vor trebui luati in considerare toti
predecesorii posibili, deci ordinul de
complexitate al acestei operatii este
O(n).

Deoarece tabloul este tridimen-
sional sunt realizate O(?) astfel de
operatii, deci ordinul de complexita-
te al operatiei de determinare a tablo-
ului A (si a tabloului care contine pre-
decesorii) este O(n) - O(n’) = O(n*).

Identificarea valorii A, care in-
dicd lungimea traseului care contine
cele mai multe turnuri se realizeazd
in timp pitratic deoarece, in cel mai
defavorabil caz, sunt luate n consi-
derare toate perechile (7, ).

Refacerea traseului (si scrierea
turnurilor de pe traseu in fisierul de
iesire) pe baza tabloului predecesori-
lor se realizeazd in timp liniar, deoa-
rece vor exista cel mult 7 turnuri pe
acest traseu.

In concluzie, algoritmul de rezol-
vare a acestei probleme are ordinul

de complexitate O(n) + O(n’) + O(n*)
+ O(n?) + O(n) = O(n*).

P050310: Dispozitive

In principiu, problema ar putea fi
enuntatd astfel: dandu-se un numar
intreg sd se determine cel mai mic
multiplu al sin care este format doar
din anumite cifre date.

Solutia acestei probleme este des-
tul de simpl si se bazeazi pe citeva
observatii matematice.

Pentru inceput vom demonstra
cd, dacd existd un multiplu al numi-
rului Nr care este format doar din ci-
frele x,, x,, ..., x_, atunci cel mai mic
astfel de multiplu are cel mult Nr ci-
fre.

Vom presupune, prin absurd, ci
cel mai mic multiplu M are Nr + 1 ci-
fre. Eliminind ultima cifri, vom ob-
tine un numdr care, tmpartit la N7,
duce la obtinerea unui rest R,. Repe-
tand procesul de eliminare a cifrelor,
se obtin resturile R, ..., Ry

Daci cele Nr resturi sunt distincte,
atunci unul dintre ele este 0, deci exis-
td un multiplu care contine mai putin
de Nr + 1 cifre (cel mult Nr cifre).

Daci resturile nu sunt distincte,
atunci cel putin doud dintre ele (fie
acestea R, si R, 1 < j) sunt egale. Mul-
tiplul M are forma m,...m,..m..my, ;
datoritd faptului c resturile R, si R,
sunt egale, inseamnd i prin elimina-
rea cifrelor m, , ..., m; se obtine un
numir care este, la rindul siu, multi-
plu al numdrului Nr. Acest numdr
are forma (N N deci are
cel mult Nr cifre.

Putem trage concluzia 3 ipoteza
initiald este fals3; asadar, daci existd
un multiplu al numirului N7 care si
fie format din anumite cifre date,
atunci cel mai mic astfel de multiplu
contine cel mult N cifre.

Ipoteza potrivit creia multiplul
ar fi format din N7 + 1 cifre nu redu-
ce generalitatea deoarece, daci presu-
punem cd numdrul ar fi format din
Nr + k cifre, folosind acelasi proce-
deu putem obtine, pe rind, multiplii
formati din cel mult N7 + & - 1 cifre,
Nr + k - 2 cifre si asa mai departe
pand se ajunge la un multiplu format
din cel mult N7 + 1 cifre.

fn continuare vom descrie modul
in care poate fi determinat un mul-
tiplu format din cel mult Nr cifre.

Vom crea o coadi care va contine
numere prin impdrtirea cirora la Nr
se obtin resturi distincte. Corespun-
zdtor fiecirui rest care poate fi ob-
tinut, n coadd se va afla cel mai mic
numir care duce la obtinerea restului
respectiv.

Initial vom insera in coadd nume-
re formate dintr-o singuri cifrd (ci-
frele pe care le avem la dispozitie),
ordonate crescitor. La fiecare pas,
vom alege primul element din coadi
st vom incerca si adiugim la sfarsitul
sdu, pe rand, una dintre cifrele dispo-
nibile. Pentru a obtine cele mai mici
numere, cifrele vor fi considerate in
ordine crescitoare.

fn cazul in care un numir astfel
determinat duce, prin impdrtirea la
Nr, la obtinerea unui rest care nu a
mai fost obtinut anterior, atunci nu-
mirul determinat este adiugat In coa-
da.

Dupi considerarea tuturor cifre-
lor, elementul curent este eliminat
din coadd. Datoritd acestor eliminiri
trebuie pastrat un vector de valori lo-
gice care si indice daci un rest a fost
sau nu obtinut anterior.

fn momentul in care se obtine res-
tul 0, cel mai mic multiplu este deter-
minat si executia algoritmului se
opreste.

Noile resturi pot fi determinate
foarte repede folosind o altd observa-
tie matematici: dacd restul impdrtirii
unui numir « la Nr este r, atunci
restul impdrtirii la N7 a numdrului
obtinut prin addugarea cifrei x la
sfarsitul numdrului « este rest[(r - 10
+x)/ Nr].
fn cazul in care nu am reusit si
obtinem restul 0 considerdnd numere
formate din cel mult N7 cifre, atunci
suntem siguri ¢ nu existd nici un
multiplu format doar din cifrele date
deoarece, daci astfel de multiplii ar fi
existat, atunci cel putin unul dintre ei
ar fi avut cel mult Nr cifre.

Analiza complexitdtii
Datele de intrare constau din numa-
rul Nr de pe mecanism (care are in-



totdeauna patru cifre, chiar daci este
posibil ca primele s3 fie 0) si cele N
cifre pe care le avem la dispozitie. Ca
urmare, ordinul de complexitate al
operatiei de citire a datelor este O(N).

In continuare, pentru fiecare rest
vom incerca si adiugim cele N cifre.
Asadar, avem ordinul de complexi-
tate O(N) pentru fiecare rest.

Datoritd faptului ¢i numirul res-
turilor considerate este de cel mult
Nr, ordinul de complexitate al ope-
ratiei de determinare a multiplului
este O(Nr - N).

Datele de iesire constau in cele
cel mult Nr cifre ale multiplului sau
doar 1n cifra 0. Ca urmare, ordinul
de complexitate al operatiei de scrie-
re a datelor de iesire este O(Nr).

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(N) + O(Nr -
N) + O(N#) = O(Nr - N).

P0O50311: Sfere

S3 presupunem c3 am ales k sfere;
vom incerca si determindm cu cit
creste numdrul de zone In care este
tmpirtit spatiul dupi alegerea celei
de-a (k + 1)-a sfere.

Numirul maxim de zone se ob-
tine dacd oricare doud sfere se inter-
secteazd, adicd nu existd nici o pere-
che de sfere tangente, nu existd nici o
sferd care s3 se afle complet in inte-
riorul unei alte sfere, nu exist3 trei
sfere care s3 aibi un cerc comun si
oricare patru sfere nu au nici un
punct comun.

Sfera considerati se va intersecta
cu celelalte k sfere dupd k cercuri.
Vom incerca si determinim acum
numdrul maxim de zone 1n care aces-
te k cercuri pot impirti suprafata sfe-
rel.

Deoarece dimensiunile sferelor
nu au nici o importantd, putem con-
sidera cd noua sferd are o razi mult
mai mare decat cea a celorlalte k sfe-
re. La limiti, vom considera c3 raza
acestei sfere este infinitd. Datoritd
faptului ¢, in acest caz, sfera dege-
nereazd intr-un plan (un plan poate
fi considerat ca fiind o sferi de razi
infinitd) problema in spatiu se reduce
la o problemd in plan.

Enuntul acestei noi probleme este
urmatorul: determinati numarul ma-
xim de zone in care poate fi impdrtit
planul prin intermediul a n cercuri.

Cercurile impart planul intr-un
numir maxim de zone daci oricare
doui cercuri se intersecteazi, adici
nu existd nici o pereche de cercuri tan-
gente, nu existd nicl un cerc care si se
afle complet in interiorul unui alt cerc
$1 nu existd nici un grup de trei cer-
curi care sd aibd un punct comun.

Considerdm cd am ales k cercuri
si Incercim sd determinim numirul
de zone suplimentare care apar dacd
alegem cel de-al (k + 1)-lea cerc. De-
oarece cercul se intersecteazi cu fie-
care dintre celelalte k cercuri In cate
doud puncte, rezulti ci circumferinta
sa va fi impdrtitd in 2 - k regiuni. Ca
urmare, numdrul de zone suplimen-
tare care apar dupd considerarea unui
nou cerc este egal cu dublul numiru-
lui cercurilor considerate anterior.

Asadar, relatia de recurentd, cu
ajutorul cireia si se poatd determina
numdrul de zone in care poate fi im-
partit un plan, este ¢, = ¢, +2 - k.
Deoarece un cerc tmparte planul in
doud zone (interiorul cercului si ex-
teriorul sdu), avem ¢, = 2.

Astfel obtinem:
c,=2+2+4+6+8+ +2-(n-1)
=2+2-(1+2+3+. . +u-1)
EPYPA )
2

=i —n+2.

Asadar, numirul maxim de zone
in care k cercuri pot impirti suprafa-
ta unei sfere este de #? - k + 2. Ca
urmare, prin considerarea celei de-a
(k + 1)-a sfere numirul de zone este
mdrit cu k? - k + 2.

Asadar, relatia de recurentd, cu
ajutorul cireia se poate determina nu-
mirul de zone 1n care poate fi Impir-
tit spatiul, estes,,, = s, + k> - k + 2.

Deoarece o sferd imparte spatiul in
doud zone (interiorul si exteriorul ei),
s, = 2. Efectuind calculele obtinem:

5, =24 (o1 D (P =24 D (=34 D +[(r- 1P - (- 1)+ 2]

=242 P (oD [l 243+ m-D]+ 2. (51
P -1} 2 n-1)_= [M—l)+2 (-1

i 2
_12+2 A-3tta-3 8 e nel2 n-12

4

_2 w616
T
_n (=3 m+8)
—

Asadar, numirul maxim de zone
in care poate fi impirtit spatiul cu
ajutorul a n sfere este:

B (R-3n+8)

3

Andaliza complexitdtii
Citirea numirului 7 se realizeazi in
timp constant, deci are ordinul de
complexitate O(1), iar operatia de
determinare a numirului maxim de
zone In care poate fi impdrtit spatiul
are ordinul de complexitate tot O(1),
deoarece este utilizatd o simpld for-
muli matematicd. Operatia de scriere
a rezultatului are, de asemenea, ordi-
nul de complexitate O(1).

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(1) + O(1) +
o(1) = O(1).

PO503172: Templu

Pentru simplitate, vom prezenta un

enunt echivalent al problemei: se con-

siderd un sir de numere binare; folo-
sind acest sir se construieste o matrice
in care prima linie este datd de sirul
considerat, iar fiecare dintre wrmd-
toarele linii sunt obtinute prin per-
mutarea la stanga cu o pozitie a ele-
mentelor din linia precedentd; in con-
tinuare, liniile matricei obtinute sunt
sortate lexicografic (valoarea Q prece-
de valoarea 1); dandu-se elementele
de pe ultima coloand a matricei obti-
nute dupd sortare, sd se determine
elementele de pe prima linie a acestei
matrice.

Algoritmul consti in trei pasi:

e se numiri elementele cu valoarea 0
si elementele cu valoarea 1 de pe ul-
tima coloand si, pe baza rezultatu-
lui numiririi, se construieste prima
coloani a matricei; in continuare
vom presupune ci avem p elemente
cu valoarea 0 si ¢ elemente cu va-
loarea 1;

o se creeazd un sir a astfel:
¢ pentru 7 < p, elementul g, va avea

ca valoare linia pe care se afl3 cel
de-al i-lea element cu valoarea 0
de pe ultima coloani;

+ pentruj < g, elementul 4, va avea
ca valoare linia pe care se afl3 cel
de-al j-lea element cu valoarea 1
de pe ultima coloani;
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« incepand cu prima linie, se parcurg
liniile folosind vectorul construit a
(de la linia & se trece la linia ) si
sunt reconstituite elementele de pe
prima linie pe baza valorilor de pe
ultima coloani.

In cele ce urmeazi vom demon-
stra corectitudinea algoritmului pre-
zentat. Numim succesor al unui sir
sirul obtinut printr-o permutare cu o
pozitie la stinga a elementelor siru-
lui.

Pentru a demonstra corectitudi-
nea algoritmului, va trebui si aritim
cd sirul a reprezintd exact aceastd re-
latie de succesiune Intre siruri. Dupd
demonstrarea acestui fapt, este evi-
dent ci al treilea pas al algoritmului
reconstituie corect elementele de pe
prima linie.

Considerim liniile (din matricea
obtinutd dupd sortare) care incep cu
un element care are valoarea 0. De-
oarece, aceste siruri sunt ordonate in
matricea sortatd, dupd efectuarea unei
permutdri la stinga cu o pozitie, si-
rurile obtinute (care se termind cu un
element care are valoarea 0) sunt si
ele sortate.

Aceeasi proprietate este valabild
si pentru liniile care Incep cu un ele-
ment care are valoarea 1.

Deoarece aceste proprietti sunt
echivalente cu relatia de succesiune,
corectitudinea algoritmului este de-
monstratd.

Andliza complexitdtii

Vom demonstra in continuare ¢3 tim-
pul de executie al algoritmului este
unul liniar. Pentru aceasta vom arita
cd fiecare dintre cei trei pasi se efec-
tueazd in timp liniar.

Numdrarea elementelor de pe ul-
tima coloand se realizeaza printr-o
singurd parcurgere, deci liniaritatea
este evidentd.

Initializarea tabloului 4 necesitd
doar o singurd parcurgere a acestuia
si a ultimei coloane, deci timpul este
liniar si in acest caz.

Cel de-al treilea pas se executd si
el in timp liniar deoarece la fiecare
tranzitie se determind cite un element
de pe prima linie a matricei sortate.

Evident, operatiile de citire si de
scriere se efectueazd, ambele, in timp
liniar.

P0503173: Raze magice
Pentru simplitate, vom prezenta mai
intai un enunt echivalent al acestei
probleme: o placd dreptunghinlard
de dimensiuni L, x L, este impdrtitd
intr-o retea ortogonald de patrate de
laturd 1, in care sunt marcate N punc-
te albe si N puncte negre, toate avind
coordonate intregi; oricare trei dintre
cele 2 - N puncte nu sunt coliniare. In
scopul obtinerii unui circuit imprimat
prin corodarea plici, fiecare punct alb
wrmeazd a fi unit printr-un segment
de dreaptd cu un punct negru oareca-
re, dar astfel incat oricare dound din-
tre cele N segmente sd nu se intersec-
teze.

Datoritd faptul cd punctele au co-
ordonate numere reale cu trei zeci-
male exacte, fiecare valoare se va in-
multi cu 1000 si coordonatele vor de-
veni numere Intregi cuprinse intre 1
s1 1000000. Asadar, in aceastd situatie
avem L, = L, = 1000000.

Existd mai multe solutii pentru
rezolvarea problemei. Prima se ba-
zeazd pe metoda backtracking: se in-
cearcd o conectare a punctului alb (el-
fului) curent cu un punct negru (orc)
neconectat incd, astfel incit segmen-
tul (raza) format(3) si nu se intersec-
teze cu nici unul dintre segmentele
(razele) deja formate. Este evident ci
o astfel de solutie nu se va incadra in
limita de timp admisd, asadar nu
vom mal insista asupra ei.

Cea de-a doua solutie foloseste
un algoritm care eviti metoda back-
tracking. Pentru Inceput vom conec-
ta punctele intr-un anumit mod. De
exemplu, am putea conecta punctele
(elfii si orcii) In ordinea dati la intra-
re: primul punct alb (elf) cu primul
punct negru (orc) etc.

Vom identifica prin V, punctele
albe (elfii) si cu F, punctele negre
(orcii). Vom verifica apoi dacd existd
doud segmente V/F, si V,F, care se in-
tersecteazi. In acest caz, conexiunile
se vor modifica si noile segmente vor
fi V.F, si V,F,. Este evident ¢ aceste
segmente nu se vor mai intersecta.

Vom demonstra in continuare ci,
prin schimbarea conexiunilor, suma
lungimilor celor doud segmente se
reduce. Vom nota cu O intersectia
segmentelor V/F, si VF,. Stim cd in-
tr-un triunghi lungimea unei laturi
este intotdeauna mai micd decit su-
ma lungimilor celorlalte doud. Asa-
dar, In triunghiul V,OF, avem V F, <
V,0 + OF,, iar in triunghiul V,0F,
avem V,F, < V,0 + OF,. Adunind
cele doud inegalititi obtinem V. F, +
V,F,<V,0+OF, +V,0 + OF,
adici V.F, + V,F, < VF, + V.F,

Asadar, dupi fiecare modificare a
conexiunilor suma totald a lungimi-
lor segmentelor se reduce. Deoarece
aceastd sumd nu va fi niciodati nega-
tivd, inseamnd ¢ dupd un numdr fi-
nit de pasi nu vom mai avea intersec-
tii.

Se contureazi astfel urmitorul al-
goritm de rezolvare a problemei: ata-
ta timp cat existi doud segmente care
se intersecteazi, se modifici conexiu-
nile pentru punctele corespunzitoa-
re.

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului prezentat anterior este liniar
in suma lungimilor segmentelor, dar
nu este polinomial in numirul de
puncte, deoarece dupa modificarea
conexiunilor pentru doud segmente,
segmentele nou formate se pot inter-
secta cu alte segmente, deci numdrul
de intersectii nu se reduce neapirat,
ci numai suma totali a lungimilor.

Existd, totusi, o modalitate de re-
zolvare a problemei care sd duci la
obtinerea unui timp de executie po-
linomial in numdrul de puncte. Vom
incerca si demonstrdm ci existd o li-
nie care trece printr-un elf si printr-
un orc, astfel incit numirul elfilor
aflati de o parte a liniei este egal cu
numirul orcilor aflati de aceeasi par-
te.

Este relativ simplu si determinim
solutia dacd reusim s3 gdsim o astfel
de dreapti. Pentru rezolvare vom fo-
losi metoda divide et impera. Dreap-
ta va tmpdrti elfii si orcii In doud mul-
timi fiecare dintre ele continind un
numir egal de elfi si orci. Asadar, ace-
lasi algoritm poate fi aplicat pentru
cele doud multimi fird a exista peri-



colul ca vreun segment trasat in una
dintre multimi si se intersecteze cu
un segment trasat in cealaltd multime
sau cu segmentul care uneste cele do-
ud puncte care determind dreapta ca-
re separd multimile.

Problema mai dificili este deter-
minarea dreptei care are proprietatea
cerutd. Vom considera punctul P
avand coordonata y cea mai mic3, in-
diferent daci reprezinti pozitia unui
elf sau a unui orc. Vom sorta toate
celelalte puncte 1n functie de unghiul
format de dreapta care uneste P de
acest punct si dreapta orizontald care
trece prin P (unghiul polar).

Vom avea doi indicatori V si F,
primul va indica numdrul elfilor luati
in considerare, iar al doilea numirul
orcilor. Daci punctul P reprezintd
un orc, atunci initializim V cu 0 si F
cu 1, iar dacd reprezintd un elf initia-
lizim Vcu1si FcuO.

Vom considera, pe rind, punctele
sortate; daci punctul curent reprezin-
ti un elf incrementim indicatorul V,
iar dacd reprezintd un orc incremen-
tim indicatorul . In momentul in
care vom avea V = F vom sti ¢d sub
dreapta care uneste punctul P cu
punctul curent se afli un numir egal
de elfi si orci.

Vom demonstra in continuare ci,
la un moment dat, vom ajunge in si-
tuatia in care V = F. Presupunem, fi-
rd a restringe generalitatea, c3 in
punctul P se afl un elf.

Daci 1n primul punct se afli un
orc atunci, ajungem 1n situatia V = F
=1, deci am determinat deja o dreap-
td cu proprietatea cerutd. Dacd in ul-
timul punct se afld un orc atunci, fie
am gisit o dreaptd anterior, fie acest
ultim punct i punctul P determini
dreapta pe care o ciutim. Asadar, ca-
zul in care primul sau ultimul punct
reprezintd un orc este rezolvat.

Sa presupunem acum cd atat pri-
mul, cit si ultimul punct reprezinti
un elf. Tn acest caz initial vom avea V
=11 F=0(V-F=1),1ar inaintea
considerdrii ultimului punct V=17 -
1siF=n(V-F=-1).

Deoarece valoarea V - F nu se
poate modifica decit cu 1 la fiecare
pas, pentru a ajunge de la 1 la -1 ea

trebuie neapirat s3 treacd si prin 0.
Asadar, la un moment dat ne vom
afla 1n situatia pentru care V = F, deci
vom avea dreapta cerutd.

Vom descrie acum o metodi pe
baza cireia punctele se pot sorta in
functie de unghiul polar pe care il for-
meazd cu punctul P. Si presupunem
cd, in sistemul de coordonate cu ori-
ginea in P, avem doud puncte A si B
de coordonate (x,, y,) si x,, 7,).

Pentru a sorta punctele in functie
de unghi avem trei cazuri.

Daci punctele A si B se afld in pri-
mul cadran al sistemului de coordo-
nate cu originea In P, atunci punctul
A se afld tnaintea punctului B in sirul
sortat dacd si numai dacd y, / x, <y,
/ x,, adicd y, - x, <y, * x,, deoarece co-
ordonatele orizontale sunt pozitive.
(Am nlocuit impdrtirile cu tTnmultiri
pentru a miri viteza de executie si a
evita impartirea cu zero.)

Daci punctele A si B se afld in ca-
drane diferite, atunci punctul din pri-
mul cadran il va precede pe cel din al
doilea cadran.

Daci punctele A si B se afld in al
doilea cadran al sistemului de coor-
donate cu originea in P, atunci punc-
tul A se afli naintea punctului B in
sirul sortat daci si numai dacd y, / x,
<y,/ x,adiciy, - x,>7y," x, deoa-
rece coordonatele orizontale sunt ne-
gative.

Datoritd faptului c¢i am ales
punctul P avind coordonata y mini-
md, punctele A si B nu se pot afla in
al treilea sau al patrulea cadran.

Analiza complexitdtii

Datele de intrare constau in coordo-
natele a 2 - » puncte; operatia de citi-
re a acestora are ordinul de comple-

xitate O(n).

Pentru determinarea unei drepte
va trebui si realizim o sortare a punc-
telor si o parcurgere a punctelor sor-
tate. Ordinul de complexitate al ope-
ratiei de sortare este O(n - log n), iar
cel al operatiei de parcurgere este
O(n). Ca urmare ordinul de comple-
xitate al operatiei de determinare a
unei drepte este O(z - log 7). In total
vom determina 7 astfel de drepte,
operatia de determinare a tuturor

avand, ca urmare, ordinul de com-
plexitate O(n? - log n).

Datele de iesire constau in afisa-
rea a n perechi de numere, operatie
al cdrei ordin de complexitate este

O(n).

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(n) + O(n? -

log n) + O(n) = O(n?* - log n).

PO50314: Joaca

Aceastd problemd poate fi rezolvatd
folosind o structurd de date numiti
arbore indexat binar. Desi aceastd
structurd a mai fost prezentatd in ca-
drul revistei noastre, vom descrie
acum din nou detaliat modul in care
ea poate fi folositd.

Subsecvente

Prin subsecventd Intelegem un subsir
ale cirui elemente se afld pe pozitii
consecutive in sirul initial. De exem-
plu, (2, 3, 4) este o subsecventd a si-
rului (1, 2, 3, 4, 5) formati din al doi-
lea, al treilea si al patrulea element al
sirului, in timp ce (1, 2, 4) nu este o
subsecventd deoarece nu este formati
din elemente aflate pe pozitii conse-
cutive.

Vom identifica o subsecventd prin
extremititile sale (pozitia cea mai din
stinga si pozitia cea mai din dreapta
din sir). O subsecventd care incepe in
pozitia a si se termind In pozitia b va
fi notatd prin <a, b>. Pentru sirul (1,
2,3, 4,5) subsecventa (2, 3, 4) va fi
notatd prin <2, 4> dacd numerotarea
elementelor incepe cu 1 sau prin <1,
3> dacd numerotarea incepe de la 0.

Deseori, avem nevoie de informa-
tii referitoare la subsecventele unui
sir cum ar fi suma elementelor sau
produsul. La prima vedere, rezolva-
rea acestel probleme pare destul de
simpld (de exemplu, pentru suma se
parcurg elementele subsecventei si se
adund). Totusi, acest algoritm este
ineficient datoriti faptului cd necesitd
parcurgerea intregii subsecvente. Vom
ardta cd existd algoritmi pentru care
o astfel de parcurgere nu este necesa-
rd.

Dacid am efectua o singurd datd
sau de un numdr limitat de ori o ast-
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fel de parcurgere, algoritmul ar putea
parea performant, viteza de executie

fiind relativ mare. Problema se com-

plicd daci elementele sirului se modi-
ficd in timp real.

Modificari in timp real

Sd presupunem ci existd doud tipuri
de operatii care pot fi efectuate asu-
pra unui sir. Primul tip constd in mo-
dificarea valorii unui element, in timp
ce al doilea reprezintd interogari (ce-
reri de informatii) referitoare la anu-
mite subsecvente ale sirului. De obi-
cei, cele doui tipuri de operatii sunt
"amestecate" in sensul ¢ nu vor fi
doar modificiri urmate din intero-
gdri, ci putem avea o modificare, ur-
matd de doud interogdri, urmate de
cinci modificiri, urmate de alte doui
interogiri etc.

Asadar, putem spune ci elemen-
tele sirului se modificd in timp real i
interogdrile se referd la starea curentd
a sirului (cea din momentul cererii de
informatii).

Un enunt echivalent

In cele ce urmeazi vom prezenta un
enunt al problemei, particularizat
pentru cazul in care interogdrile se
referd la suma elementelor subsec-
ventelor.

Se considerd un sir de numere in-
tregi care are toate elementele nule.
O modificare a unui element constd
in adunarea unei valori la valoarea
curentd (pot fi realizate si scaderi ca-
re an forma adundrii unor valori ne-
gative). Pe parcursul modificarilor
pot apdrea interogdri referitoare la
suma elementelor unei subsecvente a
sirului.

Problema poate fi enuntatd in
multe alte forme. Una dintre ele ar
putea fi urmitoarea:

Un furnizor lucreazd cu N distri-
buitori; in fiecare moment distribui-
torii pot efectua plati cdtre furnizor
sau pot cumpdra produse de la acesta.
De asemenea, in fiecare moment fur-
nizorul poate cere informatii referi-
toare la suma totald a datoriilor pe
care le au magazinele cu numere de
ordine cuprinse intre dond valori da-
te.

Un exemplu

Vom exemplifica acum evolutia in
timp real a unui sir format din cinci
elemente, prezentind valorile sirului
dupid fiecare modificare si rezultatul
fiecdrei interogari.

Operatia Initializare constd in
setarea la 0 a valorilor tuturor ele-
mentelor. Operatia Adund(i, x) con-
std In adunarea valorii x la valoarea
curentd a celui de-al i-lea element.
Operatia Sumd(a, b) furnizeazi suma
elementelor subsecventei <a, b>.

Operatie Sir/Rezultat
Initializare 00000
Adund(1,3) 30000
Adund(4,5) 30050
Suma(3, 3) 0
Suma(4, 4) 5
Adund(4,2) 30070
Adund(2,3) 33070
Sumd(2, 5) 10
Sumd(2, 4) 10
Adund(5,2) 33072
Sumd(2, 4) 10
Sumd(2, 5) 12
Adund(3,1) 33172
Aduni(4,-2) 33152
Sumd(2, 5) 11
Adund(1,-3) 03152
Adund(5, 5) 03157
Suma(l, 2) 3
Suma(3, 4) 6
Adund(2,-1) 02157
Adund(3,3) 02457
Sumd(5, 5) 7
Sumd(l, 2) 2
Suma(l, 5) 18

Cazul unidimensional

Din modul in care a fost enuntatd
problema, rezultd ¢i operatiile sunt
efectuate asupra unui tablou unidi-
mensional; asadar, acesta este cazul
unidimensional al problemei. Vom
prezenta in continuare trei algoritmi
care pot fi folositi pentru rezolvarea
problemei si apoi le vom studia
performantele.

Algoritmul ineficient

Cea mai intuitivi metodi de rezolva-
re constd in pdstrarea unui vector cu
valorile sirului, modificarea lor atunci
cind este necesar si calcularea sume-

lor in momentul in care apar intero-
garl.

Pentru a prezenta algoritmul vom
considera ci o modificare este codifi-
catd prin valoarea 1, iar o interogare
prin valoarea 2. Ar fi necesard o a
treia operatie (codificatd prin 3) care
ar indica faptul cd nu mai existi mo-
dificdri sau interogdri, deci executia
poate fi incheiati.

Versiunea in pseudocod este pre-
zentatd In continuare:

algoritm ModificareIneficienta
initializdri

scrie 'Introduceti numdrul
de elemente: '

citeste N
pentru i « 1,

a, « 0
sfargit pentru
scrie 'Introduceti codul

N executd

operatiei: '
citeste cod
cit timp cod # 3 executd
dacd cod = 1 atunci
scrie 'Introduceti
indicele elementului
modificat:
citeste ind
scrie 'Introduceti
valoarea care va fi
adunata (valoare
negativad pentru
scaderi): '
citeste val
a4 ¢ a4 + val
altfel
scrie 'Introduceti ex-

d

tremitdtile subsec-
ventei:
citeste st, dr
suma < 0
pentru i « st, dr
executd
suma ¢« suma + a;
sfargit pentru
scrie 'Suma elemente-
lor secventei
este ', suma
sfarsit dacd
scrie 'Introduceti codul
operatiei:"
citeste cod
sfargit cat timp
sfarsit algoritm



Se observi ci modificirile se efec-
tueazd in timp constant deoarece im-
plicd doar accesarea unui element al
vectorului si modificarea valorii sale.

Datoritd faptului ci pentru calcu-
larea sumei elementelor unei subsec-
vente este necesard parcurgerea tutu-
ror elementelor subsecventei, aceastd
operatie are ordinul de complexitate
O(/), unde [ este lungimea subsec-
ventel.

Vector de sume

Prima incercare de optimizare constd
in gdsirea unui algoritm mai rapid
pentru calcularea sumei elementelor
unei subsecvente. O posibilitate rela-
tiv simpld este pistrarea unui vector
b ale cirui elemente b, reprezintd su-
ma primelor elemente ale sirului a.
Pentru a gdsi suma elementelor unei
subsecvente <st, dr> vom efectua o
simpld diferentd: b, - b, - 1.

Pentru a calcula sumele pentru
subsecvente de forma <1, dr> vom
avea nevoie de elementul b, care va
avea Intotdeauna valoarea 0. Astfel,
pentru o subsecventd de aceastd formd
suma elementelor vafib, - b,=b,.

Asadar, folosind acest artificiu,
ordinul de complexitate al unei inte-
rogiri va fi O(1) pentru ci este nece-
sard doar o simpld scidere pentru
furnizarea rezultatului. Din neferici-
re, in momentul efectudrii unei mo-
dificiri pentru elementul , toate ele-
mentele b; pentru care j 2 i trebuie s
1si modifice valoarea.

Ca urmare, operatia de modifica-
re a celui de-al 7-lea element nu se mai
realizeazd in timp constant, deoarece
trebuie modificate N - 7 + 1 valori.
Asadar, ordinul de complexitate de-
vine liniar.

Astfel, am reusit si inlocuim al-
goritmul liniar de determinare a su-
mei elementelor unei subsecvente cu
un algoritm avand ordinul de com-
plexitate O(1) cu pretul cresterii tim-
pului de executie a algoritmului de
modificare de la unul constant la
unul liniar.

Se observi ¢ nu mai avem nevo-
ie de sirul a folosit pentru algoritmul
anterior, fiind suficientd pastrarea va-
lorilor elementelor sirului b.

Prezentim versiunea in pseudo-
cod a acestui algoritm, folosind ace-
leasi coduri pentru operatiile efectua-
te:

algoritm ModificareVector
initializdri
scrie 'Introduceti numdrul
de elemente: '
citeste N
pentru i « 1,
b, « 0
sfargit pentru
scrie 'Introduceti codul

N executd

operatiei: '
citeste cod
cit timp cod # 3 executd
dacd cod = 1 atunci
scrie 'Introduceti
indicele elementului
modificat:
citeste ind
scrie 'Introduceti
valoarea care va fi
adunata (valoare
negativd pentru
scaderi): '
citeste val
pentru i <« ind, N
executd
b, « b, + val
sfargit pentru
altfel
scrie 'Introduceti ex-
tremitdtile subsec-
ventei:
citeste st, dr
scrie 'Suma elemente-
lor secventei este ',
by, = by,
sfarsit dacd
scrie 'Introduceti codul
operatiei:"
citeste cod
sfargit cat timp
sfarsit algoritm

Arbori indexati binar

Practic, pentru algoritmii anteriori
una dintre cele doud operatii se efec-
tueaza In timp constant, in timp ce
cealaltd se efectueazd in timp liniar.
Asadar, dacd numdrul de modificiri
este aproximativ egal cu cel al intero-
garilor, timpul de executie va fi apro-
ximativ acelasi.

Daci numirul modificirilor este
mult mai mare decit cel al interogi-
rilor, atunci este preferabild folosirea
algoritmului naiv.

Daci, dimpotrivi, numirul inte-
rogirilor este mult mai mare decit
cel al modificirilor, atunci algoritmul
bazat pe vectorul de sume este mai
performant. Totusi, in cazul mediu,
ambii algoritmi sunt liniari.

In cele ce urmeazi vom prezenta
o structurd de date care permite efec-
tuarea In timp logaritmic atit a mo-
dificirilor, cit si a interogirilor. Struc-
tura de date pe care o propunem este
numitd arbore indexat binar.

Asadar, vom avea o structurd ar-
borescentd care va permite efectuarea
interogirilor in timp logaritmic in
conditiile in care si modificirile se
efectueazd in timp logaritmic.

Pentru a folosi aceastd structuri
de date, va trebui si considerim c3
elementele sirului sunt numerotate
incepand cu 1.

Arborele va fi pastrat sub forma
unui vector ¢ in care fiecare element ¢
va contine suma elementelor subsec-
ventei <i - 2% + 1, />, unde k este nu-
mirul zerourilor terminale din repre-
zentarea binard a lui 7.

Asadar, elementele de pe pozitiile
impare ale arborelui vor pdstra suma
elementelor unor subsecvente forma-
te dintr-un singur element (aflat pe o
pozitie impari in sirul a).

In elementele de pe pozitiile de
forma 4 - k + 2 (un zero terminal in
reprezentarea binard a pozitiei) vom
pastra suma elementelor unor sub-
secvente formate din doud elemente.

In elementele de pe pozitiile de
forma 8 - k + 4 (doud zerouri termi-
nale In reprezentarea binari a pozi-
tiei) vom pistra suma elementelor
unor subsecvente formate din patru
elemente.

In general, daci reprezentarea bi-
nard a pozitiilor au p zerouri termi-
nale, atunci elementele din arbore vor
pastra sume ale elementelor unor sub-
secvente cu 2 elemente.

Vom considera ci, la un moment
dat, sirul (format din 15 elemente)
este (1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12,
13, 14, 15).
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Valorile vectorului ¢ (cel care re-
prezinti arborele indexat binar) sunt:

Element Pozitie Semnificatie Val

¢ 0001  Swma(1,1) 1
c 0010  Sumd(1,2) 3
¢ 0011 Swumd(3,3) 3
c, 0100  Sumada(1,4) 10
c 0101  Sumd(5,5) 5
c, 0110  Sumad(5,6) 11
G o1l Sumda(7,7) 7
[N 1000  Swmd(1,8) 36
[ 1001 Swmd(9,9) 9
€y 1010 Swmd(9,10) 19
¢ 1011 Swma(11,11) 11
c, 1100 Sumd(9,12) 42
€3 1101 Sumd(13,13) 13
€y 1110 Sumd(13, 14) 27
Cps 1111 Swuma(15,15) 15

Vom prezenta in continuare mo-
dul 1n care se efectueazi modificirile,
exemplificind pe arborele prezentat
anterior. In acest scop, vom modifica
valoarea celui de-al doilea element
din 2 1n 8 (se aduni valoarea 6).

Se observi cd trebuie modificate
toate valorile vectorului ¢ care repre-
zintd sume ale unei subsecvente care
contine al doilea element al sirului;
acestea sunt: ¢,, ¢, §i ¢,.

Reprezentirile binare ale acestor
trei pozitii sunt 0010, 0100 s1 1000.
Se observi in continuare ci, fiecare
astfel de reprezentare (evident, cu ex-
ceptia primeia) poate fi obtinutd din
cea anterioard prin adunarea valorii
2", unde r reprezintd numdrul de ze-
rouri terminale ale reprezentirii bi-
nare a pozitiel anterioare.

Asadar, ar trebui sd efectuim ast-
fel de aduniri pind in momentul in
care pozitia obtinutd este mai mare
decit dimensiunea sirului si si cres-
tem cu 6 valorile tuturor elementelor
de pe pozitiile de la fiecare pas.

Vom exemplifica procedeul si
pentru al treilea element. Prima po-
zitie este 0011; numdrul zerourilor
terminale este 0, deci vom aduna va-
loarea 2° = 1. Noua pozitie va fi 3 +
1 =4, deci am ajuns la pozitia 4 a ci-
rei reprezentare binard este 0100. Nu-
mirul zerourilor terminale este 2,
deci vom aduna valoarea 2% = 4, po-
zitia devenind 4 + 4 = 8. Reprezenta-

rea binari este 1000, deci avem trei
zerouri terminale. Valoarea adunati
va fi 23 = 8, deci ajungem in pozitia 8
+ 8 = 16, asadar am depdsit dimen-
siunea sirului.

Se observi cd elementele c,, , si
¢, sunt cele a cdror valoare depinde
de valoarea elementului de pe a treia
pozitie.

Algoritmul care realizeazi opera-
tia de modificare este urmitorul:

o Se identifici pozitia elementului
care trebuie modificat.

o Cat timp pozitia curent este cel
mult egald cu dimensiunea sirului:
+ Se modificd valoarea elementului

de pe pozitia curenti.

+ Se determind numirul k al zerou-
rilor terminale din reprezentarea
binard a pozitiei curente.

+ Noua pozitie se determind adu-
nand valoarea 2 la pozitia curen-
td.

Se observd cd numirul elemente-
lor modificate este cel mult egal cu
numirul cifrelor reprezentdrii binare
a numdrului de elemente din sir, deci
operatia are ordinul de complexitate
O(log N).

Mai trebuie prezentat modul in
care este efectuatd operatia de intero-
gare. Vom Incerca sd aplicim o me-
toda similari celei propuse in cazul
algoritmului care foloseste un vector
de sume. Pentru aceasta, daci dorim
sd determindm suma elementelor
subsecventei <st, dr>, vom determina
sumele elementelor subsecventelor
<1, st - 1> si <1, dr>, efectudnd apoi
o simpld diferentd.

Operatiile efectuate sunt, oare-
cum, inversele celor de la operatia de
modificare. Vom porni din pozitia
dati si, la fiecare pas, vom determina
urmitoarea pozitie scizind valoarea
2k unde k reprezinti numirul zerou-
rilor terminale din reprezentarea bi-
nard a pozitiei curente. Ne vom opri
in momentul 1n care pozitia curentd
devine 0.

De exemplu, pentru a determina
suma elementelor subsecventei <1,
11> vom porni din pozitia 11 a cirei
reprezentare binari este 1011. Nu-

mirul zerourilor terminale este 0, deci
vom scidea valoarea 2° = 1, ajungind
in pozitia 11 - 1 = 10. Reprezentarea
binari a acesteia este 1010, deci nu-
mirul zerourilor terminale este 1. Va-
loarea scizuti este 2! = 2, deci se ajun-
ge 1n pozitia 10 - 2 = 8, a cdrel repre-
zentare binard este 1000. De data
aceasta avem trei zerouri terminale,
deci vom scidea valoarea 2° = § ajun-
gand 1n pozitia 8 - 8 = 0.

Asadar, am "trecut” prin pozitii-
le 11, 10 si 8. Adunind valorile ele-
mentelor corespunzitoare (c,, ¢, si
c) obtinem 11 + 19 + 36 = 66, adici
exact valoarea ciutatd.

Este usor de observat ci c,, repre-
zintd suma elementelor subsecventei
<11, 11>, ¢,, reprezintd suma elemen-
telor subsecventei <9, 10>, iar ¢ re-
prezintd suma elementelor subsec-
ventei <1, 8>, asadar, in momentul
calculirii sumet, fiecare element de
pe 0 pozitie mai micd sau egali cu 11
este adunat o singurd dati.

Pentru a determina suma elemen-
telor unei subsecvente de forma <1,
dr> vom folosi urmitorul algoritm:

o Se identifici elementul de pe pozi-
tia dr.
o Cat timp pozitia curenti este dife-

rit de O:

+ Se aduni la suma totald valoarea
elementului de pe pozitia curen-
td.

+ Se determind numirul k al zerou-
rilor terminale din reprezentarea
binard a pozitiei curente.

+ Noua pozitie se determind sci-
zind valoarea 2 din pozitia cu-
rentd.

Evident, pentru a determina su-
ma elementelor unei subsecvente de
forma <st, dr> vom aplica de doud
ori algoritmul prezentat: o dati
pentru subsecventa <1, dr> si a doua
oard pentru subsecventa <1, st - 1>,
efectudnd la final diferenta valorilor
obtinute.

De exemplu, pentru determinarea
sumei elementelor subsecventei <4,
13> vom calcula mai intdi sumele ele-
mentelor subsecventelor <1, 13> si
<1, 3>.



Acestea sunt: Sumd(1, 13) = ¢, +
€+ =13+ 42+ 36 =91 51 Suma(1,
3)=¢,+c,=3+3 =6,diferenta lor
fiind 91 - 6 = 85 care este egald cu
valoarea Sumd(4, 13).

Se observi cd numirul elemente-
lor adunate este cel mult egal cu nu-
mirul cifrelor reprezentirii binare a
pozitiei elementului dat, deci opera-
tia are ordinul de complexitate O(log
N).

Din nou, se observi ci nu avem
nevoie de pistrarea elementelor siru-
lui 4, fiind suficientd pistrarea valo-
rilor vectorului ¢ (cel care reprezintd
arborele indexat binar).

Varianta in pseudocod a algorit-
mului de rezolvare a problemei folo-
sind un arbore indexat binar este ur-
madtoarea:

Algoritm ModificareEficienta
initializdri
scrie 'Introduceti numdrul
de elemente: '
citeste N
pentru i « 1,
c, « 0
sfarsit pentru
scrie 'Introduceti codul

N executd

operatiei: '
citeste cod
cat timp cod # 3 executd
dacd cod = 1 atunci
scrie 'Introduceti
indicele elementului
modificat:
citeste ind
scrie 'Introduceti
valoarea care va fi
adunata (valoare
negativa pentru
scaderi): '
citeste val
poz « 0
cat timp ind < N
executd

c + val

ind < Cina
cat timp ind & 2°°¢ =
0 executd
poz ¢« poz + 1
sfargit cat timp
ind ¢« ind + 2P°*
poz ¢ poz + 1
sfarsit cat timp
altfel

scrie 'Introduceti ex-
tremitdtile subsec-
ventei:
citeste st, dr
s, < 0
poz « O
cat timp dr > 0 executd
s, & s, + cy
cdt timp dr & 2P°% =
0 executd
poz ¢« poz + 1
sfargit cat timp
dr « dr - 2Pp°z
poz ¢ poz + 1
sfargit cat timp
st « st -1
s, < 0
poz « 0
cat timp st > 0 executd
s, & s, + C,
cdt timp st & 2P°% =
0 executd
poz ¢« poz + 1
sfargit cat timp
st & st - 2P7
poz ¢ poz + 1
sfargit cat timp
scrie 'Suma elemente-
lor secventei este ',
s, - s

1 2

sfarsit dacd
scrie 'Introduceti codul
operatiei:"'
citeste cod
sfargit cat timp
sfarsit algoritm

Cazul bidimensional

Problema pentru o singurd dimen-
siune poate fi modificatd astfel incat
sd lucrim in spatiul bidimensional.
Enuntul noii probleme ar putea fi
urmitorul:

Se considerd o matrice de numere
intregi care are toate elementele nule.
O modificare a unui element constd
in adunarea unei valori la valoarea
curentd (pot fi realizate si scideri ca-
re an forma adundrii unor valori
negative). Pe parcursul modificarilor
pot apdrea interogdri referitoare la
suma elementelor unei submatrice.

Asadar, 1n acest caz, interogirile
se referd la suma valorilor dintr-o
"zoni dreptunghiulard” care face par-
te din matrice.

Evident, pentru reprezentarea da-
telor vom folosi tablouri bidimensio-
nale in locul celor unidimensionale
(matrice in locul vectorilor). Din
nou, enuntul poate fi reformulat in
diferite moduri. O varianti este chiar
enuntul original a acestei probleme.

Vom adapta cei trei algoritmi
descrisi pentru cazul unidimensional
pentru a rezolva noua problemd si
vom studia apoi performantele aces-
tora.

De data aceasta, pentru operatia
de modificare vom avea nevoie de
doi parametri care vor reprezenta li-
nia si coloana pe care se afli elemen-
tul a cdrui valoare va fi modificatd.

Pentru interogdri vom avea nevo-
ie de patru parametri care vor repre-
zenta coordonatele colturilor din
stinga-sus si dreapta-jos ale unui
dreptunghi.

Vom exemplifica acum cazul bi-
dimensional al problemei folosind o
matrice care contine trei linii si trei
coloane.

Matrice/Rezultat
000
000
000
000
030
000
005
030
000
Sumd(2,1,3,3) 3
Adund(2,1,1) 005
130
000
Sumd(1,2,2,3) 8
Adund(2,2,-1) 005
120
000
Sumd(1,2,2,3) 7
Adund(2,2,5) 005
170
000
005
120
000
005
120
040
Sumi(1,1,3,3) 12

Operatie
Initializare

Adund(2, 2, 3)

Adund(1, 3, 5)

Adund(2, 2, -5)

Adund(3, 2, 4)
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Algoritmul ineficient
Primul algoritm descris pentru cazul
unidimensional poate fi adaptat foar-
te usor pentru a rezolva cazul bidi-
mensional al problemei. Vom pistra
valorile matricei, le vom modifica da-
cd este necesar si vom calcula sumele
cerute de interogdri.

Versiunea in pseudocod este pre-
zentatd In continuare:

algoritm ModificareIneficienta
initializdri
scrie 'Introduceti numdrul
de elemente:
citeste M, N
pentru i <« 1, M executd
pentru 1 <« 1, M executd
iy < 0
sfargit pentru
sfarsit pentru
scrie 'Introduceti codul

a

operatiei: '
citeste cod
cdt timp cod # 3 executd
dacd cod = 1 atunci
scrie 'Introduceti
indicii elementului
modificat:
citeste indx, indy
scrie 'Introduceti
valoarea care va fi
adunata (valoare

negativd pentru

scaderi):
citeste val
aindx, indy aindx, indy+val
altfel

scrie 'Introduceti co-
ordonatele colturilor:'
citeste st, sus,
dr, jos
suma < 0
pentru i < sus, jos
executd
pentru j « st, dr
executd
suma < suma + a;
sfarsit pentru
sfarsit pentru
scrie 'Suma elemente-
lor dreptunghiului
este ', suma
sfargit dacd
scrie 'Introduceti codul

operatiei:’

citeste cod
sfarsit cat timp
sfargit algoritm

Modificirile se efectueazi tot In
timp constant, deoarece implicd doar
accesarea unui element al matricei si
modificarea valorii sale.

Datoritd faptului ¢i pentru calcu-
larea sumei elementelor dintr-un
dreptunghi este necesari parcurgerea
tuturor elementelor dreptunghiului,
aceastd operatie are ordinul de com-
plexitate O(/ - b), unde [ si b sunt lun-
gimile laturilor dreptunghiului.

Matrice de sume
Adaptarea algoritmului care foloseste
un vector de sume este destul de sim-
pld. Vom pistra o matrice b ale cirei
elemente &, vor contine sumele co-
respunzitoare dreptunghiurilor cu
coltul din stinga-sus in pozitia (1, 1)
si cel din dreapta-jos In pozitia (7, ).
Este usor de observat ci pentru a
calcula valoarea Sumd(st, sus, dr, jos)
poate fi folositd relatia:
Sumd(st, sus, dr, jos) =
Sumd(1, 1, dr, jos) -
Sumd(1, 1, st - 1, jos) -
Sumda(1, 1, dr, sus - 1) +
Sumi(1, 1, st - 1, sus - 1).

Se observi cd prin sciderea valo-
rit Sumd(1, 1, st-1, jos) se scad valo-
rile tuturor elementelor aflate la
dreapta dreptunghiului considerat,
iar prin scdderea valorii Sumad(1, 1,
dr, sus - 1) se scad valorile elemente-
lor aflate deasupra dreptunghiului.

Aceste operatii implicd sciderea
de doud ori a tuturor elementelor
aflate la stinga si deasupra dreptun-
ghiului considerat, motiv pentru care
va trebui si adundm valoarea
Sumd(1,1, st - 1, sus - 1).

Folosind acest artificiu avem ne-
voie de accesarea a patru elemente
ale matricei b, deci operatia se reali-
zeazd In timp constant.

Din nou, in momentul modifici-
rii valorii unui element de coordona-
te (x, y), va trebui sd modificim valo-
rile tuturor elementelor matricei b de
coordonate (i, j) pentru care i > x si]
> y. Asadar, vom modifica (M - x +

1)+ (N - y + 1) elemente, ordinul de
complexitate devenind O(M - N).

Pentru a putea determina valori
pentru dreptunghiuri in care coltul
din stinga-sus are una dintre coor-
donate egald cu 1 va trebui si consi-
derim ci valorile elementelor matri-
cei sunt nule daci cel putin unul din-
tre cei doi indici este 0.

Prezentim versiunea in pseudo-
cod a algoritmului descris:

algoritm ModificareMatrice
initializdri
scrie 'Introduceti numdrul
de elemente: '
citeste M, N
pentru i « 1, M executd
pentru 1 < 1, M executd
bij <~ 0
sfarsit pentru
sfdrgit pentru
scrie 'Introduceti codul
operatiei: '
citeste cod
cit timp cod # 3 executd
dacd cod = 1 atunci
scrie 'Introduceti
indicii elementului
modificat:
citeste indx, indy
scrie 'Introduceti
valoarea care va fi
adunata (valoare
negativad pentru
scaderi): '
citeste val
pentru i « indx, M
executd
pentru j < indy, N
executd
bij — bij + val
sfarsit pentru
sfargit pentru
altfel
scrie 'Introduceti co-
ordonatele colturilor:'
citeste st, sus,
dr, jos
scrie 'Suma elemente-
lor dreptunghiului es-
te ', dr,jos  “st-1,jos

b + b

dr, sus-1

sfarsit dacd

st-1,sus-1

scrie 'Introduceti codul
operatiei: "



citeste cod
sfarsit cat timp
sfarsit algoritm

Arbore de arbori indexati
binar

Din nou, avem doi algoritmi in care
una dintre operatii este eficientd, in
timp ce cealaltd necesitd un timp de
executie mai mare. Folosind arborii
indexati binar, vom putea gisi algo-
ritmi care realizeazd ambele operatii
intr-un timp de ordinul O(log M -
log N), unde M si N sunt dimensiu-
nile matricei.

Pentru a rezolva problema vom
crea un arbore de arbori indexati
binar. Asadar, vom avea o matrice ¢
ale cdrei elemente c, vor reprezenta
sumele elementelor din dreptunghiul
care are coltul din stinga-sus in po-
zitia (1 - 28 + 1,7 - 2/ + 1), iar cel din
dreapta-jos in pozitia (z, j). Valoarea
k reprezintd numirul zerourilor ter-
minale din reprezentarea binari a lui
i, iar [ reprezintd numdrul zerourilor
terminale din reprezentarea binard a
lui ;.

De exemplu, pentru matricea:

234

678
9101112
13141516

elementele arborelui de arbori inde-
xati binar vor avea urmitoarele sem-
nificatii:

Sumd(1, 1,1, 1) Sumd(1, 1, 1, 2)
Sumd(1, 3,1, 3) Sumd(1, 1, 1, 4)
Sumd(1, 1,2, 1) Sumd(1, 1, 2, 2)
Sumd(1, 3, 2, 3) Sumd(1, 1, 2, 4)
Sumd(3, 1, 3,1) Sumd(3, 1, 3, 2)
Sumd(3, 3, 3, 3) Sumd(3, 3, 3, 4)
Sumd(1, 1, 4,1) Sumd(1, 1, 4, 2)
Sumd(1, 3, 4, 3) Sumd(1, 1, 4, 4).

Asadar, valorile matricei care
reprezintd arborele binar vor fi:

1336
61410 36
9191123
28 60 36 136

Sd presupunem ci trebuie si mo-
dificim valoarea elementului de coor-
donate (2, 1) care face parte dintr-o
matrice cu 8 linii si 4 coloane.

Vom aplica de doud ori principiul
descris pentru cazul unidimensional
al problemei.

Vom identifica linia i pe care se
afld elementul si vom efectua modifi-
cdri in toate coloanele de pe acea li-
nie In care acestea trebuie efectuate.
Pentru aceasta vom identifica coloa-
na j, vom determina numdrul & al ze-
rourilor terminale si apoi vom aduna
laj valoarea 2. Ajungem intr-o noui
pozitie si continuim procedeul pand
in momentul in care valoarea coloa-
nei curente depiseste numdrul coloa-
nelor matricei.

fn acest moment vom determina
numdrul zerourilor terminale / din
reprezentarea binard a valorii 7 si ne
vom "muta" pe linia 7 + 2" Vom re-
veni la coloana j si vom parcurge
aceeasl pasi ca si cel parcursi pentru
linia anterioari.

Vom continua pani in momentul
in care valoarea liniei curente va fi
mai mare decit numirul de linii din
matrice.

Pe fiecare linie vom modifica cel
mult log, N elemente; in plus, vom
modifica elemente de pe cel mult log,
M linii; asadar, ordinul de complexi-
tate al operatiei de modificare a unui
element este O(log M - log N).

Ca urmare, daci se modifici ele-
mentul de coordonate (3, 1), atunci
vor trebui modificate urmitoarele
elemente ale matricei care reprezinti
arborele de arbori indexati binar: ¢, ,
G G Capp Cap Cup Gy Cg $1 Gy

fn cazul in care dorlm sd efectuam
o interogare vom folosi aceeasi me-
todd. Singura diferenti este, din nou,
faptul ci valorile de forma 2* sunt
scdzute in loc s3 fie adunate.

Datoritd faptului ci, de data aceas-
ta, avem nevoie de patru sume pen-
tru a furniza rezultatul, algoritmul va
fi aplicat de patru ori. Ordinul de
complexitate al algoritmului va fi tot
O(log M - log N).

Vom prezenta in continuare ver-
siunea in pseudocod a algoritmului
de rezolvare a problemei in cazul bi-

dimensional, folosind un arbore de
arbori indexati binar.

algoritm ModificareEficienta
initializdri
scrie 'Introduceti numdrul
de elemente:
citeste M, N
pentru i < 1, M executd
pentru 1 « 1,
Cyy & 0
sfarsit pentru
sfarsit pentru
scrie

M executd

'Introduceti codul
operatiei: '
citeste cod
cdt timp cod # 3 executd
dacd cod = 1 atunci
scrie 'Introduceti

indicii elementului

modificat: '
citeste indx, indy
scrie 'Introduceti

valoarea care va fi
adunata (valoare
negativd pentru
scaderi):
citeste val
pozi « 0
cdt timp indx < M
executa
pozj « 0
j ¢ indy
cat timp j < N
executa

C — C, .+

indx, indx,
val
cit timp indx &
2p°%3 = () executd
pozj ¢« pozj + 1
sfargit cat timp
j & j + 2poH
pozj ¢ pozj + 1
sfarsit cat timp
cat timp indx & 2P0zt
= 0 executd
pozi ¢ pozi + 1
sfarsit cat timp
indx ¢« indx + 2p°#
pozi « pozi + 1
sfargit cat timp
altfel
scrie 'Introduceti co-
ordonatele colturilor:'
citeste st, sus,

dr, jos
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s « 0
X ¢« jos
y < dr
pozi « 0

cdt timp x > 0 executd

pozj « 0
] <y
cidt timp v > 0

executd

s & s+ cy
cat timp x & 2°°4

= 0 executd
pozj ¢« pozj + 1

sfarsit cat timp

IR IR

pozj ¢« pozj + 1
sfarsit cat timp
cat timp x & 2rPo% =

0 executd

pozi ¢« pozi + 1
sfarsit cat timp
X ¢ x - 2proz
pozi ¢ pozi + 1
sfarsit cat timp
L € s
s <« 0

S

X ¢« jos

y ¢ st - 1

pozi <« 0

cdt timp x > 0 executd
pozj « 0
<y
cidt timp v > 0

executd

s & s + C
X3

cat timp x & 2°°4

= 0 executd

pozj ¢ pozj + 1
sfargit cat timp
j e g - s
pozj ¢« pozj + 1
sfarsit cat timp
cat timp x & 2rPo% =

0 executd

pozi ¢ pozi + 1
sfarsit cat timp
X ¢ x - 2vozt
pozi ¢ pozi + 1
sfargit cat timp
, €& 8
s <« 0
X & sus - 1
y ¢« dr
pozi « 0

S

cdt timp x > 0 executd
pozj « 0

<y
cadt timp v > 0
executd
S < 5 + C
cat timp x & 2r°%
= 0 executd
pozj ¢ pozj + 1
sfarsit cat timp
j e § - oo
pozj « pozj + 1
sfargit cat timp
cat timp x & 2% =
0 executd
pozi « pozi + 1
sfargit cat timp
x ¢ x - 2vozt
pozi ¢ pozi + 1
sfarsit cat timp
S, ¢ s
s <« 0
X ¢ sus - 1
y ¢« dr - 1
pozi « 0
cdt timp x > 0 executd
pozj « 0
<y
cidt timp v > 0
executd
S ¢« 5 + C
cat timp x & 2r°%
= 0 executd
pozj ¢ pozj + 1
sfarsit cat timp
IO B
pozj « pozj + 1
sfargit cat timp
cat timp x & 2% =
0 executd
pozi ¢« pozi + 1
sfargit cat timp
x ¢ x - 2vozt
pozi ¢ pozi + 1
sfarsit cat timp
s, ¢ s
scrie 'Suma elemente-
lor dreptunghiului es-
te ', S, - S, - 8, + 8,
sfarsit dacd
scrie 'Introduceti codul
operatiei:"
citeste cod
sfarsit cat timp
sfarsit algoritm

Acesta este, asadar, algoritmul efi-
cient pentru rezolvarea problemei.

P050315: Concurs

Problema se reduce la a determina
succesiv, cea mai indepdrtati pereche
de puncte. Vom efectua, in total, N
astfel de determiniri. Dupi fiecare
determinare vom elimina punctele
care formeazi cea mai indepirtatd
pereche si vom efectua urmitoarea
determinare pentru punctele rimase.
Ne vom opri in momentul in care
sunt determinate toate cele N distan-
te.

Asadar, pentru a rezolva aceastd
problemi va trebui si aplicim de N
ori algoritmul de determinare a celei
mai indepirtate perechi de puncte.
Acest algoritm va fi prezentat in cele
ce uremaza.

Algoritmul ineficient

O rezolvarea ineficientd consti in
determinarea distantelor dintre toate
perechile de puncte (vor fi2 - N - (2
N - 1) /2 astfel de perechi) si alege-
rea, de data aceasta, a celei mai mari
dintre ele.

Asadar, problema se reduce la o
simpld determinare a unei valori ma-
xime dintre 2- N+ (2-N-1)/2 va-
lori care sunt calculate.

Evident, ordinul de complexitate
al acestui algoritm este O(N?).

Algoritmul eficient

Pentru inceput, este usor de observat
faptul i cele doud puncte se afld,
obligatoriu, pe infisuritoarea conve-
x4 a multimii de puncte.

Vom demonstra aceastd afirmatie
prin metoda reducerii la absurd. S&
presupunem cd unul dintre cele doud
puncte nu se afld pe infisurdtoarea
convexd, asadar se afld in interiorul
acesteia. Vom nota celilalt punct
prin P, 1ar acest punct prin Q. Dacd
vom prelungi segmentul care uneste
punctele P si Q, atunci acesta va in-
tersecta o laturd a infdsurdtorii con-
vexe sau va trece printr-un alt punct
al acesteia.

fn acest din urmi caz se observi
imediat cd distanta de la P la Q este
mai micd decat distanta de la P la
punctul respectiv, ca urmare puncte-
le P'si Q nu se pot afla la distanta ma-
Xima.



Pentru cel de-al doilea caz vom
considera ci latura intersectatd are ca
extremitdti punctele R si S, iar pre-
lungirea segmentului care uneste
punctele P si Q intersecteazd latura
respectivi in punctul 7.

Pentru inceput se observi faptul
cd lungimea segmentului care uneste
punctele P si T este mai mare decit
cea care uneste punctele P si Q.

Vom considera acum triunghiul
PRS (determinat de varfurile P, R si
S). Punctul T se va afla pe latura RS
a acestui triunghi. Existd o teoremd
care afirmd ci cel putin una dintre
laturile PR si PS are lungimea mai
mare decit segmentul PT.

Ca urmare una dintre laturile tri-
unghiului va fi mai lungi decit seg-
mentul PT care, la rindul siu, este
mai lung decit segmentul PQ. Dato-
ritd faptului cd aceastd laturd are ca
extremitdti doud varfuri ale infisuri-
torii convexe, deducem imediat ci
punctele P si Q nu se pot afla la dis-
tanta maxima.

In concluzie, primul pas necesar
pentru a determina punctele aflate la
distanta maximd este determinarea
unei infisuritori convexe.

O variantd care poate fi utilizatd
in continuare este considerarea suc-
cesiva a varfurilor Infisuritorii si de-
terminarea, printr-o metoda similard
cu ciutarea binari, a celui mai inde-
partat varf fatd de varful considerat.

Se va considera nodul din stinga
(sau dreapta) nodului ales. Atat timp
ct distanta creste, la fiecare pas k,
vom "siri" la al 2%-lea nod. fn mo-
mentul in care distanta incepe si sca-
di, vom reveni la nodul anterior si
vom incepe si injumdtitim "distan-
ta" saltului.

Dacid am ajuns la pasul /, acum, la
fiecare, pas vom descreste cu 1 pute-
rea. Dacd la un anumit pas, puterea
este p, vom efectua un salt la al 2¢-lea
nod. Daci distanta descreste vom re-
veni, iar daci nu, vom continua de la
varful respectiv. In final, vom obtine
varful aflat la distanta maximd fatd de
nodul considerat.

Dupi considerarea tuturor varfu-
rilor, vom obtine distanta maximi
intre doud puncte din multimea dati.

Algoritmul descris functioneazi
corect deoarece, parcurgind nodurile
intr-un anumit sens distanta incepe
si creascd pand la un moment dat,
dupd care ea incepe sd scadi.

O a doua variantd consti in ale-
gerea unui varf P, al infdsurdtorii si
parcurgerea acesteia (incepand cu
punctul din stinga sau din dreapta
sa) atita timp cat distanta creste.

Vom nota punctul respectiv prin
P. In continuare vom trece la punctul
P, (cel aflat pe infdsurdtoare imediat
langd punctul P,, in functie de sensul
ales) si vom continua parcurgerea.

Poate fi usor observat faptul ci
nu are sens si mai verificim toate
punctele parcurse la pasul anterior
(cele pani la P) deoarece distantele
obtinute vor fi mai mici.

Asadar, vom continua de la punc-
tul P atdta timp cit distanta va creste.
Vom trece apoi la punctul P, si vom
repeta in continuare procedeul pand
in momentul in care am luat in con-
siderare toate punctele de pe infisu-
ritoare.

Evident, in final vom cunoaste
distanta maximd dintre doud puncte
de pe infisuritoare si, implicit, dis-
tanta maximi dintre doud puncte ale
multimii date.

Analiza complexitdtii

Este cunoscut faptul ¢i operatia de
determinarea a infisurdtorii convexe
are ordinul de complexitate O(N -
log N), daci utilizim scanarea Gra-
ham sau O(N - b), dacd utilizim po-
trivirea Jarvis.

In situatia in care, dupi determi-
narea Infisuritorii, vom folosi meto-
da cdutdrii binare, distanta maxima
va fi determinatd intr-un timp de or-
dinul O(b - log b), datoritd faptului
ci vom efectua b ciutiri binare, fie-
care avand ordinul de complexitate
O(log h).

fn cazul in care vom utiliza cea
de-a doua metod3, aceasta va avea
ordinul de complexitate O(b), deoa-
rece se poate observa faptul cd prin
avansiri se va parcurge de cel mult
doud ori infisuritoarea.

Ca urmare, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de determinare

a unei perechi de puncte aflate la dis-
tantd maximi este acelasi cu cel al al-
goritmului folosit pentru determina-
rea infisuritorii convexe.

P050316: Zid magic
Problema se reduce la a determina
infisuritoarea convexi a punctelor
care reprezintd coordonatele locuin-
telor elfilor.

Datorita faptului ci este posibil
ca toate punctele si se afle pe aceastd
infisuritoare convexd trebuie utiliza-
td scanarea Graham, deoarece potri-
virea Jarvis ar putea avea ordinul de
complexitate O(N?), iar limita de timp
admisi pentru executia programului
va fi depdsitd.

Dupi determinarea infisuritorii
convexe vom scrie in fisierul de iesire
punctele care o determind, in ordine
trigonometrica.

Analiza complexitdtii

Citirea datelor de intrare implici ci-
tirea celor N perechi de coordonate

ale locuintelor elfilor, asadar ordinul
de complexitate al operatiei de citire
a datelor de intrare este O(N).

Pentru cele N puncte vom deter-
mina infisuritoarea convexd folosind
scanarea Graham, operatie al cirei
ordin de complexitate este O(N - log
N).

Scrierea datelor in fisierul de iesi-
re se realizeazi in timp liniar deoare-
ce vom scrie cel mult N numere. Asa-
dar, ordinul de complexitate al aces-
tet operatii este O(N).

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(N) + O(N -
log N) + O(N)= O(N - log N).

P050317: Locuinte
Problema se reduce la a verifica, pen-
tru fiecare dintre ciriri (drepte) dacd
punctele corespunzitoare cisutelor
elfilor cu haine deschise la culoare se
afld de o parte a dreptei si punctele
corespunzitoare cisutelor elfilor cu
haine inchise la culoare se afli de cea-
laltd parte a dreptei.

Pentru aceasta vom determina
ecuatiile dreptelor si vom inlocui va-
riabilele x si y ale acestora cu coor-
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donatele cisutelor elfilor. Pentru ci-
sutele elfilor cu haine deschise la cu-
loare va trebui ca rezultatul s3 aibd
un anumit semn, iar pentru cisutele
elfilor cu haine Inchise la culoare
acesta va trebui s3 aibd semn opus.

O varianti este si determinim
semnul pentru cisuta primului elf cu
haine deschise la culoare. Apoi vom
determina semnele pentru cisutele
tuturor celorlalti elfi cu haine deschi-
se la culoare.

Daci apare un semn diferit pu-
tem trage imediat concluzia c3 aceas-
ti cirare nu este validi. Evident, daci
obtinem o valoare 0, dreapta cores-
punzitoare ciririi va trece prin punc-
tul corespunzitor cisutei unui elf,
deci nici 1n aceastd situatie cirarea nu
este validd.

Daci nu am identificat nici o si-
tuatie care si duci la concluzia ¢ o
cdrare nu este validd, putem fi siguri
cd toti elfii cu haine deschise la culoa-
re au cisutele de aceeasi parte a drep-
tel.

In continuare, vom determina
semnele pentru cisutele elfilor cu
haine Inchise la culoare. Daci apare
valoarea 0 sau acelagi semn ca si pen-
tru elfii cu haine deschise la culoare,
rezultd imediat ¢3 acea cirare nu este
valid.

Daci nu am identificat nici acum
o situatie care si duci la concluzia ci
acea cirare nu este valid3, putem fi
siguri ci toti elfii cu haine inchise la
culoare au cisutele de cealaltd parte a
dreptei.

Ca urmare, in acest moment pu-
tem concluziona cd respectiva cirare
este validd.

Andliza complexitdtii

Citirea datelor de intrare implici ci-
tirea celor m perechi de coordonate
ale cisutelor elfilor cu haine deschise
la culoare, a celor 7 perechi de coor-
donate ale cisutelor elfilor cu haine
inchise la culoare, precum si coordo-
natele perechilor de puncte care de-
termini cele & drepte corespunzitoa-
re cirdrilor propuse de sfetnici. Asa-
dar, ordinul de complexitate al ope-
ratiei de citire a datelor de intrare
este O(m +n + k).

Pentru fiecare dintre cele k ciriri
vom verifica, pe baza coordonatelor
celor doud puncte date, ecuatiile drep-
telor corespunzitoare. Pentru o cira-
re, ordinul de complexitate al acestei
operatii este O(1).

In cel mai defavorabil caz, se ve-
rificd semnele corespunzitoare tutu-
ror casutelor elfilor cu haine deschise
la culoare si tuturor cdsutelor elfilor
cu haine inchise la culoare. Asadar,
pentru o dreaptd vom verifica sem-
nele pentru m + n cisute, operatie al
cdrei ordin de complexitate este O(m
+n).

Dupi verificare, vom scrie in fi-
sierul de iesire mesajul corespunzi-
tor, operatie al cirei ordin de com-
plexitate este O(1).

Rezultd imediat ci operatia de ve-
rificare a validitdtii unei poteci are or-
dinul de complexitate O(1) + O(m +
n) + O(1) = O(m + n). In total vom
efectua k astfel de verificiri, ordinul
de complexitate al Intregi operatii fi-
ind O(k) - O(m + n) = O(k - (m + n)).

Scrierea datelor in fisierul de ie-
sire se realizeazd pe parcursul verifi-
cirilor, deci nu se consumd timp su-
plimentar pentru aceastd operatie.

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m + n + k) +
Ok - (m+n))=O(k - (m+n)).

P050378: Cercuri

fn cazul in care considerim ci cercu-
rile sunt varfurile unui graf orientat,
problema se reduce la alegerea unei
configuratii a arcelor, astfel Incit fie-
care nod si aibd un grad exterior dat
(numdrul sigetilor care pleacd din cer-
cul corespunzitor) si un grad interior
dat (numirul sigetilor care ajung la
cercul corespunzitor).

Pentru aceasta vom crea o retea
de transport care va contine 2 - 7 + 2
noduri. Doud dintre acestea vor fi sur-
sa si destinatia. 7 dintre noduri vor fi
legate de sursi prin arce ale ciror ca-
pacitdti vor fi egale cu gradele inte-
rioare ale nodurilor.

Celelalte 7 noduri vor fi legate de
destinatie prin arce ale ciror capaci-
tati vor fi egale cu gradele exterioare
ale nodurilor.

De la fiecare dintre primele 7 no-
duri vor pleca arce de capacitate 1
spre fiecare dintre celelalte 7 noduri.

fn aceasti retea vom determina
fluxul maxim. Daci acesta va fi m,
atunci sigetile pot fi desenate (graful
poate fi construit). Arcele retelei de
transport pe care exista flux vor indi-
ca modul in care vor fi desenate si-
getile (configuratia arcelor).

Analiza complexitdtii

Datele de intrare constau din 2 -  +
2 numere, deci ordinul de complexi-
tate al operatiei de citire a acestora va
fi O(n).

Pentru crearea retelei de transport
va trebui, mai Intii si construim cele
2 - n + 2 noduri ale acesteia, operatie
al cirui ordin de complexitate este
O(n). Pentru a lega primele 7 noduri
de sursd avem nevoie de un timp de
ordinul O(n); acelasi ordin are si
timpul necesar legirii celorlalte 7
noduri de destinatie.

Fiecare dintre primele 7 noduri
va fi legat de fiecare dintre ultimele
(cu o singurd exceptie - nu va exista
un arc de la nodul 7 la nodul 7 + 1,
deoarece o sigeatd trebuie si porneas-
cd de la un cerc si s ajungd la un alt
cerc); ordinul de complexitate al ope-
ratiei pentru un nod este O(n), deci
pentru toate nodurile obtinem un
timp de ordinul O(n?). Asadar, or-
dinul de complexitate al operatiei de
construire a retelei de transport este
O(n) + O(n) + O(n) + O(n?) = O(n?).

Vom observa cd numirul arcelor
retelei de transport vafin + n +n -
(n—1)=n-(n+1). In aceasti retea
va trebui sd determinim un flux
maxim.

Datoritd faptului ¢i stim cd
acesta va fi cel mult m, putem folosi
algoritmul Ford-Fulkerson al cirui
ordin de complexitate va fi O(m - (n
+n-(n+1))=O(m - n?), deoarece
fluxul maxim va fi 2, iar numirul de
muchiivafin - (n + 1).

Daci am alege algoritmul Ed-
monds-Karp, am avea, teoretic, ordi-
nul de complexitate O((n - (n + 1) +
n)-n-(n+1)-n)= 0. Totusi,
datoritd parcurgerii in litime, fiecare
drum are, de fapt, lungimea 3 in



foarte multe situatii (marea majorita-
te), deci ordinul real de complexitate
in cazul mediu va fi, de fapt, O(n).
Dupi determinarea fluxului va
trebui doar sd verificim arcele care
contin flux nenul si s3 scriem datele
in fisierul de iesire. Ordinul de com-
plexitate al acestei operatii este O(n?).
In concluzie, algoritmul de rezol-
vare a acestei probleme pentru cazul
mediu are ordinul de complexitate
O(n) + O(n?) + O(m - n?) + O(n?) =
O(m - n?) daci fluxul este determinat
cu ajutorul algoritmului Ford-Fulker-
son s1 O(n) + O(n?) + O(n®) + O(n?)
= O(n’) daci se utilizeazi algoritmul

Edmonds-Karp.

P050319: Ordine

Poienile din Padurea Aurie pot fi
considerate a fi nodurile unui graf
neorientat ale cirui muchii sunt date
de drumurile dintre acestea.

Astfel, problema se reduce la iden-
tificarea unui ciclu intr-un graf. Pen-
tru aceasta putem utiliza un algoritm
de determinare a ciclurilor si ne vom
opri in momentul in care este identi-
ficat primul ciclu. Enuntul problemei
ne asigurd cd graful va contine intot-
deauna cel putin un ciclu.

Dupi identificarea ciclului vom
scrie n fisierul de iesire numerele de
ordine ale nodurilor care formeazd
ciclul identificat.

Anadliza complexitatii

Citirea datelor de intrare implicd ci-
tirea extremititilor celor m muchii
ale grafului, operatie al cirei ordin de
complexitate este O(m). Pe parcursul
citirii vom crea §i reprezentarea
grafului, operatie care nu consuma
timp suplimentar.

In continuare va trebui s3 identi-
ficim un ciclu, operatie care implicd,
in cel mai defavorabil caz, efectuarea
unei parcurgeri complete in adincime
a grafului. Aceasta are ordinul de com-
plexitate O(m + n).

Datele de iesire constau in nume-
rele de ordine ale nodurilor care for-
meazd un ciclu. Ciclul poate fi for-
mat, 1n cel mai defavorabil caz, din
toate cele 7 noduri ale grafului, deci
operatia de scriere a rezultatului in

fisierul de iesire are ordinul de com-
plexitate O(n).

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(m +
n) + O(n) = O(m + n).

P050320: Strategie

Cele n obiective strategice vor repre-
zenta nodurile unui graf neorientat
ale cdrui muchii vor fi date de cele m
carari

Astfel, problema se reduce la de-
terminarea uneli partitiondri in cicluri
disjuncte pentru graful construit. Nu-
mirul ciclurile disjuncte va fi intot-
deauna m - n + 1. Pe midsurd ce iden-
tificim aceste cicluri le vom scrie in
fisierul de iesire.

Pentru a partitiona un graf in ci-
cluri disjuncte va trebui, mai intai, si
determindm un arbore partial. Apoi
vom lua in considerare toate muchii-
le care nu fac parte din acest arbore
st vom inchide ciclurile corespunzi-
toare.

Cea mai convenabili modalitate
este folosirea arborelui DF, deoarece
operatia de Inchidere a ciclurilor este
mai simpld. Toate muchiile care nu
fac parte din arborele DF vor fi mu-
chii de intoarcere. In momentul in
care se va identifica o astfel de mu-

chie, va fi determinat si ciclul pe care
il inchide.

Analiza complexitdtii

Citirea datelor de intrare implici citi-
rea extremititilor celor 7 muchii ale
grafului, operatie al cirei ordin de
complexitate este O(m). Pe parcursul
citirii vom crea §i reprezentarea gra-
fului, operatie care nu consuma timp
suplimentar.

In continuare va trebui s3 identi-
ficim ciclurile disjuncte ale grafului,
operatie al cirei ordin de complexi-
tate este O(m + n - n?). Pe misura
identificirii acestora, ele vor fi scrise
in fisierul de iesire, deci generarea fi-
sierului de iesire nu va consuma timp
suplimentar.

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(m
n-n¥)=0(m-n-n.

PO50321: Zvonuri

Putem privi elfii ca fiind nodurile unui
graf orientat in care existi o muchie
de la un nod la altul, daci un zvon
este comunicat de citre elevul cores-
punzitor primului nod la nodul co-
respunzitor celui de-al doilea nod.

In aceste conditii problema se
reduce la determinarea numarului
componentelor tare-conexe ale unui
graf orientat.

Datoritd numdrului mare de mu-
chii, vom pistra graful sub forma unei
liste a succesorilor. Pentru fiecare nod
vom cunoaste pozitia la care Incep
succesorii sii 1n aceasti listd. Evident,
pozitia la care se termind succesorii
unui nod este datd de pozitia la care
incep succesorii urmitorului nod (cel
care are numdrul de ordine mai mare
cu 1). Folosind aceastd reprezentare a
grafului, vom putea aplica fird difi-
cultiti deosebite oricare dintre algo-
ritmii rapizi de determinare a compo-
nentelor tare-conexe.

Pe parcursul determindrii acestor
componente le vom numira. Evident,
datoritd numirului relativ mare de no-
duri, algoritmul simplu (cel care are
ordinul de complexitate O(r*)) nu va
putea fi folosit. Totusi, algoritmul
plus-minus, care ruleazd in timp pi-
tratic poate fi utilizat.

Andliza complexitatii

Citirea datelor de intrare implici citi-
rea succesorilor nodurilor grafului (ca-
re sunt folositi pentru crearea listei ce-
lor m arce), asadar ordinul de comple-
xitate al acestui algoritm este O(m).

Pentru a determina pozitiile de
inceput ale succesorilor nodurilor, es-
te necesard o parcurgere a vectorului
care contine numerele succesorilor,
ordinul de complexitate al acestei ope-
ratii fiind O(n).

Pentru a determina sirul succeso-
rilor este necesard o noud parcurgere
a muchiilor; ca urmare, ordinul de
complexitate al acestei operatii este
O(m).

In continuare vom presupune ci
am folosit algoritmul eficient de de-
terminare a componentelor tare-co-
nexe. Agadar acestea sunt identificate
intr-un timp de ordinul O(m + n).
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Datele de iesire constau intr-un
singur numir, deci operatia de scriere
a rezultatului in fisierul de iesire are
ordinul de complexitate O(1).

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestel probleme este O(m) + O(n) +
O(m) + O(m + n) + O(1) = O(m + n).

P050322: Plan

Satele elfilor pot fi privite ca fiind no-
durile unui graf ale cirui muchii sunt
date de drumurile dintre sate. Costu-
rile muchiilor reprezinti costurile ne-
cesare construirii unui zid magic pe
crdrile dintre doud sate.

In aceste conditii problema se re-
duce la determinarea unui arbore par-
tial de cost minim si a celui de-al doi-
lea arbore partial de cost minim intr-
un graf neorientat. Prin al doilea ar-
bore partial minim intelegem arbore-
le cu cel mai mic cost care este diferit
de arborele partial de cost minim.

Pentru a determina arborele part-
ial de cost minim putem folosi unul
dintre algoritmii clasici: Kruskal sau
Prim. Datoritd faptului ci graful este
specificat prin lista muchiilor, poate
fi preferat algoritmului lui Kruskal.

Pentru a utiliza algoritmul lui
Kruskal, muchiile trebuie sortate in
functie de costul lor. Datoritd faptu-
lui ¢4 sunt cel mult 1000 de muchii,
nu trebuie neapirat folosit un algo-
ritm performant de sortare, fiind su-
ficient unul care functioneazd in timp
patratic.

Dupi construirea listei ordonate
a muchiilor, arborele partial de cost
minim se determind folosind algorit-
mul amintit. Vom crea un vector de
indici 1n care un element va indica nu-
mirul de ordine (in lista sortat3) al
unei muchii care face parte din arbo-
rele partial de cost minim.

Vom demonstra in continuare ci
al doilea arbore partial de cost minim
diferd printr-o singurd muchie de ar-
borele partial de cost minim. {n acest
scop vom utiliza metoda reducerii la
absurd. Vom presupune ci acest ar-
bore diferd prin doud sau mai multe
muchii. Asadar, au fost eliminate cel
putin doud muchii care au fost inlo-
cuite cu altele.

Evident, costurile muchiilor adi-
ugate sunt mai mari sau egale cu cos-
turile muchiilor eliminate deoarece,
in caz contrar ele ar fi ficut parte din
arborele partial de cost minim.

Reintroducind in arbore una din-
tre muchiile eliminate si elimindnd-o
pe cea cu care aceasta a fost inlocuitd
vom obtine un arbore partial minim
care are un cost mai mic sau egal. In
plus, acest arbore diferd de arborele
partial de cost minim datoritd prezen-
tei celeilalte muchii nou introduse.

Ca urmare, am obtinut un arbore
care are un cost mai mic sau egal de-
cit "al doilea arbore partial de cost
minim" i un cost mai mare sau egal
decit cel al arborelui partial de cost
minim. In concluzie, ipoteza este
falsd, deci al doilea arbore partial de
cost minim diferd printr-o singuri
muchie de arborele partial de cost
minim.

Pentru a determina al doilea ar-
bore partial de cost minim vom con-
sidera cd oricare dintre muchiile care
nu fac parte din arborele partial de
cost minim este o muchie candidatd
pentru inserare.

Prin inserarea unei astfel de mu-
chii se creeazi un ciclu; asadar, una
dintre muchiile din acest ciclu trebu-
ie eliminatd pentru a pistra proprie-
tatea de arbore. Pentru ca arborele
obtinut s3 aibd un cost cit mai mic
vom elimina acea muchie care are cea
mai micd diferentd de cost fati de
muchia introdus3.

Pentru a regdsi solutia vom pis-
tra diferenta minimi obtinutd la un
moment dat, muchia adiugatd in mo-
mentul in care a fost determinatd
aceastd diferentd minimd si muchia
eliminatd In momentul respectiv.

Pentru a determina ciclul format
prin adiugarea unei muchii vom crea
o listd de pirinti ai nodurilor din ar-
borele partial de cost minim. Pentru
fiecare nod, cu exceptia nodului 1
(pe care il vom considera ca fiind ri-
dicina arborelui) vom pistra numi-
rul de ordine al parintilor nodurilor
in arborele partial de cost minim care
are riddcina in nodul 1.

Lista parintilor poate fi determi-
nati folosind urmitorul algoritm: cit

timp nu au fost stabiliti parintii tutu-
ror nodurilor, se parcurge lista mu-
chiilor arborelui partial de cost mi-
nim; in momentul in care este identi-
ficatd o muchie pentru care se cu-
noaste parintele uneia dintre extremi-
tdti i nu se cunoaste parintele celei-
lalte extremititi se poate afirma cd
parintele acestei a doua extremititi
este prima extremitate.

Cunoscand lista printilor, se
poate determina un ciclu format prin
adiugarea unei muchii, daci se par-
curg traseele de la extremititile mu-
chiilor spre ridicind.

Dupi determinarea acestor doud
trasee se elimind portiunile comune
(acestea nu fac parte din ciclu).

Muchiile de pe cele doui trasee
(dupd eliminarea portiunii comune)
sunt muchiile care, impreund cu mu-
chia addugati, formeazd un ciclu.

In acest moment se poate verifica
daci prin eliminarea uneia dintre mu-
chiile de pe trasee si adiugarea mu-
chiei considerate se obtine o diferen-
td mai micd decit minimul din acel
moment.

Pentru a obtine mai rapid costul
unei muchii va trebui s avem la dis-
pozitie 0 matrice a costurilor. Aceas-
ta poate fi creatd pe misura citirii
datelor de intrare.

In final vom cunoaste muchiile
care fac parte din primul arbore par-
tial minim, muchia care este elimina-
td in vederea obtinerii celui de-al doi-
lea arbore de cost minim si muchia
care trebuie inseratd n vederea obti-
nerii acestui al doilea arbore de cost
minim.

Este cunoscut faptul ¢i numirul
de muchii dintr-un arbore partial al
unui graf cu 7 noduri este 7 - 1. Pen-
tru a scrie in fisierul de iesire muchi-
ile arborelui partial de cost minim va
trebui sd parcurgem doar lista mu-
chiilor si sd scriem extremittile co-
respunzitoare.

Pentru a scrie in fisierul de iesire
muchiile celui de-al doilea arbore par-
tial de cost minim vom scrie mai in-
tai extremitdtile muchiei addugate.

In continuare vom parcurge din
nou lista muchiilor si vom scrie ex-
tremititile corespunzitoare numai



daci acestea nu sunt cele ale muchiei
eliminate.

Anadliza complexitatii

Citirea datelor de intrare implicd ci-
tirea celor m muchii ale grafului, asa-
dar ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm este O(m). In paralel cu
citirea se realizeazd i crearea matri-
cei costurilor, ordinul de complexita-
te al acestei operatii fiind tot O(m).

Algoritmul de sortare a muchii-
lor grafului are ordinul de complexi-
tate O(m?) deoarece nu este necesard
folosirea unui algoritm mai perfor-
mant.

Algoritmul de determinare a mu-
chiilor care fac parte din arborele par-
tial minim implici o parcurgere a lis-
tei sortate a muchiilor si, la fiecare pas,
actualizarea claselor de echivalentd
corespunzdtoare nodurilor grafului.
Ca urmare, ordinul de complexitate
al acestel operatii este O(m - n).

Pentru determinarea listei parin-
tilor va trebui parcursi de mai multe
ori lista muchiilor. Asadar, fiecare par-
curgere are ordinul de complexitate
O(m). Datoritd faptului cd avem n
noduri si la fiecare parcurgere se va
determina cel putin pirintele unui
nod, ordinul de complexitate al ope-
ratiei de determinare a listei parinti-
lor este O(m - n).

Pentru a determina cel de-al doi-
lea arbore partial de cost minim va
trebui s luim in considerare toate
cele m - n + 1 muchii care nu fac par-
te din arborele partial de cost minim.
Pentru fiecare astfel de muchie vom
determina traseele pani la ridicind
(nodul 1).

Un astfel de traseu va contine cel
mult 7 - 1 noduri, deci ordinul de
complexitate al operatiei de determi-
nare a unui traseu este O(z). Cele do-
ud trasee contin cel mult 7 - 1 noduri,
deci operatia de eliminare a portiunii
comune are ordinul de complexitate
tot O(n).

Considerarea muchiilor care fac
parte din ciclu are acelasi ordin de
complexitate O(n) deoarece un ciclu
este format din cel mult » muchii. In
concluzie, operatia de determinare a
celui de-al doilea arbore partial de

cost minim are ordinul de complexi-
tate O(m -n+ 1) - (O(n) + O(n) +
O(n)=0(m-n)-On)=0(m-n -
n?).

Scrierea datelor in fisierul de iesi-
re implicd doud traversiri a listei mu-
chiilor arborelui partial de cost mi-
nim, deci are ordinul de complexitate
O(n).

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(m?)
+O(m-n)+Om -n)+ Om-n -
n*) + O(n) = O(m - (m + n)).

P050323: Mesaj

Satele elfilor pot fi privite ca fiind
nodurile unui graf neorientat in care
muchiile reprezinti ciririle dintre
sate.

In aceste conditii problema se re-
duce la determinarea, pentru fiecare
nod, a distantei fati de nodul iden-
tificat prin 1 (cel care reprezintd cel
mai important sat).

Distanta dintre doud noduri este
datd de numirul muchiilor din care
este format cel mai scurt drum dintre
cele doud noduri.

Pentru a determina aceste distan-
te vom folosi algoritmul de parcur-
gere in litime (Breadth First - BF) a
unui graf. La fiecare pas vom deter-
mina, pentru toate nodurile aflate pe
nivelul curent, nodurile de pe nivelul
urmator.

Nodurile de pe nivelul urmitor
sunt acele noduri care au legituri di-
recte cu cel putin un nod de pe nive-
lul curent si nu se afld pe un nivel an-
terior.

Este evident faptul ci toate nodu-
rile de pe un anumit nivel se vor afla
la aceeasi distantd fatd de nodul iden-
tificat prin 1.

Asadar, distanta fati de acest nod
va fi datd de nivelul pe care se afld no-
dul respectiv in urma parcurgerii in
latime.

Dupi determinarea acestor dis-
tante vom scrie rezultatele in fisierul
de iesire.

Analiza complexitdtii
Citirea datelor de intrare implicd ci-
tirea celor m muchii ale grafului, asa-

dar ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm este O(m). In paralel cu
citirea se realizeazd crearea structurii
de date in care este memorat graful,
ordinul de complexitate al acestei ope-
ratii fiind tot O(m).

Algoritmul de parcurgere in liti-
me a unui graf are ordinul de comple-
xitate O(m), deci acesta este ordinul
de complexitate al operatiei de deter-
minare a distantelor la care se afld no-
durile fatd de nodul identificat prin 1.

Scrierea datelor in fisierul de iesi-
re implicd scrierea a 7 - 1 valori, asa-
dar ordinul de complexitate al acestei
operatii este O(n).

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(m)
+ O(m) + O(n) = O(m + n).

PO50324: Atac
Satele elfilor pot fi privite ca fiind no-
durile unui graf neorientat in care mu-
chiile reprezinti ciririle dintre sate.
Un sat poate fi pardsit in sigurantd
doar daci nu este nod critic in graf.
Vom utiliza algoritmul de deter-
minare a nodurilor critice si, In mo-
mentul detectirii unui astfel de nod,
vom marca acest nod ca fiind critic.
In final, vom numira nodurile ne-
critice si vom scrie numerele de ordi-
ne ale acestora.

Andaliza complexitdtii

Citirea datelor de intrare implici citi-
rea celor m muchii ale grafului, asa-
dar ordinul de complexitate al acestui
algoritm este O(m). In paralel cu citi-
rea se realizeazd crearea structurii de
date in care se memoreazd graful, or-
dinul de complexitate al acestei ope-
ratii fiind tot O(m).

Algoritmul de determinare a no-
durilor critice ale unui graf are ordi-
nul de complexitate O(m + n).

Datoritd faptului ¢i un graf poate
contine cel mult 7 noduri critice, or-
dinul de complexitate al operatiei de
scriere a datelor de iesire are ordinul
de complexitate O(n).

In concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(m) +
O(m +n)+ O(n) = O(m + n).
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