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Tot la grimada...

Heap-uri VIEIN =LAX

Mihai Scortaru

in cadrul acestui articol vom prezenta o altéa structura de date derivatéa din
heap-vrile binare. Principala diferenta dintre heap-vrile Min-Max si heap-
urile hinare este faptul ca, la fel ca si heap-vrile de intervale, heap-urile Min-
Max permit determinarea atét a elementului minim, cat si a elementului
maxim. Diferenta dintre heap-urile Min-Max si heap-urile de intervale consta
in faptul ca nu este modificatéa structura elementelor heap-ulvi (fiecare
element contine un singur element), ci doar proprietatea de heap.

Un heap Min-Max este o coadd de
priorititi cu doud capete in care
relatia de ordonare dintre elemente
este bazatd pe ordinea min-max.

Cel mai mic element al structurii
se va afla in ridicina arborelui care
reprezintd heap-ul. Valorile cores-
punzitoare elementelor de pe nivelu-
rile pare vor fi mai mici sau egale cu
valorile corespunzitoare descenden-
tilor lor directi, iar valorile corespun-
zitoare elementelor de pe nivelurile
impare vor fi mai mari sau egale cu
valorile corespunzitoare descenden-
tilor lor directi.

Figura 1: Heap Min-Max

Nivelurile pare sunt uneori numi-
te niveluri de minim sau niveluri
min, iar nivelurile impare sunt numi-
te niveluri de maxim sau niveluri max.
Am considerat c¢i numerotarea nive-
lurilor incepe de la 0.

In cazul in care numerotarea in-
cepe de la 1, atunci nivelurile pare

vor fi niveluri de maxim, iar niveluri-
le impare vor fi niveluri de minim.

Structura unui heap Min-Max es-
te prezentatd in figura 1.

Se observi cd elementul maxim
este pastrat in unul dintre fiii ridici-
nii arborelui care reprezintd heap-ul
Min-Max.

Existd si notiunea de heap Max-
Min care reprezinti o structurd de
date asemdndtoare in care cel mai ma-
re element se afli in ridicina arbore-
lui, valorile corespunzitoare elemen-
telor de pe nivelurile pare vor fi mai
mari sau egale cu valorile corespun-

zitoare descenden-

_______ min tilor lor directi, iar

valorile corespun-
max zitoare elementelor
"""""" de pe nivelurile im-
min pare vor fi mai mici
---------- sau egale cu valorile

corespunzitoare
max descendentilor lor

directi. Am consi-
derat din nou ¢i nu-
merotarea nivelurilor Incepe de la 0.

Structura de date

Un heap Min-Max care contine 7 ele-
mente poate fi pstrat cu ajutorul
unui vector ale ciror elemente sunt
accesate folosind indici cuprinsi intre
1sin.

Elementul de pe pozitia i a vecto-
rului va corespunde unui element aflat
pe nivelul [log, 7] al arborelui care re-
prezintd heap-ul Min-Max.

La fel ca si in cazul heap-urilor
binare, fiii unui element aflat pe po-
zitia 1 se vor afla pe pozitiile 2 - 7 §i 2
“i+ 1, iar parintele unui element
aflat pe pozitia i se va afla pe pozitia

[i/2].

Diagrama Hasse
O diagrami Hasse este o diagramd ca-
re prezintd relatia de ordine implicitd
intr-o anumitd structurd.

Pentru heap-urile binare diagra-
ma Hasse este datd chiar de heap-ul
insust.

Pentru heap-urile Min-Max dia-
grama Hasse este mult mai complexa.
Diagrama Hasse corespunzatoare
heap-ului Min-Max din figura 1 este
prezentatd in figura 2.

[eo | |35]| |[25]

70 | 45 |

Figura 2: Diagrama Hasse



Se observi cd avem o structurd in
care fiecare element are cel mult pa-
tru fii, un element poate avea pani la
patru pirinti, si valoarea corespunzi-
toare unui element este mai micd sau
egald cu valorile corespunzitoare des-
cendentilor sii directi.

Operatii

Structura de heap Min-Max permite

executarea rapidi a urmitoarelor ope-

ratii:

o transformarea unui vector de ele-
mente intr-un heap Min-Max;

« addugarea unui element;

o determinarea elementului minim;

o determinarea elementului maxim;

¢ eliminarea elementului minim;

¢ eliminarea elementului maxim.

Construirea unui heap Min-Max
Vom prezenta acum modalitatea prin
care poate fi transfor-
mat un vector cu
elemente intr-un heap
Min-Max.

Pentru a construi
un astfel de heap ele-
mentele vectorului
sunt parcurse de la
dreapta la stinga.

Pentru fiecare
element se va verifica
daci el se afld pe un
nivel de minim sau pe un nivel de
maxim.

Vom prezenta in continuare si-
tuatia in care elementul se afld pe un
nivel de minim.

Subarborii ai ciror ridicini sunt
date de fiii nodului curent sunt ordo-
nati corect deoarece au fost creati la
pasii anteriori, dar intregul subarbo-
re care are ca ridicind nodul curent
ar putea sd nu aibi structura corecti.
fn aceasti ultim situatie elementul
trebuie inlocuit cu unul dintre fii sau
unul dintre fiii fiilor.

Datoritd proprietitii de heap des-
crise, valoarea elementul trebuie si
fie mai micd sau egali cu valorile fii-
lor sdi si, de asemenea, mai mici sau
egald cu valorile fiilor fiilor sii.

Daci aceastd proprietate nu este
respectatd, va fi identificatd cea mai
micd valoare corespunzitoare unuia

dintre cele sase elemente (fiii si fiii fi-
ilor) si se va realiza o interschimbare
a continutului elementelor.

fn cazul in care elementul a fost
inlocuit cu un fiu al fiilor, procedeul
va continua.

Situatia este aseminatoare pentru
elemente aflate pe nivelurile de ma-
xim.

In figura 3 este exemplificat "tra-
seul" unui element aflat pe un nivel
de minim care nu are valoarea corec-
td (valoarea 55 Inlocuieste valoarea 7,
iar apoi valoarea 25).

"Traseul" unui element aflat pe
un nivel de maxim este exemplificat
in figura 4 (valoarea 6 inlocuieste
valoarea 60 si apoi valoarea 15).

Prezentim in cele ce urmeazi ver-
siunile in pseudocod ale algoritmului
general si a subalgoritmilor utilizagi
de acesta.

max

Figura 3: Coborarea unui element de pe un nivel de minim

algoritm CreareHeap(a, n)
// transformarea unui vector intr-un
// heap Min-Max
pentrui« [n/ 2], 1pas-1
executd
/| verificarea tipului nivelului
dacd [log, i] este numdr par
atunci
CoboaraMin(a, i, n)
altfel
CoboaraMax(a, i, n)
sfarsit dacd
sfargit pentru
sfarsit algoritm

subalgoritm CoboaraMin(a, i, n)
// cobordrea unui element pind cind
// acesta ajunge in pozitia curentd
m¢« Min(a, i, n)
// se verificd pe ce nivel se aflid
// pozitiam

sfdrsit subalgoritm

subalgoritm Min(a, i, n)

nivee [m/ i]

// niv =1 - nu existd fii sau nu
// existd valori mai mici

dacd niv =1 atunci

o\
A\ 4

returneazd
sfargit dacd
// niv =2 — nu existd fii ai fiilor
// sau valoarea minimd corespunde
/| unuia dintre fii; existd posibili-
// tatea sd avem niv = 3 dacd
// valoarea minimd corespunde
// celui de-al doilea fin al riddcinii
dacd niv =2 sauniv =3 atunci
interschimbd a_si a,
sfargit dacd
// niv =4 - existd fii ai firlor
// st valoarea minimd corespunde
/| unuia dintre fiii filor
dacd niv 2 4 atunci
interschimbd a_si a,
dacda >a , atunci
interschimba a_ si a
sfargit dacd

[m/2]

CoboaraMin(a, m, n)
sfarsit dacd

mé i
/| verificarea existentei primului
/1 fin
dacd 2-i<n atunci
dacd a <a,, atunci
mée2-1
sfarsit dacd
altfel
returneazdm
sfargit dacd
/| verificarea existentet celui de-al
// doilea fin
dacd 2-i+1<n atunci

dacd a <a atunci

2:1+1
me2-i+1
sfarsit dacd
altfel
returneazdam
sfargit dacd
// verificarea existentei primului
/] fin al primului fin
dacd 4-i<n atunci
dacd a_<a,. atunci
m 4.1
mée4-1i
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// verificarea existentei celui de-al
// dotlea fin al primului fin
dacd 4-i+1<n atunci

dacd a <a atunci

4is1
me4-i+1

sfargit dacd

altfel
returneazam

sfarsit dacd

/| verificarea existentet primului

/] fin al celui de-al doilea fin

dacd 4-i+2<n atunci

dacd a <a atunci

4ie2
mée4-1i+2

sfargit dacd

altfel
returneazdam

sfarsit dacd

// verificarea existentei celui de-al

// doilea fiu al celui de-al doilea fin

dacd 4-i+3<n atunci

dacd a <a atunci

4:1+3

me4-i+3

sfargit dacd
sfarsit dacd
returneazdm

sfargit subalgoritm

subalgoritm CoboaraMax(a, i, n)
// cobordrea unui element aflat pe
// un nivel de maxim péind cind
// acesta ajunge in pozitia curentd
m¢« Max(a, i, n)
// se verificd pe ce nivel se afld
// pozitiam
niv« [m/ i]
// niv =1 - nu existd fi sau nu
// existd valori mai mari
dacd niv =1 atunci
returneazd
sfarsit dacd
// niv =2 - nu existd fit ai fiilor
// san valoarea maximd
// corespunde unuia dintre fii
// existd posibilitatea sd avem
// niv =3 dacd valoarea maxima
// corespunde celui de-al doilea
// fin al raddcinii
dacd niv =2 sauniv =3 atunci
interschimbd a_si a,
sfarsit dacd
// niv =4 - existd fii ai fiilor
// st valoarea maximd corespunde
/| unuia dintre fii fiilor
dacd niv 2 4 atunci
interschimbd a_si a,

dacda_<a atunci
- m i [m/2] .
interschimbad a_si a

sfargit dacd

[m/2]

CoboaraMin(a, m, n)
sfarsit dacd
sfdrsit subalgoritm

subalgoritm Max(a, i, n)
mé 1
/| verificarea existentei primului
/1 fin
dacd 2-i<n atunci
dacd a >a,, atunci
mée2-1
sfargit dacd
altfel
returneazdm
sfarsit dacd

// verificarea existentei celui de-al

// doilea fin
dacd 2:1+1<n atunci

dacd a >a atunci

2:1+1
me2-i+1
sfargit dacd
altfel
returneazdm

sfarsit dacd

// verificarea existentei primului
// fin al celui de-al doilea fiu
dacd 4-1i+2<n atunci

dacd a >a atunci

4442
me4-1i+2

sfargit dacd

altfel
returneazdam

sfargit dacd

/| verificarea existentei celui de-al

// doilea fin al celui de-al doilea fin

dacd 4:1i+3<n atunci

dacd a >a atunci

4-143

me4-1i+3

sfarsit dacd
sfargit dacd
returneazdm

sfarsit subalgoritm

Determinarea minimului
Rédicina arborelui care reprezinti
heap-ul Min-Max contine Intotdeau-
na valoarea minimi.

Asadar, pentru a determina va-
loarea minimi este suficient s retur-
nim primul element al vectorului cu
ajutorul cdruia pastrdm heap-ul Min-

min Max.
------------- Evident, va tre-
bui si verificim da-
max

cd existd un prim
element al vectoru-

min  lui (beap-ul Min-
__________ Max nu poate fi
vid).

max o A
Prezentim in

Figura 4: Coborarea unui element de pe un nivel de maxim cele ce urmeazi va-

// verificarea existentei primului
// fin al primului fin
dacd 4-i<n atunci
dacd a >a,, atunci
mée4-i
sfargit dacd
altfel
returneazd m
sfarsit dacd

// verificarea existentei celui de-al

// doilea fin al primului fin
dacd 4-i+1<n atunci

dacd a >a atunci

4141
me4-i+1
sfargit dacd
altfel
returneazd m

sfarsit dacd

rianta In pseudocod
a algoritmului.

algoritm Minim(a, n)
dacd n > 0 atunci
returneazd a,
altfel
mporteazd 0 eroare
sfargit dacd
sfarsit algoritm

Determinarea maximului
Valoarea maximului corespunde in-
totdeauna unuia dintre cei dot fii ai
ridicinii.

Asadar, pentru a determina va-
loarea maxim3 este suficient si deter-
minim ciruia dintre cei doi fii ai ri-
dicinii arborelui care reprezinti



heap-ul Min-Max 1i corespunde o va-
loare mai mare.

Poate apirea situatia In care avem
un singur element. {n acest caz ridi-
cina contine atit elementul minim,
cat si elementul maxim.

Existd si situatia in care avem do-
ui elemente. In acest caz valoarea ma-
ximd corespunde unicului fiu al rdda-
cinil.

Evident, va trebui sd verificim si
daci existd cel putin un element al
vectorului (heap-ul Min-Max nu poa-
te fi vid).

Prezentdm in cele ce urmeazd va-
rianta in pseudocod a algoritmului
descris.

algoritm Maxim(a, n)
dacd n > 0 atunci
dacd n = 1 atunci
returneazd a,
altfel
dacd n = 2 atunci
returneazd a,
altfel
dacd a, > a, atunci
returneazd a,
altfel
returneazd a,
sfargit dacd
sfarsit dacd
sfargit dacd
altfel
raporteazd o eroare
sfarsit dacd
sfarsit algoritm

Eliminarea minimului

Pentru a elimina dintr-un heap Min-

Max cel mai mic element vom urma

o procedurd asemdnitoare cu cea fo-

lositd in cazul heap-urilor binare.
Practic, vom inlocui primul ele-

ment al vectorului folosit pentru a

Figura 5: Eliminarea minimului

pastra heap-ul
Min-Max cu uld-
mul element al
acestui vector s
apoi vom "cobori
in arbore" noul
prim element.
Asadar, va fi

max

utilizat subalgorit-
mul CoboaraMin
descris anterior. Versiunea in pseu-
docod a algoritmului de eliminare a
elementului minim al unui heap
Min-Max este prezentatd in cele ce
urmeazd.

algoritm ElimindMinim(a, n)
dacd n > 0 atunci
a, < a,
ne<n-1
CoboaraMin(a, 1, n)
altfel
mporteaz:i 0 eroare
sfargit dacd
sfarsit algoritm

In figura 5 este prezentati struc-
tura obtinutd prin eliminarea elemen-
tului minim al heap-ului Min-Max
din figura 1.

Valoarea 5 (corespunzitoare ri-
dicinii) este inlocuitd de valoarea 25,
iar apoi valorile 25 si 7 sunt inter-
schimbate.

Eliminarea maximului

Pentru a elimina dintr-un heap Min-
Max cel mai mare element vom
folosi un algoritm asemindtor.

Mai intdi vom determina pozitia
elementului maxim si apoi il vom in-
locui cu ultimul element al vectoru-
lui folosit pentru a pistra heap-ul
Min-Max. Ulterior elementul care a
inlocuit maximul este "coborat 1n ar-

bore".
min De data aceasta
va fi utilizat subal-
goritmul Coboara-

max
---------- Max. S-ar putea cre-
_ de ci am avea ne-
S L voie si de subalgo-
ritmul CoboaraMin
max in cazul in care

heap-ul Min-Max
ar contine un sin-

Figura 6: Eliminarea maximului

gur element, caz in care ar trebui si
n ~ n v v ot * A

cobordm" ridicina. Totusi, In
aceastd situatie heap-ul Min-Max
devine vid, deci subalgoritmul nu
este neapdrat necesar.

algoritm ElimindMaxim(a, n)
dacd n > 0 atunci
dacd n = 1 atunci
n«o0
altfel
dacd n = 2 atunci
ne1
altfel
dacd a, > a, atunci
a, < a,
ne<n-1
CoboaraMax (a, 2, n)
altfel
a, ¢ a,
ne<n-1
CoboaraMax (a, 2, n)
sfarsit dacd
sfargit dacd
sfarsit dacd
altfel
raporteazd o eroare
sfarsit dacd
sfarsit algoritm

In figura 6 este prezentati struc-
tura obtinutd prin eliminarea elemen-
tului maxim al heap-ului Min-Max
din figura 1.

Valoarea 70 (corespunzitoare
primului fiu al rddicinii) este inlocui-
td de valoarea 25, iar apoi valorile 25
si 60 sunt interschimbate.

Adaugarea unui element
Pentru a adiuga un nou element in-
tr-un heap Min-Max este suficient si
il addugim la sfarsitul vectorului si si
efectuim interschimbirile necesare
pentru ca proprietatea de heap si fie
respectata.
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Un algoritm eficient pentru adi-
ugarea unui element poate fi dedus
studiind diagrama Hasse a unui heap
Min-Max (vezi figura 2).

Mai intai observidm ci elementul
adiugat devine o frunzd a arborelui
care reprezintd heap-ul Min-Max si
cd in diagrama Hasse frunzele se afla
pe linia din mijlocul diagramei (sau
in apropierea acesteia dacd arborele
nu este complet).

{n momentul adiugirii unui ele-
ment acesta va trebui sd "urce in dia-
grami" sau sd "coboare In diagramad"
pand in momentul In care ordinea va
fi restabilitd.

Mai Intdi vom stabili daci elemen-
tul va "urca" sau va "cobori" in dia-
gramd. "Urcarea in diagrami" cores-
punde unei "urcdri in arbore" pe ni-
velurile de minim iar "coborrea in
diagramd" corespunde unei "urciri
in arbore" pe nivelurile de maxim.

Dupi ce am stabilit dacd vom "ur-
cain arbore" pe nivelurile de minim
sau pe nivelurile de maxim, este sufi-
cient sd realizim compariri intre ele-
mentul curent i parintele parintelui
sau.

La inceput vom determina dacd
frunza se afli pe un nivel de minim
sau pe un nivel de maxim. Apoi vom
verifica daci se respectd proprietatea
de heap pentru frunzi si parintele ei.
In cazul in care nu este respectati
proprietatea vom realiza o interschim-
bare. Apoi vom urca in arbore fie pe
nivelurile de maxim, fie pe cele de
minim.

Prezentim in continuare versiu-
nea in pseudocod a algoritmului si a
subalgoritmilor utilizati in cadrul
acestuia.

algoritm Adaugéd(a, x, n)
ne<n+1l
an — X
/| verificarea tipului nivelului
dacd [log, i] este numdr par
atunci
// verificarea existentei parintelui
dacdn > 1 atunci
// verificarea respectdrii ordinii
// pentru noul element si
// parintele acestuia

dacda_ >a atunci
n /2]

[n

interschimbd a_sia, .
UrcaMax(a, [n/ 2], n)
altfel
UrcaMin(a, n, n)
sfarsit dacd
sfargit dacd
altfel
/| verificarea existentei parintelui
dacd n > 1 atunci
// verificarea respectdrii ordinii
// pentru noul element si
// parintele acestuia
dacd a_<a atunci
- n . [n/ZJ X
interschimbd a_sia, .
UrcaMin(a, [n/ 2], n)
altfel
UrcdMax (a, n, n)
sfarsit dacd
sfargit dacd
sfarsit dacd
sfarsit algoritm

|60 | |35]25]

Figura 7: Addugarea unui element

subalgoritm UrcéMin(a, i, n)
// verificarea existentei parintelui
// parintelui
dacd i > 4 atunci
/| verificarea respectdrii ordinii
/| pentru elementul curent si
/| parintele parintelui acestuia
dacd a, <a, ,, atunci
- i A [1/4\]/ )
interschimbd a, si a
UrcaMin(a, [1 /4], 1)
sfargit dacd
sfarsit dacd
sfdrsit subalgoritm

subalgoritm UrcédMax(a, i, n)
/| verificarea existentei parintelui
// parintelui
dacd i > 4 atunci
/| verificarea respectdrii ordinii
/| pentru elementul curent si
/| parintele parintelui acestuia

dacd a. >a,.,,, atunci
i /4]

[i
interschimbd a. sia,.
i5 [1/4]

UrcaMax(a, [1/ 4], 1)
sfargit dacd
sfargit dacd
sfarsit subalgoritm

Procesul de adiugare a unui nou
element este ilustrat in figura 7. Fi-
gura prezintd traseul elementului cu
valoarea 1 care este adiugat in heap-
ul Min-Max.

Analiza complexitatii
Vom compara in cele ce urmeazi or-
dinele de complexitate ale diferitelor
operatii pentru heap-urile Min-Max
si cele binare.

Trebuie si mentionim faptul ci
ordinele de complexitate sunt ace-
leasi, cu doud exceptii: determinarea
si eliminarea maximului.

Pentru aceste operatii, in cazul
heap-urilor Min-Max avem ordinele
de complexitate O(1),

........... respectiv O(log 7), in

timp ce In cazul heap-
urilor binare ordinul de
complexitate al acestor
min operatii este O(n) deoa-
""""" race implici traversarea
intregului heap.

Pentru transfor-
marea unui vector intr-
un heap binar sunt
necesare 2 -  operatii elementare in
timp ce pentru heap-urile Min-Max
numirul acestora este de aproximativ
7-n/3.

Pentru eliminarea elementului mi-
nim in cazul heap-urilor binare sunt
necesare aproximativ 2 - log, 7 opera-
tii elementare, iar pentru heap-urile
Min-Max numirul acestora este de
aproximativ 2.5 - log, 7.

Pentru eliminarea elementului ma-
xim in cazul heap-urilor binare sunt
necesare aproximativ 0.5 - 7 + log, n
operatii elementare, iar pentru heap-
urile Min-Max numirul acestora este,
la fel ca §i 1n cazul elimindrii minimu-
lui, de aproximativ 2.5 - log, 7.

Pentru inserarea unui element in-
tr-un heap binar sunt necesare apro-
ximativ log, (n + 1) operatii elemen-
tare, iar pentru heap-urile Min-Max
numirul acestora este de aproximativ
0.5 - log, (n +1).

max



