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Graficã 3D

Algoritmul de PIVOTARE
a BILEI pentru

reconstruirea

SUPRAFEÞELOR
Mihai Scorþaru

Algoritmul de pivotare a bilei (Ball-Pivoting Algorithm - BPA) determinã o
plasã de triunghiuri interpolând un nor de pucte. De obicei, aceste puncte
reprezintã eºantioane de puncte de pe suprafaþa unui obiect, obþinute prin
mai multe scanãri ale acestuia.

Principiul care stã la baza BPA este
relativ simplu: trei puncte formeazã
un triunghi dacã o bilã având o razã
specificatã le atinge fãrã sã mai con-
þinã nici un alt punct. 

Pornind de la un triunghi, bila
pivoteazã în jurul unei laturi pânã în
momentul în care atinge un alt
punct, formând un alt triunghi. 

Procesul continuã pânã în mo-
mentul în care sunt încercate toate
laturile accesibile ºi apoi reîncepe
pornind de la un alt triunghi. 

Preliminarii
Dezvoltarea diferitelor tehnologii
hardware pentru achiziþionarea date-
lor tridimensionale au dus la rãspân-
direa utilizãrii scanãrilor pentru a ob-
þine descrierea geometriei unor obiec-
te fizice în scopul arhivãrii lor.

Procesul de achiziþie a datelor
tridimensionale constã, de obicei, în
urmãtoarele faze:
• scanarea: achiziþionarea eºantioane-

lor pentru suprafeþe folosind diferi-
te dispozitive cum ar fi un scanner
cu laser;

• înregistrarea datelor: alinierea mai
multor scanãri într-un sistem de
coordonate unic;

• integrarea datelor: interpolarea
eºantioanelor ºi a punctelor derivate
din aceste eºantioane pentru a
obþine o reprezentare a suprafeþei
cum ar fi o plasã de triunghiuri;

• convertirea modelului: optimizarea
plasei, compatibilitatea cu alte
reprezentãti etc. 

În cadrul acestui articol ne vom
ocupa de cea de-a treia fazã: integra-

rea datelor. Vom prezenta un algoritm
care poate fi utilizat pentru a deter-
mina o plasã de triunghiuri pentru o
mulþime de puncte.

FFiigguurraa  11::  BBiillaa  nnuu  ppooaattee  ttrreeccee  pprriinn
ssuupprraaffaaţţăă  ((ccaazz  bbiiddiimmeennssiioonnaall))
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Reconstituire ºi pivotare
Conceptul care stã la baza algoritmu-
lui de pivotare a bilei este foarte sim-
plu. Notãm prin M suprafaþa obiec-
tului tridimensional ºi prin S o mulþi-
me de puncte obþinute prin eºantio-
narea suprafeþei M.

Presupunem cã S este suficient de
densã pentru ca o bilã de raza ρ sã nu
poatã trece prin suprafaþa M fãrã a
atinge puncte din S. Un exemplu bi-
dimensional este prezentat în figura 1.

Începem prin a plasa bila astfel
încât sã atingã trei puncte din S. Pãs-
trând contactul cu douã dintre aceste
puncte efectuãm o pivotare a bilei
pânã în momentul în care aceasta
atinge un alt punct. 

În figura 2 este prezentat un exem-
plu al pivotãrii.

Prezentarea algoritmului
Algoritmul propus utilizeazã paradig-
ma avansãrii frontului pentru a deter-
mina o triangulaþie de interpolare.

El are ca parametrii o mulþime de
puncte cu coordonate tridimensionale
ºi o razã ρ. Fiecãrui punct σi îi este
asociatã o normalã ni.

În principiu, algoritmul începe prin
alegerea unui triplet de puncte care
formeazã un aºa numit triunghi rãdã-
cinã. Acest triunghi (σi, σj, σk) este ales
astfel încât o bilã de razã ρ care le
atinge sã nu conþinã nici unul dintre
celelalte puncte. În continuare se folo-
seºte operaþia de pivotare descrisã an-
terior ºi se adaugã câte un triunghi la
fiecare pas.

Frontiera (sau frontul) F va fi re-
prezentatã sub forma unei colecþii de

liste înlãnþuite care conþin
laturi. Iniþial, aceastã frontierã
va fi formatã doar dintr-o
buclã care conþine laturile
care determinã triunghiul
rãdãcinã.

Pentru fiecare laturã e(i, j)
vom pãstra:
• cele douã extremitãþi ale

laturii: σi ºi σj;
• vârful opus σ0 în triunghiul

obþinut atunci când a fost
adãugtã latura e(i, j);

• centrul cij0 al bilei care
atinge cele trei puncte;

• o referinþã spre urmãtoarea
laturã care face parte din
bucla care reprezintã fron-
tul;

• o referinþã spre precedenta
laturã care face parte din
bucla care reprezintã fron-
tul.

O laturã poate fi activã,
de frontierã sau îngheþatã.

O laturã activã este o la-
turã care va fi folositã penru
pivotare. Dacã o laturã nu
poate fi folositã pentru pivo-
tare, ea devine laturã de fron-
tierã. 

Conceptul de laturã în-
gheþatã va fi prezentat atunci
când vom descrie modalitã-

þile de îmbunãtãþire a performanþelor
algoritmului de bazã.

Pãstrarea tuturor acestor infor-
maþii referitoare la o laturã simplificã
procesul de pivotare a bilei în jurul
laturii respective.

Motivul pentru care utilizãm o
colecþie de liste (ºi nu o singurã listã)
este dat de faptul cã, pe mãsurã ce bi-
la pivoteazã în jurul unei laturi, aceas-
ta din urmã poate atinge un punct
care a mai fost sau nu procesat. Con-
figuraþia (topologia) frontului se mo-
dificã în funcþie de situaþie.

Algoritmul de pivotare a bilei tra-
teazã toate situaþiile folosind doi ope-
ratori topologici: unirea ºi lipirea. 

Aceºti operatori ne asigurã cã, în
fiecare moment, frontul este repre-
zentat de cãtre o colecþie de liste
înlãnþuite.

FFiigguurraa  22::  PPiivvoottaarreeaa  bbiilleeii
Bila care pivoteazã este în contact cu trei puncte ρi, ρj ºi ρ0 care determinã un triunghi a cãrui nor-
malã este n. Latura e(i,j) care rãmâne fixã în timpul pivotãrii se aflã pe aza Oz, iar mijlocul ei re-
prezintã orginea sistemului tridimensional de coordonate. Cercul sij0 reprezintã intersecþia dintre

bilã ºi planul pentru care avem z = 0. Sistemul de coordonate este astfel ales încât centrul cij0 al aces-
tui cerc sã se afle pe semiaxa pozitivã Ox. În timpul pivotãrii bila rãmâne în contact cu punctele i

ºi j, iar centrul bilei descrie o traiectorie circularã γ al cãrei centru este m ºi a cãrei razã este datã de
distanþa dintre cij0 ºi m. În timpul miºcãrii de pivotare bila atinge un nou punct ρk. Vom nota prin
sk intersecþia dintre o sferã de razã ρ al cãrui centru este ρk ºi planul pentru care avem z = 0. Cen-

trul ck al bilei care pivoteazã este dat, în momentul în care bila atinge punctul ρk, de intersecþia
dintre γ ºi sk. Acest punct se aflã în semiplanul stâng determinat de dreapta orientatã lk.
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Algoritmul BPA
Prezentãm în continuare versiunea în
pseudocod a algoritmului de pivotare
a bilei. 

Pe baza acestei versiuni vom ex-
plica operaþiile care au loc, precum ºi
structurile de date care trebuie utili-
zate.

algoritm BPA(S, ρ)
cât timp adevărat execută

// ciclu infinit
eij ← latură_activă(F)

cât timp eij ≠ nil execută

σk ← pivotare(eij)

dacă σk ≠ nil și 

(neutilizat(σk) sau

pe_front(σk)) atunci

scrie σi, σk, σj

unește(eij, σk, F)

dacă eki ∈ F atunci

lipește(eik, eki, F)

sfârșit dacă

dacă ejk ∈ F atunci

lipește(ekj, ejk, F)

sfârșit dacă

altfel

latură_frontieră(eij)

sfârșit dacă

eij ← muchie_activă(F)

sfârșit cât timp

(σi, σj, σk) ←
triunghi_rădăcină()

dacă (σi, σj, σk) ≠ nil

atunci

scrie σi, σj, σk

adaugă_latură(eij, F)

adaugă_latură(ejk, F)

adaugă_latură(eki, F)

altfel

returnează

sfârșit dacă

sfârșit cât timp

sfârșit algoritm

Evident, pentru a mãri lizibilita-
tea, nu am inclus diverse verificãri
suplimentare.

Laturile din frontul F vor fi acce-
sate pãstrând o structurã de tip coadã
care conþine laturile active.

Operaþia de unire constã în adãu-
garea în front a douã laturi active.

Operaþia de lipire constã în eli-
minarea a douã laturi din front ºi
modificarea topologiei frontului fie

prin spargerea unei bucle în alte do-
uã bucle, fie prin combinarea a douã
bucle în una singurã.

Este utilizatã ºi o operaþie care
determinã un triunghi rãdãcinã care
poate fi utilizat.

Interogãri spaþiale
Atât operaþia de pivotare a bilei, cât
ºi cea de deteminare a unui triunghi
rãdãcinã, constau în cãutarea rapidã a
unei submulþimi de puncte care se
aflã într-o vecinãtate spaþialã relativ
micã.

Aceastã operaþie de interogare
poate fi implementatã folosindu-se o
grilã de celule cubice (numite voxeli).
Latura unui voxel va fi întotdeauna δ
= 2 · ρ.

Punctele sunt pãstrate într-o listã
ºi lista este organizatã în aºa fel încât
punctele aflate în interiorul unui ace-
laºi voxel sã se afle pe poziþii conse-
cutive.

Pentru fiecare voxel se va pãstra
o referinþã cãtre începutul sublistei
care îi corespunde (dacã sublista este
vidã, referinþa va fi spre voxelul ur-
mãtor). Un voxel suplimentar aflat la
capãtul listei va pãstra o referinþã vi-
dã.

Pentru a parcurge punctele co-
respunzãtoare unui voxel este sufi-
cient sã traversãm punctele aflate în
listã între referinþa corespunzãtoare
voxelului respectiv ºi referinþa cores-
punzãtoare voxelului urmãtor.

Pentru un punct p este foarte
simplu sã determinãm voxelul V cã-
ruia îi aparþine dacã împãrþim coor-
donatele sale la valoarea ρ.

De obicei va trebui sã cãutãm
puncte aflate la o distanþã de cel mult
2 · ρ faþã de un punct dat p. Aceste
puncte se aflã în voxelul V sau în cele
26 de voxeluri adiacente voxelului V.

Aceastã grilã permite accesarea
punctelor în timp constant. Dimen-
siunile sale af fi inacceptabile dacã
trebuie sã procesãm un set mare de
date într-un singur pas. 

Din acest motiv, vom modifica
mai târziu algoritmul pentru a putea
lucra doar cu o parte dintre puncte la
un pas.

Alegerea triunghiului rãdãcinã
Pentru a determina un triunghi rãdã-
cinã valid este suficient sã efectuãm
urmãtoarele operaþii:
• alegerea unui punct σ care nu apare

în triangularea deja determinatã;

FFiigguurraa  33::  OOppeerraaţţiiaa  ddee  uunniirree
O unire constã în simpla adãugare a unui nou triunghi, eliminarea laturii e(i, j) de pe

front ºi adãugarea a douã noi laturi e(i, k) ºi e(k, j).
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• determinarea tuturor perechilor de
puncte (σa, σb) aflate în vecinãtatea
punctului σ, în ordinea distanþelor
faþã de σ;

• construirea triunghiurilor rãdãcinã
potenþiale (σ, σa, σb);

• verificarea faptului cã normala tri-
unghiului respectã normalele punc-
telor (spre exterior);

• verificarea existenþei (înspre exte-
rior) a unei bile de razã ρ care atin-
ge cele trei puncte, dar nu atinge
nici un alt punct;

• înteruperea verificãrilor în momen-
tul identificãrii primului triunghi
rãdãcinã valid.

Pivotarea bilei
O operaþie de pivotare are ca para-
metru o latura (aceasta conþine ºi o
referinþã spre vârful opus din triun-
ghiul din care face parte).

Latura face parte dintr-un tri-
unghi τ = (σi, σj, σ0), va fi notatã prin
e(i, j), iar bila se aflã în poziþia sa ini-
þialã (centrul este punctul cij0) ºi nu
conþine în interiorul ei nici unul din-
tre punctele date. 

Aceasta se datoreazã faptului cã τ
este fie un triunghi rãdãcinã, fie a
fost obþinut printr-o operaþie de
pivotare anterioarã. 

În principiu, pivotarea este o miº-
care continuã a bilei în timpul cãreia
bila rãmâne în contact cu extremitã-
þile laturii e(i, j).

Datoritã acestei miºcãri centrul
cij0 al bilei descrie un cerc γ care se
aflã într-un plan perpendicular pe la-
tura e(i, j) ºi al cãrui centru este mij-
locul m al laturii e(i, j). Ca urmare,
raza cercului γ va fi datã de distanþa
dintre centrul bilei ρ ºi mijlocul latu-
rii e(i, j).

În timpul acestei miºcãri bila poa-
te atinge un alt punct σk. În cazul în
care nu este determinat nici un astfel
de punct, atunci latura e(i, j) este o
laturã de frontierã.

Dacã a fost întâlnit un punct,
atunci triunghiul (σi, σk, σj) este un
nou triunghi valid ºi bila, în poziþia
în care a ajuns, nu atinge nici un alt
punct, deci poziþia sa va fi validã pen-
tru urmãtoarea operaþie de pivotare.

În practicã, vom determina punc-
tul σk astfel: se iau în considerare toa-
te punctele aflate la o distanþã cel mult
egalã cu 2 · ρ faþã de m. 

Pentru fiecare astfel de punct σx
determinãm centrul cx al bilei care
atinge punctele σi, σj ºi σx (dacã existã
o astfel de bilã).

Fiecare astfel de punct cx se aflã pe
circumferinþa cercului γ ºi poate fi de-
terminat prin intersectarea unui sfere
de razã ρ cu centrul în punctul cx cu
cercul γ.

Dintre aceste puncte cx îl vom ale-
ge pe primul care se aflã pe circumfe-
rinþa cercului γ pornind dinspre m.

Operaþiile de unire ºi lipire
Aceste douã operaþii genereazã triun-
ghiuri în timp ce se adaugã sau se eli-
minã laturi în/din buclele frontului F.

Cea mai simplã operaþie este cea
de unire; ea este utilizatã în momen-
tul în care bila care pivoteazã atinge
un punct σk neutilizat anterior (σk nu
face încã parte din plasã).

Dupã cum se poate vedea în figu-
ra 3, în acest moment scriem triun-
ghiul (σi, σk, σj) ºi modificãm frontul
prin adãugarea laturilor e(i, k), res-
pectiv e(k, j).

Dacã punctul face parte deja din
plasã, distingem douã situaþii:
• σk este un punct interior al plasei

(nu existã pe front nici o laturã care
sã aibã una dintre extremitãþi în
punctul σk); în acest caz triunghiul
obþinut nu poate fi valid, iar latura
e(i, j) devine astfel o laturã de fron-
tierã.

• punctul σk face parte din front; în
acest caz trebuie sã verificãm exis-
tenþa ºi orientarea laturilor inciden-
te punctului σk; vom aplica apoi o
operaþie de unire ºi vom scrie noul

FFiigguurraa  44::  OOppeerraaţţiiaa  ddee  lliippiirree
O lipire este efectuatã atunci când printr-o unire obþinem o laturã care a mai fost
obþinutã (orientatã invers). Cele douã laturi sunt eliminate ºi frontul este ajustat.

Existã patru posibile cazuri: (a) cele douã laturi formeazã o buclã - bucla este
eliminatã din front; (b) cele douã laturi fac parte din aceeaºi buclã ºi se aflã pe poziþii

consecutive - laturile sunt eliminate ºi bucla se scurteazã; (c) laturile nu se aflã pe
poziþii consecutive, dar fac parte din aceeaºi buclã - bucla este împãrþitã în douã bucle;
(d) laturile nu se aflã pe poziþii consecutive ºi nu fac parte din aceeaºi buclã - cele douã

bucle sunt unite în una singurã



triunghi (σi, σk, σj); operaþia de uni-
re ar putea duce la obþinerea a una
sau douã perechi de laturi identice
(cu orientãri diferite, de exemplu
e(y, z) ºi e(z, y)) care vor fi elimina-
te prin operaþia de lipire.

Operaþia de lipire eliminã din
front perechi de laturi identice cu
orientãri diferite (algoritmul nu duce
niciodatã la crearea de laturi identice
cu aceeaºi orientare).

Pot fi identificate patru cazuri
care sunt prezentate în figura 4.

În figura 5 este ilustratã o secven-
þã de operaþii de unire ºi lipire.

Îngheþarea
Datoritã numãrului mare de voxeli
care ar fi necesari, structura de date
necesarã ar putea fi prea mare pentru
a fi utilizabilã.

Datoritã faptului cã algoritmul
opereazã asupra unor zone de di-
mensiuni reduse la fiecare pas, putem
împãrþi datele de intrare în felii.

Practic, vom utiliza douã plane
care sunt paralele cu douã axe dintre
cele trei axe de coordonate. 

Iniþial planul π0 se va afla sub toa-
te punctele date, iar planul π1 se va
afla deasupra acestuia la o distanþã
aleasã convenabil pentru ca structura
de date sã nu aibã dimensiuni consi-
derabile. În momentul creãrii unei
noi laturi, verificãm dacã extremitã-
þile sale se aflã deasupra planului π1.
În acest caz latura este marcatã ca
fiind îngheþatã. 

În momentul în care nu mai avem
decât laturi îngheþate, mutãm planu-
rile (π1 devine π0, iar noul π1 se va afla
deasupra noului π0 la aceeaºi distanþã
arbitrarã aleasã). Totodatã, toate
laturile îngheþate vor deveni laturi
active. Singurele modificãri aduse
algoritmului prezentat constau în in-
troducerea unui bucle exterioare care
se ocupã de deplasarea planurilor ºi
în adãugarea instrucþiunilor de în-
gheþare a laturilor.

Parcurgeri succesive
Algoritmul poate fi modificat pentru
a utiliza mai multe bile de raze dife-
rite.

Este specificatã o listã de raze or-
donate crescãtor. Pentru fiecare felie
vom considera succesiv voxeli de di-
mensiune δ = 2 · ρi, unde ρi este
valoarea unei raze.

Algoritmul va rula pânã în mo-
mentul în care nu mai existã nici o
laturã activã. 

În acest moment trecem la urmã-
toarea razã din lista aleasã de utiliza-
tor, parcurgem toate laturile de pe
front ºi verificãm dacã o laturã îm-
preunã cu vârful opus formeazã un
triunghi rãdãcinã valid pentru o sferã
având noua razã. 

În acest caz aceastã nouã razã de-
vine activã ºi pivotarea continuã fo-
losind noua razã.

Concluzii
Am prezentat un algoritm care, folo-
sind metoda avansãrii frontului, de-
terminã o triangulare de interpolare a

unei mulþimi de puncte din spaþiul
tridimensional.

Algoritmul de pivotare a bilei are
câteva proprietãþi care îl recomandã a
fi utilizat pentru recunoaºterea su-
prafeþelor:
• este intuitiv: triangularea se reali-

zeazã folosind o bilã care se "plim-
bã" pe suprafaþã; în plus, utilizato-
rul trebuie sã aleagã un singur para-
metru (raza bilei);

• este flexibil, eficient ºi robust;
• se bazeazã pe rezultate teoretice

cunoscute.
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FFiigguurraa  55::  SSeeccvveennţţăă  ddee  uunniirrii  șșii  lliippiirrii
(a) trebuie adãugat frontului curent un nou triunghi; cele patru puncte ale frontului
aflate în interiorul cercului punctat reprezintã, de fapt, un singur punct; (b) printr-o
unire este eliminatã o laturã ºi sunt create douã noi laturi care sunt identice cu alte

douã laturi deja existente; (c) prin douã lipiri cele douã perechi de laturi identice sunt
eliminate; (d) un nou triunghi trebuie adãugat; (e) doar una dintre laturile create în
urma acestei uniri este identicã cu o laturã existentã; (f) o operaþie de lipire eliminã

perechea de laturi identice


