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Vom analiza în articolul de faþã ca-
zuri de folosire ale algoritmului Lee. 

Încercãm sã arãtãm prin exemple
cum se efectueazã trecerea de algorit-
mul clasic de parcurgere în lãþime, la
prelucrarea dinamicã a nodurilor unui
graf, folosind de fiecare datã structu-
ra de date de tip coadã. 

Articolul conþine o prezentare
teoreticã a problemei generice urma-
tã de patru aplicaþii, dintre care douã
inedite.

Parcurgerea în adâncime
Problema genericã permite urmãto-
rul enunþ: se considerã un graf neori-
entat conex cu N noduri, ale cãrui
muchii au costuri egale cu unitatea;
definim distanþa dintre douã noduri
ca fiind costul celui mai scurt lanþ
elementar care le uneºte; dându-se
un nod de plecare I0, sã se parcurgã
nodurile grafului în ordinea crescã-
toare a distanþelor faþã de nodul de
plecare.

Rezolvare
Memorãm graful prin matricea de
adiacenþã A care conþine N linii ºi N
coloane. Notãm prin D vectorul de
costuri (distanþe), iar prin Pãrinte
vectorul de predecesori. Aceºti doi
vectori au, fiecare, câte N elemente.

Se utilizeazã ca structurã de date
auxiliarã o coadã C (pãstratã sub for-
ma unui vector) ale cãrui elemente
sunt noduri ale grafului. De aseme-
nea, se pãstreazã referinþele P ºi U
cãtre primul, respectiv ultimul, ele-
ment al cozii.

Un ultim vector utilizat este Sel
în care se memoreazã nodurile par-
curse. 

Varianta în pseudocod a algorit-
mului de rezolvare este urmãtoarea:

Algoritm BF(A, D, Părinte):

pentru I ← 1, N execută

SEL[I] ← 0

sfârșit pentru

P ← 0

U ← 0

U ← U + 1

C[U] ← I0
Sel[I0] ← 1

D[I0] ← 0

Părinte[I0] ← 0

cât timp P < U execută

P ← P + 1

NOD ← C[P]

D ← D[P]

scrie NOD, D[NOD]

pentru J ← 1, N execută

dacă (A[NOD, J] = 1) atunci

dacă (SEL[J] = 0) atunci

D[J] ← D + 1

SEL[J] ← 1

U ← U + 1

C[U] ← J

Părinte[J] ← NOD

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit pentru

sfârșit cât timp

sfârșit algoritm

Drumul minim de la nodul I0 la
nodul H se obþine folosind urmãtoa-
rea secvenþã:

Algoritm Drum(H, Părinte):

dacă (Părinte[H]<>0) atunci

Drum(Părinte[H], Părinte)

sfârșit dacă

scrie H 

sfârșit algoritm

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului este O(N2) dacã se foloseºte
matricea de adiacenþã ºi devine O(N
+ M) dacã se folosesc listele de adia-
cenþã. 

Se poate demonstra cã algoritmul
viziteazã nodurile în ordinea crescã-
toare a distanþelor de la nodul de
plecare. 

Algoritmul prezentat anterior
poate fi aplicat ºi în cazul grafurilor
orientate.

Programare dinamicã

Algoritmul lui LEE.

TEORIE ºi APLICAÞII
Radu Viºinescu, Violeta Viºinescu

Cum trebuie prezentatã varianta Lee a metodei programãrii dinamice? Cum se
gândeºte ºi se rezolvã o problemã folosind aceastã tehnicã? Sunt întrebãri la
care acest articol cautã sã dea un posibil rãspuns.
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Exemplu
Pentru graful orientat din figura ur-
mãtoare parcurgerea BF pornind din
vârful 1 atinge vârfurile în ordinea: 1,
2, 5, 4, 7, 6. 
Vârful 3 nu poate fi atins. Se presu-
pune cã de fiecare datã este ales
vârful cu eticheta cea mai micã.

Acest algoritm poate fi privit în
acelaºi timp drept algoritmul generic
pentru o clasã de probleme de optim,
rezolvate printr-o variantã deosebitã
a programãrii dinamice. 

Astfel, principiul de optimalitate
poate fi enunþat în modul urmãtor:
Fie V un nod ºi I0, I1, … ,Ip-1, Ip = V
un drum de cost minim de la I0 la V.
În acest caz, I0, I1, … ,Ip-1 este drum
de cost minim de la I0 la Ip-1. 

Ca urmare, se poate aplica meto-
da înainte. Vom determina drumuri
de cost minim de la I0 la orice alt
nod al grafului. Substructura optimã
este datã de subgraful parcurs la un
moment dat. Optimul problemei este
dat de unul dintre cele mai îndepãr-
tate noduri.

În aplicaþii criteriul de optim se
poate schimba, dar pricipiul de opti-
malitate ºi substructura rãmâne ace-
eaºi. De asemenea, în permanenþã se
foloseºte o coadã de noduri. De mul-
te ori graful este dat implicit ca fiind
indus de o matrice cu N linii ºi M
coloane, iar în acest caz nu constru-
im efectiv graful, ci operãm asupra
matricei iniþiale.

Aplicaþii
Urmãtoarea problemã prezintã o va-
riantã simplã de parcurgere în lãþime
cu anumite restricþii. Problema a fost
propusã spre rezolvare la ediþia 2004
a Olimpiadei Judeþene de Informati-
cã. Prezentãm enunþul într-o formã
mai scurtã.

Romeo ºi Julieta
Romeo ºi Julieta se aflã într-un oraº a
cãrui hartã au reprezentat-o sub for-

ma unei matrice cu N linii ºi M co-
loane, în matrice fiind marcate cu
spaþiu zonele prin care se poate trece
(strãzi lipsite de pericole) ºi cu X
zonele prin care nu se poate trece. 

Poziþia lui Romeo este marcatã cu
R, iar poziþia Julietei cu J. Ei se pot
deplasa numai prin zonele care sunt
marcate cu spaþiu, din poziþia curentã
în oricare dintre cele opt poziþii înve-
cinate (pe orizontalã, verticalã sau di-
agonale). 

Ei au hotãrât cã trebuie sã aleagã
un punct de întâlnire în care atât Ro-
meo, cât ºi Julieta sã poatã ajunge în
acelaºi timp, plecând de acasã. Ei es-
timeazã timpul necesar pentru a ajun-
ge la întâlnire prin numãrul de ele-
mente din matrice care constituie
drumul cel mai scurt de acasã pânã la
punctul de întâlnire.

Scrieþi un program care sã deter-
mine o poziþie pe hartã la care Ro-
meo ºi Julieta pot sã ajungã în acelaºi
timp. Dacã existã mai multe soluþii,
programul trebuie sã determine o so-
luþie pentru care timpul este minim.

Date de intrare
Fiºierul de intrare rj.in conþine pe
prima linie numerele naturale N ºi M,
care reprezintã numãrul de linii ºi
respectiv de coloane ale matricei,
separate prin spaþiu.

Fiecare dintre urmãtoarele N linii
conþine M caractere (care pot fi doar
R, J, X sau spaþiu) reprezentând ma-
tricea.

Date de ieºire
Fiºierul de ieºire rj.out va conþine o
singurã linie pe care sunt scrise trei
numere naturale separate prin câte un
spaþiu tmin, x ºi y, având semnifica-
þia: (x, y) reprezintã punctul de întâl-
nire (x - numãrul liniei, y - numãrul
coloanei), iar tmin reprezintã timpul
minim în care Romeo (respectiv Ju-
lieta) ajunge la punctul de întâlnire.

Restricþii ºi precizãri
• 2 ≤ N, M ≤ 100;
• liniile ºi coloanele matricei sunt

numerotate începând cu 1;
• pentru datele de test existã întot-

deauna soluþie.

Exemplu
rj.in

5 8

XXR XXX

X  X  X

J X X  X

XX

XXX XXXX

rj.out

4 4 4

Explicaþie
Traseul lui Romeo poate fi: (1, 3), (2,
4), (3, 4), (4, 4). Aºadar, timpul nece-
sar lui Romeo pentru a ajunge de aca-
sã la punctul de întâlnire este 4.

Traseul Julietei poate fi: (3, 1), (4,
2), (4, 3), (4, 4). Timpul necesar Julie-
tei pentru a ajunge de acasã la punc-
tul de întâlnire este, de asemenea, 4.

În plus (4, 4) este punctul cel mai
apropiat de ei cu aceastã proprietate.

Rezolvare
Pornim alternativ din poziþiile lui Ro-
meo ºi a Julietei. La fiecare pas K ge-
nerãm în douã cozi separate punctele
din matrice aflate la distanþa K de po-
ziþiile iniþiale pentru Romeo ºi Julieta.
Comparãm cele douã liste de puncte.
Dacã gãsim un punct comun algorit-
mul se încheie, dacã nu generãm punc-
tele aflate la distanþe K + 1 º.a.m.d.

În alte situaþii de optim este util
sã folosim o coadã cu prioritãþi. Este
ºi cazul urmãtoarei probleme, propu-
se la ediþia 2003 a Olimpiadei Jude-
þene de Informaticã.

Taxe
Într-o þarã în care corupþia este în
floare ºi economia la pãmânt, pentru
a obþine toate aprobãrile necesare în
scopul demarãrii unei afaceri, inves-
titorul trebuie sã treacã prin mai
multe camere ale unei clãdiri în care
se aflã birouri.

Clãdirea are un singur nivel în ca-
re birourile sunt lipite unele de altele
formând un caroiaj pãtratic de dimen-
siune n × n. Pentru a facilita accesul
în birouri, toate camerele vecine au
uºi între ele. În fiecare birou se aflã
un funcþionar care pretinde o taxã de
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trecere prin camerã (taxã care poate
fi, pentru unele camere, egalã cu 0). 

Investitorul intrã încrezãtor prin
colþul din stânga-sus al clãdirii (cum
se vede de sus planul clãdirii) ºi do-
reºte sã ajungã în colþul opus al clã-
dirii, unde este ieºirea, plãtind o taxã
totalã cât mai micã.

ªtiind cã el are în buzunar S euro
ºi cã fiecare funcþionar îi pretinde ta-
xa imediat ce investitorul intrã în bi-
rou, se cere sã se determine dacã el
poate primi aprobãrile necesare ºi, în
caz afirmativ, care este suma maximã
de bani care îi rãmâne în buzunar la
ieºirea din clãdire.

Date de intrare
Fiºierul de intrare taxe.in conþine
pe prima linie numerele S ºi n, des-
pãrþite printr-un spaþiu, iar pe urmã-
toarele n linii câte n numere separate
prin spaþii care reprezintã taxele ce-
rute de funcþionarii din fiecare birou.

Date de ieºire
Fiºierul de ieºire taxe.out conþine o
singurã linie pe care se aflã numãrul
maxim de euro care îi rãmân în buzu-
nar sau valoarea -1 dacã investitoru-
lui nu-i ajung banii pentru a obþine
aprobarea.

Restricþii ºi precizãri
• 3 ≤ N ≤ 100;
• 1 ≤ S ≤ 10000;
• valorile reprezentând taxele cerute

de funcþionarii din birouri sunt nu-
mere naturale, o taxã nedepãºind
valoarea de 200 de euro;

• la încheierea programului nu se va
solicita apãsarea unei taste.

Exemplu
taxe.in

10 3

1 2 5

1 3 1

0 8 1

taxe.out

3

Rezolvare
Folosim o coadã circularã cu priori-
tãþi, iar pe fiecare nivel al cozii pãs-

trãm trei valori: linia, coloana ºi va-
loarea minimã plãtitã pânã în acel
punct. Particularitatea constã în fap-
tul cã prin fiecare celulã a matricei
trecem o singurã datã, iar la fiecare
pas continuãm procesarea celulei din
vârful cozii. 

De asemenea, folosim o matrice
auxiliarã de elemente deja selectate,
bordatã iniþial cu valoarea true. 

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului este O(N4), deoarece dimen-
siunea maximã a cozii este N2 ºi se
executã maxim N2 introduceri.

Varianta în pseudocod este urmã-
toarea:

subalgoritm init

pentru J ← 0, N+1 execută
sel[0,J] ← adevărat
sel[N+1,J] ← adevărat

sfârșit pentru

pentru I ← 1, N execută
sel[I,0] ← adevărat
sel[I,N+1] ← adevărat

sfârșit pentru

sfârșit subalgoritm

subalgoritm insert(A,B,VALOARE)

U ← U + 1 
dacă U > 2001 atunci

U ← 1
sfârșit dacă

CAPAT ← P - 1
dacă CAPAT=0 atunci

CAPAT ← N 
sfarșit dacă

dacă U = 1 atunci

POZ ← 2001 
altfel

POZ ← U - 1
sfârșit dacă

cât timp (POZ ≠ CAPAT) și

(VALOARE > Q[3,POZ]) execută

POZ2 ← POZ + 1
dacă POZ2 > 2001 atunci

POZ2 ← 1 
sfârșit dacă

Q[1,POZ2] ← Q[1,POZ]
Q[2,POZ2] ← Q[2,POZ]
Q[3,POZ2] ← Q[3,POZ]
POZ ← POZ - 1
dacă POZ = 0 atunci

POZ ← 2001
sfârșit dacă

sfârșit cât timp

POZ ← POZ + 1
dacă POZ > 2001 atunci

POZ ← 1
sfârșit dacă

Q[1,POZ] ← A
Q[2,POZ] ← B
Q[3,POZ] ← VALOARE

sfârșit subalgoritm

algoritm Lee

P ← 0
U ← 0
U ← U + 1
dacă U > 2001 atunci

U ← 1 
sfârșit dacă

Q[1,U] ← 1
Q[2,U] ← 1
Q[3,U] ← S - A[1,1]
SEL[1,1] ← adevărat
OK ← adevărat
cât timp OK execută

P ← P+1
dacă P > 2001 atunci

p ← 1
sfârșit dacă

L ← Q[1,P]
C ← Q[2,P]
V ← Q[3,P]
dacă nu SEL[L-1,C] atunci

insert(L-1,C,V-A[L-1,C])

dacă (L - 1 = N) și (C = N)

atunci

OK ← fals
sfârșit dacă

dacă nu OK atunci

dacă (V - A[L-1,C]) ≥ 0

atunci 

scrie V-A[L-1,C]

altfel

scrie -1

sfârșit dacă

sfârșit dacă

SEL[L-1,C] ← adevărat;
sfârșit dacă

dacă OK atunci

dacă nu SEL[L+1,C] atunci

insert(L + 1,C,V -

A[L+1,C]);

dacă (L + 1 = N)and(C = N)

atunci 

OK ← fals
sfârșit dacă

dacă nu OK atunci

dacă (V - A[L+1,C]) >= 0 

atunci 
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scrie V - A[L+1,C]

altfel

scrie -1

sfârșit dacă

sfârșit dacă

SEL[L+1,C] ← adevărat
sfârșit dacă

sfârșit dacă

dacă OK atunci

dacă nu SEL[L,C-1] atunci

insert(L,C - 1,

V - A[L,C-1])

dacă (L = N) și (C-1 = N) 

atunci 

OK ← fals
sfârșit dacă

dacă nu OK atunci

dacă (V-A[L,C-1]) >= 0 

atunci 

scrie V-A[L,C-1]

altfel

scrie -1

sfârșit dacă

sfârșit dacă

SEL[L,C-1] ← adevărat
sfârșit dacă

sfârșit dacă

dacă OK atunci

dacă nu SEL[L,C+1] atunci

insert(L,C+1,V-A[L,C+1])

dacă (L = N)and(C + 1 = N) 

atunci

OK ← fals;
sfârșit dacă

dacă nu OK atunci

dacă (V - A[L,C+1]) >=0 

atunci

scrie V - A[L,C+1]

altfel

scrie -1

sfâșit dacă

sfâșit dacă

SEL[L,C+1] ← adevărat
sfâșit dacă

sfâșit dacă

sfârșit cât timp

sfârșit algoritm

Existã cazuri în care algoritmul
lui Lee trece de mai multe ori prin
celulele suprafeþei. Este ºi situaþia ur-
mãtoarei probleme.

Alpinist  
O regiune muntoasã este codificatã
printr-o matrice patraticã A de di-

mensiune N cu elemente numere na-
turale, în care înãlþimea zonei de co-
ordonate (I, J) este valoarea A[I, J]. 

Un alpinist doreºte sã parcurgã
diferite trasee. El poate pleca din ori-
ce zonã, la fiecare etapã a traseului se
poate deplasa o poziþie pe una din di-
recþiile sus, jos, stânga, dreapta, fãrã a
ieºi din regiunea datã ºi cu condiþia
ca de fiecare datã sã aleagã o nouã
zonã cu înãlþimea strict mai mare de-
cât cea anterioarã.

Determinaþi care este lungimea
maximã (în numãr de etape) pe care o
poate avea un astfel de traseu.  

Date de intrare
Fiºierul de intrare alpinist.in
conþine pe prima linie valoarea N.

Pe fiecare dintre urmãtoarele N
linii se aflã câte N numere întregi, re-
prezentând în ordine înãlþimile zone-
lor de pe respectivele linii ale matricei
A separate prin cate un spaþiu.

Date de ieºire
Fiºierul de ieºire alpinist.out va
conþine, pe o singurã linie, valoarea
MAX reprezentând lungimea maxi-
mã cerutã.

Restricþii ºi precizãri:
• 1 ≤ N ≤ 100;
• 0 ≤ A[I, J] ≤ 10000,

Exemplu:
alpinist.in

4

4 5 8 10

3 10 1 12

2 20 15 14

10 21 21 4

alpinist.out

10

Explicaþie
Traseul cel mai lung este format din
valorile 2 3 4 5 8 10 12 14 15
20 21.

Rezolvare
Se foloseºte o matrice auxiliarã L, un-
de L[I, J] va reþine în final lungimea
maximã a unui traseu care are punct
final celula de coordonate (I, J). 

La limitã, putem pleca din orice
celulã, dar pentru a optimiza algorit-
mul este suficient sã plecãm din acele
celule pentru care toþi vecinii lor au
cote mai mari sau egale. 

Algoritmul cozii se repetã pentru
fiecare astfel de celulã. În final calcu-
lãm valoarea maximã a matricei L
care ne va da rezultatul problemei. 

Varianta în pseudocod este urmã-
toarea:

subalgoritm init

pentru i ← 1, N execută

pentru J ← 1, N execută

L[I,J] ← -1

sfârșit pentru

sfârșit pentru

K ← 0

pentru I ← 1, N execută

pentru J ← 1, N execută

OK ← adevărat

dacă (I > 1) și (A[I-1,J] <

A[I,J]) atunci

OK ← fals

sfârșit dacă

dacă (I < N) și (A[I+1,J] <

A[I,J]) atunci

OK ← fals

sfârșit dacă

dacă (J > 1) și (A[I,J-1] <

A[I,J]) atunci

OK ← fals

sfârșit dacă

dacă (J<N) și (A[I,J+1] <

A[I,J]) atunci

OK ← fals

sfârșit dacă

dacă OK atunci 

L[I,J] ← 0

K ← K + 1

X[1,K] ← I

X[2,K] ← J

sfârșit dacă

sfârșit pentru

sfârșit pentru

sfârșit subalgoritm

subalgoritm intr(C,D)

U ← U + 1
dacă U > 2000 atunci

U ← 1
sfârșit dacă

Q[1,U] ← C
Q[2,U] ← D

sfârșit subalgoritm
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subalgoritm extr(C,D)

P ← P+1
dacă P > 2000 atunci

P ← 1
sfârșit dacă

C ← Q[1,P]
D ← Q[2,P]

sfârșit subalgoritm

subalgoritm Lee(X,Y)

P ← 0, U ← 0
intr(X,Y)

cât timp P ≠ U execută

extr(X,Y)

dacă X > 1 atunci

dacă A[X-1,Y] > A[X,Y] 

atunci

dacă L[X-1,Y] < L[X,Y]+1 

atunci

L[X-1,Y] ← L[X,Y]+1
intr(X-1,Y)

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit dacă

dacă X < N atunci

dacă A[X+1,Y] > A[X,Y] 

atunci

dacă L[X+1,Y] < L[X,Y]+1 

atunci

L[X+1,Y] ← L[X,Y]+1
intr(X+1,Y)

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit dacă

dacă Y > 1 atunci

dacă A[X,Y-1] > A[X,Y] 

atunci

dacă L[X,Y-1] < L[X,Y]+1 

atunci

L[X,Y-1] ← L[X,Y] + 1
intr(X,Y-1)

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit dacă

dacă Y < N atunci

dacă A[X,Y+1] > A[X,Y] 

atunci

dacă L[X,Y+1] < L[X,Y]+1 

atunci

L[X,Y+1] ← L[X,Y]+1
intr(X,Y+1)

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit cât timp

sfârșit subalgoritm

subalgoritm scriere

MAX ← -1
pentru I ← 1, N execută
pentru J ← 1, N execută
dacă L[I,J] > MAX atunci 

MAX ← L[I,J]
sfârșit dacă

sfârșit pentru

sfârșit pentru

scrie MAX

sfârșit subalgoritm

algoritm main

init

pentru I ← 1, K execută
Lee(X[1,I],X[2,I])

sfârșit pentru

scriere

sfârșit algoritm

În final propunem spre rezolvare
urmãtoarea problemã:

Speedy 
Speedy Gonzales este fermier în Te-
xas. El are un ranch situat într-o zo-
nã denivelatã care se poate reprezen-
ta printr-o matrice A cu N linii ºi M
coloane, elementul A[I, J] reprezen-
tând înãlþimea zonei de coordonate
(I, J). Speedy nu are astâmpãr. 

El porneºte din zona iniþialã de
coordonate (A, B) ºi se poate deplasa
pe cele patru direcþii: sus, jos, stânga,
dreapta. Dacã prin deplasare într-o
celulã învecinatã Speedy urcã K uni-
tãþi de nivel, atunci viteza lui scade
cu 2 · K unitãþi de vitezã. Dacã prin
de-plasarea într-o celulã învecinatã el
coboarã K unitãþi de nivel, atunci vi-
teza sa creºte cu K unitãþi de vitezã.
În ambele situaþii, din cauza oboselii
viteza scade constant cu o unitate. 

Deoarece nu vrea sã se opreascã,
el nu se va putea deplasa într-o celulã
vecinã decât dacã viteza rãmâne strict
pozitivã.

Cunoscând viteza iniþialã V a lui
Speedy, determinaþi viteza maximã cu
care poate ajunge într-o zonã aflatã
pe marginea ranch-lui.

Date de intrare
Fiºierul de intare speedy.in conþine
pe prima linie valorile N, M, A, B ºi
V, separate prin câte un spaþiu.

Pe fiecare din urmãtoare N linii
se aflã câte M valori reprezentând înãl-
þimile de pe linia corespunzãtoare din
matrice separate prin câte un spaþiu.

Date de ieºire
Fiºierul de ieºire speedy.out va con-
þine, pe o singurã linie, valoarea MAX
care reprezintã viteza maximã, sau va-
loarea -1 dacã Speedy nu poate ajun-
ge la marginea ranch-ului. 

Restricþii ºi precizãri
• 1 ≤ N, M ≤ 100;
• 1 ≤ V ≤ 2000;
• 1 ≤ A ≤ N;
• 1 ≤ B≤ M;
• 0 ≤ A[I, J] ≤ 1000;
• toate valorile sunt numere întregi.

Exemplu 
speedy.in

4 4 3 3 2000

10 5 0 1000

25 300 500 1000

50 2 0 1000

1000 1000 1000 1000

speedy.out

1944

Explicaþie
Drumul optim este: (3, 3) → (3, 2) →
(3, 1) → (2, 1) → (1, 1) → (1, 2) →
(1, 3),

Încheiere
Lãsãm cititorului plãcerea de a rezol-
va ultima problemã. Aceasta poate fi
abordatã în maniera problemei Taxe,
folosind o coadã cu prioritãþi în care
vârful cozii reþine în permanenþã co-
ordonatele ºi viteza celulei de vitezã
maximã. O altã posibilitate este apli-
carea variantei din problema Alpi-
nist, în care trecem de mai multe ori
printr-o celulã (ori de câte ori viteza
mai poate creºte).
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