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Soluþii

BURSELE AGORA 2004/

2005. RUNDELE #13-#30 
Vã prezentãm în continuare soluþiile problemelor propuse spre rezolvare la 18
dintre rundele ediþiei a ºasea a concursului de programare organizat de
revista noastrã.

P050307: Gãuri
Vom determina toate regiunile for-
mate din zerouri ºi vom eticheta ele-
mentele acestor regiuni folosind nu-
mere naturale, începând cu 1. 

Pentru fiecare regiune determina-
tã vom pãstra dimensiunile acestora
(numãrul de elemente) într-un vector
ai cãrui indici sunt numerele folosite
pentru etichetarea dimensiunilor re-
giunilor. Pentru a determina aceste
regiuni vom folosi un simplu algo-
ritm de umplere.

O gaurã poate fi privitã ca fiind o
regiune formatã din zerouri care nu
conþine nici un element aflat pe mar-
ginea matricei. Vom parcurge cele
patru margini ale matricei ºi vom seta
la 0 dimensiunile tuturor regiunilor
care conþin elemente de pe aceste
margini. Astfel, practic am eliminat
toate regiunile care nu sunt gãuri.

În final vom parcurge vectorul
dimensiunilor ºi vom determina ele-
mentul care are valoarea maximã.
Valoarea acestui element va fi scrisã
în fiºierul de ieºire.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau în dimen-
siunile matricei ºi valorile tuturor ele-
mentelor acesteia. Aºadar ordinul de
complexitate al operaþiei de citire es-
te O(M · N).

Operaþia de determinare a regiu-
nilor formate din zerouri folosind un

algoritm de umplere are ordinul de
complexitate O(M · N).

Pentru a elimina regiunile care nu
sunt gãuri vom parcurge cele patru
margini ale matricei, aºadar aceastã
operaþie are ordinul de complexitate
O(M) + O(N) + O(M) + O(N) =
O(M + N).

În total pot exista cel mult [M ·
N / 2] + 1 regiuni (dacã matricea are
aspectul unei table de ºah). Aºadar,
operaþia de determinare a dimensiu-
nii celei mai mari regiuni are ordinul
de complexitate O(M · N).

Datele de ieºire constau într-un
singur numãr, operaþia de scriere a
acestuia având ordinul de complexi-
tate O(1).

În concluzie, algoritmul de rezol-
vare a acestei probleme are ordinul
de complexitate O(M · N) + O(M ·
N) + O(M + N) + O(M · N) + O(1)
= O(M · N).

P050308: Lagãr
O posibilitate de rezolvare a acestei
probleme este folosirea metodei pro-
gramãrii dinamice. Vom încerca sã
determinãm un tablou tridimensional
A, unde Aijk va indica lungimea mi-
nimã a unui traseu care porneºte din
Pãdurea Aurie (turnul 0), ultimele do-
uã turnuri de pe acest traseu sunt j ºi
k ºi traseul conþine în total i turnuri.

Se observã cã lungimile traseelor
care conþin i turnuri pot fi determi-

nate cu ajutorul lungimilor traseelor
care conþin i - 1 turnuri. 

Astfel, vom lua în considerare toa-
te traseele pe care se aflã i - 1 turnuri,
ºi ultimul turn al traseului este j ºi îl
vom alege pe cel mai scurt dintre
acestea. La lungimile acestor trasee
vom adãuga distanþa dintre turnurile
j ºi k. 

Datoritã faptului cã paznicul se
poate deplasa doar paralel cu axele de
coordonate, distanþa dintre douã tur-
nuri i ºi j va fi datã de |xi - xj| + |yi -
yj|. 

Fie p, penultimul turn de pe tra-
seul care se terminã în turnul j; evi-
dent, unghiul determinat de turnurile
p, i ºi j nu trebuie sã anuleze conve-
xitatea traseului. 

Pentru a putea reconstitui traseul
vom pãstra, pentru fiecare triplet (i, j,
k) numãrul de ordine p al turnului
care se aflã pe traseu înaintea turnu-
rilor j ºi k.

În final, vom obþine toate elemen-
tele tabloului tridimensional A. Evi-
dent, traseul trebuie sã fie un poligon
închis, deci ultimul turn trebuie sã fie
0 (Pãdurea Aurie). Aºadar, vom stu-
dia valorile Aij0; vom determina cea
mai mare valoare i pentru care existã
o valoare j, astfel încât valoarea Aij0

este cel mult egalã cu lungimea maxi-
mã a traseului.

Dupã identificarea valorilor i ºi j,
vom putea determina turnurile de pe
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traseu cu ajutorul predecesorilor pãs-
traþi pentru fiecare triplet (i, j, k).

Pentru a mãri viteza de execuþie a
programului vom determina, pentru
fiecare triplet (i, j, k), dacã cele trei
turnuri corespunzãtoare se pot afla
pe poziþii consecutive în traseu (se
respectã condiþia de convexitate) ºi
vom folosi aceste informaþii pe par-
curs în loc sã verificãm convexitatea
de fiecare datã.

Iniþial putem determina toate tra-
seele pe care se aflã douã turnuri (Pã-
durea Aurie ºi oricare dintre celelal-
te). În continuare vom aplica algorit-
mul pentru a determina lungimile tra-
seului pe care se aflã trei turnuri, pa-
tru turnuri etc.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau în numãrul
turnurilor, coordonatele acestora ºi
lungimea maximã a traseului, deci
ordinul de complexitate al operaþiei
de citire este O(n).

Va trebui sã verificãm pentru fi-
ecare triplet (i, j, k) dacã se respectã
condiþia de convexitate, operaþie care
are ordinul de complexitate O(n3),
deoarece existã (n + 1)3 astfel de tri-
plete (i, j ºi k variazã între 0 ºi n).

Pentru a determina o valoare Aijk,
vor trebui luaþi în considerare toþi
predecesorii posibili, deci ordinul de
complexitate al acestei operaþii este
O(n). 

Deoarece tabloul este tridimen-
sional sunt realizate O(n3) astfel de
operaþii, deci ordinul de complexita-
te al operaþiei de determinare a tablo-
ului A (ºi a tabloului care conþine pre-
decesorii) este O(n) · O(n3) = O(n4).

Identificarea valorii Aij0 care in-
dicã lungimea traseului care conþine
cele mai multe turnuri se realizeazã
în timp pãtratic deoarece, în cel mai
defavorabil caz, sunt luate în consi-
derare toate perechile (i, j).

Refacerea traseului (ºi scrierea
turnurilor de pe traseu în fiºierul de
ieºire) pe baza tabloului predecesori-
lor se realizeazã în timp liniar, deoa-
rece vor exista cel mult n turnuri pe
acest traseu.

În concluzie, algoritmul de rezol-
vare a acestei probleme are ordinul

de complexitate O(n) + O(n3) + O(n4)
+ O(n2) + O(n) = O(n4).

P050310: Dispozitive
În principiu, problema ar putea fi
enunþatã astfel: dându-se un numãr
întreg sã se determine cel mai mic
multiplu al sãu care este format doar
din anumite cifre date.

Soluþia acestei probleme este des-
tul de simplã ºi se bazeazã pe câteva
observaþii matematice.

Pentru început vom demonstra
cã, dacã existã un multiplu al numã-
rului Nr care este format doar din ci-
frele x1, x2, ..., xm, atunci cel mai mic
astfel de multiplu are cel mult Nr ci-
fre.

Vom presupune, prin absurd, cã
cel mai mic multiplu M are Nr + 1 ci-
fre. Eliminând ultima cifrã, vom ob-
þine un numãr care, împãrþit la Nr,
duce la obþinerea unui rest R1. Repe-
tând procesul de eliminare a cifrelor,
se obþin resturile R2, ..., RNr. 

Dacã cele Nr resturi sunt distincte,
atunci unul dintre ele este 0, deci exis-
tã un multiplu care conþine mai puþin
de Nr + 1 cifre (cel mult Nr cifre).

Dacã resturile nu sunt distincte,
atunci cel puþin douã dintre ele (fie
acestea Ri ºi Rj, i < j) sunt egale. Mul-
tiplul M are forma m1...mi...mj...mNr+1;
datoritã faptului cã resturile Ri ºi Rj

sunt egale, înseamnã cã prin elimina-
rea cifrelor mi+1, ..., mj se obþine un
numãr care este, la rândul sãu, multi-
plu al numãrului Nr. Acest numãr
are forma m1...mimj+1...mNr+1, deci are
cel mult Nr cifre.

Putem trage concluzia cã ipoteza
iniþialã este falsã; aºadar, dacã existã
un multiplu al numãrului Nr care sã
fie format din anumite cifre date,
atunci cel mai mic astfel de multiplu
conþine cel mult Nr cifre.

Ipoteza potrivit cãreia multiplul
ar fi format din Nr + 1 cifre nu redu-
ce generalitatea deoarece, dacã presu-
punem cã numãrul ar fi format din
Nr + k cifre, folosind acelaºi proce-
deu putem obþine, pe rând, multiplii
formaþi din cel mult Nr + k - 1 cifre,
Nr + k - 2 cifre ºi aºa mai departe
pânã se ajunge la un multiplu format
din cel mult Nr + 1 cifre.

În continuare vom descrie modul
în care poate fi determinat un mul-
tiplu format din cel mult Nr cifre.

Vom crea o coadã care va conþine
numere prin împãrþirea cãrora la Nr
se obþin resturi distincte. Corespun-
zãtor fiecãrui rest care poate fi ob-
þinut, în coadã se va afla cel mai mic
numãr care duce la obþinerea restului
respectiv.

Iniþial vom insera în coadã nume-
re formate dintr-o singurã cifrã (ci-
frele pe care le avem la dispoziþie),
ordonate crescãtor. La fiecare pas,
vom alege primul element din coadã
ºi vom încerca sã adãugãm la sfârºitul
sãu, pe rând, una dintre cifrele dispo-
nibile. Pentru a obþine cele mai mici
numere, cifrele vor fi considerate în
ordine crescãtoare.

În cazul în care un numãr astfel
determinat duce, prin împãrþirea la
Nr, la obþinerea unui rest care nu a
mai fost obþinut anterior, atunci nu-
mãrul determinat este adãugat în coa-
dã.

Dupã considerarea tuturor cifre-
lor, elementul curent este eliminat
din coadã. Datoritã acestor eliminãri
trebuie pãstrat un vector de valori lo-
gice care sã indice dacã un rest a fost
sau nu obþinut anterior.

În momentul în care se obþine res-
tul 0, cel mai mic multiplu este deter-
minat ºi execuþia algoritmului se
opreºte.

Noile resturi pot fi determinate
foarte repede folosind o altã observa-
þie matematicã: dacã restul împãrþirii
unui numãr a la Nr este r, atunci
restul împãrþirii la Nr a numãrului
obþinut prin adãugarea cifrei x la
sfârºitul numãrului a este rest[(r · 10
+ x) / Nr].

În cazul în care nu am reuºit sã
obþinem restul 0 considerând numere
formate din cel mult Nr cifre, atunci
suntem siguri cã nu existã nici un
multiplu format doar din cifrele date
deoarece, dacã astfel de multiplii ar fi
existat, atunci cel puþin unul dintre ei
ar fi avut cel mult Nr cifre.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau din numã-
rul Nr de pe mecanism (care are în-
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totdeauna patru cifre, chiar dacã este
posibil ca primele sã fie 0) ºi cele N
cifre pe care le avem la dispoziþie. Ca
urmare, ordinul de complexitate al
operaþiei de citire a datelor este O(N).

În continuare, pentru fiecare rest
vom încerca sã adãugãm cele N cifre.
Aºadar, avem ordinul de complexi-
tate O(N) pentru fiecare rest. 

Datoritã faptului cã numãrul res-
turilor considerate este de cel mult
Nr, ordinul de complexitate al ope-
raþiei de determinare a multiplului
este O(Nr · N).

Datele de ieºire constau în cele
cel mult Nr cifre ale multiplului sau
doar în cifra 0. Ca urmare, ordinul
de complexitate al operaþiei de scrie-
re a datelor de ieºire este O(Nr).

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(N) + O(Nr ·
N) + O(Nr) = O(Nr · N).

P050311: Sfere
Sã presupunem cã am ales k sfere;
vom încerca sã determinãm cu cât
creºte numãrul de zone în care este
împãrþit spaþiul dupã alegerea celei
de-a (k + 1)-a sfere. 

Numãrul maxim de zone se ob-
þine dacã oricare douã sfere se inter-
secteazã, adicã nu existã nici o pere-
che de sfere tangente, nu existã nici o
sferã care sã se afle complet în inte-
riorul unei alte sfere, nu existã trei
sfere care sã aibã un cerc comun ºi
oricare patru sfere nu au nici un
punct comun. 

Sfera consideratã se va intersecta
cu celelalte k sfere dupã k cercuri.
Vom încerca sã determinãm acum
numãrul maxim de zone în care aces-
te k cercuri pot împãrþi suprafaþa sfe-
rei.

Deoarece dimensiunile sferelor
nu au nici o importanþã, putem con-
sidera cã noua sferã are o razã mult
mai mare decât cea a celorlalte k sfe-
re. La limitã, vom considera cã raza
acestei sfere este infinitã. Datoritã
faptului cã, în acest caz, sfera dege-
nereazã într-un plan (un plan poate
fi considerat ca fiind o sferã de razã
infinitã) problema în spaþiu se reduce
la o problemã în plan.

Enunþul acestei noi probleme este
urmãtorul: determinaþi numãrul ma-
xim de zone în care poate fi împãrþit
planul prin intermediul a n cercuri.

Cercurile împart planul într-un
numãr maxim de zone dacã oricare
douã cercuri se intersecteazã, adicã
nu existã nici o pereche de cercuri tan-
gente, nu existã nici un cerc care sã se
afle complet în interiorul unui alt cerc
ºi nu existã nici un grup de trei cer-
curi care sã aibã un punct comun.

Considerãm cã am ales k cercuri
ºi încercãm sã determinãm numãrul
de zone suplimentare care apar dacã
alegem cel de-al (k + 1)-lea cerc. De-
oarece cercul se intersecteazã cu fie-
care dintre celelalte k cercuri în câte
douã puncte, rezultã cã circumferinþa
sa va fi împãrþitã în 2 · k regiuni. Ca
urmare, numãrul de zone suplimen-
tare care apar dupã considerarea unui
nou cerc este egal cu dublul numãru-
lui cercurilor considerate anterior.

Aºadar, relaþia de recurenþã, cu
ajutorul cãreia sã se poatã determina
numãrul de zone în care poate fi îm-
pãrþit un plan, este ck+1 = ck + 2 · k.
Deoarece un cerc împarte planul în
douã zone (interiorul cercului ºi ex-
teriorul sãu), avem c1 = 2.

Astfel obþinem:

Aºadar, numãrul maxim de zone
în care k cercuri pot împãrþi suprafa-
þa unei sfere este de k2 - k + 2. Ca
urmare, prin considerarea celei de-a
(k + 1)-a sfere numãrul de zone este
mãrit cu k2 - k + 2.

Aºadar, relaþia de recurenþã, cu
ajutorul cãreia se poate determina nu-
mãrul de zone în care poate fi împãr-
þit spaþiul, este sk+1 =  sk + k2 - k + 2. 

Deoarece o sferã împarte spaþiul în
douã zone (interiorul ºi exteriorul ei),
s1 = 2. Efectuând calculele obþinem:

Aºadar, numãrul maxim de zone
în care poate fi împãrþit spaþiul cu
ajutorul a n sfere este:

.

Analiza complexitãþii
Citirea numãrului n se realizeazã în
timp constant, deci are ordinul de
complexitate O(1), iar operaþia de
determinare a numãrului maxim de
zone în care poate fi împãrþit spaþiul
are ordinul de complexitate tot O(1),
deoarece este utilizatã o simplã for-
mulã matematicã. Operaþia de scriere
a rezultatului are, de asemenea, ordi-
nul de complexitate O(1).

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(1) + O(1) +
O(1) = O(1).

P050312: Templu
Pentru simplitate, vom prezenta un
enunþ echivalent al problemei: se con-
siderã un ºir de numere binare; folo-
sind acest ºir se construieºte o matrice
în care prima linie este datã de ºirul
considerat, iar fiecare dintre urmã-
toarele linii sunt obþinute prin per-
mutarea la stânga cu o poziþie a ele-
mentelor din linia precedentã; în con-
tinuare, liniile matricei obþinute sunt
sortate lexicografic (valoarea 0 prece-
de valoarea 1); dându-se elementele
de pe ultima coloanã a matricei obþi-
nute dupã sortare, sã se determine
elementele de pe prima linie a acestei
matrice.

Algoritmul constã în trei paºi:
• se numãrã elementele cu valoarea 0

ºi elementele cu valoarea 1 de pe ul-
tima coloanã ºi, pe baza rezultatu-
lui numãrãrii, se construieºte prima
coloanã a matricei; în continuare
vom presupune cã avem p elemente
cu valoarea 0 ºi q elemente cu va-
loarea 1;

• se creeazã un ºir a astfel:
♦ pentru i ≤ p, elementul ai va avea

ca valoare linia pe care se aflã cel
de-al i-lea element cu valoarea 0
de pe ultima coloanã; 

♦ pentru j ≤ q, elementul ap+j va avea
ca valoare linia pe care se aflã cel
de-al j-lea element cu valoarea 1
de pe ultima coloanã; 
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• începând cu prima linie, se parcurg

liniile folosind vectorul construit a
(de la linia k se trece la linia ak) ºi
sunt reconstituite elementele de pe
prima linie pe baza valorilor de pe
ultima coloanã. 

În cele ce urmeazã vom demon-
stra corectitudinea algoritmului pre-
zentat. Numim succesor al unui ºir
ºirul obþinut printr-o permutare cu o
poziþie la stânga a elementelor ºiru-
lui.

Pentru a demonstra corectitudi-
nea algoritmului, va trebui sã arãtãm
cã ºirul a reprezintã exact aceastã re-
laþie de succesiune între ºiruri. Dupã
demonstrarea acestui fapt, este evi-
dent cã al treilea pas al algoritmului
reconstituie corect elementele de pe
prima linie.

Considerãm liniile (din matricea
obþinutã dupã sortare) care încep cu
un element care are valoarea 0. De-
oarece, aceste ºiruri sunt ordonate în
matricea sortatã, dupã efectuarea unei
permutãri la stânga cu o poziþie, ºi-
rurile obþinute (care se terminã cu un
element care are valoarea 0) sunt ºi
ele sortate. 

Aceeaºi proprietate este valabilã
ºi pentru liniile care încep cu un ele-
ment care are valoarea 1.

Deoarece aceste proprietãþi sunt
echivalente cu relaþia de succesiune,
corectitudinea algoritmului este de-
monstratã.

Analiza complexitãþii
Vom demonstra în continuare cã tim-
pul de execuþie al algoritmului este
unul liniar. Pentru aceasta vom arãta
cã fiecare dintre cei trei paºi se efec-
tueazã în timp liniar.

Numãrarea elementelor de pe ul-
tima coloanã se realizeazã printr-o
singurã parcurgere, deci liniaritatea
este evidentã.

Iniþializarea tabloului a necesitã
doar o singurã parcurgere a acestuia
ºi a ultimei coloane, deci timpul este
liniar ºi în acest caz.

Cel de-al treilea pas se executã ºi
el în timp liniar deoarece la fiecare
tranziþie se determinã câte un element
de pe prima linie a matricei sortate.

Evident, operaþiile de citire ºi de
scriere se efectueazã, ambele, în timp
liniar.

P050313: Raze magice
Pentru simplitate, vom prezenta mai
întâi un enunþ echivalent al acestei
probleme: o placã dreptunghiularã
de dimensiuni L1 × L2 este împãrþitã
într-o reþea ortogonalã de pãtrate de
laturã 1, în care sunt marcate N punc-
te albe ºi N puncte negre, toate având
coordonate întregi; oricare trei dintre
cele 2 · N puncte nu sunt coliniare. În
scopul obþinerii unui circuit imprimat
prin corodarea plãcii, fiecare punct alb
urmeazã a fi unit printr-un segment
de dreaptã cu un punct negru oareca-
re, dar astfel încât oricare douã din-
tre cele N segmente sã nu se intersec-
teze.

Datoritã faptul cã punctele au co-
ordonate numere reale cu trei zeci-
male exacte, fiecare valoare se va în-
mulþi cu 1000 ºi coordonatele vor de-
veni numere întregi cuprinse între 1
ºi 1000000. Aºadar, în aceastã situaþie
avem L1 = L2 = 1000000.

Existã mai multe soluþii pentru
rezolvarea problemei. Prima se ba-
zeazã pe metoda backtracking: se în-
cearcã o conectare a punctului alb (el-
fului) curent cu un punct negru (orc)
neconectat încã, astfel încât segmen-
tul (raza) format(ã) sã nu se intersec-
teze cu nici unul dintre segmentele
(razele) deja formate. Este evident cã
o astfel de soluþie nu se va încadra în
limita de timp admisã, aºadar nu
vom mai insista asupra ei.

Cea de-a doua soluþie foloseºte
un algoritm care evitã metoda back-
tracking. Pentru început vom conec-
ta punctele într-un anumit mod. De
exemplu, am putea conecta punctele
(elfii ºi orcii) în ordinea datã la intra-
re: primul punct alb (elf) cu primul
punct negru (orc) etc.

Vom identifica prin Vi punctele
albe (elfii) ºi cu Fi punctele negre
(orcii). Vom verifica apoi dacã existã
douã segmente V1F1 ºi V2F2 care se in-
tersecteazã. În acest caz, conexiunile
se vor modifica ºi noile segmente vor
fi V1F2 ºi V2F1. Este evident cã aceste
segmente nu se vor mai intersecta.

Vom demonstra în continuare cã,
prin schimbarea conexiunilor, suma
lungimilor celor douã segmente se
reduce. Vom nota cu O intersecþia
segmentelor V1F1 ºi V2F2. ªtim cã în-
tr-un triunghi lungimea unei laturi
este întotdeauna mai micã decât su-
ma lungimilor celorlalte douã. Aºa-
dar, în triunghiul V1OF2 avem V1F2 <
V1O + OF2, iar în triunghiul V2OF1

avem V2F1 < V2O + OF1. Adunând
cele douã inegalitãþi obþinem V1F2 +
V2F1 < V1O + OF1 + V2O + OF2,
adicã V1F2 + V2F1 < V1F1 + V2F2.

Aºadar, dupã fiecare modificare a
conexiunilor suma totalã a lungimi-
lor segmentelor se reduce. Deoarece
aceastã sumã nu va fi niciodatã nega-
tivã, înseamnã cã dupã un numãr fi-
nit de paºi nu vom mai avea intersec-
þii.

Se contureazã astfel urmãtorul al-
goritm de rezolvare a problemei: atâ-
ta timp cât existã douã segmente care
se intersecteazã, se modificã conexiu-
nile pentru punctele corespunzãtoa-
re.

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului prezentat anterior este liniar
în suma lungimilor segmentelor, dar
nu este polinomial în numãrul de
puncte, deoarece dupã modificarea
conexiunilor pentru douã segmente,
segmentele nou formate se pot inter-
secta cu alte segmente, deci numãrul
de intersecþii nu se reduce neapãrat,
ci numai suma totalã a lungimilor.

Existã, totuºi, o modalitate de re-
zolvare a problemei care sã ducã la
obþinerea unui timp de execuþie po-
linomial în numãrul de puncte. Vom
încerca sã demonstrãm cã existã o li-
nie care trece printr-un elf ºi printr-
un orc, astfel încât numãrul elfilor
aflaþi de o parte a liniei este egal cu
numãrul orcilor aflaþi de aceeaºi par-
te.

Este relativ simplu sã determinãm
soluþia dacã reuºim sã gãsim o astfel
de dreaptã. Pentru rezolvare vom fo-
losi metoda divide et impera. Dreap-
ta va împãrþi elfii ºi orcii în douã mul-
þimi fiecare dintre ele conþinând un
numãr egal de elfi ºi orci. Aºadar, ace-
laºi algoritm poate fi aplicat pentru
cele douã mulþimi fãrã a exista peri-
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colul ca vreun segment trasat în una
dintre mulþimi sã se intersecteze cu
un segment trasat în cealaltã mulþime
sau cu segmentul care uneºte cele do-
uã puncte care determinã dreapta ca-
re separã mulþimile.

Problema mai dificilã este deter-
minarea dreptei care are proprietatea
cerutã. Vom considera punctul P
având coordonata y cea mai micã, in-
diferent dacã reprezintã poziþia unui
elf sau a unui orc. Vom sorta toate
celelalte puncte în funcþie de unghiul
format de dreapta care uneºte P de
acest punct ºi dreapta orizontalã care
trece prin P (unghiul polar).

Vom avea doi indicatori V ºi F,
primul va indica numãrul elfilor luaþi
în considerare, iar al doilea numãrul
orcilor. Dacã punctul P reprezintã
un orc, atunci iniþializãm V cu 0 ºi F
cu 1, iar dacã reprezintã un elf iniþia-
lizãm V cu 1 ºi F cu 0. 

Vom considera, pe rând, punctele
sortate; dacã punctul curent reprezin-
tã un elf incrementãm indicatorul V,
iar dacã reprezintã un orc incremen-
tãm indicatorul F. În momentul în
care vom avea V = F vom ºti cã sub
dreapta care uneºte punctul P cu
punctul curent se aflã un numãr egal
de elfi ºi orci. 

Vom demonstra în continuare cã,
la un moment dat, vom ajunge în si-
tuaþia în care V = F. Presupunem, fã-
rã a restrânge generalitatea, cã în
punctul P se aflã un elf. 

Dacã în primul punct se aflã un
orc atunci, ajungem în situaþia V = F
= 1, deci am determinat deja o dreap-
tã cu proprietatea cerutã. Dacã în ul-
timul punct se aflã un orc atunci, fie
am gãsit o dreaptã anterior, fie acest
ultim punct ºi punctul P determinã
dreapta pe care o cãutãm. Aºadar, ca-
zul în care primul sau ultimul punct
reprezintã un orc este rezolvat. 

Sã presupunem acum cã atât pri-
mul, cât ºi ultimul punct reprezintã
un elf. În acest caz iniþial vom avea V
= 1 ºi F = 0 (V - F = 1), iar înaintea
considerãrii ultimului punct V = n -
1 ºi F = n (V - F = -1). 

Deoarece valoarea V - F nu se
poate modifica decât cu 1 la fiecare
pas, pentru a ajunge de la 1 la -1 ea

trebuie neapãrat sã treacã ºi prin 0.
Aºadar, la un moment dat ne vom
afla în situaþia pentru care V = F, deci
vom avea dreapta cerutã.

Vom descrie acum o metodã pe
baza cãreia punctele se pot sorta în
funcþie de unghiul polar pe care îl for-
meazã cu punctul P. Sã presupunem
cã, în sistemul de coordonate cu ori-
ginea în P, avem douã puncte A ºi B
de coordonate (x1, y1) ºi x2, y2). 

Pentru a sorta punctele în funcþie
de unghi avem trei cazuri. 

Dacã punctele A ºi B se aflã în pri-
mul cadran al sistemului de coordo-
nate cu originea în P, atunci punctul
A se aflã înaintea punctului B în ºirul
sortat dacã ºi numai dacã y1 / x1 < y2

/ x2, adicã y1 · x2 < y2 · x1, deoarece co-
ordonatele orizontale sunt pozitive.
(Am înlocuit împãrþirile cu înmulþiri
pentru a mãri viteza de execuþie ºi a
evita împãrþirea cu zero.) 

Dacã punctele A ºi B se aflã în ca-
drane diferite, atunci punctul din pri-
mul cadran îl va precede pe cel din al
doilea cadran. 

Dacã punctele A ºi B se aflã în al
doilea cadran al sistemului de coor-
donate cu originea în P, atunci punc-
tul A se aflã înaintea punctului B în
ºirul sortat dacã ºi numai dacã y1 / x1

< y2 / x2, adicã y1 · x2 > y2 · x1, deoa-
rece coordonatele orizontale sunt ne-
gative. 

Datoritã faptului cã am ales
punctul P având coordonata y mini-
mã, punctele A ºi B nu se pot afla în
al treilea sau al patrulea cadran.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau în coordo-
natele a 2 · n puncte; operaþia de citi-
re a acestora are ordinul de comple-
xitate O(n).

Pentru determinarea unei drepte
va trebui sã realizãm o sortare a punc-
telor ºi o parcurgere a punctelor sor-
tate. Ordinul de complexitate al ope-
raþiei de sortare este O(n · log n), iar
cel al operaþiei de parcurgere este
O(n). Ca urmare ordinul de comple-
xitate al operaþiei de determinare a
unei drepte este O(n · log n). În total
vom determina n astfel de drepte,
operaþia de determinare a tuturor

având, ca urmare, ordinul de com-
plexitate O(n2 · log n).

Datele de ieºire constau în afiºa-
rea a n perechi de numere, operaþie
al cãrei ordin de complexitate este
O(n).

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(n) + O(n2 ·
log n) + O(n) = O(n2 · log n).

P050314: Joacã
Aceastã problemã poate fi rezolvatã
folosind o structurã de date numitã
arbore indexat binar. Deºi aceastã
structurã a mai fost prezentatã în ca-
drul revistei noastre, vom descrie
acum din nou detaliat modul în care
ea poate fi folositã.

Subsecvenþe
Prin subsecvenþã înþelegem un subºir
ale cãrui elemente se aflã pe poziþii
consecutive în ºirul iniþial. De exem-
plu, (2, 3, 4) este o subsecvenþã a ºi-
rului (1, 2, 3, 4, 5) formatã din al doi-
lea, al treilea ºi al patrulea element al
ºirului, în timp ce (1, 2, 4) nu este o
subsecvenþã deoarece nu este formatã
din elemente aflate pe poziþii conse-
cutive.

Vom identifica o subsecvenþã prin
extremitãþile sale (poziþia cea mai din
stânga ºi poziþia cea mai din dreapta
din ºir). O subsecvenþã care începe în
poziþia a ºi se terminã în poziþia b va
fi notatã prin <a, b>. Pentru ºirul (1,
2, 3, 4, 5) subsecvenþa (2, 3, 4) va fi
notatã prin <2, 4> dacã numerotarea
elementelor începe cu 1 sau prin <1,
3> dacã numerotarea începe de la 0.

Deseori, avem nevoie de informa-
þii referitoare la subsecvenþele unui
ºir cum ar fi suma elementelor sau
produsul. La prima vedere, rezolva-
rea acestei probleme pare destul de
simplã (de exemplu, pentru sumã se
parcurg elementele subsecvenþei ºi se
adunã). Totuºi, acest algoritm este
ineficient datoritã faptului cã necesitã
parcurgerea întregii subsecvenþe. Vom
arãta cã existã algoritmi pentru care
o astfel de parcurgere nu este necesa-
rã.

Dacã am efectua o singurã datã
sau de un numãr limitat de ori o ast-
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fel de parcurgere, algoritmul ar putea
pãrea performant, viteza de execuþie
fiind relativ mare. Problema se com-
plicã dacã elementele ºirului se modi-
ficã în timp real.

Modificãri în timp real
Sã presupunem cã existã douã tipuri
de operaþii care pot fi efectuate asu-
pra unui ºir. Primul tip constã în mo-
dificarea valorii unui element, în timp
ce al doilea reprezintã interogãri (ce-
reri de informaþii) referitoare la anu-
mite subsecvenþe ale ºirului. De obi-
cei, cele douã tipuri de operaþii sunt
"amestecate" în sensul cã nu vor fi
doar modificãri urmate din intero-
gãri, ci putem avea o modificare, ur-
matã de douã interogãri, urmate de
cinci modificãri, urmate de alte douã
interogãri etc.

Aºadar, putem spune cã elemen-
tele ºirului se modificã în timp real ºi
interogãrile se referã la starea curentã
a ºirului (cea din momentul cererii de
informaþii).

Un enunþ echivalent
În cele ce urmeazã vom prezenta un
enunþ al problemei, particularizat
pentru cazul în care interogãrile se
referã la suma elementelor subsec-
venþelor.

Se considerã un ºir de numere în-
tregi care are toate elementele nule.
O modificare a unui element constã
în adunarea unei valori la valoarea
curentã (pot fi realizate ºi scãderi ca-
re au forma adunãrii unor valori ne-
gative). Pe parcursul modificãrilor
pot apãrea interogãri referitoare la
suma elementelor unei subsecvenþe a
ºirului.

Problema poate fi enunþatã în
multe alte forme. Una dintre ele ar
putea fi urmãtoarea: 

Un furnizor lucreazã cu N distri-
buitori; în fiecare moment distribui-
torii pot efectua plãþi cãtre furnizor
sau pot cumpãra produse de la acesta.
De asemenea, în fiecare moment fur-
nizorul poate cere informaþii referi-
toare la suma totalã a datoriilor pe
care le au magazinele cu numere de
ordine cuprinse între douã valori da-
te.

Un exemplu
Vom exemplifica acum evoluþia în
timp real a unui ºir format din cinci
elemente, prezentând valorile ºirului
dupã fiecare modificare ºi rezultatul
fiecãrei interogãri. 

Operaþia Iniþializare constã în
setarea la 0 a valorilor tuturor ele-
mentelor. Operaþia Adunã(i, x) con-
stã în adunarea valorii x la valoarea
curentã a celui de-al i-lea element.
Operaþia Sumã(a, b) furnizeazã suma
elementelor subsecvenþei <a, b>.

Operaþie ªir/Rezultat
Iniþializare 0 0 0 0 0
Adunã(1, 3) 3 0 0 0 0
Adunã(4, 5) 3 0 0 5 0
Sumã(3, 3) 0
Sumã(4, 4) 5
Adunã(4, 2) 3 0 0 7 0
Adunã(2, 3) 3 3 0 7 0
Sumã(2, 5) 10
Sumã(2, 4) 10
Adunã(5, 2) 3 3 0 7 2
Sumã(2, 4) 10
Sumã(2, 5) 12
Adunã(3, 1) 3 3 1 7 2
Adunã(4, -2) 3 3 1 5 2
Sumã(2, 5) 11
Adunã(1, -3) 0 3 1 5 2
Adunã(5, 5) 0 3 1 5 7
Sumã(1, 2) 3
Sumã(3, 4) 6
Adunã(2, -1) 0 2 1 5 7
Adunã(3, 3) 0 2 4 5 7
Sumã(5, 5) 7
Sumã(1, 2) 2
Sumã(1, 5) 18

Cazul unidimensional
Din modul în care a fost enunþatã
problema, rezultã cã operaþiile sunt
efectuate asupra unui tablou unidi-
mensional; aºadar, acesta este cazul
unidimensional al problemei. Vom
prezenta în continuare trei algoritmi
care pot fi folosiþi pentru rezolvarea
problemei ºi apoi le vom studia
performanþele.

Algoritmul ineficient
Cea mai intuitivã metodã de rezolva-
re constã în pãstrarea unui vector cu
valorile ºirului, modificarea lor atunci
când este necesar ºi calcularea sume-

lor în momentul în care apar intero-
gãri.

Pentru a prezenta algoritmul vom
considera cã o modificare este codifi-
catã prin valoarea 1, iar o interogare
prin valoarea 2. Ar fi necesarã o a
treia operaþie (codificatã prin 3) care
ar indica faptul cã nu mai existã mo-
dificãri sau interogãri, deci execuþia
poate fi încheiatã. 

Versiunea în pseudocod este pre-
zentatã în continuare:

algoritm ModificareIneficientă

iniþializãri
scrie 'Introduceţi numărul 

de elemente: '

citește N

pentru i ← 1, N execută

a
i

← 0                  

sfârșit pentru

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei: '

citește cod

cât timp cod ≠ 3 execută

dacă cod = 1 atunci

scrie 'Introduceţi 

indicele elementului

modificat: '

citește ind

scrie 'Introduceţi 

valoarea care va fi 

adunată (valoare 

negativă pentru 

scăderi): '

citește val

a
ind

← a
ind

+ val

altfel

scrie 'Introduceţi ex-

tremităţile subsec-

venţei: '

citește st, dr

suma ← 0

pentru i ← st, dr 

execută

suma ← suma + a
i

sfârșit pentru

scrie 'Suma elemente-

lor secvenţei 

este ', suma

sfârșit dacă

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei:'

citește cod

sfârșit cât timp

sfârșit algoritm
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Se observã cã modificãrile se efec-
tueazã în timp constant deoarece im-
plicã doar accesarea unui element al
vectorului ºi modificarea valorii sale. 

Datoritã faptului cã pentru calcu-
larea sumei elementelor unei subsec-
venþe este necesarã parcurgerea tutu-
ror elementelor subsecvenþei, aceastã
operaþie are ordinul de complexitate
O(l), unde l este lungimea subsec-
venþei.

Vector de sume
Prima încercare de optimizare constã
în gãsirea unui algoritm mai rapid
pentru calcularea sumei elementelor
unei subsecvenþe. O posibilitate rela-
tiv simplã este pãstrarea unui vector
b ale cãrui elemente bi reprezintã su-
ma primelor elemente ale ºirului a.
Pentru a gãsi suma elementelor unei
subsecvenþe <st, dr> vom efectua o
simplã diferenþã: bdr - bst - 1.

Pentru a calcula sumele pentru
subsecvenþe de forma <1, dr> vom
avea nevoie de elementul b0 care va
avea întotdeauna valoarea 0. Astfel,
pentru o subsecvenþã de aceastã formã
suma elementelor va fi bdr - b0 = bdr.

Aºadar, folosind acest artificiu,
ordinul de complexitate al unei inte-
rogãri va fi O(1) pentru cã este nece-
sarã doar o simplã scãdere pentru
furnizarea rezultatului. Din neferici-
re, în momentul efectuãrii unei mo-
dificãri pentru elementul i, toate ele-
mentele bj pentru care j ≥ i trebuie sã
îºi modifice valoarea. 

Ca urmare, operaþia de modifica-
re a celui de-al i-lea element nu se mai
realizeazã în timp constant, deoarece
trebuie modificate N - i + 1 valori.
Aºadar, ordinul de complexitate de-
vine liniar. 

Astfel, am reuºit sã înlocuim al-
goritmul liniar de determinare a su-
mei elementelor unei subsecvenþe cu
un algoritm având ordinul de com-
plexitate O(1) cu preþul creºterii tim-
pului de execuþie a algoritmului de
modificare de la unul constant la
unul liniar.

Se observã cã nu mai avem nevo-
ie de ºirul a folosit pentru algoritmul
anterior, fiind suficientã pãstrarea va-
lorilor elementelor ºirului b. 

Prezentãm versiunea în pseudo-
cod a acestui algoritm, folosind ace-
leaºi coduri pentru operaþiile efectua-
te:

algoritm ModificareVector

iniþializãri
scrie 'Introduceţi numărul 

de elemente: '

citește N

pentru i ← 1, N execută

b
i

← 0                  

sfârșit pentru

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei: '

citește cod

cât timp cod ≠ 3 execută

dacă cod = 1 atunci

scrie 'Introduceţi 

indicele elementului

modificat: '

citește ind

scrie 'Introduceţi 

valoarea care va fi 

adunată (valoare 

negativă pentru 

scăderi): '

citește val

pentru i ← ind, N 

execută

b
i

← b
i
+ val

sfârșit pentru

altfel

scrie 'Introduceţi ex-

tremităţile subsec-

venţei: '

citește st, dr

scrie 'Suma elemente-

lor secvenţei este ',

b
dr

- b
st-1

sfârșit dacă

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei:'

citește cod

sfârșit cât timp

sfârșit algoritm

Arbori indexaþi binar
Practic, pentru algoritmii anteriori
una dintre cele douã operaþii se efec-
tueazã în timp constant, în timp ce
cealaltã se efectueazã în timp liniar.
Aºadar, dacã numãrul de modificãri
este aproximativ egal cu cel al intero-
gãrilor, timpul de execuþie va fi apro-
ximativ acelaºi. 

Dacã numãrul modificãrilor este
mult mai mare decât cel al interogã-
rilor, atunci este preferabilã folosirea
algoritmului naiv. 

Dacã, dimpotrivã, numãrul inte-
rogãrilor este mult mai mare decât
cel al modificãrilor, atunci algoritmul
bazat pe vectorul de sume este mai
performant. Totuºi, în cazul mediu,
ambii algoritmi sunt liniari.

În cele ce urmeazã vom prezenta
o structurã de date care permite efec-
tuarea în timp logaritmic atât a mo-
dificãrilor, cât ºi a interogãrilor. Struc-
tura de date pe care o propunem este
numitã arbore indexat binar.

Aºadar, vom avea o structurã ar-
borescentã care va permite efectuarea
interogãrilor în timp logaritmic în
condiþiile în care ºi modificãrile se
efectueazã în timp logaritmic.

Pentru a folosi aceastã structurã
de date, va trebui sã considerãm cã
elementele ºirului sunt numerotate
începând cu 1.

Arborele va fi pãstrat sub forma
unui vector c în care fiecare element i
va conþine suma elementelor subsec-
venþei <i - 2k + 1, i>, unde k este nu-
mãrul zerourilor terminale din repre-
zentarea binarã a lui i.

Aºadar, elementele de pe poziþiile
impare ale arborelui vor pãstra suma
elementelor unor subsecvenþe forma-
te dintr-un singur element (aflat pe o
poziþie imparã în ºirul a). 

În elementele de pe poziþiile de
forma 4 · k + 2 (un zero terminal în
reprezentarea binarã a poziþiei) vom
pãstra suma elementelor unor sub-
secvenþe formate din douã elemente. 

În elementele de pe poziþiile de
forma 8 · k + 4 (douã zerouri termi-
nale în reprezentarea binarã a pozi-
þiei) vom pãstra suma elementelor
unor subsecvenþe formate din patru
elemente. 

În general, dacã reprezentarea bi-
narã a poziþiilor au p zerouri termi-
nale, atunci elementele din arbore vor
pãstra sume ale elementelor unor sub-
secvenþe cu 2p elemente.

Vom considera cã, la un moment
dat, ºirul (format din 15 elemente)
este (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
13, 14, 15). 
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Valorile vectorului c (cel care re-

prezintã arborele indexat binar) sunt:

Element Poziþie Semnificaþie Val
c1 0001 Sumã(1, 1) 1
c2 0010 Sumã(1, 2) 3
c3 0011 Sumã(3, 3) 3
c4 0100 Sumã(1, 4) 10
c5 0101 Sumã(5, 5) 5
c6 0110 Sumã(5, 6) 11
c7 0111 Sumã(7, 7) 7
c8 1000 Sumã(1, 8) 36
c9 1001 Sumã(9, 9) 9

c10 1010 Sumã(9, 10) 19
c11 1011 Sumã(11, 11) 11
c12 1100 Sumã(9, 12) 42
c13 1101 Sumã(13, 13) 13
c14 1110 Sumã(13, 14) 27
c15 1111 Sumã(15, 15) 15

Vom prezenta în continuare mo-
dul în care se efectueazã modificãrile,
exemplificând pe arborele prezentat
anterior. În acest scop, vom modifica
valoarea celui de-al doilea element
din 2 în 8 (se adunã valoarea 6). 

Se observã cã trebuie modificate
toate valorile vectorului c care repre-
zintã sume ale unei subsecvenþe care
conþine al doilea element al ºirului;
acestea sunt: c2, c4 ºi c8. 

Reprezentãrile binare ale acestor
trei poziþii sunt 0010, 0100 ºi 1000.
Se observã în continuare cã, fiecare
astfel de reprezentare (evident, cu ex-
cepþia primeia) poate fi obþinutã din
cea anterioarã prin adunarea valorii
2r, unde r reprezintã numãrul de ze-
rouri terminale ale reprezentãrii bi-
nare a poziþiei anterioare. 

Aºadar, ar trebui sã efectuãm ast-
fel de adunãri pânã în momentul în
care poziþia obþinutã este mai mare
decât dimensiunea ºirului ºi sã creº-
tem cu 6 valorile tuturor elementelor
de pe poziþiile de la fiecare pas. 

Vom exemplifica procedeul ºi
pentru al treilea element. Prima po-
ziþie este 0011; numãrul zerourilor
terminale este 0, deci vom aduna va-
loarea 20 = 1. Noua poziþie va fi 3 +
1 = 4, deci am ajuns la poziþia 4 a cã-
rei reprezentare binarã este 0100. Nu-
mãrul zerourilor terminale este 2,
deci vom aduna valoarea 22 = 4, po-
ziþia devenind 4 + 4 = 8. Reprezenta-

rea binarã este 1000, deci avem trei
zerouri terminale. Valoarea adunatã
va fi 23 = 8, deci ajungem în poziþia 8
+ 8 = 16, aºadar am depãºit dimen-
siunea ºirului. 

Se observã cã elementele c3, c4 ºi
c8 sunt cele a cãror valoare depinde
de valoarea elementului de pe a treia
poziþie.

Algoritmul care realizeazã opera-
þia de modificare este urmãtorul:

• Se identificã poziþia elementului
care trebuie modificat.

• Cât timp poziþia curentã este cel
mult egalã cu dimensiunea ºirului:
♦ Se modificã valoarea elementului

de pe poziþia curentã. 
♦ Se determinã numãrul k al zerou-

rilor terminale din reprezentarea
binarã a poziþiei curente. 

♦ Noua poziþie se determinã adu-
nând valoarea 2k la poziþia curen-
tã. 

Se observã cã numãrul elemente-
lor modificate este cel mult egal cu
numãrul cifrelor reprezentãrii binare
a numãrului de elemente din ºir, deci
operaþia are ordinul de complexitate
O(log N).

Mai trebuie prezentat modul în
care este efectuatã operaþia de intero-
gare. Vom încerca sã aplicãm o me-
todã similarã celei propuse în cazul
algoritmului care foloseºte un vector
de sume. Pentru aceasta, dacã dorim
sã determinãm suma elementelor
subsecvenþei <st, dr>, vom determina
sumele elementelor subsecvenþelor
<1, st - 1> ºi <1, dr>, efectuând apoi
o simplã diferenþã.

Operaþiile efectuate sunt, oare-
cum, inversele celor de la operaþia de
modificare. Vom porni din poziþia
datã ºi, la fiecare pas, vom determina
urmãtoarea poziþie scãzând valoarea
2k, unde k reprezintã numãrul zerou-
rilor terminale din reprezentarea bi-
narã a poziþiei curente. Ne vom opri
în momentul în care poziþia curentã
devine 0.

De exemplu, pentru a determina
suma elementelor subsecvenþei <1,
11> vom porni din poziþia 11 a cãrei
reprezentare binarã este 1011. Nu-

mãrul zerourilor terminale este 0, deci
vom scãdea valoarea 20 = 1, ajungând
în poziþia 11 - 1 = 10. Reprezentarea
binarã a acesteia este 1010, deci nu-
mãrul zerourilor terminale este 1. Va-
loarea scãzutã este 21 = 2, deci se ajun-
ge în poziþia 10 - 2 = 8, a cãrei repre-
zentare binarã este 1000. De data
aceasta avem trei zerouri terminale,
deci vom scãdea valoarea 23 = 8 ajun-
gând în poziþia 8 - 8 = 0.

Aºadar, am "trecut" prin poziþii-
le 11, 10 ºi 8. Adunând valorile ele-
mentelor corespunzãtoare (c11, c10 ºi
c8) obþinem  11 + 19 + 36 = 66, adicã
exact valoarea cãutatã. 

Este uºor de observat cã c11 repre-
zintã suma elementelor subsecvenþei
<11, 11>, c10 reprezintã suma elemen-
telor subsecvenþei <9, 10>, iar c8 re-
prezintã suma elementelor subsec-
venþei <1, 8>, aºadar, în momentul
calculãrii sumei, fiecare element de
pe o poziþie mai micã sau egalã cu 11
este adunat o singurã datã.

Pentru a determina suma elemen-
telor unei subsecvenþe de forma <1,
dr> vom folosi urmãtorul algoritm:

• Se identificã elementul de pe pozi-
þia dr.

• Cât timp poziþia curentã este dife-
ritã de 0:
♦ Se adunã la suma totalã valoarea

elementului de pe poziþia curen-
tã. 

♦ Se determinã numãrul k al zerou-
rilor terminale din reprezentarea
binarã a poziþiei curente. 

♦ Noua poziþie se determinã scã-
zând valoarea 2k din poziþia cu-
rentã. 

Evident, pentru a determina su-
ma elementelor unei subsecvenþe de
forma <st, dr> vom aplica de douã
ori algoritmul prezentat: o datã
pentru subsecvenþa <1, dr> ºi a doua
oarã pentru subsecvenþa <1, st - 1>,
efectuând la final diferenþa valorilor
obþinute.

De exemplu, pentru determinarea
sumei elementelor subsecvenþei <4,
13> vom calcula mai întâi sumele ele-
mentelor subsecvenþelor <1, 13> ºi
<1, 3>. 
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Acestea sunt: Sumã(1, 13) = c13 +
c12 + c8 = 13 + 42 + 36 = 91 ºi Sumã(1,
3) = c3 + c2 = 3 + 3  = 6, diferenþa lor
fiind 91 - 6 = 85 care este egalã cu
valoarea Sumã(4, 13).

Se observã cã numãrul elemente-
lor adunate este cel mult egal cu nu-
mãrul cifrelor reprezentãrii binare a
poziþiei elementului dat, deci opera-
þia are ordinul de complexitate O(log
N). 

Din nou, se observã cã nu avem
nevoie de pãstrarea elementelor ºiru-
lui a, fiind suficientã pãstrarea valo-
rilor vectorului c (cel care reprezintã
arborele indexat binar).

Varianta în pseudocod a algorit-
mului de rezolvare a problemei folo-
sind un arbore indexat binar este ur-
mãtoarea:

Algoritm ModificareEficientă

iniþializãri
scrie 'Introduceţi numărul 

de elemente: '

citește N

pentru i ← 1, N execută

c
i

← 0                  

sfârșit pentru

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei: '

citește cod

cât timp cod ≠ 3 execută

dacă cod = 1 atunci

scrie 'Introduceţi 

indicele elementului

modificat: '

citește ind

scrie 'Introduceţi 

valoarea care va fi 

adunată (valoare 

negativă pentru 

scăderi): '

citește val

poz ← 0 

cât timp ind ≤ N 

execută

c
ind

← c
ind

+ val 

cât timp ind & 2poz = 

0 execută

poz ← poz + 1

sfârșit cât timp

ind ← ind + 2poz

poz ← poz + 1       

sfârșit cât timp

altfel                   

scrie 'Introduceţi ex-

tremităţile subsec-

venţei: '

citește st, dr

s
1

← 0                

poz ← 0 

cât timp dr > 0 execută

s
1

← s
1
+ c

dr

cât timp dr & 2poz = 

0 execută

poz ← poz + 1

sfârșit cât timp

dr ← dr - 2poz

poz ← poz + 1

sfârșit cât timp

st ← st - 1 

s
2

← 0                

poz ← 0 

cât timp st > 0 execută

s
2

← s
2
+ c

st

cât timp st & 2poz = 

0 execută

poz ← poz + 1

sfârșit cât timp

st ← st - 2poz

poz ← poz + 1 

sfârșit cât timp

scrie 'Suma elemente-

lor secvenţei este ',

s
1
- s

2

sfârșit dacă

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei:'

citește cod

sfârșit cât timp

sfârșit algoritm

Cazul bidimensional
Problema pentru o singurã dimen-
siune poate fi modificatã astfel încât
sã lucrãm în spaþiul bidimensional.
Enunþul noii probleme ar putea fi
urmãtorul:

Se considerã o matrice de numere
întregi care are toate elementele nule.
O modificare a unui element constã
în adunarea unei valori la valoarea
curentã (pot fi realizate ºi scãderi ca-
re au forma adunãrii unor valori
negative). Pe parcursul modificãrilor
pot apãrea interogãri referitoare la
suma elementelor unei submatrice.

Aºadar, în acest caz, interogãrile
se referã la suma valorilor dintr-o
"zonã dreptunghiularã" care face par-
te din matrice. 

Evident, pentru reprezentarea da-
telor vom folosi tablouri bidimensio-
nale în locul celor unidimensionale
(matrice în locul vectorilor). Din
nou, enunþul poate fi reformulat în
diferite moduri. O variantã este chiar
enunþul original a acestei probleme.

Vom adapta cei trei algoritmi
descriºi pentru cazul unidimensional
pentru a rezolva noua problemã ºi
vom studia apoi performanþele aces-
tora.

De data aceasta, pentru operaþia
de modificare vom avea nevoie de
doi parametri care vor reprezenta li-
nia ºi coloana pe care se aflã elemen-
tul a cãrui valoare va fi modificatã. 

Pentru interogãri vom avea nevo-
ie de patru parametri care vor repre-
zenta coordonatele colþurilor din
stânga-sus ºi dreapta-jos ale unui
dreptunghi.

Vom exemplifica acum cazul bi-
dimensional al problemei folosind o
matrice care conþine trei linii ºi trei
coloane.

Operaþie Matrice/Rezultat
Iniþializare 0 0 0

0 0 0
0 0 0

Adunã(2, 2, 3) 0 0 0
0 3 0
0 0 0

Adunã(1, 3, 5) 0 0 5
0 3 0
0 0 0

Sumã(2, 1, 3, 3) 3
Adunã(2, 1, 1) 0 0 5

1 3 0
0 0 0

Sumã(1, 2, 2, 3) 8
Adunã(2, 2, -1) 0 0 5

1 2 0
0 0 0

Sumã(1, 2, 2, 3) 7
Adunã(2, 2, 5) 0 0 5

1 7 0
0 0 0

Adunã(2, 2, -5) 0 0 5
1 2 0
0 0 0

Adunã(3, 2, 4) 0 0 5
1 2 0
0 4 0

Sumã(1, 1, 3, 3) 12



G
In

fo
 n

r.
 1

5
/4

 -
 a

p
ri

li
e
 2

0
0
5

20

co
n
cu

rs
Algoritmul ineficient
Primul algoritm descris pentru cazul
unidimensional poate fi adaptat foar-
te uºor pentru a rezolva cazul bidi-
mensional al problemei. Vom pãstra
valorile matricei, le vom modifica da-
cã este necesar ºi vom calcula sumele
cerute de interogãri. 

Versiunea în pseudocod este pre-
zentatã în continuare:

algoritm ModificareIneficientă

iniþializãri
scrie 'Introduceţi numărul 

de elemente: '

citește M, N

pentru i ← 1, M execută

pentru 1 ← 1, M execută

a
ij

← 0                

sfârșit pentru

sfârșit pentru

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei: '

citește cod

cât timp cod ≠ 3 execută

dacă cod = 1 atunci

scrie 'Introduceţi 

indicii elementului

modificat: '

citește indx, indy

scrie 'Introduceţi 

valoarea care va fi 

adunată (valoare 

negativă pentru 

scăderi): '

citește val

a
indx,indy

← a
indx,indy

+val

altfel

scrie 'Introduceţi co-

ordonatele colţurilor:'

citește st, sus, 

dr, jos

suma ← 0

pentru i ← sus, jos 

execută

pentru j ← st, dr 

execută

suma ← suma + a
ij

sfârșit pentru

sfârșit pentru

scrie 'Suma elemente-

lor dreptunghiului 

este ', suma

sfârșit dacă

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei:'

citește cod

sfârșit cât timp

sfârșit algoritm

Modificãrile se efectueazã tot în
timp constant, deoarece implicã doar
accesarea unui element al matricei ºi
modificarea valorii sale. 

Datoritã faptului cã pentru calcu-
larea sumei elementelor dintr-un
dreptunghi este necesarã parcurgerea
tuturor elementelor dreptunghiului,
aceastã operaþie are ordinul de com-
plexitate O(l · h), unde l ºi h sunt lun-
gimile laturilor dreptunghiului.

Matrice de sume
Adaptarea algoritmului care foloseºte
un vector de sume este destul de sim-
plã. Vom pãstra o matrice b ale cãrei
elemente bij vor conþine sumele co-
respunzãtoare dreptunghiurilor cu
colþul din stânga-sus în poziþia (1, 1)
ºi cel din dreapta-jos în poziþia (i, j). 

Este uºor de observat cã pentru a
calcula valoarea Sumã(st, sus, dr, jos)
poate fi folositã relaþia:

Sumã(st, sus, dr, jos) = 
Sumã(1, 1, dr, jos) - 
Sumã(1, 1, st - 1, jos) -
Sumã(1, 1, dr, sus - 1) +
Sumã(1, 1, st - 1, sus - 1).

Se observã cã prin scãderea valo-
rii Sumã(1, 1, st-1, jos) se scad valo-
rile tuturor elementelor aflate la
dreapta dreptunghiului considerat,
iar prin scãderea valorii Sumã(1, 1,
dr, sus - 1) se scad valorile elemente-
lor aflate deasupra dreptunghiului. 

Aceste operaþii implicã scãderea
de douã ori a tuturor elementelor
aflate la stânga ºi deasupra dreptun-
ghiului considerat, motiv pentru care
va trebui sã adunãm valoarea
Sumã(1, 1, st - 1, sus - 1).

Folosind acest artificiu avem ne-
voie de accesarea a patru elemente
ale matricei b, deci operaþia se reali-
zeazã în timp constant.

Din nou, în momentul modificã-
rii valorii unui element de coordona-
te (x, y), va trebui sã modificãm valo-
rile tuturor elementelor matricei b de
coordonate (i, j) pentru care i ≥ x ºi j
≥ y. Aºadar, vom modifica (M - x +

1) · (N - y + 1) elemente, ordinul de
complexitate devenind O(M · N).

Pentru a putea determina valori
pentru dreptunghiuri în care colþul
din stânga-sus are una dintre coor-
donate egalã cu 1 va trebui sã consi-
derãm cã valorile elementelor matri-
cei sunt nule dacã cel puþin unul din-
tre cei doi indici este 0.

Prezentãm versiunea în pseudo-
cod a algoritmului descris:

algoritm ModificareMatrice

iniþializãri
scrie 'Introduceţi numărul 

de elemente: '

citește M, N

pentru i ← 1, M execută

pentru 1 ← 1, M execută

b
ij

← 0                

sfârșit pentru

sfârșit pentru

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei: '

citește cod

cât timp cod ≠ 3 execută

dacă cod = 1 atunci

scrie 'Introduceţi 

indicii elementului

modificat: '

citește indx, indy

scrie 'Introduceţi 

valoarea care va fi 

adunată (valoare 

negativă pentru 

scăderi): '

citește val

pentru i ← indx, M 

execută

pentru j ← indy, N 

execută

b
ij

← b
ij

+ val

sfârșit pentru

sfârșit pentru

altfel

scrie 'Introduceţi co-

ordonatele colţurilor:'

citește st, sus, 

dr, jos

scrie 'Suma elemente-

lor dreptunghiului es-

te ', b
dr,jos

- b
st-1,jos

- 

b
dr,sus-1

+ b
st-1,sus-1

sfârșit dacă

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei:'
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citește cod

sfârșit cât timp

sfârșit algoritm

Arbore de arbori indexaþi
binar
Din nou, avem doi algoritmi în care
una dintre operaþii este eficientã, în
timp ce cealaltã necesitã un timp de
execuþie mai mare. Folosind arborii
indexaþi binar, vom putea gãsi algo-
ritmi care realizeazã ambele operaþii
într-un timp de ordinul O(log M ·
log N), unde M ºi N sunt dimensiu-
nile matricei.

Pentru a rezolva problema vom
crea un arbore de arbori indexaþi
binar. Aºadar, vom avea o matrice c
ale cãrei elemente cij vor reprezenta
sumele elementelor din dreptunghiul
care are colþul din stânga-sus în po-
ziþia (i - 2k + 1, j - 2l + 1), iar cel din
dreapta-jos în poziþia (i, j). Valoarea
k reprezintã numãrul zerourilor ter-
minale din reprezentarea binarã a lui
i, iar l reprezintã numãrul zerourilor
terminale din reprezentarea binarã a
lui j.

De exemplu, pentru matricea:

1  2  3  4
5  6  7  8

9 10 11 12
13 14 15 16

elementele arborelui de arbori inde-
xaþi binar vor avea urmãtoarele sem-
nificaþii:

Sumã(1, 1, 1, 1) Sumã(1, 1, 1, 2) 
Sumã(1, 3, 1, 3) Sumã(1, 1, 1, 4)

Sumã(1, 1, 2, 1) Sumã(1, 1, 2, 2) 
Sumã(1, 3, 2, 3) Sumã(1, 1, 2, 4)

Sumã(3, 1, 3, 1) Sumã(3, 1, 3, 2) 
Sumã(3, 3, 3, 3) Sumã(3, 3, 3, 4)

Sumã(1, 1, 4, 1) Sumã(1, 1, 4, 2) 
Sumã(1, 3, 4, 3) Sumã(1, 1, 4, 4).

Aºadar, valorile matricei care
reprezintã arborele binar vor fi:

1 3 3 6
6 14 10 36
9 19 11 23

28 60 36 136

Sã presupunem cã trebuie sã mo-
dificãm valoarea elementului de coor-
donate (2, 1) care face parte dintr-o
matrice cu 8 linii ºi 4 coloane. 

Vom aplica de douã ori principiul
descris pentru cazul unidimensional
al problemei. 

Vom identifica linia i pe care se
aflã elementul ºi vom efectua modifi-
cãri în toate coloanele de pe acea li-
nie în care acestea trebuie efectuate.
Pentru aceasta vom identifica coloa-
na j, vom determina numãrul k al ze-
rourilor terminale ºi apoi vom aduna
la j valoarea 2k. Ajungem într-o nouã
poziþie ºi continuãm procedeul pânã
în momentul în care valoarea coloa-
nei curente depãºeºte numãrul coloa-
nelor matricei.

În acest moment vom determina
numãrul zerourilor terminale l din
reprezentarea binarã a valorii i ºi ne
vom "muta" pe linia i + 2l. Vom re-
veni la coloana j ºi vom parcurge
aceeaºi paºi ca ºi cei parcurºi pentru
linia anterioarã.

Vom continua pânã în momentul
în care valoarea liniei curente va fi
mai mare decât numãrul de linii din
matrice.

Pe fiecare linie vom modifica cel
mult log2 N elemente; în plus, vom
modifica elemente de pe cel mult log2

M linii; aºadar, ordinul de complexi-
tate al operaþiei de modificare a unui
element este O(log M · log N).

Ca urmare, dacã se modificã ele-
mentul de coordonate (3, 1), atunci
vor trebui modificate urmãtoarele
elemente ale matricei care reprezintã
arborele de arbori indexaþi binar: c31,
c32, c34, c41, c42, c44, c81, c82 ºi c84.

În cazul în care dorim sã efectuãm
o interogare vom folosi aceeaºi me-
todã. Singura diferenþã este, din nou,
faptul cã valorile de forma 2k sunt
scãzute în loc sã fie adunate. 

Datoritã faptului cã, de data aceas-
ta, avem nevoie de patru sume pen-
tru a furniza rezultatul, algoritmul va
fi aplicat de patru ori. Ordinul de
complexitate al algoritmului va fi tot
O(log M · log N).

Vom prezenta în continuare ver-
siunea în pseudocod a algoritmului
de rezolvare a problemei în cazul bi-

dimensional, folosind un arbore de
arbori indexaþi binar.

algoritm ModificareEficientă

iniþializãri
scrie 'Introduceţi numărul 

de elemente: '

citește M, N

pentru i ← 1, M execută

pentru 1 ← 1, M execută

c
ij

← 0                

sfârșit pentru

sfârșit pentru

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei: '

citește cod

cât timp cod ≠ 3 execută

dacă cod = 1 atunci

scrie 'Introduceţi 

indicii elementului

modificat: '

citește indx, indy

scrie 'Introduceţi 

valoarea care va fi 

adunată (valoare 

negativă pentru 

scăderi): '

citește val

pozi ← 0 

cât timp indx ≤ M 

execută

pozj ← 0 

j ← indy

cât timp j ≤ N 

execută

c
indx,j

← c
indx,j

+ 

val 

cât timp indx & 

2pozj = 0 execută

pozj ← pozj + 1

sfârșit cât timp

j ← j + 2pozj

pozj ← pozj + 1    

sfârșit cât timp

cât timp indx & 2pozi

= 0 execută

pozi ← pozi + 1

sfârșit cât timp

indx ← indx + 2pozi

pozi ← pozi + 1 

sfârșit cât timp

altfel

scrie 'Introduceţi co-

ordonatele colţurilor:'

citește st, sus, 

dr, jos
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s ← 0

x ← jos

y ← dr

pozi ← 0 

cât timp x > 0 execută

pozj ← 0 

j ← y

cât timp y > 0 

execută

s ← s + c
xj

cât timp x & 2pozj

= 0 execută

pozj ← pozj + 1

sfârșit cât timp

j ← j - 2pozj

pozj ← pozj + 1

sfârșit cât timp

cât timp x & 2pozi = 

0 execută

pozi ← pozi + 1

sfârșit cât timp

x ← x - 2pozi

pozi ← pozi + 1

sfârșit cât timp

s
1

← s

s ← 0

x ← jos

y ← st - 1

pozi ← 0 

cât timp x > 0 execută

pozj ← 0 

j ← y

cât timp y > 0 

execută

s ← s + c
xj

cât timp x & 2pozj

= 0 execută

pozj ← pozj + 1

sfârșit cât timp

j ← j - 2pozj

pozj ← pozj + 1

sfârșit cât timp

cât timp x & 2pozi = 

0 execută

pozi ← pozi + 1

sfârșit cât timp

x ← x - 2pozi

pozi ← pozi + 1

sfârșit cât timp

s
2

← s

s ← 0

x ← sus - 1

y ← dr

pozi ← 0 

cât timp x > 0 execută

pozj ← 0 

j ← y

cât timp y > 0 

execută

s ← s + c
xj

cât timp x & 2pozj

= 0 execută

pozj ← pozj + 1

sfârșit cât timp

j ← j - 2pozj

pozj ← pozj + 1

sfârșit cât timp

cât timp x & 2pozi = 

0 execută

pozi ← pozi + 1

sfârșit cât timp

x ← x - 2pozi

pozi ← pozi + 1

sfârșit cât timp

s
3

← s

s ← 0

x ← sus - 1

y ← dr - 1

pozi ← 0 

cât timp x > 0 execută

pozj ← 0 

j ← y

cât timp y > 0 

execută

s ← s + c
xj

cât timp x & 2pozj

= 0 execută

pozj ← pozj + 1

sfârșit cât timp

j ← j - 2pozj

pozj ← pozj + 1

sfârșit cât timp

cât timp x & 2pozi = 

0 execută

pozi ← pozi + 1

sfârșit cât timp

x ← x - 2pozi

pozi ← pozi + 1

sfârșit cât timp

s
4

← s

scrie 'Suma elemente-

lor dreptunghiului es-

te ', s
1
- s

2
- s

3
+ s

4

sfârșit dacă

scrie 'Introduceţi codul 

operaţiei:'

citește cod

sfârșit cât timp

sfârșit algoritm

Acesta este, aºadar, algoritmul efi-
cient pentru rezolvarea problemei. 

P050315: Concurs
Problema se reduce la a determina
succesiv, cea mai îndepãrtatã pereche
de puncte. Vom efectua, în total, N
astfel de determinãri. Dupã fiecare
determinare vom elimina punctele
care formeazã cea mai îndepãrtatã
pereche ºi vom efectua urmãtoarea
determinare pentru punctele rãmase.
Ne vom opri în momentul în care
sunt determinate toate cele N distan-
þe. 

Aºadar, pentru a rezolva aceastã
problemã va trebui sã aplicãm de N
ori algoritmul de determinare a celei
mai îndepãrtate perechi de puncte.
Acest algoritm va fi prezentat în cele
ce uremazã.

Algoritmul ineficient
O rezolvarea ineficientã constã în
determinarea distanþelor dintre toate
perechile de puncte (vor fi 2 · N · (2 ·
N - 1) / 2 astfel de perechi) ºi alege-
rea, de data aceasta, a celei mai mari
dintre ele.

Aºadar, problema se reduce la o
simplã determinare a unei valori ma-
xime dintre 2 · N · (2 · N - 1) / 2 va-
lori care sunt calculate.

Evident, ordinul de complexitate
al acestui algoritm este O(N2).

Algoritmul eficient
Pentru început, este uºor de observat
faptul cã cele douã puncte se aflã,
obligatoriu, pe înfãºurãtoarea conve-
xã a mulþimii de puncte.

Vom demonstra aceastã afirmaþie
prin metoda reducerii la absurd. Sã
presupunem cã unul dintre cele douã
puncte nu se aflã pe înfãºurãtoarea
convexã, aºadar se aflã în interiorul
acesteia. Vom nota celãlalt punct
prin P, iar acest punct prin Q. Dacã
vom prelungi segmentul care uneºte
punctele P ºi Q, atunci acesta va in-
tersecta o laturã a înfãºurãtorii con-
vexe sau va trece printr-un alt punct
al acesteia.

În acest din urmã caz se observã
imediat cã distanþa de la P la Q este
mai micã decât distanþa de la P la
punctul respectiv, ca urmare puncte-
le P ºi Q nu se pot afla la distanþa ma-
ximã.
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Pentru cel de-al doilea caz vom
considera cã latura intersectatã are ca
extremitãþi punctele R ºi S, iar pre-
lungirea segmentului care uneºte
punctele P ºi Q intersecteazã latura
respectivã în punctul T.

Pentru început se observã faptul
cã lungimea segmentului care uneºte
punctele P ºi T este mai mare decât
cea care uneºte punctele P ºi Q. 

Vom considera acum triunghiul
PRS (determinat de vârfurile P, R ºi
S). Punctul T se va afla pe latura RS
a acestui triunghi. Existã o teoremã
care afirmã cã cel puþin una dintre
laturile PR ºi PS are lungimea mai
mare decât segmentul PT. 

Ca urmare una dintre laturile tri-
unghiului va fi mai lungã decât seg-
mentul PT care, la rândul sãu, este
mai lung decât segmentul PQ. Dato-
ritã faptului cã aceastã laturã are ca
extremitãþi douã vârfuri ale înfãºurã-
torii convexe, deducem imediat cã
punctele P ºi Q nu se pot afla la dis-
tanþa maximã.

În concluzie, primul pas necesar
pentru a determina punctele aflate la
distanþa maximã este determinarea
unei înfãºurãtori convexe.

O variantã care poate fi utilizatã
în continuare este considerarea suc-
cesivã a vârfurilor înfãºurãtorii ºi de-
terminarea, printr-o metodã similarã
cu cãutarea binarã, a celui mai înde-
pãrtat vârf faþã de vârful considerat. 

Se va considera nodul din stânga
(sau dreapta) nodului ales. Atât timp
cât distanþa creºte, la fiecare pas k,
vom "sãri" la al 2k-lea nod. În mo-
mentul în care distanþa începe sã sca-
dã, vom reveni la nodul anterior ºi
vom începe sã înjumãtãþim "distan-
þa" saltului. 

Dacã am ajuns la pasul l, acum, la
fiecare, pas vom descreºte cu 1 pute-
rea. Dacã la un anumit pas, puterea
este p, vom efectua un salt la al 2p-lea
nod. Dacã distanþa descreºte vom re-
veni, iar dacã nu, vom continua de la
vârful respectiv. În final, vom obþine
vârful aflat la distanþa maximã faþã de
nodul considerat.

Dupã considerarea tuturor vârfu-
rilor, vom obþine distanþa maximã
între douã puncte din mulþimea datã.

Algoritmul descris funcþioneazã
corect deoarece, parcurgând nodurile
într-un anumit sens distanþa începe
sã creascã pânã la un moment dat,
dupã care ea începe sã scadã.

O a doua variantã constã în ale-
gerea unui vârf P1 al înfãºurãtorii ºi
parcurgerea acesteia (începând cu
punctul din stânga sau din dreapta
sa) atâta timp cât distanþa creºte. 

Vom nota punctul respectiv prin
P. În continuare vom trece la punctul
P2 (cel aflat pe înfãºurãtoare imediat
lângã punctul P1, în funcþie de sensul
ales) ºi vom continua parcurgerea. 

Poate fi uºor observat faptul cã
nu are sens sã mai verificãm toate
punctele parcurse la pasul anterior
(cele pânã la P) deoarece distanþele
obþinute vor fi mai mici. 

Aºadar, vom continua de la punc-
tul P atâta timp cât distanþa va creºte.
Vom trece apoi la punctul P3 ºi vom
repeta în continuare procedeul pânã
în momentul în care am luat în con-
siderare toate punctele de pe înfãºu-
rãtoare. 

Evident, în final vom cunoaºte
distanþa maximã dintre douã puncte
de pe înfãºurãtoare ºi, implicit, dis-
tanþa maximã dintre douã puncte ale
mulþimii date.

Analiza complexitãþii
Este cunoscut faptul cã operaþia de
determinarea a înfãºurãtorii convexe
are ordinul de complexitate O(N ·
log N), dacã utilizãm scanarea Gra-
ham sau O(N · h), dacã utilizãm po-
trivirea Jarvis.

În situaþia în care, dupã determi-
narea înfãºurãtorii, vom folosi meto-
da cãutãrii binare, distanþa maximã
va fi determinatã într-un timp de or-
dinul O(h · log h), datoritã faptului
cã vom efectua h cãutãri binare, fie-
care având ordinul de complexitate
O(log h).

În cazul în care vom utiliza cea
de-a doua metodã, aceasta va avea
ordinul de complexitate O(h), deoa-
rece se poate observa faptul cã prin
avansãri se va parcurge de cel mult
douã ori înfãºurãtoarea.

Ca urmare, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de determinare

a unei perechi de puncte aflate la dis-
tanþã maximã este acelaºi cu cel al al-
goritmului folosit pentru determina-
rea înfãºurãtorii convexe.

P050316: Zid magic
Problema se reduce la a determina
înfãºurãtoarea convexã a punctelor
care reprezintã coordonatele locuin-
þelor elfilor.

Datoritã faptului cã este posibil
ca toate punctele sã se afle pe aceastã
înfãºurãtoare convexã trebuie utiliza-
tã scanarea Graham, deoarece potri-
virea Jarvis ar putea avea ordinul de
complexitate O(N2), iar limita de timp
admisã pentru execuþia programului
va fi depãºitã.

Dupã determinarea înfãºurãtorii
convexe vom scrie în fiºierul de ieºire
punctele care o determinã, în ordine
trigonometricã. 

Analiza complexitãþii
Citirea datelor de intrare implicã ci-
tirea celor N perechi de coordonate
ale locuinþelor elfilor, aºadar ordinul
de complexitate al operaþiei de citire
a datelor de intrare este O(N).

Pentru cele N puncte vom deter-
mina înfãºurãtoarea convexã folosind
scanarea Graham, operaþie al cãrei
ordin de complexitate este O(N · log
N). 

Scrierea datelor în fiºierul de ieºi-
re se realizeazã în timp liniar deoare-
ce vom scrie cel mult N numere. Aºa-
dar, ordinul de complexitate al aces-
tei operaþii este O(N).

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(N) + O(N ·
log N) +  O(N) = O(N · log N).

P050317: Locuinþe
Problema se reduce la a verifica, pen-
tru fiecare dintre cãrãri (drepte) dacã
punctele corespunzãtoare cãsuþelor
elfilor cu haine deschise la culoare se
aflã de o parte a dreptei ºi punctele
corespunzãtoare cãsuþelor elfilor cu
haine închise la culoare se aflã de cea-
laltã parte a dreptei.

Pentru aceasta vom determina
ecuaþiile dreptelor ºi vom înlocui va-
riabilele x ºi y ale acestora cu coor-
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donatele cãsuþelor elfilor. Pentru cã-
suþele elfilor cu haine deschise la cu-
loare va trebui ca rezultatul sã aibã
un anumit semn, iar pentru cãsuþele
elfilor cu haine închise la culoare
acesta va trebui sã aibã semn opus. 

O variantã este sã determinãm
semnul pentru cãsuþa primului elf cu
haine deschise la culoare. Apoi vom
determina semnele pentru cãsuþele
tuturor celorlalþi elfi cu haine deschi-
se la culoare. 

Dacã apare un semn diferit pu-
tem trage imediat concluzia cã aceas-
tã cãrare nu este validã. Evident, dacã
obþinem o valoare 0, dreapta cores-
punzãtoare cãrãrii va trece prin punc-
tul corespunzãtor cãsuþei unui elf,
deci nici în aceastã situaþie cãrarea nu
este validã. 

Dacã nu am identificat nici o si-
tuaþie care sã ducã la concluzia cã o
cãrare nu este validã, putem fi siguri
cã toþi elfii cu haine deschise la culoa-
re au cãsuþele de aceeaºi parte a drep-
tei.

În continuare, vom determina
semnele pentru cãsuþele elfilor cu
haine închise la culoare. Dacã apare
valoarea 0 sau acelaºi semn ca ºi pen-
tru elfii cu haine deschise la culoare,
rezultã imediat cã acea cãrare nu este
validã.

Dacã nu am identificat nici acum
o situaþie care sã ducã la concluzia cã
acea cãrare nu este validã, putem fi
siguri cã toþi elfii cu haine închise la
culoare au cãsuþele de cealaltã parte a
dreptei.

Ca urmare, în acest moment pu-
tem concluziona cã respectiva cãrare
este validã.

Analiza complexitãþii
Citirea datelor de intrare implicã ci-
tirea celor m perechi de coordonate
ale cãsuþelor elfilor cu haine deschise
la culoare, a celor n perechi de coor-
donate ale cãsuþelor elfilor cu haine
închise la culoare, precum ºi coordo-
natele perechilor de puncte care de-
terminã cele k drepte corespunzãtoa-
re cãrãrilor propuse de sfetnici. Aºa-
dar, ordinul de complexitate al ope-
raþiei de citire a datelor de intrare
este O(m + n + k).

Pentru fiecare dintre cele k cãrãri
vom verifica, pe baza coordonatelor
celor douã puncte date, ecuaþiile drep-
telor corespunzãtoare. Pentru o cãra-
re, ordinul de complexitate al acestei
operaþii este O(1). 

În cel mai defavorabil caz, se ve-
rificã semnele corespunzãtoare tutu-
ror cãsuþelor elfilor cu haine deschise
la culoare ºi tuturor cãsuþelor elfilor
cu haine închise la culoare. Aºadar,
pentru o dreaptã vom verifica sem-
nele pentru m + n cãsuþe, operaþie al
cãrei ordin de complexitate este O(m
+ n). 

Dupã verificare, vom scrie în fi-
ºierul de ieºire mesajul corespunzã-
tor, operaþie al cãrei ordin de com-
plexitate este O(1). 

Rezultã imediat cã operaþia de ve-
rificare a validitãþii unei poteci are or-
dinul de complexitate O(1) + O(m +
n) + O(1) = O(m + n). În total vom
efectua k astfel de verificãri, ordinul
de complexitate al întregi operaþii fi-
ind O(k) · O(m + n) = O(k · (m + n)).

Scrierea datelor în fiºierul de ie-
ºire se realizeazã pe parcursul verifi-
cãrilor, deci nu se consumã timp su-
plimentar pentru aceastã operaþie. 

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m + n + k) +
O(k · (m + n)) = O(k · (m + n)).

P050318: Cercuri
În cazul în care considerãm cã cercu-
rile sunt vârfurile unui graf orientat,
problema se reduce la alegerea unei
configuraþii a arcelor, astfel încât fie-
care nod sã aibã un grad exterior dat
(numãrul sãgeþilor care pleacã din cer-
cul corespunzãtor) ºi un grad interior
dat (numãrul sãgeþilor care ajung la
cercul corespunzãtor).

Pentru aceasta vom crea o reþea
de transport care va conþine 2 · n + 2
noduri. Douã dintre acestea vor fi sur-
sa ºi destinaþia. n dintre noduri vor fi
legate de sursã prin arce ale cãror ca-
pacitãþi vor fi egale cu gradele inte-
rioare ale nodurilor. 

Celelalte n noduri vor fi legate de
destinaþie prin arce ale cãror capaci-
tãþi vor fi egale cu gradele exterioare
ale nodurilor. 

De la fiecare dintre primele n no-
duri vor pleca arce de capacitate 1
spre fiecare dintre celelalte n noduri.

În aceastã reþea vom determina
fluxul maxim. Dacã acesta va fi m,
atunci sãgeþile pot fi desenate (graful
poate fi construit). Arcele reþelei de
transport pe care existã flux vor indi-
ca modul în care vor fi desenate sã-
geþile (configuraþia arcelor).

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau din 2 · n +
2 numere, deci ordinul de complexi-
tate al operaþiei de citire a acestora va
fi O(n).

Pentru crearea reþelei de transport
va trebui, mai întâi sã construim cele
2 · n + 2 noduri ale acesteia, operaþie
al cãrui ordin de complexitate este
O(n). Pentru a lega primele n noduri
de sursã avem nevoie de un timp de
ordinul O(n); acelaºi ordin are ºi
timpul necesar legãrii celorlalte n
noduri de destinaþie. 

Fiecare dintre primele n noduri
va fi legat de fiecare dintre ultimele n
(cu o singurã excepþie - nu va exista
un arc de la nodul i la nodul n + i,
deoarece o sãgeatã trebuie sã porneas-
cã de la un cerc ºi sã ajungã la un alt
cerc); ordinul de complexitate al ope-
raþiei pentru un nod este O(n), deci
pentru toate nodurile obþinem un
timp de ordinul O(n2). Aºadar, or-
dinul de complexitate al operaþiei de
construire a reþelei de transport este
O(n) + O(n) + O(n) + O(n2) = O(n2).

Vom observa cã numãrul arcelor
reþelei de transport va fi n + n + n ·
(n – 1) = n · (n + 1). În aceastã reþea
va trebui sã determinãm un flux
maxim. 

Datoritã faptului cã ºtim cã
acesta va fi cel mult m, putem folosi
algoritmul Ford-Fulkerson al cãrui
ordin de complexitate va fi O(m · (n
+ n · (n + 1))) = O(m · n2), deoarece
fluxul maxim va fi m, iar numãrul de
muchii va fi n · (n + 1). 

Dacã am alege algoritmul Ed-
monds-Karp, am avea, teoretic, ordi-
nul de complexitate O((n · (n + 1) +
n) · n · (n + 1) · n ) = O(n5). Totuºi,
datoritã parcurgerii în lãþime, fiecare
drum are, de fapt, lungimea 3 în
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foarte multe situaþii (marea majorita-
te), deci ordinul real de complexitate
în cazul mediu va fi, de fapt, O(n3). 

Dupã determinarea fluxului va
trebui doar sã verificãm arcele care
conþin flux nenul ºi sã scriem datele
în fiºierul de ieºire. Ordinul de com-
plexitate al acestei operaþii este O(n2).

În concluzie, algoritmul de rezol-
vare a acestei probleme pentru cazul
mediu are ordinul de complexitate
O(n) + O(n2) + O(m · n2) + O(n2) =
O(m · n2) dacã fluxul este determinat
cu ajutorul algoritmului Ford-Fulker-
son ºi O(n) + O(n2) + O(n3) + O(n2)
= O(n3) dacã se utilizeazã algoritmul
Edmonds-Karp.

P050319: Ordine
Poienile din Pãdurea Aurie pot fi
considerate a fi nodurile unui graf
neorientat ale cãrui muchii sunt date
de drumurile dintre acestea. 

Astfel, problema se reduce la iden-
tificarea unui ciclu într-un graf. Pen-
tru aceasta putem utiliza un algoritm
de determinare a ciclurilor ºi ne vom
opri în momentul în care este identi-
ficat primul ciclu. Enunþul problemei
ne asigurã cã graful va conþine întot-
deauna cel puþin un ciclu.

Dupã identificarea ciclului vom
scrie în fiºierul de ieºire numerele de
ordine ale nodurilor care formeazã
ciclul identificat. 

Analiza complexitãþii
Citirea datelor de intrare implicã ci-
tirea extremitãþilor celor m muchii
ale grafului, operaþie al cãrei ordin de
complexitate este O(m). Pe parcursul
citirii vom crea ºi reprezentarea
grafului, operaþie care nu consumã
timp suplimentar.

În continuare va trebui sã identi-
ficãm un ciclu, operaþie care implicã,
în cel mai defavorabil caz, efectuarea
unei parcurgeri complete în adâncime
a grafului. Aceasta are ordinul de com-
plexitate O(m + n).

Datele de ieºire constau în nume-
rele de ordine ale nodurilor care for-
meazã un ciclu. Ciclul poate fi for-
mat, în cel mai defavorabil caz, din
toate cele n noduri ale grafului, deci
operaþia de scriere a rezultatului în

fiºierul de ieºire are ordinul de com-
plexitate O(n).

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(m +
n) + O(n) = O(m + n).

P050320: Strategie
Cele n obiective strategice vor repre-
zenta nodurile unui graf neorientat
ale cãrui muchii vor fi date de cele m
cãrãri

Astfel, problema se reduce la de-
terminarea unei partiþionãri în cicluri
disjuncte pentru graful construit. Nu-
mãrul ciclurile disjuncte va fi întot-
deauna m - n + 1. Pe mãsurã ce iden-
tificãm aceste cicluri le vom scrie în
fiºierul de ieºire.

Pentru a partiþiona un graf în ci-
cluri disjuncte va trebui, mai întâi, sã
determinãm un arbore parþial. Apoi
vom lua în considerare toate muchii-
le care nu fac parte din acest arbore
ºi vom închide ciclurile corespunzã-
toare.

Cea mai convenabilã modalitate
este folosirea arborelui DF, deoarece
operaþia de închidere a ciclurilor este
mai simplã. Toate muchiile care nu
fac parte din arborele DF vor fi mu-
chii de întoarcere. În momentul în
care se va identifica o astfel de mu-
chie, va fi determinat ºi ciclul pe care
îl închide.

Analiza complexitãþii
Citirea datelor de intrare implicã citi-
rea extremitãþilor celor m muchii ale
grafului, operaþie al cãrei ordin de
complexitate este O(m). Pe parcursul
citirii vom crea ºi reprezentarea gra-
fului, operaþie care nu consumã timp
suplimentar.

În continuare va trebui sã identi-
ficãm ciclurile disjuncte ale grafului,
operaþie al cãrei ordin de complexi-
tate este O(m · n - n2). Pe mãsura
identificãrii acestora, ele vor fi scrise
în fiºierul de ieºire, deci generarea fi-
ºierului de ieºire nu va consuma timp
suplimentar.

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(m ·
n - n2) = O(m · n - n2).

P050321: Zvonuri
Putem privi elfii ca fiind nodurile unui
graf orientat în care existã o muchie
de la un nod la altul, dacã un zvon
este comunicat de cãtre elevul cores-
punzãtor primului nod la nodul co-
respunzãtor celui de-al doilea nod.

În aceste condiþii problema se
reduce la determinarea numãrului
componentelor tare-conexe ale unui
graf orientat.

Datoritã numãrului mare de mu-
chii, vom pãstra graful sub forma unei
liste a succesorilor. Pentru fiecare nod
vom cunoaºte poziþia la care încep
succesorii sãi în aceastã listã. Evident,
poziþia la care se terminã succesorii
unui nod este datã de poziþia la care
încep succesorii urmãtorului nod (cel
care are numãrul de ordine mai mare
cu 1). Folosind aceastã reprezentare a
grafului, vom putea aplica fãrã difi-
cultãþi deosebite oricare dintre algo-
ritmii rapizi de determinare a compo-
nentelor tare-conexe. 

Pe parcursul determinãrii acestor
componente le vom numãra. Evident,
datoritã numãrului relativ mare de no-
duri, algoritmul simplu (cel care are
ordinul de complexitate O(n3)) nu va
putea fi folosit. Totuºi, algoritmul
plus-minus, care ruleazã în timp pã-
tratic poate fi utilizat.

Analiza complexitãþii
Citirea datelor de intrare implicã citi-
rea succesorilor nodurilor grafului (ca-
re sunt folosiþi pentru crearea listei ce-
lor m arce), aºadar ordinul de comple-
xitate al acestui algoritm este O(m).

Pentru a determina poziþiile de
început ale succesorilor nodurilor, es-
te necesarã o parcurgere a vectorului
care conþine numerele succesorilor,
ordinul de complexitate al acestei ope-
raþii fiind O(n).

Pentru a determina ºirul succeso-
rilor este necesarã o nouã parcurgere
a muchiilor; ca urmare, ordinul de
complexitate al acestei operaþii este
O(m).

În continuare vom presupune cã
am folosit algoritmul eficient de de-
terminare a componentelor tare-co-
nexe. Aºadar acestea sunt identificate
într-un timp de ordinul O(m + n).
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Datele de ieºire constau într-un

singur numãr, deci operaþia de scriere
a rezultatului în fiºierul de ieºire are
ordinul de complexitate O(1).

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(n) +
O(m) + O(m + n) + O(1) = O(m + n).

P050322: Plan
Satele elfilor pot fi privite ca fiind no-
durile unui graf ale cãrui muchii sunt
date de drumurile dintre sate. Costu-
rile muchiilor reprezintã costurile ne-
cesare construirii unui zid magic pe
cãrãrile dintre douã sate.

În aceste condiþii problema se re-
duce la determinarea unui arbore par-
þial de cost minim ºi a celui de-al doi-
lea arbore parþial de cost minim într-
un graf neorientat. Prin al doilea ar-
bore parþial minim înþelegem arbore-
le cu cel mai mic cost care este diferit
de arborele parþial de cost minim.

Pentru a determina arborele parþ-
ial de cost minim putem folosi unul
dintre algoritmii clasici: Kruskal sau
Prim. Datoritã faptului cã graful este
specificat prin lista muchiilor, poate
fi preferat algoritmului lui Kruskal.

Pentru a utiliza algoritmul lui
Kruskal, muchiile trebuie sortate în
funcþie de costul lor. Datoritã faptu-
lui cã sunt cel mult 1000 de muchii,
nu trebuie neapãrat folosit un algo-
ritm performant de sortare, fiind su-
ficient unul care funcþioneazã în timp
pãtratic.

Dupã construirea listei ordonate
a muchiilor, arborele parþial de cost
minim se determinã folosind algorit-
mul amintit. Vom crea un vector de
indici în care un element va indica nu-
mãrul de ordine (în lista sortatã) al
unei muchii care face parte din arbo-
rele parþial de cost minim.

Vom demonstra în continuare cã
al doilea arbore parþial de cost minim
diferã printr-o singurã muchie de ar-
borele parþial de cost minim. În acest
scop vom utiliza metoda reducerii la
absurd. Vom presupune cã acest ar-
bore diferã prin douã sau mai multe
muchii. Aºadar, au fost eliminate cel
puþin douã muchii care au fost înlo-
cuite cu altele. 

Evident, costurile muchiilor adã-
ugate sunt mai mari sau egale cu cos-
turile muchiilor eliminate deoarece,
în caz contrar ele ar fi fãcut parte din
arborele parþial de cost minim.

Reintroducând în arbore una din-
tre muchiile eliminate ºi eliminând-o
pe cea cu care aceasta a fost înlocuitã
vom obþine un arbore parþial minim
care are un cost mai mic sau egal. În
plus, acest arbore diferã de arborele
parþial de cost minim datoritã prezen-
þei celeilalte muchii nou introduse. 

Ca urmare, am obþinut un arbore
care are un cost mai mic sau egal de-
cât "al doilea arbore parþial de cost
minim" ºi un cost mai mare sau egal
decât cel al arborelui parþial de cost
minim. În concluzie, ipoteza este
falsã, deci al doilea arbore parþial de
cost minim diferã printr-o singurã
muchie de arborele parþial de cost
minim.

Pentru a determina al doilea ar-
bore parþial de cost minim vom con-
sidera cã oricare dintre muchiile care
nu fac parte din arborele parþial de
cost minim este o muchie candidatã
pentru inserare. 

Prin inserarea unei astfel de mu-
chii se creeazã un ciclu; aºadar, una
dintre muchiile din acest ciclu trebu-
ie eliminatã pentru a pãstra proprie-
tatea de arbore. Pentru ca arborele
obþinut sã aibã un cost cât mai mic
vom elimina acea muchie care are cea
mai micã diferenþã de cost faþã de
muchia introdusã.

Pentru a regãsi soluþia vom pãs-
tra diferenþa minimã obþinutã la un
moment dat, muchia adãugatã în mo-
mentul în care a fost determinatã
aceastã diferenþã minimã ºi muchia
eliminatã în momentul respectiv. 

Pentru a determina ciclul format
prin adãugarea unei muchii vom crea
o listã de pãrinþi ai nodurilor din ar-
borele parþial de cost minim. Pentru
fiecare nod, cu excepþia nodului 1
(pe care îl vom considera ca fiind rã-
dãcina arborelui) vom pãstra numã-
rul de ordine al pãrinþilor nodurilor
în arborele parþial de cost minim care
are rãdãcina în nodul 1.

Lista pãrinþilor poate fi determi-
natã folosind urmãtorul algoritm: cât

timp nu au fost stabiliþi pãrinþii tutu-
ror nodurilor, se parcurge lista mu-
chiilor arborelui parþial de cost mi-
nim; în momentul în care este identi-
ficatã o muchie pentru care se cu-
noaºte pãrintele uneia dintre extremi-
tãþi ºi nu se cunoaºte pãrintele celei-
lalte extremitãþi se poate afirma cã
pãrintele acestei a doua extremitãþi
este prima extremitate.

Cunoscând lista pãrinþilor, se
poate determina un ciclu format prin
adãugarea unei muchii, dacã se par-
curg traseele de la extremitãþile mu-
chiilor spre rãdãcinã. 

Dupã determinarea acestor douã
trasee se eliminã porþiunile comune
(acestea nu fac parte din ciclu). 

Muchiile de pe cele douã trasee
(dupã eliminarea porþiunii comune)
sunt muchiile care, împreunã cu mu-
chia adãugatã, formeazã un ciclu. 

În acest moment se poate verifica
dacã prin eliminarea uneia dintre mu-
chiile de pe trasee ºi adãugarea mu-
chiei considerate se obþine o diferen-
þã mai micã decât minimul din acel
moment. 

Pentru a obþine mai rapid costul
unei muchii va trebui sã avem la dis-
poziþie o matrice a costurilor. Aceas-
ta poate fi creatã pe mãsura citirii
datelor de intrare.

În final vom cunoaºte muchiile
care fac parte din primul arbore par-
þial minim, muchia care este elimina-
tã în vederea obþinerii celui de-al doi-
lea arbore de cost minim ºi muchia
care trebuie inseratã în vederea obþi-
nerii acestui al doilea arbore de cost
minim.

Este cunoscut faptul cã numãrul
de muchii dintr-un arbore parþial al
unui graf cu n noduri este n - 1. Pen-
tru a scrie în fiºierul de ieºire muchi-
ile arborelui parþial de cost minim va
trebui sã parcurgem doar lista mu-
chiilor ºi sã scriem extremitãþile co-
respunzãtoare. 

Pentru a scrie în fiºierul de ieºire
muchiile celui de-al doilea arbore par-
þial de cost minim vom scrie mai în-
tâi extremitãþile muchiei adãugate. 

În continuare vom parcurge din
nou lista muchiilor ºi vom scrie ex-
tremitãþile corespunzãtoare numai
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dacã acestea nu sunt cele ale muchiei
eliminate.

Analiza complexitãþii
Citirea datelor de intrare implicã ci-
tirea celor m muchii ale grafului, aºa-
dar ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm este O(m). În paralel cu
citirea se realizeazã ºi crearea matri-
cei costurilor, ordinul de complexita-
te al acestei operaþii fiind tot O(m).

Algoritmul de sortare a muchii-
lor grafului are ordinul de complexi-
tate O(m2) deoarece nu este necesarã
folosirea unui algoritm mai perfor-
mant.

Algoritmul de determinare a mu-
chiilor care fac parte din arborele par-
þial minim implicã o parcurgere a lis-
tei sortate a muchiilor ºi, la fiecare pas,
actualizarea claselor de echivalenþã
corespunzãtoare nodurilor grafului.
Ca urmare, ordinul de complexitate
al acestei operaþii este O(m · n).

Pentru determinarea listei pãrin-
þilor va trebui parcursã de mai multe
ori lista muchiilor. Aºadar, fiecare par-
curgere are ordinul de complexitate
O(m). Datoritã faptului cã avem n
noduri ºi la fiecare parcurgere se va
determina cel puþin pãrintele unui
nod, ordinul de complexitate al ope-
raþiei de determinare a listei pãrinþi-
lor este O(m · n).

Pentru a determina cel de-al doi-
lea arbore parþial de cost minim va
trebui sã luãm în considerare toate
cele m - n + 1 muchii care nu fac par-
te din arborele parþial de cost minim.
Pentru fiecare astfel de muchie vom
determina traseele pânã la rãdãcinã
(nodul 1). 

Un astfel de traseu va conþine cel
mult n - 1 noduri, deci ordinul de
complexitate al operaþiei de determi-
nare a unui traseu este O(n). Cele do-
uã trasee conþin cel mult n - 1 noduri,
deci operaþia de eliminare a porþiunii
comune are ordinul de complexitate
tot O(n). 

Considerarea muchiilor care fac
parte din ciclu are acelaºi ordin de
complexitate O(n) deoarece un ciclu
este format din cel mult n muchii. În
concluzie, operaþia de determinare a
celui de-al doilea arbore parþial de

cost minim are ordinul de complexi-
tate O(m - n + 1) · (O(n) + O(n) +
O(n)) = O(m - n) · O(n) = O(m · n -
n2).

Scrierea datelor în fiºierul de ieºi-
re implicã douã traversãri a listei mu-
chiilor arborelui parþial de cost mi-
nim, deci are ordinul de complexitate
O(n).

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(m2)
+ O(m · n) + O(m · n) + O(m · n -
n2) + O(n) = O(m · (m + n)).

P050323: Mesaj
Satele elfilor pot fi privite ca fiind
nodurile unui graf neorientat în care
muchiile reprezintã cãrãrile dintre
sate.

În aceste condiþii problema se re-
duce la determinarea, pentru fiecare
nod, a distanþei faþã de nodul iden-
tificat prin 1 (cel care reprezintã cel
mai important sat). 

Distanþa dintre douã noduri este
datã de numãrul muchiilor din care
este format cel mai scurt drum dintre
cele douã noduri.

Pentru a determina aceste distan-
þe vom folosi algoritmul de parcur-
gere în lãþime (Breadth First - BF) a
unui graf. La fiecare pas vom deter-
mina, pentru toate nodurile aflate pe
nivelul curent, nodurile de pe nivelul
urmãtor. 

Nodurile de pe nivelul urmãtor
sunt acele noduri care au legãturi di-
recte cu cel puþin un nod de pe nive-
lul curent ºi nu se aflã pe un nivel an-
terior. 

Este evident faptul cã toate nodu-
rile de pe un anumit nivel se vor afla
la aceeaºi distanþã faþã de nodul iden-
tificat prin 1. 

Aºadar, distanþa faþã de acest nod
va fi datã de nivelul pe care se aflã no-
dul respectiv în urma parcurgerii în
lãþime.

Dupã determinarea acestor dis-
tanþe vom scrie rezultatele în fiºierul
de ieºire.

Analiza complexitãþii
Citirea datelor de intrare implicã ci-
tirea celor m muchii ale grafului, aºa-

dar ordinul de complexitate al aces-
tui algoritm este O(m). În paralel cu
citirea se realizeazã crearea structurii
de date în care este memorat graful,
ordinul de complexitate al acestei ope-
raþii fiind tot O(m).

Algoritmul de parcurgere în lãþi-
me a unui graf are ordinul de comple-
xitate O(m), deci acesta este ordinul
de complexitate al operaþiei de deter-
minare a distanþelor la care se aflã no-
durile faþã de nodul identificat prin 1.

Scrierea datelor în fiºierul de ieºi-
re implicã scrierea a n - 1 valori, aºa-
dar ordinul de complexitate al acestei
operaþii este O(n).

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(m)
+ O(m) + O(n) = O(m + n).

P050324: Atac
Satele elfilor pot fi privite ca fiind no-
durile unui graf neorientat în care mu-
chiile reprezintã cãrãrile dintre sate.
Un sat poate fi pãrãsit în siguranþã
doar dacã nu este nod critic în graf.

Vom utiliza algoritmul de deter-
minare a nodurilor critice ºi, în mo-
mentul detectãrii unui astfel de nod,
vom marca acest nod ca fiind critic. 

În final, vom numãra nodurile ne-
critice ºi vom scrie numerele de ordi-
ne ale acestora.

Analiza complexitãþii
Citirea datelor de intrare implicã citi-
rea celor m muchii ale grafului, aºa-
dar ordinul de complexitate al acestui
algoritm este O(m). În paralel cu citi-
rea se realizeazã crearea structurii de
date în care se memoreazã graful, or-
dinul de complexitate al acestei ope-
raþii fiind tot O(m).

Algoritmul de determinare a no-
durilor critice ale unui graf are ordi-
nul de complexitate O(m + n).

Datoritã faptului cã un graf poate
conþine cel mult n noduri critice, or-
dinul de complexitate al operaþiei de
scriere a datelor de ieºire are ordinul
de complexitate O(n).

În concluzie, ordinul de comple-
xitate al algoritmului de rezolvare a
acestei probleme este O(m) + O(m) +
O(m + n) + O(n) = O(m + n).
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