Programare dinamici

Algoritmul lui LEE,
TEORIE si APLICATII

Radu Visinescu, Violeta Visinescu

Cum trehuie prezentata varianta Lee a metodei programadrii dinamice? Cum se
gandeste si se rezolvé o problema folosind aceasté tehnica? Sunt intrebari la
care acest articol cauvté sé dea un posibil rédaspuns.

Vom analiza in articolul de fatd ca-
zuri de folosire ale algoritmului Lee.

Incercim si aritim prin exemple
cum se efectueazd trecerea de algorit-
mul clasic de parcurgere in litime, la
prelucrarea dinamicd a nodurilor unui
graf, folosind de fiecare datd structu-
ra de date de tip coadd.

Articolul contine o prezentare
teoreticd a problemei generice urma-
td de patru aplicatii, dintre care doud
inedite.

Parcurgerea in adancime
Problema genericd permite urmito-
rul enunt: se considerd un graf neori-
entat conex cu N noduri, ale cirui
muchii an costuri egale cu unitatea;
definim distanta dintre doud noduri
ca fiind costul celui mai scurt lant
elementar care le uneste; dandu-se
un nod de plecare 1,, si se parcurgd
nodurile grafului in ordinea cresci-
toare a distantelor fatd de nodul de
plecare.

Rezolvare

Memorim graful prin matricea de
adiacenti A care contine N linii si N
coloane. Notim prin D vectorul de
costuri (distante), iar prin Pirinte
vectorul de predecesori. Acesti doi
vectori au, fiecare, cite N elemente.

Se utilizeazi ca structuri de date
auxiliard o coadd C (pistratd sub for-

ma unui vector) ale cirui elemente
sunt noduri ale grafului. De aseme-
nea, se pastreazd referintele P si U
ctre primul, respectiv ultimul, ele-
ment al cozii.

Un ultim vector utilizat este Sel
in care se memoreazd nodurile par-
curse.

Varianta in pseudocod a algorit-
mului de rezolvare este urmdtoarea:

Algoritm BF (A, D, Parinte):

pentrul < 1, N executd
SEL[I] ¢« 0

sfarsit pentru

P« 0

U«0

U«<U + 1

Clul « 1,

SellI,)] «1

D[I,] « 0

Parinte[Io] «—0

cdt timp P < U executd
P«<—P+1
NOD « C[P]
D« D[P]
scrie NOD, D[NOD]
pentru J < 1, N executd

dacd (A[NOD, J] =1) atunci
dacd (SEL[J] =0) atunci
D[J] «<D+1

SEL[J] « 1
U«<U+1
C[U] «J
Parinte[J] « NOD
sfarsit dacd
sfarsgit dacd
sfarsit pentru
sfarsgit cat timp
sfarsit algoritm

Drumul minim de la nodul 7 Ia
nodul H se obtine folosind urmitoa-
rea secventa:

Algoritm Drum (H, Parinte) :
dacd (Parinte[H]<>0) atunci
Drum (Parinte[H], Padrinte)
sfarsit dacd
scrie H
sfarsit algoritm

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului este O(N?) daci se foloseste
matricea de adiacentd si devine O(N
+ M) dacd se folosesc listele de adia-
centd.

Se poate demonstra ci algoritmul
viziteazd nodurile in ordinea cresci-
toare a distantelor de la nodul de
plecare.

Algoritmul prezentat anterior
poate fi aplicat si in cazul grafurilor
orientate.
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Exemplu

Pentru graful orientat din figura ur-
mdtoare parcurgerea BF pornind din
varful 1 atinge varfurile in ordinea: 1,
2,5,4,7,6.

Varful 3 nu poate fi atins. Se presu-
pune ci de fiecare datd este ales
varful cu eticheta cea mai micd.

Acest algoritm poate fi privit in
acelasi timp drept algoritmul generic
pentru o clasi de probleme de optim,
rezolvate printr-o variantd deosebitd
a programdrii dinamice.

Astfel, principiul de optimalitate
poate fi enuntat in modul urmitor:
Fie Vunnodsil, 1, ... A I,=V
un drum de cost minim de la 7, la V.
In acest caz, I,1,.. ,Ip_1 este drum
de cost minim de la 7, la I,

Ca urmare, se poate aplica meto-
da inainte. Vom determina drumuri
de cost minim de la 7, la orice alt
nod al grafului. Substructura optimi
este datd de subgraful parcurs la un
moment dat. Optimul problemei este
dat de unul dintre cele mai indepir-
tate noduri.

In aplicatii criteriul de optim se
poate schimba, dar pricipiul de opti-
malitate §i substructura rimane ace-
easl. De asemenea, In permanentd se
foloseste o coadd de noduri. De mul-
te ori graful este dat implicit ca fiind
indus de o matrice cu N linii si M
coloane, iar In acest caz nu constru-
im efectiv graful, ci operim asupra
matricel initiale.

Aplicatii

Urmitoarea problemi prezinti o va-
riantd simpli de parcurgere in litime
cu anumite restrictii. Problema a fost
propusi spre rezolvare la editia 2004
a Olimpiadei Judetene de Informati-
cd. Prezentim enuntul intr-o formi
mai scurt.

Romeo si Julieta
Romeo si Julieta se afli intr-un oras a
cdrui harti au reprezentat-o sub for-

ma unei matrice cu N linii si M co-
loane, in matrice fiind marcate cu
spatiu zonele prin care se poate trece
(strizi lipsite de pericole) si cu X
zonele prin care nu se poate trece.

Pozitia lui Romeo este marcati cu
R, iar pozitia Julietei cu J. Ei se pot
deplasa numai prin zonele care sunt
marcate cu spatiu, din pozitia curentd
in oricare dintre cele opt pozitii inve-
cinate (pe orizontald, verticald sau di-
agonale).

Ei au hotdrat cd trebuie si aleagi
un punct de intlnire in care atat Ro-
meo, cat si Julieta s3 poatd ajunge in
acelasi timp, plecand de acasi. Ei es-
timeaz3 timpul necesar pentru a ajun-
ge la intdlnire prin numirul de ele-
mente din matrice care constituie
drumul cel mai scurt de acasi pand la
punctul de intalnire.

Scrieti un program care si deter-
mine o pozitie pe hartd la care Ro-
meo si Julieta pot si ajungd in acelasi
timp. Daci existd mai multe solutii,
programul trebuie si determine o so-
lutie pentru care timpul este minim.

Date de intrare

Fisierul de intrare rj.in contine pe
prima linie numerele naturale N si M,
care reprezintd numdrul de linii si
respectiv de coloane ale matricei,
separate prin spatiu.

Fiecare dintre urmitoarele N linii
contine M caractere (care pot fi doar
R, ], X sau spatiu) reprezentind ma-
tricea.

Date de iesire

Fisierul de iesire rj.out va contine o
singurd linie pe care sunt scrise trei
numere naturale separate prin cite un
spatiu tmin, x si y, avind semnifica-
tia: (x, y) reprezintd punctul de ntil-
nire (x - numdrul liniei, y - numirul
coloanei), iar tmin reprezintd timpul
minim in care Romeo (respectiv Ju-
lieta) ajunge la punctul de intalnire.

Restrictii si precizari

«2<N, M<100;

o liniile si coloanele matricei sunt
numerotate Incepand cu 1;

o pentru datele de test existd ntot-
deauna solutie.

Exemplu
rj.in
58
XXR XXX
X X X
JXX X
XX
XXX XXXX

rj.out
4 4 4

Explicatie
Traseul lui Romeo poate fi: (1, 3), (2,
4), (3, 4), (4, 4). Asadar, timpul nece-
sar lui Romeo pentru a ajunge de aca-
si la punctul de intalnire este 4.
Traseul Julietei poate fi: (3, 1), (4,
2), (4, 3), (4, 4). Timpul necesar Julie-
tei pentru a ajunge de acasd la punc-
tul de intalnire este, de asemenea, 4.
In plus (4, 4) este punctul cel mai
apropiat de ei cu aceastd proprietate.

Rezolvare

Pornim alternativ din pozitiile lui Ro-
meo si a Julietei. La fiecare pas K ge-
nerim in doud cozi separate punctele
din matrice aflate la distanta K de po-
zitiile initiale pentru Romeo si Julieta.
Comparim cele doud liste de puncte.
Daci gdsim un punct comun algorit-
mul se incheie, dacd nu generdm punc-
tele aflate la distante K + 1 s.a.m.d.

In alte situatii de optim este util
si folosim o coadi cu priorititi. Este
si cazul urmitoarei probleme, propu-
se la editia 2003 a Olimpiadei Jude-
tene de Informatica.

Taxe

fntr-o tard in care coruptia este in
floare si economia la pimant, pentru
a obtine toate aprobirile necesare in
scopul demaririi unei afaceri, inves-
titorul trebuie si treacd prin mai
multe camere ale unei clidiri in care
se afld birouri.

Clidirea are un singur nivel in ca-
re birourile sunt lipite unele de altele
formand un caroiaj pitratic de dimen-
siune 7 x n. Pentru a facilita accesul
in birouri, toate camerele vecine au
usi intre ele. In fiecare birou se afli
un functionar care pretinde o taxd de



trecere prin camerd (taxd care poate
fi, pentru unele camere, egald cu 0).

Investitorul intrd Increzdtor prin
coltul din stinga-sus al clidirii (cum
se vede de sus planul clidirii) si do-
reste si ajungd in coltul opus al cld-
dirii, unde este iesirea, plitind o taxd
totald cat mai mici.

Stiind cd el are in buzunar § euro
si ci fiecare functionar ii pretinde ta-
xa imediat ce investitorul intrd in bi-
rou, se cere si se determine daci el
poate primi aprobdrile necesare si, in
caz afirmativ, care este suma maxim3
de bani care 1i rimane in buzunar la
lesirea din cladire.

Date de intrare

Fisierul de intrare taxe.in contine
pe prima linie numerele § si 7, des-
partite printr-un spatiu, iar pe urma-
toarele  linii cite » numere separate
prin spatii care reprezintd taxele ce-
rute de functionarii din fiecare birou.

Date de iesire

Fisierul de iesire taxe.out contine o
singurd linie pe care se afld numdrul
maxim de euro care 1i rimin in buzu-
nar sau valoarea -1 dacd investitoru-
lui nu-i ajung banii pentru a obtine
aprobarea.

Restrictii si precizari

«3<N<100;

«1<5<10000;

o valorile reprezentind taxele cerute
de functionarii din birouri sunt nu-
mere naturale, o taxi nedepisind
valoarea de 200 de euro;

o la incheierea programului nu se va
solicita apdsarea unei taste.

Exemplu
taxe.in
10 3

(ST
o W N
oo

taxe.out

Rezolvare
Folosim o coad circulari cu priori-
tati, iar pe fiecare nivel al cozii pds-

trdm trei valori: linia, coloana si va-
loarea minimi plititd pand in acel
punct. Particularitatea constd in fap-
tul ci prin fiecare celuld a matricei
trecem o singurd datd, iar la fiecare
pas continuim procesarea celulei din
varful cozii.

De asemenea, folosim o matrice
auxiliard de elemente deja selectate,
bordati initial cu valoarea true.

Ordinul de complexitate al algo-
ritmului este O(N*), deoarece dimen-
siunea maximd a cozii este N si se
executd maxim N? introduceri.

Varianta in pseudocod este urma-
toarea:

subalgoritm init
pentru J« 0, N+1 executd
sel[0,J] ¢« adevdrat
sel [N+1,J] < adevdrat
sfarsit pentru
pentru I« 1, N executd
sel[I,0] ¢« adevdrat
sel[I,N+1] < adevdrat
sfarsit pentru
sfarsit subalgoritm

subalgoritm insert (A, B, VALOARE)
U«U+1
dacd U > 2001 atunci
U1
sfarsit dacd
CAPAT«P-1
dacd CAPAT=0 atunci
CAPAT < N
sfarsit dacd
dacd U = 1 atunci

POZ « 2001
altfel
POZ«U-1

sfarsit dacd
cat timp (POZ # CAPAT) si
(VALOARE > Q[3,P0Z]) executd
POZ2 < POZ + 1
dacd POZ2 > 2001 atunci
POZ2 ¢« 1
sfarsit dacd
Q[1,P0Z2] < QI[1,P0Z]
Q[2,P0Z2] < Q[2,P0Z]
Q[3,P0Z2] < QI[3,P0Z]
POZ < POZ -1
dacéd POZ = 0 atunci
POZ « 2001
sfarsit dacd
sfarsit cat timp

POZ <~ POZ + 1
dacd POZ > 2001 atunci
POZ <1

sfarsit dacd

Q[1,P0OZ] <A

Q[2,P0Z] « B

Q[3,P0Z] < VALOARE
sfarsit subalgoritm

algoritm Lee
P«0
U0
U<U+1
dacd U > 2001 atunci
U1
sfarsit dacd
Q[1,U] «1
Q[2,U] «1
Q[3,U] «S-A[1,1]
SEL[1,1] ¢ adevdrat
OK ¢ adevdrat
cat timp OK executd
P« P+l
dacd P > 2001 atunci
pe1l
sfarsit dacd
L<Q[1,P]
C«Ql[2,P]
V< QI[3,P]
dacd nu SEL[L-1,C] atunci
insert (L-1,C,V-A[L-1,C])
dacd (L-1=N) si (C=N)
atunci
OK ¢« fals
sfarsit dacd
dacd nu OK atunci
dacd (V-A[L-1,C]) 20
atunci
scrie V-A[L-1,C]
altfel
scrie -1
sfarsit dacd
sfarsit dacd
SEL[L-1,C] < adevarat;
sfarsit dacd
dacd OK atunci
dacd nu SEL[L+1,C] atunci
insert (L +1,C,V -
A[L+1,C]);
dacd (L+1=N)and(C=N)
atunci
OK ¢ fals
sfarsit dacd
dacd nu OK atunci
dacd (V-A[L+1,C]) >=0
atunci
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scrieV - A[L+1,C]
altfel
scrie -1
sfarsit dacd
sfarsit dacd
SEL[L+1,C] ¢« adevdrat
sfarsit dacd
sfarsit dacd
dacd OK atunci
dacd nu SEL[L,C-1] atunci
insert(L,C -1,

V-A[L,C-1])
dacd (L=N) si (C-1=N)
atunci

OK ¢ fals
sfarsit dacd
dacd nu OK atunci
daca (V-A[L,C-1]) >=0
atunci
scrie V-A[L,C-1]
altfel
scrie -1
sfarsit dacd
sfarsit dacd
SEL[L,C-1] ¢« adevdrat
sfarsit dacd
sfarsit dacd
dacd OK atunci
dacd nu SEL[L,C+1] atunci
insert (L,C+1,V-A[L,C+11])
dacd (L=N)and(C+1=N)
atunci
OK « fals;
sfarsit dacd
dacd nu OK atunci
dacd (V-A[L,C+1]) >=0
atunci
scrie V- A[L,C+1]
altfel
scrie -1
sfasgit dacd
sfasit dacd
SEL[L,C+1] ¢« adevdrat
sfasit dacd
sfasit dacd
sfarsit cat timp
sfarsit algoritm

Existd cazuri in care algoritmul
lui Lee trece de mai multe ori prin
celulele suprafetei. Este si situatia ur-
mdtoarei probleme.

n
(=
o
N
2
S
]
2
S
Q2
[]]
-
L}
N
N
n
-
=
<
o
(4
E
(L]

Alpinist
O regiune muntoasd este codificatd
printr-o matrice patraticd A de di-

[T
©o

mensiune N cu elemente numere na-
turale, In care iniltimea zonei de co-
ordonate (I, /) este valoarea A[/, J].

Un alpinist doreste sd parcurgd
diferite trasee. El poate pleca din ori-
ce zond, la fiecare etapi a traseului se
poate deplasa o pozitie pe una din di-
rectiile sus, jos, stinga, dreapta, fird a
lesi din regiunea datd si cu conditia
ca de fiecare datd si aleagi o noui
zoni cu iniltimea strict mai mare de-
¢t cea anterioard.

Determinati care este lungimea
maximi (In numdr de etape) pe care o
poate avea un astfel de traseu.

Date de intrare
Fisierul de intrare alpinist.in
contine pe prima linie valoarea N.

Pe fiecare dintre urmitoarele N
linii se afli cite N numere intregi, re-
prezentind in ordine indltimile zone-
lor de pe respectivele linii ale matricei
A separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire alpinist.out va
contine, pe o singurd linie, valoarea
MAX reprezentand lungimea maxi-
md cerutd.

Restrictii si precizari:
«1<N<100;

* 0 < A[1, J] < 10000,

Exemplu:
alpinist.in
4

4 58 10
310 1 12

2 20 15 14
10 21 21 4

alpinist.out
10

Explicatie

Traseul cel mai lung este format din
valorile2 3 4 5 8 10 12 14 15
20 21.

Rezolvare

Se foloseste o matrice auxiliard L, un-
de L[Z, ]] va retine in final lungimea
maximi a unui traseu care are punct
final celula de coordonate (I, J).

La limitd, putem pleca din orice
celuld, dar pentru a optimiza algorit-
mul este suficient si plecim din acele
celule pentru care toti vecinii lor au
cote mai mari sau egale.

Algoritmul cozii se repeti pentru
fiecare astfel de celuli. In final calcu-
lim valoarea maximd a matricei L
care ne va da rezultatul problemei.

Varianta in pseudocod este urma-
toarea:

subalgoritm init
pentru i < 1, N executd
pentru J ¢ 1, N executd
L[I,J] « -1
sfargit pentru
sfarsit pentru
K« 0
pentru I < 1, N executd
pentru J ¢ 1, N executd
OK < adevdrat
dacd (I>1) si (A[I-1,J]<
A[I,J])
OK < fals
sfarsit dacd
dacd (I<N) si (A[I+1,J] <
A[I,J])

atunci

atunci

OK ¢ fals

sfarsit dacd

(J>1) si (A[I,J-1] <
A[I,J])

daca
atunci
OK < fals
sfarsit dacd
dacd (J<N) si (A[I,J+1] <
A[I,J])
OK < fals
sfarsit dacd
dacd OK atunci
L[I,J]«0
K< K+1
X[1,K] «1I
X[2,K] «<J
sfarsit dacd

atunci

sfargit pentru
sfarsit pentru
sfarsit subalgoritm

subalgoritm intr(C,D)
U«<U+1
dacd U>2000 atunci
U1
sfargit dacd
Q[1,U] «C
Q[2,U] «D
sfarsit subalgoritm



subalgoritm extr (C,D)
P« P+l

dacd P> 2000 atunci
P«1

sfargit dacd

C«Ql[1,P]

D«Q[2,P]

sfarsit subalgoritm

subalgoritm Lee (X,Y)
P«0, U«0
intr(X,Y)
cdt timp P#U executd
extr (X,Y)
dacd X>1 atunci
dacd A[X-1,Y] >A[X,Y]
atunci
dacd L[X-1,Y]<L[X,Y]+1
atunci
L[X-1,Y] «L[X,Y]+1
intr (X-1,Y)
sfargit dacd
sfargit dacd
sfarsit dacd
dacd X <N atunci
dacd A[X+1,Y] >A[X,Y]
atunci
dacd L[X+1,Y] <L[X,Y]+1
atunci
L[X+1,Y] « L[X,Y]+1
intr (X+1,Y)
sfargit dacd
sfargit dacd
sfarsit dacd
dacd Y>1 atunci
dacd A[X,Y-1] >A[X,Y]

atunci
dacd L[X,Y-1] <L[X,Y]+1
atunci
L[X,Y-1] « L[X, Y] +1

intr(X,Y-1)
sfargit dacd
sfargit dacd
sfarsit dacd
dacd Y<N atunci
dacd A[X,Y+1] >A[X,Y]
atunci
dacd L[X,Y+1] <L[X,Y]+1
atunci
L[X,Y+1] « L[X,Y]+1
intr (X,Y+1)
sfargit dacd
sfargit dacd
sfargit dacd
sfarsit cat timp
sfarsit subalgoritm

subalgoritm scriere

MAX ¢ -1

pentru I« 1, N executd
pentru J« 1, N executd
dacd L[I,J] >MAX atunci

MAX <~ L[I,J]

sfarsit dacd
sfarsit pentru

sfarsit pentru

scrie MAX

sfarsit subalgoritm

algoritm main
init
pentru I« 1, K executd
Lee(X[1,I]1,X[2,I])
sfarsit pentru
scriere
sfarsit algoritm

In final propunem spre rezolvare
urmdtoarea problema:

Speedy

Speedy Gonzales este fermier in Te-
xas. El are un ranch situat Intr-o zo-
nd denivelati care se poate reprezen-
ta printr-o matrice A cu N linii i M
coloane, elementul A[Z, J] reprezen-
tind Indltimea zonei de coordonate
(1, ]). Speedy nu are astimpir.

El porneste din zona initiali de
coordonate (4, B) si se poate deplasa
pe cele patru directii: sus, jos, stanga,
dreapta. Daci prin deplasare intr-o
celuld Invecinati Speedy urcd K uni-
tati de nivel, atunci viteza lui scade
cu 2 - K unititi de vitezd. Daci prin
de-plasarea intr-o celuld invecinatd el
coboard K unitdti de nivel, atunci vi-
teza sa creste cu K unitdti de vitez.
fn ambele situatii, din cauza oboselii
viteza scade constant cu o unitate.

Deoarece nu vrea si se opreascd,
el nu se va putea deplasa intr-o celuli
vecind decat daci viteza rimine strict
pozitiva.

Cunoscand viteza initiali V a lui
Speedy, determinati viteza maximd cu
care poate ajunge Intr-o zond aflati
pe marginea ranch-lui.

Date de intrare

Fisierul de intare speedy.in contine
pe prima linie valorile N, M, A, B si
V, separate prin cite un spatiu.

Pe fiecare din urmitoare N linii
se afld cate M valori reprezentind indl-
timile de pe linia corespunzitoare din
matrice separate prin cite un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire speedy.out va con-
tine, pe o singuri linie, valoarea MAX
care reprezinti viteza maximd, sau va-
loarea -1 dacd Speedy nu poate ajun-

ge la marginea ranch-ului.

Restrictii si precizari

e 1<N, M <100;

« 1<V <2000;

e1<A<N;

o1 <B<M;

e 0 < A[1, J] <1000

« toate valorile sunt numere intregi.

Exemplu

speedy.in

4 4 3 3 2000

10 5 0 1000

25 300 500 1000

50 2 0 1000

1000 1000 1000 1000

speedy.out
1944

Explicatie

Drumul optim este: (3, 3) —> (3, 2) -
G,H->2,)->11)>(1,2)>
(1,3),

Incheiere

Lisim cititorului plicerea de a rezol-
va ultima problemi. Aceasta poate fi
abordati in maniera problemei Taxe,
folosind o coadi cu priorititi in care
varful cozii retine in permanenti co-
ordonatele si viteza celulei de vitezd
maximi. O alti posibilitate este apli-
carea variantei din problema Alpi-
nist, in care trecem de mai multe ori
printr-o celuli (ori de cdte ori viteza
mai poate creste).
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