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Tot la grãmadã... 

Heap-uri MIN-MAX
Mihai Scorþaru

În cadrul acestui articol vom prezenta o altã structurã de date derivatã din
heap-urile binare. Principala diferenþã dintre heap-urile Min-Max ºi heap-
urile binare este faptul cã, la fel ca ºi heap-urile de intervale, heap-urile Min-
Max permit determinarea atât a elementului minim, cât ºi a elementului
maxim. Diferenþa dintre heap-urile Min-Max ºi heap-urile de intervale constã
în faptul cã nu este modificatã structura elementelor heap-ului (fiecare
element conþine un singur element), ci doar proprietatea de heap. 

Un heap Min-Max este o coadã de
prioritãþi cu douã capete în care
relaþia de ordonare dintre elemente
este bazatã pe ordinea min-max.

Cel mai mic element al structurii
se va afla în rãdãcina arborelui care
reprezintã heap-ul. Valorile cores-
punzãtoare elementelor de pe nivelu-
rile pare vor fi mai mici sau egale cu
valorile corespunzãtoare descenden-
þilor lor direcþi, iar valorile corespun-
zãtoare elementelor de pe nivelurile
impare vor fi mai mari sau egale cu
valorile corespunzãtoare descenden-
þilor lor direcþi.

Nivelurile pare sunt uneori numi-
te niveluri de minim sau niveluri
min, iar nivelurile impare sunt numi-
te niveluri de maxim sau niveluri max.
Am considerat cã numerotarea nive-
lurilor începe de la 0. 

În cazul în care numerotarea în-
cepe de la 1, atunci nivelurile pare

vor fi niveluri de maxim, iar niveluri-
le impare vor fi niveluri de minim.

Structura unui heap Min-Max es-
te prezentatã în figura 1.

Se observã cã elementul maxim
este pãstrat în unul dintre fiii rãdãci-
nii arborelui care reprezintã heap-ul
Min-Max.

Existã ºi noþiunea de heap Max-
Min care reprezintã o structurã de
date asemãnãtoare în care cel mai ma-
re element se aflã în rãdãcina arbore-
lui, valorile corespunzãtoare elemen-
telor de pe nivelurile pare vor fi mai
mari sau egale cu valorile corespun-

zãtoare descenden-
þilor lor direcþi, iar
valorile corespun-
zãtoare elementelor
de pe nivelurile im-
pare vor fi mai mici
sau egale cu valorile
corespunzãtoare
descendenþilor lor
direcþi. Am consi-
derat din nou cã nu-

merotarea nivelurilor începe de la 0.

Structura de date
Un heap Min-Max care conþine n ele-
mente poate fi pãstrat cu ajutorul
unui vector ale cãror elemente sunt
accesate folosind indici cuprinºi între
1 ºi n.

Elementul de pe poziþia i a vecto-
rului va corespunde unui element aflat
pe nivelul [log2 i] al arborelui care re-
prezintã heap-ul Min-Max.

La fel ca ºi în cazul heap-urilor
binare, fiii unui element aflat pe po-
ziþia i se vor afla pe poziþiile 2 · i ºi 2
· i + 1, iar pãrintele unui element
aflat pe poziþia i se va afla pe poziþia
[i / 2].

Diagrama Hasse
O diagramã Hasse este o diagramã ca-
re prezintã relaþia de ordine implicitã
într-o anumitã structurã. 

Pentru heap-urile binare diagra-
ma Hasse este datã chiar de heap-ul
însuºi.

Pentru heap-urile Min-Max dia-
grama Hasse este mult mai complexã.
Diagrama Hasse corespunzãtoare
heap-ului Min-Max din figura 1 este
prezentatã în figura 2.
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Se observã cã avem o structurã în
care fiecare element are cel mult pa-
tru fii, un element poate avea pânã la
patru pãrinþi, ºi valoarea corespunzã-
toare unui element este mai micã sau
egalã cu valorile corespunzãtoare des-
cendenþilor sãi direcþi.

Operaþii
Structura de heap Min-Max permite
executarea rapidã a urmãtoarelor ope-
raþii:
• transformarea unui vector de ele-

mente într-un heap Min-Max;
• adãugarea unui element;
• determinarea elementului minim;
• determinarea elementului maxim;
• eliminarea elementului minim;
• eliminarea elementului maxim.

Construirea unui heap Min-Max
Vom prezenta acum modalitatea prin
care poate fi transfor-
mat un vector cu n
elemente într-un heap
Min-Max.

Pentru a construi
un astfel de heap ele-
mentele vectorului
sunt parcurse de la
dreapta la stânga.

Pentru fiecare
element se va verifica
dacã el se aflã pe un
nivel de minim sau pe un nivel de
maxim.

Vom prezenta în continuare si-
tuaþia în care elementul se aflã pe un
nivel de minim.

Subarborii ai cãror rãdãcini sunt
date de fiii nodului curent sunt ordo-
naþi corect deoarece au fost creaþi la
paºii anteriori, dar întregul subarbo-
re care are ca rãdãcinã nodul curent
ar putea sã nu aibã structura corectã.
În aceastã ultimã situaþie elementul
trebuie înlocuit cu unul dintre fii sau
unul dintre fiii fiilor.

Datoritã proprietãþii de heap des-
crise, valoarea elementul trebuie sã
fie mai micã sau egalã cu valorile fii-
lor sãi ºi, de asemenea, mai micã sau
egalã cu valorile fiilor fiilor sãi.

Dacã aceastã proprietate nu este
respectatã, va fi identificatã cea mai
micã valoare corespunzãtoare unuia

dintre cele ºase elemente (fiii ºi fiii fi-
ilor) ºi se va realiza o interschimbare
a conþinutului elementelor.

În cazul în care elementul a fost
înlocuit cu un fiu al fiilor, procedeul
va continua.

Situaþia este asemãnãtoare pentru
elemente aflate pe nivelurile de ma-
xim.

În figura 3 este exemplificat "tra-
seul" unui element aflat pe un nivel
de minim care nu are valoarea corec-
tã (valoarea 55 înlocuieºte valoarea 7,
iar apoi valoarea 25).

"Traseul" unui element aflat pe
un nivel de maxim este exemplificat
în figura 4 (valoarea 6 înlocuieºte
valoarea 60 ºi apoi valoarea 15). 

Prezentãm în cele ce urmeazã ver-
siunile în pseudocod ale algoritmului
general ºi a subalgoritmilor utilizaþi
de acesta.

algoritm CreareHeap(a, n)

// transformarea unui vector într-un
// heap Min-Max

pentru i ← [n / 2], 1 pas -1

execută

// verificarea tipului nivelului
dacă [log

2
i] este numãr par

atunci

CoboarăMin(a, i, n)

altfel

CoboarăMax(a, i, n)

sfârșit dacă

sfârșit pentru

sfârșit algoritm

subalgoritm CoboarăMin(a, i, n)

// coborârea unui element pânã când
// acesta ajunge în poziþia curentã

m ← Min(a, i, n)

// se verificã pe ce nivel se aflã
// poziþia m

niv ← [m / i]

// niv = 1 → nu existã fii sau nu 
// existã valori mai mici
dacă niv = 1 atunci

returnează

sfârșit dacă

// niv = 2 → nu existã fii ai fiilor 
// sau valoarea minimã corespunde
// unuia dintre fii; existã posibili-
// tatea sã avem niv = 3 dacã 
// valoarea minimã corespunde 
// celui de-al doilea fiu al rãdãcinii
dacă niv = 2 sau niv = 3 atunci

interschimbã a
m

ºi a
i

sfârșit dacă

// niv = 4 → existã fii ai fiilor 
// ºi valoarea minimã corespunde
// unuia dintre fiii fiilor
dacă niv ≥ 4 atunci

interschimbã a
m

ºi a
i

dacă a
m
> a

[m/2]
atunci

interschimbã a
m

ºi a
[m/2]

sfârșit dacă

CoboarăMin(a, m, n)

sfârșit dacă

sfârșit subalgoritm

subalgoritm Min(a, i, n)

m ← i

// verificarea existenþei primului 
// fiu
dacă 2 ⋅⋅ i ≤ n atunci

dacă a
m
< a

2⋅⋅i atunci

m ← 2 ⋅⋅ i
sfârșit dacă

altfel 

returnează m

sfârșit dacă

// verificarea existenþei celui de-al 
// doilea fiu
dacă 2 ⋅⋅ i + 1 ≤ n atunci

dacă a
m
< a

2⋅⋅i+1 atunci

m ← 2 ⋅⋅ i + 1

sfârșit dacă

altfel 

returnează m

sfârșit dacă

// verificarea existenþei primului 
// fiu al primului fiu
dacă 4 ⋅⋅ i ≤ n atunci

dacă a
m
< a

4⋅⋅i atunci

m ← 4 ⋅⋅ i
sfârșit dacă

altfel 

returnează m

sfârșit dacă
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// verificarea existenþei celui de-al 
// doilea fiu al primului fiu
dacă 4 ⋅⋅ i + 1 ≤ n atunci

dacă a
m
< a

4⋅⋅i+1 atunci

m ← 4 ⋅⋅ i + 1

sfârșit dacă

altfel 

returnează m

sfârșit dacă

// verificarea existenþei primului 
// fiu al celui de-al doilea fiu
dacă 4 ⋅⋅ i + 2 ≤ n atunci

dacă a
m
< a

4⋅⋅i+2 atunci

m ← 4 ⋅⋅ i + 2

sfârșit dacă

altfel 

returnează m

sfârșit dacă

// verificarea existenþei celui de-al 
// doilea fiu al celui de-al doilea fiu
dacă 4 ⋅⋅ i + 3 ≤ n atunci

dacă a
m
< a

4⋅⋅i+3 atunci

m ← 4 ⋅⋅ i + 3

sfârșit dacă

sfârșit dacă

returnează m

sfârșit subalgoritm

subalgoritm CoboarăMax(a, i, n)

// coborârea unui element aflat pe 
// un nivel de maxim pânã când
// acesta ajunge în poziþia curentã

m ← Max(a, i, n)

// se verificã pe ce nivel se aflã
// poziþia m
niv ← [m / i]

// niv = 1 → nu existã fii sau nu 
// existã valori mai mari
dacă niv = 1 atunci

returnează

sfârșit dacă

// niv = 2 → nu existã fii ai fiilor 
// sau valoarea maximã 
// corespunde unuia dintre fii
// existã posibilitatea sã avem
// niv = 3 dacã valoarea maximã  
// corespunde celui de-al doilea
// fiu al rãdãcinii
dacă niv = 2 sau niv = 3 atunci

interschimbã a
m

ºi a
i

sfârșit dacă

// niv = 4 → existã fii ai fiilor 
// ºi valoarea maximã corespunde
// unuia dintre fiii fiilor
dacă niv ≥ 4 atunci

interschimbã a
m

ºi a
i

dacă a
m
< a

[m/2]
atunci

interschimbã a
m

ºi a
[m/2]

sfârșit dacă

CoboarăMin(a, m, n)

sfârșit dacă

sfârșit subalgoritm

subalgoritm Max(a, i, n)

m ← i

// verificarea existenþei primului 
// fiu
dacă 2 ⋅⋅ i ≤ n atunci

dacă a
m
> a

2⋅⋅i atunci

m ← 2 ⋅⋅ i
sfârșit dacă

altfel 

returnează m

sfârșit dacă

// verificarea existenþei celui de-al 
// doilea fiu
dacă 2 ⋅⋅ i + 1 ≤ n atunci

dacă a
m
> a

2⋅⋅i+1 atunci

m ← 2 ⋅⋅ i + 1

sfârșit dacă

altfel 

returnează m

sfârșit dacă

// verificarea existenþei primului 
// fiu al primului fiu
dacă 4 ⋅⋅ i ≤ n atunci

dacă a
m
> a

4⋅⋅i atunci

m ← 4 ⋅⋅ i
sfârșit dacă

altfel 

returnează m

sfârșit dacă

// verificarea existenþei celui de-al 
// doilea fiu al primului fiu
dacă 4 ⋅⋅ i + 1 ≤ n atunci

dacă a
m
> a

4⋅⋅i+1 atunci

m ← 4 ⋅⋅ i + 1

sfârșit dacă

altfel 

returnează m

sfârșit dacă

// verificarea existenþei primului 
// fiu al celui de-al doilea fiu
dacă 4 ⋅⋅ i + 2 ≤ n atunci

dacă a
m
> a

4⋅⋅i+2 atunci

m ← 4 ⋅⋅ i + 2

sfârșit dacă

altfel 

returnează m

sfârșit dacă

// verificarea existenþei celui de-al 
// doilea fiu al celui de-al doilea fiu
dacă 4 ⋅⋅ i + 3 ≤ n atunci

dacă a
m
> a

4⋅⋅i+3 atunci

m ← 4 ⋅⋅ i + 3

sfârșit dacă

sfârșit dacă

returnează m

sfârșit subalgoritm

Determinarea minimului
Rãdãcina arborelui care reprezintã
heap-ul Min-Max conþine întotdeau-
na valoarea minimã.

Aºadar, pentru a determina va-
loarea minimã este suficient sã retur-
nãm primul element al vectorului cu
ajutorul cãruia pãstrãm heap-ul Min-

Max.
Evident, va tre-

bui sã verificãm da-
cã existã un prim
element al vectoru-
lui (heap-ul Min-
Max nu poate fi
vid).

Prezentãm în
cele ce urmeazã va-
rianta în pseudocod

a algoritmului.

algoritm Minim(a, n)

dacă n > 0 atunci

returnează a
1

altfel

raporteazã o eroare
sfârșit dacă

sfârșit algoritm

Determinarea maximului
Valoarea maximului corespunde în-
totdeauna unuia dintre cei doi fii ai
rãdãcinii.

Aºadar, pentru a determina va-
loarea maximã este suficient sã deter-
minãm cãruia dintre cei doi fii ai rã-
dãcinii arborelui care reprezintã
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heap-ul Min-Max îi corespunde o va-
loare mai mare.

Poate apãrea situaþia în care avem
un singur element. În acest caz rãdã-
cina conþine atât elementul minim,
cât ºi elementul maxim.

Existã ºi situaþia în care avem do-
uã elemente. În acest caz valoarea ma-
ximã corespunde unicului fiu al rãdã-
cinii.

Evident, va trebui sã verificãm ºi
dacã existã cel puþin un element al
vectorului (heap-ul Min-Max nu poa-
te fi vid).

Prezentãm în cele ce urmeazã va-
rianta în pseudocod a algoritmului
descris.

algoritm Maxim(a, n)

dacă n > 0 atunci

dacă n = 1 atunci

returnează a
1

altfel

dacă n = 2 atunci

returnează a
2

altfel

dacă a
2
> a

3
atunci

returnează a
2

altfel

returnează a
3

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit dacă

altfel

raporteazã o eroare
sfârșit dacă

sfârșit algoritm

Eliminarea minimului
Pentru a elimina dintr-un heap Min-
Max cel mai mic element vom urma
o procedurã asemãnãtoare cu cea fo-
lositã în cazul heap-urilor binare.

Practic, vom înlocui primul ele-
ment al vectorului folosit pentru a

pãstra heap-ul
Min-Max cu ulti-
mul element al
acestui vector ºi
apoi vom "coborî
în arbore" noul
prim element.

Aºadar, va fi
utilizat subalgorit-
mul CoboarăMin
descris anterior. Versiunea în pseu-
docod a algoritmului de eliminare a
elementului minim al unui heap
Min-Max este prezentatã în cele ce
urmeazã.

algoritm EliminăMinim(a, n)

dacă n > 0 atunci

a
1

← a
n

n ← n - 1

CoboarăMin(a, 1, n)

altfel

raporteazã o eroare
sfârșit dacă

sfârșit algoritm

În figura 5 este prezentatã struc-
tura obþinutã prin eliminarea elemen-
tului minim al heap-ului Min-Max
din figura 1.

Valoarea 5 (corespunzãtoare rã-
dãcinii) este înlocuitã de valoarea 25,
iar apoi valorile 25 ºi 7 sunt inter-
schimbate.

Eliminarea maximului
Pentru a elimina dintr-un heap Min-
Max cel mai mare element vom
folosi un algoritm asemãnãtor.

Mai întâi vom determina poziþia
elementului maxim ºi apoi îl vom în-
locui cu ultimul element al vectoru-
lui folosit pentru a pãstra heap-ul
Min-Max. Ulterior elementul care a
înlocuit maximul este "coborât în ar-

bore".
De data aceasta

va fi utilizat subal-
goritmul Coboară-
Max. S-ar putea cre-
de cã am avea ne-
voie ºi de subalgo-
ritmul CoboarăMin
în cazul în care
heap-ul Min-Max
ar conþine un sin-

gur element, caz în care ar trebui sã
"coborâm" rãdãcina. Totuºi, în
aceastã situaþie heap-ul Min-Max
devine vid, deci subalgoritmul nu
este neapãrat necesar.

algoritm EliminăMaxim(a, n)

dacă n > 0 atunci

dacă n = 1 atunci

n ← 0

altfel

dacă n = 2 atunci

n ← 1

altfel

dacă a
2
> a

3
atunci

a
2

← a
n

n ← n - 1

CoboarăMax(a, 2, n)

altfel

a
3

← a
n

n ← n - 1

CoboarăMax(a, 2, n)

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit dacă

altfel

raporteazã o eroare
sfârșit dacă

sfârșit algoritm

În figura 6 este prezentatã struc-
tura obþinutã prin eliminarea elemen-
tului maxim al heap-ului Min-Max
din figura 1.

Valoarea 70 (corespunzãtoare
primului fiu al rãdãcinii) este înlocui-
tã de valoarea 25, iar apoi valorile 25
ºi 60 sunt interschimbate.

Adãugarea unui element
Pentru a adãuga un nou element în-
tr-un heap Min-Max este suficient sã
îl adãugãm la sfârºitul vectorului ºi sã
efectuãm interschimbãrile necesare
pentru ca proprietatea de heap sã fie
respectatã.FFiigguurraa  55::  EElliimmiinnaarreeaa  mmiinniimmuulluuii
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Un algoritm eficient pentru adã-

ugarea unui element poate fi dedus
studiind diagrama Hasse a unui heap
Min-Max (vezi figura 2).

Mai întâi observãm cã elementul
adãugat devine o frunzã a arborelui
care reprezintã heap-ul Min-Max ºi
cã în diagrama Hasse frunzele se aflã
pe linia din mijlocul diagramei (sau
în apropierea acesteia dacã arborele
nu este complet).

În momentul adãugãrii unui ele-
ment acesta va trebui sã "urce în dia-
gramã" sau sã "coboare în diagramã"
pânã în momentul în care ordinea va
fi restabilitã.

Mai întâi vom stabili dacã elemen-
tul va "urca" sau va "coborî" în dia-
gramã. "Urcarea în diagramã" cores-
punde unei "urcãri în arbore" pe ni-
velurile de minim iar "coborârea în
diagramã" corespunde unei "urcãri
în arbore" pe nivelurile de maxim.

Dupã ce am stabilit dacã vom "ur-
ca în arbore" pe nivelurile de minim
sau pe nivelurile de maxim, este sufi-
cient sã realizãm comparãri între ele-
mentul curent ºi pãrintele pãrintelui
sãu.

La început vom determina dacã
frunza se aflã pe un nivel de minim
sau pe un nivel de maxim. Apoi vom
verifica dacã se respectã proprietatea
de heap pentru frunzã ºi pãrintele ei.
În cazul în care nu este respectatã
proprietatea vom realiza o interschim-
bare. Apoi vom urca în arbore fie pe
nivelurile de maxim, fie pe cele de
minim.

Prezentãm în continuare versiu-
nea în pseudocod a algoritmului ºi a
subalgoritmilor utilizaþi în cadrul
acestuia.

algoritm Adaugă(a, x, n)

n ← n + 1

a
n

← x

// verificarea tipului nivelului
dacă [log

2
i] este numãr par

atunci

// verificarea existenþei pãrintelui
dacă n > 1 atunci

// verificarea respectãrii ordinii 
// pentru noul element ºi 
// pãrintele acestuia

dacă a
n
> a

[n/2]
atunci

interschimbã a
n

ºi a
[n/2]

UrcăMax(a, [n / 2], n)

altfel

UrcăMin(a, n, n)

sfârșit dacă

sfârșit dacă

altfel

// verificarea existenþei pãrintelui
dacă n > 1 atunci

// verificarea respectãrii ordinii 
// pentru noul element ºi 
// pãrintele acestuia

dacă a
n
< a

[n/2]
atunci

interschimbã a
n

ºi a
[n/2]

UrcăMin(a, [n / 2], n)

altfel

UrcăMax(a, n, n)

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit algoritm

subalgoritm UrcăMin(a, i, n)

// verificarea existenþei pãrintelui
// pãrintelui

dacă i > 4 atunci

// verificarea respectãrii ordinii 
// pentru elementul curent ºi 
// pãrintele pãrintelui acestuia

dacă a
i
< a

[i/4]
atunci

interschimbã a
i

ºi a
[i/4]

UrcăMin(a, [i / 4], i)

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit subalgoritm

subalgoritm UrcăMax(a, i, n)

// verificarea existenþei pãrintelui
// pãrintelui

dacă i > 4 atunci

// verificarea respectãrii ordinii 
// pentru elementul curent ºi 
// pãrintele pãrintelui acestuia

dacă a
i
> a

[i/4]
atunci

interschimbã a
i

ºi a
[i/4]

UrcăMax(a, [i / 4], i)

sfârșit dacă

sfârșit dacă

sfârșit subalgoritm

Procesul de adãugare a unui nou
element este ilustrat în figura 7. Fi-
gura prezintã traseul elementului cu
valoarea 1 care este adãugat în heap-
ul Min-Max.

Analiza complexitãþii
Vom compara în cele ce urmeazã or-
dinele de complexitate ale diferitelor
operaþii pentru heap-urile Min-Max
ºi cele binare.

Trebuie sã menþionãm faptul cã
ordinele de complexitate sunt ace-
leaºi, cu douã excepþii: determinarea
ºi eliminarea maximului.

Pentru aceste operaþii, în cazul
heap-urilor Min-Max avem ordinele

de complexitate O(1),
respectiv O(log n), în
timp ce în cazul heap-
urilor binare ordinul de
complexitate al acestor
operaþii este O(n) deoa-
race implicã traversarea
întregului heap.

Pentru transfor-
marea unui vector într-
un heap binar sunt

necesare 2 · n operaþii elementare în
timp ce pentru heap-urile Min-Max
numãrul acestora este de aproximativ
7 · n / 3.

Pentru eliminarea elementului mi-
nim în cazul heap-urilor binare sunt
necesare aproximativ 2 · log2 n opera-
þii elementare, iar pentru heap-urile
Min-Max numãrul acestora este de
aproximativ 2.5 · log2 n.

Pentru eliminarea elementului ma-
xim în cazul heap-urilor binare sunt
necesare aproximativ 0.5 · n + log2 n
operaþii elementare, iar pentru heap-
urile Min-Max numãrul acestora este,
la fel ca ºi în cazul eliminãrii minimu-
lui, de aproximativ 2.5 · log2 n.

Pentru inserarea unui element în-
tr-un heap binar sunt necesare apro-
ximativ log2 (n + 1) operaþii elemen-
tare, iar pentru heap-urile Min-Max
numãrul acestora este de aproximativ
0.5 · log2 (n + 1).
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