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Un fel de cupluri...

Cuplaj VIAXIN de valoare
MINIMA intr-un GRAF
BIPARTIT

Ilie Vieru

in cadrul acestui articol vom prezenta un algoritm interesant pentru
determinarea cuplajului maxim de cost minim intr-un graf bipartit. In
momentul de fata algoritmul este sub tipar si la prestigioasa revista

Mathematics Magazine.

Sunt cunoscute problemele in care se
solicitd asocierea optimd a elemente-
lor unei multimi A = {a,, a,, ..., a,} cu
elementele multimii B = {b, b,, ..., b},
in conditiile unor limitdri ale posibi-
litagilor de asociere.

In general, fiecare asociere posi-
bili a, <> b; aduce un anumit efect
(cost, profit etc.) pe care il presupu-
nem cunoscut.

Limitdrile asupra asocierilor in-
seamna:

e un element 4, din A poate fi asociat
doar cu anumite elemente din B si
reciproc;

e in final, fiecirui element din A 1 s-a
asociat cel mult un element din B si
reciproc.

Asocierea optimd Inseamnd gdsi-
rea unui cuplaj maxim intr-un graf
bipartit si presupune, de obicei, doud
obiective:

e 53 se determine maximul de asocieri;
e suma efectelor asocierilor si fie op-
tima (maximd sau minima).

Dintre problemele practice care
se reduc la a determina un cuplaj ma-
xim de valoare optimd, amintim [1]:

o repartizarea muncitorilor unei sec-
tii pe utilaje 1n functie de pregitirea
si preferintele muncitorilor dar si
de complexitatea maginilor;

* repartizarea angajatilor pe posturi;

o formarea grupelor de lucru dupd afi-
nitdtile dintre membrii colectivului;

o transferarea unor informatii Intr-un

grup.

Observatie

Presupunem cunoscute definitiile cu
privire la graf bipartit, cuplaj, cuplaj
maxim, valoarea cuplajului ([1], [2],

[4]).

fn anul 1931 Konig a formulat
teorema prezentatd in continuare.

Teorema

Numirul maxim de muchii ale unui
cuplaj intr-un graf bipartit G = (A U
B, U) este rélci?(IA—C\ +Hu©)).

Tn anul 1955, bazindu-se pe teo-
rema lui Konig, H.W. Kuhn a elabo-
rat un algoritm cunoscut sub denu-
mirea de algoritmul ungar cu ajuto-
rul ciruia se poate determina un cu-
plaj maxim de valoare minim3 intr-un

graf bipartit pentru |Al = |Bl = n. El
se bazeazd pe observatia prezentatd
in continuare.

Observatie

Daci se adund (sau se scade) acelasi
numir la toate valorile muchiilor,
atunci nu se schimbi ierarhia cupla-
jelor maxime.

Algoritmul porneste de la matri-
cea pitraticd M = Qrzij )Si,jgn’ unde:

valoarea muchiei [7, 7],

= dacd existd muchia[7,7];

eo,daci nu existd muchia 7, j].

Acest algoritm, este laborios, greu
de implementat, desi are complexita-
te polinomiald ([1]).

Pentru determinarea cuplajului
bipartit maxim se poate folosi si me-
toda Ford-Fulkerson pentru graful
bipartit G = (X = A U B, U), Intr-un
timp polinomial in X1 si [UI.

Solutia constd in construirea unei
retele de transport in care fluxurile
reprezintd cuplajele.

Graful initial se completeazi cu
inci doud varfuri s (sursa) si ¢ (desti-



natia), legate de varfurile din A, res-
pectiv B ca in exemplul de la p. 517
din [2].

Se presupune ci fiecare muchie
are o capacitate pozitivi. In acest con-
text se aplicd algoritmul Ford-Fulker-
son obtinandu-se solutia optima.

fn continuare vi propun un algo-
ritm original, rapid si foarte usor de
implementat. Pentru aceasta pornim
de la cateva elemente de algebrd
superioard. Se stie ci pentru a calcula
valoarea determinantului asociat unei

matrice A = Ql,-,) avem formula:

<i,j<n

‘A‘ 2( 1YZ A o1)P2,602)""

ceS,

n,c(n)’

unde (~1)"“ reprezinti signatura

permutirii 6, iar fiecare din termenii
sumei reprezinti cite un produs cu 7
elemente ale matricei 4, in asa fel in-
cat ele epuizeazi toate liniile si toate

coloanele matricei.

Cu alte cuvinte, nu exist in nici
un termen al sumei doi factori aflati
pe aceeasi linie sau aceeasi coloand a
matricel.

Presupunem mai intai ci avem
|Al = Bl = n. In acest caz va trebui si
determindm intr-un mod asemanitor
definitiei prezentate anterior terme-

def

nul S, = A s1)2,00) "% de va-

n,0(n)

loare minimd, retinind in acelasi timp

si permutarea care l-a generat.
Introducem notatia:

Ay Gyt Ay,
a a a
21 2 2k
A, = ;
Ay Ay A

Astfel putem scrie expresia:

Ale l dl,k+1
Ak+1 = - \ -
dk+1,1 | ﬂk+1,k+1
Cu alte cuvinte, 4, se obtine

din A, prin bordare la dreapta si jos

cu elementele corespunzitoate coloa-

nei k + 1, respectiv ale liniei & + 1.
Atasam matricei A, vectorul de

decizie d=(d,),

, cu semnificatia:

<i<n

d;=j,unde a, reprezintd termenul
de pe linia i ales la un pask (1<4, 5,
<k)insuma$ , i<k <n. Deaseme-

nea, construim vectorul v = (v;),

<i<n?

care memoreaza permutarea inversa
atasata permutirii d, adicd v 4 =1 sau
-Jﬂ<thH
" Tterativ construim:
A =(a,)d =18, =437, =1
Presupunem construite cele patru
siruri pana in pasul &, k > 1.
Pentru pasul k + 1 intreaga con-
structie urmdreste:
¢ obtinerea elementului S, cu valoa-
re minima, in sensul definitiei, cu
termeni din matricea 4, folosind
rezultatele obtinute pani la pasul k;
¢ actualizarea vectorilor (d,, d,, ..., d,),
IESPECHLV (T, Uy vory Ty)-

La acest pas se disting trei situatii:
ola§, seadaugia,,,,,, cazin care
efectuim urmdtoarele operatii: S,
= S/e + ﬂk+1,k+1; dk+1 = 1’ Vpst = L. B
oS ,e , se formeazd adiugind termenii
B § si @,,; pentru care avem d, = j,
caz in care efectuim operatiile: s »
=S,-a, i+ T +ak+1j,di—/e+ 1;
dk+1 ]’vk+1_l ’Z) =k+1.
¢ §,,, se formeazd adaugand termenii
B § $i a,,; pentru care avem d, # j,
caz n care se efectueazd operatule
Sei =S a4 ay; +ﬂ],d tlpa t
d/e+1]’ dv/ =a; vd - v +1; 5 Vet
=i dy, =], Zrin

In final S, reprezinti valoarea mi-
nimd a cuplajului maxim: (1, d,), ...,

(n,d).

Pentru n = lAl < |Bl = m, algorit-
mul parcurge urmitorii pasi:
¢ se aplicd algoritmul anterior si se
determini S, d , v ;
¢ pentru valorile j cuprinse intre 7 + 1

si m avem [, = mm% -a,, }daci

1<isn
l < 0, atunci se efectueazi urmatoa-
rele actualizdri § =S +l d

Observatie

Solutia se exprimi la fel ca in cazul
algoritmului prezentat anterior (cind
multimile A si B au acelasi numir de
elemente).

Pentru n = |Bl < |Al = m, algorit-
mul parcurge urmitorii pasi:
e se aplicd algoritmul anterior si se
determini § ,d , v ;
¢ pentru valorile 7 cuprinse intre 7 + 1

~a, ; }daci

sl m avem l = mm{

tsisn Ch
[, <0, atunci se efectueazd urmétoa-
rele actualiziri §,=8,+1; d =0;

v =15 d;=jq

Observatie
In acest caz, la afisarea vectorului de
decizii ([3]), se poate parcurge sirul
pe coloane: (v, 1), ..., (v, n), sau se
selecteazd acele linii, crescitor dupd
i, pentru care d, > 0.

Algoritmul urmireste la fiecare
pas k optimizarea functiei obiectiv
si de aceea putem spune ci se Inca-
dreazd in strategia generald Greedy.

Urmirind etapele prezentate, se
poate demonstra, folosind cunostinte
de nivelul clasei a XI-a teorema care
urmeazd.

Teorema
Algoritmul prezentat determind un
cuplaj maxim cu valoare minima.

Exemplu
La o sectie au fost angajati sase lu-
critori pentru a lucra pe sase masini.
{n urma unor probe de lucru s-au
determinat numerele 4, care repre-
zintd riscul pe care si- 1'asumi patro-
nul angajind lucritorul ; pentru a
lucra pe masina j.
Rezultatele au fost Inregistrate in
matricea urmatoare:

17 43 27 14 39 52
29 24 69 90 23 13
18 90 62 12 16 70
58 14 6 18 73 64
15 41 38 36 40 60
25 44 18 44 13 50

Ne propunem si determinim
repartizarea optimd a angajatilor pe
cele sase magini astfel incat riscul to-
tal si fie minim.

Pentru aceasta vom aplica algo-
ritmul prezentat, aritind valorile ob-
tinute la fiecare pas.
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Pasul #1 Pasul #6 _

* A=07) 17 43 27 14 39 52 Vgi[ci]cﬁ'mf'o {
*$ =17 29 24 69 90 23 13| |Vv[1] = 1;
od =1; wa |18 90 62 12 16 70| |S =3Ik
s, =1 ‘|58 14 6 18 79 64 for (k = 2; k <= n; k++) {
15 41 38 36 40 60 110 = a[1][k] +
Pasul #2 25 44 18 44 13 50 i0 = a[k][d[l]] - a[1]1[d[1]1];
1 =
4= 17 43 co = d[lO]
2729 24 1= d['o] -
o Se=Sstaytag-ay-a,+a, for (i = 1; 1 < k; i++) {
=90 j = d[il;
= =41, g R = a[i][k] + a[k][j]
°5,=58+ay ’ od,=6 - a[ilil;
°d, =2 °v, =2 if (R < 1i0) {
.7)2=2. .d4:2; lIOZFS,
=4 iI0 = 1i;
*U = J = d[l;
Pasul #3 od =3 c0 =]
°v,=6. J0 =3
17 43 27 % s 1
o A, =|29 24 69 Rezultatul or (int ¢ = C < ki ct+b)
18 90 62 In final vom obtine: if (c-J){
14 int u = v[c];
17 43 27 39 52 R = ali][k] + a[k][c] -
oS. =S +a,+a, -a, =69 6T -
ed=3 29 24 69 90 23 13 alhl a[lﬂgﬂf
09 =3 18 90 62 12 16 70 if (R <1i0) {
A= 1i0 = R;
cv;=1; 58 14 6 18 79 64 0 = c-
*dy=1. 15 41 38 36 40 60 0 =i
Pasul #4 25 44 18 44 13 50 }jO - -
17 43 27 14 Asadar, ordinea lucritorilor pe }
29 24 49 90 magini va fi: (1, 4), (2, 6), (3, 5), (4, }
* A4 = 2)’ (5) 1))(6) 3)
18 90 62 12 it (1i0 >= a[K][K]) {
L] (] S +=
58 14 6 18 Aplicatie d[k] =[k],[ <I:
Acest algoritm poate fi utilizat pen- VK] = k;
oS, =S8, +a,+a,-a,=62 tru a rezolva problema Culori, pro- else {
od =4 pusd spre rezolvare la runda #04 a s += 1i0:
oy, =1; editiei 2004/2005 a concursului de if (c0 == jO) {
°d,=3; programare Bursele Agora. d[io] = k;
ou =4 d[k] = c0;
i _— . v[c0] = k;
0 Bibliografie: vlk] = io0;
S Pasul #5 1. E. Tigdnescu, D. Mitrut, Bazele }
‘; cercetdrii operationale, Editura e('f:? O% _—
= 17 43 27 14 39 Academiei de Studii Economice, v[kl® = i0;
g 29 24 49 90 23 Bucuresti, 1999 d[u0] = jo;
' i [J0] = u0;
- © A= 18 90 6 12 16 2.T. H: Cormen, C. E. Lflserson, R. \(;Jk]] N Léo;
S ss 14 6 18 79 R. Rivest, Introducere in algo- v[c0] = K:
- ritmi, Editura Computer Libris 1
= 15 41 38 36 40 Agora, Cluj-Napoca, 2000; }
K:) 3. 1. Vieru, Rolul deciziei in progra- 3
(-; oS, =S8, +a,+a,-a,=75 marea dinamicd, Glnfo 10/3, Edi- printf(" S= %d\n",s);
°d =5 tura Agora Media, Targu Mures, for (i = 1; i <= n; i++)
00, =3; 2000; printf(C%d *,
od =1; 4. 1. Tomescu, Combinatoricd si i alilldrian:
) S > ’ O printf('\n");
40 IS 5. teoria grafurilor, Editura Universi- [}
tatii Bucuresti, 1978.
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