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Problema sumei puteri-
lor asemenea 
Fie k ≥ 0 un numãr natural; notãm:

(1)

Se poate arãta cã suma Sk(n) este
un polinom de grad k + 1, în care va-
riabila n are coeficienþi raþionali, adi-
cã:

(2)

Numerele M, ak+1, ak, ..., a1, a0
sunt întregi, iar numãrul întreg M
trebuie sã fie pozitiv ºi cât mai mic
posibil. 

Impunând aceastã condiþie, în-
treaga secvenþã (M, ak+1, ak, ..., a1, a0)
va fi unicã pentru numãrul natural
dat k. 

Problema constã în determinarea
secvenþei (M, ak+1, ak, ..., a1, a0) pen-
tru un numãr natural k dat.

Date de intrare
Fiºierul de intrare suma.in conþine
un singur numãr natural k (0 ≤ k ≤
20).

Date de ieºire
Fiºierul de ieºire suma.out trebuie
sã conþinã valorile M, ak+1, ak, ..., a1,
a0, în aceastã ordine ºi separate prin
unul sau mai multe spaþii. 

Exemplu
suma.in

2

5

0

suma.out

6 2 3 1 0

12 2 6 5 0 -1 0 0

1 1 0

Analiza problemei. Modelarea
algebricã
Prezentãm în continuare câteva din-
tre formulele relativ cunoscute, care
pot fi aplicate pentru valori mici ale
lui k.

• (3)

• (4)

•

(5)

•

(6)

•

(7)

Ne propunem în continuare de-
terminarea unei formule pentru S5(n).
Pe baza formulei lui Newton, scriem
expresia binomialã:

(8)

care este echivalentã cu:

(9)

Aplicând suma pentru i de la 1 la
n, vom obþine:
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Programare dinamicã

SUMA puterilor

ASEMENEA
Doina Hrinciuc-Logofãtu

Ne propunem prezentarea unui algoritm de tip Programare Dinamicã pentru
problema puterilor asemenea a primelor n numere naturale. Primul pas va fi
codificarea problemei de rezolvat, adicã stabilirea unui suport matematic care
sã permitã transformarea progresivã a datelor de intrare în soluþie. Vor urma
descrierea algoritmului, analiza sa, motivele pentru încadrarea lui în clasa
problemelor de tip programare dinamicã, prezentarea generalã a acestei
metode ºi douã probleme propuse.
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(10)

Dupã reducerea termenilor din
partea stângã, obþinem:

(11)

Rezolvând ecuaþia (11) pentru a
afla S5(n), prin înlocuirea expresiilor
S4(n), S3(n), ..., S0(n), obþinem:

(12)

Prin extrapolarea acestui exem-
plu concret, putem scrie în general:

(13)

Observãm cã pentru calcularea
valorii Sk(n) sunt necesare toate su-
mele asemenea de putere mai micã
decât k. 

De la ecuaþia (13) spre algoritm
Revenind la problema noastrã, dedu-
cem cã pentru aflarea secvenþei (M,
ak+1, ak, ..., a1, a0) pentru un numãr
natural dat k sunt necesare toate sec-
venþele corespunzãtoare pentru toate
sumele cu grad mai mic decât k, în-
cepând cu cea de grad 0. 

Aºadar, toate aceste informaþii tre-
buie salvate progresiv pentru a putea
fi manipulate în procesul de determi-
nare a soluþiei pentru instanþa k. 

Vom considera un tablou unidi-
mensional M[] în care vor fi salvate
secvenþial valorile M[0], M[2],…,
M[k] cu proprietatea: M[i] este nu-
mãrul întreg pozitiv ce satisface solu-
þia problemei pentru Si(n), 0 ≤ i ≤ k.  

De asemenea, vom considera un
tablou bidimensional A[][] în care
vom salva valorile (ai+1, ai, ..., a1, a0)

pentru 0 ≤ i ≤ k, cu semnificaþia: linia
i a tabloului A[][] conþine coeficien-
þii corespunzãtori sumei Si(n). 

Folosind aceste reprezentãri ºi
înlocuind în formula (2), vom putea
scrie:

(14)

În continuare vom construi for-
mule recurente pentru secvenþa (M[k],
A[k][k + 1], A[k][k], …, A[k][1],
A[k][0]) pe baza secvenþelor  deja cu-
noscute (M[i], A[i][i + 1], A[i][i], …,
A[i][1], A[i][0]) pentru 0 ≤ i < k. 

Acest lucru pare anevoios la pri-
ma vedere, dar vom vedea cum sim-
pla "punere pe hârtie" a ecuaþiei (13)
cu aceastã notaþie ne va furniza in-
formaþii preþioase ºi alte recurenþe
utile. 

Vom obþine succesiv:

(15)

Ecuaþia a fost obþinutã prin înlo-
cuirea sumelor puterilor din formula
(13) folosind notaþia cu tablouri. 

În continuare, vom rescrie ecuaþia
(15) sub forma unui polinom de grad
k + 1 grupând termenii dupã puterile
lui n. 

(16)

Privind cu atenþie ecuaþia (16),  se
remarcã faptul cã toþi coeficienþii ele-
mentelor din A[][] sunt aceleaºi
funcþii raþionale, ce pot fi scrise sub
forma:

(17)

Folosind ecuaþia (17), ecuaþia (16)
devine:
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(18)

Cu aceasta situaþia s-a simplificat
mult. Coeficienþii puterilor lui n din
aceastã ecuaþie se pot stoca într-un
tablou unidimensional de fracþii ra-
þionale F[] ºi au forma:

(19)

Înlocuind în ecuaþia (18) valorile
din ecuaþia (19) obþinem:

(20)

Am ajuns, succesiv la o formulã
asemãnãtoare cu cerinþa problemei.
Mai rãmâne acum aducerea în forma
cerutã cu M minimal. 

Aceasta se realizeazã prin aflarea
celui mai mic multiplu comun a nu-
mitorilor fracþiilor F[0], F[1], …, F[k],
F[k + 1]. Notând acest multiplu prin
Q, putem rescrie ecuaþia (20) astfel:

(21)

Deoarece Q este cel mai mic mul-
tiplu comun al numitorilor fracþiilor
F[], F'[] va conþine numere natura-
le ºi (k + 1) · Q este cel mai mic M
pentru formula Sk(n) în forma cerutã.

Algoritmul

Deoarece , deducem

cã M[0] = 1, A[0][1] = 1, A[0][0] = 0.
Þinînd cont de manipulãrile alge-

brice anterioare, algoritmul de rezol-
vare al problemei va fi urmãtorul:

algoritm SumaPuteriAsemenea(k)

1. citește k

2. GenerazăCombinări( 

C[k+1][k+1])

3. M[0] ← 1

A[0][1] ← 1

A[0][0] ← 0

4. pentru p ← 1, k execută

4.1. semn ← 1

4.2. pentru t ← p - 1, 0 pas -1 

execută

W[t] ←
FracţieSimplificată(

semn · C[p+1][p+1-t] 

/ M[t] )

semn ← -1 · semn * (-1)
sfârșit pentru

4.3. pentru t ← p, 1 pas -1 

execută

fAux ← Fracţie(0/1)

pentru r ← p - 1, t - 1

pas -1, r ≥ 0 execută

fAux2 ←
FracţieSimplificată

(W[r] · A[r][t])

fAux ← SumaFracţii

(fAux, fAux2)

sfârșit pentru

F[t] ← fAux

sfârșit pentru

4.4. fAux ←
FracţieSimplificată

(W[0] · A[0][0]) 

F[0] ← SumaFracţii

(F[0], fAux)

4.5. F[p+1] ← Fracţie(1/1)

4.6. Q ← CMMMCNumitori

(F[], p + 1)

4.7. M[p] ← (p + 1) · Q

4.8. pentru t ← p + 1, 0 pas -1

execută

fAux2 ←
FracţieSimplificată

(F[t] · Q)

A[p][t] ← Numărător

(fAux)

sfârșit pentru

sfârșit pentru

5. scrie M[k]

pentru i ← k + 1, 0 pas -1

execută

scrie A[k][i]

sfârșit pentru

sfârșit algoritm

Descrierea algoritmului
La pasul 2. se genereazã toþi coefi-
cienþii binomiali pânã la ordinul k +
1 (conform ecuaþiei (13), pentru cal-
cularea valorii Sk(n) sunt necesari co-
eficienþii binomiali de ordin k + 1). 

Acesta se poate realiza, tot utili-
zând un algoritm bazat pe metoda
programãrii dinamice, prin calcularea
succesivã a valorilor C[i][j] folosind
formulele:

C[i][0] = C[i][i] = 1, 0 ≤ i ≤ k + 1
C[i][j] = C[i - 1][j - 1] + C[i - 1][j],

1 ≤ i ≤ k + 1, 1 ≤ j < i   
La pasul 3. se iniþializeazã valo-

rile corespunzãtoare valorilor S0(n)
(conform ecuaþiilor (2) ºi (14)).

La pasul 4. se executã o instruc-
þiune repetitivã, care determinã pro-
gresiv valorile A[p][0], A[p][1], ...,
A[p][p + 1], M[p], 1 ≤ p ≤ k. Acestea
reprezintã soluþiile pentru probleme-
le de ordinul 1, 2, ..., k. 

La paºii 4.1. ºi 4.2. se calculea-
zã fracþiile W[] conform ecuaþiei (17).
Remarcãm folosirea unei metode
FuncţieSimplificată() care tre-
buie sã returneze valoarea ireductibi-
lã a unei fracþii. Aceasta se realizeazã
prin determinarea celui mai mare di-
vizor comun d a numitorului ºi nu-
mãrãtorului, urmatã de simplificarea
lor cu d.

La pasul 4.3. se vor calcula frac-
þiile ireductibile F[] utilizând ecua-
þiile (19). Remarcãm folosirea meto-
dei SumaFracţii(F1, F2) care re-
turneazã fracþia ireductibilã reprezen-
tând suma a douã fracþii raþionale.

La pasul 4.4. se adaugã la F[0]
valoarea W[0] · A[0][0], în conformi-
tate cu prima parte a ecuaþiilor (19).
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Tot conform ecuaþiilor (19), la pa-
sul 4.5. se atribuie valorii F[p + 1]
fracþia 1/1. La pasul 4.6. se atribuie
valorii Q cel mai mic multiplu comun
al numitorilor fracþiilor F[0], F[1], ...,
F[p], F[p + 1] folosind o metodã
CMMMCNumitori().

La pasul 4.7. se seteazã valoarea
M[p] conform ecuaþiei (21). Tot con-
form ecuaþiei (21) se calculeazã la pa-
sul 4.8. valorile A[p][p + 1], A[p][p],
…, A[p][0].

Analiza algoritmului
Ordinul de complexitate al algoritmu-
lui este O(n3) (pasul 4. conþine trei
instrucþiuni repetitive imbricate), aºa-
dar algoritmul este polinomial.

Corectitudinea
Algoritmul este corect, deoarece se
bazeazã pe succesiuni corecte de ma-
nipulãri matematice. 

Vom nota cu P(k) problema deter-
minãrii sumei pentru puterile k. Con-
statãm cã, în cadrul algoritmului nos-
tru, rezolvãm pe rând problemele
P(0), P(1), ..., P(k - 1). 

Pe baza tuturor soluþiilor acestor
subprobleme se decid valorile pentru
problema P(k):

Soluþia unei probleme P(i) parti-
cipã la rezolvarea tuturor probleme-
lor P(i + 1), P(i + 2), …, motiv
pentru care soluþia unei probleme
P(i) este construitã o singurã datã ºi
salvatã pentru a fi utililizatã ulterior
repetat de problemele de dimensiuni
mai mari.

Acesta este un algoritm clasic în
care este utilizatã metoda programã-
rii dinamice. 

Dependenþa
Fiecare element ai pentru o valoare k
datã depinde de valorile ai (dacã aces-
tea existã) corespunzãtoare valorilor
k - 1, k - 2, ...; valoarea M depinde
de toate aceste elemente, fiind un fac-
tor de normalizare al formulei.

Consideraþii generale
asupra programãrii
dinamice
Metoda constã în determinarea solu-
þiei problemei pe baza unui ºir de de-
cizii d1, d2, ..., dn unde di transformã
problema din starea si-1 în starea si. 

Spre deosebire de metoda divide
et impera, unde subproblemele tre-
buie sã fie independente, în cadrul
metodei programãrii dinamice, sub-
problemele vor fi subprobleme co-
mune mai multor subprobleme de
dimensiuni mai mari. 

Pentru a fi eficientã, metoda pro-
gramãrii dinamice trebuie sã rezolve
fiecare subproblemã o singurã datã ºi
sã memoreze soluþia pentru a o uti-
liza în mai multe subprobleme ulte-
rioare. 

Spre deosebire de metoda divide
et impera, metoda programãrii dina-
mice opereazã de jos în sus, nerecur-
siv ºi presupune cunoaºterea de la în-
ceput a subproblemelor care apar în
descompunerea unei probleme.

Metoda programãrii dinamice  nu
este o tehnicã standardizatã cum es-
te, de exemplu, metoda backtracking,
iar elaborarea algoritmului se bazea-
zã pe câteva principii generale. 

Din acest motiv, abordarea aces-
tei metode nu este evidentã ºi presu-
pune aptitudini de programare, dese-
ori dublate de aptitudini matematice. 

Deoarece metoda programãrii di-
namice determinã o soluþie fãrã a ex-
ploata toate cazurile posibile, putem
gãsi o asemãnare ºi cu metoda greedy,
diferenþa constând în faptul cã în ca-
drul metodei greedy se alege optimul
local la un moment dat, iar în cazul
programãrii dinamice  se exploateazã
proprietatea de substructurã optimã
a problemei (combinarea soluþiilor
optime ale subproblemelor). 

Probleme propuse

Problema #1
Considerãm sumele puterilor aseme-
nea, scrise sub forma

,
unde Fk+1, Fk, ..., F0 sunt fracþii raþio-
nale ireductibile.

Sã se determine secvenþa (Fk+1, Fk,
..., F1, F0) pentru un numãr natural
dat.

Modelaþi soluþia problemei itera-
tiv, ca mai sus, utilizând aceasta for-
mã simplificatã.

Problema #2
Se considerã n numere naturale a1,
a2, ..., an (n < 30) mai mici decât 100.
Sã se determine o listã de numere b1,
b2, ..., bn, care satisfac relaþia:

De exemplu, pentru n = 3 se va
obþine:
b1 = a1 + a2 + a3
b2 = a1 · a2 + a1 · a3 + a2 · a3
b3 = a1 · a2 · a3

Indicaþie
Se vor utiliza relaþiile lui Viete pentru
rãdãcinile ecuaþiei  xn + an-1 · xn-1 + an-2
· xn-2 + … + a0 = 0, care poate fi scri-
sã ºi sub forma : (x - x1) · (x - x2) · ... ·
(x - xn) = 0 pentru construcþia iterati-
vã a polinomului. 

De exemplu, pentru ak avem (X -
a[k]) · (P[0] + P[1] · X + ... + P[k - 1]
· Xk-1 + P[k] · Xk). Iniþial vom avea 
P[0] = -a[0] ºi P[1] = 1, iar pentru k
de la 1 la n - 1, sunt adevãrate relaþiile:
P[0] ← -P[0] · a[k];
P[j] ← P[j - 1] - P[j] · a[k], 

pentru j cuprins între 1 ºi k;
P[k + 1] ← P[k].

Bibliografie:
1. ACM North-Eastern European

Regional Programming, Problem
B, 1997-1998

2. ACM South-Eastern European
Regional Programming, Problem
C, 1999

3. Graham R. L., Knuth D. E.,
Patashnik O., Concrete Mathema-
tics, Addison-Wesley, 1994

4. Hrinciuc Logofãtu D., C++. Pro-
bleme rezolvate ºi algoritmi, editu-
ra Polirom, Iaºi, 2001

5. Nãstãsescu C., Niþã C., Popa S., Al-
gebrã, manual pentru clasa a X-a,
Editura Didacticã ºi Pedagogicã,
Bucureºti, 1997

nkkk

aaab

i

kkk
kkki

i

i

≤<<<≤

⋅⋅⋅= ∑
...1

,

21

),...,,( 21

21
L

,01
1

1 FnF...nFnF(n)S k
k

k
kk ++++= +

+

( ) (
( )
( )

( )).1

1
0

−

=

kSOL_P

...,
,SOL_P
,SOL_P

FUNCÞIEkSOL_P


