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Algoritmul de PIVOTARE
a S[LEl pentru

reconstruirea

SUPRAFETELOR

Mihai Scortaru

Algoritmul de pivotare a bilei (Ball-Pivoting Algorithm - BPA) determiné o
plasé de triunghiuri interpoléand un nor de pucte. De obicei, aceste puncte

reprezinta esantioane de puncte de pe suprafata unui ohiect, obtinute prin
mai mulie scandri ale acestuia.

Principiul care std la baza BPA este
relativ simplu: trei puncte formeazd
un triunghi daci o bili avind o razi
specificatd le atinge fard sd mai con-
tind nici un alt punct.

Pornind de la un triunghi, bila
pivoteazd in jurul unei laturi pand in
momentul in care atinge un alt
punct, formand un alt triunghi.

Procesul continud pani in mo-
mentul in care sunt incercate toate
laturile accesibile si apoi reincepe
pornind de la un alt triunghi.

Preliminarii

Dezvoltarea diferitelor tehnologii
hardware pentru achizitionarea date-
lor tridimensionale au dus la rispan-
direa utilizarii scandrilor pentru a ob-
tine descrierea geometriei unor obiec-
te fizice in scopul arhivirii lor.

Procesul de achizitie a datelor
tridimensionale consti, de obicei, in
urmitoarele faze:

o scanarea: achizitionarea esantioane-
lor pentru suprafete folosind diferi-
te dispozitive cum ar fi un scanner
cu laser;

o inregistrarea datelor: alinierea mai
multor scandri Intr-un sistem de
coordonate unic;

« integrarea datelor: interpolarea
esantioanelor si a punctelor derivate
din aceste esantioane pentru a
obtine o reprezentare a suprafetei
cum ar fi o plasi de triunghiuri;

o convertirea modelului: optimizarea
plasei, compatibilitatea cu alte
reprezentiti etc.

In cadrul acestui articol ne vom
ocupa de cea de-a treia fazi: integra-

rea datelor. Vom prezenta un algoritm
care poate fi utilizat pentru a deter-
mina o plasi de triunghiuri pentru o
multime de puncte.

Figura 1: Bila nu poate trece prin
suprafatd (caz bidimensional)
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liste Inlintuite care contin
laturi. Initial, aceastd frontierd
va fi formatd doar dintr-o
bucli care contine laturile
care determind triunghiul
ridicini.
Pentru fiecare laturi e(i, 7)
vom pistra:
o cele doud extremititi ale
laturit: o 51 0
o varful opus ¢, in triunghiul
obtinut atunci cind a fost

Figura 2: Pivotarea bilei
Bila care pivoteazd este in contact cu trei puncte p, p; $1.py care determind un triunghi a cirui nor-

mald este n. Latura e, , care ramadne fixd in timpul piootarii se afld pe aza Oz, iar mujlocul i re-
prezintd orginea sistemului tridimensional de coordonate. Cercul s, reprezintd intersectia dintre

adiugtd latura e(z, j);

x| ecentrul ¢ al bilei care
atinge cele trei puncte;

* o referintd spre urmitoarea
laturd care face parte din
bucla care reprezinti fron-
tul;

* o referinti spre precedenta
laturd care face parte din
bucla care reprezinti fron-
tul.

Y

O laturi poate fi activd,
de frontierd sau inghetatd.
O laturd activd este o la-

bild si planul pentru care avem z = 0. Sistemul de coordonate este astfel ales incit centrul ¢, al aces turd care va fi folositd penru
tui cerc sd se afle pe semiaxa pozitivd Ox. In timpul pivotdrii bila ramdne in contact cu punctele i | pivotare. Daci o laturi nu

si j, iar centrul bilei descrie o traiectorie circulard yal cirei centru este m si a cdrei razd este datd de poate fi folositd pentru pivo-
distanta dintre c i m. In timpul miscdrii de pivotare bila atinge un nou punct p,. Vom nota prin | tare, ea devine laturd de fron-

s, intersectia dintre o sferd de razd p al cirui centru este p, si planul pentru care avem z = 0. Cen-
trul ¢, al bilei care pivoteazd este dat, in momentul in care bila atinge punctul p,, de intersectia
dintre ysi's,. Acest punct se afld in semiplanul sting determinat de dreapta orientatd |,

tierd.

Conceptul de laturd in-
ghetatd va fi prezentat atunci
cind vom descrie modaliti-

Reconstituire si pivotare
Conceptul care std la baza algoritmu-
lui de pivotare a bilei este foarte sim-
plu. Notdm prin M suprafata obiec-
tului tridimensional si prin S o multi-
me de puncte obtinute prin esantio-
narea suprafetei M.

Presupunem ci § este suficient de
densd pentru ca o bili de raza p si nu
poatd trece prin suprafata M firi a
atinge puncte din S. Un exemplu bi-
dimensional este prezentat in figura 1.

fncepem prin a plasa bila astfel
incat sd atingd trei puncte din S. Pis-
trand contactul cu doud dintre aceste
puncte efectudm o pivotare a bilei
pand In momentul in care aceasta
atinge un alt punct.

In figura 2 este prezentat un exem-
plu al pivotdrii.

Prezentarea algoritmului
Algoritmul propus utilizeazd paradig-
ma avansdrii frontului pentru a deter-
mina o triangulatie de interpolare.

El are ca parametrii 0 multime de
puncte cu coordonate tridimensionale
si 0 raza p. Fiecdrui punct o, 1i este
asociatd o normali 7,

fn principiu, algoritmul incepe prin
alegerea unui triplet de puncte care
formeaz3 un asa numit triunghi ridi-
cind. Acest triunghi (0, 0, 0,) este ales
astfel incat o bili de razi p care le
atinge s nu contind nici unul dintre
celelalte puncte. In continuare se folo-
seste operatia de pivotare descrisd an-
terior si se adaugd cate un triunghi la
fiecare pas.

Frontiera (sau frontul) F va fi re-
prezentatd sub forma unei colectii de

tile de imbundtitire a performantelor
algoritmului de bazi.

Pistrarea tuturor acestor infor-
matii referitoare la o laturd simplifici
procesul de pivotare a bilei in jurul
laturii respective.

Motivul pentru care utilizim o
colectie de liste (si nu o singura listd)
este dat de faptul ¢, pe misuri ce bi-
la pivoteazd in jurul unei laturi, aceas-
ta din urmd poate atinge un punct
care a mai fost sau nu procesat. Con-
figuratia (topologia) frontului se mo-
dificd in functie de situatie.

Algoritmul de pivotare a bilei tra-
teazd toate situatiile folosind doi ope-
ratori topologici: unirea si lipirea.

Acesti operatori ne asigurd ¢, in
fiecare moment, frontul este repre-
zentat de cdtre o colectie de liste
inldntuite.



Algoritmul BPA

Prezentim in continuare versiunea in
pseudocod a algoritmului de pivotare
a bilei.

Pe baza acestei versiuni vom ex-
plica operatiile care au loc, precum si
structurile de date care trebuie utili-
zate.

algoritm BPA(S, p)
cat timp adevirat executd
// ciclu infinit
ey « laturd_activa (F)
cat timp ey #nil executd
er—pivotare(eﬁ)
dacd o0, #nil si
(neutilizat(o&) sau
pe_front(o,)) atunci
scrie 0,, 0,, o;
150 Oy F)
dacd e, € F atunci

uneste (e

lipeste(e,,, e, F)

sfargit dacd

daca e,€EF atunci
lipe$te(ekj, e F)
sfargit dacd

altfel
latura_frontierad (eij )

sfarsit dacd

e ¢ muchie_activa (F)

jk’

sfargit cat timp
(0,, 0;, 0,) «
triunghi_radacina()
dacd (0, 0., 0,) #nil
j k
atunci
scrie 0., 0., O,
i 3! k
adauga_latur (e F)
adaugd_latur a(e]k, F)
adaugd_laturad (e
altfel
returneazd
sfargit dacd
sfarsit cat timp
sfarsit algoritm

i F)

Evident, pentru a miri lizibilita-
tea, nu am inclus diverse verificiri
suplimentare.

Laturile din frontul F vor fi acce-
sate pastrand o structurd de tip coada
care contine laturile active.

Operatia de unire constd in adiu-
garea in front a doud laturi active.

Operatia de lipire constd in eli-
minarea a doud laturi din front si
modificarea topologiei frontului fie

Ok

Figura 3: Operatia de unire
O unire constd in simpla addngare a unui nowu triunghi, eliminarea laturii e(i, j) de pe
front si addngarea a dound noi laturi e(i, k) si e(k, j).

prin spargerea unei bucle in alte do-
ui bucle, fie prin combinarea a doud
bucle in una singurd.

Este utilizatd si o operatie care
determini un triunghi ridicind care
poate i utilizat.

Interogari spatiale

Atat operatia de pivotare a bilei, cit
si cea de deteminare a unui triunghi
riddcini, constau in ciutarea rapidi a
unei submultimi de puncte care se
afld Intr-o vecindtate spatiald relativ
micd.

Aceastd operatie de interogare
poate fi implementatd folosindu-se o
grili de celule cubice (numite voxeli).
Latura unui voxel va fi intotdeauna §
=2-p

Punctele sunt pdstrate intr-o listd
si lista este organizatd in asa fel incat
punctele aflate in interiorul unui ace-
lasi voxel si se afle pe pozitii conse-
cutive.

Pentru fiecare voxel se va pistra
o referintd citre inceputul sublistei
care ii corespunde (dacd sublista este
vid3, referinta va fi spre voxelul ur-
mitor). Un voxel suplimentar aflat la
capitul listei va pistra o referintd vi-

da.

Pentru a parcurge punctele co-
respunzitoare unui voxel este sufi-
cient sd traversim punctele aflate in
listd intre referinta corespunzitoare
voxelului respectiv si referinta cores-
punzitoare voxelului urmétor.

Pentru un punct p este foarte
simplu sd determinim voxelul V ci-
ruia ii apartine daci impdrtim coor-
donatele sale la valoarea p.

De obicei va trebui sd ciutim
puncte aflate la o distanti de cel mult
2 - p fatd de un punct dat p. Aceste
puncte se afld in voxelul V sau in cele
26 de voxeluri adiacente voxelului V.

Aceastd grild permite accesarea
punctelor in timp constant. Dimen-
siunile sale af fi inacceptabile dacd
trebuie sd procesim un set mare de
date intr-un singur pas.

Din acest motiv, vom modifica
mai tarziu algoritmul pentru a putea
lucra doar cu o parte dintre puncte la
un pas.

Alegerea triunghiului radacina

Pentru a determina un triunghi rida-

cind valid este suficient si efectuim

urmitoarele operatii:

o alegerea unui punct o care nu apare
in triangularea deja determinatd;
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Figura 4: Operatia de lipire
O lipire este efectnatd atunci cand printr-o unire obtinem o laturd care a mai fost
obtinutd (orientatd invers). Cele doud laturi sunt eliminate si frontul este ajustat.
Existd patru posibile cazuri: (a) cele doud laturi formeazd o bucli - bucla este
eliminatd din front; (b) cele doud laturi fac parte din aceeasi bucld si se afld pe pozitii
consecutive - laturile sunt eliminate si bucla se scurteazd; (c) laturile nu se afld pe
pozitii consecutive, dar fac parte din aceeasi bucld - bucla este impdrtitd in doud bucle;
(d) laturile nu se afli pe pozitii consecutive si nu fac parte din aceeasi bucld - cele dond
bucle sunt unite in una singurd

o determinarea tuturor perechilor de
puncte (0, 0,) aflate in vecinitatea
punctului o, in ordinea distantelor
fatide o

e construirea triunghiurilor ridicind
potentiale (0, 0, 0,);

o verificarea faptului i normala tri-
unghiului respectd normalele punc-
telor (spre exterior);

« verificarea existentei (inspre exte-
rior) a unei bile de razi p care atin-
ge cele trei puncte, dar nu atinge
nici un alt punct;

« interuperea verificirilor in momen-
tul identificdrii primului triunghi
ridicind valid.

Pivotarea bilei

O operatie de pivotare are ca para-
metru o latura (aceasta contine si o
referintd spre varful opus din triun-
ghiul din care face parte).

Latura face parte dintr-un tri-
unghi 7= (o, 0, 0y), va fi notatd prin
e(s, ), iar bila se afli in pozitia sa ini-
tiald (centrul este punctul ¢) si nu
contine In interiorul ei nici unul din-
tre punctele date.

Aceasta se datoreazi faptului cd 7
este fie un triunghi radicing, fie a
fost obtinut printr-o operatie de
pivotare anterioard.

fn principiu, pivotarea este o mis-
care continui a bilei in timpul cireia
bila rimane in contact cu extremiti-
tile laturii e(Z, /).

Datoritd acestei misciri centrul
Cio al bilei descrie un cerc ycare se
afld Intr-un plan perpendicular pe la-
tura e(z, j) si al cdrui centru este mij-
locul m al laturii e(Z, j). Ca urmare,
raza cercului yva fi datd de distanta
dintre centrul bilei p si mijlocul latu-

rii e(Z, J).

fn timpul acestei misciri bila poa-
te atinge un alt punct o,. In cazul in
care nu este determinat nici un astfel
de punct, atunci latura e(i, ;) este o
laturd de frontieri.

Daci a fost intalnit un punct,
atunci triunghiul (o, 0, o) este un
nou triunghi valid si bila, in pozitia
in care a ajuns, nu atinge nici un alt
punct, deci pozitia sa va fi validd pen-
tru urmdtoarea operatie de pivotare.

fn practici, vom determina punc-
tul o, astfel: se iau In considerare toa-
te punctele aflate la o distanti cel mult
egald cu 2 - p fatd de m.

Pentru fiecare astfel de punct o,
determinim centrul c_ al bilei care
atinge punctele o, o i 0, (dacd existd
o astfel de bil).

Fiecare astfel de punct c, se afld pe
circumferinta cercului ysi poate fi de-
terminat prin intersectarea unui sfere
de razi p cu centrul in punctul ¢, cu
cercul %

Dintre aceste puncte ¢, il vom ale-
ge pe primul care se afld pe circumfe-
rinta cercului y pornind dinspre m.

Operadtiile de unire si lipire

Aceste doud operatii genereaz3 triun-

ghiuri in timp ce se adaugd sau se eli-

mind laturi in/din buclele frontului F.

Cea mai simpli operatie este cea
de unire; ea este utilizati in momen-
tul 1n care bila care pivoteazi atinge
un punct o, neutilizat anterior (g, nu
face inci parte din plasi).

Dupi cum se poate vedea in figu-
ra 3, in acest moment scriem triun-
ghiul (o, 0,, o) si modificim frontul
prin adiugarea laturilor e(j, k), res-
pectiv e(k, 7).

Daci punctul face parte deja din
plasd, distingem doud situatii:

* 0, este un punct interior al plasei
(nu existd pe front nici o laturd care
sd aibd una dintre extremitdti In
punctul 6,); in acest caz triunghiul
obtinut nu poate fi valid, iar latura
e(i, 7) devine astfel o laturd de fron-
tierd.

« punctul o, face parte din front; in
acest caz trebuie sd verificim exis-
tenta si orientarea laturilor inciden-
te punctului o; vom aplica apoi o
operatie de unire si vom scrie noul



triunghi (o, 0, 0)); operatia de uni-
re ar putea duce fa obtinerea a una
sau doud perechi de laturi identice
(cu orientdri diferite, de exemplu
e(y, z) si e(z, y)) care vor fi elimina-
te prin operatia de lipire.

Operatia de lipire elimini din
front perechi de laturi identice cu
orientdri diferite (algoritmul nu duce
niciodatd la crearea de laturi identice
cu aceeasi orientare).

Pot fi identificate patru cazuri
care sunt prezentate in figura 4.

In figura 5 este ilustrati o secven-
td de operatii de unire si lipire.

inghetarea

Datoritd numirului mare de voxeli
care ar fi necesari, structura de date
necesard ar putea fi prea mare pentru
a fi utilizabili.

Datoritd faptului ci algoritmul
opereazd asupra unor zone de di-
mensiuni reduse la fiecare pas, putem
mpdrti datele de intrare in felif.

Practic, vom utiliza doud plane
care sunt paralele cu doui axe dintre
cele trei axe de coordonate.

Initial planul r, se va afla sub toa-
te punctele date, iar planul r, se va
afla deasupra acestuia la o distanti
aleasd convenabil pentru ca structura
de date s3 nu aibi dimensiuni consi-
derabile. In momentul creirii unei
not laturi, verificim dacd extremiti-
tile sale se afli deasupra planului r,.
In acest caz latura este marcati ca
fiind inghetats.

fn momentul in care nu mai avem
decit laturi inghetate, mutim planu-
rile (r, devine m, iar noul m, se va afla
deasupra noului r, la aceeasi distantd
arbitrard aleasi). Totodat3, toate
laturile inghetate vor deveni laturi
active. Singurele modificiri aduse
algoritmului prezentat constau in in-
troducerea unui bucle exterioare care
se ocupd de deplasarea planurilor si
in adiugarea instructiunilor de in-
ghetare a laturilor.

Parcurgeri succesive

Algoritmul poate fi modificat pentru
a utiliza mai multe bile de raze dife-
rite.

\

3

K

(b) (c)

L]

(e) (f)

Figura 5: Secvenid de uniri si lipiri

(a) trebuie adingat frontului curent un nou triunghi; cele patru puncte ale frontului
aflate in interiorul cercului punctat reprezintd, de fapt, un singur punct; (b) printr-o

unire este eliminatd o laturd si sunt create doud noi laturi care sunt identice cu alte
doud laturi deja existente; (c) prin doud lipiri cele doud perechi de laturi identice sunt
eliminate; (d) un now triunghi trebuie adiungat; () doar una dintre laturile create in
urma acestei uniri este identicd cu o laturd existentd; (£) o operatie de lipire elimind

perechea de laturi identice

Este specificatd o listd de raze or-
donate crescitor. Pentru fiecare felie
vom considera succesiv voxeli de di-
mensiune §=2 - p, unde p; este
valoarea unei raze.

Algoritmul va rula pani in mo-
mentul 1n care nu mai existi nici o
latur3 activi.

In acest moment trecem la urmi-
toarea razi din lista aleasi de utiliza-
tor, parcurgem toate laturile de pe
front si verificim daci o laturd im-
preund cu varful opus formeazi un
triunghi ridicind valid pentru o sferd
avand noua razi.

In acest caz aceasti noui razi de-
vine activi si pivotarea continui fo-
losind noua razi.

Concluzii

Am prezentat un algoritm care, folo-
sind metoda avansirii frontului, de-
termind o triangulare de interpolare a

unei multimi de puncte din spatiul

tridimensional.

Algoritmul de pivotare a bilei are
citeva proprietdti care il recomandi a
fi utilizat pentru recunoasterea su-
prafetelor:

* este intuitiv: triangularea se reali-
zeazi folosind o bili care se "plim-
bi" pe suprafatd; in plus, utilizato-
rul trebuie s aleagd un singur para-
metru (raza bilei);

o este flexibil, eficient si robust;

o se bazeazi pe rezultate teoretice
cunoscute.
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