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Plovdiv, 1ulie 2004

Olimpiada BALCANICA de

Informatica 2004

Va prezentam in continuare solutiile oficiale ale celor sase probleme propuse
spre rezolvare la vitima editie a Olimpiadei Balcanice de Informatica.

P040673: Monede

Problema poate fi rezolvatd
in mai multe moduri, dar

J fiecare modalitate de rezol-
vare va duce la obtinerea ris-
punsului corect in timpul permis doar
pentru o parte dintre teste.

O caracteristicd oarecum neobis-
nuiti a problemei este faptul ¢, indi-
ferent care ar fi fost metoda aleas3, nu
s-ar fi obtinut punctajele corespun-
z3toare tuturor testelor.

Pentru a se obtine punctajul ma-
xim, era necesar si fie combinate
cel putin doud dintre metodele
care vor fi prezentate.

Asadar, putea fi implementat
un algoritm bazat pe programarea di-
namicd si o ciutare bine aleasd, sau
algoritmul bazat pe programarea di-
namicd si metoda algebricd pe care o
vom prezenta.

Cautare exhaustiva

O primi metod constd in determi-
narea solutiei optime §i compararea
ei cu solutia obtinuti folosind algo-
ritmul greedy prezentat in enunt. Evi-
dent, aceasti metodd directd poate fi
aplicati numai pentru testele "mici".

Cautarea bine-aleasa
Aceastd metodd constd in testarea
anumitor cazuri speciale, cum ar fi
cdutarea unei solutii formate din mo-
nede de unul sau doui tipuri sau ciu-
#~ zons, tarea unei solutii care nu
este optimd, dar care este
mai bund decit cea furni-
zatd de algoritmul greedy.

Programare dinamica
Metoda pe care 0 vom
prezenta va avea ordinul de
complexitate O(M - S), iar spatiul de
memorie necesar va avea ordinul
o(S).

Vom nota prin ¢, numirul minim
de monede care este suficient pentru
a pliti suma 7, folosind cele M tipuri
de monede date.

Daci valorile ¢, t,, ..., t,, sunt de-
ja calculate, valoarea ¢, poate fi calcu-
latd pe baza urmdtoarei observati:
existd un tip de monede 4, care
este folosit pentru a obtine suma
3 i folosind un numir de monede;
7 daci folosim acea moneda si
monedele folosite pentru a obtine
suma i - a,, atunci vom obtine
suma i folosind un numir mi-
nim de monede.

Secventa in pseudocod care
urmeazi va prezenta metoda
descrisd.

Se foloseste un vector ¢ care con-
tine § elemente si ale cirui valori au
semnificatia de mai sus.

Mai este necesar un vector p, care
__contine tot § elemente, iar
\, p; va contine tipul 4,
care a fost ales pentru a
se obtine valoarea
minimi pentru plata

sumet 7.
Numirul operatiilor efectuate es-
te proportional cu produsul M - S.

algoritm determinaMinim
t, <0
t, 1

p, ¢ 0
pentrui« 2, S

executd \ S
W ¢ o0 -
pentru j <« 1, M executd
daca a, <1 atunci
kei- a;
dacd w>t, + 1 atunci
wet, o+ 1
p; <3
sfargit dacd
sfarsit dacd
sfarsit pentru
t,ew
sfarsit pentru
sfarsit algoritm

Alti algoritmi

\ Existd mai multi algoritmi bazati
| pe metoda programirii dinamice
/ care pot duce la rezolvarea pro-
blemei, dar spatiul de memorie
utilizat este mai mare sau numirul
operatiilor efectuate este mai mare.
De exemplu spatiul de memorie ajun-
ge la ordinul O(M - §), sau ordinul
de complexitate al algoritmului ajun-

gela O(M - §2).

Metoda algebrica
Vom determina modul de plati a su-
mei a, folosind doar monede de tipul
Apy gy eery -

Aceastd sumd poate fi obtinutd
astfel:

3 :z::q,iai

Pentru fiecare pe- |
reche de valori (k, j),
vom nota:




k-1
PkJ =48 +Zi:j hﬁiai

Se poate demonstra faptul ¢i da-
cd existd 0 sumi care poate fi obtinu-
td folosindu-se un numdr mai mic de
monede decit numirul furnizat de
algoritmul greedy, atunci existd cel
putin o valoare P, pentru care aceas-
td afirmatie este de asemenea adevi-
ratd.

Cu alte cuvinte, numirul de mo-
nede obtinut folosind algoritmul gre-
edy este mai mare decit numdrul de
monede indicat in formula anterioard.

Asadar, este suficient s verificim
valorile P, ; obtinute. Obtinem un al-
goritm al cirui ordin de complexitate
este O(M?), dar, in unele situatii, s-ar
putea ca algoritmul s3 nu duci la re-
zolvarea problemei deoarace este po-
sibil ca toate valorile gisite si nu fie
cuprinse in intervalul [x, y].

Date de test

Tabelul prezintd datele de test folo-
site in concurs. Se observd cd pentru
ultimele teste algoritmii al ciror or-
din de complexitate depinde de S nu
sunt acceptabili.

LT S— A—

1 7 21 26 50

2 12 234 1 999

3 13 313 513 548

4 13 313 5130 5480
5 30 205 201 999

6 42 899 999500 999999
7 44 800000 99500 999999
8 44 800000 1 999999
9 58 3000000 5010000 6000000

10 91 4000000 5000000 7000000

P040614: Echipa

Existd o multime de posibilititi de a
rezolva aceastd problemd. Solutiile
pot fi clasificate in trei categorii in
functie de ordinul de complexitate al
algoritmilor folositi pentru rezolva-
re. Vom prezenta In continuare cite
un algoritm reprezentativ pentru fie-
care dintre categorii.

Algoritmul banal
Cel mai intuitiv algoritm urmdreste
pur si simplu definitiile conceptelor

de mai bun si excelent din enuntul
problemei.

Vom parcurge toti concurentii si
pentru fiecare concurent X vom de-
termina dacd acesta este sau nu exce-
lent.

Verificarea constd Intr-o noud par-
curgere a tuturor concurentilor si,
pentru fiecare concurent Y, se verifi-
cd dacd Y este mai bun decit X.

Datoritd faptului ¢ putem pistra
cu usurintd in memorie pozitiile con-
curentilor de la fiecare concurs, pu-
tem verifica dacd X este mai bun de-
cit Y comparand pozitiile celor doi
la cele trei concursuri.

Asadar, putem determina daci X
este sau nu excelent intr-un timp de
ordinul O(N). Ca urmare, vom de-
termina toti concurentii excelenti
intr-un timp de ordinul O(N?).

Algoritmul este o varian-
td usor modificatd a celui an-
terior. Este suficient s pis-
trim o listd a concurentilor
despre care stim cd sunt excelenti.

In momentul in care dorim s3 ve-
rificim daci un concurent este sau nu
excelent, nu va mai trebui si verifi-
cdm pentru fiecare concurent Y dacd
Y este mai bun decit X. Este suficient
sd verificim toti concurentii Y aflati
in lista concurentilor excelenti.

Astfel, ordinul de complexitate a
operatiei de verificare a faptului dacd
un concurent este sau nu excelent se
reduce de la O(N) la O(K), unde K
este numdrul total al concurentilor
excelenti.

Daci se efectueazd aceastd modi-
ficare, ordinul de complexitate al al-
goritmului devine O(N - K) si, folo-

sind acest algoritm, un

Este acum foarte simplu sd numi-
rim concurentii excelenti. Obtinem
un algoritm care ruleazd in timp pi-
tratic si care, In concurs, ar fi obtinut
20-30 de puncte in functie de deta-
liile de implementare si prezenta sau
absenta optimizirilor.

Un alt algoritm simplu

Putem imbunititi ordinul de com-
plexitate al algoritmului anterior da-
cd luim in considerare urmitoarea
observatie: daci Y nu este excelent
(datoritd faptului c3 existd un concu-
rent Z care este mai bun decit Y)
atunci, in momentul in care verifi-
cdm dacd un concurent X este sau nu
excelent, putem "sdri" peste Y dato-
ritd faptului ci, dacd Y este mai bun
decat X, atunci si Z va fi mai bun de-
cat X.

concurent ar fi obtinut 40-
50 de puncte.

Un algoritm bazat pe
arbori de indici

4l Pentru a obtine un algo-

,,E ritm mai rapid va trebui s3

f folosim o structurd de date

cunoscutd si sub numele

de arbore de indici.
Arborele de indici pe

care il vom folosi pentru a

rezolva aceastd problemi trebuie si

permiti efectuarea urmitoarelor
operatii:

o adiugarea unei perechi de numere
(cheie si valoare) in arborele de
indici;

o furnizarea celei mai mici valori co-
respunzitoare unei chei care este
mai micd decit o valoare dati X.

Arborele de indici pe care il vom
utiliza va permite efectuarea acestor
doui operatii intr-un timp de ordi-
nul O(log N). Vom prezenta in con-
tinuare modul in care vom construi
un astfel de arbore.

Putem privi arborele de indici ca
fiind un arbore binar complet care
contine 20 de niveluri, deci are 21 =
524.288 de frunze.

Fiecare nod al acestui arbore (cu
exceptia riddcinii) va avea exact un
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périnte si, de asemenea, fiecare nod
(cu exceptia frunzelor) va avea exact
doi fii.

Vom atribui fiecare indice posibil
(de la 1 la 524.288) frunzelor arbore-
lui, in ordine. Fiecare frunzi va fi
"rispunzitoare” pentru informatiile
corespunzdtoare indicelui care i-a
fost atribuit.

Apoi, fiecare nod al arborelui va
fi "rispunzitor" pentru indicii cores-
punzitori fiilor sii. De exemplu, p3-
rintele primelor doud frunze va fi
"rdspunzdtor” pentru indicii 1 si 2,
parintele sdu va fi rispunzitor pen-
tru indicii 1, 2, 3 si 4, parintele aces-
tuia va fi rispunzitor pentru indicii
1,2,3,4,5,6,7sl8 etc.

Similar, frunzele "responsabile”
pentru indicii 35 §i 36 vor avea un
parinte care va fi "rispunzitor" pen-
tru ambii indici (35 i 36). Acest pi-
rinte va avea un frate care va fi "ris-
punzdtor" pentru indicii 33 si 34, iar
périntele acestor doud noduri va fi
"rdspunzdtor” pentru indicii 33, 34,
3551 36.

Continuind in acest mod ajun-
gem la ridicind care va fi "rispunzi-
toare" pentru intregul inter-
val [1, 524.288], iar cei
doi fii ai sdi vor fi "rds-
punzitori” pentru interva-
lele [1, 262.144], respec-
tiv [262.145, 524.288].

Acum, cunoscind in-
tervalul de indici pentru care este "ris-
punzitor" fiecare nod, definim res-
ponsabilitatea astfel: fiecare nod pds-
treazd cea mai micd valoare corespun-
zitoare unui indice din intervalul pen-
tru care este "rspunzitor” nodul.

Initial, toate frunzele vor contine
valoarea . Implicit, toate nodurile
vor contine aceeasi valoare.

In momentul in care se doreste
adiugarea unei perechi in arborele de
indici, este suficient si actualizim
frunza corespunzitoare indicelui dat
impreund cu toti stramosii sdl (toate
nodurile rispunzitoare pentru indi-
cele dat sunt strimosi ai frunzei res-
pective).

Actualizarea constd in compara-
rea noii valori si a valorii curente. Da-
cd valoarea curentd este mai mare de-

cdt noua valoare, atunci ea este mo-
dificati.

Datoritd faptului ¢ existd log, N
strimosi, obtinem ordinul de com-
plexitate dorit O(log N )
pentru operatia de actua- |
lizare.

fn momentul in care
dorim si efectuim o inte-
rogare de tipul celei descrise (a doua
operatie mentionatd), este suficient
s alegem cea mai micd valoare dintre
valorile pastrate de un frate sting al
unuia dintre strimosii frunzei cores-
punzitoare valorii X date.

Desi pare complicat, de fapt este
foarte simplu. Vom explica in detaliu
in ce constau operatiile descrise.

Fiecare nod (cu exceptia radici-
nii) are un frate. Vom numi frate
stang nodul corespunzitor unui in-
terval ale cirui extremitdti sunt mai
mici; celilalt frate va fi numit frate
drept. De exemplu, nodurile cores-
punzitoare intervalelor [1, 4] si [5, 8]
sunt frati. Primul nod va fi fratele
sting deoarece valorile 1 si 4 sunt

mai mici decit valorile 5

Vom
considera
acum un
indice arbi-

indicele dat X. Cele doud frunze co-
respunzitoare acestor doi indici vor
avea un aga-numit cel mai mic stri-
mos comun Z (deoarece oricare doud
noduri au cel putin un strimos comun:
ridicina). Acest cel mai mic strimos
comun este cel mai apropiat strimos
de cele doud frunze (aflat pe un nivel
cu numir de ordine cit mai mare -
numiritoarea nivelurilor incepe de la
ridicing).

Datoritd faptului ¢ Y este mai
mic decit X si datoritd faptului cd nu
existd nici un strimos ~ _ =
comun mai mic decit Z, ﬁ
este intotdeauna adevi-
ratd afirmatia potrivit cireia fiul drept
al lui Z este un strimos al lui Y, iar
fiul sting al lui Z este un strimos al
lui X.

Asadar, fiul sting al acestui stri-
mos al lui X este "rispunzitor” pen-
tru Y (reamintim faptul ¢ oricare
strimos al lui Y este "rispunzitor”

pentru Y).
Am demonstrat astfel ci, exami-

' ndnd fratii stangi ai strimosilor lui
\ X, putem acoperi togi indicii mai

* mici decit X datoritd faptului ci
toti indicii Y au fost acoperiti in
acest fel (in argumentatia anterioard
indicele Y a fost ales arbitrar).

In concluzie, este suficient s3 ve-
rificim valorile pastrate de citre fra-
til stingi ai strimosilor si s3 o alegem
pe cea mai mici dintre ele.

Numirul strimosilor este log, N,
deci obtinem ordinul de complexita-
te dorit O(log N) pentru operatia de
interogare.

Dupi implementarea structurii
de date descrise, putem folosi algo-
ritmul care va fi descris in cele ce ur-
meaza.

Pistrim o listd a concurentilor in
ordinea 1n care s-au clasat acestia in
primul concurs. De asemenea, pds-
trdm cte un vector care vor contine
pozitiile concurentilor 1n celelalte
doud concursuri.

fn continuare parcurgem concu-
rentii 1n ordinea in care apar acestia
in listd. Pentru fiecare concurent X
vom adiuga in arborele de indici o
pereche formatd din pozitiile cores-
punzitoare lui X si vom efectua o in-
terogare pentru indicele X (care re-
prezinti pozitia lui X in al doilea
concurs).

{n urma interogirii vom obtine
cea mai micd valoare corespunzitoa-
re unui concurent al cdrui indice este
mai mic decit X.

Datoritd faptului ci indicii repre-
zintd pozitiile din cel de-al doilea con-
curs si valorile reprezintd pozitiile din
cel de-al treilea concurs, vom obtine
cea mai buni clasare in cel de-al trei-
lea concurs a unui concurent care s-a
clasat Tnaintea lui X in cel de-al doi-
lea concurs.

De asemenea, datoriti faptului ci
parcurgem concurentii in ordinea cla-
sirii lor in primul concurs, suntem
siguri cd toti concurentii adiugati in
arbore Tnaintea lui X au terminat pri-
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mul concurs pe o pozitie mai bund
decat X.

Compardm acum valoarea obti-
nutd in urma interogdrii cu valoarea
corespunzdtoare lui X (care repre-
zintd pozitia lui X in al treilea con-
curs).

Daci valoarea obtinuti este mai
micd decit cea corespunzitoare lui
X, atunci stim cu sigurantd ci existd
un concurent care a fost mai bun
decat X 1n toate cele trei concursuri.
In caz contrar, nu existd un astfel de
concurent, deci X este un concurent
excelent.

In final vom numira concurentii
excelenti si vom afisa rezultatul la
lesirea standard.

Fiecare operatie efectuatd asupra
arborelui de indici are ordinul de
complexitate O(log N). Pentru fieca-
re concurent efectuim doud astfel de
operatii, deci ordinul de complexita-
te al intregului algoritm este O(N -
log N). Un astfel de algoritm ar fi
dus la obtinerea punctajului maxim
in concurs.

fn continuare vom prezenta ver-
siunea in pseudocod a algoritmului
prezentat. Cele 20 de niveluri ale ar-
borelui sunt reprezentate sub forma
unor vectori. Arborele va fi format
dintr-un vector de vectori care con-
tine 20 de elemente (numerotate de
la 01a 19 incepand cu nivelul pe care
se afl3 frunzele).

algoritm Echipa

/] citirea numdrului de concurenti

citeste n

// citirea concurentilor in ordinea

// clasdrii in primul concurs

pentru i < 1, n executd
citeste unu,

sfarsit pentru

Qare cuim o sa facé

&

4. Eutuziasm
M-am prins!

3. Preocupare
)75

W
ST
9. Furie

La naiba cu calcilaroarele
asteal
// citirea concurentilor in ordinea
/1 clasdrii in al doilea concurs si
// construirea vectorului care
// contine pozitiile lor in al
// dotlea concurs
pentru i < 1, n executd
citeste X
doi, ¢« X
sfdrgit pentru
// citirea concurentilor in ordinea
/1 clasdrii in al treilea concurs si
// construirea vectorului care
// contine pozitiile lor in al
// tretlea concurs
pentru i < 1, n executd
citeste X
trei, « X
sfdrgit pentru
// initializarea numdrnlui de
// concurenti excelenti
excelenti < 0
// initializarea nodurilor
// arborelui de indici
pentrui < 0, 19 executd
pentru j < 0, 2! executd
arboreilj —
sfarsit pentru
sfargit pentru
// parcurgerea concurentilor in
// ordinea clasirii in primul
// concurs
pentru i < 1, n executd
X < unu,
excelent « adevdrat
pozitie ¢ trei,
pentrunivel <« 0, 19
executd
// addugarea in arborele
// de indici a perechii de
/1 pozitii in al doilea si al
// treilea concurs
dacd doi, <
arbore atunci

nivel,pozitie
arbore < doi,

nivel,pozitie

sfargit dacd

4 @A e

10. Frustrare
Nu nierge cum trebuyie...

o A

5. Dragoste 6. Deziluzie
Sunt wu progrounator — Codul nu functioneazd
- ! - .
excelent! chiar cum erebuie!

11. Sfarsit
Evalyarea proiectulyi

// interogarea pentru
// pozitia in al treilea concurs
dac# pozitie este impar
$i arbore i o posiries
< doi, atunci
// concurentul nu poate
// fiexcelent
excelent « fals
intrerupe executia ciclului
sfarsit dacd
/] trecerea la parinte
pozitie « [pozitie / 2]
sfarsit pentru
// severificd dacd am gésit un
// concurent excelent
dacd excelent atunci
/] creste numdrul
// concurentilor excelenti
excelenti « excelenti +1
sfarsit dacd
sfarsit pentru
/] afisarea rezultatului
scrie excelenti
sfarsit algoritm

Date de test

Tabelul prezinti datele de test folo-
site in concurs. Se observd cd viteza
de executie a diferitilor algoritmi de-
pinde de numdrul total al concuren-

tilor (7) si numdrul concurentilor ex-
celenti (k).

— L — —

1 50 26
2 1000 150
3 20000 19042
4 50000 23049
5 100000 1033
6 200000 132974
7 300000 522
8 400000 84652
9 500000 4875
10 500000 286073
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P040615: Drum minim
Rezolvarea acestei probleme se ba-
zeazd pe algoritmul lui Dijkstra de de-
terminare a drumului minim intr-un
graf. Vom prezenta mai multe solutii
bazate pe acest algoritm.

Algoritmul banal

Cea mai simpld solutie consti in re-
gisirea informatiilor necesare pentru
a construi intregul graf folosind bi-
blioteca pusi la dispozitie si aplicarea
algoritmului lui Dijkstra pentru acest
graf. O astfel de solutie ar fi dus la
obtinerea a 20 de puncte deoarece, In
acest caz, avem K = T.

Un algoritm simplu

Algoritmul anterior poate fi optimi-
zat dacd ne asigurdm ci nu cerem
informatii pe care nu
le vom utiliza. Asadar,
vom efectua ape--

luri getxyM si M
getAd;j numai daci T
avem nevoie de rezultatele P

returnate de functiile
respective.

De asemenea,
executia se va incheia in o
momentul in care este
gdsit un drum pand
la destinatie si nu va cere informatii
despre vecini sau despre intersectii
aflate la o distantd fatd de S (punctul
de plecare) mai mare decit cea la care
se afli destinatia F.

O astfel de implementare ar fi dus
la obtinerea a 40 de puncte.

E1

Dodwells
A,

S

Un algoritm euristic

Se stie cd algoritmul lui Dijkstra este
optim, 1n general. Totusi, aceastd afir-
matie nu este aplicabild pentru pro-
blema de fatd deoarece avem informa-
tii aditionale: pe langd muchii i var-
furi, cunoastem coordonatele inter-
sectiilor.

Folosind aceste informatii obti-
nem o limitd inferioard pentru lungi-
mea oricirui drum care uneste doud
intersectii: drumul nu poate fi mai
scurt decat distanta euclidiand dintre
cele doud intersectii.

Astfel putem obtine un algoritm
mai rapid decit cel al lui Dijkstra.

e

e

Un exemplu ar fi s3 formdm un
dreptunghi sau o elipsi in jurul punc-
telor S si F i s ignordm toate inter-
sectiile aflate 1n afara zonei alese. To-
tusi, trebuie s3 fim atenti sd nu lisim
in afara zonei posibile drumuri mini-
me.

Daci este furnizat un rispuns fi-
ri ca programul si se asigure cd aces-
ta reprezintd intr-adevir drumul mi-
nim, acest rispuns nu este luat in con-
siderare. Aceasta inseamni cd daci
existd o intersectie X care ar duce la
obtinerea unui drum minim 1n cazul
in care X este legatd direct de desti-
natie, atunci va trebui si determinim
cel putin coordonatele vecinilor lui X
pentru a ne asigura cd nu existd un alt

drum mai scurt care trece prin X.

_Hinckley
Rosemary Way, HincKey L., X]|
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Astfel de
euristici ar putea
duce la obtinerea a
pani la 60 de puncte deoa-
rece este practic im-
posibil si obtinem K < e
J fird un algoritm //
optim (in finalul
prezentdrii solutiei va fi descris mo-
dul in care este aleasd valoarea /).

MEG B

Algoritmul optim

Am afirmat ci trebuie neapirat s3 ve-
rificim anumite tipuri de intersectii
(trebuie sd obtinem informatii referi-
toare la vecinii lor).

Ideea care std la baza acestui algo-
ritm este aceea de a verifica numai in-
tersectiile care ar trebui luate in con-
siderare. Aceasta va duce la obtinerea
unui algoritm optim care nu efectuea-
z3 nici un apel inutil.

Vom numi valoarea P a unei in-
tersectii X, lungimea celui mai scurt
drum de la § la F care trece prin X.
Aceastd valoare va fi dati de cel mai

scurt drum cunoscut de la §1a X, la
care se adaugd distanta de la X la F.

Initial, pentru fiecare intersectie
(cu exceptia intersectiei S), valoarea P
va fi e deoarece nu existi nici un drum
cunoscut la nici una dintre aceste in-
tersectii. Pentru intersectia S, valoa-
rea P va fi egald cu distanta dintre S si
F.

Pe baza definitiei valorii P vom
construi un algoritm similar celui al
lui Dijkstra. Vom impirti intersectiile
in doud multimi: intersectii procesate
si intersectil neprocesate. Apoi vom
repeta operatia care va fi descrisd in
continuare.

Operatia constd in alegerea inter-
sectiel neprocesate care are cea mai
micd valoare P si procesarea ei.

Procesarea
consta in gisirea
y

AAps

-

Wr:ey 5’03 ;
G/

L3 Burbage

y co-
// ordonatelor
-~ tuturor vecint-
lor si actualizarea
acestor vecini.
Actualizarea
unui vecin Y al in-
tersectiei alese X
este similard ce-
lei utilizate de
algoritmul lui
Dijkstra: verificim dacd se imbuniti-
teste valoarea P a lui Y daci se ajunge
in Y direct din X (pe un drum direct
care leagd X 51 V).

Datoritd faptului cd distanta din-
tre Y si F este constantd, actualizarea
valorii P a intersectiei Y este echiva-
lentd cu actualizarea celui mai scurt
drum panila Y.

Acesta este motivul pentru care
criteriul pentru actualizarea valorii P
a intersectiei Y este identic cu cel fo-
losit in cadrul algoritmului lui Dijk-
stra.

Dupi actualizarea vecinilor inter-
sectiel X, aceastd intersectiel este mu-
tatd in multimea intersectiilor proce-
sate.

Lychgate-Lane

o
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Procedeul se incheie in momentul
in care F devine intersectia neproce-
satd cu cea mai mici valoare P (exact
ca in cazul algoritmului lui Dijkstra).

Vom demonstra in cele ce urmea-
z3 corectitudinea algoritmului pro-
pus. Demonstratia este foarte asemi-
nitoare celei care demonstreazi co-
rectitudinea algoritmului lui Dijkstra.

fn momentul in care actualizim
valoarea P a unei intersectii Y care
este o intersectie neprocesatd vecind
intersectiei X, valoarea P a intersec-
tiei Y va fi intotdeauna mai mare de-
cat valoarea P a intersectiei X.

Aceasta se datoreazi faptului

cel mai scurt drum pand
la X la care se adaugi
distanta dintre X si Y si
distanta dintre Y i F, iar
valoarea P a lui X este datd de cel
mai scurt drum pand la X la care
se adaugd distanta dintre X si F.

Diferenta dintre valoarea P a lui
Y si valoarea P a lui X va fi datd de
suma distantelor dintre X si Y, res-
pectiv Y si F, din care se scade distan-
ta dintre X si F. Folosind inegalitatea
triunghiului (suma lungimilor a doud
laturi este Intotdeauna mai mare de-
cdt lungimea celei de-a treia laturi)
deducem imediat cd aceastd diferentd
este intotdeauna un numir pozitiv.

Astfel am demonstrat ci valoarea
P a unei intersectil neprocesate nu
poate deveni niciodatd mai micd decit
valoarea P a intersectiei care este alea-
si pentru a fi procesatd. Putem con-
cluziona cd in momentul in care ale-
gem o intersectie X pentru procesare,
avem deja adevdrata valoare P a aces-
teia deoarece aceastd valoare nu poate
fi imbunitititd.

fn continuare putem afirma ci, in
momentul in care este aleasd pentru
procesare intersectia F, avem deja va-
loarea P a acesteia, deci putem fur-
niza rispunsul fiind siguri c3 acesta
este cel corect.

Toate intersectiile pe care eram
nevoiti si le procesim au fost deja
luate 1n considerare deoarece valorile
P ale acestora sunt mai mici dect
valoarea P a intersectiei F.

Demonstrarea optimalititii algo-
ritmului este mai simpld. Am proce-
sat doar intersectii ale ciror valori P
sunt mai mici decat cea a intersectiei

F.

Fiecare astfel de intersectie trebu-
ia procesatd deoarece ar fi putut duce
la obtinerea unui drum minim pand
la F.

Nu am procesat nicl o intersectie
a cirei valoare P este mai mare decit
valoarea P a intersectiei F, deci nu am
efectuat nici o procesare inutild.

Din aceste motive, algoritmul
descris este optim in sensul ¢ folo-
seste numdrul optim de apeluri pen-
tru functiile get XYM si getad;.

Date de test
Datele de test se bazeazd pe harta
unui oras real. In tabelul de pe
aceastd pagini este prezentat numirul
intersectiilor (N), numdrul strizilor
(M), precum si clasa de strizi incluse
(o valoare R cuprinsi intre 1 si 10;
valoarea 1 indicd faptul ¢ au fost
incluse doar strizile principale, in
timp ce valoarea 10 indicd faptul cd
au fost incluse chiar si cele mai mici
alei).
Tabelul prezintd si valoarea K ca-
re reprezintd numdrul apelurilor ce-
\_lor doud functii efectuate de pro-
.gramul care implementeazi solutia
oficiald, precum si valoarea D ob-
tinutd in cazul in care se folosea
varianta imbundtdtiti a algoritmu-
lui lui Dijkstra.

Ultima coloani
prezinti valoarea J care
" afost acceptabild in
. ¥/ concurs pentru a se obtine
punctajul maxim pentru testul
4 respectiv. Ea a fost calculatd
ruland un algoritm usor modi-
ficat care determini toate drumurile
minime dintre S si F. Scopul acestei
ruliri a fost eliminarea factorului ale-
ator (de exemplu, ar fi putut apirea
diferente in functie de modul in care
se tratau situatiile In care doud inter-
sectil neprocesate aveau aceeasl va-
loare P minim3).

P040616: Cursa

Avem un graf planar care descrie har-
ta unui oras si trebuie sd determinim
un drum care respectd restrictiile im-
puse in enuntul problemei.

Algoritmul banal
Este posibili generarea tuturor dru-

murilor care pornesc din var-

e — L — ey ful identificat prin 1 5i ajung la

. 0 1 10 20 s 1 14 acelasi nod si alegerea celor ca-

2 23 40 10 63 36 o8 59  |re nu contin schimbiri de di-

3 2039 4552 10 6591 6487 2208 2209 |rectie spre dreapta si in care

4 5277 11810 6 17087 16139 12418 12419 |lyngimea celei mai scurte strizi

5 6560 15229 10 21789 18979 7352 7353 ey

6 138 122 1 260 29 19 19  |este minima. o

7 639 870 3 1509 371 291 293 O astfel de solutie, chiar

8 1829 3176 4 5005 1046 383 386 |cu anumite optimiziri, are un

9 6140 13667 6 19807 15385 5269 5272 . d . ol si

10 6856 15889 10 22745 21551 7652 7625 |UMP eexelcuﬂl: exponential §1
Date de test pentru problema Drum minim nu ar duce la obinerea a mai

mult de 20 de puncte.
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Algoritmul lui Dijkstra modificat
Cea mai bund modalitate de rezolva-
re a acestei probleme este si o impir-
tim in subprobleme. Vom incerca si
satisfacem constringerile una cate
una.

Prima proprietate a drumului es-
te aceea cd cea mai scurtd stradd
din cadrul acestuia trebuie si
fie ct mai lungi posibil.

In general, daci
trebuie sd ciutim un
drum de la un varf la
altul, folosim mo-
dificiri aplicate al-
goritmului lui Dij- 4
kstra. Pentru
aceastd problemd .
vom efectua modi- %
ficarea care va fi descrisd in conti-
nuare.

La fiecare pas vom realiza cunos-
cuta extensie a multimii varfurilor
procesate, alegind un varf pentru ca-
re drumul optim curent de la varful 1
este optim (lungimea celei mai scurte
strdzi este maxima).

In continuare recalculim lungi-
mile drumurilor pani la varfurile adia-
cente varfului ales. O mici dificultate
apare datoritd faptului ci trebuie si
determinim un drum de la varful 1
la el insusi. Ea poate fi usor depdsitd
dacd creim un duplicat al acestui
varf.

Drumul trebuie s satisfaci o con-
ditie suplimentard: la fiecare intersec-
tie drumul trebuie s continue inain-
te (in sens pur geometric) sau si con-
tinue spre dreapta cu un unghi care
are mai putin de 180°.

Sd presupunem cd drumul trece
prin intersectiile A, B si C ale cdror
coordonate sunt (x X ) A) (X3 V),
respectiv (X, y,)- In aceste conditii
directia se schimbi spre stanga daci
intersectia C se afli pe aceeasi linie
ca si intersectiile A si B sau se afli in
semiplanul sting determinat de ace-
easi linie.

Vom nota prin §
valoarea (x, - x,) (.-
ya) - (xe-x,)
w5 Ya)

» Daci avem
@S >0, atunci C se

afld n semiplanul sting determinat
de dreapta care trece prin intersecti-
ile A si B.

Dacdavem § =01 x, <x, <x.
sau X < X5 < x, 5aU Y, <Yy < Y sau
Ve <Yy <Y, atunci intersectia B se
aﬂa in 1nter10rul segmentulm deter-
minat de intersectiile A
/51 C.

/ Pentru a rezolva

# aceastd subproblema
va trebui ca, pentru

W fiecare varf, si pastrim
cele mai "bune" drumuri

care ajung in varful respectiv

direct de la toate varfurile inciden-

te.

Dintre toate drumurile determi-
nate la un moment dat o vom alege
pe cea mai "buni" si vom modifica
valorile varfurilor incidente (daci es-
te cazul) ludnd in considerare si var-
ful anterior.

De asemenea va trebui sd verifi-
cdm daci se respectd conditia potrivit
cdreia schimbarea directiei nu poate
fi decat inspre stinga.

Aceasta reprezintd o modificare
semnificativi a algoritmului lui Dijk-
stra datoritd faptului ci in varianta
clasicd nu existi cicluri in drumurile
minime.

fn cazul nostru s-ar
putea
cain

anumite varfuri si
apard de mai multe ori. Totusi, dacd
un varf se repetd, atunci de fiecare
datd cind acesta apare "intrim" in
acel varf prin inter-mediul unei alte
muchii.

In algoritmul modificat vom avea
cel mult M iteratii. Asadar o imple-
mentare simpli va duce la obtinerea
ordinului de complexitate O(M?).

Totusi, o implementare folosind
un heap binar va duce la obtinerea
ordinului de complexitate O(M - log
N).

Date de test
Tabelul urmdtor prezintd principalele
caracteristici ale datelor de test folosi-

te pentru evaluarea solutilor concu-
rentilor.

Ii‘lllllllll.'llllllllll.llllll

1 6 7

2 10 12

3 40 500
4 70 1400
5 300 3000
6 800 10000
7 1000 13500
8 1500 20000
9 1800 18000
10 2000 25000

P040617: Joc

Acesta este un exemplu tipic de apli-
care a metodei programdrii dinamice.
Vom prezenta in cele ce urmeazd
patru algoritmi bazati pe aceastd
metod3, fiecare dintre ei rezolvind
problema.

Totusi, cei patru algoritmi au or-
dine de complexitate diferite si, din
acest motiv, ar duce la obtinerea
unui anumit numdr de puncte pentru
datele de test folosite.

Algoritmul banal

Definim o subproblemi (x, y) ca fiind
0 configuratie in care avem x numere
rimase in prlma secventd si y
numere rimase in cea de-a do-
ua.

Am dori s3 determinim
costul minim pentru fiecare
sub problemi (x, ), unde x variazd
intre 1 §1 L, iar y variazd intre 1 51 L.
Acest cost minim va fi notat prin f(x,
»)-

Cea mai simpld modalitate consti
in incercarea tuturor mutdrilor posi-
bile ca primd mutare pentru o sub-
problemi.

Putem determina costul minim
asociat unei mutiri pe baza urmitoa-

rei formule:

f(x, y) = min (S K)-(5,-K)

fix- Ky y-K)

in cadrul cireia folosim toate valorile
K, si K, care satisfac conditiile.

Procedeul constd in simpla insu-
mare a costului mutdrii §i a costului
subproblemei rimase.

Costul minim asociat tuturor
mutirilor posibile pentru subproble-



ma (x, y) va fi dat intotdeauna de va-
loarea f(x, ).

Algoritmul poate fi implementat
foarte simplu si are ordinul de com-
plexitate O(N*). Un astfel de algoritm
ar fi obtinute 20-30 de puncte, In
functie de detaliile de implementare
si diferitele optimizdri utilizate.

Observatii utile

Existd citeva observatii care duc la
simplificarea problemei si obtinerea
unei solutii mai rapide.

Prima observatie consti
in faptul ci putem transfor-
ma fiecare secventd In alta care
contine numerele din secven-
ta initiald din care se scade ca-
te 0 unitate.

Beneficiul acestei scideri este
faptul ¢d in loc sd utilizim formula
S, -K,) - (S, - K,) vafisuficienti (si
necesard) formula §, - S..

Dupi efectuarea acestei simplifi-
cdri, putem observa imediat o alta.
Practic, nu are rost si luim doui sau
mai multe numere din fiecare secven-
td 1n acelasi timp (la fiecare mutare
vom avea K, =1 si/sau K, = 1).

Vom demonstra acum aceasti afir-
matie. S considerim o posibild mu-
tare pentru care avem K, > 1s1 K, > 1.

Alegand doud sau mai multe nu-
mere din fiecare secventi inseamnd, de
fapt, cd putem "impirti" aceasti muta-
re in doud mutdri.

Sd considerdm doud astfel de mu-
tiri. Prima dintre ele consti in alegerea
a K, numere din prima secventd (suma
acestora este S,) si a K, numere din a
doua secventi (suma acestora este S,).
A doua mutare constd in alegerea a al-
tor K, numere din prima secventi (su-
ma acestora este S,) si a altor K, nume-
re din a doua secventi (suma acestora
este S,).

Costul total al acestor doud mutdri
va fi, avind in vedere prima observatie,
§,-5,+5,- S,

Daci am fi efectuat doud mutiri
diferite am fi avut un cost total de

($,+58) (5, +8)=S8,-5,+8,-5,+

S5, +8,5,55,5,+5,-S,

Pe baza acestei observatii putem
deduce cd numirul total al mutdrilor
posibil este de ordinul O(N).

Ordinul de complexitate al intre-
gului algoritm devine O(N°). Un ast-
fel de algoritm ar fi obtinut in con-
curs 30-50 de puncte.

Reducerea buclei interioare
Pentru a imbundtiti performantele
algoritmului vom utiliza o tehnici
foarte cunoscuti pentru optimizarea
algoritmilor bazati pe metoda pro-
gramirii dinamice si anume metoda
reducerii buclei interioare. Vom ex-
plica In cele ce urmeazi in ce
~y. constd aceastd tehnicd.
: Algorltmul descris
anterior (care foloseste
observatiile care permit
optimizarea) incearci do-
. ud tipuri de mutiri pentru
fiecare subproblema (x, y).
Primul tip constd in ale-
gerea unui numdr A din prima
secventd si a K, numere din cea
de-a doua. Valoarea optimi pentru X,
este determinatd alegindu-se acea va-
loare care minimizeazi costul A - §, +
flx -1,y - K,) unde A este ultimul
numir din prima secventd.

Notim pozitia din cea de-a doud
secventd care duce la obtinerea opti-
mului prin g(x, y), valoare care este
egalicuy - K,

Aplicim aceeasi metodd pentru
cel de-al doilea tip de mutdri in care
se minimizeazé un cost de forma B -
S, +flx-K ) si notim pozitia
0pt1mulu1 prm h(x 7). Am notat prin
B ultimul numir din cea de-a doua
secventd.

Algoritmul compard cele
doud mutiri optime (cite
una din fiecare tip) si o alege
pe cea mai bund dintre ele.

Vom reduce buclele in-

terioare ale algoritmului an- - 12 g,zt j l

terior pe baza urrnatoarel ob-
servatit: g(x, y - 5
Vom demonstra aceasta
afirmatie folosind metoda reducerii la
absurd. Presupunem ci avem g(x, y -
1)> g(x, ). In acest caz avem g(x, )
<g(x,y-1)<y-1<y.Asadar vom
lua In considerare atat valoarea g(x,
¥), cat si valoarea g(x, y - 1) in mo-
mentul in care vom calcula valorile

f(x’ y) §1f(x’ )-

Mai mult, cand rezolvim subpro-
blema (x, y) preferdim valoarea g(x, y).
De asemenea, am preferat valoarea
g(x,y - 1) cind am rezolvat subpro-
blema (x, y - 1).

Daci notdm prin s(#, v) suma
numerelor aflate Intre pozitiile # si v
in cea de-a doua secventd, pe baza
observatiilor de mai sus obtinem:

A-s(gle,y-1)+1,9)+
f(x - 1’8(96»)" 1)) <
A s(gle,y) +1, )+

f(x' 1) g(x)y))

A-s(gle,y-1)+1L,y-1)+
f(x' 1’8(96»3" 1))>
A-s(gle,y)+1,y-1)+
f(x' 1) g(x) y))

Se observd imediat ci dacd sci-
dem valoarea A - 5(y, y) din ambii ter-
meni ai primei inegalitdti, obtinem
doud inegalititi contradictorii.

Ca urmare, ipoteza potrivit cireia
glx, y - 1) > g(x, y) este falsd, deci
avem intotdeauna g(x, y - 1) < g(x, y).

Asadar, in momentul in care vom
calcula valoarea g(x, y) nu mai trebuie
s luim In considerare toate valorile
cuprinse intre 1 §iy - 1, ci doar pe
cele cuprinse intre g(x, y - 1) siy - 1.

Putem aplica acelasi rationament
si pentru cea de-a doua bucli interioa-
rd. Vom ajunge la concluzia ci in
momentul In care vom calcula valoa-
rea h(x, y) nu mai trebuie si luim in
considerare toate valorile cuprinse
intre 1 six - 1, ci doar pe cele cuprin-

\ se intre h(x - 1 y) six- 1.
in cel mai defavorabil caz,

) ) / 59 acest algoritm are ordinul de

complexitate O(N?). Totusi, in
practicd, ordinul de complexi-
tate se apropie de O(N?). Din
-.acest motiv, o rezolvare baza-
“Jtd pe acest algoritm ar fi dus
la ob;inerea a 60-80 de puncte in
concurs.

Eliminare buclei interioare
Pentru a obtine un algoritm al cirui
ordin de complexitate si fie intotdea-
una O(N?) vom Incerca sd imbuniti-
tim algorimul anterior eliminind
complet buclele interioare.
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fn demon-
stratia anterioara
| am ardtat cd dacd
| facem o compa-
| ratie intre doud
| valori "candida-
| te" pentru g(x, y)
| si pentru g(x, y -
1) vom obtine in-
totdeauna acelasi
rezultat deoarece in caz contrar am
ajunge in situatia in care cele doui
inegalitdti cu termeni identici, ar avea
semne diferite.

Tragem concluzia cd vom avea
g(x, y) = g(x, y - 1) sau valoarea g(x,
») se afld in afara valorilor valide pen-
tru g(x, y - 1).

Valorile valide pentru g(x, y - 1)
sunt cuprinse Intre 1 iy - 2, iar valo-
rile valide pentru g(x, y) sunt cuprin-
se intre 1 s1y - 1. Ca urmare vom avea
intotdeauna fie g(x, y) = g(x, v - 1),
fie g(x, )=y - 1.

Asadar, este suficient acum si ve-
rificim aceste doud posibile valori,
ceea ce elimini complet bucla inte-
rioara.

De asemenea, aplicim acelasi ra-
tionament pentru h(x, y). In acest caz
cele doud valori posibile sunt h(x - 1,
y)saux - 1.

O ultimi observatie consti in fap-
tul ¢ nu putem aplica aceastd proce-
durd pentru valorile g(x, 2) si (2, y)
deoarece g(x, 1) si h(1, y) sunt cazuri
speciale care nu permit aplicarea logi-
cii recurente descrise.

Asadar, exact pentru aceste valori

pentru testarea programelor par-
ticipantilor.

I

1 20 20

2 110 80

3 200 130
4 400 80

5 1000 333
6 510 910
7 1200 1400
8 700 1800
9 1998 1370
10 2000 1999

P040618: Coduri

Pentru Inceput vom men-

Lema

Fiecare cod de lungime 7 si anvergu-
rd k pentru care avem M >2 -k +3
este echivalent cu un cod ale cirui
prime k + 3 siruri sunt:

000...00...0
100...00...0
110...00...0
111...10...0

Lema

Fiecare cod este echivalent cu un cod
ale cirui coloane sunt sortate in ordi-
ne lexicografici.

tiona, ca fapt divers, fap-

circulare de anvergurd 1
sunt numite coduri sarpe
in cutie.

Cartea Combinatorial
Algorithms scrisd de E.

'+

Reingold, J. Nievergeltsi |

N. Deo si publicati la
editura Prentice Hall in
1977 contine definitiile si
lemele prezentate in cele
ce urmeaza.

Definitie

Doui coduri sunt echivalente daci
fiecare dintre ele poate fi obtinut din
celilalt pe baza urmitoarelor trans-
formiri:

o rearanjarea coloanelor;

o inversarea elementelor unei coloane.

Pe baza acestor leme au
fost obtinute rezultatele din
tabelul de pe aceastd pagini.

Valorile marcate cu * indi-
| cd faptul ci rezultatul este cu
| sigurantd cel optim.

Valorile ingrosate indici
datele de test folosite in con-
| curs, iar in parantez3 sunt pre-
zentate valorile maxime obti-
nute de concurenti in cadrul
concursului.

Pentru obtinerea codurilor circu-
lare pe baza primelor doud leme pre-
zentate putea fi folositd eficient me-
toda backtracking.

Nota

Acestea sunt solutiile oficiale ale pro-
blemelor propuse spre rezolvare la
editia 2004 a Olimpiadei Balcanice de
Informaticd. Ele au fost preluate de pe

" va trebui si aplicim procedura de de-  Lema site-ul oficial al competitiei si au fost
S terminare descrisd pentru algoritmul ~ Fiecare cod este echivalent cu un cod  traduse de citre membrii redactiei
N anterior. al cdrui prim sir este 00. .. 0. Glnfo.
2 Ordinul de complexitate al
S acestui algoritm este cu sigu-
3 rangi O(N?) deoarece fiecare | e — A ——
' subproblemi este rezolvati
S intr-un timp constant. O im- 1 2 3 4 S 6
- lementare corectd a acestui
€ B el b b 4 g+ g* g* - - -
c agorm-n 9.1‘. 1 u's a obtinerea 5 14* (14) 10* 10* 10* _ _
9 puncta]ulm maxim. 6 26* (26) 16* (16) 12* 12* 12* -
£ 7 48* (46) 24* (24) 14~ 14%* 14* 14%
(L) 8 96 (82) 36* (34) 22% 16* l6* l6*
Date de fest _ 9 170 54 (50)  30* 24+ 18+ 18+
Cel ma1 importanti parametri 10 340 80 (72) 46 (40) 28 20 20
11 620 154 58 40 30 22

ai datelor de test sunt lungimile
celor doud siruri. Urmitorul
tabel descrie datele folosite

—
N

Lungimile codurilor circulare




