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Programare dinamici

SUMA puterilor
ASEMENEA

Doina Hrinciuc-Logofitu

Ne propunem prezentarea unui algoritm de tip Programare Dinamicéa pentru
problema puterilor asemenea a primelor n numere naturale. Primul pas va fi
codificarea problemei de rezolvat, adica stabilirea unui suport matematic care
sé permita transformarea progresiva a datelor de intrare in solutie. Vor urma
descrierea algoritmulvi, analiza sa, motivele pentru incadrarea lui in clasa
problemelor de tip programare dinamicé, prezentarea generala a acestei
metode si doud probleme propuse.

Problema sumei puteri-
lor asemenea
Fie k£ > 0 un numir natural; notim:

Sy(n)=1"+2F +3* + . +n (1)

Se poate ardta cd suma S,(n) este
un polinom de grad k + 1, 1n care va-
riabila 7 are coeficienti rationali, adi-
cd:

Sk(n)=$czk“nk” +¢zkn’e +~~-+aln+ao)(2)

Numerele M, a,,,, 4, ..., a,, a,
sunt intregi, iar numdrul intreg M
trebuie s fie pozitiv si ct mai mic
posibil.

Impunand aceasti conditie, in-
treaga secventa (M, a,,, a,, ..., a,, 4,)
va fi unicd pentru numirul natural
dat k.

Problema consti in determinarea
secventei (M, a,,, 4, ..., 4,, a,) pen-
tru un numdr natural & dat.

Date de intrare
Fisierul de intrare suma. in contine

un singur numdr natural k (0 <k <
20).

Date de iesire

Fisierul de iesire suma.out trebuie
s contind valorile M, 4, , a,, ..., a,,
a, 1n aceastd ordine si separate prin
unul sau mai multe spatii.

Exemplu
suma.in
2

5

0

suma.out
62310
122650 -100
110

Analiza problemei. Modelarea
algebrica

Prezentim in continuare citeva din-
tre formulele relativ cunoscute, care

pot fi aplicate pentru valori mici ale

lui k.
° So(n)zzn:io:n ©)

n

¢ 5e=3i="0 L G

p 2

6
=é(2n3+3n2+n) ()

. S,0)= iiz _ n(n+1)2n+1)

. S;(n)=§ﬁ =7”2(”4“)2

:%Qz“+2n3+n2) (6)

. S,.(n)=§i“

_n n+)1(27z+1)(‘5n2 +3n—1)
30

1
=%(6n5+15n4+10n3—n) 7)

Ne propunem in continuare de-
terminarea unei formule pentru S(n).
Pe baza formulei lui Newton, scriem
expresia binomiala:

(-1 = ~Cl#* +C* O
+CH = Cli+l (8)

care este echivalenti cu:
= (E-)N° =62°—15:* +207°
—157 +6i—1 ©)

Aplicind suma pentru i de la 1 la
n, vom obtine:



In continuare, vom rescrie ecuatia
(15) sub forma unui polinom de grad
k + 1 grupand termenii dupi puterile

pentru 0 < i <k, cu semnificatia: /inia
1a tabloului A[] (] contine coeficien-
tii corespunzatori sumei S(n).

YE-G-17)

0

:6§n“i5—15§n:i“+20ii3—
=1 i=1 i=1
_ n 'Z n ._ n
152{; +6;z 2;1 (10)

Dupi reducerea termenilor din
partea stingi, obtinem:
n® =68, (n)—15S,(n)+20S,(n)
—15S,(n)+6S,(n)—S,(n) (11)

Rezolvand ecuatia (11) pentru a
afla S(n), prin inlocuirea expresiilor

S,(n), $,(n), ..., S(n), obtinem:

S.(n)= n (n+1)2(12;z +2n— l)

=%(2n6 +6n° +5n" —n”) (12)

Prin extrapolarea acestui exem-
plu concret, putem scrie in general:

(k+1)5,(n)=n""+C..,S, , ()
=CluSia )+
+(1Y CLLSe p+1(n)‘
s @ (13
+ (1), (n)

Observim ci pentru calcularea
valorii §,(n) sunt necesare toate su-
mele asemenea de putere mai mici

decat k.

De la ecuatia (13) spre algoritm
Revenind la problema noastri, dedu-
cem ci pentru aflarea secventei (M,
Apyis Ay -ovy @y ) PENLIU UN NUMET
natural dat k sunt necesare toate sec-
ventele corespunzitoare pentru toate
sumele cu grad mai mic decit &, in-
cepand cu cea de grad 0.

Asadar, toate aceste informatii tre-
buie salvate progresiv pentru a putea
fi manipulate in procesul de determi-
nare a solutiei pentru instanta k.

Vom considera un tablou unidi-
mensional M[] 1n care vor fi salvate
secvential valorile M[0], M[2],...,
M[k] cu proprietatea: M[1] este nu-
madrul intreg pozitiv ce satisface solu-
tia problemei pentru S(n), 0 <i < k.

De asemenea, vom considera un
tablou bidimensional A[] [] in care
vom salva valorile (a ,dy, dy)

+12 z’ o

Folosind aceste reprezentiri si
inlocuind in formula (2), vom putea
scrie:

Sk(n)zm@&lk+lhk+l +

+AR: ++ (14)
+Ale]i}+ Ale]o])

fn continuare vom construi for-
mule recurente pentru secventa (M[k],
ATETE + 13, ATIR], ... ATETA],
A[R][0]) pe baza secventelor deja cu-
noscute (M[i], Al + 1], AL, ...,
A[Z][1], A[Z][0]) pentru 0 < i < k.

Acest lucru pare anevoios la pri-
ma vedere, dar vom vedea cum sim-
pla "punere pe hirtie" a ecuatiei (13)
cu aceastd notatie ne va furniza in-
formatii pretioase si alte recurente
utile.

Vom obtine succesiv:

(k+1)5, (n)= n**!
+C? ](A[k 1tk +

ket M[/e 1
+A-1]k-1k" "+ +
+Ale-1]1}+ Ale—1]0])-

3 1 k
=G W_l]@[k—zlk—l}q +

+A-2Jk-2}* +..+

+Ale-2Jik+ Ale—2]o])+
-
+(_ 1)7C1:+1 ¥(

MlE-1]
Ale+1-rJe+2-7k*"
+Ae+1-rJe+1-r}k*"
o
+Ae+1-ri}+
+ Al +1-r0]+

-

+(1)Ct, M[l]@[llz}f
+A[111}1+A[1IO])+
+(1t et —— (APl +

k+1 M[ ]
+Afoo)) (15)

Ecuatia a fost obtinutd prin inlo-
cuirea sumelor puterilor din formula
(13) folosind notatia cu tablouri.

lui 7.

(k+1)5, (n)— 4
Ale-1]e]+

+n k k+1

MlE-1]
+nk1[ Cle+1

M[k_l]A[k—llk—l] -

_ MC[\kZEZ]A[k —2Jk- 1]]+

2
+ nk—z[ Cle+1

M[k_l]A[k—llle—Z]—

M(E;:” (Al =22}

C'1e+1 _ _
M[I€_3]A[/e 37k 2]J+

+

4ot

Ale-1T1-

r k+1
o [M[Ie 1
_ Ck+1
Mlk-2]
B

Ale-2Tr1+

+ (_ 1y¢+2 u k+1

]A[r IIV]]

B
CIZ—H
[ [ 1]A[/e 11}~

Cl§+1
Mlk-2]
B

+<1ﬁ1kﬂAmnq

Ale-2T11+

Ciu
[M[k 1]A[/e—ﬂo]—
o
MlE-2]
B

T M%]A[OIO]] (16)

Ale-2]o]+

Privind cu atentie ecuatia (16), se
remarci faptul ¢i toti coeficientii ele-
mentelor din A[] [] sunt aceleasi
functii rationale, ce pot fi scrise sub
forma:

Wel= (-1 =k ’*” 0<t</e (17)

Folosind ecuatia (17), ecuatia (16)
devine:
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(/e+1)§k(n)= n* 4

n*(Wlk-1]Ak-1]k])+

T Wle-1Alk-1]-1]+
+Wle-2Jalk-2]k-1]+

P (Wlk-1A-1J-2]+
+Wlk-2k-2Jk -2+
+Wle-3Alk-3]-2]+

n’(W[/e—l]A[/e—lIr]+
+Wlk-2JAlk-2] ]+

+ot
+W[r—1]A[r—1Ir])

n(Wlk-1]Alk—11]+
+Wle-2]Alk-2]1]+
+WoJA T+

+Wle-1]ale-1]o}+
+Wle-2]Alk-2]0]+

+WolAloIo])

Cu aceasta situatia s-a simplificat
mult. Coeficientii puterilor lui 7 din
aceastd ecuatie se pot stoca intr-un
tablou unidimensional de fractii ra-
tionale F[] si au forma:

Fol= Y WAl ol wolpIo]

t=k-1

(18)

Fil= S WEARE] 1< <k
t=k—-1 (19)
Fle+1]=1

fnlocuind in ecuatia (18) valorile
din ecuatia (19) obtinem:

S,(n) :ﬁ(F[/eH}f” + Pl +

+Fe-1}"" +---+ F[i}+ F]0]

Am ajuns, succesiv la o formuld
asemdnitoare cu cerinta problemei.
Mai rimane acum aducerea in forma
cerutd cu M minimal.

Aceasta se realizeazd prin aflarea
celui mai mic multiplu comun a nu-
mitorilor fractiilor F[0], F{1], ..., Fk],
Fk + 1]. Notand acest multiplu prin
Q, putem rescrie ecuatia (20) astfel:

)=y Eler 1k +
+Fleht + Fle}" +---+

+F i+ F0)

Fhl=FilQ osr<ker @V

Deoarece Q este cel mai mic mul-
tiplu comun al numitorilor fractiilor
F[],F'[] va contine numere natura-
lesi(k+1)- Q este cel mai mic M
pentru formula §,(z) in forma cerutd.

Algoritmul

n
Deoarece S,(2)= zio =n, deducem
=1

¢ M[0] = 1, A[OJ[1] = 1, A[0][0] = O.
Tinind cont de manipulirile alge-

brice anterioare, algoritmul de rezol-

vare al problemei va fi urmdtorul:

algoritm SumaPuteriAsemenea (k)
1. citeste k
2. GenerazdCombinari (
Clk+1][k+1])
3. M[0] «1
A[0][1] «1
A[0][0] « O
4. pentru p« 1,
4.1. semn«1
.2. pentru t¢<p-1, Opas -1
executd

k executd

IS

Wlit] «
FractieSimplificata(
semn - C[p+1] [p+1-t]
/M[t])
semn ¢« -1 -*semn * (-1)
sfargit pentru
4.3. pentru t < p, 1pas -1
executd
fAux < Fractie(0/1)
pentru r<p-1, t-1
pas -1, r 20 executd
fAUX2 «
FractieSimplificatd
(Wlr] - Alr][t])
fAuUx ¢ SumaFractii
(fAux, fAux2)
sfarsit pentru
F[t] ¢« fAux
sfargit pentru
4.4. fAux «
FractieSimplificatd
(W[0] - A[O][O])
F[0] ¢ SumaFractii
(F[0], fAux)
4.5. F[p+l] ¢ Fractie(1/1)
4.6. Q¢ CMMMCNumitori
(F[1, p+1)
4.7. M[pl « (p+1) - Q
4.8. pentru t«<p+1, Opas -1
executd

fAUX2 «
FractieSimplificata
(F[t] - Q)
Alp] [t] ¢ Numdrator
(fAux)
sfdrsit pentru
sfarsit pentru
5. scrie M[k]
pentru i« k+1, Opas -1
executd
scrie A[k][i]
sfarsit pentru
sfarsit algoritm

Descrierea algoritmului

La pasul 2. se genereazd toti coefi-
cientii binomiali pand la ordinul £ +
1 (conform ecuatiei (13), pentru cal-
cularea valorii §,(7) sunt necesari co-
eficientii binomiali de ordin & + 1).

Acesta se poate realiza, tot utili-
zand un algoritm bazat pe metoda
programirii dinamice, prin calcularea
succesiva a valorilor C[7][j] folosind
formulele:

Cl0] = Ci[]] = 1,0<i<k+1
CIillj) = Ci - 11 - 11+ Cli - 1)
1<i<k+1,1<5<i

La pasul 3. se initializeazd valo-
rile corespunzitoare valorilor S (r)
(conform ecuatiilor (2) si (14)).

La pasul 4. se executd o instruc-
tiune repetitivd, care determini pro-
gresiv valorile A[p][0], A[p](1], ...,
Alpllp + 1], M[p], 1 <p < k. Acestea
reprezintd solutiile pentru probleme-
le de ordinul 1, 2, ..., k.

Lapasii4.1. si4.2. se calculea-
zd fractiile w[] conform ecuatiei (17).
Remarcim folosirea unei metode
FunctieSimplificata () care tre-
buie sd returneze valoarea ireductibi-
13 a unei fractii. Aceasta se realizeazd
prin determinarea celui mai mare di-
vizor comun d a numitorului §i nu-
mdrdtorului, urmatd de simplificarea
lor cud.

La pasul 4.3. se vor calcula frac-
tiile ireductibile ] utilizand ecua-
tiile (19). Remarcim folosirea meto-
dei SumaFractii(F1, F2) care re-
turneazd fractia ireductibili reprezen-
tind suma a doui fractii rationale.

La pasul 4.4. se adaugi la F[0]
valoarea W[0] - A[0][0], in conformi-
tate cu prima parte a ecuatiilor (19).



Tot conform ecuatiilor (19), la pa-
sul 4.5. se atribuie valorii F[p + 1]
fractia 1/1. La pasul 4.6. se atribuie
valorii Q cel mai mic multiplu comun
al numitorilor fractiilor F[0], F{1], ...,
Hp), Flp + 1] folosind o metoda
CMMMCNumitori ().

La pasul 4.7. se seteazi valoarea
M([p] conform ecuatiei (21). Tot con-
form ecuatiei (21) se calculeazi la pa-

sul 4.8. valorile A[p][p + 11, Alpllp],
oy A[PIIO].

Analiza algoritmului

Ordinul de complexitate al algoritmu-
lui este O(n%) (pasul 4. contine trei
instructiuni repetitive imbricate), asa-
dar algoritmul este polinomial.

Corectitudinea

Algoritmul este corect, deoarece se
bazeazi pe succesiuni corecte de ma-
nipuldri matematice.

Vom nota cu P(k) problema deter-
mindrii sumei pentru puterile k. Con-
statim c3, in cadrul algoritmului nos-
tru, rezolvim pe rand problemele
PO), P(1), ., P(k - 1).

Pe baza tuturor solutiilor acestor
subprobleme se decid valorile pentru
problema P(k):

SOL_P(k)= FUNCTIE(
SOL_P(),
SOL_P(1),

SOL_P(k-1))

Solutia unei probleme P(i) parti-
cipd la rezolvarea tuturor probleme-
lor P(i + 1), P(i + 2), ..., motiv
pentru care solutia unei probleme
P(i) este construitd o singurd dati si
salvatd pentru a fi utililizati ulterior
repetat de problemele de dimensiuni
mai marl.

Acesta este un algoritm clasic in
care este utilizat metoda programa-
rii dinamice.

Dependenta

Fiecare element 4, pentru o valoare k
datd depinde de valorile 4, (dacd aces-
tea existd) corespunzitoare valorilor
k-1,k-2,..; valoarea M depinde
de toate aceste elemente, fiind un fac-
tor de normalizare al formulei.

Consideratii generale
asupra programarii
dinamice

Metoda consti in determinarea solu-
tiei problemei pe baza unui sir de de-
ciziid,, d,, ..., d unde d; transformi
problema din starea si-1 in starea s;.

Spre deosebire de metoda divide
et impera, unde subproblemele tre-
buie s fie independente, in cadrul
metodei programirii dinamice, sub-
problemele vor fi subprobleme co-
mune mai multor subprobleme de
dimensiuni mai mari.

Pentru a fi eficientd, metoda pro-
gramirii dinamice trebuie si rezolve
fiecare subproblemi o singurd dat si
si memoreze solutia pentru a o uti-
liza in mai multe subprobleme ulte-
rioare.

Spre deosebire de metoda divide
et impera, metoda programirii dina-
mice opereazi de jos In sus, nerecur-
siv si presupune cunoasterea de la in-
ceput a subproblemelor care apar in
descompunerea unei probleme.

Metoda programdrii dinamice nu
este o tehnicd standardizatd cum es-
te, de exemplu, metoda backtracking,
iar elaborarea algoritmului se bazea-
z3 pe cdteva principii generale.

Din acest motiv, abordarea aces-
tei metode nu este evidenti si presu-
pune aptitudini de programare, dese-
ori dublate de aptitudini matematice.

Deoarece metoda programirii di-
namice determind o solutie fird a ex-
ploata toate cazurile posibile, putem
gdsi 0 aseminare si cu metoda greedy,
diferenta constind in faptul ¢ in ca-
drul metodei greedy se alege optimul
local la un moment dat, iar 1n cazul
programirii dinamice se exploateazd
proprietatea de substructuri optimi
a problemei (combinarea solutiilor
optime ale subproblemelor).

Probleme propuse

Problema #1
Considerim sumele puterilor aseme-

nea, scrise sub forma
S,(n)=F, 7" +Fn* +..+ Fn+FE,
b

unde. F,..» F{e, o F, sunt fractii ratio-
nale ireductibile.

+1

Sd se determine secventa (F,, , F,,
.y F, F;) pentru un numir natural
dat.

Modelati solutia problemei itera-
tiv, ca mai sus, utilizind aceasta for-
mi simplificatd.

Problema #2

Se considerd # numere naturale a,,
A,y ..y a, (1 < 30) mai mici decat 100.
S se determine o listi de numere b,
b,, ..., b, care satisfac relatia:

b= Ya a, a,
)

(ky sy enuk;
1<k <k <..<k<n
De exemplu, pentru n = 3 se va
obtine:
by=a,+a,+a,
by=a,-a,+a - a,+a, a
b,=a, - a, a,

Indicatie

Se vor utiliza relatiile lui Viete pentru
ridicinile ecuatiei x +a ,-x  +a
“X,,+ ... +a, =0, care poate fi scri-
sd sisub forma: (x-x) (x-x)"..-
(x - x,) = 0 pentru constructia iterati-
vi a polinomului.

De exemplu, pentru a, avem (X -
alk)) - (PO] + P[1]- X + ... + P[k - 1]
- Xk + P[k] - X*). Initial vom avea
P[0] = -a[0] s1 P[1] = 1, iar pentru k
dela1lan- 1, sunt adevirate relatiile:
P[0] & -P[0] - a[k]:

P} Pj- 11- P - k)
pentru j cuprins intre 1 si k;

Plk +1] < P[F].
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