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THEORIE DE GALOIS EFFECTIVE : AIDE MEMOIRE

ANNICK VALIBOUZE

Cet article recense de nombreux résultats obtenus dans diverses publications rele-
vant de la théorie de Galois effective ; en particulier, les formules et théorémes sur
les idéaux galoisiens peuvent s’exprimer de diverses fagons et sont parfois “redécou-
verts” par de triviales reformalisations. L’éparpillement complique également leur
utilisation rapide.

Les idéaux galoisiens (dits alors de Galois) apparurent tout d’abord dans un sup-
port de cours et d’encadrement doctoral en théorie Galois effective (voir [14]) ; ce

support comportant un nombre important de résultats nouveaux servit également
de document de travail au projet Galois du GDR (puis de 'UMS) MEDICIS du
CNRS.

Cet article a comme double objectif que 1) ne soient pas redécouverts des résultats
déja connus et 2) de les retrouver rapidement.

1. DONNEES

e k un corps , k une cloture algébrique de k

® r,...,xT,, v variables indépendantes sur k

e f polynéme en x de degré n a coefficients dans k
® a1,...,0y les n racines de f dans k :

f = Qn H(ZE — Oél) = anl’n + an_ll‘n_l + e+ ao
=1

2. NOTATIONS GENERALES

e G, : groupe symétrique de degré n.
e [, : sous-groupe identité de S,

Date: December 15, 2010.



2 ANNICK VALIBOUZE

A, : sous-groupe alterné de &,

o= (ag,...,0p) ,x=(21,...2,), @ = (a1,...,a,), ¢ = (i1,...,0,), etc ...

o x' = ugilay - xln ete ...

pol(y) = H(m — i)

3. GROUPES

3.1 Généralités classiques
G,HeG,
e G < H : G sous-groupe de H
e G C H : G sous-ensemble de H
e GH={gh| ge Ghe H}

e Hyp. G < H;Gy,...,Ggsont les classes a droite (resp. gauche) de H modulo
Gsipouri=1,...,s, G; = Gr; (resp. 0;G) ou1; € H (resp. 0, € H), et H
est I'union disjointe des G; :

H=G+ -+,

e G\H :={m,...,7s} est une transversale a droite de H modulo G.
o H/G :={0y,...,05} est une transversale a gauche de H modulo G.
o [H:G]:=s, 'indice de G dans H
e (G est un sous-groupe distingué (normal) de H si G < H et
(Vr € H) G =71Gr}
(i.e. les classes a droite et a gauche sont identiques)
e G":=7Gr!

e (G sous-groupe distingué de H ssi la tranversale (droite et gauche) de H
modulo G forme un sous-groupe de H noté H/G (=G\H)



THEORIE DE GALOIS EFFECTIVE : AIDE MEMOIRE 3

e Action (a gauche) de G, un groupe, sur un ensemble non vide F, toute opéra-
tion notée % :

S, xFE— E, (0,x)—o0c*x
vérifiant les axiomes suivants :
(1) (Vz € E), eg *x =z, oll eg est 'élément neutre de G
(2) Vz € E),(Vo,T € 8), 0% (Txx) = (07) *x
ercFl oe@G:

oxE = {oxz|zeFLE}
Gxx = {o*x|oe€G} orbite dex sous l'action de G
GxE = {Gxz|zeFE}={o*xFE|oecG}

Stabgx = {oc€G|oxx =21} stabilisateur de x dans G

3.2 Actions particuliéres
Soit 0 € G,,.
e G, agit naturellement sur £ := {1,...,n} comme groupe de permutations :
S, xE— E, (0,j)—o(j)=1i sioc= ( Z?’ZL )
e G, agit sur les n-uplets :
oxY = (Yo(1)s - - To(n))
e G, agit sur les monomes :
ozt = (oxx)t = xa(l) ff( 2" xff"(n)
et par extension &,, agit sur k(x).
) :

e (plus tard) Galg(c) agit sur k(o
O € klz], 0 = O(ay, .. ) € k(a), 7 € Galg (),

= O(arq), - - Q)
Rq : Gali(x) = 6, agit sur k(m), on pourrait noter p? := o.p, p € k(x)
o (plus tard) Galg(f) := Auty(k(ax)) agit sur k(o) :
Galg(f) x k(a) — k(a), (¢,8) — ¢(B)
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e Notation : r € k[x],

or(a):= (or)(a) =r(c*a)

o (Vo,7€6,), (Vr € klz]),
Tor(a) =r(rto*xa) = o.r(T * )
(i.e. permuter d’abord r avec o puis évaluer en 7 * o)

3.3 Matrices des groupes et de partitions

Soient G, H < L < &,,. Soit O I'ensemble des G-orbites de L modulo H. Pour tout
O € O de cardinal s, on note Gr(G, O), la représentation symétrique dans Sy de
I’action a gauche de G sur O ; soit le vecteur de groupes

Grp(G,H) = [Gr(G,0) | O € O]
e Gr (G, H) ne dépend pas de la classe de conjugaison de G et H dans &,

e G(L) matrice des groupes de L
elle est indicée en colonne et en ligne par les classes de conjugaison des sous-
groupes de S, - Soient GG, H deux sous-groupes de S,, ; & I'intersection de la
ligne de la classe de H et de la colonne de celle de G se trouve le vecteur de
groupes Grr(G, H).

e P(L) matrice des partitions de L
c’est la matrice déduite de G(L) en remplagant les groupes par leur degré
respectif.

e Les lignes de la matrice de partitions (et donc de groupes) sont toutes dis-
tinctes.

4. IDEAUX GALOISIENS

4.1 Généralités classiques
I idéal de k[z], V C k"
e idéal définit par V dans k[z] :
Idpz) (V) :=={r € k[z] | (Vb€ V) r(b) = 0}
(par défaut Id(V') := Idg(V))
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e idéal engendré par rq,..., 7, € k[x] dans k[z]:
<Py P g = {war 4+ -+ U | U1, - U, € K]}
(par défaut < ri,...,7rym >:=<7T1,...,Tm >ka))

o r € k[x] : idéal monogeéne rk[x] :=< r >j4
o [ mazimal dans k[x] si (Vr € klz] — 1) I+ < r >= k[z]
o [, I, comarimauzx si I + Iy = k[x]
o [ radicalsir™ el =rel
e [, J idéaux de k[x] ; injecteur de I dans J :
Inj(I,J) ={0€6,| ol CJ}
e si V' :=V(I) est finie alors
(1) dimy, (k[a]/1d(V)) = Card(V)
e si V(I) est finie alors k[x]/I est engendré par les monomes sous l'escalier d'un
base de Grobner de I pour l'ordre lexicographique.

4.2 Idéaux galoisiens : notations et définitions

e tout idéal galoisien est radical

e HC &, ,lidéal galoisien IH défini par H et o :

7 = {rcklx]| (Vo € H) or(a) =0}
o [, = Ié”
e idéal des a-relations : M = {r € klz] | r(a) =0} = I

idéal des relations symétriques : & := IS ; ne dépend pas du choix de a.
e Autres facons de voir I'idéal galoisien I définit par H et o :
I = {recklx]| (Vo€ H)r(oc*a)=0}

= ld(H * )

= {reklx]| (Vo€ H)orCM}

(on pourra noter I := I7).
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e Attention : si I, ¢ H alors [T ¢ 9 = I,

4.3 Ensembles de permutations particuliers

(2)
(3)

e groupe de décomposition de I (aussi Stabg, (I) ) : Gr(I) = Inj(I,I)

o Max(I, ) : plus grand ensemble de permutations définissant IH avec

e groupe de Galois de o sur k :
Galg(a) :== Gr(9M) = Max(IM, )
= {0€6,| rla)=0=o0r(a) =0}

4.4 Idéaux galoisiens purs

I est dit pur si Max(I, &) est un groupe.

Nous retrouverons ces idéaux galoisiens plus loin.

4.5 Premiéres propriétés

1, J, I; idéaux galoisiens, G, H C &,,, 0,7 € &,,, M = I,

e M est un idéal maximal de k[z]
(rla) =0= (Vo € Galp(a)),0.r(ax) =0 = r € M)

e Cette propriété et la suivante sont exprimées sous une autre forme dans 4.6
H _ joH
I oxor T Ia

olll = 1!
e CP. Iya=0tIy=0"'M
e G un ensemble d’ensembles de permutations (i.e. inclus dans les parties de

6, );
Igceg _ ﬂ [g
Geg

Max(l,a) = InjI,M)={ce€ S, | rel=or(a)=0}
= Galk(a)H

— U G

GC&,|I=1§
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I IS (Ya e V(1))
e si H est un groupe alors
[H — ]Gr(fg)
et
H c Gr(I" ¢ Maz(I%, )

e Max(/, ) est un groupe (i.e. I est pur) si et seulement si 'une des conditions
suivantes est satisfaite
(i) Galp(a) < Gr(1)
(i) Gr(I) = Max(I, o) (= Inj(J,2M))
(iii) Gr(I) = Inj(I,J) pour tout idéal J contenant [
o (Vo eV(I)),o¢ Max(I,) si et seulement si
I+ 0.1 =k[x]
(équivalent & : pour tout idéal maximal 9V contenant I, o & Inj(Z, I'))
e 5, =Gr(6) =Max(6, a)
e Correspondance galoisienne inhérente aux idéaux galoisiens
()GCcHCG,=18cIS
i)6cCcZcCcTJcCcM=1,=TI,J sont galoisiens et
S, C Max(Z, ) C Max(7, ) C Galp(x)

e Comme M = [ = [$™(¥ et Galy(a) = Gr(M) = Max(M, o),
(VH C Galy(ar)), IH = [Gol(@

4.5 Autres fagon d’exprimer [ C I, =M
[ ]
I = (] Iia
oeMax(I,a)
= ol om

o€Inj(1,9m)

eSCICJ=) ctJclI

o€lnj(1,J)
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e SCICJCM H=Max(],a), G =Max(J, ) t.q.
H=Gn+...+Gr, (%)

alors

(7) I=(\7"'J
i=1
(on peut montrer que la condition () est toujours satisfaite)

e C.P. G = Galg(ax). Soient 7y,...,7s t.q. Max(Z,9M) = G1; + ...+ G, alors

(8) I = (' (=)l
i=1 i=1
e C.P. Soit 4 =1id, ..., 7s transversale a droite de &,, modulo Galy ().
(9) G = MNm ' MN--- N7 M (=1laNlpa--N1 o)

e Soit £ un ensemble d’idéaux galoisiens

I=()J=Gr(I) =) Inj(I,J)

Je& Je&

4.6 Quelques propriétés des injecteurs
[ J

(10) Inj(o.1,7.J) = 7Inj(I, J)o ™!

e C.P. Galy(o.) = Inj(c 1.9, 071 IMN) = 07! Gal(a)o
o HInj(I,9M) = Inj(.1,9M) = HInj(G.1,M) = Inj(G.I,9M)
«SClLcJi=12:

(11) Inj(Iy + Iy, J) = Inj(Ly, J) N Inj(ls, J)

e SCICJyi=1,2:njI,J;NJ)=Inj,J)NInj,J5)
e HC &, L:=j(,J);
Inj(H.I,J) = (| Lh™" et Inj(I,H.J) = (] hL

heH heH

o Inj(J,9) Inj(1, J) C Inj(Z, M)
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e Soit un polynéme f de degré n et I un idéal galoisien de f d’injecteur un
groupe H. L’ensemble des idéaux galoisiens de f d’injecteur H est formé des
0.1 ot o parcourt le normalisateur de H dans .5,.

5. VARIETES

5.1 Généralités classiques
I, I, I idéaux de k[x]
o variété de [ : V(I):={Bek"| (Vrel)r(B) =0}
o V(Id(V(1))) = V(1)
e [ =IL1NIL=V{I)=V()UV(l)
e [}, I, comaximaux < V(1) NV (L) ={}
e [ radical & I =1d(V (1))
o [, I radicaux ; V(I) = V(L)) UV (L) =1 =1LN1I
5.2 Idéaux galoisiens
I idéal galoisien
°

(12) V(I)=Maz(l,a) x

e CP.V(B)=6,xa e V(M) =_CGal(a)*a

La variété d’un idéal galoisien peut s’exprimer trivialement sous forme de variétés
disjointes dés lors que I'on exprime Maz (1, o) sous forme de classes a droite disjointes
Gt et que f est sans racine multiple.

6. ANNEAUX QUOTIENTS, VARIETES, IDEAUX GALOISIENS ET INJECTEURS

Ce paragraphe doit étre considéré avec attention pour concevoir qu'un méme résultat
peut s’exprimer de nombreuses facons selon qu’on 'exprime avec les variétés, les in-
jecteurs, les anneaux quotients ou les idéaux galoisiens et/ou en modifiant légérement
les hypothéses pour lui donner une apparence de nouveauté.

I=1IL onaMazx(I,a) = Gari + -+ -+ GaTs, i € L (on peut toujours supposer que
L = Max(I,)). Un idéal galoisien d’un polynéme sans racine multiple est radical.
Notre polyndéme f est supposé sans racine multiple.
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dimy (k[x]/I) = Card(V (I)) = Card(Max(I, x))
e C.P. idéal de a-relations :
klx]/M = k()
et
dimg (k[x]/9M) = Card(Galg ()

e C.P. idéal des relations symétriques
dimy(k[z]/6) = n!
Soient Vi, ..., V, des variétés incluses dans V(I) et Lq,..., Ly les ensembles maxi-
maux de permutations tels que V; = L;.ac (i.e. Ly = Go = Max(1d(V;), ).

L’ensemble V' (I) est I'union disjointe des variétés Vi,...,V; ssi les ensembles de
permutations Ly, ..., L sont deux-a-deux disjoints et (union disjointe)

Mazx(l,a) = Ly + -+ - + Ly;

dans ce cas, puisque les I; := Id(V;) sont deux-a-deux comaximaux et que I = (;_, ;,
il vient (théoréme des restes chinois) :

En particulier, soient 7y, . . ., 7, (deux-a-deux distincts) tels que (union disjointe)
Maz(I, o) = Gomi + -+ - + GaTs;

comme I; = 7, .90 en posant I; = M;, un idéal maximal conjugué de M,

klx] /T = H k[x] /M, = k(a)®

7. POLYNOMES MULTIVARIES PARTICULIERS

e eo(y) =1,e1(y),...,e.(y), ..., les fonctions symétriques élémentairesen y :=
(Y155 Yn)
er(y) == szGn.(ylmyr) m sil<r<n
e (y) = 0 sin<r

er(y) =i+ +Yn, 2(¥y) = yiyet+viys+- - +Yn-1Yn, - - en(Y) = V1Y - - Yn.
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) ](90(y) = n,)pl(y), o, pe(Y), ., les fonctions puissances (de Newton) en y :=
Yls ey Yn)

pr(y) = 24 (VreN)

e ho(y) =1,h1(y),...,h(y),..., les fonctions complétes en y := (y1,...,Yn) :
h’T(y) = Zi1+~-+in=r yz (V?“ c N)

e ¢, :=e.(x), pr:=pr(@), ..,6, =e(a),...
e formules de Girard-Newton : pour tout m > 0

(13) Pm€o — Pm—161+ -+ (=)™ 'prepm1 + (=1)"m.e, = 0

e Polynéme f = a,2" + ap,_ 12" '+ - +ap :

ai =2" —ei(@)r" T+ ex(@)z" 4 (—1) e, ()

o formules de Girard-Newton : f = apa™ + ap_12™ ' + -+ 4+ ag ; pour tout
m >0
(14) Dm0 + D11 4 -+ 4 Pram—1 + M.y, = 0
ol a; =0si?>n.
o C1(f),...,Cu(f), les modules de Cauchy de f dans k[x] : posons C; := C;(f)

Ci(zy) = f(z1)
Cl<l’1) — 01<I'2)

C =
5(71, 72) T — 1
Cr(ﬁljl,...,[l'r) — Cr—l(x17"'7x'r’—27)x'l‘—1)_OT—I(Ila"'7xT—277IT) 1 <r STL
Lyr—1 — Ly
[ ]

(15) Cr+1 = Zaihi,r(:cl,xg, Ce ,ZCT) r = 0, oo — 1
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o EX. fi=2a* — 223 + 222 + 2

Ci(z1) = af —22% +22% +2

Cy(1,12) Th + 2123 + 2wy + 2 — 2(23 + 1139 + 22) + 2(32 + 71)
Cs(x1, 29, 23) = x§+x3x2+x§+m3x1+x2x1+xf—2(x2+x1+x3)+2
) = X4+ x3+T0+ 2T — 2

04(371, Lo, T3, T4

8. POLYNOMES CARACTERISTIQUES, MINIMAUX ET RESOLVANTES

Généralités classiques

© € k[x], I idéal de k[x]
e endomorphisme multiplicatif induit par © dans k[z]/I :
ka]/T — k[z]/I, p—O(p)=06.p

e Co 1, Mo : polyndmes caractéristique et minimal de ©
e si k parfait alors Mg ; est la forme sans facteur carré de Ceg ;

e si [ radical alors

(16) Cou= ]] (@-o(8)
Hypothéses

HCLCG,, I=1I:t L=Max(l,a), © € klz], H= Stab(0).
Invariants

e O est un H-invariant L-primitif si H = Staby(©)
on pourra lire relatif a la place de primitif

o Soit K = k(ey,...,e,). © est 'élément un H-invariant L-primitif ssi © est
un élément K-primitif de K (x)? sur K(x)"

o dans MAGMA : RelativeInvariant dans GAP : PrimitiveInvariant

e O est un H-invariant L-primitif ac-séparable si pour tout o € L

0.0 #0.0 = 00(a) #T1.09(a)
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e soit M un sous-groupe de L ; alors tout H-invariant L-primitif est aussi un
H-invariant M-primitif

e tout H-invariant L-primitif a-séparable est aussi un H-invariant M-primitif
a-séparable

e f sans racine multiple ; il existe toujours un H-invariant &, -primitif o-
séparable pour tout sous-groupe H de G,,

e un H-invariant L-primitif est dit universel s’il est toujours a-séparable pour
tout n-uplet a constitué de valeurs deux-a-deux distinctes

e EX. le Vandermonde [[,,_;, (z; — x;) est un A,-invariant &,,-primitif uni-
versel.

e i € N ; un H-invariant (on peut prendre aussi une combinaison linéaire) :

\Ili,H = Z(a*w)i

oceH

e si les parts de 2 sont deux-a-deux distinctes alors U,  est &,-primitif (car
o(Hx)=Hx* e ox(Hxx)=Hx*x < ocH =H)

e 0 € L ;si © H-invariant L-primitif alors ¢.© est un H-invariant L-primitif

Résolvantes

e G C 6, O ¢ kx|, résolvante G-relative de o par © :

Ro o= H (z — V()

veG.0

(on peut prendre © € k(x) si aucun dénominateur des polynémes de G.O
n’appartient & 91 ; i.e. il ne s’annule pas en )

e on peut noter Reo 1 := Ro Max(I,a),a

e une résolvante L-relative de a par © est appelée une H-résolvante L-relative
de o

H
Cor = Rg,f

e si k corps parfait alors Rg ; € k[x]
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esiL=mnH+---+7.H alors

Ro; = [](z - 7.6(a))

=1

e O est un H-invariant L-primitif a-séparable si et seulement si Rg ; est sans
racine multiple (ie. ¢ # j = 7,.0(a) # 7;.0(v)) ; dans ce cas Ro est la
forme sans facteur carrée de Cg 1, le polynome caractéristique de 0, et si, de
plus, k est parfait alors Reg ; = Me 1, le polynome minimal de o.

e Soit K = k(ey,...,e,). La résolvante générique Reg . est le polynéme min-
imal de © sur K(x)"

e Tout facteur h k-irréductible de Rg ; est naturellement le polynéme minimal
de chacune de ses racines sur k ;

e (k parfait) si h est un facteur k-irréductible de multiplicité 1 de la résolvante
Ro 1 et ne possédant aucune racine multiple alors chacune de ses racines
0.0(a) est un élément primitif de k(a)"7 sur k()% ot G, est le
groupe de Galois de a sur k (ici k()%™ = k(a)% = k puisque G, C L,
par hypotheése.

e h est un facteur simple sur k de la résolvante Rg ; ssi © est un H-invariant
G o-primitif a-séparable

e Pour toutes les subtilités concernant les facteurs des résolvantes (simples, non
simples, k parfait ou non parfait) voir [18|

e pour étudier les résolvantes avec les classes doubles : voir [21]
9. GENERATEURS DES IDEAUX GALOISIENS
Hypothéses :

I idéal galoisien, a € V(I), f sans racine multiple, k corps parfait (si g € k[x] est
irréductible alors g est sans racine multiple)

(17) G = <€1—g1,...,61—é\/1>
(18) = <C4,...,C1 >

e Théoréme de I’élément primitif sur les idéaux galoisiens
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Un polynoéme R est dit J-primitif de ["idéal I si J =1+ < R >.

I idéal galoisien, L = Maz(Il, o), H C L, © un H-invariant L-primitif a-
séparable alors

I =1+ < h(©) >

ou h est le facteur simple de Rg s tel que h(O(ar)) =0

o (version effective) Soit h un facteur simple de Rg s et B tel que h(©(8)) =0
alors

If =1+ < h(©) >

¢ Racines multiples de la résolvante : le théoréme de 1’élément primitif
et 'usage des matrices de groupes se généralisent. Consulter Uarticle [18]
dans lequel un exemple concret conclut & partir d’un facteur multiple de la
résolvante.

Ci-aprés une partie des résultats releve de article [4].

o {fi,..., fu} € k[x] est un ensemble triangulaire si pour tout i € [1,n], le
polynome f; est de degré au minimum 1 en z; et s’exprime sous la forme :
degaz, fz
fi = xieg i) + g(l’l, . ,fL’Z‘>

e un ensemble triangulaire {fi,..., f,} est dit séparable si fi est sans racine
multiple pour tout i € [2,n] et pour tout 3 € V(< fi,..., fi.1 >), fi(B1, ..., Bic1, T)
est sans racine multiple.

e si [ est pur et f sans racine multiple alors il existe un ensemble triangulaire
séparable engendrant [ ; cet ensemble forme une base de Grébner de I pour
I'ordre lexicographique :

I =< f1>~--7fn >

o Init(/) := (deg,, (f1),...,deg, (fn)) : n-uplet constitué des degrés initiauz
de I

e HCG,, Ho = H, Hj = Staby,,_,(i),i=1,...n
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e Galy(a) < H = Gr(I) (ie. I pur), (Vi € [1,n]),

(VB e V) [fi(Br-.. fi-1,2) = H (z = Br@)

TEH(i_l)/H(i)

(généralisable a tout idéal galoisien triangulaire)

e Galy(a) < H = Gr(I) (i.e. I pur), pour tout i € [1,n] ; alors

#H 1)
#H )
e [ triangulaire, Init(/) = (mq,--- ,m,), degrés initiaux ;

klz)]/I =< x| 0<i <my,...0 <4, <m, >

e [ galoisien triangulaire ;
(21) dimy(k[x]/I) = Card(V (1))
= Card(Max(/, o))

=1

esi ] =9 =< f1,...,fn > (9 est pur) ou les f; sont appelés les modules
fondamentaux par Tchebotarev.

e Chaque module fondamental f; est le polyndme minimal de «; sur k(o ..., a;1).

L’objectif de la théorie de Galois effective (et donc du projet Galois) est de calculer
'idéal des relations 9 et le groupe de Galois Gr(91), son groupe de décomposi-
tion (un groupe de décomposition est facilement calculable), c’est-a-dire le corps de
décomposition de f avec I'action du groupe de Galois sur ses racines.

Pour ce faire, il faut utiliser toutes les méthodes pour calculer des facteurs dans
les extensions ou bien calculer une base de Grobner d’un idéal maximal : incluant
et combinant de l'interpolation multivariée (voir [7], [10]) avec du numérique, du
modulaire, ...), de I'algébre linéaire (avec du numérique, du p-adique : [23] et [22],
du modulaire), des résolvantes, des matrices de groupes, la construction d’une chaine
ascendante d’idéaux galoisiens, ...; on peut supposer connaitre un idéal I (a défaut
'idéal des relations symétriques) et chercher un seul idéal de sa décomposition en
idéaux premiers (ils sont tous conjugués) en utilisant les injecteurs pour accélérer
et orienter les calculs (voir [11]). Les informations, méme partielles, sur le groupe
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de Galois sont exploitables pour éviter de nombreuses étapes de calculs, voir pour
calculer directement 91.

Et pour tout dire, il faut mélanger toutes les méthodes pour produire un algorithme
paralléle et collaboratif.

Il convient néanmoins de concevoir que les stratégies sont distinctes des techniques
de calcul. Par exemple, 'interpolation multivariée peut se réaliser en modulaire ou
en numérique. L’interpolation multivariée étant elle-méme une technique de calcul
reposant sur des informations galoisiennes. L’objectif d’établir une formule expri-
mant les “séparateurs”’ (i.e. les polynémes jouant le role des polynomes de Lagrange
en univarié¢) dans le cas d’'un idéal galoisien connaissant son injecteur ; dans le cas
I = 9 pour [7] restreint aux modules fondamentaux f;(aq, ..., a;_1,x) linéaires en
x pour [10].

Nous avons désormais des outils simples et extrémement efficaces : par exemple,
permuter une relation peut produire un module fondamental ou un élément primitif
d’un idéal galoisien ; cette permutation est prévisible avant I’exécution du programme
(voir Section sur les idéaux galoisiens purs ou bien [12], [19] et [8]). Ce qui signifie
que les calculs sont dans ces cas instantanés. Un autre cas de calculs rapides et
prévisibles : il suffit de diviser certains générateurs de 9 par d’autres pour obtenir
immeédiatement de nouveaux. Les exemples donnés dans [12] illustrent Uefficacité de
ces deux techniques. Cette méthode inclut celle consistant & calculer des modules de
Cauchy de certains f; pour en déduire d’autres (voir [8]). Il est facile de reformuler
ces méthodes en modifiant le contexte sans rien apporter de nouveau pour le calcul
effectif.

10. IDEAUX GALOISIENS PURS

Rappelons que [ est dit pur si Max ([, &) est un groupe.
Par définition : Gr(I) = Stabg, (I) = Inj(I,I) et Max(I, ) = Inj(I, ).

On peut toujours se ramener & un idéal galoisien pur lorsque les constructions
d’idéaux galoisiens sont réalisées a partir de groupes (ce qui est le cas en pratique)
(voir [21]) :

Si H et E sont deux sous-groupes de &,, tels que Inj(/,9) = HE et que H est un
tel groupe qui est maximal dans Inj(I,9) alors H.I est un idéal galoisien pur de
groupe de décomposition H.

Le groupe H existe toujours puisque si I = IZ alors Inj(I,9M) = GoE, G4, groupe
de Galois de a sur k.
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Le choix du nombre minimal de permutations de H suffisantes au calcul de H.I (en
effectif, les permutations portent sur les générateurs de I) est étudié dans [12] et
[8] offre une étude pratique en degré 8. Prévoir ces permutations est pré-calculable
groupistiquement (c’est ce qui a été fait pour 1'étude de cas dans [8]).

Si un idéal galoisien est pur alors il est triangulaire (voir [4]).

Nous avons dans ce qui précéde de nombreuses conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’un idéal galoisien soit pur. Nous les récapitulons ici. Les conditions suivantes
sont équivalentes

(1) I est pur
2) Max(I, &) est un groupe
3) Galg(a) < Gr(I)
4) Gr( Max(/, o)
)

r(I) =
5) Gr(I) = Inj(I,J) pour tout idéal J contenant I (si c’est vrai pour 9, c’est
vrai pour tous)

(
(
(4) Gr(1
(5) Gr(1
dimy (k[x]/I) = Card(Stabg, (1))

Card(V (1)) = Card(Stabg, (1))

ﬁ deg, (f;) = Card(Stabg, (1))

11. CORPS DES RACINES

Théorie (presque)-classique
Généralités classiques : rappels
e Si K est un corps, une extension L/K est une K-algébre L qui est un corps.

e on note [L : K| := dimgL et on dit que L/K est finie si [L : K] est finie et
triviale si [L : K| = 1.

e un élément de L est dit algébrique sur K s’il est racine d’un polynéme a
coefficients dans K.
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si tout élément de L/K est algébrique alors L/K est dite algébrique

v € L, le polynéme minimal min, g de vy sur K est I'unique polynome unitaire
a coefficients dans K tel que min, x(y) =0

On dit que v € L est séparable sur K si diff(min, x,z)(v) # 0 ; i.e. min, g
ne posséde pas de racine multiple.

Une extension algébrique L/K est séparable si tout v € L est séparable sur
K.

On dit que P € K][x] se décompose sur une extension L/K en produit de
facteurs linéaires s'il existe ¢ € K et uy,...,uq € Lavec P = c(x—uy)...(x—
ud)

I'extension L est appelée un corps de décomposition pour P si, en plus, L =
K(ulv S) ud)

On dit aussi qu’un polynéme non-constant P € K[x] est séparable (ou sans
racine multiple) s’il se décompose sur un corps de décomposition en produit
de facteurs linéaires distincts (i.e. ses racines sont deux-a-deux distinctes).

v € L est séparable sur K si et seulement si min, x est séparable.

Un corps de rupture pour P € K|[z] est une extension L/K telle qu’il existe
v € Lavec P(y) =0et L = K(y).

Si L/K est une extension et v € L, alors K () est un corps de rupture pour
min, , sur K.

un corps est dit parfait si toutes ses extensions finie sont séparables

Théoréme de 1’élément primitif (Lagrange)
Si L/ K est une extension séparable finie alors il existe v € L tel que L = K ()

Un corps K est algébriquement clos s’il n’existe pas d’extension algébrique
non-triviale de K. Une cloture algébrique d’un corps K est une extension
algébrique K /K qui est un corps algébriquement clos.

Une extension algébrique L/K est dite normale si tout P € K|[z] irréductible
avec une racine dans L se décompose en produit de facteurs linéaires.

Une extension finie est normale si et seulement si c’est le corps de décompo-
sition d’un polyndéme.
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e Une extension algébrique L/K est dite galoisienne si elle est normale et sé-
parable. (i.e. sipour le polynéme minimal de tout élément de L se décompose
sur L en produit de facteurs linéaires distincts.)

Corps de décomposition de f
Hypothéses : k corps parfait et f séparable (i.e. sans racine multiple)

Une extension galoisienne de k est le corps des racines (de décomposition) d'un
polynome a coefficients dans k.

e Corps des racines et idéal maximal

e k() est le corps des racines (de décomposition) de f : corps des fractions
de anneau k[a], 'ensemble des combinaisons linéaires finies sur k& des a* on
1 € N ; c’est une extension galoisienne

e morphisme surjectif d’évaluation :
klx] — klod,  p— pla)
de noyau N, idéal maximal.
e corps k[x]/9M est isomorphe a k[a] ; donc

k(o) = kla ~ k[x] /9N

(22) dimgk(a) = dimy(k[z] /M) = Card(Galy ()

e Galg(f), Groupe de Galois de f

e Galg(f) := Autg(k(a)) groupe des automorphismes de k(a) (ensemble des
k-endomorphismes bijectifs de k(at)) ; ¢ € Gali(f) est entiérement déterminé
par une bijection de {a1,...,«,} dans lui-méme.

e isomorphisme de groupes
Galk(a) — Galk(f), g — QZSU
ott pour i € [1,n]  ¢o(0s) = (s

e 0 € Galy(a), v € k(a), 77 := ¢o(7)
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e Attention ! o ¢ Galy(a) ;
(i) la notation 47 n’a aucun sens
(i) y:=>, /\iqi € k() ; I'égalité v = 0 ne peut en aucun cas impliquer que
Y icr Ai(o * a)® soit nul ; c’est justement au groupe de Galois qu’appartient
le pouvoir d’assurer cette implication pour ses éléments ; il en va de méme
pour v = v/ puisque 7 — ' = 0.

e Corps de rupture et polynéme minimal

e le polynome minimal de v € k(a) sur k est le polynome, noté min, j, irré-
ductible sur k£ dont ~ est racine

e Corps de rupture de v € k() :
k(y) = k] ~ klz]/ < min, , >

o d:=deg,(min, ;) ;
Pt
est une base de k-ev de k() ;

dimy(k(7)) = d

e les conjugués de v sur k sont les racines de son polynéme minimal sur k.

e les conjugués de «y sur k sont les éléments la Galg(a)-orbite de 7 :

min, ; = H (x —0)

0e{~°| ceGaly ()}

e Sous-Groupes de Galg(f) et sous-corps de k(a)
o H < Galy(), k()" == {y € k(a) | (Vy€ H),y" =~}
o H < Galy(f), k(e)" := {7 € k() | (V¢ € H),d(7) =7}
o (Evariste Galois) Soit v € k() ; alors

(V1 € Galy(a)),y =7y v €k

dit autrement :
k(a)Galk(f) —k

k(o)™ = k(a)
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e Correspondance galoisienne (Artin)
(i) K un corps ;

kC K Ck(a)= (3H C Galy(f)), K =k(a)”
(i) H C Galy(f) = k C k()" C k()

cette correspondance décrit une bijection entre les sous-groupes du groupe de
Galois Gali(f) et les corps intermédiaires entre k et k(cv).

e un groupe H est un sous-groupe distingué de Galy(f) si et seulement si
Pextension k(a)™ de k est galoisienne

Phénoméne extension-contraction : corps et idéaux galoisiens

la correspondance galoisienne inhérente aux idéaux galoisiens porte sur les sur-
ensembles (et donc sur les sur-groupes) du groupe de Galois Galy(ax) alors que
la correspondance galoisienne classique inhérente aux corps (Artin) porte sur les
sous-groupes de Gal,(a) (ou bien Galg(f)) ;

soit

H < Galp(a) < G

nOUS avons
(i) H décrit un corps intermédiaire entre k et k(a) tandis que sur les idéaux

1H = = 1§

(ii) soit K := k(eq,...,e,)(x)Y, le corps invariant par G (voir plus bas) ; G décrit
un idéal intermédiaire entre & et 91 tandis que sur les corps

K =k = k(a) "

(le ~ symbolise la spécialisation qui envoie x; sur o).

C’est-a-dire que pour les idéaux, les sous-ensembles de Gali(a) sont associés au
méme idéal, i.e. a M, alors que pour les corps, les sur-groupes de Galg(ax) sont
associés au méme corps, i.e. a k.

Nous pouvons voir cela encore autrement avec les k-algébres Ag 1= k[z]/IS. Posons

Go = Galg(a) :
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(23) k = k(@)™ = k(a)“*" C k()" C k(a)™ k(o)

~ AGQZAHCAGCAGn

e extensions intermeédiaires

e Notation : Ky < K signifie K1/Ks, le corps K; est une extension de Kj ;
ie. Ky, Ky corps et Ky C Ky

o kb < Ky < K1 < k(ax) le degré [K; : K;| de K7 sur Ky est sa dimension en
tant que Ks-espace vectoriel (rappel)

H, < H, < Galy(f) ; I'indice de Hy dans H, et le degré de k()™ sur k(a)™
sont identiques :

[HQ : Hl] == [Kl : KQ]

extensions K3 < Ky < K3
[Kl : Kg] = [Kl . Kz][KQ . K3]

Soit k < Ky < K < k() ; 7y est un élément Ky-primitif de Ky si K = Ky(7)

~ est un élément Ko-primitif de K si et seulement si
deg, (min, ;) = [K1: K2

Polyn6éme générique

pol(x) = H(:z: —z) =" —e " 4+ (=1)"e,
i=1

o K :=k(ey,...,e,) est le corps des coefficients de pol(x)
e corps des racines de pol(x) : K(x) = k[x]
e Galg(pol(x)) = &, (penser correspondance galoisienne)

o K(x)® = K ; ie. tout polynéme symétrique s’exprime en les fonction
symétriques élémentaires (théoréme fondamental des fonctions symétriques)

o L <6,, Oc klx]; résolvante générique L-relative par ©
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e Ro est le polynome minimal de © sur K(z)”

e H< L <G, ;O est un élément K(x)L-primitif du corps K(x)¥ si et seule-
ment si © est un H-invariant L-primitif (d’ou la terminologie !)

o la H-résolvante générique L-relative Rg ; d'un H-invariant L-primitif © :

Rorz= H (x — 7.0)

Tel/H

e le degré de lextension K(x)# du corps K(x)* et I'indice de H dans L sont
identiques :

[K(z)" : K(x)"] == [L : H]

¢ Extension-contraction : corps et idéaux galoisiens
(i) & est le seul idéal galoisien définit avec @ ; i.e. tout sous-groupe de &,
définit le méme idéal galoisien, celui des relations symétriques entre les ;.
(ii) il existe une bijection entre les sous-groupes de G,, et les corps intermé-
diaires entre k et k(x)

e lien avec l'idéal des relations symétriques G :

Re s, == Re.s

o Attention : la notation Re ; := Re 1., I idéal galoisien, n’est valide que pour
L = Max(I, ) ; donc ici, elle n’a de sens que pour L = &,,.

Evaluation : point de vue lagrangien

Posons G = Gal(a).

e nous notons avec un ~ I’évaluation envoyant x; sur q;

e H<GS,, K:=K(x)";

e en particulier,
i) (VH > G), K =k(a)
(i) (VH < G), K =k(a)"”

e Evaluation de la résolvante générique :

Reo = Re .o
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e H< L <G, 0 H-invariant L-primitif, # = © ; si 0 est une racine simple de
Ro.1.o alors 0 est un élément k(o)™ “-primitif du corps k(a)”"“ de polynome
minimal A sur k(a)"" :

k(a)HﬂG _ k(a)LﬂG(e)
et, par conséquent, deg, (h) = [LNG : GN H]|

e C.P.si G < Lalors k=k(a)""“ Ropa € klz]et
deg,(h) =[G :GNH]|

o (effectivité du théoréme de 'élément primitif) Soient H; C Hy C Galy(a),
K; =: k:(a)H ; © un Hi-invariant Ho-primitif ae-séparable ; alors © est un
élément Ko-primitif de K :

K = K»(0)

e Soient GG et H deux sous-groupes de .S,, contenus dans L et tels que L = GL =
LH (si L est un groupe cela signifie que G et H sont deux sous-groupes de L)
i L= 71]:[ +---+7.H; H :=H" ;0 :=70 est un H;-invariant L-primitif
; 0, := 0O, ; solent 0y, ...,0, les s racines d'un facteur simple h de Rg 1 o ; OU

V :=(._, H; ; alors
Galy(h) =G/GNV;
pour 1 <i <r, deg,(h) =[G:GnN H,]

e les groupes de Galois des facteurs d’une résolvantes ainsi que leurs degrés
respectifs sont obtenus par le théoréme précédent ; ils coincident avec les
matrices de groupes et de partitions de L (voir [19])

e Pour les cas des racines non simples et des facteurs multiples de ré-
solvantes, les théorémes se généralisent : voir [18] qui les illustre avec
des exemples concrets.
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