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Metode de REDUCERE
a COMPLEXITATII

Mihai Stroe

in cadrul acestui articol vom prezenta céateva tehnici cu ajutorul cérora se poa-
te face trecerea, pentru anumite tipuri de probleme, de la complexitatea liniard
a unor pasi din rezolvare la complexitatea logaritmica, folosind principivl cav-

tarii binare.

{n ultimii ani au inceput s3 apard multe probleme care se pot
rezolva folosind algoritmi al ciror ordin de complexitate
este O(N - log N) sau O(N? - log N). Citeva rezolviri ale
unor probleme clasice de acest gen (de exemplu, problema
determindrii subsirului crescitor de lungime maxima) sunt
cunoscute. Alte rezolviri se bazeazd pe structuri de date
speciale (heap-uri, arbori AVL, arbori de intervale etc.)
O categorie de probleme este consideratd mai aparte
deoarece, la un moment dat, in rezolvarea lor se introduce
cautarea binari. Vom examina citeva astfel de probleme.
Cititorul este invitat si incerce si rezolve problemele ina-
inte de a citi sugestiile autorului.
Enunturile problemelor pe care le vom examina sunt
urmatoarele:
¢ Se considerd un sir de N numere naturale si un numir
natural S. Se cere sd se aleagd trei numere din acest sir,
astfel incat suma lor si fie egald cu §.

¢ Se considera un labirint sub forma unei matrice patratice
de dimensiune N ale cirei elemente pot lua valorile 0 sau 1,
un punct de plecare si un punct de sosire. Dacd un element
din matrice are valoarea 1, inseamnd i pe pozitia cores-
punzitoare din labirint este zid, sau spatiu liber in caz con-
trar. Se cere si se afiseze dimensiunea celui mai mare pa-
trat care poate fi deplasat de la punctul de plecare la punc-
tul de sosire. Un pdtrat de latura K va ocupa in fiecare
moment K? pozitii din matrice. Pitratul se poate deplasa
pe orizontald si verticald si nu poate trece prin ziduri.

¢ Se considerd un graf neorientat. Fiecare muchie are aso-
ciate o lungime si un grad de periculozitate. Se cere si se
afiseze un drum de la nodul 1 la nodul N, astfel incit gra-
dul de periculozitate al celei mai periculoase muchii si
fie cAt mai mic posibil; dacd existd mai multe drumuri, se
va afisa drumul care are cea mai micd lungime.

o Se considerd un arbore cu N noduri (N < 100.000). In
cadrul sdu se pot alege K baze, situate in K noduri. Pen-
tru fiecare nod se calculeazd distanta pani la cea mai

apropiatd bazd. Determinati o modalitate de alegere a ba-
zelor, astfel incat cea mai mare dintre distantele nodurilor
fatd de cea mai apropiata bazi si fie cit mai micd posibil.
¢ Doi pereti verticali se afli la o distantd D unul de celilalt.
O scandurd de lungime L, pleacd de la
baza primului perete si se sprijind pe al
doilea. O scanduri de lungime L, plea- Tn
ci de la baza celui de-al doilea perete si| 11
se sprijind pe primul. Cele doud scin-
duri se ating la inaltimea H, intr-un 24
punct situat undeva intre cei doi pereti.
Dandu-se L,, L, si H, si se calculeze D
D; este permisd o eroare de 10°.

Prima problema poate fi rezolvatd prin metoda "fortei
brute" folosind trei cicluri repetitive for. Din nefericire,
valoarea pentru N s-ar putea si fie prea mare pentru ca
aceasta rezolvare si se incadreze in timp.

Solutia propusi care foloseste ciutarea binari este ur-
mitoarea: se sorteazd sirul, se folosesc doui cicluri repeti-
tive for pentru a alege doud numere (fie acestea N, si N,),
apoi se cautd binar valoarea § - N, - N,. Aceastd rezolvare
are ordinul de complexitate O(N? - 2 log N) si mai poate fi
optimizatd (de exemplu, dacd valoarea N, depdseste valoa-
rea S se iese din primul ciclu etc.). Varianta optimizati va
avea sanse mari si treacd toate testele.

Invitdm cititorul s3 giseasci o rezolvare in O(N?), fird
a folosi cdutarea binar.

Cea de-a doua problemi este mai dificila.

Daci pétratul ar avea latura 1, folosirea algoritmului
lui Lee ar rezolva problema. Acest algoritm va fi folosit
oricum, dar dificultatea constd, la fiecare pas, 1n evitarea
atingerii unui zid. Daci se deplaseazd un pitrat de laturd
K, nu se doreste examinarea a K pozitii vecine pentru, si
zicem, o deplasare la dreapta. Aceasta se poate rezolva



folosind sume partiale pe linii si pe coloane; o altd moda-
litate constd in precalcularea, pentru fiecare pozitie, a latu-
rii maxime a unui patrat care poate fi deplasat din pozitia
respectiva pe fiecare din cele patru directii.

Pand in acest punct, algoritmul constd in Incercarea de-
plasirii unui patrat de laturd 1, 2, 3 etc., pani cind depla-
sarea nu mai reuseste; se alege cea mai mare dimensiune
pentru care deplasarea a reusit. O imbunititire ar putea
consta in folosirea cdutdrii binare pentru lungimea laturii.
Astfel, initial se va Incerca deplasarea unui patrat de di-
mensiune N/2; dacd aceasta a reusit se va incerca de-
plasarea unui pitrat de dimensiune 3 - N/4, altfel se va testa
un pitrat de dimensiune N/4 etc. Se va executa algoritmul
lui Lee de log N ori, ceea ce va conduce la un ordin de
complexitate O(N? - log N).

In cazul celei de-a treia probleme, ciutarea binari se va
face in functie de valorile gradelor de periculozitate; pen-
tru fiecare alegere a unei astfel de valori se va executa algo-
ritmul lui Dijkstra pentru a determina un drum de lungi-
me minimd, folosind numai muchii cu gradul de periculo-
zitate mai mic sau egal cu valoarea aleasd. Ordinul de com-
plexitate al acestei solutii este tot O(N? - log N).

Cea de-a patra problemd cere alegerea a K noduri ale ar-
borelui. Dacd am face abstractie de limita pentru numdrul
de noduri, problema, astfel pusi, ar parea, la prima vedere,
NP completd.

Existd o variantd abordabild a acestei probleme, in care
se cunoaste distanta cerutd D (cea mai mare distantd fatd
de cea mai apropiati bazi) si se cere determinarea numa-
rului minim de baze. Putem rezolva aceastd noud proble-
mi pornind de la nodurile cu un singur vecin, mergind
spre "interiorul" arborelui si amplasind baze in noduri cit
mai depdrtate de nodurile din exterior, dar totusi suficient
de aproape de ele, astfel incat distanta respectivd sd nu de-
paseascd D. Dupd construirea arborelui intr-o formd usor
de exploatat, acest algoritm ar avea ordinul de complexi-
tate O(N). Observim cd, pentru o distantd D mici, numa-
rul de baze ales va fi mare si reciproc. Distanta minima ce-
rutd este limitatd de faptul cd trebuie sd ne incadrim in li-
mita de K baze.

Solutia constd in a alege, pe rind, valori pentru D fo-
losind cdutarea binari. Pentru fiecare dintre aceste valori
se va rezolva varianta abordabild a problemei in O(N).
Daci se obtin mai mult de K baze, D trebuie mirit; in caz
contrar, D va fi micsorat.

Complexitatea acestei rezolviri este O(N - log N).

Rezolvirile pentru problemele a doua, a treia si a patra
conduc la urmitoarea reguld generala: dacd trebuie obii-
nutd o valoare maximd astfel incat sd se respecte anumite
conditii, si respectarea conditiilor este evidentd pentru va-
lori mai mici, atunci folosind ciutarea binard si testarea
conditiei vom obtine rezultatul in log N pasi. Regula poate
fi adaptati si pentru problemele de minim.

In problemele a doua si a treia valoarea ciutati este
latura pitratului, respectiv gradul maxim de periculozitate
pentru o muchie. Testarea conditiilor amintite mai sus im-
plicd rezolvarea unor subprobleme, folosind algoritmi pre-
cum Lee si Dijkstra; aceste subprobleme sunt clasice si, in
concluzie, evidente.

Cea de-a patra problemd pare putin mai complicatd,
deoarece trecerea la varianta abordabili a problemei nu
este evidentd; folosind principiile din acest articol, astfel
de treceri pot fi detectate destul de usor.

Cea de-a cincea problemi ar putea admite o rezolvare
geometrici. Aceasta nu este insi evidenta (cel putin auto-
rul nu a reusit sd o gaseascd In timp util). Pe de altd parte,
se observi cd indltimea la care se ating scandurile creste da-
cd distanta cdutatd scade.

Putem reformula cerinta problemei astfel: "sd se ga-
seascd cea mai mare valoare D astfel incit indltimea la care
se ating scandurile si nu fie mai mici decat H". Evident, la
limitd se obtine exact aceeasi cerintd. Avantajul este cd,
pentru aceastd abordare, putem folosi ciutarea binard in
functie de valoarea D. Cunoscand D, L, si L,, indltimea la
care se ating scindurile se poate determina destul de usor,
folosind cunostinte elementare de geometrie pland. Se
verifici daci aceasta este mai mare decit H; daci da, D va
fi crescut, In caz contrar va fi micsorat.

Pare putin ciudat si rezolvim o problemd de geome-
trie folosind ciutarea binari a rezultatului, dar practica de-
monstreazi ci este foarte eficient.

Abordarea este foarte buni in timpul concursurilor,
unde timpul este o resursi criticd; implementarea este sim-
pla (fapt foarte important in concurs; incercati s nu gresiti
tocmai cautarea binaral), timpul de executie este mic si se
economiseste timp de gandire.

O problema care se poate rezolva folosind acelasi prin-
cipiu este problema Proc propusd spre rezolvare la ONI
2003 la clasele XI-XITI.

Observatie

O parte dintre problemele din acest articol admit algoritmi
de rezolvare mai eficienti. Am prezentat rezolvarea lor
prin metoda din acest articol pentru a evidentia valoarea
acesteia; multe probleme aparent dificile devin abordabile,
obtinindu-se algoritmi optimi sau aproape optimi, care,
de obicei, se Incadreazd in timpul de executie acordat.

Sugestie

Cititorul este invitat sd continue exercitiul, ciutand solutii
mai eficiente, firi a folosi ciutarea binari. Reamintim cj,
pentru probleme mai dificile, cdutarea solutiei optime ar
putea necesita un timp de gandire important, greu de gisit
in timpul concursului.

Mihai Stroe este masterand la Universitatea Politehnica din Bucuresti si

poate fi contactat prin e-mail la adresa mihai_stroe@yahoo.com.
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