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Labirinturi (2) 

Algoritmi de TARE
parcurgere 

Radu Viºinescu

În numãrul 11/1 (ianuarie 2001) al revistei a fost publicat un articol în care a
fost introdusã noþiunea de tare-parcurgere a unui graf ºi au fost prezentaþi
câþiva algoritmi pentru realizarea acestei operaþii pentru grafuri care
reprezintã labirinturi. În cadrul acestui articol vom generaliza aceºti algoritmi
pentru a-i folosi pentru toate tipurile de grafuri.

Introducere
Un labirint este format din camere ºi coridoare de trecere
(uºi). Presupunem cã într-o anumitã camerã se aflã o per-
soanã. În acest moment persoana nu are acces decât la
informaþiile pe care le poate obþine în camera respectivã.
Printre acestea se aflã informaþii referitoare la existenþa
uºilor cãtre camerele vecine.

Persoana poate prelucra informaþiile pe un calculator
pe mãsurã ce se deplaseazã prin labirint în scopul culegerii
de date. Aºadar, vom privi un labirint ca fiind un graf cu
informaþie incompletã. Nodurile grafului vor fi
reprezentate de camere, în timp ce muchiile vor fi
reprezentate de uºile dintre acestea.

Definiþie
Se numeºte labirint un graf neorientat G = (X, M), unde X
este mulþimea nodurilor ºi M este mulþimea muchiilor, îm-
preunã cu o submulþime de noduri distincte, X' ⊆ X, nu-
mite noduri de plecare.

În cadrul acestui articol vom presupune cã graful este
conex ºi existã un singur nod de plecare. 

În cazul grafurilor o parcurgere reprezintã o afiºare
(sau alt tip de prelucrare) a tuturor nodurilor, fiecare nod
fiind vizitat o singurã datã. Pentru un labirint putem intro-
duce în mod natural noþiunea de tare-parcurgere.

Definiþie
Se numeºte tare-parcurgere un ciclu care conþine toate
nodurile grafului împreunã cu fixarea numãrului de ordine
a fiecãrui nod în succesiunea din cadrul ciclului.

Astfel se extinde noþiunea de parcurgere; cu alte cuvin-
te, deplasarea se va efectua "din camerã în camerã". Dacã
avem datã o anumitã parcurgere, o tare-parcurgere care vi-

ziteazã în aceeaºi ordine nodurile grafului se va numi tare-
parcurgere conformã cu respectiva parcurgere. Dacã avem
pentru început doar circuitul tare-parcurgerii ºi labirintul
are un singur nod de plecare, putem forma o primã tare-
parcurgere prin vizitarea fiecãrui nod în momentul în care
intrãm pentru prima datã în camera corespunzãtoare lui.

Tare-parcurgeri ale vârfurilor
În continuare vom referi tare-parcurgerea definitã anterior
ca fiind o tare-parcurgere a vârfurilor. Ne punem proble-
ma dacã în cazul unor parcurgeri clasice putem gãsi algo-
ritmi care genereazã o tare-parcurgere conformã respecti-
vei parcurgeri.

Pargurgerile DF ºi DL
S-a prezentat în [1] algoritmul tare-parcurgerii conforme
parcugerii DF în cazul particular al unui labirint pe patru
direcþii în plan. Prezentãm acum algoritmul pentru cazul
general al unui graf:

procedurã TARE_DF(i)

viziteazã(i)

marcaj(i) ← 1

pentru toþi vecinii j ai lui i
executã

dacã marcaj(j) = 0

atunci

TARE_DF(j)

viziteazã(i)

sfârºit dacã

sfârºit pentru

sfârºit procedurã

Pentru graful din figura 1 circuitul (ciclul) tare-parcur-
gerii este 1, 2, 5, 3, 5, 7, 6, 4, 6, 8, 6, 7, 5, 2, 1.
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Putem însã sã ne imaginãm cã vizitarea propriu-zisã are
loc la ultima trecere prin fiecare camerã. De exemplu, ar
putea dori sã mãture labirintul camerã cu camerã ºi sã adu-
ne gunoiul în camera de plecare. Obþinem astfel un alt tip de
parcurgere a grafului pe care o vom numi DL (Deapth Last).

procedurã DL(i) 

marcaj(i) ← 1;

pentru toþi vecinii j ai lui i executã
dacã marcaj(j) = 0 atunci

DL(j)

sfârºit dacã

sfârºit pentru

viziteazã(i)

sfârºit procedurã

Parcurgerea DL corespunzãtoare grafului din figura 1
este 3, 4, 8, 6, 7, 5, 2, 1. În cazul în care graful este arbore,
parcurgerea DL reprezintã o traversare în postordine.

Parcurgerile D ºi DD
Prezentãm în continuare o variantã a algoritmului care rea-
lizeazã parcurgeri D (Depth) ºi DD (Double Depth). Vom
folosi douã stive de lucru: stiva primarã (SP) ºi stiva finalã
(SF). Nodurile grafului vor fi inserate succesiv în cele douã
stive, iar algoritmul se încheie în momentul în care stiva fi-
nalã devine vidã.

procedurã TARE_D(i)

SF ← vidã

SP ← vidã

insereazã i în SP

marcaj(i) ← 1

repetã

insereazã i în SP

viziteazã(i)       // (1)

insereazã i în SF

pentru toþi vecinii j ai lui i executã
dacã marcaj(j) = 0 atunci

viziteazã(j)   // (2)

insereazã j în SP        

marcaj(j) ← 1

viziteazã(i)

sfârºit dacã

sfârºit pentru

cât timp (vârf(SP) nu este adiacent cu vârf(SF))

executã

insereazã i în SF

viziteazã(vârf(SF))

sfârºit cât timp

pânã când (SF = vidã)

sfârºit procedurã

În figura 2 este prezentatã o porþiune din circuitul tare-
parcurgerii împreunã cu modificãrile realizate pânã în acel
moment în cele douã stive:

Dacã vizitarea nodurilor are loc doar în momentul in-
serãrii lor în prima stivã (linia (1)), atunci avem o parcur-
gere D. Dacã nodurile sunt vizitate numai în momentul in-
serãrii lor în stiva finalã (linia (1)), avem un nou tip de
parcurgere pe care am denumit-o Double Depth.

Pentru acest graf, o parcurgere D este 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8,
5. Parcurgerea DD a aceluiaºi graf este 1, 4, 6, 8, 7, 5, 3, 2.

Încheiem aceastã secþiune cu urmãtoarea remarcã: de
cele mai multe ori executarea unei funcþii recursive este echi-
valentã cu o tare-parcurgere a vârfurilor arborelui asociat,
tare-parcurgere conformã cu parcurgerile în preordine,
inordine sau postordine ([2]).

Tare-parcurgeri ale muchiilor
Vom introduce acum noþiunea de tare-parcurgere a muchi-
ilor unui graf.

Definiþie
Se numeºte tare-parcurgere a muchiilor un ciclu care trece
cel puþin o datã prin toate muchiile grafului.

Nu ne mai punem imediat problema generalizãrii unei
parcurgeri; din definiþie lipseºte fixarea numãrului de ordi-
ne pentru nodurile sau muchiilor în circuit (ciclu).

Trebuie observat faptul cã aceastã noþiune reprezintã o
liniarizare a unui graf. Cu alte cuvinte reprezintã o stocare
sub formã liniarã a tuturor informaþiilor necesare pentru
refacerea grafului iniþial. Prezentãm un prim algoritm pen-
tru tare-parcuregerea muchiilor, obþinut prin modificarea
algoritmului de parcurgere în adâncime:

procedurã TARE_MUCHII(i)

viziteazã(i)

marcaj(i) ← 1

pentru toþi vecinii j ai lui i executã
dacã marcaj(j) = 0 atunci

TARE_MUCHII(j)

viziteazã(i)

altfel

viziteazã(j)

viziteazã(i)

sfârºit dacã

sfârºit pentru

sfârºit procedurã
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Pentru graful din figura 3 tare-parcurgerea DF a mu-
chiilor este urmãtoarea: 1, 2, 3, 1, 3, 5, 4, 2, 4, 5, 6, 3, 6, 5,
3, 2, 1.

Determinarea unei baze de cicluri fundamentale
Prin baza de cicluri fundamentale a unui graf înþelegem o
mulþime maximalã de cicluri în care fiecare ciclu conþine cel
puþin o muchie care nu face parte din nici unul dintre cele-
lalte cicluri.

Pentru determinarea bazei de cicluri fundamentale a unui
graf vom începe cu o tare-parcurgere DF a muchiilor gra-
fului. 

În continuare vom prelucra vectorul de noduri obþinut
astfel:

procedurã cicluri(x:vector; l:lungime)

variabile aux:vector

k:întreg

k ← 0

pentru i ← 1, l executã

k ← k + 1

aux(k) ← v(i)

gãsit ← fals

pentru j ← 1, k - 1 executã

dacã aux(j) = aux(i) atunci

gãsit ← adevãrat

poz ← j

sfârºit dacã

sfârºit pentru

dacã gãsit atunci

dacã poz = k - 2 atunci

k ← k - 2 // un ciclu trebuie sã conþinã cel
puþin douã muchii

altfel

scrie 'Ciclul:'

pentru x ← poz + 1, k executã

scrie aux(x), ' '

sfârºit pentru

sfârºit dacã

sfârºit dacã

sfârºit pentru // k va avea valoarea 1
sfârºit procedurã

În figura 4 este prezentat conþinutul vectorului aux în
diverse puncte ale execuþiei algoritmului pentru graful din
figura 3.

Problema comis-voiajorului chinez
În [3] este analizatã problema comis-voiajorului chinez.
Aceasta poate fi enunþatã astfel: Fie un graf neorientat cu
costuri pe muchii; sã se determine un traseu care trece cel
puþin o datã prin fiecare muchie ºi are costul minim.

Problema se reduce la determinarea unei tare-parcur-
geri de cost minim a muchiilor. În [3] este prezentatã o re-
zolvare în timp polinomial a acestei probleme. 

Este firesc sã ne punem întrebarea dacã existã o astfel
de rezolvare polinomialã în cazul în care impunem condi-
þia ca circuitul sã treacã cel puþin o datã prin fiecare nod.
Cu alte cuvinte, dorim sã gãsim un algoritm polinomial
cu ajutorul cãruia se poate determina o tare-parcurgere
optimã a vârfurilor.

Dacã am gãsi un algoritm polinomial de rezolvare a
acestei probleme, am avea, practic, un algoritm polinomial
pentru determinarea unui ciclu hamiltonian de cost minim.
Aºadar, problema se reduce la una NP-completã. 

Analiza complexitãþii
Pentru a studia complexitatea algoritmilor descriºi alegem
ca operaþie fundamentalã deplasarea unei persoane dintr-o
celulã în alta. În cazul tare-parcurgerii DF realizãm 2 · (n - 1)
astfel de deplasãri, deci ordinul de complexitate este O(n),
unde n este numãrul nodurilor. Pentru tare-parcurgerea D
sunt necesare 4 · (n - 1) deplasãri, deci ordinul de comple-
xitate este tot O(n). Pentru tare-parcurgerea DF a muchi-
ilor avem nevoie de 2 · m deplasãri, deci ordinul de com-
plexitate este O(m), unde m este numãrul muchiilor.
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