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16-19 octombrie 2003, Bucureºti

ACM
Mihai Stroe

Vã prezentãm în continuare soluþiile problemelor propuse spre rezolvare la
concursul internaþional de programare ACM, ediþia 2003/2004  care a avut loc la
Bucureºti. Aceste soluþii au fost realizate de redacþia GInfo pe baza soluþiilor
oficiale prezentate de cãtre autorii problemelor.

P070301: Codificare delta
Aceasta este o problemã "muncitoreascã". Dificultatea ei
constã în implementarea rapidã, în timpul concursului, a al-
goritmului (specificat în enunþ) ºi respectarea restricþiilor
impuse asupra datelor de intrare ºi ieºire.

Algoritmul de decriptare se deduce în mod evident din
algoritmul de criptare, folosind aritmetica modulo 26. Tes-
tarea validitãþii cifrului este foarte simplã.

Analiza complexitãþii
Toate operaþiile se pot efectua în timp proporþional cu lun-
gimea datelor asupra cãrora se executã.

Ordinul de complexitate a algoritmului este O(L), unde
L este lungimea datelor de intrare.

P070302: Parola ascunsã
În continuare vom descrie algoritmul de rezolvare a aces-
tei probleme pentru un test, urmând ca acesta sã se aplice
de câte ori este nevoie.

Mai întâi se dubleazã ºirul iniþial prin concatenare cu el
însuºi.

Soluþia problemei este datã de cãtre un indice X cu-
prins între 1 ºi L inclusiv, pentru care subºirul de L carac-
tere al ºirului dublat, care începe din poziþia X, este primul
în ordine lexicograficã.

Vom nota cu Si subºirul de N caractere care începe din
poziþia i. 

Pentru testele date, folosirea funcþiei "strncmp" ar fi
dus la o rezolvare eficientã. Aceasta poate compara douã
subºiruri de L caractere, terminându-se în momentul în
care se întâlneºte o diferenþã. 

Ordinul de complexitate al acestui algoritm este
O(L2), deci teoretic aceastã variantã nu s-ar fi încadrat în
timp (concurenþii nu ºtiau numãrul de teste etc.). Practic,
pe testele date în concurs ºi eventual folosind câteva euris-
tici suplimentare, aceastã rezolvare ar fi fost acceptatã.

Concurentii mai experimentaþi au preferat rezolvãri mai
eficiente. Astfel, folosind structuri de date avansate (arbori
de sufixe, vectori de sufixe), se pot obþine algoritmi de
complexitate O(L · log2 L) sau O(L · log L).

Sã examinãm o astfel de rezolvare.
Se vor executa O(log L) paºi. Dupã fiecare pas P se va

obþine o listã de grupe de indici, ordonatã în funcþie de or-
dinea ºirurilor de lungime 2P care încep din poziþiile deter-
minate de indicii respectivi. Dacã avem subºiruri identice
de lungime 2P, acestea vor face parte din aceeaºi grupã. P
creºte pânã când o nouã creºtere ar duce la depãºirea lui L.

Presupunând cã putem obþine aceastã structurã dupã P
paºi, sã vedem cum o construim pe cea de la pasul P + 1.

Pentru a construi structura de la pasul P + 1 trebuie sã
putem compara ºiruri care încep cu indici i ºi j aflaþi în ace-
eaºi grupã la pasul P. Comparaþia este simplã dacã þinem
cont de faptul cã un subºir de lungime 2P+1 este format din
doua jumãtãþi de lungime 2P. Deoarece în cazul indicilor
aflaþi în aceeaºi grupã primele jumãtãþi sunt egale, trebuie
comparatã jumãtatea a doua a celor douã ºiruri; pentru
aceasta se determinã în ce grupã se aflau jumãtãþile finale,
deci indicii 2P + i ºi 2P + j. Aceastã informaþie poate fi
construitã pe parcurs, deci comparaþia are ordinul de com-
plexitate O(1).

Cunoscând aceste detalii, la pasul P+1 putem sorta ele-
mentele din fiecare grupã de la pasul P, folosind un algo-
ritm de complexitate O(NR · log NR), unde NR este nu-
mãrul de elemente din grupã (maxim L). 

Pentru aflarea rezultatului se vor testa indicii din pri-
ma grupã. Aceºtia determinã ºiruri egale de lungime 2P.
Pentru a compara ºiruri de lungime N se testeazã ultimele
2P caractere din aceste ºiruri; aceasta se realizeazã folosind
indici de forma i + (L - 2P).

Analiza complexitãþii
În continuare vom calcula ordinul de complexitate al algo-
ritmului eficient prezentat.

Avem în total P = log L paºi, iar la fiecare pas se reali-
zeazã câte o sortare în fiecare grupã. Cazul cel mai defa-
vorabil se obþine când una din grupe este mare în compa-
raþie cu celelalte. în acest caz, ordinul de complexitate al
algoritmului este O(L · log L).

În concluzie, ordinul total de complexitate pentru fie-
care set de date este O(L · log2 L).
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P070303: Petrecerea nebunaticã
În continuare vom rezolva aceastã problemã pentru un sin-
gur test, urmând ca soluþia sã fie aplicatã pentru fiecare
test din fiºierul de intrare.

Cunoaºtem cã n este numãrul de participanþi la petre-
cere ºi considerãm permutarea identicã cu n elemente (1, 2,
…, n).

Împãrþim aceastã permutare în douã permutãri, astfel
încât fiecare dintre ele sã aibã [n/2], respectiv n - [n/2] ele-
mente.

Dacã n este numãr par, adicã n = 2 · k, atunci pentru a
inversa pe fiecare dintre cele douã jumãtãþi avem nevoie de
k · (k - 1)/2 operaþii. În total se efectueazã k · (k - 1)
operaþii, adicã (n2 - 2 · n)/4 operaþii.

Dacã n este numãr impar, adicã n = 2 · k + 1, atunci
pentru a inversa o jumãtate din permutare se efectueazã k
· (k - 1)/2 operaþii, iar pentru cealaltã k · (k + 1)/2 operaþii.
Rezultã cã, în total, se efectueazã (n2 - 2 · n + 1)/4 operaþii.

În timpul concursului trebuia þinut cont de faptul cã
rezolvarea se putea trimite de mai multe ori. Se trimitea o
rezolvare de tipul celei prezentate anterior ºi se obþinea rãs-
punsul Accepted (Soluþie acceptatã), fãrã a se mai verifica
dacã existau soluþii mai bune. Nu existau.

Analiza complexitãþii
Pentru un singur test ordinul de complexitate a rezolvãrii
este O(1) deoarece ordinul de complexitate a operaþiilor de
citire, scriere ºi calculare a timpului necesar pentru ca par-
ticipanþii sã fie aranjaþi în ordine inversã este O(1).

Dacã luãm în considerare toate testele ºi notãm cu t nu-
mãrul acestora, ordinul de complexitate devine O(t).

P070304: Supermagazin
În continuare vom prezenta soluþia acestei probleme pen-
tru un singur test.

Vom încerca sã construim soluþia optimã în ordine
"cronologicã invers".

Fie T momentul de timp maxim la care se poate vinde
un produs.

În ultima unitate de timp pot fi vândute doar produse
cu timpul limitã de vânzare T. Este bine sã profitãm de
aceastã unitate de timp, deci alegem unul din acele produse
ºi îl vindem. Mai exact, alegem produsul pe care obþinem
profit maxim.

La momentul T - 1 poate fi vândut fie un produs care
are timpul limitã de vânzare T - 1, fie unul din produsele
care aveau timpul limitã de vânzare T ºi care nu a fost vân-
dut. Se alege produsul pe care se obþine profit maxim.

La momentul de timp K < T putem vinde orice produs
cu timpul limitã de vânzare mai mare sau egal cu K ºi care
nu a fost deja vândut. Se alege produsul pe care se obþine
profit maxim.

Un set de date are n produse, maxim 10000. Dacã la
fiecare pas alegem minimul cu metoda clasicã, complexita-
tea este O(N2). Pentru un set de date cu multe teste mari,

teoretic acest algoritm nu s-ar încadra în timp. Soluþia este
sã folosim un heap pentru extragerea maximului. La fie-
care moment de timp K (K descreºte pornind de la T) se
introduc în heap profiturile corespunzãtoare produselor cu
timpul limitã de vânzare K, apoi se extrage maximul ºi se
adunã la soluþie.

Analiza complexitãþii
Operaþia de citire a datelor de intrare pentru un singur test
are ordinul de complexitate O(n), iar cea de scriere a rezul-
tatului are ordinul de complexitate O(1).

Calcularea profitului planificãrii optime are ordinul de
complexitate O(n · log n), deoarece fiecare dintre cele n
produse este introdus în heap, iar ordinul de complexitate
de introducere ºi extragere de elemente din acesta este
O(log n).

Dacã m este numãrul de teste dintr-un set de date,
atunci ordinul de complexitate al algoritmului de rezolva-
re pentru aceastã problemã devine O(m · n · log n).

P070305: Stãpânul inelului
Problema se rezolvã prin metoda backtracking. Þinând
cont de testele date în concurs, limitele din enunþ sunt di-
mensionate mai sus decât ar trebui. Astfel, testul maxim a
constat în 200 de tufe, situate la distanþa 1 unele de altele.
Celelalte teste aveau mai puþin de 10 tufe, distanþa între
cele mai depãrtate douã fiind cel mult 50. Pe nici un test
produsul cerut nu a depãºit 50000. O dimensionare a limi-
telor corespunzãtoare cu testele date ar fi încurajat mai
mulþi concurenþi sã abordeze problema.

Pentru a calcula produsul distanþelor dintre tufele con-
secutive se vor determina poziþiile tufelor. Prima tufã va
avea coordonata 0, iar a doua coordonata MAX, unde
MAX este maximul distanþelor.

Dupã citirea datelor se creeazã doi vectori: unul care
conþine distanþele distincte, altul care conþine numãrul de
apariþii al fiecãrei distanþe.

Abordarea backtracking constã în alegerea, la fiecare
pas, a poziþiei în care va fi plasatã o tufã. Mai exact, dupã ce
le-am plasat pe primele K (prima la coordonata 0, a doua la
coordonata MAX), tufa K + 1 va fi plasatã la o poziþie între
coordonata tufei K ºi MAX. Fãcând abstracþie de tufa 2,
coordonatele se vor obþine în ordine crescãtoare.

Pentru fiecare variantã de plasare se va verifica dacã
existã distanþele între tufa K + 1 ºi primele K tufe în vec-
torul de distanþe, folosind cãutarea binarã, ºi dacã numãrul
de apariþii este strict pozitiv. În caz afirmativ, se scade nu-
mãrul de apariþii al distanþelor respective (deci considerãm
distanþele ca fiind alocate) ºi se încearcã plasarea celorlal-
tor tufe. Numãrul de apariþii va fi restaurat la abandonarea
variantei curente.

Limitarea produsului ne asigurã cã, dacã existã o solu-
þie, majoritatea distanþelor între tufe consecutive vor fi
egale cu 1. Altfel spus, de multe ori backtracking-ul va îna-
inta rapid, plasând mai multe tufe consecutive, fiecare la
distanþa 1 faþã de precedenta. 
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Dacã pe parcursul generãrii soluþiei, produsul distan-
þelor dintre tufele consecutive deja plasate depãºeºte limita
din enunþ, varianta curentã nu este corectã. De asemenea,
dacã distanþa dintre tufa curentã ºi ultima tufã este mai
micã decât numãrul de tufe care încã nu au fost plasate,
varianta curentã este abandonatã.

Analiza complexitãþii
Algoritmul de rezolvare a acestei probleme are ordinul de
complexitate exponenþial. Un calcul mai exact ar trebui sã
þinã cont de limitele din enunþ sau de limitele din testele
date (cazuri diferite). Lãsãm efectuarea acestui calcul ca
exerciþiu pentru cititor.

În orice caz, un program care implementeazã aceastã
rezolvare ruleazã instantaneu pe testele date. 

P070306: Subsecvenþa comunã
Problema cere calcularea celei mai lungi subsecvenþe co-
mune a douã ºiruri de caractere. Aceasta este una din pri-
mele probleme care se învaþã la metoda programãrii dina-
mice.

În continuare prezentãm modul de rezolvare, pentru
un singur test, bazat pe metoda programãrii dinamice.

Notãm ºirurile cu X ºi Y ºi cu M ºi N lungimile acesto-
ra. Construim o matrice A cu M linii ºi N coloane, în care
Ai,j reprezintã lungimea celei mai lungi subsecvenþe co-
mune care se poate obþine folosind doar primele i litere
din X ºi primele j litere din Y.

În continuare prezentãm modul de construire al ele-
mentelor matricei A.

În cazul în care Xi = Yj, atunci Ai,j = Ai-1,j-1 + 1, deoarece
subsecvenþa respectivã va fi formatã din subsecvenþa co-
munã a ºirurilor, folosind primele i - 1, respectiv j - 1 lite-
re, la care se va adãuga litera Xi.

În caz contrar, se alege maximul dintre Ai-1,j ºi Ai,j-1, pen-
tru cã una din literele finale nu va intra în subsecvenþã.

Soluþia problemei este datã, în final, de valoarea ele-
mentului AM,N.

Analiza complexitãþii
Operaþia de citire a datelor pentru un test are ordinul de
complexitate O(M + N), iar operaþia de afiºare a rezultate-
lor are ordinul de complexitate O(1).

Calculul unui element al matricei A se realizeazã în
timp constant. Ordinul de complexitate al construirii ma-
tricei A este O(M · N), unde M ºi N sunt lungimile celor
douã ºiruri.

În final, ordinul de complexitate al algoritmului de
rezolvare a acestei probleme este O(T · M · N), unde T re-
prezintã numãrul de teste.

P070307: Reþeaua electricã
Reþeaua electricã este un graf orientat, care se transformã
într-o reþea de transport astfel:
• capacitatea unui arc reprezintã transportul maxim pe arcul

respectiv;

• se introduce o sursã fictivã din care pleacã spre toþi pro-
ducãtorii de curent arce de capacitate +∞;

• se introduce o destinaþie fictivã în care sosesc arce de capa-
citate +∞ de la toþi consumatorii.

Pe aceastã reþea de transport se aplicã un algoritm de flux
maxim.

În final, soluþia problemei este datã de suma fluxului pe
arcele care pleacã din sursa fictivã.

Subiectul fluxului într-o reþea de transport este mult
prea amplu pentru a fi tratat în cadrul acestui articol. 

În continuare vom examina algoritmul general Ford-
Fulkerson, împreunã cu câteva optimizãri. Amintim ºi
existenþa algoritmilor de preflux, ceva mai dificil de înþe-
les, dar mai eficienþi. Sugerãm cititorului interesat sã stu-
dieze capitolul despre flux din cartea Introducere în algo-
ritmi, T. H. Cormen, C. E. Leisserson, R. R. Rivest.

Pe scurt, fluxul pe arcele reþelei este dat de valorile l(i, j)
transportate de fiecare arc, iar capacitatea arcelor este datã
de Lmax(i, j).

Fie un flux valid prin reþea. Acesta trebuie sã respecte
condiþiile de conservare (ceea ce intrã într-un nod inter-
mediar este egal cu ceea ce iese) ºi mãrginire (fluxul pe ori-
ce arc este cel mult egal cu capacitatea arcului respectiv).

Evident, fluxul 0 pe toate arcele este un flux valid.
Algoritmul Ford-Fulkerson este urmãtorul:

• se porneºte de la fluxul iniþial 0 pe toate arcele;
• cât timp acest flux poate fi mãrit (existã un drum de creº-

tere de la sursã la destinaþie), se modificã fluxul pe arcele
drumului de creºtere, obþinându-se un flux mai bun.

Un drum de creºtere este un drum de la sursã la desti-
naþie, folosind:
• arce (i, j) pe care fluxul este mai mic decât capacitatea

(deci mai poate fi crescut);
• arce fictive (i, j) pentru care fluxul pe arcul (j, i) este ne-

nul (deci poate fi scãzut). Practic folosirea unor arce din
aceastã categorie conduce la redirecþionarea fluxului prin
reþea.

Determinarea existenþei unui drum de creºtere de la
sursã la destinaþie are ordinul de complexitate O(m), prin-
tr-o parcurgere a grafului care contine arcele de mai sus.
Pentru a calcula complexitatea totalã a algoritmului este ne-
cesar sã estimãm câte drumuri de creºtere vor fi gãsite pânã
la determinarea fluxului maxim.

Dacã la fiecare pas se alege un drum oarecare, comple-
xitatea pe cazul cel mai defavorabil este O(m · Fmax), unde
Fmax este valoarea fluxului maxim. Aceastã limitã se atinge
în cazul în care fluxul în retea creºte cu 1 la fiecare pas.
Evident, pentru grafuri cu capacitãþi mari pe muchii (deci
unde fluxul maxim poate avea valori mari) acest algoritm
nu este acceptabil.

O variantã este algoritmul Edmonds-Karp. Acest algo-
ritm implementeazã cãutarea drumului de creºtere printr-o
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parcurgere în lãþime, obþinându-se la fiecare pas un drum
de creºtere cu un numãr minim de arce. Se poate demon-
stra cã aceastã variantã are ordinul de complexitate O(n ·
m2).

O altã variantã este datã de algoritmul de flux maxim
prin scalare. Astfel, fie C capacitatea maximã a unei mu-
chii, P = [log C] ºi K = 2P. 

Primele drumuri de creºtere cãutate trebuie sã aibã ca-
pacitatea cel puþin K, adicã arcele pe care se introduce flux
sã permitã introducerea a cel putin K unitãþi, iar arcele de
pe care se "scoate" (se redirecþioneazã pe alte arce) flux sã
aibã fluxul cel puþin egal cu K. În momentul în care nu mai
existã astfel de drumuri se vor cãuta drumuri de capacitate
K/2, apoi K/4 etc.

Prin aceastã metodã, se introduce o cantitate impor-
tanta în reþea încã de la primele iteraþii.

Se poate demonstra cã acest algoritm are ordinul de
complexitate O(m2·log C). 

În practicã, toþi algoritmii de mai sus au timpi de exe-
cuþie mult mai mici decât indicã ordinul de complexitate.
Astfel, la cãutarea unui drum de creºtere nu se examineazã
întotdeauna toate cele m muchii.

Pentru valori ale lui m apropiate de n (de exemplu, ca-
zul grafurilor planare), metoda prin scalare poate conduce
la performanþe excelente, ordinul de complexitate deve-
nind O(n2·log C) faþã de O(n3) la algoritmii de preflux.

Analiza complexitãþii
Operaþia de citire a datelor (mai dificilã pentru programa-
torii Pascal datoritã parantezelor ºi virgulelor) are ordinul
de complexitate O(m + n).

Operaþia de transformare a grafului într-o reþea de trans-
port are ordinul de complexitate O(n).

Datoritã faptului cã ordinul de complexitate al oricãrui
algoritm de determinare a fluxului maxim într-o reþea de
transport este mai mare decât celelalte operaþii suplimen-
tare, ordinul de complexitate al algoritmului de rezolvare
pentru aceastã problemã este dat de ordinul de complexi-
tate al algoritmului de flux maxim folosit pe structura cu
ajutorul cãreia s-a reþinut graful.

P070308: Pompierii
Aceastã problemã se poate rezolva analizând toate posibili-
tãþile de a înlocui semnele de întrebare cu operatori ºi eva-
luând de fiecare datã expresia rezultatã. Pentru 10 semne
de întrebare se obþin 410 = 220 = 1048576 variante; aparent
sunt destul de multe, dar calculatoarele din concurs aveau
procesoare cu frecvenþa 2,6 GHz.

În momentul în care s-a obþinut o expresie care dã re-
zultatul corect se întrerupe generarea posibilitãþilor pen-
tru testul respectiv ºi se afiºeazã yes. Dacã nu se obþine
nici o astfel de expresie, se afiºeazã no. 

Pentru a optimiza pasul de evaluare a expresiei se pot
determina poziþia semnelor, a parantezelor, valorile ope-
ranzilor iniþiali ºi ordinea aproximativã a operaþiilor înain-

te de generarea tuturor variantelor. Mai exact, ordinea ope-
raþiilor dintre paranteze (dacã acestea existã) este fixatã da-
toritã precizãrilor din enunþ.

Analiza complexitãþii
Pentru un singur test, operaþia de citire a datelor de intrare
are ordinul de complexitate O(L), unde L este lungimea
expresiei, iar operaþia de scriere a rezultatelor are ordinul
de complexitate O(1).

Fie Op numãrul de operatori ºi S numãrul de semne de
întrebare.

Ordinul de complexitate al operaþiei de generare a tu-
turor expresiilor posibile este O(4S).

Pentru fiecare expresie, evaluarea ei are ordinul de com-
plexitate O(Op).

Ordinul de complexitate al algoritmului de rezolvare
a acestei probleme este O(N · 4S) pentru fiecare set de date.

Dacã luãm în considerare toate testele din setul de
date, atunci ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastã problemã devine O(T · N · 4S), un-
de T este numãrul total de teste.

P070309: Polinoame binare
Problema se rezolvã prin metoda forþei brute.

Se genereazã toþi cei C(n, k) vectori binari. Pentru fie-
care din aceºti vectori se evalueazã funcþia datã. Se afiºeazã
numãrul de vectori pentru care rezultatul este 1.

Pentru generare se poate folosi fie metoda backtrack-
ing, fie o simplã numãrare (adicã un ciclu cu 2n paºi). În ca-
zul numãrãrii, deºi se parcurg toþi cei 2n vectori cu n ele-
mente (ºi nu numai prin cei cu k de 1), timpul total de lu-
cru este redus, deoarece pentru vectorii care nu au exact k
de 1 funcþia nu se va evalua.

La evaluare, pentru ca un anumit produs de coeficient
1 sã fie 1 este necesar ca toate componentele sale sã fie 1.
Numãrul de ordine al produsului trebuie sã fie deci con-
þinut în reprezentarea binarã a numãrului de ordine al vec-
torului (þinând cont de generarea prin numãrare ºi de toþi
cei 2n vectori). Excepþie face cazul în care a0 este 1, deci va-
loarea funcþiei este 1 pentru orice vector.

În momentul în care unul dintre produsele cu coefici-
enþi 1 este 1, valoarea funcþiei este 1, deci se întrerupe eva-
luarea. Aceasta face ca evaluarea sã fie, în general, destul de
rapidã, deºi teoretic ordinul de complexitate al acestei ope-
raþii este O(2n).

Analiza complexitãþii
Operaþia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(2n), iar scrierea datelor are ordinul de comple-
xitate O(1).

Pentru fiecare vector, evaluarea are ordinul de comple-
xitate, teoretic, O(2n). În total sunt C(n, k) vectori.

Ordinul total de complexitate al algoritmului este,
teoretic, O(2n · C(n, k)). Datoritã întreruperii evaluãrii, un
program care implementeazã aceastã rezolvare va rula des-
tul de rapid.


