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Drumuri MIINIME cand
costurile sunt MIC]

Mircea Digulescu, Andrei Matei

Problema determindrii celui mai scurt drum de la un nod la altul intr-un graf
este una fundamentalé in algoritmicé. in continuare vom prezenta un algoritm
al carvi timp de executie depinde de costurile asociate muchiilor. Acesta este
aplicabil atunci cand costurile sunt mici si sunt numere intregi nenegative.

Notatii

Considerdim un graf G = (V, E) si o functie de cost w: E —
N (astfel incat w(e) > 0, V e e E) care asociazi un intreg
nenegativ fiecirei muchii a grafului. Costul unui drum p in
G este suma costurilor tuturor muchiilor din p. Fie nodul
sursa s.

Definim 8(u,v) = min(Cost(u—"—v)) ca fiind costul
minim dintre toate cdile p de la # la v, unde #, v € V. De
asemenea, fie C = max(w(e)) costul celei mai "scumpe"
muchii din graf si fie C* = max(8(s, #)) cel mai mare cost al
unui drum minim in G care pleacd din s.

Pentru toti v € V, d[v] reprezintd o estimare a costului
unui drum minim (d[v] > 8(s, v)) pe tot parcursul executiei
algoritmilor prezentati aici).

Obiectivul este gdsirea costurilor (s, v) pentru orice
v € V. De asemenea, un drum p de cost minim de la s la v tre-
buie gsit, dar algoritmul folosit pentru determinarea (s, v)
este simplu de modificat pentru a gisi un astfel de drum p.

Algoritmul prezentat va folosi liste dublu-inlintuite.
Pentru o listd dublu-inlintuitd / operatia v < [ extrage
primul element. Dupi extractie, v va avea valoarea primu-
lui element din listd. Operatia [ < v introduce un element
v in lista /. Totodatd, operatia [ = v are ca efect stergerea
elementului v din lista /. Valoarea din v rimane neschim-
bati in urma aceastei operati.

Un algoritm de ordinul O(V+E+C*)
fn continuare vom prezenta un algoritm care determini
costul drumului minim atunci cind muchiile au costuri in-
tregi nenegative. El reprezintd, de fapt, o modificare a al-
goritmului lui Dijsktra in care este folositd o coadd de pri-
oritati neobisnuitd.

Fie [[0], [[1], ..., [[C*] si [[*] liste dublu-inlintuite de
noduri din V.

In total avem C* + 2 liste. Pe parcursul executiei algo-
ritmului, fiecare nod va apartine unei singure liste. Pentru

un nod v, d[v] va fi o estimare a costului drumului minim
la v. Cand algoritmul se incheie, vom avea d[v] = §(s, v)
pentru toate nodurile v € V. Algoritmul poate fi usor mo-
dificat pentru a determina si un drum de cost minim si li-
sam acest lucru pe seama cititorului.

In continuare vom prezenta varianta in pseudocod a

algoritmului:
1: 1[i] ¢ @, 0<i<C
2 1l[w] <@

3: 1[0] &« s
4: pentruv € V executad
5: 1[w] & v
6: d[v] <o
7: sfarsit pentru
8: d[s] « 0
9: p«0
10: cat timp p < C" executd
11: cat timp 1[p] # & executd

12: v lipl

13: pentru (v, u) cud[u] >d[v] +w(v, u)
executd

14: 1[dul]l > v

15: dlu] < d[v] +w(v, u)

16: 1[d[u] <u

17: sfargit pentru

18: sfargit cat timp
19: p<p+1
20: sfarsit cat timp

Algoritmul anterior este asemdnitor cu algoritmul lui
Dijsktra prin faptul ¢d proceseazd nodurile in ordine cres-
citoare a costului cdii minime la ele. Liniile 1-8 realizeazi
initializarea valorilor /, S si d. Pe parcursul executiei algo-
ritmului lista /[7] va contine toate nodurile v pentru care
d[v] = 1. Algoritmul parcurge in ordine /[0], /[1], [[2], ... si
la pasul p relaxeazd toate muchiile adiacente cu un nod din
[[p]. Liniile 14 si 16 vor muta un nod # pentru care estima-
rea costului drumului minim pani la el, d[#], s-a schimbat
(ca urmare a relaxdrii unei muchii) In lista corespunzitoare
noii estimdri (mai Intdi este sters din lista veche si apoi
inserat in lista corespunzitoare).
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Corectitudinea algoritmului

Vom arata ci atunci cind algoritmul se incheie, vom avea
d[v] =3(s, v) pentru orice v € V. Vom demonstra mai intai
cateva rezultate intermediare.

Lema 1: Dacd un nod v este extras in linia 12, atunci
toate nodurile u care sunt legate de v (direct san indirect)
prin muchii de cost 0 vor fi procesate la aceeasi iteratie (a ci-
clului care incepe la linia 10), ca si v, si vor avea d[u] = d[v].

Demonstratia se realizeazd prin inductie dupd numa-
rul de muchii de cost 0 dintre # si v. Toate nodurile adia-
cente cu v vor fi descoperite de codul din linia 13, vor avea
d[u] = d[v] datoriti liniei 15 si vor fi addugate 1n lista cu-
rentd la linia 16. Prin inductie, daci nodurile aflate la
distanta k de v au fost procesate, atunci nodurile aflate la
distanta k + 1 de v vor fi descoperite de codul din linia 13
s1 procesate. Deci, toate nodurile legate de v prin muchii
de cost 0 vor fi procesate si vor avea d[] = d[v].

Lema2: La sfarsitul fiecirei iteratii a ciclului care ince-
pe la linia 10 toate nodurile v pentru care 8(s, v) < p an fost
procesate.

Demonstratia se realizeazi tot prin inductie. Primul
nod extras este s. Din moment ce costurile muchiilor sunt
nenegative, singurele noduri pentru care §(s, v) < 0 sunt cele
pentru care 8(s, v) = 0. Orice nod pentru care 8(s, v) = 0
trebuie s3 fie conectat de sursi prin muchii de cost 0. Con-
form lemeti 1, toate nodurile de acest tip vor fi procesate.

La pasul p, datoritd ipotezei de inductie, toate nodurile
x pentru care (s, v) < p au fost procesate. Fie v un nod
astfel incat 8(s, v) = p. Fie u predecesorul direct al lui v pe
un drum de cost minim s:

3(s, v) = 8(s, u) + w(u, v) = p = (s, u) + w(u, v).

Dacid w(n, v) > 0, atunci 8(s, #) < p, deci # a fost pro-
cesat la o iteratie precedentd. Deoarece # a fost procesat
atunci cand muchia (#, v) a fost relaxati, nodul v a fost
inserat in lista /[p] (dacd nu era inserat deja in listd). Deoa-
rece toate nodurile din /[p] sunt procesate la pasul p, atunci
nodul v va fi procesat.

Cazul in care w(u, v) = 0 nu prezintd interes, deoarece,
conform lemei 1, toate nodurile legate prin muchii de cost
0 de nodul # sunt procesate la aceeasi iteratie ca si #. Deci,
daci am dovedit ¢i toate nodurile pentru care 8(s, v) = p si
care sunt legate de predecesorii directi prin muchii de cost
pozitiv sunt procesati la pasul p, atunci toate nodurile pen-
tru care 8(s, v) = p sunt procesate la pasul p.

Teoremi: Atunci cind un nod este extras in linia 12 el
va avea d[v] = 8(s, v).

Demonstratia se realizeazi tot prin inductie. Primul
nod extras este s si va avea d[s] = 8(s, s) = 0.

Fie v un nod arbitrar extras din /[[p] cu operatia de la li-
nia 12. Prin inductie avem calculate costurile drumurilor mi-
nime pentru toate nodurile care au fost extrase inaintea lui.
Datorita lemei 2 toate nodurile pentru care costul drumului
minim este mai mic decdt p au fost procesate. Astfel avem:

d[u] = 8(s, u), pentru toti # astfel Incit 8(s, #) < p.

Fie un drum de cost minim de las la v: s——>u —>v.
Vom avea 8(s, v) = 8(s, #) + w(u, v).

Presupunem, fird a reduce generalitatea, cd w(u, v) > 0
(deoarece, conform lemei 1, toate nodurile care sunt co-
nectate prin muchii de cost 0 de un nod x vor avea 1n cele
din urmi d[#] = d[x] care va fi §(s, #) dacd d[x] = 3(s, x)).
Prin urmare: 8(s, #) < &(s, v) = &(s, #) < p.

Conform lemei 2, toate nodurile de acest tip au fost
procesate. Fie # primul asemenea nod procesat de algoritm.
Prin ipoteza de inductie avem d[#] = 8(s, #). Atunci cind
muchia (4, v) este relaxatd avem d[v] = 8(s, #) + w(u, v) si,
datoritd alegerii ficute, pentru # (ca predecesor al lui v pe
un drum de cost minim), vom avea d[v] = 3(s, v).

In sfarsit, deoarece fiecare nod apartine unei liste (prin
initializare), si toate listele sunt procesate, toate nodurile
vor fi procesate. Astfel, conform teoremei 1, vom avea
d[v] = 8(s, v) pentru toti v € V cand algoritmul se incheie.

Analiza complexitatii

Linia 1 se executd intr-un timp de ordinul O(C*); ordinul de
complexitate al operatiilor efectuate in liniile 4-7 este O(V),
iar cel al operatiilor efectuate in liniile 2, 3, 8 519 este O(1).

Ciclul care Incepe la linia 10 necesitd un timp O(C*),
daci nu ludm in considerare ciclul care Incepe la linia 11.

Se observi cd dacd un nod este extras in linia 12 (si pro-
cesat) el nu va mai fi procesat ulterior. Prin urmare, timpul
total consumat de executiile liniei 12 este O(V), deoarece
fiecare nod este extras exact o datd. Asadar, timpul necesar
pentru toate executiile ciclului care incepe la linia 11 este
O(V), daci facem abstractie de timpul necesar executiei
ciclului care incepe la linia 13.

Se observi cd fiecare muchie (v, #) a grafului este luati
in considerare exact o datd 1n cadrul ciclului care Incepe la
linia 13 (sau de douid ori dacd graful este neorientat), mai
exact atunci cand nodul v este procesat (dacd graful este
neorientat este consideratd si atunci cand este procesat no-
dul #; conditia d[#] > d[v] + w(v, #) va fi adeviratd cel mult
o dati: la prima procesare a unui nod adiacent acesteia).
Operatiile de inserare si eliminare pentru liste dublu-in-
lintuite pot fi executate In timp constant; asadar ordinul de
complexitate al tuturor executiilor acestui ciclu este O(E).

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului es-
te O(C") + O(V)+ O(CH+ (O(V)+ O(E)) = O(V+ E+ C).

Datoritd faptului ¢ C* < V - C ordinul de complexi-
tate este cu sigurantd mai mic decit O(V+ C+ E).
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