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NP-completitudine... 

Metode de ABORDARE
a problemelor NP

Mihai Stroe

Problemele nedeterminist polinomiale ridicã dificultãþi destul de mari majori-
tãþii elevilor care participã la concursurile de programare. În cadrul acestui
articol vom prezenta câteva modalitãþi de abordare a acestora.

Problemele care nu se pot rezolva perfect prin algoritmi de
complexitate polinomialã aparþin clasei NP \ P. În cele ce
urmeazã, vom folosi denumirea NP pentru problemele de
acest tip. Majoritatea observaþiilor se pot aplica ºi proble-
melor pentru care, deºi existã metode polinomiale de rezol-
vare, acestea nu sunt cunoscute de cãtre rezolvitor (de
exemplu, cazul problemelor mai dificile de la concursuri).

Domeniul problemelor NP este deosebit de amplu; ne
vom limita prezentarea asupra câtorva aspecte interesante
ale acestuia. Expunerea presupune cunoaºterea metodei
backtracking.

Încadrarea problemei în clasa NP \ P
Existã câteva probleme standard pentru care nu se cunosc
algoritmi de rezolvare polinomiali. În cazul în care întâl-
niþi una dintre acestea, în principiu nu are rost sã cãutaþi
un algoritm eficient de rezolvare. 

Atenþie, aparenþele pot fi însã înºelãtoare ºi ceea ce
poate pãrea o problemã NP clasicã poate fi de fapt rezol-
vabilã, datoritã introducerii unor condiþii suplimentare. 

De exemplu, problema colorãrii unui graf cu K culori,
prezentatã mai jos, este de fapt NP, dar pentru K=2 existã
algoritmi polinomiali. De asemenea, problema submul-
þimii de sumã datã se rezolvã prin metoda programãrii di-
namice, dacã valorile implicate sunt numere întregi relativ
mici (de exemplu, suma este cel mult 10000) ºi prin alte
metode eficiente, dacã renunþãm la condiþia determinãrii
exacte a sumei.

Dacã reuºim sã demonstrãm cã, rezolvând problema
datã, am rezolva una dintre problemele "clasice" NP-com-
plete, atunci problema este NP-completã. Pe scurt, o pro-
blemã este NP-completã dacã nu existã un algoritm poli-
nomial pentru rezolvarea ei, dar rezultatul poate fi verifi-
cat în timp polinomial. 

De exemplu, problema determinãrii tuturor submulþi-
milor unei mulþimi nu este NP-completã (deºi este NP)
deoarece numãrul submulþimilor creºte exponenþial în func-

þie de numãrul elementelor submulþimii, deci rezultatul nu
poate fi verificat în timp polinomial. Câteva dintre cele
mai cunoscute probleme NP sunt urmãtoarele:

Problema satisfiabilitãþii formulei logice
Se considerã o expresie în care pot apãrea variabile logice
(valorile pot fi 0 sau 1) ºi operatorii logici de conjuncþie, dis-
juncþie ºi negaþie. Sã se atribuie valori variabilelor astfel
încât rezultatul evaluãrii expresiei sã fie 1. 

Problema submulþimii de sumã datã
Se considerã o mulþime M cu n elemente (numere reale
strict pozitive) ºi un numãr D. Sã se gãseascã o submulþime
S a mulþimii M, astfel încât suma elementelor lui S sã fie
mai micã sau egalã cu D ºi cât mai apropiatã de acesta.

Problema acoperirii cu mulþimi (set covering) 
Se considerã o mulþime M ºi o mulþime P de submulþimi
ale lui M. Sã se selecteze o submulþime S a lui P, de car-
dinal minim, astfel încât fiecare element din M sã se afle în
cel puþin una din mulþimile din P.

Problema colorãrii
Se considerã un graf neorientat ºi un numãr K. Sã se colo-
reze graful cu K culori (sau cu un numãr minim de culori),
astfel încât oricare douã noduri adiacente sã fie colorate
diferit.

Problema clicii
Se considerã un graf neorientat. Sã se aleagã o submulþime
de noduri, de cardinal maxim, astfel încât între oricare do-
uã noduri sã existe muchie.

Problema acoperirii cu vârfuri
Se considerã un graf neorientat cu N vârfuri ºi M muchii.
Sã se determine o submulþime minimalã N' a vârfurilor
grafului astfel încât toate cele M muchii sã aibã cel puþin o



G
In

fo
 n

r.
 1

3
/6

 -
 o

ct
o
m

b
ri

e 
2
0
0
3

38

fo
cu

s
extremitate care face parte din mulþimea N' (cu alte cuvin-
te, vârfurile din submulþimea aleasã trebuie sã "acopere"
toate muchiile).

Problema ciclului hamiltonian
Se considerã un graf neorientat (în cazul abordat aici) ºi o
funcþie distanþã definitã pe mulþimea nodurilor grafului,
cu valori strict pozitive. Sã se gãseascã un ciclu care trece
prin fiecare nod exact o datã ºi are costul minim (de fapt,
se va aborda varianta "ºi are costul cât mai mic"). Costul
ciclului este suma distanþelor date de muchiile pe care le
conþine.

Problema jocului Perspico
Aceasta nu este o problema NP "clasicã", dar o vom folosi
în expunerea care urmeazã.

Se considerã o matrice cu patru linii ºi patru coloane
care conþine toate numerele cuprinse între 0 ºi 15. 

Sã se obþinã configuraþia:
1  2  3  4
5  6  7  8
9 10 11 12

13 14 15  0
folosind un numãr minim de mutãri. Mutãrile permise
sunt interschimbãri ale elementului 0 cu unul dintre ele-
mentele de pe poziþiile vecine pe orizontalã ºi verticalã.

Simplificarea problemei
De multe ori, problema poate fi simplificatã înaintea apli-
cãrii algoritmului de rezolvare. Dupã obþinerea soluþiei
pentru varianta simplificatã, soluþia pentru întreaga pro-
blemã se obþine foarte rapid, printr-o metodã polinomialã.

De exemplu, în cazul problemei colorãrii nodurilor
unui graf cu K culori, existã o simplificare datã de urmã-
toarea propoziþie:

"Problema pentru un graf G în care existã un nod P cu
gradul mai mic decât K se poate rezolva uºor dacã rezol-
vãm problema pentru graful G \ {P}."

Demonstraþia este evidentã. Pentru a obþine soluþia pen-
tru graful G se obþine soluþia pentru graful G \ {P}, dupã
care se coloreazã nodul P cu o culoare care nu a fost atri-
buitã nici unui vecin. Datoritã faptului cã numãrul culori-
lor este mai mare decât gradul nodului P, colorarea este po-
sibilã.

Astfel, paºii algoritmului de rezolvare sunt urmãtorii:
• se eliminã din graf toate nodurile cu gradul mai mic de-

cât K;
• se repetã pasul anterior pânã când nu mai exista în graf

noduri cu gradul mai mic decât K (dupã eliminãrile de la
primul pas, gradele altor noduri pot deveni mai mici
decât K);

• se rezolvã problema pentru graful rãmas (ºi pentru pro-
blema particularã în care gradele tuturor nodurilor sunt
cel puþin egale cu K);

• se construieºte soluþia problemei iniþiale, colorând no-
durile eliminate în ordinea inversã ordinii eliminãrii.

Alegerea unei modalitãþi de rezolvare
Înaintea abordãrii unei probleme NP este necesarã o ana-
lizã atentã. Anumite probleme se preteazã mai bine anu-
mitor tipuri de rezolvãri. 

Cele mai importante modalitãþi de abordare pentru
probleme NP sunt:
• explorarea în lãþime a spaþiului soluþiilor;
• explorarea în adâncime a spaþiului soluþiilor;
• metode euristice;
• metode bazate pe nedeterminism;
• algoritmi genetici;
• algoritmi pseudo-polinomiali;
• scheme de aproximare;
• reþele neuronale.

Metodele de rezolvare pot fi combinate. De exemplu,
înaintea aplicãrii backtracking-ului se poate cãuta o soluþie
printr-o metodã euristicã; rezultatul obþinut va fi folosit
pentru evitarea explorãrii unor cazuri neinteresante.

Câteva dintre avantajele ºi dezavantajele unor metode
sunt descrise în continuare.

Eliminarea situaþiilor neinteresante
Majoritatea abordãrilor prezentate pot fi îmbunãtãþite fo-
losindu-se o tehnicã de eliminare a unor elemente din spa-
þiul soluþiilor (pruning).

Eliminarea poate fi realizatã euristic (se estimeazã, ra-
pid, dacã elementul respectiv "promite" sã conducã la o
soluþie bunã ºi, dacã nu, este eliminat), dar existã ºi proble-
me pentru care eliminarea este sigurã. 

De exemplu, în cazul unor probleme de minim, poate
existã o funcþie care aproximeazã inferior costul transfor-
mãrii configuraþiei curente în soluþie a problemei. Aceastã
funcþie este numitã euristicã optimistã. Dacã suma dintre
costul configuraþiei ºi funcþia aceasta este mai mare decât
costul celei mai bune soluþii obþinute anterior în cadrul al-
goritmului, configuraþia curentã poate fi eliminatã, deoa-
rece nu va genera o soluþie mai bunã. 

Cu cât funcþia aproximeazã mai bine costul transfor-
mãrii, cu atât algoritmul este mai performant, deoarece ele-
mentele neperformante sunt excluse, împreunã cu toate ele-
mentele (tot neperformante) care ar fi fost introduse de ele.

Pentru problema jocului Perspico, o funcþie euristicã op-
timistã bunã este suma distanþelor Manhattan de la poziþia
fiecãrui element din matrice pânã la poziþia sa finalã (fãrã
a aduna ºi distanþa pentru elementul 0). Distanþa Manhat-
tan dintre douã puncte este suma dintre distanþa pe ori-
zontalã ºi distanþa pe verticalã.

Pentru problema ciclului hamiltonian, cea mai bunã
euristicã optimistã cunoscutã se bazeazã pe calculul arbo-
relui minim de acoperire pentru nodurile care încã nu au
fost selectate. Se pot alege ºi alte funcþii euristice pentru
eliminarea unor configuraþii, de exemplu soluþia datã de
un greedy rapid (se construieºte un drum alegând la fiecare
pas muchia de cost minim), dar aceasta nu este euristicã
optimistã.
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Alegerea ordinii explorãrii soluþiilor 
Metodele bazate pe explorarea în lãþime a grafului confi-
guraþiilor ºi cele bazate pe explorarea în adâncime utilizea-
zã deseori o anumitã ordine în care sunt explorate soluþi-
ile. Problema pe care se va baza expunerea este cea a jocu-
lui Perspico.

În cazul explorãrii în lãþime, configuraþiile se introduc
într-o coadã. O aceeaºi configuraþie nu va fi introdusã de
douã ori. Pentru aceasta se folosesc structuri de date avan-
sate care permit cãutarea rapidã, cum ar fi tabelele de dis-
persie. Dacã numãrul configuraþiilor este redus, se poate
folosi o structurã de selecþie simplã (o mulþime sau un vec-
tor de valori logice). Principalul dezavantaj constã în de-
pãºirea rapidã a capacitaþii memoriei disponibile, dacã spa-
þiul configuraþiilor este mare.

În cazul explorãrii în adâncime, metoda cea mai des fo-
lositã este backtracking. Nu prezentãm pe larg metoda,
deoarece o considerãm cunoscutã. 

Se foloseºte o stivã. La fiecare pas se introduce în stivã
una dintre configuraþiile vecine celei din vârful stivei; dupã
ce cãutarea pentru aceasta s-a terminat, se va introduce o
altã configuraþie vecinã etc. Memoria disponibilã nu este o
problemã (structura de bazã este o stivã de configuraþii), în
schimb existã posibilitatea explorãrii repetate a aceleiaºi
stãri. În plus, soluþiile foarte apropiate de configuraþia de
plecare pot fi pierdute.

Existã o metodã care înlãturã acest ultim neajuns, de-
pãºind ºi limitarea de memorie datã de explorarea în lãþi-
me. Tehnica se numeºte Depth First Search with Iterative
Deepening (pe scurt DFSID) ºi constã în parcurgerea în
adâncime a regiunilor din graful configuraþiilor apropiate
de configuraþia de start. Este exploratã iniþial mulþimea con-
figuraþiilor aflate la distanþa 1, apoi la distanþa 2, 3 etc. de
configuraþia iniþialã (aici prin "distanþã" înþelegem lungimea
drumului minim în graful configuraþiilor; pentru jocul
Perspico aceasta reprezintã numãrul de mutãri efectuate).
Algoritmul se încheie la gãsirea unei soluþii bune sau la de-
pãºirea timpului acordat. Evident cã DFSID duce la explo-
rarea repetatã a unor noduri ale grafului, dar acesta nu es-
te un neajuns foarte mare, comparativ cu avantajele aduse. 

De exemplu, dacã la fiecare introducere în stivã ar exista
exact trei opþiuni, atunci DFSID ar genera, la pasul K, 31 +
32 + 33 + … + 3K configuraþii. Numãrul de configuraþii
generate la toþi paºii precedenþi este net inferior (demon-
straþia se face prin inducþie ºi este foarte simplã), deci per-
formanþa, din punct de vedere al vitezei, scade de mai pu-
þin de douã ori faþã de cea a explorãrii în lãþime.

Tehnica DFSID se referã la modificarea adâncimii sti-
vei în backtracking, dar existã ºi alte variante ale acestui
stil de abordare. De exemplu, în problema ciclului hamil-
tonian se poate încerca o abordare în care nu se acceptã so-
luþii cu un cost mai mare decât K. Dacã nu este gãsitã nici
o soluþie, se procedeazã la incrementarea lui K cu un anu-
mit pas ºi se reia explorarea.

Toate aceste abordãri pot fi îmbunãtãþite prin tehnicile
de pruning amintite anterior. Alegerea unei metode trebu-

ie sã fie, de obicei, completatã de gãsirea unor tehnici de
eliminare a nodurilor neinteresante.

Existã o variantã mai bunã a explorãrii în lãþime, ºi
anume algoritmul A*, folosit pentru problemele de mi-
nim. În cazul acestui algoritm, se foloseºte tehnica de prun-
ing bazatã pe euristica optimistã. 

La fiecare pas, sunt introduºi în coadã succesorii celei
mai promiþãtoare configuraþii. Astfel, pentru fiecare con-
figuraþie se calculeazã suma dintre costul ei ºi euristica op-
timistã. Configuraþia cu aceastã sumã minimã va fi expan-
datã. Algoritmul garanteazã obþinerea soluþiei optime; sunt
necesare structuri de date care permit gãsirea eficientã a
minimului.

Pentru problema jocului Perspico se va folosi euristica
optimistã descrisã anterior. Se observã cã ea poate fi calcu-
latã foarte uºor la trecerea de la o configuraþie la alta (prac-
tic se schimbã distanþa unui singur element din matrice fa-
þã de poziþia sa finalã).

În general, un program care implementeazã A* este
mult mai complex decât unul care implementeazã DFSID.
În plus, memoria necesarã este exponenþialã pe cazurile
defavorabile. De aceea, cu toate cã exploreazã mai multe
configuraþii, DFSID combinat cu pruning este mai indicat
în multe cazuri. Avantajele DFSID au fost tratate pe larg
în articolul Branch&Bound ºi backtracking, publicat de
Ovidiu Gheorghioiu în GInfo 9/2 (februarie 1999).

Particularitãþile problemelor
În multe cazuri, particularitãþile problemelor pot permite
optimizãri interesante. Vom examina modalitãþi de abor-
dare pentru douã probleme NP. 

Recomandãm cititorului ca, dupã lecturarea enunþului
problemelor, sã întrerupã citirea acestui articol ºi sã se
gândeascã puþin la modalitãþile de rezolvare ºi la posibilele
optimizãri. Observaþiile pot fi apoi comparate cu cele ale
autorului. Deºi nu toate observaþiile autorului sunt imple-
mentabile în timp de concurs, ele funcþioneazã bine pentru
seturi de date de intrare mari.

Probleme
Se considerã un graf neorientat cu cel mult 100 de noduri
ºi 1000 de muchii. Graful se citeºte dintr-un fiºier; pe pri-
ma linie se aflã numãrul de noduri N ºi numãrul de muchii
M, dupã care urmeazã cele M muchii, câte una pe linie.
Toate nodurile au gradul cel puþin 1.
1) Sã se selecteze o submulþime S a mulþimii nodurilor, de

cardinal minim, astfel încât fiecare nod care nu este în S
sã aibã cel puþin un vecin în S (din mulþimea de noduri
S sã se "vadã" toate nodurile).

2) Sã se selecteze o submulþime S a mulþimii nodurilor, de
cardinal minim, astfel încât fiecare muchie din graf sã
aibã cel puþin unul din nodurile incidente în S (din mul-
þimea de noduri S sã se "vadã" toate muchiile).
Fiecare mulþime S se va afiºa prin numerele de ordine

ale elementelor. Timpul de execuþie nu trebuie sã depã-
ºeascã o secundã.
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În continuare vom prezenta modul de rezolvare al ce-

lor douã cerinþe.
În majoritatea cazurilor, problema 2) este mai simplã

decât 1). Se observã cã, dacã un nod X nu se aflã în S, toþi
vecinii lui se vor afla în mod obligatoriu în S. În caz con-
trar, o parte din muchiile incidente lui X nu vor fi "vãzu-
te" din S.

Aceastã observaþie conduce la o soluþie backtracking.
Nodurile sunt procesate în ordinea descrescãtoare a gra-
delor; la o iteraþie este introdus în stivã fie nodul curent
(ceea ce eliminã multe muchii introducând un singur nod
în S), fie toþi vecinii sãi (operaþie care micºoreazã mult
graful, dar introduce noduri suplimentare în S). Dacã nu-
mãrul de noduri din S este mai mare decât un optim gãsit
anterior, cãutarea pe varianta curentã este abandonatã.

Aceastã abordare poate fi mult îmbunãtãþitã. De exem-
plu, nodurile de grad 1 nu vor fi selectate în soluþia optimã
(sau, dacã ar fi, o soluþie la fel de bunã se obþine înlocuin-
du-le cu vecinii lor), deci pot fi eliminate din graf înainte
de începerea cãutãrii ºi nodurile adiacente lor vor fi intro-
duse în soluþie (ceea ce duce la eliminarea unor muchii
"vãzute" de aceste noduri ºi eventual la apariþia unor alte
noduri de grad 1 etc.). Excepþie fac perechile de noduri de
grad 1, caz în care un nod din fiecare pereche este eliminat,
iar celãlalt este selectat automat. 

Alte posibile optimizãri:
• la un moment dat, un nod care are toþi vecinii în S (intro-

duºi anterior) nu va fi introdus în S pentru cã nu aduce
nimic în plus, în schimb conduce la o soluþie mai slabã;

• dacã graful nu este conex, problema se va rezolva separat
pentru fiecare componentã conexã; optimizarea se poate
aplica ºi pe parcurs (în momentul deconectãrii grafului
prin eliminarea unor noduri ºi muchii);

• se poate folosi o euristicã optimistã pentru eliminarea
unor variante. De exemplu, dacã în graf au mai rãmas N1
noduri ºi M1 muchii, este necesar ca suma gradelor no-
durilor care vor fi introduse în soluþie sã fie cel puþin M1.
Se aleg din cele N1 noduri rãmase nodurile cu gradele
cele mai mari (relativ la cele M1 muchii), pânã când suma
gradelor ajunge sã fie cel puþin M1 (chiar dacã aceste no-
duri nu "vãd" cele M1 muchii). Dacã numãrul de noduri
introduse, plus numãrul de noduri existente, depãºesc
optimul obþinut anterior, varianta curentã trebuie aban-
donatã.

Presupunând cã nu se mai introduc optimizãri în cãu-
tare, pasul urmãtor îl constituie scrierea unui program care
sã execute operaþiile descrise. Optimizãrile de cod contea-
zã foarte mult, deoarece vor fi examinate mai multe va-
riante ºi ºansele de a se obþine o soluþie mai bunã cresc.

Problema 1) este un caz particular al problemei acope-
ririi cu mulþimi (set covering), cunoscutã ca fiind NP-com-
pletã. Astfel, o mulþime este formatã dintr-un nod ºi din
vecinii lui. Acest fapt nu este suficient pentru a demonstra
cã 1) este NP, dar în cazul de faþã problema 1) este într-
adevãr NP. Mai mult, particularitãþile problemei 1) fac ca

anumite optimizãri cunoscute pentru set covering sã func-
þioneze foarte bine. Din aceste motive putem trata 1) prin-
tr-o abordare care rezolvã problema mai generalã. Este de
reþinut faptul cã o astfel de abordate (rezolvarea unei pro-
bleme mai generale) nu este recomandatã în majoritatea
cazurilor, deoarece se pierde informaþia specificã proble-
mei.

În continuare vom discuta problema acoperirii cu mul-
þimi. Începem cu douã observaþii fundamentale:
• dacã o mulþime este inclusã în alta, ea nu va intra în so-

luþia finalã;
• dacã un element din mulþimea {1, 2, …, N} este conþinut

într-o singurã mulþime, aceasta va face parte din soluþia
finalã.

În plus, intuitiv este avantajos sã dãm ºanse mai mari
mulþimilor cu multe elemente sã facã parte din soluþia fi-
nalã. Din nefericire, algoritmul greedy care ar rezulta din
aceastã ultimã observaþie nu dã întotdeauna soluþia optimã.

Observaþiile conduc la o rezolvare backtracking, care
poate fi implementatã recursiv. Aceasta funcþioneazã astfel:
• pasul "eliminã": se eliminã toate mulþimile care sunt in-

cluse în alte mulþimi (atenþie la cazul cu mulþimi egale);
• pasul "gãseºte": se cautã un element conþinut într-o sin-

gurã mulþime; dacã un astfel de element este gãsit, mul-
þimea respectivã este selectatã, atunci se continuã cu ape-
larea back(k+1) ºi se iese din procedura recursivã;

• dacã pasul "gãseºte" eºueazã, se va apela back(k+1) se-
lectând, pe rând, fiecare mulþime rãmasã, în ordinea des-
crescãtoare a numãrului de elemente;

• la apelul back(k+1) se va lucra cu mulþimile rãmase, din
care se eliminã toate elementele care se gãsesc în mulþimi
deja selectate (ceea ce poate duce la succese noi ale paºi-
lor "eliminã" ºi "gãseºte").

Observaþie
Utilitatea abordãrii problemelor NP nu poate fi pusã la în-
doialã. O soluþie bunã pentru problema 1) poate duce, de
exemplu, la scãderea costurilor necesare pentru deschide-
rea unei reþele de fast food-uri care sã acopere integral pia-
þa într-o anumitã zonã etc.

Concluzii
Problemele NP apar în numeroase domenii. Deºi se ºtie cã
timpul necesar pentru rezolvare este exponenþial, aceasta
nu înseamnã cã studiul lor ar trebui abandonat. Alterna-
tiva este de a gãsi soluþii practice cât mai eficiente. 

Pentru abordarea cu succes a unei probleme NP este
necesarã o analizã atentã, cunoaºterea tuturor opþiunilor ºi
alegerea celor mai bune soluþii. Aceasta poate implica tes-
tãri complexe ale mai multor programe, folosind date de
test cât mai apropiate de cele care vor apãrea pe parcursul
utilizãrii soluþiei finale.
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