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Altfel de copicei...

ARBORI indexati BINAR

Mihai Scortaru

Problema determindrii sumei elementelor unei subsecvente a unui sir ale carvi
valori se modifica in timp real apare destul de des in diferite aplicatii. Ea a
apéarut, sub diverse forme si la anumite concursuri de programare. In cadrul
acestui articol vom prezenta o structura de date care poate fi folosité pentru

rezolvarea eficienta a acestei probleme.

Introducere

Prin subsecventd intelegem un subsir ale cirui elemente se
afld pe pozitii consecutive In sirul initial. De exemplu, (2, 3,
4) este o subsecventd a sirului (1, 2, 3, 4, 5) formatd din al
doilea, al treilea si al patrulea element al sirului, in timp ce
(1,2, 4) nu este o subsecventd deoarece nu este formati din
elemente aflate pe pozitii consecutive.

In cadrul acestui articol vom identifica o subsecventi
prin extremittile sale (pozitia cea mai din stinga si pozitia
cea mai din dreapta din sir). O subsecventd care incepe In
pozitia a si se termind in pozitia b va fi notati prin <a, b>.
Pentru sirul (1, 2, 3, 4, 5) subsecventa (2, 3, 4) va fi notatd
prin <2, 4> dacd numerotarea elementelor incepe cu 1 sau
prin <1, 3> dacd numerotarea incepe de la 0.

Deseori, avem nevoie de informatii referitoare la sub-
secventele unui sir cum ar fi suma elementelor, produsul
lor, valoarea minimd, valoarea maxima etc. La prima vede-
re, rezolvarea acestei probleme pare destul de simpla (de
exemplu, pentru sumd se parcurg elementele subsecventei
si se aduni). Totusi, acest algoritm este ineficient datoritd
faptului cd necesitd parcurgerea intregii subsecvente. Vom
ardta cd existd algoritmi pentru care o astfel de parcurgere
nu este necesard.

Totusi, dacd am efectua o singurd datd sau de un numir
limitat de ori o astfel de parcurgere, algoritmul ar putea pi-
rea performant, viteza de executie fiind relativ mare. Pro-
blema se complicd daci elementele sirului se modificd 1n
timp real.

Modificéri in timp real

Sa presupunem ci existd doud tipuri de operatii care pot fi
efectuate asupra unui sir. Primul tip constd in modificarea
valorii unui element, in timp ce al doilea reprezintd intero-
gari (cereri de informatii) referitoare la anumite subsecven-
te ale sirului. De obicei, cele doud tipuri de operatii sunt
"amestecate" 1n sensul ¢ nu vor fi doar modificiri urmate
din interogiri, ci putem avea o modificare, urmati de doui
interogri, urmate de cinci modificdri, urmate de alte doud
interogari etc.

Asadar, putem spune ci elementele sirului se modificd
in timp real si interogdrile se referd la starea curentd a siru-
lui (cea din momentul cererii de informatii).

Enuntul problemei

In cele ce urmeazi vom prezenta un enung al problemei,
particularizat pentru cazul in care interogirile se refera la
suma elementelor subsecventelor.

Se considerd un sir de numere intregi care are toate ele-
mentele nule. O modificare a unui element constd in adu-
narea unei valori la valoarea curentd (pot fi realizate si sci-
deri care au forma adundrii unor valori negative). Pe par-
cursul modificarilor pot apdrea interogari referitoare la su-
ma elementelor unei subsecvente a sirului.

Problema poate fi enuntatd in multe alte forme. Una
dintre ele ar putea fi urmitoarea:

Un furnizor lucreazd cu N distribuitori; in fiecare mo-
ment distribuitorii pot efectua plati sau pot cumpdra pro-
duse. De asemenea, in fiecare moment furnizorul poate cere
informatii referitoare la suma totald a datoriilor pe care le
au magazinele cu numere de ordine cuprinse intre dond va-
lori date.

Evident, existd multe alte enunturi echivalente. De ase-
menea, pot apdrea enunturi in care operatia de Insumare ar
putea fi inlocuitd cu altele. De exemplu, furnizorul ar putea
dori si cunoascd datoria maximi a unui magazin care are
numdrul de ordine cuprins intre doud valori date.

Exemplu

Vom exemplifica acum evolutia in timp real a unui sir

format din cinci elemente, prezentand valorile sirului dupid

fiecare modificare si rezultatul fiecdrei interogari.
Operatia Initializare constd 1n setarea la 0 a valorilor

tuturor elementelor. Operatia Aduni(i, x) consti in aduna-

rea valorii x la valoarea curentd a celui de-al i-lea element.



Operatia Sumd(a, b) furnizeazi suma elementelor subsec-
ventei <a, b>.

Operatie Sir/Rezultat
Initializare 00000
Aduni(1, 3) 30000
Aduni(4, 5) 30050
Sumi(3, 3) 0
Sumi(4, 4) 5
Aduni(4, 2) 30070
Aduni(2, 3) 33070
Sumi(2, 5) 10
Sumi(2, 4) 10
Aduni(5, 2) 33072
Sumi(2, 4) 10
Sumi(2, 5) 12
Aduni(3, 1) 33172
Aduni(4, -2) 331502
Sumi(2, 5) 11
Aduni(1, -3) 03152
Aduni(5, 5) 03157
Sumi(1, 2) 3
Sumi(3, 4) 6
Aduni(2, -1) 02157
Aduni(3, 3) 02457
Sumi(5, 5) 7
Sumi(1, 2) 2
Sumi(1, 5) 18

Cazul unidimensional

Din modul in care a fost enuntatd problema, rezultd ci
operatiile sunt efectuate asupra unui tablou unidimensio-
nal; asadar, acesta este cazul unidimensional al problemei.
Vom prezenta in continuare trei algoritmi care pot fi folo-
siti pentru rezolvarea problemei si apoi le vom studia per-
formantele.

Algoritmul naiv

Cea mai intuitivi metodd de rezolvare constd in pistrarea
unui vector cu valorile sirului, modificarea lor atunci cand
este necesar si calcularea sumelor in momentul in care apar
interogarl.

Pentru a prezenta algoritmul vom considera ci o modi-
ficare este codificatd prin valoarea 1, iar o interogare prin
valoarea 2. Ar fi necesard o a treia operatie (codificatd prin
3) care ar indica faptul ¢i nu mai existd modificiri sau inte-
rogari, deci executia poate fi Incheiatd.

Versiunea in pseudocod este prezentati in continuare:

/ linitializari
scrie Introduceti numdrul de elemente:
citesteN  //dimensiunea sirului
pentrui « 1, Nexecutd

a, «0 / /valorile initiale sunt nule
sfargit pentru
scrie Introduceti codul operatiei:

citeste cod
cat timp cod # 3 executa
dacd cod=1 //modificare
atunci
scrie Introduceti indicele elementului care va fi
modificat:
citeste ind
scrie Introduceti valoarea care va fi adunatd
(valoare negativd pentru scideri):
citeste val
ind < aind +val
altfel //interogare
scrie Introduceti extremitatile subsecventei:
citeste st, dr
suma < 0
pentru i « st, dr executad
suma <« suma + ai
sfargit pentru
scrie Suma elementelor secventei este, suma
sfarsit daca
scrie Introduceti codul operatiei:
citeste cod
sfargit cat timp

a

Se observa ci modificirile se efectueazi in timp con-
stant deoarece implicd doar accesarea unui element al vec-
torului si modificarea valorii sale.

Datoritd faptului ci pentru calcularea sumei elemen-
telor unei subsecvente este necesari parcurgerea tuturor
elementelor subsecventei, aceastd operatie are ordinul de
complexitate O(/), unde / este lungimea subsecventei.

Trebuie observat faptul c3 algoritmul este acelasi dacd
operatia de insumare este inlocuitd cu o alta (calcularea
produsului, stabilirea minimului etc.).

Vector de sume
Prima Incercare de optimizare constd in gisirea unui algo-
ritm mai rapid pentru calcularea sumei elementelor unei
subsecvente. O posibilitate relativ simpld este pastrarea
unui vector b a cdrui elemente b, reprezintd suma primelor
elemente ale sirului 4. Pentru a gisi suma elementelor unei
subsecvente <st, dr> vom efectua o simpli diferenti: &, -
st-1°
Pentru a calcula sumele pentru subsecvente de forma

<1, dr> vom avea nevoie de elementul b, care va avea
intotdeauna valoarea 0. Astfel, pentru o subsecventd de
aceastd formd suma elementelor vafib, - b, =b,.

Asadar, folosind acest artificiu, ordinul de complexitate
al unei interogari va fi O(1) pentru i este necesard doar o
simpld scidere pentru furnizarea rezultatului. Din neferici-
re, in momentul efectudrii unei modificdri pentru elementul
i, toate elementele b, pentru care j > 7 isi modificd valoarea.

Ca urmare, operatia de modificare a celui de-al i-lea
element nu se mai realizeazd in timp constant, deoarece
trebuie modificate N - 7 + 1 valori. Asadar, ordinul de com-
plexitate devine liniar.
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Astfel, am reusit s inlocuim algoritmul liniar de deter-
minare a sumei elementelor unei subsecvente cu un algo-
ritm avand ordinul de complexitate O(1) cu pretul cresterii
timpului de executie a algoritmului de modificare de la
unul constant la unul liniar.

Se observi ci nu mai avem nevoie de sirul 4 folosit pen-
tru algoritmul anterior, fiind suficientd pastrarea valorilor
elementelor sirului b. Prezentim versiunea in pseudocod a
acestui algoritm, folosind aceleasi coduri pentru operatiile
efectuate:

/ /initializiri
scrie Introduceti numdrul de elemente:
citesteN  //dimensiunea sirului
pentru i « 0, N executa
b, «< 0 / /valorile initiale sunt nule
sfargit pentru
scrie Introduceti codul operatiei:
citeste cod
cat timp cod # 3 executa
dacé cod = 1 //modificare
atunci
scrie Introduceti indicele elementului care va fi
modificat:
citeste ind
scrie Introduceti valoarea care va fi adunatd
(valoare negativd pentru scaderi):
citeste val
pentru i < ind, N executa
b, « b, + val
sfargit pentru
altfel //interogare
scrie Introduceti extremitatile subsecventei:
citeste st, dr
scrie Suma elementelor secventei este b,_-b
sfarsit daca
scrie Introduceti codul operatiei:
citeste cod
sfarsit cat timp

st-1

Din nou, algoritmul este acelasi daci operatia de insu-
mare este inlocuitd cu o alta (calcularea produsului, stabi-
lirea minimului etc.).

Arbore indexat binar

Practic, pentru algoritmii anteriori una dintre cele doud
operatii se efectueazd in timp constant, in timp ce cealaltd
se efectueazd in timp liniar. Asadar, daci numirul de
modificiri este aproximativ egal cu cel al interogirilor,
timpul de executie va fi aproximativ acelasi.

Daci numirul modificirilor este mult mai mare decit
cel al interogirilor, atunci este preferabili folosirea
algoritmului naiv.

Dacid, dimpotrivd, numarul interogdrilor este mult mai
mare decit cel al modificirilor, atunci algoritmul bazat pe

vectorul de sume este mai performant. Totusi, in cazul
mediu, ambii algoritmi sunt liniari.

In cele ce urmeazi vom prezenta o structuri de date
care permite efectuarea in timp logaritmic att a modifica-
rilor, it si a interogdrilor. Structura de date pe care o pro-
punem este numiti arbore indexat binar.

Asadar, vom avea o structurd arborescentd care va per-
mite efectuarea interogirilor in timp logaritmic in conditi-
ile in care si modificirile se efectueazd in timp logaritmic.

Pentru a folosi aceastd structurd de date, va trebui s3
considerdm ci elementele sirului sunt numerotate incepand
cul.

Arborele va fi pastrat sub forma unui vector ¢ in care
fiecare element 7 va contine suma elementelor subsecventei
<i-2k+1, >, unde k este numirul zerourilor terminale din
reprezentarea binard a lui 7.

Asadar, elementele de pe pozitiile impare ale arborelui
vor pastra suma elementelor unor subsecvente formate din-
tr-un singur element (aflat pe o pozitie impard in sirul a).
In elementele de pe pozitiile de forma 4 - & + 2 (un zero ter-
minal 1n reprezentarea binard a pozitiei) vom pastra suma
elementelor unor subsecvente formate din doud elemente.
fn elementele de pe pozitiile de forma 8 - k + 4 (doui zero-
uri terminale 1n reprezentarea binard a pozitiei) vom pdstra
suma elementelor unor subsecvente formate din patru ele-
mente.

In general, daci reprezentarea binari a pozitiilor au p
zerouri terminale, atunci elementele din arbore vor pistra
sume ale elementelor unor subsecvente cu 2” elemente.

Vom considera ci, la un moment dat, sirul (format din
15 elemente) este (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14,
15).

Valorile vectorului ¢ (cel care reprezintd arborele inde-
xat binar) sunt:

Element  Pozitie Semnificatie Valoare
) 0001 Sumi(1, 1) 1
c 0010 Sumi(1, 2) 3
[ 0011 Sumi(3, 3) 3
¢ 0100 Sumi(1, 4) 10
c 0101 Sumi(5, 5) 5
c, 0110 Sumi(5, 6) 11
G 0111 Sumi(7, 7) 7
[N 1000 Sumi(1, 8) 36
[ 1001 Sumi(9, 9) 9
Cpo 1010 Sumi(9, 10) 19
¢, 1011 Sumi(11, 11) 11
C, 1100 Sumi(9, 12) 42
Cp3 1101 Sumi(13, 13) 13
Cy 1110 Sumi(13, 14) 27
Cjs 1111 Sumi(15, 15) 15

Vom prezenta In continuare modul in care se efectuea-
z3 modificirile, exemplificind pe arborele prezentat ante-
rior. In acest scop, vom modifica valoarea celui de-al doi-
lea element din 2 in 8 (se aduni valoarea 6).



Se observd ci trebuie modificate toate valorile vectoru-
lui ¢ care reprezintd sume ale unei subsecvente care contine
al doilea element al sirului; acestea sunt: c,, ¢, si ¢,. Repre-
zentdrile binare ale acestor trei pozitii sunt 0010, 0100 si
1000.

Se observi cd, fiecare astfel de reprezentare (evident, cu
exceptia primeia) poate fi obtinutd din cea anterioard prin
adunarea valorii 2/, unde r reprezintd numirul de zerouri
terminale ale reprezentirii binare a pozitiei anterioare.

Asadar, ar trebui si efectudm astfel de aduniri pani in
momentul in care pozitia obtinutd este mai mare decit
dimensiunea sirului si si crestem cu 6 valorile tuturor
elementelor de pe pozitiile de la fiecare pas.

Vom exemplifica procedeul si pentru al treilea element.
Prima pozitie este 0011; numdrul zerourilor terminale este
0, deci vom aduna valoarea 2° = 1. Noua pozitie va fi3 + 1
= 4, deci am ajuns la pozitia 4 a cirel reprezentare binard
este 0100. Numairul zerourilor terminale este 2, deci vom
aduna valoarea 22 = 4, pozitia devenind 4 + 4 = 8. Repre-
zentarea binard este 1000, deci avem trei zerouri terminale.
Valoarea adunati va fi 23 = 8, deci ajungem 1n pozitia 8 + 8
= 16, asadar am depisit dimensiunea sirului.

Se observi ci elementele c,, ¢, si ¢, sunt cele a ciror va-
loare depinde de valoarea elementului de pe a treia pozitie.

Algoritmul care realizeazi operatia de modificare este
urmitorul:

* Se identificd pozitia elementului care trebuie modificat.
o Cit timp pozitia curenti este cel mult egald cu dimensiu-
nea sirului:
+ Se modifici valoarea elementului de pe pozitia curenti.
+ Se determini numdrul & al zerourilor terminale din re-
prezentarea binard a pozitiei curente.
+ Noua pozitie se determini adunind valoarea 2 la po-
zitia curentd.

Se observi ci numirul elementelor modificate este cel
mult egal cu numirul cifrelor reprezentirii binare a numi-
rului de elemente din sir, deci operatia are ordinul de com-
plexitate O(log N).

Mai trebuie prezentat modul in care este efectuatd ope-
ratia de interogare. Vom incerca sd aplicim o metod simi-
lari celei propuse in cazul algoritmului care foloseste un
vector de sume. Pentru aceasta, daci dorim si determinim
suma elementelor subsecventei <st, dr>, vom determina su-
mele elementelor subsecventelor <1, st - 1> si <1, dr>, efec-
tuind apoi o simpla diferentd.

Operatiile efectuate sunt, oarecum, inversele celor de la
operatia de modificare. Vom porni din pozitia dati si, la
fiecare pas, vom determina urmitoarea pozitie scizand
valoarea 2% unde k reprezinti numirul zerourilor terminale
din reprezentarea binard a pozitiei curente. Ne vom opri in
momentul in care pozitia curentd devine 0.

De exemplu, pentru a determina suma elementelor
subsecventei <1, 11> vom porni din pozitia 11 a cirei re-
prezentare binari este 1011. Numdrul zerourilor terminale

este 0, deci vom scidea valoarea 2° = 1, ajungand in pozitia
11 - 1 =10. Reprezentarea binari a acesteia este 1010, deci
numirul zerourilor terminale este 1. Valoarea scizutd este
21 =2, deci se ajunge in pozitia 10 - 2 = 8, a cirei reprezen-
tare binard este 1000. De data aceasta avem trei zerouri ter-
minale, deci vom scidea valoarea 2° = 8 ajungind 1n pozitia
8-8=0.

Asadar, am "trecut” prin pozitiile 11, 10 si 8. Adunind
valorile elementelor corespunzitoare (c,,, ¢, i ¢;) obtinem
11 + 19 + 36 = 66, adici exact valoarea ciutati.

Este usor de observat ci ¢,, reprezintd suma elemen-
telor subsecventei <11, 11>, ¢,, reprezintd suma elemente-
lor subsecventei <9, 10>, iar ¢, reprezintd suma elementelor
subsecventei <1, 8>, asadar, in momentul calculirii sumei,
fiecare element de pe o pozitie mai micd sau egald cu 11 este
adunat o singuri data.

Pentru a determina suma elementelor unei subsecvente
de forma <1, dr> vom folosi urmitorul algoritm:

¢ Se identifici elementul de pe pozitia dr.
o Cit timp pozitia curentd este diferitd de 0:
+ Se aduni la suma totald valoarea elementului de pe po-
zitia curenta.
+ Se determini numdrul k al zerourilor terminale din re-
prezentarea binard a pozitiei curente.
+ Noua pozitie se determini scizand valoarea 2* din po-
zitia curenta.

Evident, pentru a determina suma elementelor unei
subsecvente de forma <st, dr> vom aplica de doud ori algo-
ritmul prezentat: o datd pentru subsecventa <1, dr> si o
datd pentru subsecventa <1, st-1>, efectuind la final dife-
renta valorilor obtinute.

De exemplu, pentru determinarea sumei elementelor
subsecventei <4, 13> vom calcula mai Intdi sumele elemen-
telor subsecventelor <1, 13> si <1, 3>. Acestea sunt
Sumi(l, 13) = ¢, + ¢, + ¢; = 13 + 42 + 36 = 91 51 Sumi(1,
3)=c,+¢,=3+3 =6, diferenta lor fiind 91 - 6 = 85 care
este egald cu valoarea Sumi(4, 13).

Se observd ci numirul elementelor adunate este cel
mult egal cu numdrul cifrelor reprezentirii binare a pozitiei
elementului dat, deci operatia are ordinul de complexitate
O(log N).

Din nou, se observa ci nu avem nevoie de pastrarea ele-
mentelor sirului 4, fiind suficientd pistrarea valorilor vec-
torului ¢ (cel care reprezinti arborele indexat binar).

Varianta in pseudocod a algoritmului de rezolvare a
problemei folosind un arbore indexat binar este urmitoa-
rea:

/ /initializari
scrie Introduceti numdrul de elemente:
citesteN  //dimensiunea sirului
pentru i « 0, N executa

c, « 0 / /valorile initiale sunt nule
sfarsit pentru
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scrie Introduceti codul operatiei:
citeste cod
cat timp cod # 3 executa
dacé cod = 1 //modificare
atunci
scrie Introduceti indicele elementului care va fi
modificat:
citeste ind
scrie Introduceti valoarea care va fi adunatd
(valoare negativd pentru scaderi):
citeste val
poz « 0 //pozitia celui mai nesemnficativ bit cu
/ /valoarea 1
cat timp ind <N executa
Cipg € Cipg tval
cat timp ind & 2P°* ¢~ 0 executd
//& reprezintd operatia de conjuctie
/ /logici (§I-logic)
poz ¢~ poz + 1
sfargit cat timp
ind ¢ ind + 2P°*
poz ¢~ poz + 1
/ /valoarea poz este incrementatd
/ /st nu reinitializatd cu 0 deoarece
//stim cd acum avem cel putin
//poz + 1 zeroruri terminale, prin
/ /adunare adaugdandu-se cel putin
/ /un zero terminal
sfargit cat timp
altfel //interogare
scrie Introduceti extremitatile subsecventei:
citeste st, dr
/ /calcularea primei sume
s1« 0 //initializare
poz « 0 //pozitia celui mai nesemnficativ bit cu
/ /valoarea 1
cat timp dr > 0 executa
slesl+ c,,
cat timp dr & 27°* = 0 executa
poz ¢~ poz + 1
sfargit cat timp
dr < dr - 28°%
poz < poz + 1 //prin scidere se adangd cel
/ /putin un zero terminal
sfargit cat timp
/ /calcularea celei de-a dona sume
st « st -1 //trebuie calculatd valoarea pentru
//st-1
s2« 0  //initializare
poz « 0 //pozitia celui mai nesemnficativ bit cu
/ /valoarea 1
cat timp st >0 executa
S2 « 82 + ¢,
cat timp st & 27 = 0 executd
poz ¢~ poz + 1
sfargit cat timp

St « st - 2P°2
poz ¢« poz +1
sfargit cat timp
scrie Suma elementelor subsecventei este: s1 -
s2
sfarsit daca
scrie Introduceti codul operatiei:
citeste cod
sfargit cat timp

Si de data aceasta putem inlocui operatia de insumare
cu alte operatii (lnmultire, minim, maxim etc.).

Cazul bidimensional

Problema enuntati poate fi modificatd astfel incat si lu-
crim in spatiul bidimensional. Enuntul noii probleme ar
putea fi urmitorul:

Se considerd o matrice de numere intregi care are toate
elementele nule. O modificare a unui element al matricei
constd in adunarea unei valori la valoarea curentd (pot fi
realizate si scideri care au forma adundrii unor valori
negative). Pe parcursul modificarilor pot apdrea interogdri
referitoare la suma elementelor unei submatrice.

Asadar, in acest caz, interogirile se referd la suma valo-
rilor dintr-o "zond dreptunghiulard” care face parte din
matrice.

Evident, pentru reprezentarea datelor vom folosi ta-
blouri bidimensionale in locul celor unidimensionale (ma-
trice in locul vectorilor).

Din nou, enuntul poate fi reformulat in diferite mo-
duri.

O variantd ar putea fi:

Se considerd un teren de formd dreptunghinlard avind
lungimea M si litimea N. Terenul este impantit in regiuni
de formd pétratd avind latura egali cu unitatea. In fiecare
moment, intr-o anumitd regiune pot fi plantati san tdiati
pomi. De asemenea, in fiecare moment proprietarul tere-
nului ar putea cere informatii referitoare la numarul total
al pomilor care se afl intr-o regiune dreptunghinlard a te-
renului.

Vom adapta cei trei algoritmi descrisi pentru cazul uni-
dimensional pentru a rezolva noua problema si vom studia
apoi performantele acestora.

De data aceasta, pentru operatia de modificare vom
avea nevoie de doi parametri care vor reprezenta linia si co-
loana pe care se afld elementul a cirui valoare va fi modi-
ficata.

Pentru interogdri vom avea nevoie de patru parametri
care vor reprezenta coordonatele colturilor din stinga-sus
si dreapta-jos ale unui dreptunghi.

Vom exemplifica acum cazul bidimensional al proble-
mei folosind o matrice cu trei linii si trei coloane.



Aduni(2, 2, -5)

Aduni(3, 2, 4)

BN O O NN O o J o
O O U O O U1 O o wm

Operatie Matrice/Rezultat
Initializare 000

000

000
Aduni(2, 2,3) 000

030

000
Aduni(1, 3, 5) 005

030

000
Sumi(2, 1, 3, 3) 3
Aduni(2,1,1) 005

130

000
Sumi(1, 2, 2, 3) 8
Aduni(2,2, -1) 005

120

000
Sumi(1, 2, 2, 3) 7
Aduni(2, 2, 5) 0

1

0

0

1

0

0

1

0

1

Sumi(l, 1, 3, 3)

Algoritmul naiv
Primul algoritm descris pentru cazul unidimensional poate
fi adaptat foarte usor pentru a rezolva cazul bidimensional
al problemei. Vom pistra valorile matricei, le vom modifica
daci este necesar si vom calcula sumele cerute de intero-
garl.

Versiunea in pseudocod este prezentatd in continuare:

/ /initializdri
scrie Introduceti dimensiunile matricei:
citeste M, N
pentru i « 1, M executa
pentru j « 1, N executa
a, «0 / /valorile initiale sunt nule
sfarsit pentru
sfarsit pentru
scrie Introduceti codul operatiei:
citeste cod
cat timp cod # 3 executa
dacd cod =1 //modificare
atunci
scrie Introduceti indicii elementului care va fi
modificat:
citeste indx, indy
scrie Introduceti valoarea care va fi adunatd
(valoare negativd pentru scaderi):

citeste val
indx,indy'(i aindx,indy +val
altfel //mnterogare
scrie Introduceti coordonatele colturilor:

citeste st, sus, dr, jos

a

suma <« 0
pentru i « sus, jos executd
pentru j < st, dr executa
suma < suma + aij
sfarsit pentru
sfarsit pentru
scrie Suma elementelor dreptunghinlui este: suma
sfarsit daca
scrie Introduceti codul operatiei
citeste cod
sfarsit cat timp

Modificirile se efectueazi tot in timp constant deoare-
ce implicd doar accesarea unui element al matricei si mo-
dificarea valorii sale.

Datoritd faptului ¢ pentru calcularea sumei elemente-
lor dintr-un dreptunghi este necesard parcurgerea tuturor
elementelor dreptunghiului, aceastd operatie are ordinul de
complexitate O(/ - b), unde / si b sunt lungimile laturilor
dreptunghiului.

Matrice de sume

Adaptarea algoritmului

care foloseste un vector

de sume este destul de

simpld. Vom pistra o
matrice b ale cireia ele-

mente b, vor contine

sumele corespunzitoare
dreptunghiurilor cu col-

tul din stinga-sus in po- 0

zitia (1, 1) si cel din

dreapta-jos 1n pozitia (z, j). Studiind figura alituratd, este
usor de observat cd pentru a calcula valoarea Sumi(st, sus,
dr, jos) poate fi folositd relatia:
Sumi(st, sus, dr, jos) = Sumi(1, 1, dr, jos) -
Sumi(1, 1, st - 1, jos) -
Sumi(1, 1, dr, sus - 1) +
Sumi(1, 1, st - 1, sus - 1).

Se observa cd prin sciderea valorii Sumi(1, 1, st-1, jos)
se scad valorile tuturor elementelor aflate la dreapta drept-
unghiului considerat, iar prin sciderea valorii Sumi(l, 1,
dr, sus-1) se scad valorile elementelor aflate deasupra
dreptunghiului.

Aceste operatii implicd sciderea de doud ori a tuturor
elementelor aflate la stinga si deasupra dreptunghiului
considerat, motiv pentru care va trebui sa adunim valoarea
Sumi(1, 1, st-1, sus-1).

Folosind acest artificiu avem nevoie de accesarea a pa-
tru elemente ale matricei b, deci operatia se realizeazd in
timp constant.
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Din nou, in momentul modificirii valorii unui element
de coordonate (x, y), va trebui sd modificim valorile tutu-
ror elementelor matricei b de coordonate (i, j) pentru care
i>x 1] >y. Asadar, vom modifica (M -x +1)- (N -y + 1)
elemente, ordinul de complexitate devenind O(M - N).

Pentru a putea determina valori pentru dreptghiuri in
care coltul din stinga-sus are una dintre coordonate egald
cu 1 va trebui s considerim ci valorile elementelor matri-
cei sunt nule daci cel putin unul dintre cei doi indici este 0.

Prezentim versiunea in pseudocod a algoritmului des-
cris:

/ /initializiri
scrie Introduceti dimensiunile matricei:
citesteM, N //dimensiunea sirului
pentru i =0, M executd
pentru i = 0, N executd
b, =0 / /valorile initiale sunt nule
sfarsit pentru
sfargit pentru
scrie Introduceti codul operatiei:
citeste cod
cat timp cod # 3 executa
dacd cod = 1 //modificare
atunci
scrie Introduceti indicii elementului care va
fi modificat:
citeste indx, indy
scrie Introduceti valoarea care va fi adunatd
(valoare negativd pentru scaderi):
citeste val
pentru i < indx, M executa
pentru i « indy, N executa
b, Db, +val
sfargit pentru
sfargit pentru
altfel //interogare
scrie Introduceti coordonatele colturilor:
citeste st, sus, dr, jos
scrie Suma elementelor secventei este: b,
bst—l,jos - bdr,sus—l +b
sfarsit daca
scrie Introduceti codul operatiei
citeste cod
sfargit cat timp

jos -

st-1,sus-1"°

Din nou, algoritmul este foare aseminator daci opera-
tia de insumare este inlocuitd cu o alta (calcularea produsu-
lui, stabilirea minimului etc.).

Arbore de arbori indexati binar

Din nou, avem doi algoritmi in care una dintre operatii este
eficientd, in timp ce cealaltd necesitd un timp de executie mai
mare. Folosind arborii indexati binar, vom putea gisi algo-
ritmi care realizeazd ambele operatii intr-un timp de ordinul
O(log M - log N), unde M si N sunt dimensiunile matricei.

Pentru a rezolva problema vom crea un arbore de ar-
bori indexati binar.

Asadar, vom avea o matrice ¢ ale cirei elemente ¢; vor
reprezenta sumele elementelor din dreptunghiul care are
coltul din stinga-sus in pozitia ( - 2t + 1,7 - 2/ + 1), iar cel
din dreapta-jos in pozitia (7, j). Valoarea k reprezintd nu-
mirul zerourilor terminale din reprezentarea binari a lui 4,
iar [ reprezintd numdrul zerourilor terminale din reprezen-
tarea binard a lui ;.

De exemplu, pentru matricea:

1234
5678
9 10 11 12
13 14 15 16

elementele arborelui de arbori indexati binar vor avea ur-
mitoarele semnficatii:

Sumi(1, 1, 1, 1) Sumd(1, 1, 1, 2) Sumi(1, 3, 1, 3) Sumi(1, 1, 1, 4)
Sumi(1, 1, 2, 1) Sumi(1, 1, 2, 2) Sumi(1, 3, 2, 3) Sumi(1, 1, 2, 4)
Sumi(3, 1, 3, 1) Sumd(3, 1, 3, 2) Sumi(3, 3, 3, 3) Sumi(3, 3, 3, 4)
Sumi(1, 1, 4, 1) Sumi(1, 1, 4, 2) Sumi(1, 3, 4, 3) Sumi(1, 1, 4, 4)

Asadar, valorile matricei care reprezintd arborele binar
vor fi:

1336

6 14 10 36
9 19 11 23
28 60 36 136

S3 presupunem ci trebuie si modificim valoarea ele-
mentului de coordonate (2, 1) care face parte dintr-o ma-
trice cu 8 linii si 4 coloane. Vom aplica de doud ori princi-
piul descris pentru cazul unidimensional.

Vom identifica linia i pe care se afli elementul si vom
efectua modificiri in toate coloanele de pe acea linie in care
acestea trebuie efectuate. Pentru aceasta vom identifica co-
loana j, vom determina numdrul k al zerourilor terminale si
apoi vom aduna la j valoarea 2*. Ajungem intr-o noui po-
zitie si continudm procedeul pand in momentul in care va-
loarea coloanei curente depiseste numirul de coloane al
matricel.

fn acest moment vom determina numirul zerourilor
terminale / din reprezentarea binard a valorii 7 si ne vom
"muta” pe linia  + 2. Vom reveni la coloana  si vom par-
curge aceeasi pasi ca si la linia anterioard.

Vom continua pand in momentul in care valoarea liniei
curente va fi mai mare decit numdrul de linii ale matricei.

Pe fiecare linie vom modifica cel mult log,N elemente;
in plus, vom modifica elemente de pe cel mult log,M linii,
asadar, ordinul de complexitate al operatiei de modificare a
unui element este O(log M - log N).

Ca urmare, daci se modifici elementul de coordonate
(3, 1), atunci vor trebui modificate urmitoarele elemente



ale matricei care reprezintd arborele de arbori indexati
bina;r  Cypp Cypr Cap Cyps Cyp Cpgp Cygpp gy $1 Gy

In cazul in care dorim sd efectuim o interogare vom fo-
losi aceeasi metodd. Singura diferentd este, din nou, faptul
ci valorile de forma 2* sunt scizute in loc si fie adunate.

Datoritd faptului c3, de data aceasta, avem nevoie de
patru sume pentru a furniza rezultatul, algoritmul va fi
aplicat de patru ori. Ordinul de complexitate al algoritmu-
lui va fi O(log M - log N).

Vom prezenta In continuare versiunea in pseudocod a
algoritmului de rezolvare a problemei in cazul bidimensio-
nal, folosind un arbore de arbori indexati binar.

/linitializari
scrie Introduceti dimensiunile matricei:
citeste M, N
pentru i < 0, M executd
pentru j < 0, N executa
cpy < 0 / /valorile initiale sunt nule
sfargit pentru
sfargit pentru
scrie Introduceti codul operatiei
citeste cod
cat timp cod # 3 executa
dacd cod =1 //modificare
atunci
scrie Introduceti indicii elementului care va fi
modificat:
citeste indx, indy
scrie Introduceti valoarea care va fi adunatd
(valoare negativd pentru scaderi):
citeste val
pozi « 0
cat timp indx <M executad
pozj « 0
j < indy
cat timp j < N executd
Cindx,j < cindx,j + Val.
cat timp indx & 2°°*) = () executd
pozj ¢« pozj +1
sfargit cat timp
3« g + 20073
pozj ¢« pozj +1
sfargit cat timp
cat timp indx & 2°°?* = 0 executd
pozi ¢« pozi +1
sfargit cat timp
indx « indx + 2°°%
pozi < pozi+1
sfargit cat timp
altfel //interogare
scrie Introduceti coordonatele colturilor:
citeste st, sus, dr, jos
//calcularea primei sume
s« 0
X ¢ jos

y < dr
pozi « 0
cat timp x 2 0 executad
pozj « 0
jey
cat timp y 2 0 executd
sl « sl + s,
cat timp x & 2P°%) = 0 executd
pozj < pozj +1
sfargit cat timp
Jeg -2
pozj < pozj +1
sfargit cat timp
cat timp x & 2P°%* = (0 executd
pozi < pozi+1
sfargit cat timp
X« x - 2P0zt
pozi ¢« pozi +1
sfargit cat timp
sl«s
s« 0
/ /calcularea celei de-a dona sume
X ¢« jos
yest-1
//se aplicd exact aceeasi secventd
52 ¢ s
s« 0
/ /calcularea celei de-a treia sume
X4 sus -1
y < dr
//se aplicd din now exact aceeasi secventd
s3 ¢« s
s« 0
/[ calcularea celei de-a patra sume
X4 sus -1

yedr-1
//se aplicd din now exact aceeasi secventd
sd « s

scrie Suma elementelor dreptunghinlui este s1
- 82 - s3 + s4
sfarsit daca
scrie Introduceti codul operatiei:
citeste cod
sfargit cat timp

(] L] ]
Cazul tridimensional
Problema enuntatd poate fi modificatd astfel incit sd lucrim
in spatiul tridimensional. Enuntul ar putea fi urmitorul:

Se considerd un tablou tridimensional care contine nu-
mere intregi si toate elementele sale sunt nule. O modificare
a unui element al tabloului constd in adunarea unei valori
la valoarea curentd (pot fi realizate si scideri care au forma
adundrii unor valori negative). Pe parcursul modificrilor
pot apdrea interogdri referitoare la suma elementelor unui

subtablon "paralelipipedic” .
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Asadar, in acest caz, interogdrile se referd la suma valo-
rilor dintr-o "zoni paralelipipedicd” a tabloului. Evident,
pentru reprezentarea datelor vom folosi tablouri tridimen-
sionale.

Si acest enunt poate fi reformulat in diferite moduri. O
variantd ar putea fi:

O zond a spatiului este reprezentatd de un paralelipiped
format din cuburi cu latura egald cu unitatea. Dimensiunile
paralelipipedului sunt M, N i P. In fiecare sector (cub) pot
sosi sau pleca nave spatiale. De asemenea, in fiecare mo-
ment amiralul flotei poate cere informatii referitoare la nu-
madrul total de nave spatiale dintr-o regiune paralelipipedi-
cd din aceastd zond a spatiului.

Nu vom mai prezenta pe larg cele trei tipuri de algo-
ritmi; vom face doar citeva preciziri care ne vor ajuta si
generalizim problema pentru spatii n-dimensionale.

In primul rand, in fiecare pozitie in care algoritmii pen-
tru cazul bidimensional contineau doui cicluri imbricate,
pentru algoritmii care rezolvi cazul tridimensional vom
avea trei cicluri. Ca urmare, ordinul de complexitate al pri-
milor doi algoritmi va deveni O(M - N - P). Ordinul de
complexitate al celui de-al treilea algoritm va fi O(log M -
log N - log P).

In al doilea rind, elementele tabloului tridimensional
vor fi identificate prin trei indici. Asadar, pentru 0 modifi-
care vom avea nevoie de trei parametri "geometrici”, iar
pentru o interogare de sase astfel de parametri.

In al treilea rand, pentru ultimii doi algoritmi va trebui
sd calculim opt sume in loc de patru. Formula de calcul va
fi urmitoarea:
Sumi(x,, y,, z,, Xy YpZy) -

2 X - 1,9, 2,) -
Xp y 17 1 Zz) -
XpVp 2y~ 1) +
yx - Ly -1,z,)+
,x Lyyz -1)+
»Xp Yy - 1’21 - 1)'
S LLx -1y -1,z,-1)

Xp Vp 2 )

Mai precizam faptul ¢i pentru cel de-al treilea algoritm
vom folosi un tablou tridimensional care va reprezenta un
arbore de arbori de arbori indexati binar.

Toate celelalte aspecte ale celor trei algoritmi descrisi
pot fi adaptate foarte simplu pentru a rezolva problema tri-
dimensional.

Cazul n-dimensional

Vom generaliza acum problema pentru a putea fi enuntati
intr-un spatiu cu un numdr oricat de mare de dimensiuni.
O variantd a enuntului este:

Se considerd un tablou n-dimensional care contine nu-
mere intregi si toate elementele sale sunt nule. O modificare
a unui element al tabloului constd in adunarea unei valori

la valoarea curentd (pot fi realizate si scideri care an forma
adundrii unor valori negative). Pe parcursul modificarilor
pot apdrea interogdri referitoare la suma elementelor unui
subtablou.

Asadar, n acest caz, interogirile se referd la suma valo-
rilor dintr-o "zoni n-dimensionali" a tabloului. Evident,
pentru reprezentarea datelor vom folosi tablouri 7-dimen-
sionale.

De data aceastd, cele doui cicluri imbricate din algorit-
mii pentru cazul bidimensional (cele trei din algoritmii
pentru cazul tridimensional) vor fi inlocuite de 7 cicluri
imbricate.

Ca urmare, ordinul de complexitate al primilor doi
algoritmi va depinde de produsul celor 7 dimensiuni, iar
ordinul de complexitate al celui de-al treilea algoritm va
depinde de produsul logaritmilor celor  dimensiuni.

Evident, vom avea acum 7 parametri "geometrici” pen-
tru 0 modificare si 2 - # parametri de acest tip pentru o in-
terogare. Numdrul sumelor care trebuie calculate pentru o
interogare (la al doilea si al treilea algoritm) este, pentru ca-
zul general, 2".

Tindnd cont de aceste observatii, algoritmii prezentati
pot fi folositi pentru rezolvarea unor probleme de acest tip
in care numdrul dimensiunilor este oricit de mare.

Concluzii

fn cadrul acestui articol am prezentat o structuri de date
care permite rezolvarea eficientd a unei categorii de pro-
bleme. Pentru a evidentia performantele algoritmilor care
folosesc o astfel de structurd de date, am prezentat si alte
doud categorii de algoritmi, mult mai usor de implemen-
tat, dar ineficienti.

De asemenea, am prezentat modul in care pot fi gene-
ralizati algoritmii folositi pentru cazul cel mai simplu (cel
unidimensional) pentru a rezolva problema pentru cazuri
in care numdrul dimensiunilor este oricit de mare.

Am exemplificat algoritmii pentru cazul in care intero-
girile se referd la suma anumitor elemente. Cu toate aces-
tea este evident faptul ¢, in cazul tuturor acestor algorit-
mi, aceastd operatie poate fi inlocuitd cu altele (produsul
elementelor, minimul sau maximul lor etc.).
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