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Grafuri... 

Drumuri MINIME când
costurile sunt MICI

Mircea Digulescu, Andrei Matei

Problema determinãrii celui mai scurt drum de la un nod la altul într-un graf
este una fundamentalã în algoritmicã. În continuare vom prezenta un algoritm
al cãrui timp de execuþie depinde de costurile asociate muchiilor. Acesta este
aplicabil atunci când costurile sunt mici ºi sunt numere întregi nenegative.

Notaþii
Considerãm un graf G = (V, E) ºi o funcþie de cost w: E →
N (astfel încât w(e) ≥ 0, ∀ e ∈ E) care asociazã un întreg
nenegativ fiecãrei muchii a grafului. Costul unui drum p în
G este suma costurilor tuturor muchiilor din p. Fie nodul
sursã s.

Definim δ ca fiind costul
minim dintre toate cãile p de la u la v, unde u, v ∈ V. De
asemenea, fie C = max(w(e)) costul celei mai "scumpe"
muchii din graf ºi fie C∗ = max(δ(s, u)) cel mai mare cost al
unui drum minim în G care pleacã din s.

Pentru toþi v ∈ V, d[v] reprezintã o estimare a costului
unui drum minim (d[v] ≥ δ(s, v)) pe tot parcursul execuþiei
algoritmilor prezentaþi aici).

Obiectivul este gãsirea costurilor δ(s, v) pentru orice
v ∈ V. De asemenea, un drum p de cost minim de la s la v tre-
buie gãsit, dar algoritmul folosit pentru determinarea δ(s, v)
este simplu de modificat pentru a gãsi un astfel de drum p.

Algoritmul prezentat va folosi liste dublu-înlãnþuite.
Pentru o listã dublu-înlãnþuitã l operaþia v ⇐ l extrage
primul element. Dupã extracþie, v va avea valoarea primu-
lui element din listã. Operaþia l ⇐ v introduce un element
v în lista l. Totodatã, operaþia l v are ca efect ºtergerea
elementului v din lista l. Valoarea din v rãmâne neschim-
batã în urma aceastei operaþii.

Un algoritm de ordinul O(V+E+C*)
În continuare vom prezenta un algoritm care determinã
costul drumului minim atunci când muchiile au costuri în-
tregi nenegative. El reprezintã, de fapt, o modificare a al-
goritmului lui Dijsktra în care este folositã o coadã de pri-
oritãþi neobiºnuitã.

Fie l[0], l[1], …, l[C∗] ºi l[∞] liste dublu-înlãnþuite de
noduri din V.

În total avem C∗ + 2 liste. Pe parcursul execuþiei algo-
ritmului, fiecare nod va aparþine unei singure liste. Pentru

un nod v, d[v] va fi o estimare a costului drumului minim
la v. Când algoritmul se încheie, vom avea d[v] = δ(s, v)
pentru toate nodurile v ∈ V. Algoritmul poate fi uºor mo-
dificat pentru a determina ºi un drum de cost minim ºi lã-
sãm acest lucru pe seama cititorului.

În continuare vom prezenta varianta în pseudocod a
algoritmului:
1: l[i] ← ∅, 0 ≤ i ≤ C*
2: l[∞] ← ∅
3: l[0] ⇐ s
4: pentru v ∈ V executã
5:   l[∞] ⇐ v
6:   d[v] ← ∞
7: sfârºit pentru
8: d[s] ← 0
9: p ← 0

10: cât timp p < C* executã
11:   cât timp l[p] ≠ ∅ executã
12:     v ⇐ l[p]
13:     pentru (v, u) cu d[u] > d[v] + w(v, u)executã
14:       l[d[u]] v
15:       d[u] ← d[v] + w(v, u)
16:       l[d[u] ⇐ u
17:     sfârºit pentru
18:   sfârºit cât timp
19: p ← p + 1
20: sfârºit cât timp

Algoritmul anterior este asemãnãtor cu algoritmul lui
Dijsktra prin faptul cã proceseazã nodurile în ordine cres-
cãtoare a costului cãii minime la ele. Liniile 1-8 realizeazã
iniþializarea valorilor l, S ºi d. Pe parcursul execuþiei algo-
ritmului lista l[i] va conþine toate nodurile v pentru care
d[v] = i. Algoritmul parcurge în ordine l[0], l[1], l[2], … ºi
la pasul p relaxeazã toate muchiile adiacente cu un nod din
l[p]. Liniile 14 ºi 16 vor muta un nod u pentru care estima-
rea costului drumului minim pânã la el, d[u], s-a schimbat
(ca urmare a relaxãrii unei muchii) în lista corespunzãtoare
noii estimãri (mai întâi este ºters din lista veche ºi apoi
inserat în lista corespunzãtoare).
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Corectitudinea algoritmului
Vom arata cã atunci când algoritmul se încheie, vom avea
d[v] = δ(s, v) pentru orice v ∈ V. Vom demonstra mai întâi
câteva rezultate intermediare.

Lema 1: Dacã un nod v este extras în linia 12, atunci
toate nodurile u care sunt legate de v (direct sau indirect)
prin muchii de cost 0 vor fi procesate la aceeaºi iteraþie (a ci-
clului care începe la linia 10), ca ºi v, ºi vor avea d[u] = d[v].

Demonstraþia se realizeazã prin inducþie dupã numã-
rul de muchii de cost 0 dintre u ºi v. Toate nodurile adia-
cente cu v vor fi descoperite de codul din linia 13, vor avea
d[u] = d[v] datoritã liniei 15 ºi vor fi adãugate în lista cu-
rentã la linia 16. Prin inducþie, dacã nodurile aflate la
distanþa k de v au fost procesate, atunci nodurile aflate la
distanþa k + 1 de v vor fi descoperite de codul din linia 13
ºi procesate. Deci, toate nodurile legate de v prin  muchii
de cost 0 vor fi procesate ºi vor avea d[u] = d[v].

Lema 2: La sfârºitul fiecãrei iteraþii a ciclului care înce-
pe la linia 10 toate nodurile v pentru care δ(s, v) ≤ p au fost
procesate.

Demonstraþia se realizeazã tot prin inducþie. Primul
nod extras este s. Din moment ce costurile muchiilor sunt
nenegative, singurele noduri pentru care δ(s, v) ≤ 0 sunt cele
pentru care δ(s, v) = 0. Orice nod pentru care δ(s, v) = 0
trebuie sã fie conectat de sursã prin muchii de cost 0. Con-
form lemei 1, toate nodurile de acest tip vor fi procesate.

La pasul p, datoritã ipotezei de inducþie, toate nodurile
x pentru care δ(s, v) < p au fost procesate. Fie v un nod
astfel încât δ(s, v) = p. Fie u predecesorul direct al lui v pe
un drum de cost minim s:

δ(s, v) = δ(s, u) + w(u, v) ⇒ p = δ(s, u) + w(u, v).
Dacã w(u, v) > 0, atunci δ(s, u) < p, deci u a fost pro-

cesat la o iteraþie precedentã. Deoarece u a fost procesat
atunci când muchia (u, v) a fost relaxatã, nodul v a fost
inserat în lista l[p] (dacã nu era inserat deja în listã). Deoa-
rece toate nodurile din l[p] sunt procesate la pasul p, atunci
nodul v va fi procesat.

Cazul în care w(u, v) = 0 nu prezintã interes, deoarece,
conform lemei 1, toate nodurile legate prin muchii de cost
0 de nodul u sunt procesate la aceeaºi iteraþie ca ºi u. Deci,
dacã am dovedit cã toate nodurile pentru care δ(s, v) = p ºi
care sunt legate de predecesorii direcþi prin muchii de cost
pozitiv sunt procesaþi la pasul p, atunci toate nodurile pen-
tru care δ(s, v) = p sunt procesate la pasul p.

Teoremã: Atunci când un nod este extras în linia 12 el
va avea d[v] = δ(s, v).

Demonstraþia se realizeazã tot prin inducþie. Primul
nod extras este s ºi va avea d[s] = δ(s, s) = 0.

Fie v un nod arbitrar extras din l[p] cu operaþia de la li-
nia 12. Prin inducþie avem calculate costurile drumurilor mi-
nime pentru toate nodurile care au fost extrase înaintea lui.
Datoritã lemei 2 toate nodurile pentru care costul drumului
minim este mai mic decât p au fost procesate. Astfel avem:

d[u] = δ(s, u), pentru toþi u astfel încât δ(s, u) < p.
Fie un drum de cost minim de la s la v: .

Vom avea δ(s, v) = δ(s, u) + w(u, v).

Presupunem, fãrã a reduce generalitatea, cã w(u, v) > 0
(deoarece, conform lemei 1, toate nodurile care sunt co-
nectate prin muchii de cost 0 de un nod x vor avea în cele
din urmã d[u] = d[x] care va fi δ(s, u) dacã d[x] = δ(s, x)).
Prin urmare: δ(s, u) < δ(s, v) ⇒ δ(s, u) < p.

Conform lemei 2, toate nodurile de acest tip au fost
procesate. Fie u primul asemenea nod procesat de algoritm.
Prin ipoteza de inducþie avem d[u] = δ(s, u). Atunci când
muchia (u, v) este relaxatã avem d[v] = δ(s, u) + w(u, v) ºi,
datoritã alegerii fãcute, pentru u (ca predecesor al lui v pe
un drum de cost minim), vom avea d[v] = δ(s, v).

În sfârºit, deoarece fiecare nod aparþine unei liste (prin
iniþializare), ºi toate listele sunt procesate, toate nodurile
vor fi procesate. Astfel, conform teoremei 1, vom avea
d[v] = δ(s, v) pentru toþi v ∈ V când algoritmul se încheie.

Analiza complexitãþii
Linia 1 se executã într-un timp de ordinul O(C∗); ordinul de
complexitate al operaþiilor efectuate în liniile 4-7 este O(V),
iar cel al operaþiilor efectuate în liniile 2, 3, 8 ºi 9 este O(1). 

Ciclul care începe la linia 10 necesitã un timp O(C∗),
dacã nu luãm în considerare ciclul care începe la linia 11. 

Se observã cã dacã un nod este extras în linia 12 (ºi pro-
cesat) el nu va mai fi procesat ulterior. Prin urmare, timpul
total consumat de execuþiile liniei 12 este O(V), deoarece
fiecare nod este extras exact o datã. Aºadar, timpul necesar
pentru toate execuþiile ciclului care începe la linia 11 este
O(V), dacã facem abstracþie de timpul necesar execuþiei
ciclului care începe la linia 13. 

Se observã cã fiecare muchie (v, u) a grafului este luatã
în considerare exact o datã în cadrul ciclului care începe la
linia 13 (sau de douã ori dacã graful este neorientat), mai
exact atunci când nodul v este procesat (dacã graful este
neorientat este consideratã ºi atunci când este procesat no-
dul u; condiþia d[u] > d[v] + w(v, u) va fi adevãratã cel mult
o datã: la prima procesare a unui nod adiacent acesteia).
Operaþiile de inserare ºi eliminare pentru liste dublu-în-
lãnþuite pot fi executate în timp constant; aºadar ordinul de
complexitate al tuturor execuþiilor acestui ciclu este O(E).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului es-
te O(C∗) + O(V)+ O(C∗)+ (O(V)+ O(E)) = O(V + E + C∗∗).

Datoritã faptului cã C∗ < V · C ordinul de complexi-
tate este cu siguranþã mai mic decât O(V · C + E).
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