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ALGORITMI -

CALCULABILITATE
Horia Georgescu

În cadrul acestui articol vom aborda problema existenþei algoritmilor de
rezolvare pentru diferite probleme ºi vom insista asupra calculabilitãþii
funcþiilor. 

În cei 12 ani de existenþã, în Gazeta de Informaticã (apoi
GInfo) au apãrut nenumãrate articole privind algoritmii,
sub toate aspectele lor. Dar toate aceste articole au avut un
numitor comun ºi anume au presupus existenþa algoritmi-
lor pentru problemele studiate.

Existã algoritmi pentru orice problemã?
Aceastã problemã a stat în atenþia matematicienilor chiar
înainte de apariþia calculatoarelor ºi face obiectul teoriei
calculabilitãþii. La bazã stau cercetãrile din al patrulea
deceniu al secolului trecut ale unor personalitãþi precum
Church, Gödel, Kleene, Post ºi Turing. Ei au propus dife-
rite definiþii ale noþiunii de algoritm, bazate fie pe limbaje
de programare, fie pe maºini matematice, definiþii care s-
au dovedit a fi echivalente. 

Articolul de faþã îºi propune sã prezinte cititorilor ele-
mentele de bazã ale teoriei calculabilitãþii, cu scopul de a
dovedi cã existã probleme pentru care nu pot fi elaboraþi
algoritmi. Prezentarea nu este originalã, ci urmeazã întoc-
mai o parte din minunata carte Computability, Complexi-
ty and Languages, Academic Press 1983, a lui Martin Davis
ºi Elaine Weyuker.

Ne exprimãm speranþa cã cititorii GInfo vor fi intere-
saþi de acest subiect, care din pãcate lipseºte chiar din pro-
grama multor facultãþi cu profilul informaticã.

Limbajul de programare S
O primã definiþie a noþiunii de algoritm se bazeazã pe lim-
bajul S. Într-o primã etapã se va face prezentarea acestui
limbaj foarte simplu, urmând ca apoi sã cãpãtãm încredere
în posibilitãþile sale.

Un program P scris în limbajul S este o secvenþã de
instrucþiuni (un numãr finit de instrucþiuni scrise într-o
anumitã ordine), program în care intervin:
• numere naturale;
• variabile de intrare, notate de obicei prin x1, x2, …;
• variabila de ieºire y;
• variabile intermediare (de lucru), notate de obicei prin z1,

z2, … .
cu menþiunea cã valorile luate de variabile pot fi orice nu-
mere naturale.

Deoarece lucrãm numai cu numere naturale, vom spu-
ne, uneori, pur ºi simplu numãr în loc de numãr natural.

Înainte de a prezenta instrucþiunile limbajului S, preci-
zãm cã ele pot fi precedate, opþional, de etichete. Acestea
sunt reprezentate prin litere mari (eventual indexate cu nu-
mere naturale), cuprinse între paranteze drepte ºi plasate la
începutul instrucþiunii. Se admite ca mai multe instrucþi-
uni sã aibã aceeaºi etichetã; raþiunea acestui fapt va fi pre-
zentatã în alt articol.

Instrucþiunile admise de limbajul S ºi semnificaþia lor
sunt urmãtoarele:
• v ← v + 1 – valoarea curentã a variabilei v creºte cu o

unitate;
• v ← v - 1 – valoarea curentã a variabilei v scade cu o

unitate (dacã era strict pozitivã), respectiv rãmâne 0
(dacã era 0);

• if v ≠ 0 goto L – dacã valoarea curentã a variabilei v
este nenulã, atunci se face transfer necondiþionat la prima
instrucþiune din program etichetatã cu L; dacã nici o in-
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strucþiune nu este etichetatã cu L, atunci programul se
terminã; dacã valoarea curentã a lui v este 0, atunci se
trece la instrucþiunea urmãtoare;

• v ← v – este instrucþiunea cu efect nul, a cãrei utilitate
va apãrea ulterior.

Exemplul 1
Programul:
[A] x ← x - 1

y ← y + 1
if x ≠ 0 goto A

se terminã pentru orice valoare iniþialã α a lui x. La ieºire
vom avea:

Exemplul 2
Programul:
[A] x ← x + 1

if x ≠ 0 goto A

nu se terminã niciodatã, indiferent de valoarea iniþialã a lui x.

Observaþie
Faptul cã programele în limbajul S produc o singurã valoa-
re de ieºire nu este o restricþie. Într-adevãr, dacã dorim sã
obþinem mai multe valori de ieºire, vom scrie câte un pro-
gram pentru fiecare ºi vom executa succesiv aceste progra-
me. Menþionãm cã, în acest studiu, suntem interesaþi nu-
mai de existenþa algoritmilor, nu ºi de eficienþa lor.

Fie P un program scris în limbajul S. Fie V mulþimea
tuturor variabilelor (de intrare, de lucru ºi de ieºire) care
apar în P. Vom da în continuare o definiþie riguroasã a
semanticii programului P.

Definim starea programului la un moment oarecare a
executãrii sale ca fiind o funcþie s: V → N, unde N este
mulþimea numerelor naturale. Deci, o stare este datã de va-
lorile curente ale variabilelor din program.

O configuraþie a programului P de lungime n (având n
instrucþiuni) este o pereche (i, s) cu i ∈ {1, 2, ..., n, n + 1} ºi
s stare.

O configuraþie iniþialã are forma (1, s0), unde:
• s0(u) = ri, dacã u = xi ºi ri este valoarea iniþialã a lui xi ºi
• s0(u) = 0, dacã u nu este o variabilã de intrare. 

O configuraþie terminalã are forma (n + 1, s). Vom
asimila transferul la o etichetã inexistentã cu transferul la
instrucþiunea cu numãrul n + 1.

Fie (i, s) o configuraþie neterminalã. Succesoarea ei (j, t)
este definitã astfel:
1) Dacã instrucþiunea i este v ← v + 1, atunci j = i + 1, iar:
• t(u) = u, dacã u ≠ v ºi
• t(u) = u + 1, dacã u = v. 

2) Dacã instrucþiunea i este v ← v - 1, atunci j = i + 1, iar:
• t(u) = s(v) - 1, dacã u = v ºi s(v) > 0 ºi
• t(u) = s(v), în caz contrar. 

3) Dacã instrucþiunea i este v ← v, atunci j = i + 1, ºi t = s.
4) Dacã instrucþiunea i este if v ≠ 0 goto L , atunci t = s, iar:
• j = i + 1, s(v) = 0;
• j = n + 1, s(v) > 0 ºi nu existã instrucþiuni etichetate cu

L, ºi
• j = k, dacã s(v) > 0 ºi instrucþiunea k este prima in-

strucþiune cu eticheta L. 

Se observã cã succesoarea oricãrei configuraþii netermi-
nale este unic determinatã ºi nu depinde de eventuala eti-
chetare a sa.

Un calcul al programului P este o secvenþã de configu-
raþii consecutive c0, c1, …, ck cu ck configuraþie finalã (ter-
minalã).

În continuare vom lucra cu funcþii parþiale (parþial defi-
nite). Mai precis, pentru f: Nm → N vom nota prin Dom f
elementele din Nm pentru care funcþia f este definitã.

Fie P un program în care variabilele de intrare sunt x1,
x2, …, xm. Atunci funcþia (parþialã) calculatã de programul
P este definitã astfel:
1) (x1, x2, …, xm) = y' dacã existã un calcul c0, c1, …, ck

al lui P cu c0 = (1, s0) ºi sk(y) = y';
2) (x1, x2, …, xm) = ↑ (nedefinit) dacã existã un ºir infi-

nit de configuraþii c0, c1, … al lui P cu c0 = (1, s0), deci
dacã programul P nu se terminã.

Observaþie
Fie P un program în care apar variabilele de intrare x1, x2,
…, xm. Pentru orice numãr natural n, îi putem asocia o
funcþie astfel:
• dacã n ≤ m, atunci (x1, x2, …, xn) = (x1, x2, …, xm),

adicã xn+1, ...…, xm sunt ignorate;
• dacã n > m, atunci (x1, …, xn) = (x1, …, xm, 0, …, 0).

Fie f: Nm → N. Funcþia f se numeºte parþial calculabilã
dacã existã un program P în limbajul S cu = f. Dacã
Dom f = Nm, atunci f se numeºte calculabilã.

Exemplul 1 aratã cã funcþia f: N → N datã de:

, este calculabilã.

Exemplul 2 aratã cã funcþia unarã cu domeniul vid este
parþial calculabilã.

Macroinstrucþiuni
Aceastã secþiune urmãreºte sã cãpãtãm încredere în limba-
jul S. Vom arãta cã principalele prelucrãri uzuale asupra
numerelor naturale pot fi realizate prin programe scrise în
acest limbaj.

Macroinstrucþiunile sunt abrevieri pentru secvenþe de
instrucþiuni în limbajul S. Menirea lor este de a scrie pro-
grame cât mai inteligibile. Prezenþa unei macroinstrucþiuni
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într-un program trebuie interpretatã ca prezenþa în acel
punct al programului a unei dezvoltãri ale sale.

Chiar dacã în acelaºi program apare în diferite locuri o
aceeaºi macroinstrucþiune, aceasta nu înseamnã cã va fi in-
seratã aceeaºi dezvoltare a sa. Mai mult, chiar impunem ca
apariþiile unei aceleiaºi macroinstrucþiuni pe poziþii diferite
din program sã presupunã dezvoltãri diferite ale macroin-
strucþiunii (variabile de lucru ºi etichete distincte). De ase-
menea trebuie respectatã regula ca valoarea variabilelor ca-
re apar în macroinstrucþiune, cu excepþia celor care apar în
membrul stâng al unei atribuiri, sã nu fie modificate ca
efect al executãrii macroinstrucþiunii.

Macroinstrucþiunea goto L are urmãtoarea dezvoltare
posibilã:
[A] z ← z + 1

if z ≠ 0 goto A

Macroinstrucþiunea v ← 0 are dezvoltarea:
[A] v ← v - 1

if v ≠ 0 goto A
unde eticheta A nu mai apare nicãieri în programul care
conþine aceastã macroinstrucþiune.

3) Macroinstrucþiunea v ← k are dezvoltarea:
v ← 0
v ← v + 1
…
v ← v + 1
unde instrucþiunea v ← v + 1 apare de exact k ori.

Exemplul 3
Funcþia f: N → N datã de f(x) = x este calculabilã.

Pentru demonstraþie, vom scrie urmãtorul program P
cu = f, program care va asigura pãstrarea valorii iniþiale
a lui x:
[A] if x ≠ 0 goto B

goto C
[B] x ← x - 1

y ← y + 1
z ← z + 1
goto A

[C] if z ≠ 0 goto D
goto E

[D] z ← z - 1
x ← x + 1
goto C

unde primele 6 instrucþiuni copiazã valoarea lui x în varia-
bilele y ºi z, iar urmãtoarele recopiazã valoarea lui z în x.

Putem acum introduce macroinstrucþiunea v ← u cu
dezvoltarea:

v ← 0
[A] if u ≠ 0 goto B

goto C

[B] u ← u - 1
v ← v + 1
z ← z + 1
goto A

[C] if z ≠ 0 goto D
goto E

[D] z ← z - 1
u ← u + 1
goto C

[E] v ← v

care "transcrie" funcþia din exemplul 3.
Se impun urmãtoarele remarci:

• nu am iniþializat pe z cu 0, deoarece este clar cã dupã ori-
ce executare a macroinstrucþiunii, valoarea sa va fi 0;

• apare necesitatea instrucþiunii v ← v;
• ca de obicei, variabila z nu mai apare nicãieri în program

(este o variabilã de lucru "nouã"), iar etichetele A, B, C,
D, E nu mai apar nicãieri în program (sunt etichete
"noi"). Având convingerea cã cititorul s-a obiºnuit deja
cu aceste reguli, nu le vom mai aminti în continuare, pre-
supunându-le subînþelese.

Exemplul 4
Funcþia f: N × N → N definitã prin f(x1, x2) = x1 + x2 este
calculabilã.

Un program care calculeazã aceastã funcþie este urmã-
torul:

y ← x1
z ← x2

[B] if z ≠ 0 goto A
goto E

[A] z ← z - 1
y ← y + 1
goto B

iar macroinstrucþiunea z ← z1 + z2 are urmãtoarea dezvol-
tare posibilã:

u ← z1
v ← z2

[B] if v ≠ 0 goto A
goto E

[A] v ← v - 1
u ← u + 1
goto B

[E] z ← u

Exemplul 5
Funcþia f: N × N → N definitã prin f(x1, x2) = x1 · x2 este
calculabilã.

Un program care calculeazã aceastã funcþie este urmã-
torul:

z ← x2
[B] if z ≠ 0 goto A

goto E
[A] z ← z - 1

)1(
Pψ



y ← y + x1
goto B

iar macroinstrucþiunea z ← z1 · z2 are urmãtoarea dezvol-
tare posibilã:

u ← 0
v ← z2

[B] if v ≠ 0 goto A
goto E

[A] v ← v - 1
u ← u + z1
goto B

[E] z ← u

Exemplul 6
Fie f: N × N → N funcþia parþialã definitã prin:

.

Un program care calculeazã aceastã funcþie este urmã-
torul:

y ← x1
z ← x2

[C] if z ≠ 0 goto A
goto E

[A] if y = 0 goto B
goto A  {y = 0 ºi z = 0}

[B] y ← y - 1
z ← z - 1
goto C

Macroinstrucþiunea asociatã este z ← z1 - z2 ºi are
urmãtoarea dezvoltare posibilã:

u1 ← z1
u2 ← z2

[C] if u2 ≠ 0 goto A
goto E

[A] if u1 = 0 goto B
goto A  {y = 0 ºi z = 0}

[B] u1 ← u1 - 1
u2 ← u2 - 1
goto C

[E] z ← u1

Exemplul 7
Fie f: Nm → N o funcþie (parþial) calculabilã, calculatã de
un program P. Vom introduce macroinstrucþiunea:

z ← f(z1, …, zm).
Pentru a obþine o dezvoltare a acestei macroinstrucþi-

uni, sã presupunem cã în programul P variabilele de intra-
re sunt x1, …, xm, variabilele de lucru sunt z1, …, zk, iar
etichetele sunt A1, …, Ap, unde (cu eventuala excepþie a lui
Ap), orice etichetã care apare într-o instrucþiune if este eti-
cheta a cel puþin uneia dintre instrucþiunile din P. Atunci
o dezvoltare a macroinstrucþiunii z ← f(z1, …, zm) este
urmãtoarea:

y' ← 0
x1' ← x1
…
xm' ← xm
z1' ← 0
…
zk' ← 0
P'
I

unde:
• y', x'1, …, x'm, z'1, …, z'k sunt variabile de lucru noi;
• A'1, …, A'p sunt etichete noi;
• P' se obþine din P înlocuind pe y, x1, …, xm, z1, …, zk, A1,

…, Ap cu y', x'1, …, x'm, z'1, …, z'k, A'1, …, A'p.
• I este una dintre instrucþiunile:

z ← y', dacã eticheta Ap este definitã;
[A'p] z ← y', dacã eticheta Ap nu este definitã.

Se observã imediat cã dacã pentru anumite valori ini-
þiale r1, …, rm ale lui x1, …, xm programul P nu se terminã,
atunci nici executarea macroinstrucþiunii z ← f(z1, …, zm)
nu se terminã pentru z1, …, zm având înainte de executarea
macroinstrucþiunii valorile r1, …, rm.

Dacã o macroinstrucþiune dintr-un program nu se ter-
minã, atunci nici programul care o foloseºte nu se terminã.

Numim predicat o funcþie f: Nm → {0, 1}, parþial sau
total definitã, unde 0 corespunde falsului, iar 1 corespunde
adevãrului.

Exemplul 8
Fie P: Nm → {0, 1} un predicat calculabil. Atunci putem in-
troduce macroinstrucþiunea: 

if P(z1, …,zm) goto L
a cãrei dezvoltare este:
z ← P(z1, ..., zm)
if z = 0 goto L

Un caz particular îl constituie predicatul:

,

care este calculabil conform programului:
if x ≠ 0 goto E
y ← y + 1

ceea ce permite introducerea urmãtoarei macroinstrucþiuni:
if v = 0 goto L.

Va urma...
În urmãtoarele articole care constituie continuarea celui pre-
zentat vom interacþiona cu câteva probleme nedecidabile ºi
vom vedea cum problema de faþã poate fi tratatã folosind
alte modele de abordare.

Dl. prof. dr. Horia Georgescu este cadru didactic la Universitatea
Bucureºti, fondator ºi director ºtiinþific al GInfo ºi poate fi contactat prin
e-mail la adresa gg__hhoorriiaa@@hhoottmmaaiill..ccoomm.
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