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Focºani, 18-24 aprilie 2003

Olimpiada NAÞIONALÃ de
INFORMATICÃ

Mihai Stroe

Vã prezentãm în continuare soluþiile problemelor propuse la ONI 2003, la clase-
le a XI-a ºi a XII-a ºi la cele douã probe de baraj. Aceste soluþii au fost realizate
de redacþia GInfo pe baza soluþiilor oficiale prezentate de autorii problemelor.

Clasele a XI-a ºi a XII-a
P050325: A007
Problema se reduce la gãsirea unui centru de simetrie într-o
mulþime de n puncte având coordonate întregi.

Punctul de simetrie pentru mulþimea de puncte are
proprietatea cã simetricul fiecãrui punct din mulþime faþã
de centrul de simetrie este tot un punct din mulþime. În
concluzie, pentru a exista centru de simetrie trebuie ca n sã
fie par.

Dacã n este par, se observã cã punctul cãutat (centrul
de simetrie) trebuie sã fie mijlocul a n/2 segmente cu cape-
tele în punctele date. Fiecare punct din mulþime ar fi capãt
pentru exact un segment. Dacã am putea identifica aceste
segmente, problema s-ar reduce la determinarea mijlocului
unuia dintre ele ºi la testarea dacã acesta este ºi mijlocul ce-
lorlalte.

Notãm cu x ºi y vectorii care reþin coordonatele celor
n puncte.

Ordonãm punctele crescãtor în funcþie de abscise. În
cazul în care douã abscise sunt egale vom ordona crescãtor
în funcþie de ordonatã.

Pentru un segment cu capetele de coordonate (x1, y1) ºi
(x2, y2) mijlocul segmentului are coordonatele x = (x1 + x2)
/ 2 ºi y = (y1 + y2) / 2.

Dacã existã centru de simetrie, atunci acesta este plasat
în mijlocul segmentului având capetele în primul punct res-
pectiv în ultimul punct (adicã cu un capãt în cel mai din stân-
ga punct ºi celãlalt în cel mai din dreapta). Notãm acest
punct cu M.

Pentru ca sã existe centru de simetrie trebuie ca seg-
mentele având coordonatele (xi, yi) ºi (xn-i+1, yn-i+1) sã aibã
mijlocul în M, pentru orice i =1, 2, ..., n div 2. Se verificã
aceste condiþii pentru punctul M determinat.

Fãrã a observa legãtura dintre sortarea punctelor în or-
dinea precizatã ºi relaþia de simetrie, putea fi încercatã o

abordare bazatã pe determinarea repetatã a înfãºurãtorii
convexe. Aceastã abordare are complexitatea O(N2) pe ca-
zul cel mai defavorabil, deci probabil cã nu s-ar fi încadrat
în timp.

Analiza complexitãþii
Operaþia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(N).

Sortarea punctelor se va realiza cu unul din algoritmii
clasici având ordinul de complexitate O(N · log N).

Operaþiile de determinare a mijlocului unuia din seg-
mente ºi verificarea faptului cã acest punct este ºi mijlocul
celorlalte segmente au, în total, ordinul de complexitate
O(N).

Operaþia de scriere a rezultatelor are ordinul de com-
plexitate O(1).

În final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare a acestei probleme este O(N) + O(N · log N) +
O(N) = O(N · log N).

P050326: Asmin
Pentru aceastã problemã existã o soluþie a cãrei ordin de
complexitate este O(N2). În continuare prezentãm aceastã
soluþie.

Se considerã fiecare nod (pe rând) ca fiind rãdãcinã.
Pentru rãdãcina astfel fixatã, valorile asociate nodurilor se
pot calcula în timp liniar. Dacã rãdãcinã este nodul i, atunci
valoarea rãdãcinii este Ri. Pentru fiecare alt nod, valoarea
asociatã lui este cea mai micã valoare, astfel încât suma va-
lorilor pânã la tatãl sãu în arborele cu rãdãcina fixatã plus
aceastã valoare sã dea restul cerut la împãrþirea cu numãrul
K. Valorile sunt atribuite nodurilor de la rãdãcinã cãtre
frunze. Astfel, o simplã parcurgere DF (Depth First - par-
curgere în adâncime) este suficientã, odatã ce rãdãcina ar-
borelui a fost fixatã. Evident, aceastã soluþie nu se va înca-
dra în timp pe testele mari.
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Soluþia optimã are ordinul de complexitate O(N). Se
fixeazã mai întâi ca rãdãcinã nodul 1 ºi se calculeazã valo-
rile asociate nodurilor arborelui având rãdãcina în nodul 1,
conform algoritmului descris mai sus. Astfel se obþine o
valoare C1 egalã cu suma valorilor nodurilor arborelui
când nodul 1 este rãdãcina. Vom numi aceastã valoare cos-
tul asociat nodului 1.

Pentru a calcula Ci (i ≠ 1) nu este nevoie sã repetãm
parcurgerea DF pentru nodul i considerat rãdãcinã. În
schimb, încã o parcurgere DF din nodul 1 este suficientã
pentru a calcula costurile asociate fiecãrui nod. Sã presupu-
nem cã vrem sã calculãm Ci ºi am calculat deja Cj, unde j
este tatãl lui i, în arborele având rãdãcina fixatã în nodul 1.

Atunci, Ci = Cj - Rj - minim(Rj, Ri) + Ri + minim(Ri, Rj),
unde minim(a, b) (cu 0 ≤ a, b ≤ K-1) reprezintã valoarea x
minimã (0 ≤ x), astfel încât a + x = b (mod K). Se alege
minimul din vectorul C ºi se tipãresc nodurile i având
valoarea Ci egalã cu minimul.

Analiza complexitãþii
Operaþia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(N), iar cea de scriere a rezultatului are ordinul
de complexitate O(1).

Prima rezolvare constã într-o parcurgere DF pentru fie-
care nod. Deoarece ordinul de complexitate al unei parcur-
geri este O(N), ordinul de complexitate al acestei soluþii
este O(N2).

Rezolvarea optimã constã în douã parcurgeri DF, în ca-
re se executã calcule elementare. Ordinul de complexitate al
unei astfel de parcurgeri este O(N).

În concluzie, ordinul de complexitate al soluþiei optime
pentru aceastã problemã este O(N) + O(1) + O(N) = O(N).

P050327: Cãutare
În prima fazã a rezolvãrii, se citesc ºi se sorteazã valorile
care vor fi plasate în nodurile arborelui. 

Se citesc interogãrile ºi, folosind cãutãri binare, se de-
terminã de câte ori se cautã fiecare din numerele date ºi de
câte ori se cautã numere din intervalul dintre douã numere
date, consecutive în ºirul sortat (sau unul din intervalele
exterioare arborelui). Se obþine astfel un ºir de ponderi.

În continuare, se foloseºte metoda programãrii dinami-
ce. Se calculeazã o matrice A, unde ai,j = costul minim
pentru a forma un arbore de cãutare cu nodurile de la i la j
(unde i ºi j sunt poziþii, deci indici pe ºirul sortat de valori).

Pentru calculul unei astfel de valori se încearcã fixarea
rãdãcinii în fiecare poziþie k (între i ºi j inclusiv). Costul ar-
borelui se determinã pe baza lui ai,k ºi ak+1,j; determinarea
relaþiei exacte este lãsatã ca exerciþiu pentru cititor.

Valorile ai,j sunt calculate în ordinea crescãtoare a
diferenþei i - j; matricea este deci completatã pe diagonale.
Rezultatul cerut se va afla în a1,N.

Ordinul de complexitate al acestei rezolvãri este O(N3)
ºi este dat de cele 3 cicluri for imbricate (pentru diferenþa
între i ºi j, pentru i ºi pentru k). Timpul de rezolvare
pentru un set de date de intrare este rezonabil, dar fiºierul

de intrare poate conþine un numãr mare de astfel de seturi
de date. În acest caz, rezolvarea nu se va încadra în timp.

Pentru a reduce complexitatea la O(N2) putem face ur-
mãtoarea observaþie. Dacã notãm cu Ri,j rãdãcina arborelui
optim care ar conþine poziþiile de la i la j din ºirul sortat de
valori, atunci:

Ri,j-1 ≤ Ri,j ≤ Ri+1,j.

Folosind aceastã observaþie, valorile de pe o anumitã
diagonalã a matricei se pot calcula în timp liniar.

Analiza complexitãþii
În continuare vom analiza complexitatea rezolvãrii pentru
un singur set de date.

Operaþia de citire a datelor de intrare are ordinul de
complexitate O(N + M), iar scrierea rezultatului se reali-
zeazã în timp constant.

Ordinul de complexitate al primei variante de constru-
ire a matricei este O(N3). Aceastã variantã nu s-ar fi înca-
drat în timp pentru testele mari.

Folosind relaþia existentã între valorile din R ºi calcu-
lând elementele de pe fiecare diagonalã a matricei în O(N),
ordinul de complexitate al construirii matricei este O(N2).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru un singur set de date este O(N + M) +
O(1) + O(N2) = O(N2 + M).

Dacã luãm în considerare toate cele T teste, ordinul de
complexitate devine O(T · (N2 + M)).

P050328: Inter
Sunt N · (N - 1)/2 puncte de intersecþie. Din aceste puncte
ne intereseazã punctele situate în extremitãþi pe fiecare
dreaptã. Aceste puncte, cel mult N, sunt vârfurile înfãºu-
rãtorii convexe a celor N · (N - 1)/2 puncte.

Se sorteazã dreptele dupã pantã. Se observã cã punctele
de interes sunt intersecþiile a câte douã drepte consecutive
în vectorul sortat, ºi în plus intersecþia primei drepte cu ul-
tima.

Se determinã înfãºurãtoarea convexã a acestor N punc-
te, folosind un algoritm clasic, ºi se calculeazã aria zonei
rezultate.

Analiza complexitãþii
Operaþia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(N), iar cea de scriere a rezultatului are ordinul
de complexitate O(1).

Sortarea dreptelor în funþie de pantã are ordinul de
complexitate O(N · log N).

Determinarea punctelor de interes are ordinul de com-
plexitate O(N).

Determinarea înfãºurãtorii convexe a acestor puncte
are ordinul de complexitate O(N · log N).

Calcularea ariei poligonului obþinut are ordinul de
complexitate O(N).

În final, ordinul de complexitate al rezolvãrii este O(N)
+ O(N · log N) + O(N) + O(N) + O(N)= O(N · log N).
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P050329: Numãr
Se determinã numãrul de apariþii pentru fiecare cifrã având
valori în intervalul [0, 9] în numãrul dat x. Acest numãr
trebuie sã fie par (cu excepþia eventualã a unei singure
cifre; în caz cã o astfel de cifrã existã, trebuie sã fie plasatã
la mijlocul palindromului), altfel nu existã soluþie.

În continuare se va construi prima jumãtate a palin-
dromului; cealaltã jumãtate va fi obþinutã prin oglindirea
primei jumãtãþi.

Se determinã numãrul de apariþii ale fiecãrei cifre (0..9)
în prima jumãtate a numãrului x, precum ºi numãrul de
apariþii necesar (pentru numãrul cerut). Dacã pentru o ci-
frã numãrul de apariþii existent în prima jumãtate a numã-
rului dat este prea mare, se eliminã apariþiile suplimentare,
începând de la dreapta spre stânga.

Se încearcã sã se distribuie cifrele care mai sunt nece-
sare în prima jumãtate a numãrului astfel încât sã se obþinã
cel mai mic numãr posibil mai mare sau egal cu x (cu o even-
tualã rearanjare a cifrelor existente). Distribuirea cifrelor
se face cãutând de la stânga la dreapta poziþiile cu cifre ega-
le ºi completarea numãrului cu cele din numãrul dat. 

Când acest lucru nu mai este posibil, ne aflãm în unul
din urmãtoarele douã cazuri:
- am obþinut o jumãtate mai micã sau egalã cu cea din nu-

mãrul dat (cea mai mare cu aceastã proprietate). Deter-
minãm anagrama imediat urmãtoare din punct de vedere
lexicografic a primei jumãtãþi a lui x; dacã o astfel de ana-
gramã existã, ea (împreunã cu cea de-a doua jumãtate a
palindromului) dã soluþia problemei.

- am gãsit-o pe cea mai micã cifrã mai mare decât cea de pe
poziþia curentã. Plasãm cifra respectivã, ordonãm crescã-
tor cifrele rãmase, construim cea de-a doua jumãtate ºi
obþinem soluþia problemei. 

Analiza complexitãþii
Ordinul de complexitate al operaþiilor de citire a datelor
de intrare ºi furnizare a rezultatelor este O(N).

Determinarea numãrului de apariþii al fiecãrei cifre în
numãrul x ºi în numãrul dorit au ordinul de complexitate
O(N).

Construirea pas cu pas a primei jumãtãþi a palindro-
mului prin adãugarea unei cifre cât timp este posibil are
ordinul de complexitate O(N).

Fiecare din cele douã cazuri care încheie rezolvarea se
trateazã cu algoritmi de complexitate O(N).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastã problemã este O(N) + O(N) +
O(N) +O(N) + O(N) = O(N).

P050330: Proc
Se observã cã timpul minim dupã care se va termina apli-
caþia este între 0 ºi 2 · N (în cazul când toate fragmentele
de cod au timpul 2 ºi sunt executate pe primul procesor).
De asemenea, se observã cã, fixând o limitã de timp T, se
poate determina dacã putem executa toate fragmentele de
cod în timpul limitã acordat, folosind procesoarele exis-

tente. Ne intereseazã limita minimã de timp pentru care
aceastã condiþie este respectatã.

Se va folosi o cãutare binarã pentru determinarea limi-
tei de timp. La un moment dat, în cadrul cãutãrii, se va tes-
ta dacã putem executa toate fragmentele de cod. Dacã da,
atunci se încearcã un T mai mic. Altfel, se mãreºte T-ul. 

Funcþia care decide dacã putem executa toate fragmen-
tele de cod în timpul T are complexitatea O(P), unde P es-
te numãrul de procesoare disponibile. Se observã cã fiecare
procesor K asigurã [T/K] unitãþi de timp elementare. 

Se calculeazã N2= , având semnificaþia:
numãrul maxim de fragmente de cod cu timpul 2 care pot
fi executate dacã timpul minim este cel mult T. Dacã N2
este mai mare sau egal cu numãrul de fragmente de cod cu
timpul 2 existente (sã notãm acest numãr cu DOI), se ve-
rificã dacã se pot executa destule fragmente de cod cu tim-
pul 1. Pentru aceasta se calculeazã N1= .
Dacã N1 + 2 · (N2 - DOI) este mai mare sau egal cu numã-
rul de fragmente de cod cu timpul 1, atunci putem executa
toate fragmentele de cod în timpul T.

Analiza complexitãþii
Operaþiile de citire a datelor ºi afiºarea rezultatelor au or-
dinul de complexitate O(1).

Sunt log N paºi de cãutare binarã, deoarece valoarea
cautatã este limitatã superior de 2 · N.

În cadrul fiecãrui pas se executã o funcþie care are or-
dinul de complexitate O(P).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastã problemã este O(1)+O(log N)
· O(P) = O(P · log N).

Baraj
P050331: Excursie
Aceastã problemã admite o rezolvare matematicã. Se eviden-
þiazã urmãtoarele cazuri pe care le prezentãm în continuare.

În cazul în care K > P, atunci rezultatul este 0.
Dacã P = K, vom distribui cei K ghizi în primele K ex-

cursii. Rãmân N - K persoane, care pot fi repartizate în ce-
le K excursii disponibile. În concluzie, existã KN-K posibi-
litãþi.

Ultimul caz corespunde relaþiei P > K. 
Sã notãm r = P - K, r ≥ 1.
Repartizãm mai întâi cei K ghizi în K excursii distincte

(acestea vor fi excursiile 1, 2,... , K).
Rãmân N - K persoane. Dintre acestea, unele vor fi

repartizate în cele P - K = r excursii care nu au ghizi ºi
celelalte vor fi repartizate în excursii care au ghizi.

Notãm cu x numãrul de persoane care vor fi reparti-
zate în excursii care nu au ghizi. Acestea pot fi partiþionate
în r excursii în S(x, r) moduri (cu S(x, r) notãm numerele
lui Stirling de speþa a II-a).

Deci existã N - K - x persoane care trebuie repartizate
în cele K excursii care au ghizi. Acest lucru se poate realiza
în KN-K-x moduri.

[ ][ ]∑ =

p

k
KT

1
2mod

[ ][ ]∑ =

p

k
KT

1
2  
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Deoarece putem selecta x persoane din cele N - K
rãmase în moduri, rezultã cã se obþin:

posibilitãþi.

Numerele lui Stirling de speþa a II-a, S(n, m) reprezin-
tã numãrul de partiþii ale unei mulþimi cu n elemente în m
clase (n ≤ m). Evident, clasele partiþiei trebuie sã fie nevide.

Pentru a determina numerele lui Stirling de speþa a II-a
se poate utiliza urmãtoarea relaþie de recurenþã:

S(n, 1) = S(n, n) = 1;
S(n, m) = S(n - 1, m - 1) + m · S(n - 1, m).
Remarcãm cã pentru rezolvarea problemei nu este ne-

cesarã cunoaºterea în prealabil a numerelor lui Stirling .

Analiza complexitãþii
Operaþiile de citire ºi scriere a datelor au ordinul de com-
plexitate O(1).

Cazul cel mai defavorabil, din punct de vedere al com-
plexitãþii se obþine pentru P > K.

Pentru calculul rezultatului se folosesc numere mari ºi
vom considera cã folosim numere mari de M cifre.

Calculul numerelor Stirling de speþa a II-a are ordinul
de complexitate O(N · P · M). Se folosesc operaþiile de adu-
nare a numerelor mari ºi înmulþire a unui întreg mic cu un
numãr mare.

Combinãrile din cadrul formulei se pot calcula într-un
timp O(N2 · M), folosind formula C(n, k) = C(n - 1, k) +
C(n - 1, k - 1) ºi operaþia de adunare a numerelor mari.

Puterile lui K se pot calcula cu un algoritm de comple-
xitate O(N · M).

Rezultatul final se poate calcula cu un algoritm de com-
plexitate O(N · M2), folosind operaþia de înmulþire a nume-
relor mari.

În final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastã problemã este O(N · M2). Nu am þi-
nut cont de modul în care creºte numãrul M de cifre pe
parcursul rezolvãrii, dar îl putem considera ca fiind tot tim-
pul egal cu cea mai mare valoare pe care o poate atinge.

P050332: Robot
Pentru a rezolva aceastã problemã pornim de la urmãtoa-
rele observaþii.

Regiunea accesibilã unui braþ format dintr-un singur
segment de lungime L1 este, în mod evident un cerc cu raza
L1 ºi centrul în origine (umãrul robotului).

Regiunea accesibilã unui braþ format din douã seg-
mente de lungimi L1, respectiv L2 este un inel, cu raza ex-
terioarã L1 + L2 ºi raza interioarã |L1 - L2|.

Regiunea de accesibilitate a unui braþ format din n seg-
mente este un disc centrat în origine care are raza exterioa-
rã ro = L1 + L2 + … + Ln (corespunzãtor alinierii tuturor
segmentelor). Raza interioarã este 0 dacã lungimea celui
mai lung segment Lmax este mai micã decât jumãtate din
lungimea totalã a braþului. În caz contrar, raza interioarã
este egalã cu 2 · Lmax - ro. Se poate demonstra cã orice
punct din acest disc este accesibil.

Cu aceste observaþii, în continuare trebuie construitã o
configuraþie a braþului care sã permitã atingerea punctului
dorit.

Dacã braþul are douã segmente, de lungimi L1 ºi L2,
problema se reduce la o simplã intersecþie de cercuri. Fie p
punctul care trebuie sã fie atins. Intersectãm cercul C1 de
razã L1, centrat în origine, cu cercul C2, de razã L2, centrat
în p. În general pot exista 0, 1, 2 sau o infinitate de puncte
de intersecþie în cazul în care cele douã cercuri coincid. Fie
R un punct de intersecþie. Pentru a determina configuraþia
braþului, trebuie sã calculãm unghiul dintre axele OX ºi OR.

Dacã braþul are trei sau mai multe segmente, se poate
demonstra cã orice punct din mulþimea punctelor accesi-
bile poate fi atins dacã îndoim braþul în cel mult douã lo-
curi, ºi anume în extremitãþile segmentului care conþine mij-
locul braþului, dacã braþul ar fi întins.

Prima impresie ar fi cã o singurã îndoire este suficien-
tã, dar existã contraexemple clare care demonstreazã inco-
rectitudinea acestui raþionament.

Dupã ce am stabilit unde îndoim braþul, având la dis-
poziþie centrul ºi punctul care trebuie atins, configuraþia
braþelor se determinã cu ajutorul unor calcule simple.

Analiza complexitãþii
Operaþiile de citire ºi scriere a datelor au ordinul de com-
plexitate O(N).

Complexitatea algoritmului este O(N), datoritã calcu-
lãrii sumei lungimilor segmentelor ºi a poziþiei mijlocului
braþului. Calculele matematice care urmeazã se realizeazã
în timp constant.

În final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastã problemã este O(N) + O(N) +
O(N) = O(N).

P050333: Telegraf
Personal, problema mi s-a pãrut foarte dificilã ºi, cel puþin
în concurs, nu aº fi ºtiut sã o rezolv. În aceste condiþii, ea
putea fi tratatã ca un exerciþiu de "furat puncte", cu rezul-
tate mai mult sau mai puþin satisfãcãtoare. Oricum, nivelul
de dificultate al problemelor creºte de la an la an, fapt ce se
evidenþiazã ºi în rezultatele excelente obþinute de elevii ro-
mâni participanþi la concursurile internaþionale.

Soluþia problemei, descrisã mai jos, este construitã nu-
mai pe baza indicaþiilor autorului problemei.

Pentru cunoscãtori, problema seamãnã cu codificarea
Huffman, diferenþa (esenþialã) constând în faptul cã unul
din simbolurile elementare din textul codificat necesitã do-
uã unitãþi de timp pentru a fi transmis.

Soluþia problemei constã în determinarea unui arbore
binar, în care:
• frunzele sunt asociate simbolurilor din ºir;
• deplasarea dintr-un nod spre stânga corespunde unui

punct, iar spre dreapta, unei linii;
• durata transmisiei unui simbol este datã de lungimea dru-

mului de la rãdãcinã la frunza asociatã. Punctul contri-
buie cu 1 la lungime, iar linia, cu 2.
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Simbolurile fiind asociate frunzelor, textul transmis co-
dificat nu este ambiguu (reprezentarea unui simbol din
ºirul iniþial nu poate fi prefixul reprezentãrii unui alt sim-
bol). 

În plus, se observã cã arborele este binar strict. Asftel,
dacã ar exista în arbore un nod cu un singur descendent,
putem ºterge acest nod ºi îl înlocuim cu arborele care are
ca rãdãcinã descendentul, obþinând o codificare cu timp de
transmisie mai mic.

Dacã vom considera rãdãcina pe nivelul 0, fiul stâng al
unui nod de pe nivelul i fiind situat pe nivelul i + 1, iar fiul
drept pe nivelul i + 2 (datoritã lungimii diferite a muchii-
lor), se observã cã o parcurgere pe niveluri a arborelui va
lista simbolurile în ordinea descrescãtoare a frecvenþei.
Altfel spus, simbolurile care apar mai des vor fi situate mai
aproape de rãdãcinã.

Folosind aceste observaþii putem construi un algoritm
bazat pe metoda programãrii dinamice. Vom construi (con-
ceptual) arborele pe niveluri de sus în jos. Urmãtoarele in-
formaþii reprezintã starea:
• A - numãrul de noduri interne care sunt pe nivelul L - 1;
• B -  numãrul de noduri interne care sunt pe nivelul L - 2;
• F - numãrul de frunze care au apãrut deja pe nivelurile

mai mici decât L.

Este posibil sã gãsim optimul pentru o anumitã confi-
guraþie (A, B, F), la orice nivel s-ar afla. Bineînþeles, dacã
nu ºtim valoarea lui L nu putem calcula efectiv costul unei
frunze când o construim. De aceea costurile trebuie adu-
nate "pe parcurs": când coborâm cu un nivel în arbore,
vom aduna costul unui nivel în contul tuturor frunzelor
aflate mai jos decât nivelul respectiv. Evident, frunzele si-
tuate mai jos de nivelul L au indicii F + 1, F + 2, … (dacã
am ordonat simbolurile descrescãtor în funcþie de frecven-
þa lor de apariþie).

Deci, costul unui nivel L va fi dat de suma frecvenþelor
simbolurilor începând cu F + 1; aceste sume le vom calcula
la începutul algoritmului.

Aºa cum am menþionat, algoritmul construieºte un ast-
fel de tablou tridimensional folosind metoda programãrii
dinamice. Memoria folositã este O(N3), unde am folosit N
pentru numãrul de simboluri (36 în cazul de faþã). Cel mai
simplu mod de a calcula elementele tabloului este o soluþie
recursivã cu memoizare. Pentru aceasta, trebuie sã vedem
din ce poate proveni o soluþie (A, B, F). Singura variabilã
este numãrul de frunze de pe nivelul L; pentru X frunze pe
nivelul L, starea precedentã este (B - A, A, F - X). Aceasta
ne dã un algoritm în timp O(N4) pentru construirea tablo-
ului.

Analiza complexitãþii
Notãm cu N numãrul de simboluri cu frecvenþe strict po-
zitive. În enunþul acestei probleme, N este limitat superior
de 36.

Datoritã limitei superioare pentru numãrul N, citirea
datelor are ordinul de complexitate O(36).

Operaþia de construire a matricei, prin metoda progra-
mãrii dinamice, are ordinul de complexitate O(N4).

Operaþiile de gãsire a optimului se pot realiza în tim-
pul construirii matricei.

Operaþia de afiºare a rezultatelor are ordinul de com-
plexitate O(1).

În final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastã problemã este O(36) + O(N4) +
O(1) = O(N4).

P050334: Ajutor
Problema se poate rezolva în mai multe moduri. În conti-
nuare vom prezenta douã soluþii ale acesteia.

Se considerã mai întâi cele N puncte de prim ajutor. Se
iau coordonatele x ale acestor puncte într-un vector, care
este sortat. Se face acelaºi lucru ºi cu coordonatele y. Fie-
care punct având abscisa în vectorul x ºi ordonata în vec-
torul y va reprezenta un nod într-o reþea ortogonalã (caro-
iaj). Pentru aceste noduri se calculeazã, folosind metoda
programãrii dinamice, distanþa pânã la cel mai apropiat
post de prim ajutor. 

Se foloseºte metoda programarii dinamice de patru
ori, începând din stânga-sus, apoi începând din stânga-jos,
apoi începând din dreapta-jos, apoi începând din dreapta-
sus. Calculele se fac (conceptual) cu ajutorul unor matrice
a[i, j], reprezentând distanþa pânã la cel mai apropiat post
de prim ajutor, dacã am merge, de exemplu, numai în stân-
ga ºi în sus (pentru prima matrice), din pozitia (i, j) din
caroiaj, adicã a i-a coordonatã y, dupã sortare ºi a j-a
coordonatã x dupã sortare. Calculul se face O(N2), pentru
cã, de exemplu, valoarea lui a[i, j] nu depinde decât de
vecinii din stânga-sus.

Dintre cele patru valori se reþine minimul ºi se memo-
reazã valoarea sa într-o matrice.

Pentru a calcula valorile respective nu este nevoie de
matrice, ci de doi vectori: nivelul curent ºi nivelul anterior.

Fiecare dintre cele M locaþii ale accidentului se rezolva
(se aflã minimul) în O(log N), pentru cã nu trebuie decât
sã aflãm în care celulã din caroiaj se aflã punctul în care ne
situãm (douã cãutãri binare în vectorii x ºi y), iar acolo sã
vedem în care dintre cele 4 colþuri este mai bine sã mergem.

Complexitatea acestei variante de rezolvare este, în
consecinþã, O(N2 + M · log N)

În cele ce urmeazã vom prezenta o altã soluþie care are
ordinul de complexitate mai mic.

Datoritã limitãrilor coordonatelor pentru puncte, apa-
re ºi posibilitatea de a rãspunde la o cerere în O(1). Acest
lucru se face prin preprocesarea vectorilor x ºi y. Se mai
reþin douã tablouri în care, pentru fiecare coordonatã x, se
aflã coloana i ºi, pentru fiecare coordonatã y, se aflã linia j
a caroiajului obþinut prin preprocesare.

Este nevoie deci de douã tablouri a câte 32000 de ele-
mente de tip word (respectiv, unsigned int). În acest caz,
rãspunsul pentru fiecare locaþie posibilã a accidentului poa-
te fi dat în timp constant (dupã rezolvarea subproblemei
de programare dinamicã).
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Complexitatea acestei variante de rezolvare a proble-
mei este O(N2 + M).

Analiza complexitãþii
Operaþia de citirea a datelor are ordinul de complexitate
O(M + N), iar cea de scriere a rezultatelor are ordinul de
complexitate O(M).

Preprocesarea, constând în aplicarea metodei progra-
mãrii dinamice pentru a calcula distanþele minime în cazul
caroiajului, are ordinul de complexitate O(N2).

Preprocesarea pe axele x ºi y, din cadrul celei de-a doua
variante de rezolvare, are ordinul de complexitate constant
(datoritã limitãrii la 32000).

Pentru fiecare locaþie posibilã a accidentului, rãspunsul
se dã în timp constant în varianta 2, în timp ce în cazul
primei variante de rezolvare ordinul de complexitate este
O(log N) datoritã cãutãrii binare. 

În concluzie, ordinul de complexitate al rezolvãrii este
O(M + N) + O(N2)+ O(M) · O(log N) + O(M) = O(N2 +
M · log N) în cazul primei variante, respectiv O(M + N) +
O(N2)+ O(M) + O(M) = O(N2 + M) pentru cea de-a doua
variantã.

P050335: Ghizi
Se observã cã problema devine o problemã de flux într-o
reþea de transport dacã facem urmãtoarele transformãri:
• momentele întregi de timp se transformã în nodurile unui

graf;
• un interval [T1, T2) asociat unui ghid introduce un arc de

la T1 la T2, cu capacitatea 1. Douã noduri pot fi conectate
prin mai multe arce.

Se observã cã un drum de la sursã (nodul 0) la destina-
þie (nodul 100) acoperã fiecare moment de timp din [0, 100)
exact o datã. Astfel, problema poate fi reformulatã:

"Dându-se graful construit conform transformãrii de
mai sus, sã se determine K drumuri, disjuncte din punct de
vedere al muchiilor, de la sursã la destinaþie."

Problema este în mod evident o problemã de flux; se in-
troduce un arc de capacitate K de la o sursã fictivã la nodul
0 ºi se executã un algoritm de flux maxim.

Trebuie aleasã o variantã de implementare care sã se
încadreze în timpul de execuþie acordat. Nu descriem al-
goritmii de flux deoarece, pentru scopul acestui articol, îi
considerãm cunoscuþi.

Analiza complexitãþii
Notãm cu T numãrul de momente distincte de timp care pot
fi capete ale unui interval asociat unui ghid (maxim 101).

Operaþiile de citire a datelor de intrare ºi scriere a
rezultatelor au ordinul de complexitate O(N).

Construirea grafului are, de asemenea, ordinul de com-
plexitate O(N). Se obþine un graf cu T noduri ºi N muchii.

Aplicarea algoritmului de flux maxim Ford-Fulkerson
presupune gãsirea a K drumuri de creºtere de la sursã la
destinaþie. Presupunând cã fiecare drum se determinã prin-

tr-o singurã parcurgere a grafului cu complexitatea O(N),
gãsirea celor K drumuri de creºtere are ordinul de comple-
xitate O(N · K).

În final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastã problemã este O(N) + O(N · K) +
O(N) = O(N · K).

P050336: Sala
Se poate demonstra, prin inducþie matematicã (cu pasul 3),
cã numãrul maxim de bãieþi în salã este egal cu:

.
Pentru n ≤ 3 verificãrile sunt imediate.
Sã considerãm afirmaþia adevãratã pentru n ºi sã o de-

monstrãm pentru n + 3.
Fie a1, a2, …, an, an+1, an+2, an+3 o aºezare pentru n + 3

persoane. Urmãtoarele douã rânduri sunt date prin vectorii:
b1, b2, …, bn, bn+1, bn+2
c1, c2, …, cn, cn+1

Pentru aceste trei rânduri de persoane numãrul minim de
fete este n + 2, deci numãrul maxim de bãieþi este 2 · n + 4.

Astfel obþinem xn+3 ≤ 2 · n + 4 + xn.
Conform ipotezei de inducþie se obþine cã:

.

Relaþia de mai sus reprezintã exact ceea ce trebuia de-
monstrat.

Valoarea maximã se poate obþine pen-
tru urmãtoarea aºezare în salã:

bbfbbfbbf…
fbbfbbfb…
bfbbfbb…
…
b

Calculul valorii necesitã implementarea operaþiilor cu
numere mari, însã programul poate fi redactat uºor.

Analiza complexitãþii
Notãm cu K numãrul de cifre al numãrului dat la intrare.

Operaþia de citire a datelor de intrare are ordinul de
complexitate O(K).

Pentru calculul formulei folosim înmulþirea pe numere
mari, de complexitate O(K2).

Operaþia de afiºare a rezultatului are ordinul de com-
plexitatea O(K), deoarece rezultatul nu poate avea mai mult
de 2 · K cifre.

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastã problemã este O(K) + O(K2) +
O(K) = O(K2).

Observaþii
Toate variabilele, care au fost folosite în rezolvarea acestor
probleme ºi nu au fost explicate, au semnificaþia datã în
enunþurile problemelor, care au fost publicate în GInfo
13/5 (mai 2003).

( )( )[ ]311 ++⋅= nnxn

( )( )[ ] ( ) ( )( )[ ]3143311423 ++⋅+=++⋅++⋅≤+ nnnnnxn

( )( )[ ]311 ++⋅= nnxn


