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P020307: Ecuaþie
Ecuaþia x2 - y2 = k poate fi scrisã sub forma (x + y) · (x - y)
= k. Datoritã faptului cã x ºi y sunt valori întregi, x + y ºi
x - y sunt, de asemenea, valori întregi. 

Vom considera toate posibilitãþile de a scrie valoarea k
ca produs de numere întregi k = p · q. Pentru fiecare posi-
bilitate va trebui sã rezolvãm sistemul de ecuaþii:

.
Soluþiile acestui sistem de ecuaþii sunt:

.
Datoritã faptului cã soluþiile trebuie sã fie numere în-

tregi, se observã cã valorile p ºi q trebuie sã aibã aceeaºi pa-
ritate.

Produsul a douã numere de aceeaºi paritate are întot-
deauna paritatea celor douã numere; aºadar, pentru identi-
ficarea numerelor p ºi q vom considera toate numerele mai
mici decât k care au aceeaºi paritate cu k.

Vom considera toate variantele posibile pentru valoa-
rea p ºi vom determina, pentru fiecare dintre acestea, va-
loarea q folosind formula q = k / n.

Se observã cã dacã x ºi y sunt soluþii ale ecuaþiei, atunci
perechile (-x, y), (x, -y) ºi (-x, -y) sunt ºi ele soluþii. Aºadar,
va trebui sã determinãm doar soluþiile pozitive ºi în mo-
mentul identificãrii unei astfel de soluþii sã le generãm ºi pe
celalte trei. 

O situaþie specialã este cazul în care una dintre valori-
le x ºi y este 0. Nu existã posibilitatea ca ambele valori sã
fie 0, deoarece k este întotdeauna un numãr nenul.

În aceastã situaþie, doar douã dintre cele patru perechi
duc la obþinerea unor soluþii distincte. Din acest motiv
vom genera doar perechea (-x, -y) care este, cu siguranþã,

diferitã de perechea (x, y) indiferent care dintre cele douã
valori este 0.

Se observã cã este suficient sã luãm în considerare doar
divizorii p pentru care p ≤ q = k / p deoarece perechea (p,
q) duce la obþinerea aceloraºi soluþii ca ºi perechea (q, p).
Aºadar, vom lua în considerare doar divizorii lui k care
sunt mai mici sau egali cu rãdãcina pãtratã a acestui numãr.

Analiza complexitãþii
Intrarea constã în citirea unui singur numãr, aºadar ordi-
nul de complexitate al operaþiei de citire a datelor este O(1).

Datoritã faptului cã pentru fiecare divizor determinat
efectuãm un numãr constant de operaþii ºi vom verifica cel
mult / 2 divizori, ordinul de complexitate al operaþiei
de determinare a soluþiilor ecuaþiei este O( ). 

Datele de ieºire sunt scrise pe parcursul determinãrii
soluþiilor, deci operaþia de scriere a acestora nu consumã
timp suplimentar.

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(1) + O( ) = O( ).

P020308: Numãr
Pentru a determina cel mai mic numãr par care este format
din anumite cifre date vom ordona crescãtor aceste cifre.

Pentru ca numãrul obþinut sã nu înceapã cu zerouri
nesemnificative vom muta cea mai micã cifrã pe prima po-
ziþie. 
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Cluj-Napoca, 1 februarie 2003

Faza LOCALÃ a olimpiadei

de INFORMATICÃ
Vã prezentãm în continuare soluþiile celor nouã probleme propuse spre
rezolvare la ediþia 2003 a fazei locale din judeþul Cluj a olimpiadei de
informaticã. 
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Pentru ca numãrul sã fie par vom muta cea mai mare
cifrã parã pe ultima poziþie cu excepþia situaþiei în care
aceasta a fost mutatã pe prima poziþie. În cazul în care cifra
respectivã a ajuns pe prima poziþie ºtim cã, cu excepþia ei,
numãrul nu mai conþine decât cifre impare ºi, cu siguranþã,
zerouri. În acest caz vom muta un zero pe ultima poziþie. 

Problema nu are soluþie decât în situaþia în care toate
cifrele numãrului dat sunt impare. 

În final vom scrie în fiºierul de ieºire numãrul obþinut
sau mesajul NU EXISTA.

Analiza complexitãþii
Vom considera cã numãrul citit are k cifre; aºadar, ordinul
de complexitate al operaþiei de citire a datelor de intrare
este O(k).

Operaþia de sortare a cifrelor poate fi realizatã în timp
liniar-logaritmic dar, datoritã numãrului mic de cifre, este
suficientã folosirea unui algoritm de sortare care are ordi-
nul de complexitate O(k2).

Identificarea ºi mutarea pe prima poziþie a primei cifre
diferite de zero se realizeazã în timp liniar. 

Operaþia de identificare ºi mutare pe ultima poziþie a
cifrei pare se realizeazã tot în timp liniar. 

Scrierea datelor de ieºire implicã scrierea a k cifre, deci
ºi aceastã operaþie are ordinul de complexitate O(k).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme este O(k) + O(k2) +O(k)
+O(k) + O(k) = O(k2).

Un numãr N are întotdeauna [lg N] + 1 cifre; aºadar
ordinul de complexitate al algoritmului, exprimat în func-
þie de N, este O(log2 N).

P020309: Suma
Vom calcula mai întâi suma S0 a cifrelor numãrului dat. Res-
tul împãrþirii la 10 al acestei sume este ultima cifrã a sumei
cãutate. Câtul împãrþirii la 10 al valorii S0 este adunat la
valoarea S0, obþinându-se valoarea S1. Restul împãrþirii la
10 al acestei sume este penultima cifrã a sumei cãutate.
Câtul împãrþirii la 10 al valorii S1 este adunat la valoarea S0,
obþinându-se valoarea S2. 

În general, câtul împãrþirii la 10 a valorii Si este adunat
la valoarea S0, obþinându-se valoarea Si+1. Restul împãrþirii
la 10 a unei valori Si reprezintã o cifrã a sumei cãutate. 

Dacã valoarea S0 este mai mare decât 9 ºi numãrul dat
are k cifre, atunci rezultatul va avea k + 1 cifre; aºadar,

dacã ultima sumã Sk-1 este mai mare decât 10, atunci câtul
împãrþirii sale la 10 este prima cifrã a rezultatului. 

Analiza complexitãþii
Vom considera cã numãrul citit are k cifre; aºadar, ordinul
de complexitate al operaþiei de citire a datelor de intrare
este O(k).

Determinarea sumei cifrelor numãrului se realizeazã
printr-o simplã parcurgere a acestora, deci ordinul de
complexitate al acestei operaþii este O(k).

Determinarea cifrelor rezultatului se realizeazã tot prin-
tr-o singurã parcurgere, deci ºi aceastã operaþie are ordinul
de complexitate O(k).

Scrierea datelor de ieºire implicã scrierea a k cifre;
aºadar ºi aceastã operaþie are ordinul de complexitate O(k).

În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme este O(k) + O(k) +O(k)
+O(k) = O(k).

Un numãr N are întotdeauna [lg N] + 1 cifre; aºadar
ordinul de complexitate al algoritmului, exprimat în func-
þie de N, este O(log N).

P020310: Numere
Definirea recursivã a problemei ilustreazã foarte clar mo-
dul de rezolvare a acesteia. Vom crea douã rutine recursi-
ve, una care genereazã numerele din prima jumãtate a ºiru-
lui ºi una care genereazã numerele din a doua jumãtate a
ºirului. 

Pentru prima parte a ºirului, la fiecare pas i se vor ge-
nera numere cuprinse între 2i ºi 3 · 2i-1 - 1. Pentru a doua
parte a ºirului, la fiecare pas i se vor genera numere cuprin-
se între 3 · 2i-1 ºi 2i+1 - 1. 

Diferenþa principalã a celor douã rutine recursive este
poziþia apelului recursiv faþã de generarea elementelor. Pen-
tru prima parte a ºirului, apelul va apãrea dupã generare,
iar pentru a doua parte a ºirului, apelul va apãrea înaintea
generãrii. 

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau într-un singur numãr, deci ordi-
nul de complexitate al operaþiei de citire este O(1).

Întotdeauna vor fi generate 2N numere, deci ordinul de
complexitate al operaþiei de generare a acestora este O(2N).

Scrierea datelor în fiºierul de ieºire este realizatã pe
parcursul determinãrii acestora, deci operaþia de scriere nu
consumã timp suplimentar.
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În concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare a acestei probleme este O(1) + O(2N) = O(2N).

P020311: Triunghi
Pentru fiecare punct dat va trebui sã verificãm dacã se aflã
sau nu în interiorul triunghiului considerat ºi sã numãrãm
punctele din interiorul triunghiului.

O variantã mai simplã de rezolvare se bazeazã pe fap-
tul cã dacã un punct se aflã în interiorul triunghiului, pe
una din laturi sau este un vârf, atunci suma ariilor celor trei
triunghiuri determinate de punctul respectiv ºi perechi de
vârfuri ale triunghiului dat este egalã cu aria triunghiului
dat (vezi figura 1). 

Aºadar, pentru fiecare punct în parte vom determina
ariile triunghiurilor determinate de punctul respectiv ºi
douã vârfuri ale triunghiului. Dacã suma celor trei arii este
egalã cu aria triunghiului, atunci punctul se aflã în interio-
rul triunghiului.

Se observã cã dacã punctul este un vârf al triunghiului,
douã dintre cele trei arii vor fi egale cu 0, iar cea de-a treia
arie va fi chiar aria triunghiului dat.

În cazul în care vârful se aflã pe una dintre laturi (dar
nu este un vârf al triunghiului), atunci una dintre arii va fi
egalã cu 0.

Dacã se cunosc coordonatele vârfurilor unui triunghi,
atunci formula de calcul a ariei acestuia este: 

În final vom scrie în fiºierul de ieºire numãrul punc-
telor aflate în interiorul triunghiului.

Analiza complexitãþii
Citirea coordonatelor vârfurilor triunghiului constã în ci-
tirea a ºase numere întregi, deci se realizeazã în timp con-
stant.

Verificarea faptului dacã un punct se aflã sau nu în
interiorul triunghiului considerat se realizeazã cu ajutorul
unui numãr constant de operaþii aritmetice. Aceastã ope-
raþie poate fi realizatã pe mãsura citirii coordonatelor punc-
telor. Aºadar, ordinul de complexitate al operaþiilor de
citire a datelor ºi determinare a soluþiei este O(N). 

Datele de ieºire constau într-un singur numãr, aºadar
ordinul de complexitate al operaþiei de scriere a acestora
este O(1).

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei probleme
are ordinul de complexitate O(1) + O(N) + O(1) = O(N).

P020312: Gãuri
Vom determina toate regiunile formate din zerouri ºi vom
eticheta elementele acestor regiuni folosind numere natu-
rale, începând cu 1. 

Pentru fiecare regiune determinatã vom pãstra dimen-
siunile acestora (numãrul de elemente) într-un vector ai
cãrui indici sunt numerele folosite pentru etichetarea di-
mensiunilor regiunilor. Pentru a determina aceste regiuni
vom folosi un simplu algoritm de umplere.

O gaurã poate fi privitã ca fiind o regiune formatã din
zerouri care nu conþine nici un element aflat pe marginea
matricei. Vom parcurge cele patru margini ale matricei ºi
vom seta la 0 dimensiunile tuturor regiunilor care conþin
elemente de pe aceste margini. Astfel, practic am eliminat
toate regiunile care nu sunt gãuri.

În final vom parcurge vectorul dimensiunilor ºi vom
determina elementul care are valoarea maximã. Valoarea
acestui element va fi scrisã în fiºierul de ieºire.

Analiza complexitãþii
Datele de intrare constau în dimensiunile matricei ºi valo-
rile tuturor elementelor acesteia. Aºadar ordinul de com-
plexitate al operaþiei de citire este O(M · N).

Operaþia de determinare a regiunilor formate din ze-
rouri folosind un algoritm de umplere are ordinul de com-
plexitate O(M · N).

Pentru a elimina regiunile care nu sunt gãuri vom par-
curge cele patru margini ale matricei, aºadar aceastã opera-
þia are ordinul de complexitate O(M) + O(N) + O(M) +
O(N) = O(M + N).

În total pot exista cel mult [M · N / 2] + 1 regiuni (dacã
matricea are aspectul unei table de ºah). Aºadar, operaþia
de determinare a dimensiunii celei mai mari regiuni are
ordinul de complexitate O(M · N).
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Datele de ieºire constau într-un singur numãr, operaþia
de scriere a acestuia având ordinul de complexitate O(1).

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(M · N) + O(M · N) +
O(M + N) + O(M · N) + O(1) = O(M · N).

P020313: Exponent
Pentru a determina valoarea k, va trebui, mai întâi sã des-
compunem numãrul n în factori primi. 

Pentru fiecare factor p care apare în descompunerea lui
n, va trebui sã determinãm puterea la care apare acest fac-
tor în descompunerea în factori primi a valorii m!. 

Vom considera cã p apare în descompunerea în factori
primi a numãrului n de u ori; cu alte cuvinte n poate fi scris
sub forma n = pu · q, unde q este un numãr întreg. 

Vom determina acum puterea v la care apare p în des-
compunerea în factori primi a numãrului m!. Valoarea v
poate fi obþinutã astfel:
• pentru fiecare multiplu al lui p mai mic sau egal cu m,

numãrul p apare o datã în descompunerea lui m!;
• pentru fiecare multiplu al lui p2 mai mic sau egal cu m,

numãrul p apare încã o datã în descompunerea lui m!;
• în general, pentru fiecare multiplu al lui pi mai mic sau

egal cu m, numãrul p apare încã o datã în descompunerea
lui m!.

Expresia pentru fiecare multiplu al lui p2 mai mic sau
egal cu m este echivalentã cu expresia pentru fiecare mul-
tiplu al lui p mai mic sau egal cu [m / p]. 

În general, expresia pentru fiecare multiplu al lui pi mai
mic sau egal cu m este echivalentã cu expresia pentru fieca-
re multiplu al lui p mai mic sau egal cu [m / pi-1].

Ca urmare, valoarea v la care apare p în descompune-
rea în factori primi a numãrului m! poate fi determinatã
folosind urmãtorul algoritm:

v ← 0

cât timp m > 0 execută

v ← v + [m / p]

m ← [m / p]

sfârșit cât timp

În aceste condiþii, pentru ca nk = pu·k · qk sã fie divizor
al numãrului m!, trebuie sã avem k ≤ [v / u]. 

Vom determina valorile maxime ale numãrului k pen-
tru toþi divizorii p ºi o vom alege pe cea mai micã dintre
acestea. 

Analiza complexitãþii
Intrarea constã în citirea a douã numere, aºadar ordinul de
complexitate al operaþiei de citire a datelor este O(1).

Operaþia de descompunere în factori primi a unui nu-
mãr natural n are ordinul de complexitate O( ). 

Numãrul factorilor primi ai valorii n poate fi cel mult
[log2 n]. Pentru un numãr m dat, folosirea algoritmului
prezentat pentru determinarea puterii la care apare p în
descompunerea în factori primi a valorii m! necesitã par-
curgerea a [logp m] paºi. 

Ca urmare, operaþia de determinare a valorii k are ordi-
nul de complexitate O(log m) · O(log n) = O(log m · log n).

Ieºirea constã într-un singur numãr, aºadar ordinul de
complexitate al operaþiei de scriere a datelor este O(1).

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(1) + O( ) + O(log m
· log n) + O(1) = O( + log m · log n).

P020314: Bastioane
Se observã cã pentru primul bastion va trebui sã alegem o
submulþime a soldaþilor care pot duce un numãr total de
pachete divizibil cu valoarea n. Pentru al doilea bastion,
dintre cei k soldaþi rãmaºi va trebui sã alegem o submulþi-
me a soldaþilor care pot duce un numãr total de pachete
divizibil cu valoarea k. Aºadar, pentru al doilea bastion
avem aceeaºi problemã pentru o valoarea k strict mai micã
decât n.

Practic, la fiecare pas vom rezolva aceeaºi problemã
pentru valori din ce în ce mai mici pânã în momentul în
care nu mai existã nici un soldat.

Aºadar, la fiecare pas va trebui sã determinãm o sub-
mulþime a unei mulþimi cu k elemente a cãrei sumã sã fie
divizibilã cu k. În acest scop vom folosi principiul cutiei
lui Dirichlet.

Presupunem cã, la un moment dat, cei k soldaþi rãmaºi
pot duce a1, a2, ..., respectiv ak pachete. Vom calcula sume-
le Si = a1 + a2 + ... + ai folosind formula recurentã S1 = a1 ºi
Si = ai + Si-1 pentru toate valorile i cuprinse între 2 ºi k.

Potrivit principiului cutiei lui Dirichlet, dacã resturile
împãrþirii valorilor Si la k sunt distincte, atunci unul dintre
aceste resturi este 0. 

Potrivit aceluiaºi principiu, dacã resturile nu sunt dis-
tincte, atunci douã dintre acestea sunt egale. Dacã resturile
împãrþirii valorilor Su ºi Sv sunt egale, atunci restul împãr-
þirii valorii Sv- Su la k este 0. Aºadar, valoarea au+1 + au+2 +
... + av va fi divizibilã cu k.

n

n

n
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În concluzie, va exista întotdeauna posibilitatea de a
alege o submulþime a cãrei sumã sã fie divizibilã cu k. Du-
pã alegerea acestei submulþimi, dacã ea nu conþine toate
cele k elemente, va trebui sã rezolvãm aceeaºi problemã
pentru o valoarea strict mai micã decât k (elementele mul-
þimii respective sunt eliminate).

Analiza complexitãþii
Intrarea constã în citirea valorilor corespunzãtoare celor n
soldaþi, deci ordinul de complexitate al operaþiei de citire a
datelor este O(n).

La fiecare pas va trebui sã determinãm sumele Si, ope-
raþie care are ordinul de complexitate O(k), unde k = O(n)
este numãrul soldaþilor rãmaºi la pasul respectiv.

Pe parcursul determinãrii sumelor vom pãstra ºi restu-
rile împãrþirii lor la k, aºadar vom putea identifica elemen-
tele care vor fi eliminate pe parcursul determinãrii sume-
lor. Eliminarea propriu-zisã este realizatã în timp liniar. În
cazul cel mai defavorabil la fiecare pas vom elimina un
singur element, aºadar putem avea cel mult n paºi. Ca ur-
mare, ordinul de complexitate al operaþiei de repartizare a
soldaþilor este O(n) · O(n) = O(n2). 

Datele de ieºire sunt scrise pe parcursul determinãrii
soluþiilor, deci operaþia de scriere a acestora nu consumã
timp suplimentar.

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(n) + O(n2) = O(n2).

P020315: Graf
Pentru a determina cel mai îndepãrtat nod faþã de cel iden-
tificat prin valoarea 1 va trebui sã realizãm o parcurgere în
în lãþime (Breadth First - BF) a grafului. 

O astfel de parcurgere implicã atingerea nodurilor mai
apropiate de nodul 1 înaintea atingerii nodurilor mai înde-
pãrtate. 

Ca urmare, ultimul nod atins de o astfel de parcurgere
va fi întotdeauna unul dintre cele mai îndepãrtate noduri,
chiar dacã existã ºi alte noduri aflate la aceeaºi distanþã.

Dupã determinarea ultimului nod parcurs vom scrie în
fiºierul de ieºire numãrul sãu de ordine. 

Analiza complexitãþii
Intrarea constã în citirea informaþiilor referitoare la cele M
muchii ale grafului, deci ordinul de complexitate al ope-
raþiei de citire a datelor este O(m). Pe parcursul citirii este
construitã ºi structura de date în care va fi pãstrat graful,
deci nu este consumat timp suplimentar pentru generarea
acesteia.

Operaþia de parcurgerea în lãþime a unui graf are ordi-
nul de complexitate O(m).

Datele de ieºire constau într-un singur numãr, aºadar
ordinul de complexitate al operaþiei de scriere este O(1).

În concluzie, algoritmul de rezolvare a acestei proble-
me are ordinul de complexitate O(m) + O(m) + O(1) =
O(m).
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MMaaii  mmuullþþii  cciittiittoorrii  ººii--aauu  eexxpprriimmaatt  ddoorriinnþþaa  ddee  aa
aaffllaa  mmoodduull  îînn  ccaarree  ssuunntt  aaccoorrddaattee  ppuunnccttaajjeellee  ddee
ccããttrree  rreeddaaccþþiiaa  GGIInnffoo  îînn  mmoommeennttuull  pprreezzeennttããrriiii
ssoolluuþþiieeii  uunneeii  pprroobblleemmee..

DDuuppãã  ccuumm  pprroobbaabbiill  vv--aaþþii  ddaatt  sseeaammaa,,  ssuunntt
lluuaattee  îînn  ccoonnssiiddeerraarree  cciinnccii  ccrriitteerriiii  ººii  aannuummee::  ddiiffii--
ccuullttaatteeaa  aallggoorriittmmiilloorr  ffoolloossiiþþii,,  ccoommpplleexxiittaatteeaa  ssttrruucc--
ttuurriilloorr  ddee  ddaattee  uuttiilliizzaattee,,  oorriiggiinnaalliittaatteeaa  pprroobbllee--
mmeeii,,  ccuunnooººttiinnþþeellee  tteeoorreettiiccee  nneecceessaarree  rreezzoollvvããrriiii
pprroobblleemmeeii  ººii  ddiiffiiccuullttããþþiillee  îînnttââllnniittee  îînn  ttiimmppuull  iimm--
pplleemmeennttããrriiii  pprroopprriiuu--zziissee..

PPeennttrruu  ffiieeccaarree  ddiinnttrree  aacceessttee  ccrriitteerriiii  eessttee  aaccoorr--
ddaatt  uunn  ppuunnccttaajj  ccuupprriinnss  îînnttrree  00  ººii  1100  îînn  ffuunnccþþiiee

ddee  ddiivveerrssee  aassppeeccttee  ppee  ccaarree  nnuu  llee  ppuutteemm  pprreezzeenn--
ttaa  ddiinn  mmoottiivvee  ddee  ssppaaþþiiuu..

PPeennttrruu  ffiieeccaarree  ccrriitteerriiuu  ppuunnccttaajjuull  eessttee  uunn  nnuu--
mmããrr  rreeaall  ccaarree  vvaa  ffii  rroottuunnjjiitt  llaa  cceell  mmaaii  aapprrooppiiaatt
nnuummããrr  îînnttrreegg..  NNuummããrruull  sstteelluuþþeelloorr  aaccoorrddaattee  eessttee
oobbþþiinnuutt  pprriinn  îîmmppããrrþþiirreeaa  llaa  22  aa  aacceessttuuii  nnuummããrr
((aaººaaddaarr  ppeennttrruu  ffiieeccaarree  ""uunniittaattee""  ssee  aaccoorrddãã  oo  ""jjuu--
mmããttaattee  ddee  sstteelluuþþãã""))..  ÎÎnn  ccaallccuulluull  ppuunnccttaajjuulluuii  ffiinnaall
ssee  iiaauu  îînn  ccoonnssiiddeerraarree  vvaalloorriillee  rreeaallee,,  nnuu  cceellee
rroottuunnjjiittee..  FFoorrmmuullaa  ddee  ccaallccuull  eessttee  uurrmmããttooaarreeaa::
DDiiffiiccuullttaattee  DDiiffiiccuullttaattee  ==  AAllggoorriittmmii  ··  33  ++  SSttrruuccttuurrii==  AAllggoorriittmmii  ··  33  ++  SSttrruuccttuurrii ddeeddee ddaattee  ··  22,,55  ++ddaattee  ··  22,,55  ++

++++ OOrriiggiinnaalliittaatteeOOrriiggiinnaalliittaattee ++++ CCuunnooººttiinnþþeeCCuunnooººttiinnþþee ···· 22,,55  ++22,,55  ++

++  IImmpplleemmeennttaarree++  IImmpplleemmeennttaarree
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