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ACM

Mihai Stroe

Va prezentam in continuare solutiile problemelor propuse spre rezolvare la
concursul international de programare ACM, editia 2003/2004 care a avut loc la
Bucuresti. Aceste solutii au fost realizate de redactia Ginfo pe baza solutiilor
oficiale prezentate de cdatre auvtorii problemelor.

P0O70301: Codificare delta
Aceasta este o problemi "muncitoreascd". Dificultatea ei
constd in implementarea rapidd, in timpul concursului, a al-
goritmului (specificat in enunt) si respectarea restrictiilor
impuse asupra datelor de intrare si iesire.

Algoritmul de decriptare se deduce in mod evident din
algoritmul de criptare, folosind aritmetica modulo 26. Tes-
tarea validitdtii cifrului este foarte simpld.

Analiza complexitdtii
Toate operatiile se pot efectua in timp proportional cu lun-
gimea datelor asupra cirora se execut.

Ordinul de complexitate a algoritmului este O(L), unde
L este lungimea datelor de intrare.

P070302: Parola ascunsa

fn continuare vom descrie algoritmul de rezolvare a aces-
tei probleme pentru un test, urmand ca acesta si se aplice
de cate orl este nevoie.

Mai intai se dubleaza sirul initial prin concatenare cu el
insus.

Solutia problemei este datd de citre un indice X cu-
prins Intre 1 si L inclusiv, pentru care subsirul de L carac-
tere al sirului dublat, care Incepe din pozitia X, este primul
in ordine lexicografica.

Vom nota cu §; subsirul de N caractere care incepe din
pozitia i.

Pentru testele date, folosirea functiei "strncmp" ar fi
dus la o rezolvare eficientd. Aceasta poate compara doud
subsiruri de L caractere, termindndu-se in momentul in
care se intalneste o diferentd.

Ordinul de complexitate al acestui algoritm este
O(L?), deci teoretic aceasti varianti nu s-ar fi incadrat in
timp (concurentii nu stiau numirul de teste etc.). Practic,
pe testele date in concurs si eventual folosind citeva euris-
tici suplimentare, aceasti rezolvare ar fi fost acceptata.

Concurentii mai experimentati au preferat rezolviri mai
eficiente. Astfel, folosind structuri de date avansate (arbori

de sufixe, vectori de sufixe), se pot obtine algoritmi de
complexitate O(L - log? L) sau O(L - log L).

S3 examindm o astfel de rezolvare.

Se vor executa O(log L) pasi. Dupi fiecare pas P se va
obtine o listd de grupe de indici, ordonatd in functie de or-
dinea sirurilor de lungime 2” care incep din pozitiile deter-
minate de indicii respectivi. Dacd avem subsiruri identice
de lungime 27, acestea vor face parte din aceeasi grupa. P
creste pand cind o noud crestere ar duce la depisirea lui L.

Presupundnd ci putem obtine aceastd structurd dupd P
pasi, si vedem cum o construim pe cea de la pasul P + 1.

Pentru a construi structura de la pasul P + 1 trebuie si
putem compara siruri care incep cu indici 7 si7 aflati In ace-
easi grupd la pasul P. Comparatia este simpla dacd tinem
cont de faptul ci un subsir de lungime 27! este format din
doua jumititi de lungime 2”. Deoarece in cazul indicilor
aflati 1n aceeasi grupd primele jumdtdti sunt egale, trebuie
comparatd jumitatea a doua a celor doud siruri; pentru
aceasta se determind in ce grupd se aflau jumatitile finale,
deci indicii 2P + 7 si 2P + . Aceastd informatie poate fi
construitd pe parcurs, deci comparatia are ordinul de com-
plexitate O(1).

Cunoscand aceste detalii, la pasul P+1 putem sorta ele-
mentele din fiecare grupd de la pasul P, folosind un algo-
ritm de complexitate O(NR - log NR), unde NR este nu-
mirul de elemente din grupd (maxim L).

Pentru aflarea rezultatului se vor testa indicii din pri-
ma grupd. Acestia determind siruri egale de lungime 2.
Pentru a compara siruri de lungime N se testeazd ultimele
2P caractere din aceste siruri; aceasta se realizeazi folosind
indici de forma i + (L - 2P).

Analiza complexitdtii
In continuare vom calcula ordinul de complexitate al algo-
ritmului eficient prezentat.

Avem in total P = log L pasi, iar la fiecare pas se reali-
zeazd cate o sortare in fiecare grupd. Cazul cel mai defa-
vorabil se obtine cind una din grupe este mare in compa-
ratie cu celelalte. in acest caz, ordinul de complexitate al
algoritmului este O(L - log L).

In concluzie, ordinul total de complexitate pentru fie-

care set de date este O(L - log? L).
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P070303: Petrecerea nebunatica

In continuare vom rezolva aceasti problemi pentru un sin-
gur test, urmand ca solutia s3 fie aplicatd pentru fiecare
test din figierul de intrare.

Cunoastem ¢i 7 este numdrul de participanti la petre-
cere i considerdm permutarea identici cu 7 elemente (1, 2,
ey 1)

Impirtim aceastd permutare in doud permutdri, astfel
incat fiecare dintre ele s3 aibd [1/2], respectiv 7 - [1n/2] ele-
mente.

Daci n este numir par, adicd 7 = 2 - k, atunci pentru a
inversa pe fiecare dintre cele doud jumdtiti avem nevoie de
k - (k - 1)/2 operatii. In total se efectueazi k - (k - 1)
operatii, adici (n* - 2 - n)/4 operatii.

Daci 7 este numir impar, adici n = 2 - k + 1, atunci
pentru a inversa o jumitate din permutare se efectueazd k
- (k - 1)/2 operatii, iar pentru cealalti k - (k + 1)/2 operatii.
Rezulti ¢, in total, se efectueazd (n? - 2 - n + 1)/4 operati.

In timpul concursului trebuia tinut cont de faptul ci
rezolvarea se putea trimite de mai multe ori. Se trimitea o
rezolvare de tipul celei prezentate anterior si se obtinea ris-
punsul Accepted (Solutie acceptatd), fird a se mai verifica
daci existau solutii mai bune. Nu existau.

Analiza complexitdtii
Pentru un singur test ordinul de complexitate a rezolvirii
este O(1) deoarece ordinul de complexitate a operatiilor de
citire, scriere si calculare a timpului necesar pentru ca par-
ticipantii sd fie aranjati in ordine inversa este O(1).

Daci luim in considerare toate testele si notim cu ¢ nu-
mirul acestora, ordinul de complexitate devine O(t).

PO70304: Supermagazin
In continuare vom prezenta solutia acestei probleme pen-
tru un singur test.

Vom incerca si construim solutia optimd in ordine
"cronologicd invers".

Fie T momentul de timp maxim la care se poate vinde
un produs.

In ultima unitate de timp pot fi vindute doar produse
cu timpul limitd de vinzare T. Este bine si profitim de
aceastd unitate de timp, deci alegem unul din acele produse
s1 1 vindem. Mai exact, alegem produsul pe care obtinem
profit maxim.

La momentul T - 1 poate fi vindut fie un produs care
are timpul limitd de vinzare T - 1, fie unul din produsele
care aveau timpul limitd de vinzare T si care nu a fost van-
dut. Se alege produsul pe care se obtine profit maxim.

La momentul de timp K < T putem vinde orice produs
cu timpul limitd de vinzare mai mare sau egal cu K si care
nu a fost deja vindut. Se alege produsul pe care se obtine
profit maxim.

Un set de date are 7 produse, maxim 10000. Daci la
fiecare pas alegem minimul cu metoda clasicd, complexita-
tea este O(N?). Pentru un set de date cu multe teste mari,

teoretic acest algoritm nu s-ar Incadra In timp. Solutia este
s folosim un heap pentru extragerea maximului. La fie-
care moment de timp K (K descreste pornind de la 7) se
introduc in heap profiturile corespunzitoare produselor cu
timpul limitd de vinzare K, apoi se extrage maximul si se
aduni la solutie.

Analiza complexitdatii

Operatia de citire a datelor de intrare pentru un singur test
are ordinul de complexitate O(n), iar cea de scriere a rezul-
tatului are ordinul de complexitate O(1).

Calcularea profitului planificirii optime are ordinul de
complexitate O(n + log n), deoarece fiecare dintre cele 7
produse este introdus in heap, iar ordinul de complexitate
de introducere si extragere de elemente din acesta este
O(log n).

Daci m este numirul de teste dintr-un set de date,
atunci ordinul de complexitate al algoritmului de rezolva-
re pentru aceastd problemd devine O(m - n - log n).

P070305: Stapanul inelului

Problema se rezolvd prin metoda backtracking. Tinind
cont de testele date in concurs, limitele din enunt sunt di-
mensionate mai sus decat ar trebui. Astfel, testul maxim a
constat in 200 de tufe, situate la distanta 1 unele de altele.
Celelalte teste aveau mai putin de 10 tufe, distanta Intre
cele mai depirtate doui fiind cel mult 50. Pe nici un test
produsul cerut nu a depisit 50000. O dimensionare a limi-
telor corespunzitoare cu testele date ar fi incurajat mai
multi concurenti s3 abordeze problema.

Pentru a calcula produsul distantelor dintre tufele con-
secutive se vor determina pozitiile tufelor. Prima tufi va
avea coordonata 0, 1ar a doua coordonata MAX, unde
MAX este maximul distantelor.

Dupi citirea datelor se creeazd doi vectori: unul care
contine distantele distincte, altul care contine numdrul de
aparitii al fiecdrei distante.

Abordarea backtracking constd in alegerea, la fiecare
pas, a pozitiel in care va fi plasatd o tufd. Mai exact, dupi ce
le-am plasat pe primele K (prima la coordonata 0, a doua la
coordonata MAX), tufa K + 1 va fi plasati la o pozitie intre
coordonata tufei K si MAX. Ficand abstractie de tufa 2,
coordonatele se vor obtine in ordine crescitoare.

Pentru fiecare variantd de plasare se va verifica daci
existd distantele Intre tufa K + 1 si primele K tufe in vec-
torul de distante, folosind cdutarea binari, si dacd numdrul
de aparitii este strict pozitiv. In caz afirmativ, se scade nu-
mirul de aparitii al distantelor respective (deci considerim
distantele ca fiind alocate) si se incearcd plasarea celorlal-
tor tufe. Numdrul de aparitii va fi restaurat la abandonarea
variantei curente.

Limitarea produsului ne asigura c3, daci existd o solu-
tie, majoritatea distantelor Intre tufe consecutive vor fi
egale cu 1. Altfel spus, de multe ori backtracking-ul va ina-
inta rapid, plasind mai multe tufe consecutive, fiecare la
distanta 1 fati de precedenta.



Daci pe parcursul generirii solutiei, produsul distan-
telor dintre tufele consecutive deja plasate depiseste limita
din enunt, varianta curentd nu este corectd. De asemenea,
daci distanta dintre tufa curentd i ultima tufd este mai
micd decit numdrul de tufe care incd nu au fost plasate,
varianta curentd este abandonatd.

Analiza complexitdatii
Algoritmul de rezolvare a acestei probleme are ordinul de
complexitate exponential. Un calcul mai exact ar trebui si
tind cont de limitele din enunt sau de limitele din testele
date (cazuri diferite). Lisim efectuarea acestui calcul ca
exercitiu pentru cititor.

In orice caz, un program care implementeazi aceasti
rezolvare ruleazd instantaneu pe testele date.

P0O70306: Subsecventa comunda

Problema cere calcularea celei mai lungi subsecvente co-
mune a doud siruri de caractere. Aceasta este una din pri-
mele probleme care se invatd la metoda programarii dina-
mice.

In continuare prezentim modul de rezolvare, pentru
un singur test, bazat pe metoda programarii dinamice.

Notim sirurile cu X si Y'si cu M si N lungimile acesto-
ra. Construim o matrice A cu M linii si N coloane, in care
A,; reprezinta lungimea celei mai lung1 subsecvente co-
mune care se poate obtine folosind doar primele 7 litere
din X si prlmele j litere din Y.

In continuare prezentim modul de construire al ele-
mentelor matricei A.

In cazulin care X, = Y, atunciA;;=A, ., +1, deoarece
subsecventa respectiva va 'f formatd din subsecventa co-
mund a §1rur110r, folosind primele i - 1, respectivj - 1 lite-
re, la care se va adduga litera X..

In caz contrar, se alege maximul dintre A, siA, pen-
tru cd una din literele finale nu va intra In subsecventa.

Solutia problemei este datd, in final, de valoarea ele-
mentului 4, .

Analiza complexitdatii

Operatia de citire a datelor pentru un test are ordinul de
complexitate O(M + N), iar operatia de afisare a rezultate-
lor are ordinul de complexitate O(1).

Calculul unui element al matricei A se realizeazd in
timp constant. Ordinul de complexitate al construirii ma-
tricei A este O(M - N), unde M si N sunt lungimile celor
dou siruri.

In final, ordinul de complexitate al algoritmului de
rezolvare a acestei probleme este O(T- M+ N), unde T re-
prezintd numirul de teste.

P070307: Reteauva electrica

Reteaua electricd este un graf orientat, care se transformd

intr-o retea de transport astfel:

o capacitatea unui arc reprezintd transportul maxim pe arcul
respectiv;

o se introduce o sursd fictivd din care pleaci spre toti pro-
ducitorii de curent arce de capacitate +o;

o se introduce o destinatie fictivi in care sosesc arce de capa-
citate +o de la toti consumatori.

Pe aceasti retea de transport se aplicd un algoritm de flux
maxim.

In final, solutia problemei este dati de suma fluxului pe
arcele care pleacd din sursa fictiva.

Subiectul fluxului intr-o retea de transport este mult
prea amplu pentru a fi tratat in cadrul acestui articol.

In continuare vom examina algorltmul general Ford-
Fulkerson, impreund cu citeva optimiziri. Amintim si
existenta algoritmilor de preflux, ceva mai dificil de inte-
les, dar mai eficienti. Sugerdm cititorului interesat sd stu-
dieze capitolul despre flux din cartea Introducere in algo-
ritmi, T. H. Cormen, C. E. Leisserson, R. R. Rivest.

Pe scurt, fluxul pe arcele retelei este dat de valorile (3, 7)
transportate de fiecare arc, iar capacitatea arcelor este datd
de L, (i)

Fie un flux valid prin retea. Acesta trebuie si respecte
conditiile de conservare (ceea ce intrd intr-un nod inter-
mediar este egal cu ceea ce iese) si mirginire (fluxul pe ori-
ce arc este cel mult egal cu capacitatea arcului respectiv).

Evident, fluxul 0 pe toate arcele este un flux valid.

Algoritmul Ford-Fulkerson este urmitorul:

o se porneste de la fluxul initial 0 pe toate arcele;

o cit timp acest flux poate fi mirit (existd un drum de cres-
tere de la sursd la destinatie), se modifici fluxul pe arcele
drumului de crestere, obtinindu-se un flux mai bun.

Un drum de crestere este un drum de la sursi la desti-
natie, folosind:

e arce (i, j) pe care fluxul este mai mic decit capacitatea
(deci mai poate fi crescut);

o arce fictive (f, j) pentru care fluxul pe arcul (j, 7) este ne-
nul (deci poate fi scizut). Practic folosirea unor arce din
aceastd categorie conduce la redirectionarea fluxului prin
retea.

Determinarea existentei unui drum de crestere de la
sursd la destinatie are ordinul de complexitate O(m), prin-
tr-o parcurgere a grafului care contine arcele de mai sus.
Pentru a calcula complexitatea totald a algoritmului este ne-
cesar si estimdm cate drumuri de crestere vor fi gisite pind
la determinarea fluxului maxim.

Daci la fiecare pas se alege un drum oarecare, comple-
xitatea pe cazul cel mai defavorabil este O(m - F, ), unde
F__este valoarea fluxului maxim. Aceasti limitd se atinge
in cazul in care fluxul in retea creste cu 1 la fiecare pas.
Evident, pentru grafuri cu capacititi mari pe muchii (deci
unde fluxul maxim poate avea valori mari) acest algoritm
nu este acceptabil.

O variantd este algoritmul Edmonds-Karp. Acest algo-
ritm implementeazi cdutarea drumului de crestere printr-o
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parcurgere 1n litime, obtindndu-se la fiecare pas un drum
de crestere cu un numdr minim de arce. Se poate demon-
stra cd aceastd variantd are ordinul de complexitate O(z -
m?).

O altd varianti este datd de algoritmul de flux maxim
prin scalare. Astfel, fie C capacitatea maximd a unei mu-
chii, P = [log C] si K = 2".

Primele drumuri de crestere ciutate trebuie sd aibd ca-
pacitatea cel putin K, adici arcele pe care se introduce flux
sd permitd introducerea a cel putin K unititi, iar arcele de
pe care se "scoate” (se redirectioneazi pe alte arce) flux sd
aib fluxul cel putin egal cu K. In momentul in care nu mai
existd astfel de drumuri se vor ciuta drumuri de capacitate
K/2, apoi K/4 etc.

Prin aceastd metoda, se introduce o cantitate impor-
tanta in retea inci de la primele iteratii.

Se poate demonstra ci acest algoritm are ordinul de
complexitate O(m?'s ).

In practici, toti algoritmii de mai sus au timpi de exe-
cutie mult mai mici decit indici ordinul de complexitate.
Astfel, la ciutarea unui drum de crestere nu se examineazd
intotdeauna toate cele 7 muchii.

Pentru valori ale lui m apropiate de 7 (de exemplu, ca-
zul grafurilor planare), metoda prin scalare poate conduce
la performante excelente, ordinul de complexitate deve-
nind O(#*1°¢ ©) fati de O(#%) la algoritmii de preflux.

Analiza complexitdtii

Operatia de citire a datelor (mai dificild pentru programa-
torii Pascal datoritd parantezelor si virgulelor) are ordinul
de complexitate O(m + n).

Operatia de transformare a grafului intr-o retea de trans-
port are ordinul de complexitate O(n).

Datoritd faptului ¢ ordinul de complexitate al oricirui
algoritm de determinare a fluxului maxim intr-o retea de
transport este mai mare decit celelalte operatii suplimen-
tare, ordinul de complexitate al algoritmului de rezolvare
pentru aceastd problemd este dat de ordinul de complexi-
tate al algoritmului de flux maxim folosit pe structura cu
ajutorul cdreia s-a retinut graful.

PO703208: Pompierii

Aceastd problemi se poate rezolva analizind toate posibili-
titile de a inlocui semnele de Intrebare cu operatori si eva-
ludnd de fiecare datd expresia rezultati. Pentru 10 semne
de Intrebare se obtin 4!% = 220 = 1048576 variante; aparent
sunt destul de multe, dar calculatoarele din concurs aveau
procesoare cu frecventa 2,6 GHz.

In momentul in care s-a obtinut o expresie care di re-
zultatul corect se intrerupe generarea posibilititilor pen-
tru testul respectiv si se afiseazd yes. Dacd nu se obtine
nici o astfel de expresie, se afiseazd no.

Pentru a optimiza pasul de evaluare a expresiei se pot
determina pozitia semnelor, a parantezelor, valorile ope-
ranzilor initiali si ordinea aproximativi a operatiilor Inain-

te de generarea tuturor variantelor. Mai exact, ordinea ope-
ratiilor dintre paranteze (dacd acestea existd) este fixatd da-
toritd precizdrilor din enunt.

Analiza complexitdatii
Pentru un singur test, operatia de citire a datelor de intrare
are ordinul de complexitate O(L), unde L este lungimea
expresiei, iar operatia de scriere a rezultatelor are ordinul
de complexitate O(1).

Fie Op numirul de operatori si S numirul de semne de
intrebare.

Ordinul de complexitate al operatiei de generare a tu-
turor expresiilor posibile este O(4%).

Pentru fiecare expresie, evaluarea ei are ordinul de com-
plexitate O(Op).

Ordinul de complexitate al algoritmului de rezolvare
aacestei probleme este O(N - 4°) pentru fiecare set de date.

Daci luim in considerare toate testele din setul de
date, atunci ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastd problemd devine O(T - N - 45), un-
de T este numirul total de teste.

P070309: Polinoame binare
Problema se rezolvi prin metoda fortei brute.

Se genereazi toti cei C(n, k) vectori binari. Pentru fie-
care din acesti vectori se evalueazd functia datd. Se afiseazd
numdrul de vectori pentru care rezultatul este 1.

Pentru generare se poate folosi fie metoda backtrack-
ing, fie o simpld numirare (adici un ciclu cu 27 pasi). In ca-
zul numdrdrii, desi se parcurg toti cei 2” vectori cu 7 ele-
mente (s nu numai prin cei cu k de 1), timpul total de lu-
cru este redus, deoarece pentru vectorii care nu au exact k
de 1 functia nu se va evalua.

La evaluare, pentru ca un anumit produs de coeficient
1 sd fie 1 este necesar ca toate componentele sale si fie 1.
Numirul de ordine al produsului trebuie si fie deci con-
tinut in reprezentarea binard a numirului de ordine al vec-
torului (tindnd cont de generarea prin numirare si de toti
cei 2" vectori). Exceptie face cazul in care 4 este 1, deci va-
loarea functiei este 1 pentru orice vector.

fn momentul in care unul dintre produsele cu coefici-
enti 1 este 1, valoarea functiei este 1, deci se intrerupe eva-
luarea. Aceasta face ca evaluarea si fie, in general, destul de
rapidd, desi teoretic ordinul de complexitate al acestei ope-
ratii este O(2”).

Analiza complexitdatii
Operatia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(2”), iar scrierea datelor are ordinul de comple-
xitate O(1).
Pentru fiecare vector, evaluarea are ordinul de comple-
xitate, teoretic, O(2"). In total sunt C(z, k) vectori.
Ordinul total de complexitate al algoritmului este,
teoretic, O(27 - C(n, k)). Datoritd Intreruperii evaluirii, un
program care implementeazd aceastd rezolvare va rula des-
tul de rapid.



