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Puncte...

Algoritmul lui
KIRKPATRICK

Mircea Digulescu, Andrei Matei

Problema localizarii punctelor este una dintre problemele pentru care, desi sunt
foarte usor de rezolvat de catre ochivl uman, mult timp nv s-a gasit un algortim
optim. In acest articol vom prezenta un algoritm care foloseste un spativ de
memorie proportional cu O(n) si raspunde la interogari in timp de O(n log n).

Enuntul problemei
Enuntul problemei localizirii punctelor (in plan) este ur-
mitorul:
" . v oA v .. “A
Se considerd o impdrtire (divizare) a planului in celule
poligonale. Dandu-se un punct din plan, se cere sd se preci-
zeze in care dintre celule se afld acesta."

Este ciudat cd, desi pare o problemd simpli pe care
ochiul uman o poate rezolva in mod natural, a durat mult si
se ajungi la un algoritm de rezolvare care ocupi un spatiu
de memorie O(n) si este capabil s3 rispundi la o interogare
intr-un timp O(log 7).

Primul care a dezvoltat un astfel de algoritm a fost

David G. Kirkpatrick.

Prezentarea algoritmului
Pentru a se putea rispunde eficient la interogiri este nece-
sar ca celulele poligonale si fie preprocesate.

Acest algoritm pleacd de la supozitia cd divizarea pla-
nului este o triangulare. In plus, trebuie ca si exteriorul di-
vizdrii sd fie triunghi. Pentru cazul general, vom Incepe prin
a triangula fiecare celuli a divizirii si a marca fiecare tri-
unghi rezultat cu eticheta celulei din care face parte. Pen-
tru a adduga "exteriorul”, vom mai adduga trei puncte dis-
tincte cu coordonate "infinite" (se poate demonstra foarte
usor ci orice punct din plan se afld in interiorul triunghiu-
lui format de cele trei puncte) si vom uni aceste puncte (a,
b, ¢ in figura 1) cu puncte de pe Infisuritoarea convexd a
diviziunii.

Desi s-ar putea crede cd triangulind adiugim multe
muchii noi, se poate demonstra usor ¢, in cel mai riu caz,
numarul de muchii creste cu un factor constant.

Se observa ¢, daci gdsim triunghiul care contine punc-
tul, atunci cunoastem si celula din divizarea initial3.
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Figura 1: Triangularea unei diviziuni

Fie T, triangularea initiald. Un algoritm bazat pe meto-
da lui Kirkpatrick va produce o secventd de trianguldri, T,
T, T, .., T,(cuk=0O(og n)) astfel incit T, constd intr-
un singur triunghi (cel format de cele trei puncte cu coor-
donate infinite din 7;) si fiecare triunghi din T, se supra-
pune peste un numir constant de triunghiuri din 7.

Vom vedea cum folosim o astfel de structuri la intero-
giri. In continuare construim aceasti structuri.

Presupunem ci avem triangularea T, si vrem si con-
struim T, . Pentru a fi siguri ci acest proces se opreste
dupd O(log 7) pasi ne vom asigura cd numdrul de triun-
ghiuri din T, este mai mic decit numirul de triunghiuri
din T, cu un factor constant. Fiecirei trianguliri ii vom ata-
sa un graf, astfel incat fiecare punct este un nod si existd
muchii intre doud noduri, daci existd segment intre punc-
tele corespunzitoare din triangulare. Din acest punct al
rezolvirii, prin 7, vom inelege, in functie de context,
graful asociat triangularii 7, sau chiar triangularea.

La fiecare pas i vom alege o submultime de noduri din
T, pe care le vom elimina Impreund cu muchiile adiacente
lor. Dupi ce le elimindm vom retriangula graful pentru a
obtine 7. Nu se vor elimina niciodati punctele supli-
mentare cu coordonatele infinite.



Apare intrebarea "cum alegem nodurile care se elimind
din T, astfel incét fiecare triunghi din T, s se suprapund
peste un numdr constant de triunghiuri din T,".

Pentru a alege nodurile care vor fi eliminate vom tine
cont de:

o grad maxim - fiecare nod pe care 1l eliminim si aibd
gradul maxim egal cu o constantd d (sd fie incident la
maxim d muchii) si cind eliminim un astfel de nod,
gaura rezultatd va fi triangulatd in T, in maxim d - 2
triunghiuri; dupi retriangulare, fiecare triunghi nou se
va suprapune peste maxim d triunghiuri din precedenta
triangulare.

» set independent - intre oricare doud noduri care sunt eli-
minate si nu existe muchie (nodurile eliminate formeaza
un set independent in T)); aceastd restrictie ne va folosi la
retriangulare; cind elimindm in acest fel 7 noduri dife-
rite obtinem 7 guri disjuncte pe care le putem triangula
independent; mai mult, deoarece fiecare gauri contine

un numdr constant de noduri, acestea se vor triangula in
o).

O problemd importantd este daci vom reusi sau nu
intotdeauna s3 gdsim un set independent, suficient de mare
cu grad limitat. Vrem ca mirimea acestui set s fie cel putin
o fractiune constantd din numdrul curent de noduri. S-a
descoperit ci existd intotdeauna un astfel de set. Important
este s alegem o valoare pentru d suficient de mare (dacd d
este prea mic, nu vom gisi suficiente noduri). Vom demon-
stra ¢ d = 8 este suficient de mare.

Lema: Dindu-se un graf planar (cum este cazul trian-
guldrilor noastre) cu n noduri, existd un set independent de
noduri cu grad maxim 8, cu cel putin n/18 noduri. Acest set
poate fi determinat intr-un timp O(n).

Vom arita cum construim acest set §i pe urmi vom
demonstra mirimea sa:
marcam toate nodurile care au gradul > 9
cdt timp existd un nod nemarcat:
alegem un astfel de nod v
adangam v la set
il marcim pe v si pe toti vecinii lui

Se observd cid acest algoritm se termind in O(n).

Demonstratia faptului ci setul rezultat va avea cel pu-
tin 7/18 noduri este urmdtoarea: o formuld fundamentald
a lui Euler ne spune ci intr-un graf planar cu » noduri
complet triangulat numirul e de muchii satisface relatia e
=37 - 6. Dacd adunim gradele nodurilor, fiecare muchie
este numiratd de doud ori.

Cum ZV grad(v)=2e=6n-12<6n, o aproximare

inferioard a mediei gradelor este 6. Vom demonstra in
continuare i existd cel putin 7/2 noduri cu gradul 8 sau
mai mic. Si presupunem contrariul, si anume i existd mai
mult de 7/2 noduri de grad 9 sau mai mare. Cum celelalte

noduri trebuie si aibd gradul mai mare sau egal cu 3 (cu
exceptia celor trei noduri cu coordonatele infinite, adiuga-
te artificial), rezultd cd suma gradelor in graf este 9 - 7/2 +
3+ n/2 + 6, ceea ce contrazice ecuatia de mai sus.

Cand algoritmul de mai sus incepe, cel putin 7/2 no-
duri sunt initial nemarcate. De fiecare datd cind selectim
un astfel de nod, din cauzi ci gradul siu este 8 sau mai
mic, marcim cel mult 9 noduri noi (pe el insusi si cel mult
8 vecini). Deci acest pas poate fi repetat de cel putin (2/2)/9
=n/18 ori, sau pand cind rimanem fird noduri nemarcate.

fn acest moment demonstratia este complet.

Acum stim ¢3 putem construi un set convenabil cu cel
putin 7/18 noduri. Numdrul 18 pare destul de mare, dar in
practicd va fi mai mic. Totusi aceastd constantd este un
motiv pentru care algoritmul lui Kirkpatrick nu este folo-
sit foarte des in practica.

Structura lui Kirkpatrick

Acum si vedem efectiv cum este construitd structura de lo-
calizare (structura lui Kirkpatrick) . Incepem cu T, si la fie-
care pas selectim un subset independent de noduri cu grad
minim 8 pe care le eliminim. Retriangulim gaurile obtinute,
cu observatia i fiecare triunghi nou se suprapune peste
maxim 8 triunghiuri din triangularea precedentd. Cu fiecare
triangulare, numirul de noduri scade cu un factor de maxim
17/18. Pentru a ajunge la o triangulare alcituitd dintr-un
singur triunghi, cel de la infinit, avem (18 /17) - k = 7 sau k
= logyg, n=12-1gn .

Structura de date se bazeazd pe aceste trianguldri. Rida-
cina structurii corespunde singurului triunghi din 7,. Nodu-
rile de la urmitorul nivel sunt triunghiurile din 7, , urmate
de cele din 7, si asa mai departe pand la frunze, care sunt
triunghiurile din T, triangularea initiali. Fiecare nod de pe
nivelul 7 retine referinte la triunghiurile peste care se su-
prapune din nivelul 7 + 1 (sunt cel mult 8).

Pentru a gisi triunghiul in care se afld un punct incepem
de la ridicind. Dacd punctul nu se afld in triunghiul asociat
ridicinii, am terminat; punctul nu se afl3 in interiorul nici
unui triunghi din triangularea initial. Altfel, testim dacd
punctul e inclus in fiecare din cele cel mult 8 triunghiuri de
pe nivelul urmitor care sunt incluse in triunghiul curent. Si
asa mai departe pind ajungem la frunze.

Construirea si analiza

Structura are log 7 niveluri §i ne ia un timp constant si ne
mutim de la un nivel la urmitorul (maxim 8 teste de inclu-
ziune in triunghi), deci timpul unei interogiri este O(log 7).
Dimensiunea structurii este egald cu suma mrimilor trian-
guldrilor.

Cum numdrul de triunghiuri al unei trianguliri depinde
liniar de numirul de puncte, rezultd cd mirimea structurii
este proportionald cu 7z - (1 + 17/18 + (17/18)* + (17/18)° +
...) <18 - n. Deci O(n) inmultiti cu o constanta destul de
mare.
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e) Triangularea T
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f) Structura folositd pentru interogari

Figura 2: Construirea structurii folositd pentru interogdri. Punctele incadrate sunt eliminate la pasul curent.

In figura 2 este prezentat modul in care se realizeazi
construirea structurii care va fi folositd pentru interogdri
pentru exemplul din figura 1, prin elimindri de puncte si
trianguldri repetate.

Se poate observa ci cea de-a cincea triangulare, si ulti-
ma de altfel, este echivalenti cu triunghiul format de punc-
tele suplimentare pe care le-am ad3ugat.

Daci dorim si vedem in care celuld se afld un anumit
punct, atunci vom determina mai inti triunghiul din 7,
din care face parte si apoi, in functie de acest triunghi, vom
determina celula (poligonul) din care acesta face parte.

In figura 2 ) se afli structura pe care am construit-o si
care va fi folositd la interogdri pentru exemplul din figura 1.
Fiecare nod din aceastd structurd reprezentind un tri-
unghi, a fost conectat de nodurile, care reprezintd alte tri-
unghiuri, peste care acesta se suprapune.
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