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Mihai Stroe

Va prezentam in continuare solutiile problemelor propuse la ONI 2003, la clase-
le a XI-a si a Xll-a si la cele doua probe de haraj. Aceste solutii au fost realizate
de redactia Ginfo pe baza solutiilor oficiale prezentate de autorii problemelor.
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P050325: A007

Problema se reduce la gdsirea unui centru de simetrie intr-o
multime de 7 puncte avind coordonate Intregi.

Punctul de simetrie pentru multimea de puncte are
proprietatea ci simetricul fiecirui punct din multime fati
de centrul de simetrie este tot un punct din multime. In
concluzie, pentru a exista centru de simetrie trebuie ca 7 si
fie par.

Daci n este par, se observi cd punctul ciutat (centrul
de simetrie) trebuie s fie mijlocul a 7/2 segmente cu cape-
tele In punctele date. Fiecare punct din multime ar fi capit
pentru exact un segment. Dacd am putea identifica aceste
segmente, problema s-ar reduce la determinarea mijlocului
unuia dintre ele si la testarea dacd acesta este si mijlocul ce-
lorlalte.

Notdm cu x i y vectorii care retin coordonatele celor
n puncte.

Ordonim punctele crescitor in functie de abscise. In
cazul in care doui abscise sunt egale vom ordona crescitor
in functie de ordonata.

Pentru un segment cu capetele de coordonate (x,, y,) si
(x, 7,) mijlocul segmentului are coordonatele x = (x, + x,)
[251y=(y +y)/2.

Daci existd centru de simetrie, atunci acesta este plasat
in mijlocul segmentului avind capetele in primul punct res-
pectiv in ultimul punct (adici cu un capit in cel mai din stan-
ga punct si celdlalt n cel mai din dreapta). Notim acest
punct cu M.

Pentru ca si existe centru de simetrie trebuie ca seg-
mentele avind coordonatele (x, y,) si (x, ., ,..,) si aibd
mijlocul in M, pentru orice i =1, 2, ..., n div 2. Se verificd
aceste conditii pentru punctul M determinat.

Fird a observa legdtura dintre sortarea punctelor in or-
dinea precizatd si relatia de simetrie, putea fi Incercatd o

abordare bazatd pe determinarea repetatd a infisuritorii
convexe. Aceastd abordare are complexitatea O(N?) pe ca-
zul cel mai defavorabil, deci probabil ¢d nu s-ar fi incadrat
in timp.

Analiza complexitdtii
Operatia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(N).

Sortarea punctelor se va realiza cu unul din algoritmii
clasici avand ordinul de complexitate O(N - log N).

Operatiile de determinare a mijlocului unuia din seg-
mente si verificarea faptului ¢ acest punct este si mijlocul
celorlalte segmente au, in total, ordinul de complexitate
O(N).

Operatia de scriere a rezultatelor are ordinul de com-
plexitate O(1).

In final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare a acestei probleme este O(N) + O(N - log N) +

O(N) = O(N - log N).
P050326: Asmin

Pentru aceastd problemd existd o solutie a cirei ordin de
complexitate este O(N?). In continuare prezentim aceasti
solutie.

Se considerd fiecare nod (pe rind) ca fiind ridicini.
Pentru ridicina astfel fixatd, valorile asociate nodurilor se
pot calcula in timp liniar. Dacd ridicini este nodul 7, atunci
valoarea radicinii este R, Pentru fiecare alt nod, valoarea
asociatd lui este cea mai mici valoare, astfel incit suma va-
lorilor pani la tatil siu in arborele cu ridicina fixatd plus
aceastd valoare si dea restul cerut la impdrtirea cu numarul
K. Valorile sunt atribuite nodurilor de la ridicind citre
frunze. Astfel, o simpla parcurgere DF (Depth First - par-
curgere in adancime) este suficientd, odati ce ridicina ar-
borelui a fost fixatd. Evident, aceastd solutie nu se va inca-
dra In timp pe testele mari.
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Solutia optimi are ordinul de complexitate O(N). Se
fixeazd mai intai ca ridicind nodul 1 si se calculeazd valo-
rile asociate nodurilor arborelui avind ridicina in nodul 1,
conform algoritmului descris mai sus. Astfel se obtine o
valoare C, egald cu suma valorilor nodurilor arborelui
cand nodul 1 este ridicina. Vom numi aceastd valoare cos-
tul asociat nodului 1.

Pentru a calcula C, (i # 1) nu este nevoie si repetim
parcurgerea DF pentru nodul i considerat ridicini. In
schimb, incd o parcurgere DF din nodul 1 este suficientd
pentru a calcula costurile asociate fiecirui nod. S presupu-
nem cd vrem si calculim C, si am calculat deja C, unde j
este tatil lui 7, in arborele avand ridicina flxata in nodul

Atunci, C;= C; - R; - minim(R, R)) + R; + minim(R,, R),
unde mlmm(a b)(cul<a,b< K- 1) reprezintd valoarea x
minimd (0 < x), astfel Incdt a + x = b (mod K). Se alege
minimul din vectorul C si se tipiresc nodurile 7 avind
valoarea C, egald cu minimul.

Analiza complexitdtii

Operatia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(N), iar cea de scriere a rezultatului are ordinul
de complexitate O(1).

Prima rezolvare constd intr-o parcurgere DF pentru fie-
care nod. Deoarece ordinul de complexitate al unei parcur-
geri este O(N), ordinul de complexitate al acestei solutii
este O(N?).

Rezolvarea optimi constd in doud parcurgeri DF, 1n ca-
re se executd calcule elementare. Ordinul de complexitate al
unei astfel de parcurgeri este O(N).

In concluzie, ordinul de complexitate al solutiei optime

pentru aceastd problemi este O(N) + O(1) + O(N) = O(N).

P050327: Cavtare
In prima fazi a rezolvirii, se citesc si se sorteazi valorile
care vor fi plasate in nodurile arborelui.

Se citesc interogirile si, folosind cutiri binare, se de-
termini de cite ori se cautd fiecare din numerele date si de
cdte ori se cautd numere din intervalul dintre doud numere
date, consecutive in sirul sortat (sau unul din intervalele
exterioare arborelui). Se obtine astfel un sir de ponderi.

In continuare, se foloseste metoda programarii dinami-
ce. Se calculeazd o matrice A, unde 4, = costul minim
pentru a forma un arbore de ciutare cu nodurile de laila ]
(unde 7 §i sunt pozitii, deci indici pe sirul sortat de valori).

Pentru calculul unei astfel de valori se Incearci fixarea
riddcinii in fiecare pozitie k (Intre i sij inclusiv) Costul ar-
borelui se determind pe baza lui 4, si a,,, ; determinarea
relatiei exacte este lisatd ca exercitiu pentru cititor.

Valorile a,; sunt calculate in ordinea crescitoare a
diferentei i - ; matricea este deci completata pe diagonale.
Rezultatul cerut se va afla in a, N

Ordinul de complexitate al acestel rezolviri este O(N?)
si este dat de cele 3 cicluri for imbricate (pentru diferenta
intre 7 si j, pentru 7 si pentru k). Timpul de rezolvare
pentru un set de date de intrare este rezonabil, dar fisierul

de intrare poate contine un numir mare de astfel de seturi
de date. In acest caz, rezolvarea nu se va incadra in timp.

Pentru a reduce complexitatea la O(N?) putem face ur-
mitoarea observatie. Dacd notim cu R, ridicina arborelui
optim care ar contine pozitiile de la i laj j din sirul sortat de
valori, atunci:

R <R <R,

Folosind aceastd observatie, valorile de pe o anumiti

diagonald a matricei se pot calcula in timp liniar.

Analiza complexitdatii
fn continuare vom analiza complexitatea rezolvirii pentru
un singur set de date.

Operatia de citire a datelor de intrare are ordinul de
complexitate O(N + M), iar scrierea rezultatului se reali-
zeazd In timp constant.

Ordinul de complexitate al primei variante de constru-
ire a matricei este O(N?). Aceasti variantd nu s-ar fi inca-
drat in timp pentru testele mari.

Folosind relatia existentd intre valorile din R si calcu-
land elementele de pe fiecare diagonald a matricei in O(N),
ordinul de complexitate al construirii matricei este O(N?).

fn concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru un singur set de date este O(N + M) +
O(1) + O(N?) = O(N* + M).

Daci luim 1n considerare toate cele T teste, ordinul de

complexitate devine O(T'+ (N? + M)).
PO50328: Inter

Sunt N - (N - 1)/2 puncte de intersectie. Din aceste puncte
ne intereseazi punctele situate in extremitdti pe fiecare
dreapti. Aceste puncte, cel mult N, sunt varfurile infisu-
ritorii convexe a celor N - (N - 1)/2 puncte.

Se sorteaza dreptele dupd pantd. Se observi cd punctele
de interes sunt intersectiile a cite doud drepte consecutive
in vectorul sortat, si in plus intersectia primei drepte cu ul-
tima.

Se determind infdsuritoarea convexd a acestor N punc-
te, folosind un algoritm clasic, si se calculeazd aria zonei
rezultate.

Analiza complexitatii
Operatia de citire a datelor de intrare are ordinul de com-
plexitate O(N), iar cea de scriere a rezultatului are ordinul
de complexitate O(1).

Sortarea dreptelor in funtie de pantd are ordinul de
complexitate O(N - log N).

Determinarea punctelor de interes are ordinul de com-
plexitate O(N).

Determinarea Infisuritorii convexe a acestor puncte
are ordinul de complexitate O(N - log N).

Calcularea ariei poligonului obtinut are ordinul de
complexitate O(N).

{n final, ordinul de complexitate al rezolvirii este O(N)

+ O(N - log N) + O(N) + O(N) + O(N)= O(N - log N).



P050329: Numar

Se determind numdrul de aparitii pentru fiecare cifrd avind

valori 1n intervalul [0, 9] in numirul dat x. Acest numir

trebuie si fie par (cu exceptia eventuald a unei singure
cifre; in caz ci o astfel de cifrd existd, trebuie si fie plasatd
la mijlocul palindromului), altfel nu existd solutie.

In continuare se va construi prima jumitate a palin-
dromului; cealaltd jumitate va fi obtinuti prin oglindirea
primel jumatdti.

Se determind numdrul de aparitii ale fiecirei cifre (0..9)
in prima jumdtate a numirului x, precum si numirul de
aparitii necesar (pentru numarul cerut). Daci pentru o ci-
frd numdrul de aparitii existent in prima jumdtate a numa-
rului dat este prea mare, se elimind aparitiile suplimentare,
incepand de la dreapta spre stinga.

Se incearcd sd se distribuie cifrele care mai sunt nece-
sare in prima jumdtate a numdrului astfel incat sd se obtind
cel mai mic numdr posibil mai mare sau egal cu x (cu o even-
tuald rearanjare a cifrelor existente). Distribuirea cifrelor
se face cdutind de la stinga la dreapta pozitiile cu cifre ega-
le si completarea numirului cu cele din numirul dat.

Cand acest lucru nu mai este posibil, ne aflim in unul
din urmitoarele doud cazuri:

- am obtinut o jumdtate mai micd sau egald cu cea din nu-
mirul dat (cea mai mare cu aceastd proprietate). Deter-
mindm anagrama imediat urmitoare din punct de vedere
lexicografic a primei jumititi a lui x; dacd o astfel de ana-
grami existd, ea (impreund cu cea de-a doua jumitate a
palindromului) di solutia problemei.

- am gdsit-o pe cea mai mici cifrd mai mare decit cea de pe
pozitia curentd. Plasdm cifra respectivd, ordonim cresci-
tor cifrele rimase, construim cea de-a doua jumdtate si
obtinem solutia problemeti.

Analiza complexitdatii
Ordinul de complexitate al operatiilor de citire a datelor
de intrare si furnizare a rezultatelor este O(N).

Determinarea numdrului de aparitii al fiecirei cifre in
numdrul x si in numirul dorit au ordinul de complexitate
O(N).

Construirea pas cu pas a primel jumititi a palindro-
mului prin addugarea unei cifre cit timp este posibil are
ordinul de complexitate O(N).

Fiecare din cele doud cazuri care incheie rezolvarea se
trateazd cu algoritmi de complexitate O(N).

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastd problemi este O(N) + O(N) +

O(N) +O(N) + O(N) = O(N).
P0O50330: Proc

Se observi ci timpul minim dupd care se va termina apli-
catia este Intre 0 si 2 - N (in cazul cind toate fragmentele
de cod au timpul 2 si sunt executate pe primul procesor).
De asemenea, se observi cd, fixind o limitd de timp 7, se
poate determina dacd putem executa toate fragmentele de
cod in timpul limitd acordat, folosind procesoarele exis-

tente. Ne intereseazd limita minimd de timp pentru care
aceasta conditie este respectatd.

Se va folosi o cutare binard pentru determinarea limi-
tei de timp. La un moment dat, in cadrul cdutdrii, se va tes-
ta dacd putem executa toate fragmentele de cod. Daci da,
atunci se incearcd un 7 mai mic. Altfel, se mireste 7-ul.

Functia care decide daci putem executa toate fragmen-
tele de cod in timpul T are complexitatea O(P), unde P es-
te numirul de procesoare disponibile. Se observi ci fiecare
procesor K asigurd [7/K] unitdti de timp elementare.

Se calculeazi N,= > [[r/k]/ 2], avand semnificatia:
numdrul maxim de fragmente de cod cu timpul 2 care pot
fi executate dacd timpul minim este cel mult 7. Dacd N,
este mai mare sau egal cu numirul de fragmente de cod cu
timpul 2 existente (si notim acest numir cu DOJ), se ve-
rificd dacd se pot executa destule fragmente de cod cu tim-
pul 1. Pentru aceasta se calculeazi N,= Y/ [[r/K Jmod2].
Daci N, +2 - (N, - DOI) este mai mare sau egal cu numa-
rul de fragmente de cod cu timpul 1, atunci putem executa
toate fragmentele de cod in timpul 7.

Analiza complexitdtii
Operatiile de citire a datelor si afisarea rezultatelor au or-
dinul de complexitate O(1).

Sunt log N pasi de ciutare binard, deoarece valoarea
cautatd este limitatd superior de 2 - N.

In cadrul fiecirui pas se executd o functie care are or-
dinul de complexitate O(P).

In concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceasti problemi este O(1)+O(log N)

- O(P) = O(P- log N).
_
P050331: Excursie

Aceastd problemd admite o rezolvare matematici. Se eviden-
tiazd urmatoarele cazuri pe care le prezentim in continuare.

In cazul in care K > P, atunci rezultatul este 0.

Daci P = K, vom distribui cei K ghizi in primele K ex-
cursii. Riman N - K persoane, care pot fi repartizate in ce-
le K excursii disponibile. In concluzie, existi KN¥ posibi-
litdgi.

Ultimul caz corespunde relatiei P > K.

Sinotimr=P-K,r>1.

Repartizdm mai intai cei K ghizi in K excursii distincte
(acestea vor fi excursiile 1, 2,..., K).

Rimin N - K persoane. Dintre acestea, unele vor fi
repartizate in cele P - K = r excursii care nu au ghizi si
celelalte vor fi repartizate in excursii care au ghizi.

Notim cu x numdrul de persoane care vor fi reparti-
zate in excursii care nu au ghizi. Acestea pot fi partitionate
in r excursii in S(x, r) moduri (cu S(x, r) notim numerele
lui Stirling de speta a I1-a).

Deci existd N - K - x persoane care trebuie repartizate

in cele K excursii care au ghizi. Acest lucru se poate realiza
in KNK* moduri.
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Deoarece putem selecta x persoane din cele N - K
rimase in C),_, moduri, rezultd ci se obtin:

R . o1 .
NR=3 Ciy-SCer)-K**) posibilititi.

Numerele lui Stirling de speta a I1-a, S(n, m) reprezin-
td numdrul de partitii ale unei multimi cu 7 elemente in m
clase (n <m). Evident, clasele partitiei trebuie si fie nevide.

Pentru a determina numerele lui Stirling de speta a I1-a
se poate utiliza urmitoarea relatie de recurent:

S, 1) =8(n,n)=1;

Smym)=8Sn-1,m-1)+m-S(n-1,m).

Remarcdm ci pentru rezolvarea problemei nu este ne-
cesard cunoasterea 1n prealabil a numerelor lui Stirling .

Analiza complexitdtii
Operatiile de citire si scriere a datelor au ordinul de com-
plexitate O(1).

Cazul cel mai defavorabil, din punct de vedere al com-
plexititii se obtine pentru P > K.

Pentru calculul rezultatului se folosesc numere mari si
vom considera ci folosim numere mari de M cifre.

Calculul numerelor Stirling de speta a II-a are ordinul
de complexitate O(N - P - M). Se folosesc operatiile de adu-
nare a numerelor mari si inmultire a unui Intreg mic cu un
numdr mare.

Combindrile din cadrul formulei se pot calcula intr-un
timp O(N? - M), folosind formula C(n, k) = C(n - 1, k) +
C(n - 1,k - 1) si operatia de adunare a numerelor mari.

Puterile lui K se pot calcula cu un algoritm de comple-
xitate O(N - M).

Rezultatul final se poate calcula cu un algoritm de com-
plexitate O(N - M?), folosind operatia de inmultire a nume-
relor mari.

In final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastd problemd este O(N - M2). Nu am ti-
nut cont de modul in care creste numirul M de cifre pe
parcursul rezolvirii, dar il putem considera ca fiind tot tim-
pul egal cu cea mai mare valoare pe care o poate atinge.

P050332: Robot
Pentru a rezolva aceastd problemi pornim de la urmitoa-
rele observatii.

Regiunea accesibild unui brat format dintr-un singur
segment de lungime L este, in mod evident un cerc cu raza
L, si centrul in origine (umdrul robotului).

Regiunea accesibild unui brat format din doud seg-
mente de lungimi L , respectiv L, este un inel, cu raza ex-
terioard L, + L, si raza interioard |L, - L.

Regiunea de accesibilitate a unui brat format din 7 seg-
mente este un disc centrat in origine care are raza exterioa-
riro=L +L,+ ...+ L (corespunzitor alinierii tuturor
segmentelor). Raza interioard este 0 dacd lungimea celui
mai lung segment L este mai micd decit jumitate din
lungimea totali a bratului. In caz contrar, raza interioari
este egali cu 2 - L - ro. Se poate demonstra ¢i orice
punct din acest disc este accesibil.

Cu aceste observatii, in continuare trebuie construiti o
configuratie a bratului care sd permiti atingerea punctului
dorit.

Daci bratul are doud segmente, de lungimi L, si L,,
problema se reduce la o simpld intersectie de cercuri. Fie p
punctul care trebuie s fie atins. Intersectim cercul C, de
razd L, centrat in origine, cu cercul C,, de razd L,, centrat
in p. In general pot exista 0, 1, 2 sau o infinitate de puncte
de intersectie in cazul in care cele doud cercuri coincid. Fie
R un punct de intersectie. Pentru a determina configuratia
bratului, trebuie si calculim unghiul dintre axele OX si OR.

Daci bratul are trei sau mai multe segmente, se poate
demonstra ci orice punct din multimea punctelor accesi-
bile poate fi atins dacd indoim bratul in cel mult doui lo-
curi, si anume In extremititile segmentului care contine mij-
locul bratului, dacd bratul ar fi intins.

Prima impresie ar fi ¢ o singurd Indoire este suficien-
td, dar existd contraexemple clare care demonstreazi inco-
rectitudinea acestui rationament.

Dupi ce am stabilit unde indoim bratul, avand la dis-
pozitie centrul si punctul care trebuie atins, configuratia
bratelor se determind cu ajutorul unor calcule simple.

Analiza complexitatii
Operatiile de citire si scriere a datelor au ordinul de com-
plexitate O(N).

Complexitatea algoritmului este O(N), datoriti calcu-
larii sumei lungimilor segmentelor si a pozitiei mijlocului
bratului. Calculele matematice care urmeazi se realizeazd
in timp constant.

In final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastd problemd este O(N) + O(N) +

O(N) = O(N).
P050333: Telegraf

Personal, problema mi s-a parut foarte dificila si, cel putin
in concurs, nu as fi stiut si o rezolv. In aceste conditii, ea
putea fi tratatd ca un exercitiu de "furat puncte", cu rezul-
tate mai mult sau mai putin satisficitoare. Oricum, nivelul
de dificultate al problemelor creste de la an la an, fapt ce se
evidentiazi si in rezultatele excelente obtinute de elevii ro-
mani participanti la concursurile internationale.

Solutia problemei, descrisd mai jos, este construitd nu-
mai pe baza indicatiilor autorului problemei.

Pentru cunoscitori, problema seamind cu codificarea
Huffman, diferenta (esential) constind in faptul ¢i unul
din simbolurile elementare din textul codificat necesita do-
ud unititi de timp pentru a fi transmis.

Solutia problemei constd in determinarea unui arbore
binar, 1n care:

o frunzele sunt asociate simbolurilor din sir;

o deplasarea dintr-un nod spre stinga corespunde unui
punct, iar spre dreapta, unei linii;

o durata transmisiei unui simbol este datd de lungimea dru-
mului de la ridicind la frunza asociatd. Punctul contri-
buie cu 1 la lungime, iar linia, cu 2.



Simbolurile fiind asociate frunzelor, textul transmis co-
dificat nu este ambiguu (reprezentarea unui simbol din
sirul initial nu poate fi prefixul reprezentirii unui alt sim-
bol).

In plus, se observi ci arborele este binar strict. Asftel,
daci ar exista in arbore un nod cu un singur descendent,
putem sterge acest nod si il inlocuim cu arborele care are
ca radicini descendentul, obtindnd o codificare cu timp de
transmisie mai mic.

Dacid vom considera ridicina pe nivelul 0, fiul sting al
unui nod de pe nivelul i fiind situat pe nivelul i + 1, iar fiul
drept pe nivelul i + 2 (datoritd lungimii diferite a muchii-
lor), se observi cd o parcurgere pe niveluri a arborelui va
lista simbolurile in ordinea descrescitoare a frecventei.
Altfel spus, simbolurile care apar mai des vor fi situate mai
aproape de ridicini.

Folosind aceste observatii putem construi un algoritm
bazat pe metoda programarii dinamice. Vom construi (con-
ceptual) arborele pe niveluri de sus in jos. Urmitoarele in-
formatii reprezintd starea:

o A - numirul de noduri interne care sunt pe nivelul L - 1;

o B - numirul de noduri interne care sunt pe nivelul L - 2;

o F - numirul de frunze care au apirut deja pe nivelurile
mai mici decat L.

Este posibil sd gisim optimul pentru o anumiti confi-
guratie (A, B, F), la orice nivel s-ar afla. Bineinteles, dacd
nu stim valoarea lui L nu putem calcula efectiv costul unei
frunze cind o construim. De aceea costurile trebuie adu-
nate "pe parcurs": cand cobordm cu un nivel in arbore,
vom aduna costul unui nivel in contul tuturor frunzelor
aflate mai jos decat nivelul respectiv. Evident, frunzele si-
tuate mai jos de nivelul L au indicii F + 1, F + 2, ... (dacd
am ordonat simbolurile descrescitor in functie de frecven-
ta lor de aparitie).

Deci, costul unui nivel L va fi dat de suma frecventelor
simbolurilor incepand cu F + 1; aceste sume le vom calcula
la inceputul algoritmului.

Asa cum am mentionat, algoritmul construieste un ast-
fel de tablou tridimensional folosind metoda programarii
dinamice. Memoria folositd este O(N?), unde am folosit N
pentru numirul de simboluri (36 in cazul de fatd). Cel mai
simplu mod de a calcula elementele tabloului este o solutie
recursivd cu memoizare. Pentru aceasta, trebuie si vedem
din ce poate proveni o solutie (4, B, F). Singura variabild
este numirul de frunze de pe nivelul Z; pentru X frunze pe
nivelul Z, starea precedentd este (B - A, A, F - X). Aceasta
ne di un algoritm in timp O(N*) pentru construirea tablo-
ului.

Analiza complexitdtii
Notim cu N numdrul de simboluri cu frecvente strict po-
zitive. In enuntul acestei probleme, N este limitat superior
de 36.

Datoritd limitei superioare pentru numdrul N, citirea
datelor are ordinul de complexitate O(36).

Operatia de construire a matricei, prin metoda progra-
mirii dinamice, are ordinul de complexitate O(N*).

Operatiile de gisire a optimului se pot realiza In tim-
pul construirii matricei.

Operatia de afisare a rezultatelor are ordinul de com-
plexitate O(1).

In final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastd problemi este O(36) + O(N*) +

O(1) = O(N¥).
P050334: Ajutor

Problema se poate rezolva in mai multe moduri. In conti-
nuare vom prezenta doud solutii ale acesteia.

Se considerd mai intai cele N puncte de prim ajutor. Se
iau coordonatele x ale acestor puncte intr-un vector, care
este sortat. Se face acelasi lucru si cu coordonatele y. Fie-
care punct avand abscisa in vectorul x si ordonata in vec-
torul y va reprezenta un nod intr-o retea ortogonald (caro-
1aj). Pentru aceste noduri se calculeazi, folosind metoda
programdrii dinamice, distanta pand la cel mai apropiat
post de prim ajutor.

Se foloseste metoda programarii dinamice de patru
ori, incepand din stinga-sus, apoi incepand din stinga-jos,
apoi Incepand din dreapta-jos, apoi incepand din dreapta-
sus. Calculele se fac (conceptual) cu ajutorul unor matrice
ali, 7], reprezentind distanta pand la cel mai apropiat post
de prim ajutor, dacd am merge, de exemplu, numai in stan-
ga si in sus (pentru prima matrice), din pozitia (i, j) din
caroiaj, adicd a i-a coordonatd y, dupd sortare si a j-a
coordonatd x dupd sortare. Calculul se face O(N?), pentru
cd, de exemplu, valoarea lui af, j] nu depinde decit de
vecinii din stinga-sus.

Dintre cele patru valori se retine minimul si se memo-
reazd valoarea sa intr-o matrice.

Pentru a calcula valorile respective nu este nevoie de
matrice, ci de doi vectori: nivelul curent si nivelul anterior.

Fiecare dintre cele M locatii ale accidentului se rezolva
(se afld minimul) In O(log N), pentru cd nu trebuie decat
sd aflim in care celuli din caroiaj se afld punctul in care ne
situdm (doud ciutdri binare in vectorii x si y), iar acolo sd
vedem in care dintre cele 4 colturi este mai bine si mergem.

Complexitatea acestei variante de rezolvare este, in
consecintd, O(N? + M - log N)

In cele ce urmeazi vom prezenta o alti solutie care are
ordinul de complexitate mai mic.

Datoriti limitirilor coordonatelor pentru puncte, apa-
re si posibilitatea de a rispunde la o cerere in O(1). Acest
lucru se face prin preprocesarea vectorilor x si y. Se mai
retin doud tablouri in care, pentru fiecare coordonatd x, se
afld coloana i si, pentru fiecare coordonatd vy, se afld linia j
a caroiajului obtinut prin preprocesare.

Este nevoie deci de doud tablouri a cite 32000 de ele-
mente de tip word (respectiv, unsigned int). In acest caz,
raspunsul pentru fiecare locatie posibild a accidentului poa-
te fi dat in timp constant (dupi rezolvarea subproblemei
de programare dinamici).
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Complexitatea acestei variante de rezolvare a proble-
mei este O(N? + M).

Analiza complexitdtii

Operatia de citirea a datelor are ordinul de complexitate
O(M + N), iar cea de scriere a rezultatelor are ordinul de
complexitate O(M).

Preprocesarea, constind in aplicarea metodei progra-
maii dinamice pentru a calcula distantele minime 1n cazul
caroiajului, are ordinul de complexitate O(N?).

Preprocesarea pe axele x si y, din cadrul celei de-a doua
variante de rezolvare, are ordinul de complexitate constant
(datoriti limitarii la 32000).

Pentru fiecare locatie posibili a accidentului, rispunsul
se di in timp constant in varianta 2, in timp ce in cazul
primei variante de rezolvare ordinul de complexitate este
O(log N) datoritd cautirii binare.

In concluzie, ordinul de complexitate al rezolvirii este
O(M + N) + ON*)+ O(M) - O(log N) + O(M) = O(N? +
M -log N) in cazul primei variante, respectiv O(M + N) +
O(N?)+ O(M) + O(M) = O(N? + M) pentru cea de-a doua

varianta.

P050335: Ghizi

Se observi cd problema devine o problemi de flux intr-o

retea de transport dacd facem urmatoarele transformari:

o momentele Intregi de timp se transformd n nodurile unui
graf;

o un interval [T, T,) asociat unui ghid introduce un arc de
la T, 1a T, cu capacitatea 1. Doud noduri pot fi conectate
prin mai multe arce.

Se observi ci un drum de la sursi (nodul 0) la destina-
tie (nodul 100) acoperd fiecare moment de timp din [0, 100)
exact o datd. Astfel, problema poate fi reformulata:

"Déndu-se graful construit conform transformdrii de
mai sus, sd se determine K drumuri, disjuncte din punct de
vedere al muchitlor, de la sursd la destinatie."

Problema este in mod evident o problemi de flux; se in-
troduce un arc de capacitate K de la o sursi fictivd la nodul
0 si se executd un algoritm de flux maxim.

Trebuie aleasd o variantd de implementare care si se
incadreze in timpul de executie acordat. Nu descriem al-
goritmii de flux deoarece, pentru scopul acestui articol, 1i
considerim cunoscuti.

Andaliza complexitdtii
Notim cu 7 numirul de momente distincte de timp care pot
fi capete ale unui interval asociat unui ghid (maxim 101).
Operatiile de citire a datelor de intrare si scriere a
rezultatelor au ordinul de complexitate O(N).
Construirea grafului are, de asemenea, ordinul de com-
plexitate O(N). Se obtine un graf cu T noduri si N muchii.
Aplicarea algoritmului de flux maxim Ford-Fulkerson
presupune gisirea a K drumuri de crestere de la sursi la
destinatie. Presupunind ci fiecare drum se determind prin-

tr-o singurd parcurgere a grafului cu complexitatea O(N),
gasirea celor K drumuri de crestere are ordinul de comple-
xitate O(N - K).

In final, ordinul de complexitate al algoritmului de re-
zolvare pentru aceastd problemd este O(N) + O(N - K) +

O(N) = O(N - K).
P050336: Sala

Se poate demonstra, prin inductie matematici (cu pasul 3),
cd numirul maxim de bdieti in sali este egal cu:
x, = [(n-(+1)+1)3].

Pentru 7 <3 verificirile sunt imediate.

S3 considerdm afirmatia adeviratd pentru 7 si s o de-
monstrim pentru 7 + 3.

Fiea, ay .., a,4,,4,,a,; 0 asezare pentru n + 3
persoane. Urmitoarele doud randuri sunt date prin vectorii:

b,b,...b,b b,

Cpy Cpp ey €y €

T Tntl

n+1

Pentru aceste trei rinduri de persoane numarul minim de
fete este 7 + 2, deci numirul maxim de baieti este 2 - 72 + 4.

Astfel obtinemx ;<2 n+4 +x,.

Conform ipotezei de inductie se obtine c:

X5 <2:n+4+[- (4 1)+ 1)3]=[((2+3) (n+4)+1)3]

Relatia de mai sus reprezintd exact ceea ce trebuia de-
monstrat.

Valoarea maximi x, = [(2- (2 +1)+1)/3] se poate obtine pen-
tru urmitoarea asezare in sali:

bbfbbfbbf..

fbbfbbfb..

bfbbfbb..

b

Calculul valorii necesitd implementarea operatiilor cu
numere mari, Insd programul poate fi redactat usor.

Analiza complexitatii
Notim cu K numdrul de cifre al numirului dat la intrare.

Operatia de citire a datelor de intrare are ordinul de
complexitate O(K).

Pentru calculul formulei folosim inmultirea pe numere
mari, de complexitate O(K?).

Operatia de afisare a rezultatului are ordinul de com-
plexitatea O(K), deoarece rezultatul nu poate avea mai mult
de 2 - K cifre.

fn concluzie, ordinul de complexitate al algoritmului
de rezolvare pentru aceastd problemd este O(K) + O(K?) +

O(K) = O(K?).

Observatii

Toate variabilele, care au fost folosite in rezolvarea acestor
probleme si nu au fost explicate, au semnificatia datd in
enunturile problemelor, care au fost publicate in GInfo

13/5 (mai 2003).



