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Altfel de copãcei... 

ARBORI indexaþi BINAR
Mihai Scorþaru

Problema determinãrii sumei elementelor unei subsecvenþe a unui ºir ale cãrui
valori se modificã în timp real apare destul de des în diferite aplicaþii. Ea a
apãrut, sub diverse forme ºi la anumite concursuri de programare. În cadrul
acestui articol vom prezenta o structurã de date care poate fi folositã pentru
rezolvarea eficientã a acestei probleme.

Introducere
Prin subsecvenþã înþelegem un subºir ale cãrui elemente se
aflã pe poziþii consecutive în ºirul iniþial. De exemplu, (2, 3,
4) este o subsecvenþã a ºirului (1, 2, 3, 4, 5) formatã din al
doilea, al treilea ºi al patrulea element al ºirului, în timp ce
(1, 2, 4) nu este o subsecvenþã deoarece nu este formatã din
elemente aflate pe poziþii consecutive.

În cadrul acestui articol vom identifica o subsecvenþã
prin extremitãþile sale (poziþia cea mai din stânga ºi poziþia
cea mai din dreapta din ºir). O subsecvenþã care începe în
poziþia a ºi se terminã în poziþia b va fi notatã prin <a, b>.
Pentru ºirul (1, 2, 3, 4, 5) subsecvenþa (2, 3, 4) va fi notatã
prin <2, 4> dacã numerotarea elementelor începe cu 1 sau
prin <1, 3> dacã numerotarea începe de la 0.

Deseori, avem nevoie de informaþii referitoare la sub-
secvenþele unui ºir cum ar fi suma elementelor, produsul
lor, valoarea minimã, valoarea maximã etc. La prima vede-
re, rezolvarea acestei probleme pare destul de simplã (de
exemplu, pentru sumã se parcurg elementele subsecvenþei
ºi se adunã). Totuºi, acest algoritm este ineficient datoritã
faptului cã necesitã parcurgerea întregii subsecvenþe. Vom
arãta cã existã algoritmi pentru care o astfel de parcurgere
nu este necesarã.

Totuºi, dacã am efectua o singurã datã sau de un numãr
limitat de ori o astfel de parcurgere, algoritmul ar putea pã-
rea performant, viteza de execuþie fiind relativ mare. Pro-
blema se complicã dacã elementele ºirului se modificã în
timp real.

Modificãri în timp real
Sã presupunem cã existã douã tipuri de operaþii care pot fi
efectuate asupra unui ºir. Primul tip constã în modificarea
valorii unui element, în timp ce al doilea reprezintã intero-
gãri (cereri de informaþii) referitoare la anumite subsecven-
þe ale ºirului. De obicei, cele douã tipuri de operaþii sunt
"amestecate" în sensul cã nu vor fi doar modificãri urmate
din interogãri, ci putem avea o modificare, urmatã de douã
interogãri, urmate de cinci modificãri, urmate de alte douã
interogãri etc.

Aºadar, putem spune cã elementele ºirului se modificã
în timp real ºi interogãrile se referã la starea curentã a ºiru-
lui (cea din momentul cererii de informaþii).

Enunþul problemei
În cele ce urmeazã vom prezenta un enunþ al problemei,
particularizat pentru cazul în care interogãrile se referã la
suma elementelor subsecvenþelor.

Se considerã un ºir de numere întregi care are toate ele-
mentele nule. O modificare a unui element constã în adu-
narea unei valori la valoarea curentã (pot fi realizate ºi scã-
deri care au forma adunãrii unor valori negative). Pe par-
cursul modificãrilor pot apãrea interogãri referitoare la su-
ma elementelor unei subsecvenþe a ºirului.

Problema poate fi enunþatã în multe alte forme. Una
dintre ele ar putea fi urmãtoarea: 

Un furnizor lucreazã cu N distribuitori; în fiecare mo-
ment distribuitorii pot efectua plãþi sau pot cumpãra pro-
duse. De asemenea, în fiecare moment furnizorul poate cere
informaþii referitoare la suma totalã a datoriilor pe care le
au magazinele cu numere de ordine cuprinse între douã va-
lori date. 

Evident, existã multe alte enunþuri echivalente. De ase-
menea, pot apãrea enunþuri în care operaþia de însumare ar
putea fi înlocuitã cu altele. De exemplu, furnizorul ar putea
dori sã cunoascã datoria maximã a unui magazin care are
numãrul de ordine cuprins între douã valori date.

Exemplu
Vom exemplifica acum evoluþia în timp real a unui ºir
format din cinci elemente, prezentând valorile ºirului dupã
fiecare modificare ºi rezultatul fiecãrei interogãri. 

Operaþia Iniþializare constã în setarea la 0 a valorilor
tuturor elementelor. Operaþia Adunã(i, x) constã în aduna-
rea valorii x la valoarea curentã a celui de-al i-lea element.
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Operaþia Sumã(a, b) furnizeazã suma elementelor subsec-
venþei <a, b>.

Operaþie ªir/Rezultat
Iniþializare 0 0 0 0 0
Adunã(1, 3) 3 0 0 0 0
Adunã(4, 5) 3 0 0 5 0
Sumã(3, 3) 0
Sumã(4, 4) 5
Adunã(4, 2) 3 0 0 7 0
Adunã(2, 3) 3 3 0 7 0
Sumã(2, 5) 10
Sumã(2, 4) 10
Adunã(5, 2) 3 3 0 7 2
Sumã(2, 4) 10
Sumã(2, 5) 12
Adunã(3, 1) 3 3 1 7 2
Adunã(4, -2) 3 3 1 5 2
Sumã(2, 5) 11
Adunã(1, -3) 0 3 1 5 2
Adunã(5, 5) 0 3 1 5 7
Sumã(1, 2) 3
Sumã(3, 4) 6
Adunã(2, -1) 0 2 1 5 7
Adunã(3, 3) 0 2 4 5 7
Sumã(5, 5) 7
Sumã(1, 2) 2
Sumã(1, 5) 18

Cazul unidimensional
Din modul în care a fost enunþatã problema, rezultã cã
operaþiile sunt efectuate asupra unui tablou unidimensio-
nal; aºadar, acesta este cazul unidimensional al problemei.
Vom prezenta în continuare trei algoritmi care pot fi folo-
siþi pentru rezolvarea problemei ºi apoi le vom studia per-
formanþele.

Algoritmul naiv
Cea mai intuitivã metodã de rezolvare constã în pãstrarea
unui vector cu valorile ºirului, modificarea lor atunci când
este necesar ºi calcularea sumelor în momentul în care apar
interogãri.

Pentru a prezenta algoritmul vom considera cã o modi-
ficare este codificatã prin valoarea 1, iar o interogare prin
valoarea 2. Ar fi necesarã o a treia operaþie (codificatã prin
3) care ar indica faptul cã nu mai existã modificãri sau inte-
rogãri, deci execuþia poate fi încheiatã. 

Versiunea în pseudocod este prezentatã în continuare:

//iniþializãri
scrie Introduceþi numãrul de elemente:
citeºte N   //dimensiunea ºirului
pentru i ← 1, N executã

ai ← 0    //valorile iniþiale sunt nule
sfârºit pentru
scrie Introduceþi codul operaþiei:

citeºte cod
cât timp cod ≠ 3 executã

dacã cod = 1 //modificare
atunci

scrie Introduceþi indicele elementului care va fi
modificat:

citeºte ind
scrie Introduceþi valoarea care va fi adunatã

(valoare negativã pentru scãderi):
citeºte val
aind ← aind + val

altfel //interogare
scrie Introduceþi extremitãþile subsecvenþei:
citeºte st, dr
suma ← 0
pentru i ← st, dr executã

suma ← suma + ai
sfârºit pentru
scrie Suma elementelor secvenþei este, suma

sfârºit dacã
scrie Introduceþi codul operaþiei:
citeºte cod

sfârºit cât timp

Se observã cã modificãrile se efectueazã în timp con-
stant deoarece implicã doar accesarea unui element al vec-
torului ºi modificarea valorii sale. 

Datoritã faptului cã pentru calcularea sumei elemen-
telor unei subsecvenþe este necesarã parcurgerea tuturor
elementelor subsecvenþei, aceastã operaþie are ordinul de
complexitate O(l), unde l este lungimea subsecvenþei.

Trebuie observat faptul cã algoritmul este acelaºi dacã
operaþia de însumare este înlocuitã cu o alta (calcularea
produsului, stabilirea minimului etc.).

Vector de sume
Prima încercare de optimizare constã în gãsirea unui algo-
ritm mai rapid pentru calcularea sumei elementelor unei
subsecvenþe. O posibilitate relativ simplã este pãstrarea
unui vector b a cãrui elemente bi reprezintã suma primelor
elemente ale ºirului a. Pentru a gãsi suma elementelor unei
subsecvenþe <st, dr> vom efectua o simplã diferenþã: bdr -
bst-1.

Pentru a calcula sumele pentru subsecvenþe de forma
<1, dr> vom avea nevoie de elementul b0 care va avea
întotdeauna valoarea 0. Astfel, pentru o subsecvenþã de
aceastã formã suma elementelor va fi bdr - b0 = bdr.

Aºadar, folosind acest artificiu, ordinul de complexitate
al unei interogãri va fi O(1) pentru cã este necesarã doar o
simplã scãdere pentru furnizarea rezultatului. Din neferici-
re, în momentul efectuãrii unei modificãri pentru elementul
i, toate elementele bj pentru care j ≥ i îºi modificã valoarea.

Ca urmare, operaþia de modificare a celui de-al i-lea
element nu se mai realizeazã în timp constant, deoarece
trebuie modificate N - i + 1 valori. Aºadar, ordinul de com-
plexitate devine liniar. 
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Astfel, am reuºit sã înlocuim algoritmul liniar de deter-

minare a sumei elementelor unei subsecvenþe cu un algo-
ritm având ordinul de complexitate O(1) cu preþul creºterii
timpului de execuþie a algoritmului de modificare de la
unul constant la unul liniar.

Se observã cã nu mai avem nevoie de ºirul a folosit pen-
tru algoritmul anterior, fiind suficientã pãstrarea valorilor
elementelor ºirului b. Prezentãm versiunea în pseudocod a
acestui algoritm, folosind aceleaºi coduri pentru operaþiile
efectuate:

//iniþializãri
scrie Introduceþi numãrul de elemente:
citeºte N   //dimensiunea ºirului
pentru i ← 0, N executã

bi ← 0     //valorile iniþiale sunt nule
sfârºit pentru
scrie Introduceþi codul operaþiei:
citeºte cod
cât timp cod ≠ 3 executã

dacã cod = 1 //modificare
atunci

scrie Introduceþi indicele elementului care va fi
modificat:

citeºte ind
scrie Introduceþi valoarea care va fi adunatã

(valoare negativã pentru scãderi):
citeºte val
pentru i ← ind, N executã

bi ← bi + val
sfârºit pentru

altfel //interogare
scrie Introduceþi extremitãþile subsecvenþei:
citeºte st, dr
scrie Suma elementelor secvenþei este bdr - bst-1

sfârºit dacã
scrie Introduceþi codul operaþiei:
citeºte cod

sfârºit cât timp

Din nou, algoritmul este acelaºi dacã operaþia de însu-
mare este înlocuitã cu o alta (calcularea produsului, stabi-
lirea minimului etc.).

Arbore indexat binar
Practic, pentru algoritmii anteriori una dintre cele douã
operaþii se efectueazã în timp constant, în timp ce cealaltã
se efectueazã în timp liniar. Aºadar, dacã numãrul de
modificãri este aproximativ egal cu cel al interogãrilor,
timpul de execuþie va fi aproximativ acelaºi. 

Dacã numãrul modificãrilor este mult mai mare decât
cel al interogãrilor, atunci este preferabilã folosirea
algoritmului naiv. 

Dacã, dimpotrivã, numãrul interogãrilor este mult mai
mare decât cel al modificãrilor, atunci algoritmul bazat pe

vectorul de sume este mai performant. Totuºi, în cazul
mediu, ambii algoritmi sunt liniari.

În cele ce urmeazã vom prezenta o structurã de date
care permite efectuarea în timp logaritmic atât a modificã-
rilor, cât ºi a interogãrilor. Structura de date pe care o pro-
punem este numitã arbore indexat binar.

Aºadar, vom avea o structurã arborescentã care va per-
mite efectuarea interogãrilor în timp logaritmic în condiþi-
ile în care ºi modificãrile se efectueazã în timp logaritmic.

Pentru a folosi aceastã structurã de date, va trebui sã
considerãm cã elementele ºirului sunt numerotate începând
cu 1.

Arborele va fi pãstrat sub forma unui vector c în care
fiecare element i va conþine suma elementelor subsecvenþei
<i - 2k + 1, i>, unde k este numãrul zerourilor terminale din
reprezentarea binarã a lui i.

Aºadar, elementele de pe poziþiile impare ale arborelui
vor pãstra suma elementelor unor subsecvenþe formate din-
tr-un singur element (aflat pe o poziþie imparã în ºirul a).
În elementele de pe poziþiile de forma 4 · k + 2 (un zero ter-
minal în reprezentarea binarã a poziþiei) vom pãstra suma
elementelor unor subsecvenþe formate din douã elemente.
În elementele de pe poziþiile de forma 8 · k + 4 (douã zero-
uri terminale în reprezentarea binarã a poziþiei) vom pãstra
suma elementelor unor subsecvenþe formate din patru ele-
mente. 

În general, dacã reprezentarea binarã a poziþiilor au p
zerouri terminale, atunci elementele din arbore vor pãstra
sume ale elementelor unor subsecvenþe cu 2p elemente.

Vom considera cã, la un moment dat, ºirul (format din
15 elemente) este (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14,
15). 

Valorile vectorului c (cel care reprezintã arborele inde-
xat binar) sunt:

Element Poziþie Semnificaþie Valoare
c1 0001 Sumã(1, 1) 1
c2 0010 Sumã(1, 2) 3
c3 0011 Sumã(3, 3) 3
c4 0100 Sumã(1, 4) 10
c5 0101 Sumã(5, 5) 5
c6 0110 Sumã(5, 6) 11
c7 0111 Sumã(7, 7) 7
c8 1000 Sumã(1, 8) 36
c9 1001 Sumã(9, 9) 9
c10 1010 Sumã(9, 10) 19
c11 1011 Sumã(11, 11) 11
c12 1100 Sumã(9, 12) 42
c13 1101 Sumã(13, 13) 13
c14 1110 Sumã(13, 14) 27
c15 1111 Sumã(15, 15) 15

Vom prezenta în continuare modul în care se efectuea-
zã modificãrile, exemplificând pe arborele prezentat ante-
rior. În acest scop, vom modifica valoarea celui de-al doi-
lea element din 2 în 8 (se adunã valoarea 6). 
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Se observã cã trebuie modificate toate valorile vectoru-
lui c care reprezintã sume ale unei subsecvenþe care conþine
al doilea element al ºirului; acestea sunt: c2, c4 ºi c8. Repre-
zentãrile binare ale acestor trei poziþii sunt 0010, 0100 ºi
1000. 

Se observã cã, fiecare astfel de reprezentare (evident, cu
excepþia primeia) poate fi obþinutã din cea anterioarã prin
adunarea valorii 2r, unde r reprezintã numãrul de zerouri
terminale ale reprezentãrii binare a poziþiei anterioare. 

Aºadar, ar trebui sã efectuãm astfel de adunãri pânã în
momentul în care poziþia obþinutã este mai mare decât
dimensiunea ºirului ºi sã creºtem cu 6 valorile tuturor
elementelor de pe poziþiile de la fiecare pas. 

Vom exemplifica procedeul ºi pentru al treilea element.
Prima poziþie este 0011; numãrul zerourilor terminale este
0, deci vom aduna valoarea 20 = 1. Noua poziþie va fi 3 + 1
= 4, deci am ajuns la poziþia 4 a cãrei reprezentare binarã
este 0100. Numãrul zerourilor terminale este 2, deci vom
aduna valoarea 22 = 4, poziþia devenind 4 + 4 = 8. Repre-
zentarea binarã este 1000, deci avem trei zerouri terminale.
Valoarea adunatã va fi 23 = 8, deci ajungem în poziþia 8 + 8
= 16, aºadar am depãºit dimensiunea ºirului. 

Se observã cã elementele c3, c4 ºi c8 sunt cele a cãror va-
loare depinde de valoarea elementului de pe a treia poziþie.

Algoritmul care realizeazã operaþia de modificare este
urmãtorul:

• Se identificã poziþia elementului care trebuie modificat.
• Cât timp poziþia curentã este cel mult egalã cu dimensiu-

nea ºirului:
♦ Se modificã valoarea elementului de pe poziþia curentã.
♦ Se determinã numãrul k al zerourilor terminale din re-

prezentarea binarã a poziþiei curente.
♦ Noua poziþie se determinã adunând valoarea 2k la po-

ziþia curentã.

Se observã cã numãrul elementelor modificate este cel
mult egal cu numãrul cifrelor reprezentãrii binare a numã-
rului de elemente din ºir, deci operaþia are ordinul de com-
plexitate O(log N).

Mai trebuie prezentat modul în care este efectuatã ope-
raþia de interogare. Vom încerca sã aplicãm o metodã simi-
larã celei propuse în cazul algoritmului care foloseºte un
vector de sume. Pentru aceasta, dacã dorim sã determinãm
suma elementelor subsecvenþei <st, dr>, vom determina su-
mele elementelor subsecvenþelor <1, st - 1> ºi <1, dr>, efec-
tuând apoi o simplã diferenþã.

Operaþiile efectuate sunt, oarecum, inversele celor de la
operaþia de modificare. Vom porni din poziþia datã ºi, la
fiecare pas, vom determina urmãtoarea poziþie scãzând
valoarea 2k unde k reprezintã numãrul zerourilor terminale
din reprezentarea binarã a poziþiei curente. Ne vom opri în
momentul în care poziþia curentã devine 0.

De exemplu, pentru a determina suma elementelor
subsecvenþei <1, 11> vom porni din poziþia 11 a cãrei re-
prezentare binarã este 1011. Numãrul zerourilor terminale

este 0, deci vom scãdea valoarea 20 = 1, ajungând în poziþia
11 - 1 = 10. Reprezentarea binarã a acesteia este 1010, deci
numãrul zerourilor terminale este 1. Valoarea scãzutã este
21 = 2, deci se ajunge în poziþia 10 - 2 = 8, a cãrei reprezen-
tare binarã este 1000. De data aceasta avem trei zerouri ter-
minale, deci vom scãdea valoarea 23 = 8 ajungând în poziþia
8 - 8 = 0.

Aºadar, am "trecut" prin poziþiile 11, 10 ºi 8. Adunând
valorile elementelor corespunzãtoare (c11, c10 ºi c8) obþinem
11 + 19 + 36 = 66, adicã exact valoarea cãutatã. 

Este uºor de observat cã c11 reprezintã suma elemen-
telor subsecvenþei <11, 11>, c10 reprezintã suma elemente-
lor subsecvenþei <9, 10>, iar c8 reprezintã suma elementelor
subsecvenþei <1, 8>, aºadar, în momentul calculãrii sumei,
fiecare element de pe o poziþie mai micã sau egalã cu 11 este
adunat o singurã datã.

Pentru a determina suma elementelor unei subsecvenþe
de forma <1, dr> vom folosi urmãtorul algoritm:

• Se identificã elementul de pe poziþia dr.
• Cât timp poziþia curentã este diferitã de 0:

♦ Se adunã la suma totalã valoarea elementului de pe po-
ziþia curentã.

♦ Se determinã numãrul k al zerourilor terminale din re-
prezentarea binarã a poziþiei curente.

♦ Noua poziþie se determinã scãzând valoarea 2k din po-
ziþia curentã.

Evident, pentru a determina suma elementelor unei
subsecvenþe de forma <st, dr> vom aplica de douã ori algo-
ritmul prezentat: o datã pentru subsecvenþa <1, dr> ºi o
datã pentru subsecvenþa <1, st-1>, efectuând la final dife-
renþa valorilor obþinute.

De exemplu, pentru determinarea sumei elementelor
subsecvenþei <4, 13> vom calcula mai întâi sumele elemen-
telor subsecvenþelor <1, 13> ºi <1, 3>. Acestea sunt
Sumã(1, 13) = c13 + c12 + c8 = 13 + 42 + 36 = 91 ºi Sumã(1,
3) = c3 + c2 = 3 + 3  = 6, diferenþa lor fiind 91 - 6 = 85 care
este egalã cu valoarea Sumã(4, 13).

Se observã cã numãrul elementelor adunate este cel
mult egal cu numãrul cifrelor reprezentãrii binare a poziþiei
elementului dat, deci operaþia are ordinul de complexitate
O(log N). 

Din nou, se observã cã nu avem nevoie de pãstrarea ele-
mentelor ºirului a, fiind suficientã pãstrarea valorilor vec-
torului c (cel care reprezintã arborele indexat binar).

Varianta în pseudocod a algoritmului de rezolvare a
problemei folosind un arbore indexat binar este urmãtoa-
rea:

//iniþializãri
scrie Introduceþi numãrul de elemente:
citeºte N   //dimensiunea ºirului
pentru i ← 0, N executã

ci ← 0    //valorile iniþiale sunt nule
sfârºit pentru
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scrie Introduceþi codul operaþiei:
citeºte cod
cât timp cod ≠ 3 executã

dacã cod = 1 //modificare
atunci

scrie Introduceþi indicele elementului care va fi
modificat:

citeºte ind
scrie Introduceþi valoarea care va fi adunatã

(valoare negativã pentru scãderi):
citeºte val
poz ← 0 //poziþia celui mai nesemnficativ bit cu

//valoarea 1
cât timp ind ≤ N executã

cind ← cind + val 
cât timp ind & 2poz ← 0 executã 

//& reprezintã operaþia de conjucþie
//logicã (ªI-logic)

poz ← poz + 1
sfârºit cât timp
ind ← ind + 2poz
poz ← poz + 1

//valoarea poz este incrementatã
//ºi nu reiniþializatã cu 0 deoarece 
//ºtim cã acum avem cel puþin 
//poz + 1 zeroruri terminale, prin 
//adunare adãugându-se cel puþin 
//un zero terminal

sfârºit cât timp
altfel //interogare

scrie Introduceþi extremitãþile subsecvenþei:
citeºte st, dr
//calcularea primei sume
s1 ← 0  //iniþializare 
poz ← 0 //poziþia celui mai nesemnficativ bit cu

//valoarea 1
cât timp dr > 0 executã

s1 ← s1 + cdr
cât timp dr & 2poz = 0 executã

poz ← poz + 1
sfârºit cât timp
dr ← dr - 2poz
poz ← poz + 1 //prin scãdere se adaugã cel

//puþin un zero terminal
sfârºit cât timp
//calcularea celei de-a doua sume
st ← st - 1 //trebuie calculatã valoarea pentru

//st-1
s2 ← 0   //iniþializare 
poz ← 0 //poziþia celui mai nesemnficativ bit cu

//valoarea 1
cât timp st > 0 executã

s2 ← s2 + cst
cât timp st & 2poz = 0 executã

poz ← poz + 1
sfârºit cât timp

st ← st - 2poz
poz ← poz + 1 

sfârºit cât timp
scrie Suma elementelor subsecvenþei este: s1 -

s2
sfârºit dacã
scrie Introduceþi codul operaþiei:
citeºte cod

sfârºit cât timp

ªi de data aceasta putem înlocui operaþia de însumare
cu alte operaþii (înmulþire, minim, maxim etc.).

Cazul bidimensional
Problema enunþatã poate fi modificatã astfel încât sã lu-
crãm în spaþiul bidimensional. Enunþul noii probleme ar
putea fi urmãtorul:

Se considerã o matrice de numere întregi care are toate
elementele nule. O modificare a unui element al matricei
constã în adunarea unei valori la valoarea curentã (pot fi
realizate ºi scãderi care au forma adunãrii unor valori
negative). Pe parcursul modificãrilor pot apãrea interogãri
referitoare la suma elementelor unei submatrice.

Aºadar, în acest caz, interogãrile se referã la suma valo-
rilor dintr-o "zonã dreptunghiularã" care face parte din
matrice. 

Evident, pentru reprezentarea datelor vom folosi ta-
blouri bidimensionale în locul celor unidimensionale (ma-
trice în locul vectorilor).

Din nou, enunþul poate fi reformulat în diferite mo-
duri. 

O variantã ar putea fi:

Se considerã un teren de formã dreptunghiularã având
lungimea M ºi lãþimea N. Terenul este împãrþit în regiuni
de formã pãtratã având latura egalã cu unitatea. În fiecare
moment, într-o anumitã regiune pot fi plantaþi sau tãiaþi
pomi. De asemenea, în fiecare moment proprietarul tere-
nului ar putea cere informaþii referitoare la numãrul total
al pomilor care se aflã într-o regiune dreptunghiularã a te-
renului.

Vom adapta cei trei algoritmi descriºi pentru cazul uni-
dimensional pentru a rezolva noua problemã ºi vom studia
apoi performanþele acestora.

De data aceasta, pentru operaþia de modificare vom
avea nevoie de doi parametri care vor reprezenta linia ºi co-
loana pe care se aflã elementul a cãrui valoare va fi modi-
ficatã. 

Pentru interogãri vom avea nevoie de patru parametri
care vor reprezenta coordonatele colþurilor din stânga-sus
ºi dreapta-jos ale unui dreptunghi.

Vom exemplifica acum cazul bidimensional al proble-
mei folosind o matrice cu trei linii ºi trei coloane.
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Operaþie Matrice/Rezultat
Iniþializare 0 0 0

0 0 0
0 0 0

Adunã(2, 2, 3) 0 0 0
0 3 0
0 0 0

Adunã(1, 3, 5) 0 0 5
0 3 0
0 0 0

Sumã(2, 1, 3, 3) 3
Adunã(2, 1, 1) 0 0 5

1 3 0
0 0 0

Sumã(1, 2, 2, 3) 8
Adunã(2, 2, -1) 0 0 5

1 2 0
0 0 0

Sumã(1, 2, 2, 3) 7
Adunã(2, 2, 5) 0 0 5

1 7 0
0 0 0

Adunã(2, 2, -5) 0 0 5
1 2 0
0 0 0

Adunã(3, 2, 4) 0 0 5
1 2 0
0 4 0

Sumã(1, 1, 3, 3) 12

Algoritmul naiv
Primul algoritm descris pentru cazul unidimensional poate
fi adaptat foarte uºor pentru a rezolva cazul bidimensional
al problemei. Vom pãstra valorile matricei, le vom modifica
dacã este necesar ºi vom calcula sumele cerute de intero-
gãri. 

Versiunea în pseudocod este prezentatã în continuare:

//iniþializãri
scrie Introduceþi dimensiunile matricei:
citeºte M, N
pentru i ← 1, M executã

pentru j ← 1, N executã
aij ← 0    //valorile iniþiale sunt nule

sfârºit pentru
sfârºit pentru
scrie Introduceþi codul operaþiei:
citeºte cod
cât timp cod ≠ 3 executã

dacã cod = 1 //modificare
atunci

scrie Introduceþi indicii elementului care va fi
modificat:

citeºte indx, indy
scrie Introduceþi valoarea care va fi adunatã

(valoare negativã pentru scãderi):

citeºte val
aindx,indy ← aindx,indy + val

altfel //interogare
scrie Introduceþi coordonatele colþurilor:
citeºte st, sus, dr, jos
suma ← 0
pentru i ← sus, jos executã

pentru j ← st, dr executã
suma ← suma + aij

sfârºit pentru
sfârºit pentru
scrie Suma elementelor dreptunghiului este: suma

sfârºit dacã
scrie Introduceþi codul operaþiei
citeºte cod

sfârºit cât timp

Modificãrile se efectueazã tot în timp constant deoare-
ce implicã doar accesarea unui element al matricei ºi mo-
dificarea valorii sale. 

Datoritã faptului cã pentru calcularea sumei elemente-
lor dintr-un dreptunghi este necesarã parcurgerea tuturor
elementelor dreptunghiului, aceastã operaþie are ordinul de
complexitate O(l · h), unde l ºi h sunt lungimile laturilor
dreptunghiului.

Matrice de sume
Adaptarea algoritmului
care foloseºte un vector
de sume este destul de
simplã. Vom pãstra o
matrice b ale cãreia ele-
mente bij vor conþine
sumele corespunzãtoare
dreptunghiurilor cu col-
þul din stânga-sus în po-
ziþia (1, 1) ºi cel din
dreapta-jos în poziþia (i, j). Studiind figura alãturatã, este
uºor de observat cã pentru a calcula valoarea Sumã(st, sus,
dr, jos) poate fi folositã relaþia:

Sumã(st, sus, dr, jos) = Sumã(1, 1, dr, jos) - 
Sumã(1, 1, st - 1, jos) -
Sumã(1, 1, dr, sus - 1) +
Sumã(1, 1, st - 1, sus - 1).

Se observã cã prin scãderea valorii Sumã(1, 1, st-1, jos)
se scad valorile tuturor elementelor aflate la dreapta drept-
unghiului considerat, iar prin scãderea valorii Sumã(1, 1,
dr, sus-1) se scad valorile elementelor aflate deasupra
dreptunghiului. 

Aceste operaþii implicã scãderea de douã ori a tuturor
elementelor aflate la stânga ºi deasupra dreptunghiului
considerat, motiv pentru care va trebui sã adunãm valoarea
Sumã(1, 1, st-1, sus-1).

Folosind acest artificiu avem nevoie de accesarea a pa-
tru elemente ale matricei b, deci operaþia se realizeazã în
timp constant.
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Din nou, în momentul modificãrii valorii unui element

de coordonate (x, y), va trebui sã modificãm valorile tutu-
ror elementelor matricei b de coordonate (i, j) pentru care
i ≥ x ºi j ≥ y. Aºadar, vom modifica (M - x + 1) · (N - y + 1)
elemente, ordinul de complexitate devenind O(M · N).

Pentru a putea determina valori pentru dreptghiuri în
care colþul din stânga-sus are una dintre coordonate egalã
cu 1 va trebui sã considerãm cã valorile elementelor matri-
cei sunt nule dacã cel puþin unul dintre cei doi indici este 0.

Prezentãm versiunea în pseudocod a algoritmului des-
cris:

//iniþializãri
scrie Introduceþi dimensiunile matricei:
citeºte M, N   //dimensiunea ºirului
pentru i = 0, M executã

pentru i = 0, N executã
bij = 0    //valorile iniþiale sunt nule

sfârºit pentru
sfârºit pentru
scrie Introduceþi codul operaþiei:
citeºte cod
cât timp cod ≠ 3 executã

dacã cod = 1 //modificare
atunci

scrie Introduceþi indicii elementului care va
fi modificat:

citeºte indx, indy
scrie Introduceþi valoarea care va fi adunatã

(valoare negativã pentru scãderi):
citeºte val
pentru i ← indx, M executã

pentru i ← indy, N executã
bij ← bij + val 

sfârºit pentru
sfârºit pentru

altfel //interogare
scrie Introduceþi coordonatele colþurilor:
citeºte st, sus, dr, jos
scrie Suma elementelor secvenþei este: bdr,jos -

bst-1,jos - bdr,sus-1 + bst-1,sus-1.
sfârºit dacã
scrie Introduceþi codul operaþiei
citeºte cod

sfârºit cât timp

Din nou, algoritmul este foare asemãnãtor dacã opera-
þia de însumare este înlocuitã cu o alta (calcularea produsu-
lui, stabilirea minimului etc.).

Arbore de arbori indexaþi binar
Din nou, avem doi algoritmi în care una dintre operaþii este
eficientã, în timp ce cealaltã necesitã un timp de execuþie mai
mare. Folosind arborii indexaþi binar, vom putea gãsi algo-
ritmi care realizeazã ambele operaþii într-un timp de ordinul
O(log M · log N), unde M ºi N sunt dimensiunile matricei.

Pentru a rezolva problema vom crea un arbore de ar-
bori indexaþi binar.

Aºadar, vom avea o matrice c ale cãrei elemente cij vor
reprezenta sumele elementelor din dreptunghiul care are
colþul din stânga-sus în poziþia (i - 2k + 1, j - 2l + 1), iar cel
din dreapta-jos în poziþia (i, j). Valoarea k reprezintã nu-
mãrul zerourilor terminale din reprezentarea binarã a lui i,
iar l reprezintã numãrul zerourilor terminale din reprezen-
tarea binarã a lui j.

De exemplu, pentru matricea:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

elementele arborelui de arbori indexaþi binar vor avea ur-
mãtoarele semnficaþii:

Sumã(1, 1, 1, 1) Sumã(1, 1, 1, 2) Sumã(1, 3, 1, 3) Sumã(1, 1, 1, 4)
Sumã(1, 1, 2, 1) Sumã(1, 1, 2, 2) Sumã(1, 3, 2, 3) Sumã(1, 1, 2, 4)
Sumã(3, 1, 3, 1) Sumã(3, 1, 3, 2) Sumã(3, 3, 3, 3) Sumã(3, 3, 3, 4)
Sumã(1, 1, 4, 1) Sumã(1, 1, 4, 2) Sumã(1, 3, 4, 3) Sumã(1, 1, 4, 4)

Aºadar, valorile matricei care reprezintã arborele binar
vor fi:

1 3 3 6
6 14 10 36
9 19 11 23
28 60 36 136

Sã presupunem cã trebuie sã modificãm valoarea ele-
mentului de coordonate (2, 1) care face parte dintr-o ma-
trice cu 8 linii ºi 4 coloane. Vom aplica de douã ori princi-
piul descris pentru cazul unidimensional. 

Vom identifica linia i pe care se aflã elementul ºi vom
efectua modificãri în toate coloanele de pe acea linie în care
acestea trebuie efectuate. Pentru aceasta vom identifica co-
loana j, vom determina numãrul k al zerourilor terminale ºi
apoi vom aduna la j valoarea 2k. Ajungem într-o nouã po-
ziþie ºi continuãm procedeul pânã în momentul în care va-
loarea coloanei curente depãºeºte numãrul de coloane al
matricei.

În acest moment vom determina numãrul zerourilor
terminale l din reprezentarea binarã a valorii i ºi ne vom
"muta" pe linia i + 2l. Vom reveni la coloana j ºi vom par-
curge aceeaºi paºi ca ºi la linia anterioarã.

Vom continua pânã în momentul în care valoarea liniei
curente va fi mai mare decât numãrul de linii ale matricei.

Pe fiecare linie vom modifica cel mult log2N elemente;
în plus, vom modifica elemente de pe cel mult log2M linii,
aºadar, ordinul de complexitate al operaþiei de modificare a
unui element este O(log M · log N).

Ca urmare, dacã se modificã elementul de coordonate
(3, 1), atunci vor trebui modificate urmãtoarele elemente
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ale matricei care reprezintã arborele de arbori indexaþi
binar: c31, c32, c34, c41, c42, c44, c81, c82 ºi c84.

În cazul în care dorim sã efectuãm o interogare vom fo-
losi aceeaºi metodã. Singura diferenþã este, din nou, faptul
cã valorile de forma 2k sunt scãzute în loc sã fie adunate. 

Datoritã faptului cã, de data aceasta, avem nevoie de
patru sume pentru a furniza rezultatul, algoritmul va fi
aplicat de patru ori. Ordinul de complexitate al algoritmu-
lui va fi O(log M · log N).

Vom prezenta în continuare versiunea în pseudocod a
algoritmului de rezolvare a problemei în cazul bidimensio-
nal, folosind un arbore de arbori indexaþi binar.

//iniþializãri
scrie Introduceþi dimensiunile matricei:
citeºte M, N
pentru i ← 0, M executã

pentru j ← 0, N executã
cij ← 0    //valorile iniþiale sunt nule

sfârºit pentru
sfârºit pentru
scrie Introduceþi codul operaþiei
citeºte cod
cât timp cod ≠ 3 executã

dacã cod = 1 //modificare
atunci

scrie Introduceþi indicii elementului care va fi
modificat:

citeºte indx, indy
scrie Introduceþi valoarea care va fi adunatã

(valoare negativã pentru scãderi):
citeºte val
pozi ← 0 
cât timp indx ≤ M executã

pozj ← 0 
j ← indy
cât timp j ≤ N executã

cindx,j ← cindx,j + val 
cât timp indx & 2pozj = 0 executã

pozj ← pozj + 1
sfârºit cât timp
j ← j + 2pozj
pozj ← pozj + 1            

sfârºit cât timp
cât timp indx & 2pozi = 0 executã

pozi ← pozi + 1
sfârºit cât timp
indx ← indx + 2pozi
pozi ← pozi + 1 

sfârºit cât timp
altfel //interogare

scrie Introduceþi coordonatele colþurilor:
citeºte st, sus, dr, jos
//calcularea primei sume
s ← 0
x ← jos

y ← dr
pozi ← 0 
cât timp x ≥ 0 executã

pozj ← 0 
j ← y
cât timp y ≥ 0 executã

s1 ← s1 + cx,j
cât timp x & 2pozj = 0 executã

pozj ← pozj + 1
sfârºit cât timp
j ← j - 2pozj
pozj ← pozj + 1

sfârºit cât timp
cât timp x & 2pozi = 0 executã

pozi ← pozi + 1
sfârºit cât timp
x ← x - 2pozi
pozi ← pozi + 1

sfârºit cât timp
s1 ← s
s ← 0  
//calcularea celei de-a doua sume
x ← jos
y ← st - 1
... //se aplicã exact aceeaºi secvenþã
s2 ← s
s ← 0
//calcularea celei de-a treia sume
x ← sus - 1
y ← dr
... //se aplicã din nou exact aceeaºi secvenþã
s3 ← s
s ← 0  
//calcularea celei de-a patra sume
x ← sus - 1
y ← dr - 1
... //se aplicã din nou exact aceeaºi secvenþã
s4 ← s
scrie Suma elementelor dreptunghiului este s1

- s2 - s3 + s4
sfârºit dacã
scrie Introduceþi codul operaþiei:
citeºte cod

sfârºit cât timp

Cazul tridimensional
Problema enunþatã poate fi modificatã astfel încât sã lucrãm
în spaþiul tridimensional. Enunþul ar putea fi urmãtorul:

Se considerã un tablou tridimensional care conþine nu-
mere întregi ºi toate elementele sale sunt nule. O modificare
a unui element al tabloului constã în adunarea unei valori
la valoarea curentã (pot fi realizate ºi scãderi care au forma
adunãrii unor valori negative). Pe parcursul modificãrilor
pot apãrea interogãri referitoare la suma elementelor unui
subtablou "paralelipipedic" .
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Aºadar, în acest caz, interogãrile se referã la suma valo-

rilor dintr-o "zonã paralelipipedicã" a tabloului. Evident,
pentru reprezentarea datelor vom folosi tablouri tridimen-
sionale.

ªi acest enunþ poate fi reformulat în diferite moduri. O
variantã ar putea fi:

O zonã a spaþiului este reprezentatã de un paralelipiped
format din cuburi cu latura egalã cu unitatea. Dimensiunile
paralelipipedului sunt M, N ºi P. În fiecare sector (cub) pot
sosi sau pleca nave spaþiale. De asemenea, în fiecare mo-
ment amiralul flotei poate cere informaþii referitoare la nu-
mãrul total de nave spaþiale dintr-o regiune paralelipipedi-
cã din aceastã zonã a spaþiului.

Nu vom mai prezenta pe larg cele trei tipuri de algo-
ritmi; vom face doar câteva precizãri care ne vor ajuta sã
generalizãm problema pentru spaþii n-dimensionale.

În primul rând, în fiecare poziþie în care algoritmii pen-
tru cazul bidimensional conþineau douã cicluri imbricate,
pentru algoritmii care rezolvã cazul tridimensional vom
avea trei cicluri. Ca urmare, ordinul de complexitate al pri-
milor doi algoritmi va deveni O(M · N · P). Ordinul de
complexitate al celui de-al treilea algoritm va fi O(log M ·
log N · log P).

În al doilea rând, elementele tabloului tridimensional
vor fi identificate prin trei indici. Aºadar, pentru o modifi-
care vom avea nevoie de trei parametri "geometrici", iar
pentru o interogare de ºase astfel de parametri.

În al treilea rând, pentru ultimii doi algoritmi va trebui
sã calculãm opt sume în loc de patru. Formula de calcul va
fi urmãtoarea:
Sumã(x1, y1, z1, x2, y2, z2) = Sumã(1, 1, 1, x2, y2, z2) -

Sumã(1, 1, 1, x1 - 1, y2, z2) -
Sumã(1, 1, 1, x2, y1 - 1, z2) -
Sumã(1, 1, 1, x2, y2, z1 - 1) +
Sumã(1, 1, 1, x1 - 1, y1 - 1, z2) +
Sumã(1, 1, 1, x1 - 1, y2, z1 - 1) +
Sumã(1, 1, 1, x2, y1 - 1, z1 - 1) -
Sumã(1, 1, 1, x1 - 1, y1 - 1, z1 - 1)

Mai precizãm faptul cã pentru cel de-al treilea algoritm
vom folosi un tablou tridimensional care va reprezenta un
arbore de arbori de arbori indexaþi binar.

Toate celelalte aspecte ale celor trei algoritmi descriºi
pot fi adaptate foarte simplu pentru a rezolva problema tri-
dimensionalã.

Cazul n-dimensional
Vom generaliza acum problema pentru a putea fi enunþatã
într-un spaþiu cu un numãr oricât de mare de dimensiuni.
O variantã a enunþului este:

Se considerã un tablou n-dimensional care conþine nu-
mere întregi ºi toate elementele sale sunt nule. O modificare
a unui element al tabloului constã în adunarea unei valori

la valoarea curentã (pot fi realizate ºi scãderi care au forma
adunãrii unor valori negative). Pe parcursul modificãrilor
pot apãrea interogãri referitoare la suma elementelor unui
subtablou.

Aºadar, în acest caz, interogãrile se referã la suma valo-
rilor dintr-o "zonã n-dimensionalã" a tabloului. Evident,
pentru reprezentarea datelor vom folosi tablouri n-dimen-
sionale.

De data aceastã, cele douã cicluri imbricate din algorit-
mii pentru cazul bidimensional (cele trei din algoritmii
pentru cazul tridimensional) vor fi înlocuite de n cicluri
imbricate. 

Ca urmare, ordinul de complexitate al primilor doi
algoritmi va depinde de produsul celor n dimensiuni, iar
ordinul de complexitate al celui de-al treilea algoritm va
depinde de produsul logaritmilor celor n dimensiuni. 

Evident, vom avea acum n parametri "geometrici" pen-
tru o modificare ºi 2 · n parametri de acest tip pentru o in-
terogare. Numãrul sumelor care trebuie calculate pentru o
interogare (la al doilea ºi al treilea algoritm) este, pentru ca-
zul general, 2n.

Þinând cont de aceste observaþii, algoritmii prezentaþi
pot fi folosiþi pentru rezolvarea unor probleme de acest tip
în care numãrul dimensiunilor este oricât de mare.

Concluzii
În cadrul acestui articol am prezentat o structurã de date
care permite rezolvarea eficientã a unei categorii de pro-
bleme. Pentru a evidenþia performanþele algoritmilor care
folosesc o astfel de structurã de date, am prezentat ºi alte
douã categorii de algoritmi, mult mai uºor de implemen-
tat, dar ineficienþi.

De asemenea, am prezentat modul în care pot fi gene-
ralizaþi algoritmii folosiþi pentru cazul cel mai simplu (cel
unidimensional) pentru a rezolva problema pentru cazuri
în care numãrul dimensiunilor este oricât de mare.

Am exemplificat algoritmii pentru cazul în care intero-
gãrile se referã la suma anumitor elemente. Cu toate aces-
tea este evident faptul cã, în cazul tuturor acestor algorit-
mi, aceastã operaþie poate fi înlocuitã cu altele (produsul
elementelor, minimul sau maximul lor etc.).
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