NP-completitudine...

Metode de ARORDARE
a problemelor NP

Mihai Stroe

Problemele nedeterminist polinomiale ridica dificultati destul de mari majori-
tatii elevilor care participa la concursurile de programare. In cadrul acestui
articol vom prezenta cateva modalitati de abordare a acestora.

Problemele care nu se pot rezolva perfect prin algoritmi de
complexitate polinomiali apartin clasei NP\ P. n cele ce
urmeazd, vom folosi denumirea NP pentru problemele de
acest tip. Majoritatea observatiilor se pot aplica si proble-
melor pentru care, desi existd metode polinomiale de rezol-
vare, acestea nu sunt cunoscute de citre rezolvitor (de
exemplu, cazul problemelor mai dificile de la concursuri).

Domeniul problemelor NP este deosebit de amplu; ne
vom limita prezentarea asupra citorva aspecte interesante
ale acestuia. Expunerea presupune cunoasterea metodei
backtracking.

Incadrarea problemei in clasa NP \ P
Existd citeva probleme standard pentru care nu se cunosc
algoritmi de rezolvare polinomiali. In cazul in care intil-
niti una dintre acestea, in principiu nu are rost si ciutati
un algoritm eficient de rezolvare.

Atentie, aparentele pot fi insd Inseldtoare si ceea ce
poate parea o problemd NP clasici poate fi de fapt rezol-
vabild, datoritd introducerii unor conditii suplimentare.

De exemplu, problema coloririi unui graf cu K culori,
prezentatd mai jos, este de fapt NP, dar pentru K=2 existi
algoritmi polinomiali. De asemenea, problema submul-
timii de sumd datd se rezolvi prin metoda programarii di-
namice, dacd valorile implicate sunt numere intregi relativ
mici (de exemplu, suma este cel mult 10000) si prin alte
metode eficiente, dacd renuntim la conditia determindrii
exacte a sumel.

Daci reusim si demonstrim ci, rezolvind problema
datd, am rezolva una dintre problemele "clasice" NP-com-
plete, atunci problema este NP-completd. Pe scurt, o pro-
blemd este NP-completd dacd nu existd un algoritm poli-
nomial pentru rezolvarea ei, dar rezultatul poate fi verifi-
cat in timp polinomial.

De exemplu, problema determindrii tuturor submulti-
milor unei multimi nu este NP-completd (desi este NP)
deoarece numdrul submultimilor creste exponential in func-

tie de numirul elementelor submultimii, deci rezultatul nu
poate fi verificat in timp polinomial. Citeva dintre cele
mai cunoscute probleme NP sunt urmitoarele:

Problema satisfiabilitatii formulei logice

Se considerd o expresie in care pot apdrea variabile logice
(valorile pot fi 0 sau 1) si operatorii logici de conjunctie, dis-
junctie si negatie. S3 se atribuie valori variabilelor astfel
incat rezultatul evaluirii expresiei si fie 1.

Problema submultimii de suma datd

Se considerd o multime M cu 7 elemente (numere reale
strict pozitive) si un numdr D. Si se gdseascd o submultime
S a multimii M, astfel incit suma elementelor lui § s3 fie
mai micd sau egald cu D si cdt mai apropiatd de acesta.

Problema acoperirii cu multimi (set covering)

Se considerd o multime M si o multime P de submultimi
ale lui M. S se selecteze o submultime § a lui P, de car-
dinal minim, astfel incit fiecare element din M si se afle in
cel putin una din multimile din P.

Problema colordrii

Se considerd un graf neorientat si un numir K. Si se colo-
reze graful cu K culori (sau cu un numdr minim de culori),
astfel ncit oricare doud noduri adiacente si fie colorate
diferit.

Problema clicii

Se considerd un graf neorientat. Si se aleagd o submultime
de noduri, de cardinal maxim, astfel incit intre oricare do-
ui noduri si existe muchie.

Problema acoperirii cu varfuri

Se considerd un graf neorientat cu N varfuri si M muchii.
Si se determine o submultime minimali N' a varfurilor
grafului astfel incat toate cele M muchii s3 aibi cel putin o
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extremitate care face parte din multimea N' (cu alte cuvin-
te, varfurile din submultimea aleasi trebuie sd "acopere"
toate muchiile).

Problema ciclului hamiltonian

Se considerd un graf neorientat (in cazul abordat aici) si o
functie distantd definitd pe multimea nodurilor grafului,
cu valori strict pozitive. S se giseasc un ciclu care trece
prin fiecare nod exact o datd si are costul minim (de fapt,
se va aborda varianta "si are costul cit mai mic"). Costul
ciclului este suma distantelor date de muchiile pe care le
contine.

Problema jocului Perspico
Aceasta nu este o problema NP "clasicd", dar o vom folosi
in expunerea care urmeaza.

Se considerd o matrice cu patru linii §i patru coloane
care contine toate numerele cuprinse intre 0 si 15.

Sd se obtind configuratia:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 0

folosind un numdr minim de mutdri. Mutdrile permise
sunt interschimbiri ale elementului O cu unul dintre ele-
mentele de pe pozitiile vecine pe orizontald si verticald.

Simplificarea problemei

De multe ori, problema poate fi simplificati inaintea apli-

carii algoritmului de rezolvare. Dupd obtinerea solutiei

pentru varianta simplificatd, solutia pentru intreaga pro-
blemd se obtine foarte rapid, printr-o metodd polinomial.

De exemplu, in cazul problemei coloririi nodurilor
unui graf cu K culori, existd o simplificare datd de urmi-
toarea propozitie:

" Problema pentru un graf G in care existd un nod P cu
gradul mai mic decit K se poate rezolva usor dacd rezol-
vam problema pentru graful G \ {P}."

Demonstratia este evidentd. Pentru a obtine solutia pen-
tru graful G se obtine solutia pentru graful G \ {P}, dupd
care se coloreazd nodul P cu o culoare care nu a fost atri-
buitd nici unui vecin. Datoritd faptului cd numdrul culori-
lor este mai mare decat gradul nodului P, colorarea este po-
sibild.

Astfel, pasii algoritmului de rezolvare sunt urmdtorii:
¢ se elimind din graf toate nodurile cu gradul mai mic de-

cat K;

* se repetd pasul anterior pand cind nu mai exista in graf
noduri cu gradul mai mic decit K (dupi eliminirile de la
primul pas, gradele altor noduri pot deveni mai mici
decat K);

¢ se rezolvd problema pentru graful rimas (si pentru pro-
blema particulard in care gradele tuturor nodurilor sunt
cel putin egale cu K);

* se construieste solutia problemei initiale, colorind no-
durile eliminate in ordinea inversd ordinii eliminrii.

Alegerea unei modalitati de rezolvare
Tnaintea abordirii unei probleme NP este necesari o ana-
lizd atentd. Anumite probleme se preteazd mai bine anu-
mitor tipuri de rezolviri.

Cele mai importante modalititi de abordare pentru
probleme NP sunt:
¢ explorarea 1n litime a spatiului solutiilor;
¢ explorarea 1n adincime a spatiului solutiilor;
o metode euristice;
¢ metode bazate pe nedeterminism;
¢ algoritmi genetici;
¢ algoritmi pseudo-polinomiali;
¢ scheme de aproximare;
o retele neuronale.

Metodele de rezolvare pot fi combinate. De exemplu,
inaintea aplicirii backtracking-ului se poate ciuta o solutie
printr-o metodd euristicd; rezultatul obtinut va fi folosit
pentru evitarea exploririi unor cazuri neinteresante.

Cateva dintre avantajele si dezavantajele unor metode
sunt descrise in continuare.

Eliminarea situatiilor neinteresante
Majoritatea abordirilor prezentate pot fi imbunititite fo-
losindu-se o tehnici de eliminare a unor elemente din spa-
tiul solutiilor (pruning).

Eliminarea poate fi realizatd euristic (se estimeazd, ra-
pid, dacd elementul respectiv "promite” si conduci la o
solutie bund si, dacd nu, este eliminat), dar existd si proble-
me pentru care eliminarea este sigura.

De exemplu, in cazul unor probleme de minim, poate
existd o functie care aproximeaza inferior costul transfor-
mirii configuratiei curente in solutie a problemei. Aceastd
functie este numitd euristici optimistd. Dacd suma dintre
costul configuratiei si functia aceasta este mai mare decit
costul celei mai bune solutii obtinute anterior in cadrul al-
goritmului, configuratia curentd poate fi eliminatd, deoa-
rece nu va genera o solutie mai buni.

Cu cat functia aproximeazi mai bine costul transfor-
mirii, cu atat algoritmul este mai performant, deoarece ele-
mentele neperformante sunt excluse, impreund cu toate ele-
mentele (tot neperformante) care ar fi fost introduse de ele.

Pentru problema jocului Perspico, o functie euristica op-
timistd bund este suma distantelor Manhattan de la pozitia
fiecirui element din matrice pand la pozitia sa finala (fird
a aduna si distanta pentru elementul 0). Distanta Manhat-
tan dintre doud puncte este suma dintre distanta pe ori-
zontald si distanta pe verticald.

Pentru problema ciclului hamiltonian, cea mai buni
enristicd optimistd cunoscutd se bazeazi pe calculul arbo-
relui minim de acoperire pentru nodurile care incd nu au
fost selectate. Se pot alege si alte functii euristice pentru
eliminarea unor configuratii, de exemplu solutia datd de
un greedy rapid (se construieste un drum alegind la fiecare
pas muchia de cost minim), dar aceasta nu este euristicd
optimistd.



Alegerea ordinii explorarii solutiilor
Metodele bazate pe explorarea in litime a grafului confi-
guratiilor si cele bazate pe explorarea in adincime utilizea-
z3 deseori o anumitd ordine 1n care sunt explorate soluti-
ile. Problema pe care se va baza expunerea este cea a jocu-
lui Perspico.

In cazul exploririi in litime, configuratiile se introduc
intr-o coadd. O aceeasi configuratie nu va fi introdusi de
doud ori. Pentru aceasta se folosesc structuri de date avan-
sate care permit ciutarea rapidd, cum ar fi tabelele de dis-
persie. Dacd numirul configuratiilor este redus, se poate
folosi o structurd de selectie simpli (o multime sau un vec-
tor de valori logice). Principalul dezavantaj constd in de-
pasirea rapidd a capacitatii memoriei disponibile, dacd spa-
tiul configuratiilor este mare.

In cazul exploririi in adincime, metoda cea mai des fo-
losita este backtracking. Nu prezentdm pe larg metoda,
deoarece o considerim cunoscuti.

Se foloseste o stiva. La fiecare pas se introduce in stivi
una dintre configuratiile vecine celei din varful stivei; dupd
ce cdutarea pentru aceasta s-a terminat, se va introduce o
altd configuratie vecini etc. Memoria disponibild nu este o
problemi (structura de bazi este o stivd de configuratii), in
schimb existd posibilitatea exploririi repetate a aceleiasi
stiri. In plus, solutiile foarte apropiate de configuratia de
plecare pot fi pierdute.

Existd o metodi care inliturd acest ultim neajuns, de-
psind si limitarea de memorie datd de explorarea 1n lagi-
me. Tehnica se numeste Depth First Search with Iterative
Deepening (pe scurt DFSID) si constd in parcurgerea in
adincime a regiunilor din graful configuratiilor apropiate
de configuratia de start. Este explorati initial multimea con-
figuratiilor aflate la distanta 1, apoi la distanta 2, 3 etc. de
configuratia initiala (aici prin "distantd" intelegem lungimea
drumului minim in graful configuratiilor; pentru jocul
Perspico aceasta reprezintd numdrul de mutiri efectuate).
Algoritmul se incheie la gasirea unei solutii bune sau la de-
pasirea timpului acordat. Evident ¢ DFSID duce la explo-
rarea repetatd a unor noduri ale grafului, dar acesta nu es-
te un neajuns foarte mare, comparativ cu avantajele aduse.

De exemplu, daci la fiecare introducere In stivd ar exista
exact trei optiuni, atunci DFSID ar genera, la pasul K, 3! +
32 + 3% + ... + 3% configuratii. Numirul de configuratii
generate la toti pasii precedenti este net inferior (demon-
stratia se face prin inductie si este foarte simpld), deci per-
formanta, din punct de vedere al vitezei, scade de mai pu-
tin de doud ori fatd de cea a exploririi in litime.

Tehnica DFSID se referd la modificarea adancimii sti-
vei In backtracking, dar exista si alte variante ale acestui
stil de abordare. De exemplu, in problema ciclului hamil-
tonian se poate incerca o abordare in care nu se acceptd so-
lutii cu un cost mai mare decit K. Daci nu este gisitd nici
o solutie, se procedeazi la incrementarea lui K cu un anu-
mit pas si se reia explorarea.

Toate aceste abordiri pot fi Imbunititite prin tehnicile
de pruning amintite anterior. Alegerea unei metode trebu-

ie sd fie, de obicei, completatd de gisirea unor tehnici de
eliminare a nodurilor neinteresante.

Existd o variantd mai buni a explordrii in litime, si
anume algoritmul A%, folosit pentru problemele de mi-
nim. In cazul acestui algoritm, se foloseste tehnica de prun-
ing bazatd pe enristica optimistd.

La fiecare pas, sunt introdusi in coada succesorii celei
mai promitatoare configuratii. Astfel, pentru fiecare con-
figuratie se calculeazd suma dintre costul ei si enristica op-
timistd. Configuratia cu aceasti sumd minimd va fi expan-
datd. Algoritmul garanteazd obtinerea solutiei optime; sunt
necesare structuri de date care permit gisirea eficientd a
minimului.

Pentru problema jocului Perspico se va folosi euristica
optimistd descrisd anterior. Se observd ci ea poate fi calcu-
latd foarte usor la trecerea de la o configuratie la alta (prac-
tic se schimba distanta unui singur element din matrice fa-
td de pozitia sa finald).

In general, un program care implementeazi A* este
mult mai complex decat unul care implementeazid DFSID.
In plus, memoria necesari este exponentiali pe cazurile
defavorabile. De aceea, cu toate ci exploreazi mai multe
configuratii, DFSID combinat cu pruning este mai indicat
in multe cazuri. Avantajele DFSID au fost tratate pe larg
in articolul Branch&Bound si backtracking, publicat de
Ovidin Gheorghioin in GInfo 9/2 (februarie 1999).

Particularitatile problemelor

{n multe cazuri, particularititile problemelor pot permite
optimizdri interesante. Vom examina modalitdti de abor-
dare pentru doui probleme NP.

Recomandim cititorului ca, dupd lecturarea enuntului
problemelor, s Intrerupd citirea acestui articol si si se
gandeasci putin la modalititile de rezolvare si la posibilele
optimizdri. Observatiile pot fi apoi comparate cu cele ale
autorului. Desi nu toate observatiile autorului sunt imple-
mentabile in timp de concurs, ele functioneazi bine pentru
seturi de date de intrare mari.

Probleme

Se considerd un graf neorientat cu cel mult 100 de noduri

s1 1000 de muchii. Graful se citeste dintr-un fisier; pe pri-

ma linie se afli numarul de noduri N si numdrul de muchii

M, dupi care urmeazd cele M muchii, cite una pe linie.

Toate nodurile au gradul cel putin 1.

1) S se selecteze o submultime § a multimii nodurilor, de
cardinal minim, astfel incit fiecare nod care nu este in §
sd aibd cel putin un vecin in § (din multimea de noduri
S si se "vadi" toate nodurile).

2) Si se selecteze o submultime S a multimii nodurilor, de
cardinal minim, astfel incat fiecare muchie din graf s3
aibd cel putin unul din nodurile incidente in § (din mul-
timea de noduri § sd se "vadd" toate muchiile).

Fiecare multime § se va afisa prin numerele de ordine
ale elementelor. Timpul de executie nu trebuie si depi-
seascd o secunda.
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In continuare vom prezenta modul de rezolvare al ce-
lor doui cerinte.

In majoritatea cazurilor, problema 2) este mai simpla
decit 1). Se observi cd, dacd un nod X nu se afld in S, toti
vecinii lui se vor afla in mod obligatoriu in S. In caz con-
trar, o parte din muchiile incidente lui X nu vor fi "vizu-
te" din .

Aceasti observatie conduce la o solutie backtracking.
Nodurile sunt procesate in ordinea descrescitoare a gra-
delor; la o iteratie este introdus in stivd fie nodul curent
(ceea ce elimind multe muchii introducind un singur nod
in §), fie toti vecinii sii (operatie care micsoreazd mult
graful, dar introduce noduri suplimentare in §). Dacd nu-
mirul de noduri din § este mai mare decit un optim gsit
anterior, ciutarea pe varianta curentd este abandonati.

Aceasti abordare poate fi mult imbunitititd. De exem-
plu, nodurile de grad 1 nu vor fi selectate in solutia optimd
(sau, dacd ar fi, o solutie la fel de bund se obtine inlocuin-
du-le cu vecinii lor), deci pot fi eliminate din graf inainte
de Inceperea cdutirii si nodurile adiacente lor vor fi intro-
duse in solutie (ceea ce duce la eliminarea unor muchii
"vizute" de aceste noduri si eventual la aparitia unor alte
noduri de grad 1 etc.). Exceptie fac perechile de noduri de
grad 1, caz in care un nod din fiecare pereche este eliminat,
iar celilalt este selectat automat.

Alte posibile optimizari:
¢ la un moment dat, un nod care are toti vecinii in § (intro-

dusi anterior) nu va fi introdus in § pentru ¢ nu aduce
nimic 1n plus, in schimb conduce la o solutie mai slab3;

o daci graful nu este conex, problema se va rezolva separat
pentru fiecare componentd conexd; optimizarea se poate
aplica si pe parcurs (iIn momentul deconectirii grafului
prin eliminarea unor noduri si muchii);

e se poate folosi o euristica optimistd pentru eliminarea
unor variante. De exemplu, daci in graf au mai rimas N,
noduri si M, muchii, este necesar ca suma gradelor no-
durilor care vor fi introduse in solutie s fie cel putin M.
Se aleg din cele N, noduri rimase nodurile cu gradele
cele mai mari (relativ la cele M, muchii), pani cind suma
gradelor ajunge s fie cel putin M, (chiar dacd aceste no-
duri nu "vdd" cele M, muchii). Dacd numirul de noduri
introduse, plus numirul de noduri existente, depisesc
optimul obtinut anterior, varianta curentd trebuie aban-
donata.

Presupundnd cd nu se mai introduc optimiziri in ciu-
tare, pasul urmitor il constituie scrierea unui program care
si execute operatiile descrise. Optimizirile de cod contea-
z3 foarte mult, deoarece vor fi examinate mai multe va-
riante si sansele de a se obtine o solutie mai buni cresc.

Problema 1) este un caz particular al problemei acope-
ririi cu multimi (set covering), cunoscutd ca fiind NP-com-
pletd. Astfel, o multime este formatd dintr-un nod si din
vecinii lui. Acest fapt nu este suficient pentru a demonstra
cd 1) este NP, dar in cazul de fatd problema 1) este intr-
adevir NP. Mai mult, particularititile problemei 1) fac ca

anumite optimizdri cunoscute pentru set covering sa func-
tioneze foarte bine. Din aceste motive putem trata 1) prin-
tr-o abordare care rezolvd problema mai generali. Este de
retinut faptul cd o astfel de abordate (rezolvarea unei pro-
bleme mai generale) nu este recomandatd in majoritatea
cazurilor, deoarece se pierde informatia specificd proble-
mel.
{n continuare vom discuta problema acoperirii cu mul-
timi. Incepem cu doui observatii fundamentale:
e dacid o multime este inclusd in alta, ea nu va intra in so-
lutia final3;
e daci un element din multimea {1, 2, ..., N} este continut
intr-o singurd multime, aceasta va face parte din solutia
finald.

In plus, intuitiv este avantajos si dim sanse mai mari
multimilor cu multe elemente si facd parte din solutia fi-
nald. Din nefericire, algoritmul greedy care ar rezulta din
aceastd ultimi observatie nu di intotdeauna solutia optima.

Observatiile conduc la o rezolvare backtracking, care
poate fi implementatd recursiv. Aceasta functioneazi astfel:
e pasul "elimind": se elimind toate multimile care sunt in-

cluse in alte multimi (atentie la cazul cu multimi egale);

o pasul "giseste": se cautd un element continut intr-o sin-
gurd multime; dacd un astfel de element este gisit, mul-
timea respectiva este selectatd, atunci se continud cu ape-
larea back(k+1) si se iese din procedura recursiva;

o dacd pasul "giseste" esueazd, se va apela back(k+1) se-
lectand, pe rind, fiecare multime rimas3, in ordinea des-
crescitoare a numirului de elemente;

o la apelul back(k+1) se va lucra cu multimile rimase, din
care se elimind toate elementele care se gisesc in multimi
deja selectate (ceea ce poate duce la succese noi ale pasi-
lor "elimind" i "gdseste").

Observatie

Utilitatea abordarii problemelor NP nu poate fi pusi la in-
doiald. O solutie buni pentru problema 1) poate duce, de
exemplu, la sciderea costurilor necesare pentru deschide-
rea unei retele de fast food-uri care sd acopere integral pia-
ta intr-o anumiti zond etc.

Concluzii

Problemele NP apar in numeroase domenii. Degi se stie cd
timpul necesar pentru rezolvare este exponential, aceasta
nu inseamnd ci studiul lor ar trebui abandonat. Alterna-
tiva este de a gisi solutii practice cit mai eficiente.

Pentru abordarea cu succes a unei probleme NP este
necesard o analiz3 atentd, cunoasterea tuturor optiunilor si
alegerea celor mai bune solutii. Aceasta poate implica tes-
tiri complexe ale mai multor programe, folosind date de
test ct mai apropiate de cele care vor apirea pe parcursul
utilizarii solutiei finale.
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