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În prima problemã de ordonanþare tratatã în acest articol
se foloseºte diagrama Gantt ºi se pune în evidenþã algorit-
mul corespunzãtor. Apoi vom rezolva problema minimi-
zãrii timpului total pentru prelucrarea a n piese pe douã
maºini (algoritmul lui Johnson). În ultima problemã se mi-
nimizeazã suma penalizãrilor pentru neîncadrarea în gra-
fic (algoritmul lui Moore).

Ordonanþarea este o noþiune întâlnitã în diverse dome-
nii de activitate, cu precãdere în procesele de organizare ºi
planificare a fluxului tehnologic (operaþiilor) dintr-o uni-
tate de producþie, de planificare ºi corelare a activitãþilor la
o societate de construcþii-montaj sau în oricare altã unitate
în care se doreºte organizarea muncii, disciplinã, încadrare
în termene, îmbunãtãþire a performanþelor etc.

Prin ordonanþare se urmãreºte programarea activitãþi-
lor critice (care nu pot fi întârziate ºi nici devansate), pre-
cum ºi determinarea rezervelor de timp pentru activitãþile
mai puþin critice.

Folosind teoria grafurilor, aceste probleme se rezolvã,
în principiu, cu ajutorul algoritmul Bellman-Kalaba. Pen-
tru procese mai puþin complexe, pentru care ordinea de des-
fãºurare a activitãþilor poate fi reprezentatã ºi urmãritã în-
tr-un grafic de timp care se mai numeºte ºi diagrama Gantt,
se pot utiliza algoritmi elementari, dar foarte eficienþi (care
au ordinul de complexitate O(n · ln n)).

În cele ce urmeazã vom identifica algoritmii pentru trei
probleme de ordonanþare.

Problema 1
Într-un atelier se executã n piese la douã maºini M1 ºi M2;
fiecare piesã se prelucreazã mai întâi pe prima maºina M1,

apoi pe maºina M2. O maºinã nu poate prelucra simultan
mai multe piese. Timpii necesari prelucrãrii pieselor pen-
tru fiecare maºinã sunt specificaþi într-un tabel de forma:

P1 P2 P3 … Pn
M1 a1 a2 a3 … an
M2 b1 b2 b3 … bn

unde ai reprezintã timpul necesar pentru a realiza operaþia
de prelucrare a piesei i pe maºina M1, iar bi reprezintã tim-
pul necesar pentru a realiza operaþia de prelucrare a piesei
i pe maºina M2, i ∈ {1, 2, …, n}.

Presupunând cã piesele se prelucreazã în aceastã ordi-
ne, sã se determine timpul total de lucru pentru fiecare ma-
ºinã, precum ºi timpul de aºteptare pentru maºina M2.

Rezolvare
Vom începe descrierea rezolvãrii acestei probleme prezen-
tând diagrama Gantt:

pentru exemplul:

P5 P8 P1 P7 P6 P3 P4 P2
12 15 20 25 18 14 12 10
15 20 25 20 12 11 10 8

Observãm cã timpul total de lucru pentru maºina M1
nu conþine timpi de aºteptare, deci toate operaþiile sunt cri-

P1, P2, P3 ...

Algoritmi de

ORDONANÞARE
Ilie Vieru

Ordonanþarea este o problemã de optimizare specificã sistemelor dinamice în
care apar o serie de dereglãri care determinã un comportament necorespunzã-
tor al sistemului faþã de obiectivul acestuia. În cele ce urmeazã vom prezenta
trei probleme de ordonanþare împreunã cu algoritmii de rezolvare. 
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tice; maºina M2 aºteaptã 12 unitãþi de timp, necesare ºi su-
ficiente pentru terminarea prelucrãrii primei piese pe maºi-
na M1, iar dupã realizarea operaþiei pentru piesa P3, maºina
M2 rãmâne din nou fãrã piese pentru lucru ºi trebuie sã mai
aºtepte o unitate de timp, deci TS = 13. Notãm cu t1 ºi t2
timpul necesar prelucrãrii pieselor pe maºina M1, respectiv
maºina M2, iar cu t3 timpul de aºteptare (stagnare) pentru
maºina M2.

Cu aceste notaþii avem urmãtorul algoritm:

t1 ← a1 (1)
t2 ← a1
i← 1
j← 0
repetã

dacã t1 = t2 atunci (2)
i← i + 1
j← j + 1
t1 ← t1 + ai
t2 ← t2 + bj
altfel

dacã t1 < t2 atunci (3)
i← i + 1
t1 ← t1 + ai

altfel
dacã j < i - 1 atunci (4)

j← j + 1
t2 ← t2 + bj

altfel (5)
t3 ← t3 + t1 - t2
t2 ← t1

sfârºit dacã
sfârºit dacã

sfârºit dacã
pânã când i = n (6)

Observaþii:
(1) La început M1 lucreazã la prima piesã, iar M2 aºteaptã

terminarea acestei operaþii.
(2) Dacã cele douã maºini terminã simultan prelucrarea pie-

sei i, respectiv j (i ≠ j), ambele trec la prelucrarea pie-
selor urmãtoare.

(3) Dacã M1 terminã prelucrarea piesei i, iar M2 lucreazã
încã la piesa j, atunci M1 trece la prelucrarea piesei urmã-
toare.

(4) Dacã M2 terminã piesa j ºi mai are piese (prelucrate de
M1) trece la prelucrarea piesei urmãtoare.

(5) Dacã M2 nu mai are piese, aºteaptã sã termine M1 piesa
i la care lucreazã.

(6) În acest moment M1 a terminat lucrul, iar M2 mai are de
prelucrat piesele: j + 1, j + 2, …, n.

Problema 2
În condiþiile problemei 1, sã se ordonanþeze operaþiile de
prelucrare a pieselor pe maºinile M1 ºi M2, astfel încât tim-
pul total de lucru pe maºina M2 sã fie minim.

Rezolvare
Aceastã problemã se rezolvã cu ajutorul algoritmului lui
Johnson care conþine urmãtorii trei paºi:
• alegem valoarea minimã dintre vectorii a ºi b care presu-

punem cã se gãseºte în poziþia s;
• dacã minimul este as, vom începe prelucrarea pe maºina

M1 cu piesa având numãrul de ordine s, în caz contrar,
vom termina lucrarea cu piesa de pe poziþia s;

• eliminãm as ºi bs ºi repetãm aceºti trei paºi pânã la con-
struirea succesiunii optime de prelucrare a celor n piese.

Dacã notãm cu ls ºi ld capetele curente ale intervalului
de sortat ºi r = 1 sau r = 2, dupã cum minimul s-a gãsit în
ºirul a, respectiv b, algoritmul se poate reprezenta astfel:

ls ← 1
ld ← n
pentru k = 1, n - 1 executã:

dacã als<bls atuncimin← alsr← 1
altfel

min← blsr← 2
sfârºit dacã
pmin← ls
pentru i = ls + 1, ld executã:

dacã ai < min atunci
min← ai
prim = i
r = 1

sfârºit dacã
dacã bi < min atunci

min = bi
prim = i
r = 2

sfârºit dacã
sfârºit pentru
dacã r = 1 atunci

aux← apmin
apmin ← alsals ← aux
aux← bpmin
bpmin ← blsbls ← aux
ls ← ls + 1

altfel
aux← apmin
apmin ← aldald ← aux
aux← bpmin
bpmin ← bldbld ← aux
ld ← ld - 1

sfârºit dacã
sfârºit pentru
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Cunoscând ordinea de prelucrare, putem aplica algorit-
mul de la problema anterioarã ºi vom obþine rezultatul cãu-
tat. Exemplul prezentat la problema 1 reprezintã ordinea
optimizatã a lucrãrilor pe cele douã maºini.

Problema 3
Sã presupunem cã o maºinã M trebuie sã prelucreze n pie-
se. Pentru fiecare piesã se cunosc: timpul de execuþie aj,
timpul limitã de predare bj (raportat la momentul de înce-
pere a lucrului t = 0), precum ºi penalizarea cj în cazul în
care predarea nu se face la termen, toate fiind numere reale
strict pozitive. Sã se determine o ordine de prelucrare a pie-
selor care sã minimizeze suma penalizãrilor corespunzã-
toare pieselor realizate dupã termenele limitã stabilite. 

Observaþie: Dacã toate valorile aj ºi cj sunt numere în-
tregi, iar valorile bj sunt egale, problema este NP- completã
[1]. Totuºi, în cazul în care toate valorile cj sunt egale, J. M.
Moore a propus un algoritm cu timp de lucru polinomial.
Acest algoritm se poate extinde la un caz puþin mai general,
ºi anume pentru oricare douã piese i ºi j sã se verifice con-
diþia: ai < aj ⇒ ci ≥ cj, adicã, penalizãrile sunt considerate
invers proporþionale cu timpii de execuþie.

Rezolvare
În rezolvarea acestei probleme se porneºte de la observaþia
simplã cã întotdeauna existã o succesiune optimã pentru ca-
re toate lucrãrile neîntârziate se executã primele, în ordinea
crescãtoare a timpilor limitã, urmatã de cele întârziate care
se pot executa într-o ordine arbitrarã. Va trebui, deci, sã de-
terminãm un algoritm pentru selectarea optimã a lucrãrilor
(pieselor) care se vor realiza fãrã întârzieri. Conform [1] se
introduce relaþia de ordine totalã pe mulþimea lucrãrilor:

.

Algoritmul folosit constã din urmãtorii doi paºi:
• se sorteazã lucrãrile în ordinea crescãtoare a timpilor

limitã b;
• se construiesc recurent mulþimile lucrãrilor j-optime astfel:

,

unde k este elementul minim relativ la relaþia din mul-
þimea , iar p(S) reprezintã suma timpilor de efec-
tuare a lucrãrilor din S. Implementarea relaþiei de ordine
totalã " " pe care o vom nota ordn(i, j) presupune:

dacã asi > asj atuncireturneazã i
sfârºit dacã
dacã asi < asj atuncireturneazã j
sfârºit dacã
dacã csi < csj atuncireturneazã i
sfârºit dacã

dacã csi > csj atuncireturneazã j
sfârºit dacã
dacã i < j atunci

returneazã i
sfârºit dacã
returneazã j

Cu aceasta, algoritmul pentru construirea mulþimilor j-
optime devine:

p← 1
sp ← 1
Sa ← aspSb ← bp
pentru j = 2, n executã:

p = p + 1
sp = j
Sa = Sa + aspSb = bj
dacã Sa > Sb atunci

pm = p
k = p - 1
cât timp k > 0 executã:

pm = ordn(pm,k)
k = k - 1

sfârºit cât timp
Sa = Sa - aspmpentru i = pm, p-1 executã:

si = si+1
sfârºit pentru
p = p - 1

sfârºit dacã
sfârºit pentru

Lucrãrile care se vor executa fãrã întârziere sunt în nu-
mãr de p, iar ordinea optimã se obþine prin afiºarea elemen-
telor tabloului S.

Algoritmul lui Johnson se poate extinde la o problemã
de minimizare a timpului total de lucru a n piese pe trei ma-
ºini pãstrând în continuare aceeaºi ordine de prelucrare (mai
întâi pe maºina M1, apoi pe M2 ºi în final pe M3); de aseme-
nea, existã numeroase alte tipuri de ordonanþare, însã pen-
tru multe dintre ele nu au fost propuºi algoritmi eficienþi de
rezolvare.

Bibliografie
1. Tomescu Ioan, Combinatoricã ºi teoria grafurilor, Uni-

versitatea Bucureºti, 1978 
2. Tomescu Ioan, Probleme de combinatoricã ºi teoria gra-

furilor, Editura Didacticã ºi Pedagogicã Bucureºti, 1981
3. Rancea Doina, Algoritmi fundamentali, Editura Com-

puter Libris Agora, Cluj-Napoca, 1999

Dl. prof. Ilie Vieru este cadru didactic la Colegiul Naþional "Gh. Vrãncea-
nu" din Bacãu ºi poate fi contactat prin e-mail la adresa iivviieerruu@@xxnneett..rroo..

p

{ }1+jS j U
p

{ }
{ } ( )
{ }( ) { }





−+

≤++
=

=

++
+ contrar caz în ,   

  dacã  , 

 

kjS

baSpjS
S

S

j

jjjj
j 1

1
1

11
1

1

U

U









<<=

<=

>

⇔

jiccaa
ccaa

aa
ji

jiji

jiji

ji

 ºi  ,

sau , ºi 

sau ,

p


