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La inceput...

PREPROCESAREA

Mihai Stroe

Articolul de fata prezinta o categorie de optimizari importante in rezolvarea
problemelor: solutiile bazate pe preprocesare. Vom prezenta modul in care
poate fi vtilizata aceasta tehnica pentru a imbunatati timpul de executie al

programelor.

Termenul de preprocesare se refer la calculul si stocarea in

memorie a unor valori, n scopul folosirii lor ulterioare pe

parcursul rezolvirii. Existd doud niveluri la care se aplicd
aceste optimizari:

¢ calcule efectuate fnaintea executdrii programului; In acest
caz, programul care rezolvd problema contine tabele cu
valori precalculate (constante);

e calcule realizate Tnaintea efectudrii unor anumiti pasi de
rezolvare, pentru reducerea timpului de executie a aces-
tora.

Vom prezenta ideea de preprocesare care a apirut, in
contextul olimpiadelor nationale, In 1996, la barajele pentru
selectarea echipei lotului pentru Balcaniada de Informa-
ticd. Una dintre problemele propuse era urmitoarea (enunt
usor modificat):

"Sd se amplaseze pe muchiile unui cub numerele de la 1
la 12, astfel incat suma numerelor de pe muchiile care for-
meazd fiecare fatd sd fie egald. Problema nu are date de
intrare; se cer toate solutiile."

Problema stabilea, prin enunt, o numerotare a muchii-
lor si amplasarea numdrului 1 pe 0 anumiti muchie. Tim-
pul de executie era de o secunda.

Evident, problema se rezolvd prin metoda backtrack-
ing. Din nefericire, pe calculatoarele existente la momentul
respectiv, rezolviri nu foarte eficient implementate depi-
seau cu putin timpul limita.

In aceste conditii, o parte dintre concurenti au aplicat
urmitoarea tehnici:
¢ se ruleazd programul in timpul probei, obtinindu-se so-

lutiile Intr-un fisier;

* se observa cd numirul de solutii este mic (80);

e se transforma fisierul rezultat intr-un program care afi-
seazd cele 80 de solutii.

Cel mai simplu mod de a realiza transformarea constd
in introducerea solutiilor Intre ghilimele, prefixarea lor cu
un "writeln (" si finalizarea cu sirul ") ;" (in Pascal). In
acest mod, programul putea fi completat cu un "begin" si
un "end." si ar fi rezultat un program Pascal corect care
rezolvd problema (de fapt, afisarea se realiza intr-un fisier;
am ales aceastd modalitate de prezentare pentru a simplifica

intelegerea solutiei). Ideea este de a realiza afisarea, in pro-
gramul care genereaza solutiile, intr-un mod care si usu-
reze cit mai mult scrierea programului care le va folosi.
Dupi cum se va vedea In continuare, pentru anumite pro-
bleme folosirea poate consta in mai mult decat tiparirea
unor valori.

Bineinteles, la corectare au aparut discutii legate de va-
loarea acestei rezolviri. Deoarece regulamentul nu era in-
cilcat, s-a decis ca astfel de solutii si fie acceptate, reguld
care a rimas valabild pentru viitor. Altfel spus, programele
bazate pe precalcularea solutiilor sau a unor date ajutitoare
nu pot fi depunctate; corectarea se realizeazd numai in
functie de rezultatele obtinute la teste, fird a se tine cont de
continutul codului sursa.

Ca toate lucrurile bune care apar in contextul concur-
surilor (reamintim, printre altele, backtracking-ul "omo-
rat"), aceastd metodd a fost preluatd si folositd din plin la
concursurile care au urmat, inclusiv in cadrul concursurilor
"Bursele AGORA". In prezent, cunoasterea acestei metode
este consideratd esentiald, iar anumite probleme nu se pot
rezolva eficient fari ajutorul ei.

Vom continua prin a prezenta cateva abordari din cea
de-a doua categorie.

O problemi interesantd, datoritd optimizirilor care pot
fi introduse, este urmitoarea:

"Se dau N puncte in plan de coordonate intregi (3 <N
< 100). In aceste puncte locuiesc oameni. In doud din aceste
puncte se pot deschide restanrante. Fiecare om va ménca la
restaurantul cel mai apropiat. Sd se aleagd locatiile in care
se vor deschide restanrante, astfel incat distanta totald par-
cursd de oameni de la casele lor pind la restaurante sd fie
minimd. Oamenii care an restaurante acasd parcurg distan-
ta 0."

Limitele problemei conduc la concluzia ci rezolvarea
prin metoda fortei brute este acceptabild. S o examindm:
distanta optimd devine +infinit
pentru fiecare punct i intre 1 siN (ales ca prim restaurant)
executad

pentru fiecare punct 3 intre 1 si N (ales ca al doilea
restanrant) executd



distanta totald devine 0
pentru fiecare punct X intre 1 §i N executd
d1 devine distanta de la i la & (*)
d2 devine distanta de la 5 la & (*)
min devine minimul dintre d1 si 42
min se adund la distanta totald
distanta totald este comparatd cu distanta optimd si,
dacd este cazul, o actualizam pe aceasta.

Complexitatea acestei metode este O(N?), deci timpul
de rulare ar trebui si fie rezonabil.

Cum implementdm pasii marcati cu (*)? Prima varian-
td constd in realizarea unei functiidist (i, j) siapelarea ei:
function dist(i,j:integer) :real;
begin

dist:=sqgrt(sqr(x[i] -x[3]) +sqr(y[i] -yI[3])):
end;

Evident d1 devine dist (i,K) sid2 devinedist (3,K).

Se efectueazd O(N?) apeluri de functie, ceea ce duce la
performante slabe.

O varianta usor imbunitititd constd in calcularea dis-
tantelor 1n cadrul programului, firi a scrie o functie sepa-
rata:
dl:=sqrt(sqr(x[i] - x[K]) +sqr(y[i] - y[K]));
d2:=sqrt (sqr(x[j] - x[K]) +sqr(y[j] - y[K]));

Nu se mai efectueazi apeluri de functii dist, dar, pe
cazul cel mai defavorabil, se calculeazi aproximativ un mi-
lion de distante (ceea ce inseamnd un milion de extrageri de
riddcini pitrate). Solutia bazatd pe preprocesare constd in
definirea unei matrice dist:
var dist:array[1..100,1..100] of real;

Matricea va fi completatd la inceputul programului,
imediat dupi citirea datelor:
fori:=1 tondo

for j:=1 +1 tondo begin
dist[i,j]:=sqrt(sqgr(x[i] - x[]]) +sqr(y[i]
-y[3n);
dist[j,1i]:=dist[i,3];
end;

Din acest moment, distantele intre oricare doud puncte
sunt disponibile si pot fi folosite in orice moment prin ci-
tirea din tabeld. S-au efectuat aproximativ 5000 de operatii
de extragere a ridicinii pitrate. In plus, s-au economisit
inmultiri si adresiri in vectorii x si y. Complexitatea este
aceeasi; timpul de executie este insd redus semnificativ.

Dupi examinarea acestei solutii, sunt evidente alte
tipuri de valori care pot fi precalculate: tabele de logaritmi,
riddcini patrate, functii trigonometrice, numere prime etc.
De exemplu (revenind in contextul calculelor efectuate ina-
intea lansdrii in executie), un program care va folosi intens
primele 1000 de numere prime poate incepe astfel:
const prime:array(l..1000] of longint

= (2, 3, 5,7, 11, 13, 17, ...);

Inceputul programului poate fi obtinut cu ajutorul
unui alt program, care genereazd primele 1000 de numere
prime si le afiseazd cite 20 pe linie (pentru a nu depisi
numdrul maxim de caractere pe linie permis), separate prin
virgula. Fisierul rezultat este apoi completat cu codul pro-
gramului.

In acest caz, primele 1000 de numere prime ar fi putut
fi calculate si la executarea programului; existd Insd contex-
te in care vectorii de constante sunt indispensabili.

O optimizare utild in multe probleme constd in constru-
irea vectorului / matricei sumelor partiale. O vom ilustra
cu ajutorul urmitoarelor doud probleme:

o Se considerd un vector D cu N < 10000 elemente, numere
intregi. Urmeazd K intrebari, K <10000. O intrebare con-
std in doud numere intregi A si B, intre 1 si N inclusiv, cu
A < B. Pentru fiecare intrebare afisati suma elementelor
vectorului, situate intre pozitiile A si B inclustv.

* Se dd o matrice D cu M linii si N coloane (1< M, N <100).
Urmeazd K intrebdri, K < 10000. O intrebare constd in 4
numere intregi L1, C1, L2, C2cu 1< LI<L2<Msi1<
Cl < C2 < N. Pentru fiecare intrebare, afisati suma
elementelor din matrice, din dreptunghiul determinat de
lingile L1 5i L2 si coloanele C1 si C2.

Metoda bazati pe parcurgerea vectorului / matricei este
ineficientd si va obtine foarte putine puncte. Existd insi
metode in care rispunsul la fiecare intrebare se calculeazd
in timp constant, datoritd unor preprocesiri efectuate dupi
citirea datelor.

Pentru prima problemd, se calculeazd vectorul s al su-

melor partiale, definit astfel:

S[0] =0

S[1] = D[1]

S[2] = D[1]+D[2]

S[3] = D[1]1+D[2]+D[3]

S[i] = sumaprimelor i elemente din vectorul 0. Evident,

S[i]=S[i-1]+4D[1i].

Calculul vectorului s se realizeaza in O(N). Dupd acest
pas, la fiecare Intrebare se rispunde scizand s(a - 1] din
s[B]. Astfel, s[B] este suma primelor B elemente, iar s [2
- 1] este suma primelor A - 1; realizind sciderea prezen-
tatd anterior se obtine suma elementelor situate intre pozi-
tiile 2 si B.

Pentru cazul matricei, calculele sunt putin mai compli-
cate. Definim s (1, 3] ca fiind suma elementelor din drept-
unghiul delimitat de liniile 1 i i si de coloanele 1 si .
Valorile din s se calculeazd unele
din altele, astfel:

S[i, j1:=S[i-1, j1+S[i, j-1]1-
S[i-1, j-11+4+D[1i, j].

Cunoscind S[i, j], suma ele-
mentelor din dreptunghiul deter-
minat de liniile L1 §i 1.2 si coloanele
C1 i C2 se calculeazd astfel:
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Suma:=S[L2, C2]-S[L1-1, C2]-S[L1l, C2-1]
+S[L1-1, C1-1].

Asadar rispunsul la o intrebare este calculat intr-un
timp de ordinul O(1).

Calculul vectorului sumelor partiale poate fi folosit si
in unele probleme bazate pe matrice. Se pot calcula matri-
cele sumelor partiale pe linii, respectiv pe coloane. Mai
exact, LIN[i, j] este suma primelor j elemente din linia
i,1ar COL[i, j] suma primelor i elemente din coloana j.
Invitim cititorul sd giseascd o utilizare a acestor matrice.

Incheiem prezentarea cu citeva probleme rezolvabile
cu ajutorul preprocesirii, bazate pe notiunile prezentate
anterior.

Numere prime

"Se dan dond numere A si B, cu 0 < A < B < 5000000. Afi-

sati suma numerelor prime aflate in intervalul [A, B].

Timp de executie: 1 secunda/test."

Un program care determind numerele prime dintre A
s1 B si calculeazd suma lor nu se va incadra in timp pe tes-
tele In care intervalul este mare. Existd deci o solutie alter-
nativa.

Calculdm un vector S, unde S[7] contine suma primelor
i - 1000 numere prime, unde 7 este cuprins intre 1 si 5000.
Pe baza acestui vector si a cunostintelor despre metoda
vectorului sumelor partiale, prezentate anterior, raspun-
dem la cerinta problemei astfel:

e calculim pozitiile X si Y, multipli de 1000, situate Intre
A'si B, cu X cat mai apropiat de A si Y cit mai apropiat
de B. De exemplu, pentru A = 53478 si B = 674876, avem
X = 54000 51 ¥ = 674000;

e suma numerelor prime situate intre X si Y este:

S[Y/1000] - S[X/1000 - 1];

e suma numerelor prime dintre A si B se obtine folosind
suma determinatd mai sus, la care adunim numerele
prime dintre A si X si pe cele dintre Y si B.

Vectorul § este calculat inainte de executarea progra-
mului, cu ajutorul unui program auxiliar (care, evident, se
va termina dupd mai mult de o secunda, dar timpul siu de
rulare nu conteazi la evaluare). Programul auxiliar scrie
vectorul § la inceputul unui fisier; sumele sunt puse cite 10
- 20 pe linie si separate prin virgule. Fisierul este completat
cu programul care realizeazi citirea datelor de intrare si
calculeazi rispunsul, conform metodei de mai sus.

Patratul si labirintul

"Se dd o matrice cu elemente de 0 si 1, cu N linii si N co-
loane. Un patrat pleacd din pozitia (L1, C1) si trebuie sa
ajungd in pozitia (L2, C2). Patratul constd intr-o matrice
patraticd de cel putin un element (deci poate fi un patrat 2
x 2, 3 x 3 etc), nu se poate deplasa peste elemente cu
valoarea 1 si nu poate iesi din matrice. Sd se determine cea
mai mare laturd a unui patrat care poate si plece din (L1,
C1) si sd ajungd in (L2, C2), respectind restrictiile."

De exemplu, pentru matricea:

000000
00000O00O
000101
000000
00000O00O
100000

si L1 =1,Cl =1, L2 = 4, C2 = 4, pitratul maximal are
latura 2 si poate fi deplasat prin trei mutiri in jos si trei
mutdri in dreapta.

Rezolvarea clasici a acestei probleme se bazeaz pe al-
goritmul lui Lee. Acesta (considerat cunoscut in cadrul ex-
punerii de fatd) este realizat pentru un pdtrat de latura 1 i
se bazeazd pe introducerea intr-o coadd a pozitiilor in care
se poate afla patratul, in ordinea distantei lor fatd de pozi-
tia initiald.

Pentru a adapta algoritmul la patratul de dimensiune
variabili, putem alege urmitoarea solutie:
pentru fiecare dimensiune D a patratului executa

se plaseazd patratul in pozitia initiald (dacd este posibil);
se incearcd deplasarea patratului, conformd algoritmu-
Ini lui Lee;

dacd deplasarea nu a reusit, se afiseazd solutia de la
pasul precedent si se termind executia.

In cadrul algoritmului lui Lee, verificarea daci pitratul
se poate deplasa intr-o pozitie vecind se realizeazd in D
pasi, examindnd cele D elemente noi care urmeazd a fi
ocupate prin deplasarea pitratului (pentru ca aceasta si fie
posibild, toate trebuie si fie nule). Complexitatea pe cazul
cel mai defavorabil este O(N*).

Prima imbunititire a programului constd in calculul
valorii optime a lui D cu ajutorul ciutdrii binare. Se in-
cearcd deplasarea unui pdtrat de dimensiune N/2, dacd
aceasta a reusit se incearcd un pitrat mai mare, in caz con-
trar un pdtrat mai mic etc. Complexitatea a fost redusi la
O(N? - log N).

Se observa ci verificarea dacd patratul poate fi deplasat
intr-o pozitie vecini se poate realiza cu ajutorul preproce-
sarii. Se calculeazd matricele LIN si COL amintite anterior:
o LIN[i, j] este suma primelor j elemente din linia i
o COLJ;, j] este suma primelor i elemente din coloana ;.

fn acest context, conditia pentru ca, de exemplu, un
patrat de dimensiune D, aflat 1n pozitia (L, C), si poatd fi
deplasat cu o pozitie mai sus, este ca diferenta LIN[L-1,
C+D-1] - LIN[L-1, C-1] s fie 0. Diferenta respectivd di
suma elementelor situate pe linia L-1, Intre coloanele C si
C+D-1. Pot fi gisite conditii similare pentru deplasarea in
jos, spre stinga si spre dreapta. Complexitatea noii rezol-
vari este O(N? - log N). Lisim ca exercitiu pentru cititor
incercarea rezolvirii problemei cu o complexitate O(N?).

Concluzie

Preprocesarea este o tehnicd utild. Stipanirea ei poate con-
duce 1n multe cazuri la reducerea timpului de executie,
prin evitarea recalculirii unor valori. In alte cazuri, se poa-
te ajunge si la scideri importante ale complexitatii.



