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ALGORITMI -
CALCULABILITATE

Horia Georgescu

in cadrul acestui articol vom aborda problema existentei algoritmilor de
rezolvare pentru diferite probleme si vom insista asupra calculabilitatii

functiilor.

In cei 12 ani de existentd, in Gazeta de Informatici (apoi
Glnfo) au apirut nenumirate articole privind algoritmii,
sub toate aspectele lor. Dar toate aceste articole au avut un
numitor comun §i anume au presupus existenta algoritmi-
lor pentru problemele studiate.

Exista algoritmi pentru orice problema?
Aceastd problemd a stat In atentia matematicienilor chiar
inainte de aparitia calculatoarelor si face obiectul teorie:
calenlabilitatii. La bazd stau cercetdrile din al patrulea
deceniu al secolului trecut ale unor personalititi precum
Church, Gidel, Kleene, Post si Turing. Ei au propus dife-
rite definitii ale notiunii de algoritm, bazate fie pe limbaje
de programare, fie pe masini matematice, definitii care s-
au dovedit a fi echivalente.

Articolul de fatd 1si propune si prezinte cititorilor ele-
mentele de bazi ale teoriei calculabilititii, cu scopul de a
dovedi ci existd probleme pentru care nu pot fi elaborati
algoritmi. Prezentarea nu este original3, ci urmeazd intoc-
mai o parte din minunata carte Computability, Complexi-
ty and Languages, Academic Press 1983, a lui Martin Davis
si Elaine Weyuker.

Ne exprimidm speranta ci cititorii GInfo vor fi intere-
sati de acest subiect, care din picate lipseste chiar din pro-
grama multor facultdti cu profilul informatici.

Limbajul de programare S

O primd definitie a notiunii de algoritm se bazeazd pe lim-
bajul S. Intr-o prim3 etapi se va face prezentarea acestui
limbaj foarte simplu, urménd ca apoi s cipatim Incredere
in posibilititile sale.

Un program P scris in limbajul § este o secventd de
instructiuni (un numir finit de instructiuni scrise intr-o
anumiti ordine), program in care intervin:

o numere naturale;

o variabile de intrare, notate de obicei prin x,, x,, ...;

o variabila de iesire y;

o variabile intermediare (de lucru), notate de obicei prin z,,
Zyy e

cu mentiunea ci valorile luate de variabile pot fi orice nu-

mere naturale.

Deoarece lucrim numai cu numere naturale, vom spu-
ne, uneori, pur si simplu numir in loc de numir natural.

Tnainte de a prezenta instructiunile limbajului S, preci-
zim ci ele pot fi precedate, optional, de etichete. Acestea
sunt reprezentate prin litere mari (eventual indexate cu nu-
mere naturale), cuprinse Intre paranteze drepte si plasate la
inceputul instructiunii. Se admite ca mai multe instructi-
uni sd aibd aceeast etichetd; ratiunea acestui fapt va fi pre-
zentatd In alt articol.

Instructiunile admise de limbajul S si semnificatia lor
sunt urmdtoarele:

e v « v + 1 — valoarea curentd a variabilei v creste cu o
unitate;

e v « v - 1 — valoarea curentd a variabilei v scade cu o
unitate (dacd era strict pozitivi), respectiv rimane 0
(daci era 0);

e if v # 0 goto L — daci valoarea curenti a variabilei v
este nenul, atunci se face transfer neconditionat la prima
instructiune din program etichetatd cu L; dacd nici o in-



structiune nu este etichetatd cu L, atunci programul se
termind; daci valoarea curenti a lui v este 0, atunci se
trece la instructiunea urmitoare;

* U « v — este instructiunea cu efect nul, a cirei utilitate
va apirea ulterior.

Exemplul 1
Programul:
[A] X<« x-1
yey+l
if x#0 goto A

se termind pentru orice valoare initiald o a lui x. La iesire

vom avea:
3 LLa=0
re a,a >0

Exemplul 2
Programul:
[A] x¢x+1

if x#0 goto A

nu se termind niciodat, indiferent de valoarea initiald a lui x.

Observatie

Faptul cd programele in limbajul § produc o singuri valoa-
re de iesire nu este o restrictie. Intr-adevir, daci dorim si
obtinem mai multe valori de iesire, vom scrie cte un pro-
gram pentru fiecare si vom executa succesiv aceste progra-
me. Mentiondm ci, in acest studiu, suntem interesati 7u-
mai de existenta algoritmilor, nu si de eficienta lor.

Fie P un program scris in limbajul S. Fie V multimea
tuturor variabilelor (de intrare, de lucru si de iesire) care
apar in P. Vom da 1n continuare o definitie riguroasi a
semanticii programului P.

Definim starea programului la un moment oarecare a
executarii sale ca fiind o functie s: V - N, unde N este
multimea numerelor naturale. Deci, o stare este datd de va-
lorile curente ale variabilelor din program.

O configuratie a programului P de lungime 7 (avand n
instructiuni) este o pereche (z,s) cui e {1,2, .., n,n + 1} si
s stare.

O configuratie initiald are forma (1, s;), unde:

o s,(u) =7, dacd u = x, 517, este valoarea initiald a lui x; si
o s,(n) =0, dacd # nu este o variabild de intrare.

O configuratie terminald are forma (n + 1, s). Vom
asimila transferul la o etichetd inexistentd cu transferul la
instructiunea cu numdrul 7 + 1.

Fie (i, s) o configuratie neterminala. Succesoarea ei (j, t)
este definitd astfel:

1) Dacd instructiunea i este v < v + 1, atuncij =7 + 1, 1ar:
o t(u) =u,dacin#vsi
et(n)=u+1,daciu=12.

2) Daci instructiunea 7 este v < v - 1, atuncij =i + 1, lar:
o t(u) =s(v) - 1, dacd u = v si s(v) > 0 s
o t(n) = s(v), In caz contrar.
3) Daca instructiunea i este v < v, atuncij =2+ 1,51 ¢ = .
4) Daci instructiunea z este if v # 0 goto L , atunci ¢ =, 1ar:
ej=1+1,5(v)=0;
oj=n+1,s(v) > 0sinu existd instructiuni etichetate cu
L,si
o] =k, dacd s(v) > 0 si instructiunea k este prima in-
structiune cu eticheta L.

Se observi cd succesoarea oricirei configuratii netermi-
nale este unic determinatd si nu depinde de eventuala eti-
chetare a sa.

Un calcul al programului P este o secventd de configu-
m,-tii consecutive ¢y, ¢,y ..., ¢, cu ¢, configuratie finala (ter-
minal).

In continuare vom lucra cu functii partiale (partial defi-
nite). Mai precis, pentru f: N* — N vom nota prin Dom f
elementele din N pentru care functia f este definiti.

Fie P un program 1n care variabilele de intrare sunt x,,
X,y ..oy X, . Atunci functia (partiald) calculatd de programul
Peste w :N" > N definiti astfel:

1)y (x,, Xy ..oy x, ) = " daci existd un caleul ¢ ¢, ..., ¢,
alluchuCO:(l,so)§15k(y).:3./; . o

2) i (%), Xy .oy X, ) = T (nedefinit) dacd existd un sir infi-
nit de configuratii ¢, ¢, ... al lui P cu ¢, = (1, 5,), deci
daci programul P nu se termina.

Observatie

Fie P un program 1n care apar variabilele de intrare x,, x,,

..., x,. Pentru orice numir natural », 1i putem asocia o

functie v astfel:

o daci n <m, atunci v (x,, x x )=y (x,x x )
=1Te P PAY Ay Ve pPA Ay

adicix,,;, coovees x,, sunt ignorate;
o dacin>m,atunci y (x, ..o x ) = i (%, ..0r X, 0, ..y O).

Fie f: N™ — N. Functia f se numeste partial calculabili
daci existd un program P in limbajul § cu v = f. Dacid
Dom f = N™, atunci f se numeste calculabili.

Exemplul 1 arati ci functia f: N - N datd de:

f)= {Lf;?) , este calculabild.

Exemplul 2 aratd ci functia unarid cu domeniul vid este
partial calcnlabild.

Macroinstructiuni
Aceastd sectiune urmdreste si cipatim incredere in limba-
jul S. Vom arita cid principalele prelucriri uzuale asupra
numerelor naturale pot fi realizate prin programe scrise in
acest limbaj.

Macroinstructinnile sunt abrevieri pentru secvente de
instructiuni in limbajul S. Menirea lor este de a scrie pro-
grame cit mai inteligibile. Prezenta unei macroinstructiuni
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intr-un program trebuie interpretati ca prezenta in acel
punct al programului a unei dezvoltdri ale sale.

Chiar dacd in acelasi program apare 1n diferite locuri o
aceeasi macroinstructiune, aceasta nu inseamn cd va fi in-
seratd aceeasi dezvoltare a sa. Mai mult, chiar impunem ca
aparitiile unei aceleiasi macroinstructiuni pe pozitii diferite
din program sd presupund dezvoltiri diferite ale macroin-
structiunii (variabile de lucru si etichete distincte). De ase-
menea trebuie respectatd regula ca valoarea variabilelor ca-
re apar in macroinstructiune, cu exceptia celor care apar in
membrul sting al unei atribuiri, si nu fie modificate ca
efect al executdrii macroinstructiunii.

Macroinstructiunea goto L are urmitoarea dezvoltare
posibild:
[A] z«z+1
ifz# (0 goto A

Macroinstructiunea v « 0 are dezvoltarea:
[A] vev-1
ifv#0gotoA
unde eticheta A nu mai apare nicdieri in programul care
contine aceastd macroinstructiune.

3) Macroinstructiunea v « k are dezvoltarea:
v« 0
vevtl

ve v+l
unde instructiunea v < v + 1 apare de exact k ori.

Exemplul 3
Functia f: N > N datd de f(x) = x este calculabild.

Pentru demonstratie, vom scrie urmdtorul program P
cuyy’ =f, program care va asigura pastrarea valorii initiale
alui x:

[A] if x#0goto B
goto C

[B] x¢x-1
yey+1l
z¢z+1
goto A

[C] ifz#0gotoD
goto E

[D] z«z-1
X x+1
goto C

unde primele 6 instructiuni copiaz valoarea lui x in varia-
bilele y si z, iar urmdtoarele recopiaza valoarea lui z in x.

Putem acum introduce macroinstructiunea v « # cu
dezvoltarea:
v« 0
[A] ifu#0goto B
goto C

[B] u«<u-1
vevtl
zz+1
goto A

[C] ifz#0gotoD
goto E

[D] z«z-1
u«<u+tl
goto C

[E] vV

care "transcrie" functia din exemplul 3.
Se impun urmitoarele remarci:

o nu am initializat pe z cu 0, deoarece este clar ci dupd ori-
ce executare a macroinstructiunii, valoarea sa va fi 0;

e apare necesitatea instructiunii v « v;

o ca de obicei, variabila z nu mai apare nicdieri in program
(este o variabild de lucru "noud"), iar etichetele A, B, C,
D, E nu mai apar niciieri in program (sunt etichete
"noi"). Avind convingerea ci cititorul s-a obisnuit deja
cu aceste reguli, nu le vom mai aminti in continuare, pre-
supunandu-le subintelese.

Exemplul 4
Functia f: N x N - N definitd prin f(x, x,) = x, + x, este
calcnlabild.
Un program care calculeazd aceastd functie este urmi-

torul:

Y« x,

Z & X2
[B] if z# 0 goto A

goto E
[A] z<«z-1

yey+1l

goto B

iar macroinstructiunea z < z, + z, are urmdtoarea dezvol-
tare posibili:
u <« Z1
V 22
[B] ifv#0gotoA
goto E
[A] vev-1
u«<u+l
goto B
[E] z<«u

Exemplul 5
Functia f: N x N - N definiti prin f(x,, x,) = x, * x, este
calcnlabild.
Un program care calculeazd aceastd functie este urmi-

torul:

Z & X2
[B] if z# 0 goto A

goto E
[A] z«z-1



y%y+x1
goto B

lar macroinstructiunea z < z, * z, are urmdtoarea dezvol-
tare posibili:
u<«0
V 22
[B] ifv#0gotoA
goto E
[A] vev-1
u<u+t Z1
goto B
[E] z<«u

Exemplul 6
Fie f: N x N - N functia partiald definita prin:

_ >
e N
Un program care calculeazi aceastd functie este urma-

torul:

Y < X,

Z & X2
[C] ifz#0gotoA

goto E
[A] ify=0gotoB

gotoA {y=0siz=0}
[B] y«y-1

z¢z-1

goto C

Macroinstructiunea asociata este z < z, - z, sl are
urmitoarea dezvoltare posibili:

Ul(— Z1
U2(— Z2
[C] if u,# 0 gotoA
goto E
[A] ifu =0gotoB '
gotoA {y=0siz=0}
[B] u «u - 1
u,«u, -1
goto C
[E] Z < u
Exemplul 7

Fie f: N™ — N o functie (partial) calculabild, calculatd de
un program P. Vom introduce macroinstructiunea:
2 f(zyy 0 2,).

Pentru a obtine o dezvoltare a acestei macroinstructi-
uni, s presupunem cd in programul P variabilele de intra-
re sunt x,, ..., x,, variabilele de lucru sunt z, ..., z,, iar
etichetele sunt 4, ..., 4 " unde (cu eventuala exceptie a lui
A), orice eticheti care apare intr-o instructiune if este eti-
cheta a cel putin uneia dintre instructiunile din P. Atunci
o dezvoltare a macroinstructiunii z « f(z, ..., z,) este
urmadtoarea:

y'« 0

x, '« x1

x ' xm

m

]

z,' <0

z,'« 0

P’
unde:
oy, x'y X' 2, ..., 2", sunt variabile de lucru noi;

o Al A, sunt etichete noi;

o P' se obtine din P inlocuind pe y, x,, ..., X, Z,, ..., 2, A,
ey Ap Uy, x'y X 2 2 Al A'p.

o [ este una dintre instructiunile:
mz « y', daci eticheta A , este definit3;
n[(A] zey, daci eticheta Ap nu este definita.

Se observi imediat ci dacd pentru anumite valori ini-
tialer, ...,7, aleluix, ..., x, programul P nu se termind,
> Z,)
nu se termind pentru z,, ..., z, avind inainte de executarea
macroinstructiunii valorile 7, ..., 7, .

atunci nici executarea macroinstructiunii z < f(z,, .

Daci o macroinstructiune dintr-un program nu se ter-
mind, atunci nici programul care o foloseste nu se termina.

Numim predicat o functie f: N* — {0, 1}, partial sau
total definitd, unde 0 corespunde falsului, iar 1 corespunde
adevirului.

Exemplul 8
Fie P: N™ — {0, 1} un predicat calculabil. Atunci putem in-
troduce macroinstructiunea:

ifP(z,, ...,z ) gotoL
a carel dezvoltare este:
z<—P(zl, ceer Z0)

ifz=0gotoL

Un caz particular il constituie predicatul:

PO {l,x: 0

0,x#0’
care este calculabil conform programului:

if x# 0 gotoE
yey+1

ceea ce permite introducerea urmatoarei macroinstructiuni:
if v=0goto L.

Va uvrma...

In urmitoarele articole care constituie continuarea celui pre-
zentat vom interactiona cu citeva probleme nedecidabile si
vom vedea cum problema de fatd poate fi tratati folosind
alte modele de abordare.

DI prof. dr. Horia Georgescu este cadru didactic la Universitatea
Bucuresti, fondator si director stiingific al GInfo si poate fi contactat prin

e-mail la adresa g_horia@hotmail.com.
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