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La început... 

PREPROCESAREA
Mihai Stroe

Articolul de faþã prezintã o categorie de optimizãri importante în rezolvarea
problemelor: soluþiile bazate pe preprocesare. Vom prezenta modul în care
poate fi utilizatã aceastã tehnicã pentru a îmbunãtãþi timpul de execuþie al
programelor.

Termenul de preprocesare se referã la calculul ºi stocarea în
memorie a unor valori, în scopul folosirii lor ulterioare pe
parcursul rezolvãrii. Existã douã niveluri la care se aplicã
aceste optimizãri:
• calcule efectuate înaintea executãrii programului; în acest

caz, programul care rezolvã problema conþine tabele cu
valori precalculate (constante);

• calcule realizate înaintea efectuãrii unor anumiþi paºi de
rezolvare, pentru reducerea timpului de execuþie a aces-
tora.

Vom prezenta ideea de preprocesare care a apãrut, în
contextul olimpiadelor naþionale, în 1996, la barajele pentru
selectarea echipei lotului pentru Balcaniada de Informa-
ticã. Una dintre problemele propuse era urmãtoarea (enunþ
uºor modificat):

"Sã se amplaseze pe muchiile unui cub numerele de la 1
la 12, astfel încât suma numerelor de pe muchiile care for-
meazã fiecare faþã sã fie egalã. Problema nu are date de
intrare; se cer toate soluþiile."

Problema stabilea, prin enunþ, o numerotare a muchii-
lor ºi amplasarea numãrului 1 pe o anumitã muchie. Tim-
pul de execuþie era de o secundã.

Evident, problema se rezolvã prin metoda backtrack-
ing. Din nefericire, pe calculatoarele existente la momentul
respectiv, rezolvãri nu foarte eficient implementate depã-
ºeau cu puþin timpul limitã.

În aceste condiþii, o parte dintre concurenþi au aplicat
urmãtoarea tehnicã:
• se ruleazã programul în timpul probei, obþinându-se so-

luþiile într-un fiºier;
• se observã cã numãrul de soluþii este mic (80);
• se transformã fiºierul rezultat într-un program care afi-

ºeazã cele 80 de soluþii.
Cel mai simplu mod de a realiza transformarea constã

în introducerea soluþiilor între ghilimele, prefixarea lor cu
un "writeln(" ºi finalizarea cu ºirul ");" (în Pascal). În
acest mod, programul putea fi completat cu un "begin" ºi
un "end." ºi ar fi rezultat un program Pascal corect care
rezolvã problema (de fapt, afiºarea se realiza într-un fiºier;
am ales aceastã modalitate de prezentare pentru a simplifica

înþelegerea soluþiei). Ideea este de a realiza afiºarea, în pro-
gramul care genereazã soluþiile, într-un mod care sã uºu-
reze cât mai mult scrierea programului care le va folosi.
Dupã cum se va vedea în continuare, pentru anumite pro-
bleme folosirea poate consta în mai mult decât tipãrirea
unor valori.

Bineînþeles, la corectare au apãrut discuþii legate de va-
loarea acestei rezolvãri. Deoarece regulamentul nu era în-
cãlcat, s-a decis ca astfel de soluþii sã fie acceptate, regulã
care a rãmas valabilã pentru viitor. Altfel spus, programele
bazate pe precalcularea soluþiilor sau a unor date ajutãtoare
nu pot fi depunctate; corectarea se realizeazã numai în
funcþie de rezultatele obþinute la teste, fãrã a se þine cont de
conþinutul codului sursã.

Ca toate lucrurile bune care apar în contextul concur-
surilor (reamintim, printre altele, backtracking-ul "omo-
rât"), aceastã metodã a fost preluatã ºi folositã din plin la
concursurile care au urmat, inclusiv în cadrul concursurilor
"Bursele AGORA". În prezent, cunoaºterea acestei metode
este consideratã esenþialã, iar anumite probleme nu se pot
rezolva eficient fãrã ajutorul ei.

Vom continua prin a prezenta câteva abordãri din cea
de-a doua categorie.

O problemã interesantã, datoritã optimizãrilor care pot
fi introduse, este urmãtoarea:

"Se dau N puncte în plan de coordonate întregi (3 ≤ N
≤ 100). În aceste puncte locuiesc oameni. În douã din aceste
puncte se pot deschide restaurante. Fiecare om va mânca la
restaurantul cel mai apropiat. Sã se aleagã locaþiile în care
se vor deschide restaurante, astfel încât distanþa totalã par-
cursã de oameni de la casele lor pânã la restaurante sã fie
minimã. Oamenii care au restaurante acasã parcurg distan-
þa 0."

Limitele problemei conduc la concluzia cã rezolvarea
prin metoda forþei brute este acceptabilã. Sã o examinãm:
distanþa optimã devine +infinit
pentru fiecare punct i între 1 ºi N (ales ca prim restaurant)
executã

pentru fiecare punct j între 1 ºi N (ales ca al doilea
restaurant) executã
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distanþa totalã devine 0
pentru fiecare punct K între 1 ºi N executã

d1 devine distanþa de la i la K (*)
d2 devine distanþa de la j la K (*)
min devine minimul dintre d1 ºi d2
min se adunã la distanþa totalã

distanþa totalã este comparatã cu distanþa optimã ºi,
dacã este cazul, o actualizãm pe aceasta.

Complexitatea acestei metode este O(N3), deci timpul
de rulare ar trebui sã fie rezonabil.

Cum implementãm paºii marcaþi cu (*)? Prima varian-
tã constã în realizarea unei funcþii dist(i,j) ºi apelarea ei:
function dist(i,j:integer):real;
begin
dist:=sqrt(sqr(x[i] - x[j]) + sqr(y[i] - y[j]));

end;

Evident d1 devine dist(i,K) ºi d2 devine dist(j,K).
Se efectueazã O(N3) apeluri de funcþie, ceea ce duce la

performanþe slabe.
O variantã uºor îmbunãtãþitã constã în calcularea dis-

tanþelor în cadrul programului, fãrã a scrie o funcþie sepa-
ratã:
d1:=sqrt(sqr(x[i] - x[K]) + sqr(y[i] - y[K]));
d2:=sqrt(sqr(x[j] - x[K]) + sqr(y[j] - y[K]));

Nu se mai efectueazã apeluri de funcþii dist, dar, pe
cazul cel mai defavorabil, se calculeazã aproximativ un mi-
lion de distanþe (ceea ce înseamnã un milion de extrageri de
rãdãcini pãtrate). Soluþia bazatã pe preprocesare constã în
definirea unei matrice dist:
var dist:array[1..100,1..100] of real;

Matricea va fi completatã la începutul programului,
imediat dupã citirea datelor:
for i:=1 to n do

for j:=i + 1 to n do begin
dist[i,j]:=sqrt(sqr(x[i] - x[j]) + sqr(y[i]

- y[j]));
dist[j,i]:=dist[i,j];

end;

Din acest moment, distanþele între oricare douã puncte
sunt disponibile ºi pot fi folosite în orice moment prin ci-
tirea din tabelã. S-au efectuat aproximativ 5000 de operaþii
de extragere a rãdãcinii pãtrate. În plus, s-au economisit
înmulþiri ºi adresãri în vectorii x ºi y. Complexitatea este
aceeaºi; timpul de execuþie este însã redus semnificativ.

Dupã examinarea acestei soluþii, sunt evidente alte
tipuri de valori care pot fi precalculate: tabele de logaritmi,
rãdãcini pãtrate, funcþii trigonometrice, numere prime etc.
De exemplu (revenind în contextul calculelor efectuate îna-
intea lansãrii în execuþie), un program care va folosi intens
primele 1000 de numere prime poate începe astfel:
const prime:array[1..1000] of longint

= (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ...);

Începutul programului poate fi obþinut cu ajutorul
unui alt program, care genereazã primele 1000 de numere
prime ºi le afiºeazã câte 20 pe linie (pentru a nu depãºi
numãrul maxim de caractere pe linie permis), separate prin
virgulã. Fiºierul rezultat este apoi completat cu codul pro-
gramului.

În acest caz, primele 1000 de numere prime ar fi putut
fi calculate ºi la executarea programului; existã însã contex-
te în care vectorii de constante sunt indispensabili.

O optimizare utilã în multe probleme constã în constru-
irea vectorului / matricei sumelor parþiale. O vom ilustra
cu ajutorul urmãtoarelor douã probleme:
• Se considerã un vector D cu N ≤ 10000 elemente, numere

întregi. Urmeazã K întrebãri, K ≤ 10000. O întrebare con-
stã în douã numere întregi A ºi B, între 1 ºi N inclusiv, cu
A ≤ B. Pentru fiecare întrebare afiºaþi suma elementelor
vectorului, situate între poziþiile A ºi B inclusiv.

• Se dã o matrice D cu M linii ºi N coloane (1 ≤ M, N ≤ 100).
Urmeazã K întrebãri, K ≤ 10000. O întrebare constã în 4
numere întregi L1, C1, L2, C2 cu 1 ≤ L1 ≤ L2 ≤ M ºi 1 ≤
C1 ≤ C2 ≤ N. Pentru fiecare întrebare, afiºaþi suma
elementelor din matrice, din dreptunghiul determinat de
liniile L1 ºi L2 ºi coloanele C1 ºi C2.

Metoda bazatã pe parcurgerea vectorului / matricei este
ineficientã ºi va obþine foarte puþine puncte. Existã însã
metode în care rãspunsul la fiecare întrebare se calculeazã
în timp constant, datoritã unor preprocesãri efectuate dupã
citirea datelor.

Pentru prima problemã, se calculeazã vectorul S al su-
melor parþiale, definit astfel:
S[0] = 0
S[1] = D[1]
S[2] = D[1]+D[2]
S[3] = D[1]+D[2]+D[3]
...
S[i] = suma primelor i elemente din vectorul D. Evident,

S[i]=S[i-1]+D[i].
Calculul vectorului S se realizeazã în O(N). Dupã acest

pas, la fiecare întrebare se rãspunde scãzând S[A - 1] din
S[B]. Astfel, S[B] este suma primelor B elemente, iar S[A
- 1] este suma primelor A - 1; realizând scãderea prezen-
tatã anterior se obþine suma elementelor situate între pozi-
þiile A ºi B.

Pentru cazul matricei, calculele sunt puþin mai compli-
cate. Definim S[i, j] ca fiind suma elementelor din drept-
unghiul delimitat de liniile 1 ºi i ºi de coloanele 1 ºi j.
Valorile din S se calculeazã unele
din altele, astfel:
S[i, j]:=S[i-1, j]+S[i, j-1]-
S[i-1, j-1]+D[i, j].

Cunoscând S[i, j], suma ele-
mentelor din dreptunghiul deter-
minat de liniile L1 ºi L2 ºi coloanele
C1 ºi C2 se calculeazã astfel: Figura 1
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Suma:=S[L2, C2]-S[L1-1, C2]-S[L1, C2-1]

+S[L1-1, C1-1].
Aºadar rãspunsul la o întrebare este calculat într-un

timp de ordinul O(1).
Calculul vectorului sumelor parþiale poate fi folosit ºi

în unele probleme bazate pe matrice. Se pot calcula matri-
cele sumelor parþiale pe linii, respectiv pe coloane. Mai
exact, LIN[i, j] este suma primelor j elemente din linia
i, iar COL[i, j] suma primelor i elemente din coloana j.
Invitãm cititorul sã gãseascã o utilizare a acestor matrice.

Încheiem prezentarea cu câteva probleme rezolvabile
cu ajutorul preprocesãrii, bazate pe noþiunile prezentate
anterior.

Numere prime
"Se dau douã numere A ºi B, cu 0 < A < B < 5000000. Afi-
ºaþi suma numerelor prime aflate în intervalul [A, B].
Timp de execuþie: 1 secundã/test."

Un program care determinã numerele prime dintre A
ºi B ºi calculeazã suma lor nu se va încadra în timp pe tes-
tele în care intervalul este mare. Existã deci o soluþie alter-
nativã.

Calculãm un vector S, unde S[i] conþine suma primelor
i · 1000 numere prime, unde i este cuprins între 1 ºi 5000.
Pe baza acestui vector ºi a cunoºtinþelor despre metoda
vectorului sumelor parþiale, prezentate anterior, rãspun-
dem la cerinþa problemei astfel:
• calculãm poziþiile X ºi Y, multipli de 1000, situate între

A ºi B, cu X cât mai apropiat de A ºi Y cât mai apropiat
de B. De exemplu, pentru A = 53478 ºi B = 674876, avem
X = 54000 ºi Y = 674000;

• suma numerelor prime situate între X ºi Y este:
S[Y/1000] - S[X/1000 - 1];

• suma numerelor prime dintre A ºi B se obþine folosind
suma determinatã mai sus, la care adunãm numerele
prime dintre A ºi X ºi pe cele dintre Y ºi B.

Vectorul S este calculat înainte de executarea progra-
mului, cu ajutorul unui program auxiliar (care, evident, se
va termina dupã mai mult de o secundã, dar timpul sãu de
rulare nu conteazã la evaluare). Programul auxiliar scrie
vectorul S la începutul unui fiºier; sumele sunt puse câte 10
- 20 pe linie ºi separate prin virgule. Fiºierul este completat
cu programul care realizeazã citirea datelor de intrare ºi
calculeazã rãspunsul, conform metodei de mai sus.

Pãtratul ºi labirintul
"Se dã o matrice cu elemente de 0 ºi 1, cu N linii ºi N co-
loane. Un pãtrat pleacã din poziþia (L1, C1) ºi trebuie sã
ajungã în poziþia (L2, C2). Pãtratul constã într-o matrice
pãtraticã de cel puþin un element (deci poate fi un pãtrat 2
× 2, 3 × 3 etc.), nu se poate deplasa peste elemente cu
valoarea 1 ºi nu poate ieºi din matrice. Sã se determine cea
mai mare laturã a unui pãtrat care poate sã plece din (L1,
C1) ºi sã ajungã în (L2, C2), respectând restricþiile."

De exemplu, pentru matricea:

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
ºi L1 = 1, C1 = 1, L2 = 4, C2 = 4, pãtratul maximal are
latura 2 ºi poate fi deplasat prin trei mutãri în jos ºi trei
mutãri în dreapta.

Rezolvarea clasicã a acestei probleme se bazeazã pe al-
goritmul lui Lee. Acesta (considerat cunoscut în cadrul ex-
punerii de faþã) este realizat pentru un pãtrat de latura 1 ºi
se bazeazã pe introducerea într-o coadã a poziþiilor în care
se poate afla pãtratul, în ordinea distanþei lor faþã de pozi-
þia iniþialã.

Pentru a adapta algoritmul la pãtratul de dimensiune
variabilã, putem alege urmãtoarea soluþie:
pentru fiecare dimensiune D a pãtratului executã

se plaseazã pãtratul în poziþia iniþialã (dacã este posibil);
se încearcã deplasarea pãtratului, conformã algoritmu-
lui lui Lee;
dacã deplasarea nu a reuºit, se afiºeazã soluþia de la
pasul precedent ºi se terminã execuþia.

În cadrul algoritmului lui Lee, verificarea dacã pãtratul
se poate deplasa într-o poziþie vecinã se realizeazã în D
paºi, examinând cele D elemente noi care urmeazã a fi
ocupate prin deplasarea pãtratului (pentru ca aceasta sã fie
posibilã, toate trebuie sã fie nule). Complexitatea pe cazul
cel mai defavorabil este O(N4).

Prima îmbunãtãþire a programului constã în calculul
valorii optime a lui D cu ajutorul cãutãrii binare. Se în-
cearcã deplasarea unui pãtrat de dimensiune N/2, dacã
aceasta a reuºit se încearcã un pãtrat mai mare, în caz con-
trar un pãtrat mai mic etc. Complexitatea a fost redusã la
O(N3 · log N).

Se observã cã verificarea dacã pãtratul poate fi deplasat
într-o poziþie vecinã se poate realiza cu ajutorul preproce-
sãrii. Se calculeazã matricele LIN ºi COL amintite anterior:
• LIN[i, j] este suma primelor j elemente din linia i;
• COL[i, j] este suma primelor i elemente din coloana j. 

În acest context, condiþia pentru ca, de exemplu, un
pãtrat de dimensiune D, aflat în poziþia (L, C), sã poatã fi
deplasat cu o poziþie mai sus, este ca diferenþa LIN[L-1,
C+D-1] - LIN[L-1, C-1] sã fie 0. Diferenþa respectivã dã
suma elementelor situate pe linia L-1, între coloanele C ºi
C+D-1. Pot fi gãsite condiþii similare pentru deplasarea în
jos, spre stânga ºi spre dreapta. Complexitatea noii rezol-
vãri este O(N2 · log N). Lãsãm ca exerciþiu pentru cititor
încercarea rezolvãrii problemei cu o complexitate O(N2).

Concluzie
Preprocesarea este o tehnicã utilã. Stãpânirea ei poate con-
duce în multe cazuri la reducerea timpului de execuþie,
prin evitarea recalculãrii unor valori. În alte cazuri, se poa-
te ajunge ºi la scãderi importante ale complexitãþii.


