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Puncte... 

Algoritmul lui
KIRKPATRICK

Mircea Digulescu, Andrei Matei

Problema localizãrii punctelor este una dintre problemele pentru care, deºi sunt
foarte uºor de rezolvat de cãtre ochiul uman, mult timp nu s-a gãsit un algortim
optim. În acest articol vom prezenta un algoritm care foloseºte un spaþiu de
memorie proporþional cu O(n) ºi rãspunde la interogãri în timp de O(n log n).

Enunþul problemei
Enunþul problemei localizãrii punctelor (în plan) este ur-
mãtorul: 

"Se considerã o împãrþire (divizare) a planului în celule
poligonale. Dându-se un punct din plan, se cere sã se preci-
zeze în care dintre celule se aflã acesta."

Este ciudat cã, deºi pare o problemã simplã pe care
ochiul uman o poate rezolva în mod natural, a durat mult sã
se ajungã la un algoritm de rezolvare care ocupã un spaþiu
de memorie O(n) ºi este capabil sã rãspundã la o interogare
într-un timp O(log n).

Primul care a dezvoltat un astfel de algoritm a fost
David G. Kirkpatrick.

Prezentarea algoritmului
Pentru a se putea rãspunde eficient la interogãri este nece-
sar ca celulele poligonale sã fie preprocesate.

Acest algoritm pleacã de la supoziþia cã divizarea pla-
nului este o triangulare. În plus, trebuie ca ºi exteriorul di-
vizãrii sã fie triunghi. Pentru cazul general, vom începe prin
a triangula fiecare celulã a divizãrii ºi a marca fiecare tri-
unghi rezultat cu eticheta celulei din care face parte. Pen-
tru a adãuga "exteriorul", vom mai adãuga trei puncte   dis-
tincte cu coordonate "infinite" (se poate demonstra foarte
uºor cã orice punct din plan se aflã în interiorul triunghiu-
lui format de cele trei puncte) ºi vom uni aceste puncte (a,
b, c în figura 1) cu puncte de pe înfãºurãtoarea convexã a
diviziunii.

Deºi s-ar putea crede cã triangulând adãugãm multe
muchii noi, se poate demonstra uºor cã, în cel mai rãu caz,
numãrul de muchii creºte cu un factor constant.

Se observã cã, dacã gãsim triunghiul care conþine punc-
tul, atunci cunoaºtem ºi celula din divizarea iniþialã. 

Fie T0 triangularea iniþialã. Un algoritm bazat pe meto-
da lui Kirkpatrick va produce o secvenþã de triangulãri, T0,
T1, T2, …, Tk (cu k = O(log n)) astfel încât Tk constã într-
un singur triunghi (cel format de cele trei puncte cu coor-
donate infinite din T0) ºi fiecare triunghi din Ti+1 se supra-
pune peste un numãr constant de triunghiuri din Ti. 

Vom vedea cum folosim o astfel de structurã la intero-
gãri. În continuare construim aceastã structurã. 

Presupunem cã avem triangularea Ti ºi vrem sã con-
struim Ti+1. Pentru a fi siguri cã acest proces se opreºte
dupã O(log n) paºi ne vom asigura cã numãrul de triun-
ghiuri din Ti+1 este mai mic decât numãrul de triunghiuri
din Ti cu un factor constant. Fiecãrei triangulãri îi vom ata-
ºa un graf, astfel încât fiecare punct este un nod ºi existã
muchii între douã noduri, dacã existã segment între punc-
tele corespunzãtoare din triangulare. Din acest punct al
rezolvãrii, prin Ti vom înþelege, în funcþie de context,
graful asociat triangulãrii Ti sau chiar triangularea.

La fiecare pas i vom alege o submulþime de noduri din
Ti pe care le vom elimina împreunã cu muchiile adiacente
lor. Dupã ce le eliminãm vom retriangula graful pentru a
obþine Ti+1. Nu se vor elimina niciodatã punctele supli-
mentare cu coordonatele infinite.
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Apare întrebarea "cum alegem nodurile care se eliminã
din Ti astfel încât fiecare triunghi din Ti+1 sã se suprapunã
peste un numãr constant de triunghiuri din Ti".

Pentru a alege nodurile care vor fi eliminate vom þine
cont de:
• grad maxim - fiecare nod pe care îl eliminãm sã aibã

gradul maxim egal cu o constantã d (sã fie incident la
maxim d muchii) ºi când eliminãm un astfel de nod,
gaura rezultatã va fi triangulatã în Ti+1 în maxim d - 2
triunghiuri; dupã retriangulare, fiecare triunghi nou se
va suprapune peste maxim d triunghiuri din precedenta
triangulare.

• set independent - între oricare douã noduri care sunt eli-
minate sã nu existe muchie (nodurile eliminate formeazã
un set independent în Ti); aceastã restricþie ne va folosi la
retriangulare; când eliminãm în acest fel m noduri dife-
rite obþinem m gãuri disjuncte pe care le putem triangula
independent; mai mult, deoarece fiecare gaurã conþine
un numãr constant de noduri, acestea se vor triangula în
O(1). 

O problemã importantã este dacã vom reuºi sau nu
întotdeauna sã gãsim un set independent, suficient de mare
cu grad limitat. Vrem ca mãrimea acestui set sã fie cel puþin
o fracþiune constantã din numãrul curent de noduri. S-a
descoperit cã existã întotdeauna un astfel de set. Important
este sã alegem o valoare pentru d suficient de mare (dacã d
este prea mic, nu vom gãsi suficiente noduri). Vom demon-
stra cã d = 8 este suficient de mare. 

Lemã: Dându-se un graf planar (cum este cazul trian-
gulãrilor noastre) cu n noduri, existã un set independent de
noduri cu grad maxim 8, cu cel puþin n/18 noduri. Acest set
poate fi determinat într-un timp O(n).

Vom arãta cum construim acest set ºi pe urmã vom
demonstra mãrimea sa:
marcãm toate nodurile care au gradul ≥ 9
cât timp existã un nod nemarcat:

alegem un astfel de nod v
adãugãm v la set
îl marcãm pe v ºi pe toþi vecinii lui

Se observã cã acest algoritm se terminã în O(n).
Demonstraþia faptului cã setul rezultat va avea cel pu-

þin n/18 noduri este urmãtoarea: o formulã fundamentalã
a lui Euler ne spune cã într-un graf planar cu n noduri
complet triangulat numãrul e de muchii satisface relaþia e
= 3 · n - 6. Dacã adunãm gradele nodurilor, fiecare muchie
este numãratã de douã ori. 

Cum , o aproximare

inferioarã a mediei gradelor este 6. Vom demonstra în
continuare cã existã cel puþin n/2 noduri cu gradul 8 sau
mai mic. Sã presupunem contrariul, ºi anume cã existã mai
mult de n/2 noduri de grad 9 sau mai mare. Cum celelalte

noduri trebuie sã aibã gradul mai mare sau egal cu 3 (cu
excepþia celor trei noduri cu coordonatele infinite, adãuga-
te artificial), rezultã cã suma gradelor în graf este 9 · n/2 +
3 · n/2 + 6, ceea ce contrazice ecuaþia de mai sus. 

Când algoritmul de mai sus începe, cel puþin n/2 no-
duri sunt iniþial nemarcate. De fiecare datã când selectãm
un astfel de nod, din cauzã cã gradul sãu este 8 sau mai
mic, marcãm cel mult 9 noduri noi (pe el însuºi ºi cel mult
8 vecini). Deci acest pas poate fi repetat de cel puþin (n/2)/9
= n/18 ori, sau pânã când rãmânem fãrã noduri nemarcate.

În acest moment demonstraþia este completã.

Acum ºtim cã putem construi un set convenabil cu cel
puþin n/18 noduri. Numãrul 18 pare destul de mare, dar în
practicã va fi mai mic. Totuºi aceastã constantã este un
motiv pentru care algoritmul lui Kirkpatrick nu este folo-
sit foarte des în practicã. 

Structura lui Kirkpatrick
Acum sã vedem efectiv cum este construitã structura de lo-
calizare (structura lui Kirkpatrick) . Începem cu T0 ºi la fie-
care pas selectãm un subset independent de noduri cu grad
minim 8 pe care le eliminãm. Retriangulãm gãurile obþinute,
cu observaþia cã fiecare triunghi nou se suprapune peste
maxim 8 triunghiuri din triangularea precedentã. Cu fiecare
triangulare, numãrul de noduri scade cu un factor de maxim
17/18. Pentru a ajunge la o triangulare alcãtuitã dintr-un
singur triunghi, cel de la infinit, avem (18 / 17) · k = n sau k
= .

Structura de date se bazeazã pe aceste triangulãri. Rãdã-
cina structurii corespunde singurului triunghi din Tk. Nodu-
rile de la urmãtorul nivel sunt triunghiurile din Tk-1, urmate
de cele din Tk-2 ºi aºa mai departe pânã la frunze, care sunt
triunghiurile din T0, triangularea iniþialã. Fiecare nod de pe
nivelul i reþine referinþe la triunghiurile peste care se su-
prapune din nivelul i + 1 (sunt cel mult 8).

Pentru a gãsi triunghiul în care se aflã un punct începem
de la rãdãcinã. Dacã punctul nu se aflã în triunghiul asociat
rãdãcinii, am terminat; punctul nu se aflã în interiorul nici
unui triunghi din triangularea iniþialã. Altfel, testãm dacã
punctul e inclus în fiecare din cele cel mult 8 triunghiuri de
pe nivelul urmãtor care sunt incluse în triunghiul curent. ªi
aºa mai departe pânã ajungem la frunze.

Construirea ºi analiza
Structura are log n niveluri ºi ne ia un timp constant sã ne
mutãm de la un nivel la urmãtorul (maxim 8 teste de inclu-
ziune în triunghi), deci timpul unei interogãri este O(log n).
Dimensiunea structurii este egalã cu suma mãrimilor trian-
gulãrilor.

Cum numãrul de triunghiuri al unei triangulãri depinde
liniar de numãrul de puncte, rezultã cã mãrimea structurii
este proporþionalã cu n · (1 + 17/18 + (17/18)2 +  (17/18)3 +
…) ≤ 18 · n. Deci O(n) înmulþitã cu o constantã destul de
mare.

nnn lg12log 17/18 ⋅≈⋅
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În figura 2 este prezentat modul în care se realizeazã
construirea structurii care va fi folositã pentru interogãri
pentru exemplul din figura 1, prin eliminãri de puncte ºi
triangulãri repetate.

Se poate observa cã cea de-a cincea triangulare, ºi ulti-
ma de altfel, este echivalentã cu triunghiul format de punc-
tele suplimentare pe care le-am adãugat.

Dacã dorim sã vedem în care celulã se aflã un anumit
punct, atunci vom determina mai întâi triunghiul din T1
din care  face parte ºi apoi, în funcþie de acest triunghi, vom
determina celula (poligonul) din care acesta face parte.

În figura 2 f) se aflã structura pe care am construit-o ºi
care va fi folositã la interogãri pentru exemplul din figura 1.
Fiecare nod din aceastã structurã reprezentând un tri-
unghi, a fost conectat de nodurile, care reprezintã alte tri-
unghiuri, peste care acesta se suprapune. 
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a) Triangularea iniþialã T0

c) Triangularea T2

e) Triangularea T5

b) Triangularea T1

d) Triangularea T3

f) Structura folositã pentru interogãri
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