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Metode de REDUCERE
a COMPLEXITÃÞII

Mihai Stroe

În cadrul acestui articol vom prezenta câteva tehnici cu ajutorul cãrora se poa-
te face trecerea, pentru anumite tipuri de probleme, de la complexitatea liniarã
a unor paºi din rezolvare la complexitatea logaritmicã, folosind principiul cãu-
tãrii binare.

În ultimii ani au început sã aparã multe probleme care se pot
rezolva folosind algoritmi al cãror ordin de complexitate
este O(N · log N) sau O(N2 · log N). Câteva rezolvãri ale
unor probleme clasice de acest gen (de exemplu, problema
determinãrii subºirului crescãtor de lungime maximã) sunt
cunoscute. Alte rezolvãri se bazeazã pe structuri de date
speciale (heap-uri, arbori AVL, arbori de intervale etc.) 

O categorie de probleme este consideratã mai aparte
deoarece, la un moment dat, în rezolvarea lor se introduce
cãutarea binarã. Vom examina câteva astfel de probleme.
Cititorul este invitat sã încerce sã rezolve problemele îna-
inte de a citi sugestiile autorului.

Enunþurile problemelor pe care le vom examina sunt
urmãtoarele:
• Se considerã un ºir de N numere naturale ºi un numãr

natural S. Se cere sã se aleagã trei numere din acest ºir,
astfel încât suma lor sã fie egalã cu S.

• Se considerã un labirint sub forma unei matrice pãtratice
de dimensiune N ale cãrei elemente pot lua valorile 0 sau 1,
un punct de plecare ºi un punct de sosire. Dacã un element
din matrice are valoarea 1, înseamnã cã pe poziþia cores-
punzãtoare din labirint este zid, sau spaþiu liber în caz con-
trar. Se cere sã se afiºeze dimensiunea celui mai mare pã-
trat care poate fi deplasat de la punctul de plecare la punc-
tul de sosire. Un pãtrat de latura K va ocupa în fiecare
moment K2 poziþii din matrice. Pãtratul se poate deplasa
pe orizontalã ºi verticalã ºi nu poate trece prin ziduri.

• Se considerã un graf neorientat. Fiecare muchie are aso-
ciate o lungime ºi un grad de periculozitate. Se cere sã se
afiºeze un drum de la nodul 1 la nodul N, astfel încât gra-
dul de periculozitate al celei mai periculoase muchii sã
fie cât mai mic posibil; dacã existã mai multe drumuri, se
va afiºa drumul care are cea mai micã lungime.

• Se considerã un arbore cu N noduri (N ≤ 100.000). În
cadrul sãu se pot alege K baze, situate în K noduri. Pen-
tru fiecare nod se calculeazã distanþa pânã la cea mai

apropiatã bazã. Determinaþi o modalitate de alegere a ba-
zelor, astfel încât cea mai mare dintre distanþele nodurilor
faþã de cea mai apropiata bazã sã fie cât mai micã posibil.

• Doi pereþi verticali se aflã la o distanþã D unul de celãlalt.
O scândurã de lungime L1 pleacã de la
baza primului perete ºi se sprijinã pe al
doilea. O scândurã de lungime L2 plea-
cã de la baza celui de-al doilea perete ºi
se sprijinã pe primul. Cele douã scân-
duri se ating la înalþimea H, într-un
punct situat undeva între cei doi pereþi.
Dându-se L1, L2 ºi H, sã se calculeze
D; este permisã o eroare de 10-5. 

Prima problemã poate fi rezolvatã prin metoda "forþei
brute" folosind trei cicluri repetitive for. Din nefericire,
valoarea pentru N s-ar putea sã fie prea mare pentru ca
aceastã rezolvare sã se încadreze în timp.

Soluþia propusã care foloseºte cãutarea binarã este ur-
mãtoarea: se sorteazã ºirul, se folosesc douã cicluri repeti-
tive for pentru a alege douã numere (fie acestea N1 ºi N2),
apoi se cautã binar valoarea S - N1 - N2. Aceastã rezolvare
are ordinul de complexitate O(N2 · 2 log N) ºi mai poate fi
optimizatã (de exemplu, dacã valoarea N1 depãºeºte valoa-
rea S se iese din primul ciclu etc.). Varianta optimizatã va
avea ºanse mari sã treacã toate testele. 

Invitãm cititorul sã gãseascã o rezolvare în O(N2), fãrã
a folosi cãutarea binarã.

Cea de-a doua problemã este mai dificilã.
Dacã pãtratul ar avea latura 1, folosirea algoritmului

lui Lee ar rezolva problema. Acest algoritm va fi folosit
oricum, dar dificultatea constã, la fiecare pas, în evitarea
atingerii unui zid. Dacã se deplaseazã un pãtrat de laturã
K, nu se doreºte examinarea a K poziþii vecine pentru, sã
zicem, o deplasare la dreapta. Aceasta se poate rezolva
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folosind sume parþiale pe linii ºi pe coloane; o altã moda-
litate constã în precalcularea, pentru fiecare poziþie, a latu-
rii maxime a unui pãtrat care poate fi deplasat din poziþia
respectivã pe fiecare din cele patru direcþii.

Pânã în acest punct, algoritmul constã în încercarea de-
plasãrii unui pãtrat de laturã 1, 2, 3 etc., pânã când depla-
sarea nu mai reuºeºte; se alege cea mai mare dimensiune
pentru care deplasarea a reuºit. O îmbunãtãþire ar putea
consta în folosirea cãutãrii binare pentru lungimea laturii.
Astfel, iniþial se va încerca deplasarea unui pãtrat de di-
mensiune N/2; dacã aceasta a reuºit se va încerca de-
plasarea unui pãtrat de dimensiune 3 · N/4, altfel se va testa
un pãtrat de dimensiune N/4 etc. Se va executa algoritmul
lui Lee de log N ori, ceea ce va conduce la un ordin de
complexitate O(N2 · log N).

În cazul celei de-a treia probleme, cãutarea binarã se va
face în funcþie de valorile gradelor de periculozitate; pen-
tru fiecare alegere a unei astfel de valori se va executa algo-
ritmul lui Dijkstra pentru a determina un drum de lungi-
me minimã, folosind numai muchii cu gradul de periculo-
zitate mai mic sau egal cu valoarea aleasã. Ordinul de com-
plexitate al acestei soluþii este tot O(N2 · log N).

Cea de-a patra problemã cere alegerea a K noduri ale ar-
borelui. Dacã am face abstracþie de limita pentru numãrul
de noduri, problema, astfel pusã, ar pãrea, la prima vedere,
NP completã.

Existã o variantã abordabilã a acestei probleme, în care
se cunoaºte distanþa cerutã D (cea mai mare distanþã faþã
de cea mai apropiatã bazã) ºi se cere determinarea numã-
rului minim de baze. Putem rezolva aceastã nouã proble-
mã pornind de la nodurile cu un singur vecin, mergând
spre "interiorul" arborelui ºi amplasând baze în noduri cât
mai depãrtate de nodurile din exterior, dar totuºi suficient
de aproape de ele, astfel încât distanþa respectivã sã nu de-
pãºeascã D. Dupã construirea arborelui într-o formã uºor
de exploatat, acest algoritm ar avea ordinul de complexi-
tate O(N). Observãm cã, pentru o distanþã D micã, numã-
rul de baze ales va fi mare ºi reciproc. Distanþa minimã ce-
rutã este limitatã de faptul cã trebuie sã ne încadrãm în li-
mita de K baze.

Soluþia constã în a alege, pe rând, valori pentru D fo-
losind cãutarea binarã. Pentru fiecare dintre aceste valori
se va rezolva varianta abordabilã a problemei în O(N).
Dacã se obþin mai mult de K baze, D trebuie mãrit; în caz
contrar, D va fi micºorat.

Complexitatea acestei rezolvãri este O(N · log N).

Rezolvãrile pentru problemele a doua, a treia ºi a patra
conduc la urmãtoarea regulã generalã: dacã trebuie obþi-
nutã o valoare maximã astfel încât sã se respecte anumite
condiþii, ºi respectarea condiþiilor este evidentã pentru va-
lori mai mici, atunci folosind cãutarea binarã ºi testarea
condiþiei vom obþine rezultatul în log N paºi. Regula poate
fi adaptatã ºi pentru problemele de minim.

În problemele a doua ºi a treia valoarea cãutatã este
latura pãtratului, respectiv gradul maxim de periculozitate
pentru o muchie. Testarea condiþiilor amintite mai sus im-
plicã rezolvarea unor subprobleme, folosind algoritmi pre-
cum Lee ºi Dijkstra; aceste subprobleme sunt clasice ºi, în
concluzie, evidente.

Cea de-a patra problemã pare puþin mai complicatã,
deoarece trecerea la varianta abordabilã a problemei nu
este evidentã; folosind principiile din acest articol, astfel
de treceri pot fi detectate destul de uºor.

Cea de-a cincea problemã ar putea admite o rezolvare
geometricã. Aceasta nu este însã evidentã (cel puþin auto-
rul nu a reuºit sã o gãseascã în timp util). Pe de altã parte,
se observã cã înãlþimea la care se ating scândurile creºte da-
cã distanþa cãutatã scade. 

Putem reformula cerinþa problemei astfel: "sã se gã-
seascã cea mai mare valoare D astfel încât înãlþimea la care
se ating scândurile sã nu fie mai micã decât H". Evident, la
limitã se obþine exact aceeaºi cerinþã. Avantajul este cã,
pentru aceastã abordare, putem folosi cãutarea binarã în
funcþie de valoarea D. Cunoscând D, L1 ºi L2, înãlþimea la
care se ating scândurile se poate determina destul de uºor,
folosind cunoºtinþe elementare de geometrie planã. Se
verificã dacã aceasta este mai mare decât H; dacã da, D va
fi crescut, în caz contrar va fi micºorat. 

Pare puþin ciudat sã rezolvãm o problemã de geome-
trie folosind cãutarea binarã a rezultatului, dar practica de-
monstreazã cã este foarte eficient.

Abordarea este foarte bunã în timpul concursurilor,
unde timpul este o resursã criticã; implementarea este sim-
plã (fapt foarte important în concurs; încercaþi sã nu greºiþi
tocmai cãutarea binarã!), timpul de execuþie este mic ºi se
economiseºte timp de gândire. 

O problemã care se poate rezolva folosind acelaºi prin-
cipiu este problema Proc propusã spre rezolvare la ONI
2003 la clasele XI-XII. 

Observaþie
O parte dintre problemele din acest articol admit algoritmi
de rezolvare mai eficienþi. Am prezentat rezolvarea lor
prin metoda din acest articol pentru a evidenþia valoarea
acesteia; multe probleme aparent dificile devin abordabile,
obþinându-se algoritmi optimi sau aproape optimi, care,
de obicei, se încadreazã în timpul de execuþie acordat.

Sugestie
Cititorul este invitat sã continue exerciþiul, cãutând soluþii
mai eficiente, fãrã a folosi cãutarea binarã. Reamintim cã,
pentru probleme mai dificile, cãutarea soluþiei optime ar
putea necesita un timp de gândire important, greu de gãsit
în timpul concursului.

Mihai Stroe este masterand la Universitatea Politehnica din Bucureºti ºi
poate fi contactat prin e-mail la adresa mmiihhaaii__ssttrrooee@@yyaahhoooo..ccoomm.


