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Une approche analytique de modeéles géologiques
a flux gravitaire asservi

Gérard GAGNEUX et Guy VALLET!

Résumé. Les modeles géologiques d’érosion et de sédimentation élaborés a
I'Institut Francgais du Pétrole introduisent des systémes d’équations de continuité sous
des contraintes originales d’asservissement des flux. La modélisation des phénomeénes
de la seule sédimentation conduit & des problémes de type hyperbolique-parabolique
dégénéré faisant apparaitre des frontiéres libres a la maniére des problémes de Bernoulli.
Ces formulations sont mal posées au sens d’Hadamard et nécessitent de définir un
critére de sélection pour isoler la solution significative. On dégage l'idée que le critere
de discrimination d’entropie "a la Kruzkhov" n’est pas ici pertinent et qu’il convient de
définir un critére de maximalité en un certain sens pour limiter de fagcon optimale les
flux gravitaires asservis. On présente un tour d’horizon de ces questions trés largement
ouvertes pour susciter d’autres travaux et d’autres approches de ces problémes mathé-
matiques nouveaux et d’abord difficile, tant du point de vue analytique que numérique.
Le théme central est I’étude d’inclusions différentielles 0 € %— div (H (%) VS)
ot H est le graphe maximal monotone de Heaviside.

1 Introduction

De récentes modélisations proposées par les géologues de I'Institut Francais du
Peétrole ([5], [16],[18],[19],[27]) pour simuler la formation des bassins sédimen-
taires a ’échelle géologique conduisent & des problémes aux limites nouveaux et
présentant de réelles difficultés analytiques. Ces modeéles concernent I'industrie
pétroliere [19] ou la datation et la compréhension de phénomeénes géologiques ou
climatiques majeurs [2]. Pour aller a l’essentiel des enjeux mathématiques, on
considére le modele gravitaire trés simplifié des phénomeénes d’érosion et de sédi-
mentation dans un bassin monolithologique sans effet de compaction; il s’agit
alors de trouver un couple (A, S), A une grandeur adimensionnée modélisant un
limiteur de flux et S la topographie mesurée au -dessus d’une base €2 horizontale,
vérifiant équation de continuité dans @ = 10,7 x £,

%f (t,z) — div ()\ (t,x,%j (m:)) Vs (tyw)> =0 pp.en (tr)eQ (1)

sous ’effet des contraintes globales régissant 1’asservissement du flux diffusif et
une condition d’érosion limitée presque partout dans ()

g—f(t,x)Z—E(t,m), 0< A<, (1—)\)<%§+ E(.)):O (2)
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pour la donnée d’un état initial Sy, de conditions de bord, ici de Dirichlet
homogeénes pour un modeéle académique et d’un seuil d’érosion maximale F |
avec F (t,z) > 0 dans Q. L’introduction d’un limiteur de flux a pour objet
de rendre compatibles la loi de conservation de masse et la contrainte globale
qui fait l'originalité de ces modeéles en limitant les possibilités d’érosion, selon
I’environnement, la nature des sédiments, etc.

De tels problémes unilatéraux avec contraintes d’asservissement sont d’un
type trés différent de ceux rencontrés sous forme d’inéquations variationnelles
ou quasi variationnelles en Mécanique et en Physique (¢f. ouvrage fondateur
de G. Duvaut et J.-L. Lions [13]). L’étude de ces modeles est récente et n’a
pas donné lieu a des résultats entiérement satisfaisants pour montrer dans quel
cadre fonctionnel et sous quelle formulation ces problémes sont bien posés au
sens de Hadamard. Diverses approches ont été proposées. Un premier point de
vue (¢f. R. Eymard et T. Gallouét [17]) consiste & analyser, a ¢ fixé et pour un
gradient de topographie fixé Vh, ’ensemble des limiteurs A\ admissibles via le
systéme différentiel unilatéral de nature hyperbolique du premier ordre & double
obstacle

div(A(t,z) Vh(z)) +E(x) > 0 ,0<A(t,z) <1,
0

(I=X(t,x))(div(A(t,z) Vh(z)) + E(z)) = p.p.dans Q.

Ces auteurs mettent en évidence un principe d’existence et d’unicité en étab-
lissant le lien avec 1’élément maximal d’un ensemble convexe, fermé dans tous les
LP et réticulé. Définissant alors une application A : h — X sous des hypothéses
restrictives ( h est a gradient lipschitzien et E est minoré par une constante
strictement positive), ces auteurs raménent alors I’étude de I’équation a un
probléme de point fixe.

Une autre approche, dite lagrangienne, repose sur l'introduction d’un repére
local de coordonnées de Lagrange au lieu d’une représentation eulerienne clas-
sique en Mécanique des fluides. On pourra se reporter aux travaux de J.-I. Diaz
et S. Shmarev [12] dans le cadre d’un modéle dit de M. Budyko en climatologie
pour une illustration de cette approche; le systéme de représentation lagrangien
adapté a la stratigraphie permettrait dans son principe de suivre la trajectoire
de chaque particule de sédiments. De méme, V. Gervais et R. Masson ([22])
introduisent un nouveau systéme de cordonnées dans lequel la position verticale
d’un point est mesurée par rapport au bord supérieur du bassin qui est une
frontiére libre; ce procédé conduit & découpler ’équation régissant la topogra-
phie (i.e. I'épaisseur de la couche sédimentaire multilithologique) et le systéme
de conservation de masse décrivant la concentration des divers constituants et
donne lieu a des développements numériques.

Notre approche se fonde sur I'introduction d’une inclusion différentielle; no-
tant H le graphe maximal monotone de R? associé & la fonction de Heaviside,
on réécrit le systéme des contraintes sous la forme

AeH(%tg—s— E) avec%tg—&- E >0 p.p. dans Q (3)



et ’équation de continuité prend I’expression multivoque

06%— div( H @—i— E| VS| dans D' (]0,T[ x Q), (4)
ot ot

i.e., on cherche une paire (A,S) vérifiant, outre les conditions sur le bord

"parabolique",

)\GH(%—f+E) avec %+E20 p-p- dans @ )
)
%j (t,z) — div(A(t,z) VS(t,xz)) =0 p.p. en (¢,2) € Q.

De plus, on considére essentiellement dans cette étude le cas-limite ou £ = 0,
c’est-a-dire la situation du phénomeéne de seule sédimentation. Cette situation
spécifique conduit mathématiquement a un renforcement du caractére hyper-
bolique dégénéré du probléme, ce qui se traduit par I’apparition de zones mortes,
de phénomeénes non régularisants de propagation & vitesse finie a l'origine de la
formation de points anguleux pour la topographie; on ne peut alors espérer des
propriétés de régularité du gradient de la topographie, a prior: discontinu, et
qui représente la pente, cause selon une loi linéaire "a la Fourier-Darcy" du
flux diffusif par gravité. La forte dégénérescence du probléme implique que les
ensembles {\ = 0} ne sont pas négligeables en général (contrairement au cas ou
E > Ey > 0) et conduit & un probléme mal posé. On introduit alors quelques
développements propres a permettre la définition de la solution géologiquement
significative par un critére de sélection fondé sur la maximalité en un certain
sens du limiteur de flux A; en cela, on rejoint la démarche suivie par R. Eymard
et T. Gallouét décrite précédemment. Il apparait quune condition discrimi-
nante d’entropie "a la Kruzkhov" selon les travaux de J. Carrillo [11] n’est pas
pertinente pour les modél%% géologiques. En outre, la coexistence des régions

implicitement inconnues | 57 = O} et %—f > O} se traduit par des problémes a

frontiéres libres de type problémes de Bernoulli d’évolution ([24], [25], [28]).

De maniére plus générale, les modeles réalistes prennent en compte plusieurs
types de sédiments et donnent lieu & un systéme fortement couplé entre concen-
trations et topographie, associé a des conditions de bord a flux pariétal asservi.
Le modéle présenté ici est donc un probléme-modéle, académique mais propre a
construire des outils pour une approche analytique par une certaine réduction de
la complexité de ces modeéles géologiques, sans dénaturation. En outre, quitte
a remplacer dans cette modélisation U'inconnue S (I’épaisseur des sédiments
déposés) par une fonction 0 représentative d’une température, on mesure que
les équations (1) et (2) régissent des phénomenes d’asservissements thermiques
complexes, avec controle global du réchauffement.

2 Motivation physique

On considére le modeéle gravitaire trés simplifié des phénoménes d’érosion et
de sédimentation dans un bassin monolithologique; pour toute colonne de base



w(t) C 2 et de hauteur S de sédiment de masse volumique p , suivie dans son
mouvement et animée d’un vecteur- vitesse V', la loi de conservation de la masse
s’énonce

YVt €10,T[, Vt € w(t) C £, %/ p(S)S dx =0,
w(t)

ce qui se traduit classiquement par I’équation ponctuelle, au sens de D’ (Q),

0

5 (p(S)S)+div(p(S)S V) =0 dans Q.

Le flux surfacique volumique est conséquence d’un effet gravitaire, selon la
pente, d’ott une loi d’état du type de Fourier modifiée par un coefficient de
diffusion non linéaire et dépendant de 1’état instantané du systéme physique:

p(S)YSV =-a (t,x,S,%j) Vs

déja rencontrée pour des modeles d’hystérésis capillaire en pédologie [4].
Il en résulte, en négligeant pour simplifier les effets de compaction et donc
en prenant p constant, une équation de continuité assez peu usuelle

S

. oS B B
5 div (a <t,z,5, 875) VS) =0 p.op.en(t,z) €Q=]0,T[x Q.

Selon les géologues et c’est la loriginalité de ces modeles stratigraphiques,
cette équation doit étre compatible avec une contrainte d’érosion limitée, liée a
I’environnement et au matériau, énoncée sous la forme

%—f (t,z) > — E(t,x) p.p. en (t,x) € Q.

En général, cette contrainte unilatérale globale est incompatible avec la loi de
oS

conservation de masse et donc, on impose a la fonction (¢,z) — a (t, x, S, )

ot
de jouer le role d’un limiteur de flux; ce limiteur est inactif lorsque ponctuelle-
ment et temporairement les deux lois sont compatibles et s’active "au mieux",
1.e. au strict nécessaire, lorsque les deux lois ne peuvent s’accorder.
D’autres considérations plus approfondies dans le cas multilithologique ou
avec des conditions de bord unilatérales réalistes peuvent étre trouvées dans
[15],16],[19)].

3 Définition d’une solution
On indique les hypothéses et notations générales de I’étude mathématique.

H1. On introduit Q un domaine borné de R%, d € N*, de frontiere 09
lipschitzienne.



H2. La topographie initiale Sy est supposée appartenir & un espace WO1 o ()
pour un certain pg > d.

Cette hypothése permet de tenir compte des réalités physiques; en effet,
d’apres les classiques injections de Sobolev, la topographie initiale est continue
(en fait, Sy € oA (ﬁ) ) et Sy est différentiable au sens classique £%— presque
partout dans  , d’aprés I'inégalité de Morrey ([14], p.235), ce qui permet de
définir la pente en dehors d’un ensemble £¢—négligeable.

En pratique géologique, d = 1 ou 2; cependant, au prix de quelques compli-
cations techniques de type bootstrap, les arguments développés ici restent val-
ables pour toute dimension en vue d’applications a d’autres situations physiques.
Cela concerne en particulier les modéles d’asservissements thermiques o la tem-
pérature est astreinte a tout instant, en tout point, & ne pas baisser malgré la
coexistence de zones froides et de zones chaudes. On verra que la propriété de
régularité dans VVO1 o (1) se transmet & chaque itéré par hérédité dans ’emploi
d’un schéma-discrétisé par rapport au temps.

On note H Vopérateur défini par H (r) =1sir >0,[0,1]sir=0,0sir <0

+
et H. , pour ¢ > 0, son approximation Yosida ( i.e. H. (r) = min (:ﬁ, 1);o0n

introduit aussi Hy la section de norme minimale de H (i.e. Hy (r) =1sir > 0,
0sir <0) et Hyax défini par Hyax (r) =1sir>0et 0sir <O0.

On définit alors une notion relativement forte de solution .

Définition 1. Pour toute donnée initiale Sy dans W, (€2) pour un certain
po > d , une solution du probléme de Cauchy-Dirichlet est un couple (), S) dans
L (Q) x {H* (Q) N L> (0,T; H} ()} vérifiant

AGH(%? , S(0,.) =5 dans Q et, si d> 2, %zOp.p. dans Q,
Vv € Hi (), /{aafv—i—)\VS.Vv}dxzo p.p. ent€]0,77.
Q

L’énoncé de cette définition appelle les remarques suivantes:

Remarques. L’introduction d’un limiteur de flux est nécessaire car le choix
de A = 1g conduit & la classique équation de diffusion de la chaleur avec la

contrainte %—f > 0 p.p. dans @ ; on aurait alors, p.p. en t et pour tout

p € DT (Q), /QVS (t,.).Vo dx < 0 et donc /QS(t,.)Ago dx > 0; en faisant

tendre ¢ essentiellement vers 0%, on en déduit que nécessairement ASy est positif
dans H~! (Q) et donc, définit une mesure positive, ce qui est un cas exceptionnel.

Le cadre fonctionnel choisi repose sur I'estimation informelle suivante:
prenant de facon générale H(®)une approximation lipschitzienne croissante
non négative de H, on considére le probléme associé ainsi régularisé et on prend



o dr
pour fonction-test v = / 716) 0 > 0, ce qui peut se justifier par
0

() 73

I’emploi d’un quotient différentiel; il vient alors

as
os (% __dr RIC T
VS V— =0 D. O,T.
/Q{at/o HE (r)+6 H(E(as)+5 o p.p. sur |0, 7

Apres intégration entre 0 et 7, 7 € [0, T, le théoréme de convergence dominée
conduit & 'estimation uniforme remarquable suivante, lorsque ¢ tend vers 0 et
en justifiant que V%—f =0 p.p. dans {H(E) (%—f) = 0}:

/]OT xXQ

Un point délicat concerne la propriété de non-négativité de 95 5 p. dans
() imposée dans la définition; en clair, cette condition n’est-elle pas redondante
et ne résulterait-elle pas de la nullité de A\ sur %—f < O} et de I’équation de
continuité? Comme % n’est pas une fonction-test, le résultat n’est pas trivial

en formulation continue et on se rameéne & observer que, presque partout en t,

2 1

as <1
dxdt + 3 ||S(T)Hi;3 5 HSOHHl

ot

oS .
0< (Bt) < —div(A VS) 1{%«)} avec )\1{%<0}:0p.p, dans Q.

La conjecture consiste a prouver que div (A V.S) 1 as o) = 0 p.p. dans Q.
t

En dimension d’espace d = 1, le résultat découle du lemme de Saks et la
condition est donc implicitement contenue dans la formulation variationnelle;
en dimension d > 2 et introduisant p.p. sur |0, 7, la fonction vectorielle F' =
A VS, on observe que F € H(div,Q) et que % < 0} C {F = 0}; cependant,
d’aprés des informations que nous ont communiquées F. Bouchut et L. Ambrosio
(communications personnelles), il existe des fonctions F' € H(div,(2) dont la
divergence n’est pas nulle presque partout sur {F = 0}; les contre-exemples
se fondent sur un résultat de G. Alberti [1] et concernent une approximation
de type Lusin de fonctions vectorielles par des gradients (¢f aussi [3]). Ces
auteurs indiquent que si d > 2, il existe des fonctions F' € ( o (Rd))d dont
la divergence, calculée au sens des distributions, appartient a L7, (Rd) et n’est
pas nulle presque partout dans {F = 0}. Les extensions vectorielles du lemme
de Saks requiérent certainement des hypothéses géométriques fortes, de type
"ensemble d’annulation a périmétre fini".

Donc, on ne peut pas conclure immédiatement; une question ouverte, dé-
battue dans [3], est de savoir si la structure particuliere de F' (ici, F' s’annule
via le scalaire A) ne permet pas d’établir la nullité de la divergence de F' sur

S < 0} A cause de cette conjecture non levée, on impose donc la condition
de non-négativité de —S dans @ dans la définition d’une solution si d > 2.



3.1 Sur le caractére hyperbolique-parabolique dégénéré

On rappelle ici quelques propriétés surprenantes de toute solution au sens de
la définition 1, démontrées dans [6] et propres au cas de la seule sédimentation
E = 0. Lorsque E(t,z) > Ey > 0, i.e. lorsque des phénomeénes d’érosion
sont possibles, le modeéle décrit des phénomeénes régularisants de nature trés
différente.

Proposition 1. Toute solution (A, .S) selon la définition 1 est soumise aux
circonstances suivantes:

1) existence de zones restant hors du phénoméne physique:

On dispose de la relation remarquable:

AVSH =0 p.p. dans Q et pour tout ¢, S*(¢,.) =S5 p.p. dans Q.

En conséquence, si Sg > 0 p.p. dans w C €2, alors pour tout ¢, S(t,.) = Sy
p-p. dans w.

De plus, dans ce cas, p.p. dans {V.Sy # 0} Nw supposé £¢—non négligeable,
A est nul et le probléme y est complétement dégénéré.

La démonstration est obtenue en prenant la fonction-test v = S+.

2) effet barriére et création de zones mortes:

S’il existe un ensemble compact K et un ouvert régulier w tels que
KCwCQ et o\K C{Sy>0},
alors, pour tout ¢, S(t,.) = Sp p.p. dans w.

En d’autres termes, toute région entourée d’un cordon a topographie positive
est hors d’atteinte du processus de sédimentation.

La démonstration se fonde sur le théoréme d’Urysohn qui permet d’introduire
une fonction-test v telle que 1x < v < 1.

3.2 Un probléme mal posé

Le probléme énoncé par la définition 1 est mal posé; en effet, il admet toujours la
solution triviale ou "paresseuse" (Oq , So), dont on observera qu’elle est obtenue
en utilisant I’'approximation Yosida H. , pour ¢ > 0, de H; cependant, on
ne peut exclure cette solution de la définition car elle constitue dans certains
cas intéressants la seule solution; il suffit pour cela de supposer que l'on a
So > 0 dans un ouvert Q5 = {x € Q, 0 < d(z,00Q) < d} pour un § > 0. Il y
a la, en accord avec la proposition 1, un effet-barriére sur le bord et un effet
d’enclavement indépendamment de la donnée initiale dans Q \ €25, significatifs
d’un probléme hyperbolique fortement dégénéré. En outre, on peut en général
construire une infinité de solutions. Illustrons cela sur un exemple.

On prend Q = ]0,1[ et Sy une fonction négative convexe (ASy; > 0 dans
H~1(Q)), décroissante sur [0, a], constante sur [o, 3], < 3, et croissante sur
[8,1] et dont le graphe peut présenter des points anguleux.



Outre la solution (0g , Sp), on observe que le couple (1¢g,u) est solution ou
u est régie par la classique équation de diffusion de la chaleur; cela résulte du
principe du minimum.

Deux autres solutions peuvent étre construites en introduisant via un schéma
semi-discrétisé constructif les problémes de Bernoulli suivants:

Premier probléme de Bernoulli:
pour un pas de temps h > 0, on considére la suite décroissante au sens

large des points implicitements inconnus (z* (h)) . dans [0, o] compatibles avec

la résolution des problémes stationnaires surdéterminés suivants: chercher wF

dans H' (z* (h),1) solution de

wh — ha2wk = wk~1 dans |2* (n),1]
Ot o (7)
wk (2% (h)) = Sp (2% (h)) By (2% (R)) = (0) et w* (1) =0,

auxquels on associe les solutions itératives

)\k = 1]mk(h),1[ et Sk = SO]-]O,mk(h)] + ’wkl]xk(h)’l]. (8)

On a montré dans [6],[26] que ce programme est bien posé et qu’il permet
d’atteindre une solution lorsque le pas de temps h tend vers 0; le point essentiel
est de voir que la suite en escalier (A), est uniformément bornée dans I'espace

BV (Q) N L™ (Q), ce qui permet par compacité dans L' (Q), de disposer d’une
convergence forte et de passer a la limite dans le terme du type A, V.S, . Cette
solution (A, S), avec A € H (%) par un argument de monotonie "a la Minty",
distincte des précédentes, correspond au modéle géologique ol 'on impose en
plus de la condition de Dirichlet que la frontiére {x = 0} ne soit le si¢ge d’aucun
échange de sédiments avec le milieu extérieur. On résoud ainsi un probléme de
Bernoulli d’évolution.

Deuxiéme suite de problémes de Bernoulli:

Il s’agit d’'une variante facile du cas précédent en échangeant le role des
frontieres {x = 0} et {x = 1} et en considérant la suite croissante au sens large
des points (yk (h))k dans [8,1] compatibles avec la résolution des problémes

stationnaires surdéterminés suivants: chercher @"” dans H' (0,y* (h)) solution
de

k 9*w" k— k
o' —h W =w 1dans](),y (h)[,
Oz awk (9)
WF (0) = 0, = (5 (1) = o (4 () et O (4 (1) = (0).

auxquels on associe de la méme fagon les solutions itératives

A= Lo,y (ny €t Sk = wkl]&yk(h)] + Solyyk(n),1)- (10)



On indiquera plus généralement & la section suivante un procédé itératif per-
mettant de construire une infinité de solutions sans réelle signification physique,
i.e. des artefacts mathématiques.

4 Choix d’un critére discriminant

Les études numériques ([5], [18], [19], [23]) utilisent des pas de temps h de I'ordre
de 25 siécles pour couvrir une période géologique de plusieurs millions d’années.
Il est donc légitime d’étudier précisément les schémas semi-discrétisés en temps
pour dégager un critére de sélection de "la solution géologique".

4.1 Etude des problémes semi-discrétisés associés

Proposition 2. Pour toute donnée initiale Sy dans Wol’p0 (©) pour un cer-
tain pg > d , il existe une suite ()\k,Sk)k dans L (Q) x Wy* (Q), solu-

tion de la suite de problémes de Cauchy-Dirichlet semi-discrétisés, vérifiant

k _ Qk—1
/\keH<SS) , S0 = S, dans Q et

h
{Sk _ Sk—l

VveH&(Q),/ -

v+ \F VSk.Vv} dz = 0. (11)
Q

En outre, on a

inf ess SO < inf ess S*~1 < 8% < sup ess S*~1 < sup ess S°
Q Q Q Q
Sk _ Sk—l

. >0 p.p. dans .

La preuve est développée dans [6], p.217-220, a V'exception du résultat de
régularité qui se démontre comme suit (3 la premiére itération): d’apres le
théoréme de Marcus et Mizel, on a, indépendamment du choix de A dans

S'— S,
()

1 1_ +
AVt = h Alvw LAV, = hY (Shso) AL S,
o Sl - S() 1 o 1 1
=h V T + A VSy=hVS +(1—)\)VSO.
Ainsi, le premier itéré vérifie
1 1 1 Sl - SO . 1
Ste Hy (), —h ASt = - + div ((1 - A )VSO) p-p. dans Q.
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Prenant par exemple d = 2, on note que est dans tous les espaces

L1(f), g fini, et (1 — )\1) V Sy € (Lo (Q))d. La propriété découle immeédiate-
ment des résultats de régularité de J. Necas pour les équations elliptiques et se
transmet & chaque itéré par hérédité.

Un probléme mal posé sans critére discriminant

On va voir que pour une configuration initiale réguliére, ce probléme peut
admettre une infinité de solutions de natures trés différentes. On prend Q = ]0, 1]
et Sy une fonction négative convexe dans H} () N H? (), décroissante sur
[0, @], et croissante sur [«, 1]. Outre les quatre solutions possibles construites a
la section précédente, on peut décrire une infinité non dénombrable de solutions
possibles par le procédé suivant, & la premieére itération:

on introduit aetbtelsque 0 <a<a<b<let®, &= d(a,b), lasolution
convexe et dans H? (]a, b[) du probléme

-5

— A® =0 dans Ja,b] , ®(a) =Sp(a), ®(b) =Sy (b). (12)
Alors, on peut vérifier que I'on obtient une solution au sens de la définition

2 en prenant le couple (/\1, Sl) . A =2 (a,b), ST =5"(a,b), avec

0 ¥
M= Sy S 1)

St =Sy sur [0,a], @ sur Ja,b[, Spsur [b,1].

sur [0,a], 1 sur Ja,b[, (13)

Un autre point de vue.

On observe alors, a la suite de la démonstration de la proposition 2, que la
formulation (11) est équivalente a la suivante:

trouver ()\k, Sk)k dans L™ () x Wy (), telle que

Sk _ Skfl
h

k_ gk—1
/ {Shsv +h VSF Vo + (1 — )\k> VS"”'l.Vv} de =0,
Q

e H >etvveH3(Q),

(14)

ce qui fait apparaitre un terme linéaire de diffusion et un terme de transport
non linéaire régi par un opérateur maximal monotone.
Sk _ Sk—l
h
A¥ e H (wk) et Vo € H} (Q),
/ {wkv +h Vw* Vo + )\kVSk_l.Vv} der =0.
Q

En posant wk = € W, (Q), on a aussi

(15)
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On peut observer que lorsque AS*~1 calculé dans D’ (Q), appartient a
M, (), toute solution wk vérifie
véEe HY(Q)NC (Q), >0,

/ {whg + h Vub. Ve do — / € dASy < 0.
Q Q

N{w*>0}

Il suffit pour cela de prendre la fonction-test v = H, (wk) ¢ et de faire tendre
€ vers 0.

Cette relation fournit une indication sur les régions ouvertes 2 N {wk > 0}
de strict dépot de sédiments, ol ¥ vaut 1.

En outre, on peut s’interroger sur les circonstances qui permettent d’avoir, a
la premiére itération, \! = 1o pour des valeurs de h voisines de 07. Prenant, en
introduisant 'opérateur de Green de H ! (Q) dans H} (2) associé & la norme
de Poincaré, v = —A~! (w') dans (15), out w' = w' (h), il viendrait alors

||w1||i1—1<m +h |w1i2L?(Q) + <w1750>H*1(9)7 mi) =0

Ainsi, la quantité ||w! HH_1(9)+\/E |w1 |L2(Q) reste bornée, indépendamment
de h et prenant ¢ € D (), ¢ > 0, on obtient

(S0 ), e = [w'edo—h [ w'dg doz = [ wp s
Q Q Q

et donc, faisant tendre h vers 07, on obtient que ASy doit étre une mesure
positive. Il s’agit d’une circonstance particuliére, héréditaire a chaque itération.
Cette condition nécessaire, i.e. ASy > 0 dans H~!(Q), est aussi suffisante.

Autre formulation en termes d’équation non linéaire dégénérée.

S’inspirant des travaux de J. Carrillo [11], on peut regarder cette formulation
(15) avec une autre approche en introduisant

E Sk — gk-1 1 unité de longueur

k ey
U , par homogénéité,

h 1 unité de temps

—1 _1y—1
g:(Id—l-H) R ¢:(Id+H 1) .
Le probléme s’écrit alors: trouver une suite de fonctions mesurables u* avec

Slc _ Skfl
— =9 (u*) dans H{ (), vérifiant

Yo € Hy (Q) 7/Q {g (uk) v+ h Vg (uk) Nu+19 (uk) VSk_l.Vv} dx =0. (16)

Une telle formulation de probléme non linéaire dégénéré peut faire penser a
un critere d’entropie "a la Kruzkhov" au sens des travaux de J. Carrillo [11],
mais on verra qu’il n’en est rien dans le contexte géologique.
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4.2 Importance du choix de approximation du graphe H

Remarquons que les solutions décrites par la proposition 2 dépendent essen-
tiellement du choix de l'approximation lipschitzienne croissante de H. Si on
choisit H. , pour € > 0, son approximation Yosida qui ne permet par conver-
gence simple de récupérer que Hy la section de norme minimale de H, on va
mettre en évidence des phénomeénes paresseux. On prend a nouveau = |0, 1]
et Sp une fonction négative convexe (ASy > 0 dans H~! (Q2)), décroissante sur
[0, o], constante sur [«, 8], a < [, et croissante sur [, 1] et dont le graphe peut
présenter des points anguleux.

On rencontre en effet, alors, a la premiére itération, le probléme (P.): trouver
Se € H} (Q) telle que

{S_S% +H. (H)> vs&.w} dz =0,

VvEH&(Q),/ ; -

Q
de sorte que par ce procédé, on atteint lorsque e tend vers 0, une solu-

S-S
tion théorique (A, S) avec A € H ( 0), qui vérifie en outre une condition
S — S

d’entropie, en posant w = €EHI(Q), w>0:

pour tout £ € H' (Q), € >0,
/ {wé+h Vw.VE+ A VS.VEHdr < 0.
Q

La relation d’entropie utilisée pour définir des solutions de type Kruzkhov
trouve ici une formulation simplifiée par le fait que w est non négatif dans (2.

Cette condition d’entropie n’est pas vérifiee par la solution (lg,u) ou la
fonction u € Hg () est régie par la classique équation discrétisée de la chaleur
dans Q. Or, le probléme (P.) admet une solution unique et le couple (0g, Sp)
convient indépendamment de €. En conséquence, la solution ainsi construite est
le couple (0g, Sp).

En prenant une approximation lipschitzienne croissante de H qui tende vers
H,ax via la fonction r — H. (r 4 €), on atteint la solution (1g,u).

Rappelons que le géologue conjecture que le flux diffusif doit étre limité pour
rendre compatibles la loi de conservation de masse et la contrainte globale de
positivité du taux d’érosion mais qu’il doit étre limité au strict nécessaire, i.e.,
A doit étre "le plus grand possible". En ce sens, la solution entropique au sens
de Kruzkhov ne correspond pas au choix de "X le plus grand", i.e., ici A = 1q.

Remarquons, en relation avec la formulation (16), sur un exemple plus
général, que le critére de choisir "\ le plus grand possible parmi les A admissi-
bles" ne s’identifie pas avec le critére discriminant d’entropie de Kruzkhov.

Soit © un domaine borné régulier de R?, d € N*, w un ouvert CC Q de
diametre petit et G € R?\ {0}, up € D (w), ug > 0 et max ug "assez petit".

On consideére alors le probléme suivant: chercher le couple (A, u) tel que

12



X € H (u) p.p. dans |0, T x €,
Ou

(P) i Au—div(A G) =0 dans D’ (]0,T[x Q), (17)
u=ug p.p. dans Q, w=0sur ]0,T[x ON.

On observe que la classique solution dans C* (@) de I’équation de diffusion
de la chaleur sans convection est une solution car, d’aprés le principe du mini-
mum, on a v > 0 dans @ et donc A = 1. Par ailleurs, approchant H par H. et
considérant la suite des solutions correspondantes, on met en évidence un point
d’accumulation (X, %) solution de (P), avec en particulier u € H' (Q), A # 1¢
et vérifiant pour toute fonction £ € H (Q), £ >0, £(0) =£(T),

/ {Vu.V£+/\ G.V¢—1u 65} <0.
o at

On peut montrer que la solution de 1’équation de diffusion de la chaleur
ne vérifie pas cette condition et qu’en outre, u présente des frontiéres libres se
déplacant & vitesse finie dans la direction du vecteur G. Pour cela, on vérifie
que pour un choix convenable de zg de R?, on a

0<a(tz) < (G.(zg—z)+1)7,

fonction de H! (Q)) construite comme sursolution de ’équation et majorant
les conditions imposées sur la frontiére parabolique.

Ces deux solutions peuvent étre discriminées par le choix "\ le plus grand
possible parmi les A admissibles" qui exclut la solution entropique au sens de
[11].

4.3 Un critére sélectif

Si I’on considére a nouveau les solutions construites dans un but heuristique a la
section 3.2 et en (7), (8), (9), (10) et (13), on peut éliminer certaines possibilités
du champ géologique par un argument de symeétrie; lorsque, pour 2 =10, 1[, la
topographie initiale Sy est représentée par une fonction négative convexe, nulle
aux extrémités, symétrique par rapport & la droite {z = 3}, les solutions
correspondantes doivent présenter la méme symétrie; cet argument élimine les
solutions & frontiéres libres de type Bernoulli et impose de prendre b = 1 — a
dans (13). Les solutions de type Bernoulli (7),(8) sont pertinentes lorsque le
bassin 2 = |0, 1] est inclus dans un intervalle |—46,1[, § > 0, la région [—4, 0]
étant occupée par une "colline" faisant barriére, d’ou la surdétermination des
conditions de bord (¢f [6], p. 225-229 ou [26]). De méme pour les solutions
(9),(10) avec un effet barriére a droite. Cependant, on conserve une infinité
non dénombrable de solutions correspondant respectivement avec les notations
de (12) et (13) aux valeurs des limiteurs de flux

' (a d(1l—a
A=0q, A= ,( ) Lio,a) + Ha,1—ap + ¥
o () o ()

I—ay et A=l1g,
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les valeurs extrémes constituant les cas-limites de A\, lorsque a = 0 ou %

Maximalité du limiteur de flux

On examine tour a tour les trois approches classiques qui permettent d’isoler
par son comportement spécifique une solution particularisée pour des problémes
aux limites aux solutions multiples.

1) lissage de la vitesse de sédimentation par viscosité

Le procédé bien connu de régularisation par une perturbation singuliére
conduirait ici au modele de Darcy-Barenblatt (cf [15], p.426-430 pour des
phénomeénes d’hystérésis en transtion de phases pour les modéles des milieux
poreux, et aussi 7], [8],[10], [21],[29]) et & considérer I’équation non réversible

0S-
ot

0S-
ot

—divOh, V8, - AT 0 avec A, e H (‘957>, >0,

ot

T

ot

avec des conditions de bord de Dirichlet homogeénes pour S; et

, outre

la condition initiale.
On est conduit & I'équation dans Hg (Q) qui assure encore la non-négativité

0S, 0S5\~ .. .
de ——(t,.) dans @, | ——— | étant alors ici une fonction-test,
ot ot
98

(I —7A)"" {div(A\,VS,)} =0 avec A, € H (857) , 7> 0.

ot ot

On a donc a étudier le comportement asymptotique de toute suite généralisée
(Ar,S;) en permettant Panalyse d’une propriété supplémentaire discriminante.
Or, le couple (A, =0g , S, = Sp) est toujours solution et donc, on conservera
cette solution paresseuse parmi les solutions possibles; on a vu que cette solution
ne peut étre exclue de la définition et donc, ce procédé de viscosité trés peu
sélectif n’est pas assez filtrant ici.

2) critére d’admissibilité par entropie

La notion de solution entropique est liée a l'idée que la solution du "vrai
probléme physique" est en fait plus réguliere (on la note S;) que la solution
du probléme modélisé¢ par (1) et (2) qui transcrit un phénomene simplifié de
facon brutale ou raide. On cherche donc & identifier S, par une équation qui
régisse des processus irréversibles de fagon & introduire classiquement par une
inéquation, un principe d’irréversibilité, une entropie et un flux d’entropie asso-
cié. En pratique, la régularisation se fonde sur un effet de viscosité, de diffusion
capillaire, de conduction thermique, d’anticipation des conducteurs en trafic
routier, etc. Ici, dans 'idée que I’équilibre n’est pas parfaitement instantané
mais qu’il se produit dans un délai court 7 > 0, on peut exprimer le flux via la
pente V.S (t + 7) que l'on peut approcher par I'introduction du terme correctif
cinétique au premier ordre
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as,
S ().

VSt+71,)=VS(t,)+ 7V

Or, on peut écrire dans une formulation qui assure encore la non-négativité

de 95, (t,.) dans Q,

o
div{A (t.) (vsT L)+ 7 vaaStT , ))} _

div{A(t,.) VS, (t,.)}+7 div{)\ (t,.) VaST (t, )}

ot
avec A € H (aST (t, ))

ot
mais, comme d’aprés le théoréme de Marcus et Mizel, on a

+
0S- v (857) _ VaST

AV ot ot ot

on obtient finalement

div{)\ (VST t,)+ 7 vaa‘? (t, ))} = div{\(VS- (t,)} +7 Aa;;:

ce qui raméne a la situation précédente, inopérante.

La méme remarque vaut lorsque ’on recourt au procédé dit de régularisation
elliptique de O. Oleinik et J. - L. Lions, fondé également sur 1’ approche d’un
état d’équilibre différé a l'instant ¢ 4+ 7; par translation sur ’échelle de temps,

oS
on considére alors le terme —; (t — 7,.) que Pon peut approcher au premier

2
ordre par 05 (t,.) — 05 (t,.), ce qui conduit a I’équation modifiée
ot ot?
S, 928, ,
5 (t,)—1 512 (t,.)— div{A (VS; (¢,.))} = 0 dans @,

. » 0 .
en spécifiant une condition nouvelle pour a—; (T,.), i.e., sur létat du taux

d’érosion final dans le bassin.

3) par optimalité d’une fonction cott

Dés que l'expression ASy calculée dans H 1 () n’est pas une mesure posi-
tive, 'introduction d’un limiteur de flux est nécéssaire pour rendre compatibles
la loi de conservation de masse et la contrainte globale de non-érosion. En con-
séquence, on va chercher un critére de sélection en traduisant le fait que le flux
diffusif doit étre limité au strict nécessaire, i.e., A doit étre "le plus grand pos-
sible" parmi les solutions mathématiquement admissibles, donc en un certain
sens, le plus voisin de 1g. Dés lors, on est amené & chercher pour spécifier A
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4 mettre en place un procédé de projection au sens d’une certaine métrique de
la fonction 1g sur 'ensemble fermé borné pour une topologie appropriée des
limiteurs de flux attachés a des couples (A, S) solutions admissibles. Ce point
de vue rejoint la démarche adoptée par R. Eymard et T. Gallouét [17].

Ces considérations aménent a la proposition suivante, énoncée pour la pre-
miere itération:

Proposition 3. Pour toute donnée initiale Sy dans T/Vol’p0 (Q) avec pg > d, il

existe un couple (X, S) dans L™ (Q) x WoP (), vérifiant X € H (S _hSO> ot

Vv e H} (Q), / {ShSOU+)\ VS.VU}dz—O,
Q

A réalisant la valeur moyenne maximale des limiteurs admissibles au sens ot

1 — 1
—/)\dﬂc:max —/)\dx,
12 Ja Aehaa €] Jg
Aqq désignant Pensemble des A € L™ (Q) admissibles, associés a des couples-

S-S
solutions (A, S) avec A € H( - 0) .
De fait, A est maximal au sens du lemme de Zorn: si (u,u) est une autre
solution avec p > A, alors p = .

En outre, on a

i?zf ess SO < igf ess S < S < supess S< supess SO

_ Q Q
S — 5
h

> 0 p.p. dans €.

Preuve. La proposition 2 assure que 'ensemble A,; n’est pas vide et on

observe que chercher max — [ A dz revient a
AEA L4 |Q‘ O

minimiser L (A) = [|1 = All 1) = / (1 — A) dz dans I’ensemble Aq4.
Q

Soit alors (A,,),, une suite de Aqq minimisante pour la fonctionnelle L; la
suite (S,,),, des solutions correspondantes restent dans un borné fixe de Hj} (),
dépendant de h et de Sy, comme on peut le voir immédiatement grace a la
formulation (14). On peut donc trouver une sous-suite extraite (S, Apm/),,./
A convergeant vers A dans L™ () —faible étoile et S,,, convergeant faible-
ment vers S dans H} (), fortement dans L? (Q) et £¢— presque partout dans
Q. Grace a la formulation (14) et & un argument de monotonie de Minty, on
vérifie que

X € Aga et que L (X) =min L ()), d’ou le résultat.

ad
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Remarque
Conformément a I'intuition, lorsque le couple (1g, S) est solution, il contribue
au plus fort dépot local de sédiments; en effet, prenant un autre couple possible

— S =5 -5
(Mu), N € H <uhSO>7 on introduit w = 5 O et b = %, puis la

fonction- test v = H, (@ — w) dans les formulations (15) relatives a S et u; il
vient

/(711—w)HE(w—w)dx—l—h/V(w—w).VHs(w—w)dw—l—
Q Q

/ (A= 1) VSo.VH. (b — w) dz = 0.
Q

Or, sur {0 < @ —w < e}, W est strictement positif et donc, A y vaut 1. On
obtient donc facilement que (& — w)* = 0 dans €.
Controéle optimal des dépodts sédimentaires

La proposition 3 ne garantit pas I'unicité du controle optimal A € Agqy.
On peut alors chercher a adjoindre un critére de sélection fondé sur 'objectif de
maximiser, parmi les limiteurs \ optimaux, le dépot global effectif de sédiments,
14 ou & chaque itération, la sédimentation est a priori possible, i.e., sur 'ouvert
Q\ {So > 0}, selon la proposition 1 encore valable pour les semi-discrétisations
en temps. On note

- 1 (= 1
Aopt:{)\eAad, ﬁ/g)\dx— )I\réf}éd m/g)\dac}.

On obtient alors, & la premieére itération, la

Proposition 4. Pour toute donnée initiale Sy dans I/Vol’p0 (Q) , po > d, il
existe un couple (Amax, Smax) dans L (Q) x Wy (Q) , vérifiant

Smax - SO )

Anlax H
e i (S

et
Yo € H} (), / {Sm‘”h_s% + Amax VSmax.Vv} dz =0,
Q

réalisant la valeur maximale du dépot global sédimentaire, au sens ot

/ Smax - SO / ? - SO
—  — dr= _ max dx.
O\ {So>0} h (X5), Aehope J\{Sp>0} D
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5 Questions ouvertes

Les considérations précédentes posent des questions largement ouvertes, notam-
ment dans les directions suivantes:

1) La convergence des schémas semi-discrétisés

On sait montrer que les suites ()Th, .S’ih) , décrites a partir des schémas semi-
discrétisés donnés a la proposition 3 admettent des points d’accumulation faibles
dans L™ (Q) x {Hl (Q)N L™ (O,T;H& (Q))} mais dans le cas général, on ne
sait pas prouver que ces limites vérifient I’équation de continuité; cela résulte
d’un manque d’informations sur des propriétés de compacité qui permettraient
le passage a la limite dans les termes produits de deux convergences faibles de
type Ar, V.S, (¢f [5],[9],[20]). En dimension d = 1, on parvient dans certains
cas a voir que la suite en escalier ()Th) ,, est uniformément bornée dans I'espace

BV (Q) N L™ (Q), ce qui permet par compacité dans L' (Q), de disposer d’une
convergence forte ([14], chap. 5). En dimension d > 2, il semble que I'usage des
algebres BV (Q)N L (Q) ne soit pas pertinent d’aprés C. Bardos (communica-
tion personnelle) pour ces problémes non régularisants a cause des conséquences
des inégalités de Strichartz, estimations a priori qui jouent un role important

dans I’étude des équations dispersives.

2) Le cas - limite de phénomeénes d’érosion-sédimentation

Le modéle des processus d’érosion-sédimentation est nettement plus régulier
que celui de la seule sédimentation et 'on dispose de résultats analytiques et
numériques par les travaux de R. Eymard et T. Gallougt [17]; imaginons que
0S:
ot
autorise une érosion trés limitée au seuil € > 0. La conjecture est alors de savoir
si une "bonne" solution du modele de la seule sédimentation peut étre obtenue
comme limite des solutions (A, S¢) lorsque ¢ tend vers 0.

lon connaisse une solution (A, S:) avec A\ € H + ¢ |, c’est-a-dire qu’on

3) Les solutions explicites

En dimension d = 1, lorsque la topographie initiale présente un nombre fini
de points d’inflexions, on parvient & construire "4 la main" les suites ()Th, 57;1) n
décrites a partir des schémas semi-discrétisés donnés a la proposition 3 (¢f [5]
et [6], p. 227-234 pour des exemples), un peu a la maniére de la construction des
solutions de problémes hyperboliques du premier ordre a partir de problémes
de Riemann unidimensionnels. On utilise pour cela les propriétés descriptives
mises en évidence & la proposition 1 et le fait que la fonction z — ()\;, 5;;) (x)

est continue et non décroissante sur § alors que chaque fonction x — A\, (z)

oS
et x — a—h (x) peut présenter des discontinuités ([9],[20]). La situation en
x

dimension d = 2 avec le probléme des raccords ( & périmeétre fini ?) des frontiéres
libres est ouverte a la recherche.
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4) L’approche numérique

En dimension d = 2 essentiellement, ’analyse numérique de ces problémes
dégénéré a caractére localement hyperbolique et recouvrant le champ des ques-
tions liées aux problemes de Bernoulli reste une question largement ouverte.
Les modeéles gravitaires des phénomeénes plus régularisants de réelle érosion et

de sédimentation donnent lieu & des schémas de volumes finis; on pourra se

reporter a ([16], [17],[18],[19], [22],[23]) .

5) L’ influence d’un terme de transport

En pratique et pour tenir compte des effets du transport éolien ou marin qui
peuvent étre fortement dominants par rapport aux effets gravitaires, I’équation
de continuité doit étre complétée par un terme vectoriel V, éventuellement o-
périodique, selon une formulation du type

0¢c %f div {H (23) (VS 1V (t,2,5))}.

6) Changement d’inconnue

Comme on I’a vu a la section 4.3, le modeéle étudié ici suppose un équilibre
parfait, instantané, ce qui induit les aspects de comportement hyperbolique. Les
géologues, selon une communication personnelle (février 2006) de D. Granjeon
a I'IFP, indiquent qu’il faudrait faire intervenir un terme d’ajustement, en sup-
posant un équilibrage de la pente suivant une équation cinétique au premier
ordre. On est conduit alors au modéle de Darcy-Barenblatt et a considérer
I’équation

05~
ot

—div(A, VS;) =7 Aa{;g;

:0avec)\TEH<aST>, 7T >0,
ot

oS
avec des conditions de bord de Dirichlet homogénes pour S, et ——, outre

ot

la condition initiale.

On a vu que ce modéle est mal posé par le fait qu’il admet plusieurs solutions
et donc, 1a aussi, il importe d’adjoindre une critére de maximalité pour les
limiteurs admissibles. Il semble alors intéressant de prendre pour inconnue

S
—T égalité a valeur, p.p. en t, dans Hg () et de considérer I’équation

at

sous la forme

Ur =

t

ur — 7 Au, — div ()\7- (V/ uy dx + VSO>> =0 dans 2, p.p. en t,
0

avec

Ar € H(u;), 7>0.
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Sous cette forme, les résultats de régularité de J. Necas pour les équations
elliptiques s’appliquent facilement et conduisent donc 4 une bonne maitrise de la
S,
ot
a Whee (0, T; Wol’po (Q)) pour toute donnée initiale Sy dans V[/'Ol’pO (Q), po > 2.
Le formalisme est en effet le suivant:
prenant une partition de 1'unité {Xk}kjyzo de classe C'™° subordonnée a un
certain recouvrement de €2 par des boules ouvertes By , ,p > 0 et introduisant
Uk = Ur X3, O observe que la fonction vy, vérifie une relation du type

régularité du taux d’érosion ; il s’ensuit pour la solution S, 'appartenance

t
v — T Avg = div ()\T <V/ vg dx + VSO)> +gr dans By, ,
0

ce qui permet en prenant p suffisamment petit, d’obtenir a ¢ fixé, ’estimation
informelle, pour £k =0,1,...N,

| vk (t)”WS’PO(Q) <

t
C(p(),Q,T) ” vk”Hé(Q) + H/ V'Uk dx
0

IV Soll ooyt + 19kl oo 0y | »
Lro (Q)¢

en utilisant spécifiquement le fait que la dimension d’espace est d < 2 < pg
dans l'usage des injections continues de Sobolev.

Par le lemme de Gronwall, on en déduit pour u, = ), v; , une estimation
uniforme par rapport a t de |ju, (t)||W01,po(Q) .

La connaissance de la solution physiquement admissible de ce probléme de
sédimentation & équilibre différé pourrait, par passage a la limite lorsque 7 tend

vers 0, fournir une voie de recherche a I’étude du modele de 1’équilibre parfait.

7) Le point de vue lagrangien

En mécanique des fluides, il est demandé de connaitre le champ des vitesses
4 un instant ¢ donné en fonction de ¢ et des coordonnées des points de la con-
figuration physique, dite d’Euler, ce qui privilégie la description eulerienne du
mouvement et en fait une habitude, voire une routine méthodologique. Dans
les modeéles stratigraphiques, on décrit des déformations a priori lentes que 'on
peut suivre dans leur mouvement. Le systéme lagrangien peut alors présenter
une alternative malgré un formalisme pesant; on pourra se reporter aux travaux
de J.- I. Diaz et S. Shmarev [12] pour une démarche éclairante de cette approche
sur un modele de climatologie. L’énergie solaire absorbée par la Terre y est régie
par une loi de Budyko exprimée par le graphe maximal monotone de Heavi-
side et on s’intéresse & I’évolution de frontiéres libres définissant des ensembles
de niveau pour la température. Cette situation présente de fortes similitudes
formelles avec les modeéles de géologie étudiés ici. En outre, ’écriture dans les
variables lagrangiennes des équations de conservation de la masse et du mouve-
ment forme un systéme compatible avec une loi supplémentaire (d’entropie en
thermodynamique...), ce qui est bienvenu pour bien poser mathématiquement
le probléme.
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