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COHOMOLOGIE DE CHEVALLEY DES GRAPHES ASCENDANTS

WALID ALOULOU, DIDIER ARNAL ET RIDHA CHATBOURI

Abstract. The space Tpoly(R
d) of all tensor fields on Rd, equipped with the

Schouten bracket is a Lie algebra. The subspace of ascending tensors is a Lie
subalgebra of Tpoly(R

d).
In this paper, we compute the cohomology of the adjoint representations of this

algebra (in itself and Tpoly(R
d)), when we restrict ourselves to cochains defined by

aerial Kontsevitch’s graphs like in our previous work (Pacific J of Math, vol 229,
no 2, (2007) 257-292). As in the vectorial graphs case, the cohomology is freely
generated by all the products of odd wheels.

Résumé. L’espace des tenseurs ascendants est une sous algèbre de Lie de l’algèbre de Lie
(graduée) Tpoly(R

d) des champs de tenseurs sur Rd muni du crochet de Schouten.
Dans cet article, on calcule la cohomologie des représentations adjointes de cette sous algèbre

de Lie, en se restreignant à des cochâınes définies par des graphes de Kontsevich aériens
comme dans [AAC1] et [AAC2]. On retrouve un résultat analogue à celui de la cohomologie
des graphes vectoriels et linaires: elle est librement engendre par des produits de roues de
longueurs impaires.

1. Introduction

Notons Tpoly(R
d) l’espace des tenseurs contravariants complètement antisymétriques

sur Rd. Cet espace, muni du crochet de Schouten et de la graduation deg(α) = k−1,
si α est un k-tenseur, est une algèbre de Lie graduée.
Un problme naturel est le calcul de la cohomologie de Chevalley de l’action adjointe

de cette algbre de Lie.

Pour aborder cette question, on se restreint des cochâınes C∆ définies à partir des
graphes de Kontsevich aériens ∆. En effet, il semble probable qu’on dfinisse ainsi la
partie la plus fondamentale de la cohomologie cherche.
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Même ainsi pose, la question reste trs difficile. En particulier, la cohomologie de
l’action adjointe de la sous algbre des tenseurs homognes, de la forme

α =
∑

1≤i1,...,ip≤d

αi1...ip(x)∂xi1
∧ · · · ∧ ∂xip

o les fonctions αi1...ip(x) sont des polynômes homogènes de degré p sur Rd, est non
triviale.

D’un autre côt, nous avons dans [AAC1] et [AAC2] calcul la cohomologie des
algbres de Lie V ect(Rd) des champs de vecteurs et Lpoly(R

d) des tenseurs linaires.

Cet article est un premier pas vers la localisation de la cohomologie de Tpoly(R
d)

sa restriction aux tenseurs homognes.
Pour celà, on dfinit une sous-algèbre de Lie intéressante de Tpoly(R

d), c’est celle
des tenseurs ascendants: un p-tenseur α est dit ascendant ou de type (q ≤ p), avec
p, q ∈ N si:

α =
∑

1≤i1,...,ip≤d

αi1...ip(x)∂xi1
∧ · · · ∧ ∂xip

o toute fonction αi1...ip(x) est un polynôme homogène de degré q sur Rd tel que
{
q < p si p > 1,

q ≤ p si p ≤ 1.

Muni du crochet de Schouten, l’espace des tenseurs ascendants sur Rd not T
(.≤.)
poly (Rd)

est une sous algèbre de Lie graduée de Tpoly(R
d) qui contient gl(Rd).

Comme dans [AAC1] et [AAC2], on veut déterminer la cohomologie de Chevalley
de l’action adjointe de cette sous algèbre dans Tpoly(R

d), en se restreignant à des
cochâınes C∆ définies à partir des graphes de Kontsevich aériens ∆. La restriction
aux tenseurs ascendants correspond à l’utilisation de graphes pour lesquels chaque
sommet i est de type not (q ≤ p), c’est dire, tel qu’exactement p flches sortent de i

et q flches aboutissent sur i avec

{
q < p si p > 1,

q ≤ p si p ≤ 1.

On appellera de tels graphes des graphes ascendants. La cohomologie se traduit,
alors, par un opérateur de cobord ∂ défini directement sur l’espace des graphes aériens
ascendants. On calcule ici la cohomologie de cet opérateur ∂.

La situation est donc similaire à celle des graphes vectoriels et linaires aériens
étudiés dans [AAC1] et [AAC2]. Rappelons que pour construire la cochâıne C∆ dans
le cas des graphes ascendants, on doit ajouter au graphe aérien ∆ autant de jambes
que de pieds, suivant la méthode de [AGM], et ceci pour n’importe quel nombre de
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pieds. On obtient ainsi pour chaque graphe aérien ascendant une suite infinie de
graphes non aériens.

On calcule la cohomologie par les méthodes de [AAC1] et [AAC2]: après la définition
de l’ordre et du symbole d’une combinaison linéaire symétrique de graphes aériens
ascendants, on définit une homotopie qui permet de ramener, modulo des cobords,
chaque cocycle à un graphe aérien form par des sommets simples, c’est dire des
sommets de type (q ≤ p) avec p ≤ 1. Autrement dit, chaque sommet reoit et fait
sortir au plus une flche. La cohomologie de ∂ cöıncide alors avec celle calculée dans
[AAC1] et [AAC2]: elle est librement engendrée par des produits de roues

R2k1+1 × R2k2+1 × · · · × R2kp+1

de longueur 2ki+1 impaires et strictement croissantes tels que 0 ≤ k1 < k2 < · · · < kp.
On en déduit que la cohomologie de Chevalley de l’action adjointe des tenseurs

ascendants dans Tpoly(R
d) est donnée par des cochâınes Cδ où δ est une combinaison

de roues impaires de longueur strictement plus petite que 2d.

2. Notations et définitions

On considère l’algèbre de Lie graduée Tpoly(R
d) des champs de tenseurs contravari-

ants complètement antisymétriques sur Rd. Cette algèbre est graduée par deg (où
deg(α) = k−1, si α est un k-tenseur) et son crochet est celui de Schouten qui s’écrit:

[ξ1∧· · ·∧ξk, η1∧· · ·∧ηℓ]S =

k∑

i=1

ℓ∑

j=1

(−1)k−i+j−1ξ1∧· · · ξ̂i · · ·∧ξk∧[ξi, ηj]∧η1∧· · · η̂j · · ·∧ηℓ.

où les ξi et les ηj sont des champs de vecteurs sur Rd.

Prenons deux tenseurs α =
∑

i1...ik

αi1...ik∂i1 ∧· · ·∧∂ik et β =
∑

j1...jℓ

βj1...jℓ∂j1 ∧· · ·∧∂jℓ ,

on définit l’opérateur ∇ : Tpoly(R
d) −→ Der(Tpoly(R

d)) par

∇αβ =

k∑

r=1

(−1)r−1
∑

i1,...,ik
j1,...,jℓ

αi1...ik
(
∂irβ

j1...jℓ
)
∂i1 ∧ · · · ∂̂ir · · · ∧ ∂ik ∧ ∂j1 ∧ · · · ∧ ∂jℓ .

Avec cet opérateur, on peut définir le crochet de Schouten en posant simplement

[α, β]S = (−1)deg(α)∇αβ − (−1)(deg(α)+1)deg(β)∇βα.

(Tpoly(R
d), [ , ]S, deg) est une algèbre de Lie graduée: le crochet de Schouten est

antisymétrique et il est de degré 0.
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Soient (p, q) ∈ N2, un p-tenseur α est dit de type (q ≤ p) si et seulement si

α =
∑

1≤i1,...,ip≤d

αi1...ip(x)∂xi1
∧ · · · ∧ ∂xip

o chaque fonction αi1...ip(x) est un polynôme homogène sur Rd de degré q tel que
{
q < p si p > 1,

q ≤ p si p ≤ 1.

Un tenseur de type (q ≤ p) est dit aussi un tenseur ascendant.

Muni du crochet de Schouten, l’espace T
(.≤.)
poly (Rd) des tenseurs ascendants est une

sous algèbre de Lie graduée de Tpoly(R
d).

Cependant, on peut voir chaque application n-linéaire antisymétrique comme une
application n-linéaire symétrique si on change la graduation. Posons |α| = deg(α)+1
et Q(α, β) = (−1)deg(α)[α, β]S, le crochet de Schouten se transforme en une opration
Q qui est | |-symtrique. Dans ce cas, l’oprateur de cohomologie de Chevalley s’crit:
(voir par exemple [AAC1])

Proposition 2.1. (Cohomologie symétrisée)

Une application n-linéaire | |-symétrique C est une n-cochâıne, son cobord ∂C est
donné par

(∂C)(α0, . . . , αn) =

n∑

i=0

(
ε|α|(i, 0 . . . î . . . n)(−1)|C|(|αi|−1)∇αi

C(α0, . . . α̂i . . . , αn)

+ (−1)|C|ε|α|(0 . . . î . . . n, i)∇C(α0,...α̂i...,αn)αi

)

−
∑

i 6=j

ε|α|(i, j, 0, . . . î . . . ĵ . . . n)C (∇αi
αj , α0, . . . α̂i . . . α̂j . . . , αn) ,

o ε|α|(i, 0 . . . î . . . n) est la signature de la permutation gradue (
α0,...,αn

αi,α0,...̂i...,αn
) et plus

prcisement, le signe ε|α| sur la transposition (αi, αj) est: ε|α|(i, j) = (−1)|αi||αj |ε|α|(j, i).

3. Graphes aériens et cochâınes

Les cochâınes étudiées dans cet article sont construites à partir de graphes comme
dans [K] et [AGM]. Pour des tenseurs de type (. ≤ .), on considère la classe restreinte
des graphes qui sont de type (. ≤ .). Dfinissons la construction dans ce cas.
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Un graphe ∆ de type (. ≤ .) est un graphe aérien de Kontsevich, défini par la

donnée de n sommets numérotés 1, . . . , n et d’arêtes qui sont des flèches
−→
ab telles que

chaque sommet i est de type (fi ≤ ℓi), c’est à dire, exactement ℓi flèches sortent de i

et fi flèches aboutissent sur i avec

{
fi < ℓi si ℓi > 1,

fi ≤ ℓi si ℓi ≤ 1.
.

On appelle Deb(i) la collection des arêtes partant d’un sommet i, rangées dans un
ordre donné (Deb(i) peut être vide). Le graphe ∆ est donc une liste de n listes de
flèches:

∆ =
((−→

1a11, . . . ,
−−→
1a1ℓ1

)
, . . . ,

(−−→
nan1 , . . . ,

−−→
nanℓn

))
.

Pour construire la cochâıne, on ajoute des “pieds” (sommets terrestres) et des
“jambes” (flches aboutissant des pieds) à ∆. Soit (m1, . . . , mn) ∈ Nn, on se donne
|m| = m1 + · · ·+mn nouveaux sommets (pieds) notés b11, . . . , b

1
m1

, . . . , bn1 , . . . , b
n
mn

et

|m| nouvelles flèches (jambes) notées
−→
1b11, . . . ,

−−→
1b1m1

, . . . ,
−→
nbn1 , . . . ,

−−→
nbnmn

. On définit le
graphe non aérien Γ compatible avec la numérotation de ses sommets, c’est à dire
tel que les ℓ1 +m1 premières flèches partent du sommet 1, les ℓ2 +m2 suivantes du
sommet 2, etc...

Γ =
((−→

1a11, . . . ,
−−→
1a1ℓ1 ,

−→
1b11, . . . ,

−−→
1b1m1

)
, . . . ,

(−−→
nan1 , . . . ,

−−→
nanℓn ,

−→
nbn1 , . . . ,

−−→
nbnmn

))
.

Notons (x1, . . . , xd) des points de Rd. Si la flèche −→eΓ de Γ est à la rième place dans
la liste Γ, on notera t−→eΓ l’indice tr. On notera donc xt−→eΓ pour xtr et ∂t−→eΓ

pour ∂
∂xtr

.

Pour tout sommet i de ∆, la collectionDeb(i) sera la suite
(−→
iai1, . . . ,

−→
iaiℓi ,

−→
ibi1, . . . ,

−−→
ibimi

)

des flèches issues de i, si α est un ℓi +mi-tenseur, on notera αtDeb(i) sa composante:

αtDeb(i) = α
t−→
iai1

...t−−→
iai

ℓi

t−→
ibi1

...t−−−→
ibimi .

De même, on note Fin(i) = (
−→
ci1i, . . . ,

−→
cifii) la suite des flèches arrivant sur i (Fin(i)

peut être vide). On dfinit pour chaque i, l’opérateur ∂F in(i) = ∂fi

∂t−→
ci1i

...∂t−−→
ci
fi

i

( c’est

l’opérateur identité si aucune flèche n’arrive sur i).
Chaque graphe non aérien Γ permet de définir une application BΓ qui, pour

toute famille α1, . . . , αn de tenseurs contravariants totalement antisymétriques et
d’ordres respectifs ℓ1 +m1, . . . , ℓn +mn sur Rd, associe un opérateur |m|-différentiel
BΓ(α1, . . . , αn) défini par

BΓ(α1, . . . , αn) =
d∑

t−→e =1

n∏

i=1

∂F in(i)α
tDeb(i)

i ∂t−→
1b11

∧ · · · ∧ ∂t−−−−→
nbnmn

.

Exemple:

On prend l’exemple du graphe Γ ci-dessous
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3
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ZZ~

b31 b11

u u R

Le graphe Γ est orienté par l’ordre O suivant:

−→
12 <

−→
13 <

−→
1b11 <

−→
32 <

−→
3b31.

Alors, pour tous tenseurs α1, α2 et α3 d’ordre respectif 3, 0 et 2, l’opérateur bid-
ifférentiel BΓ s’écrit:

B(Γ,O)(α1, α2, α3) =
∑

1≤t1,...,t5≤d

α
t1,t2,t3
1 .

∂2α2

∂xt1∂xt4
.
∂α

t4,t5
3

∂xt2
.
∂

∂xt3
∧

∂

∂xt5
.

Remarque 3.1.
La définition de l’opérateur BΓ dépend du choix de la liste compatible

Γ =
(−→
1a11, . . . ,

−−→
1a1ℓ1,

−→
1b11, . . . ,

−−→
1b1m1

, . . . ,
−−→
nan1 , . . . ,

−−→
nanℓn ,

−→
nbn1 , . . . ,

−−→
nbnmn

)
.

Changer cette liste par une permutation σ sur l’ordre des flèches faisant passer de la
liste Γ à la liste σ(Γ), revient à multiplier BΓ par le signe ε(σ).

La définition de l’opérateur BΓ est étendu aux graphes non compatibles en posant

Bσ(Γ) = ε(σ)BΓ.

On considre un graphe arien ∆ =
((−→

1a11, . . . ,
−−→
1a1ℓ1

)
, . . . ,

(−−→
nan1 , . . . ,

−−→
nanℓn

))
de type

(. ≤ .). Si on ajoute les jambes à la fin de la liste ∆, on obtient alors une liste

Γ̃ =
(−→
1a11, . . . ,

−−→
1a1ℓ1, . . . ,

−−→
nan1 , . . . ,

−−→
nanℓn,

−→
1b11, . . . ,

−−→
1b1m1

, . . . ,
−→
nbn1 , . . . ,

−−→
nbnmn

)
.

On note ε(m1, . . . , mn) la signature de la permutation passant de la liste Γ à la liste Γ̃.

La cochâıne C∆ définie par ∆ est une série formelle:

C∆(α1, . . . , αn) =
∑

m1,...,mn≥0

ε(m1, . . . , mn)BΓ̃(α1, . . . , αn)
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avec la convention que α
tDeb(i)

i = 0 si |αi| 6= ℓi +mi.
Les cochâınes considérées ici sont des combinaisons linéaires à coefficients con-

stants:

C =
∑

∆

a∆C∆

de cochâınes associées à des graphes ∆ de type (. ≤ .). Comme les tenseurs αi sont
antisymétriques, on se restreindra à des combinaisons C telles que aσ(∆) = ε(σ)a∆

pour toute permutation σ sur l’ordre de l’une quelconque des suites
(−→
iai1, . . . ,

−→
iaiℓi

)
.

Comme on ne considére que des cochâınes symétriques (pour | |), on se restreint à
des cohâınes C telles que pour n’importe quelle permutation τ de deux sommets i et
j de ∆, on a aτ(∆) = (−1)ℓiℓj+(ℓi+ℓj)(ℓi+1+···+ℓj−1)a∆, si τ(∆) est le graphe ascendant:

τ(∆) =

= τ
((−→

1a11, . . . ,
−−→
1a1ℓ1

)
, . . . ,

(−→
iai1, . . . ,

−→
iaiℓi

)
, . . . ,

(−→
ja

j
1, . . . ,

−−→
ja

j
ℓj

)
, . . . ,

(−−→
nan1 , . . . ,

−−→
nanℓn

))

=
((−−−−−−→

τ(1)τ(a11), . . . ,
−−−−−−→
τ(1)τ(a1ℓ1)

)
, . . . ,

(−−−−−−→
τ(j)τ(aj1), . . . ,

−−−−−−→
τ(j)τ(ajℓj )

)
, . . .

. . . ,
(−−−−−−→
τ(i)τ(ai1), . . . ,

−−−−−−→
τ(i)τ(aiℓi)

)
, . . . ,

(−−−−−−→
τ(n)τ(an1 ), . . . ,

−−−−−−−→
τ(n)τ(anℓn)

))

=
((−−−−→

1τ(a11), . . . ,
−−−−→
1τ(a1ℓ1)

)
, . . . ,

(−−−→
iτ(aj1), . . . ,

−−−−→
iτ(ajℓj )

)
, . . . ,

(−−−−→
jτ(ai1), . . . ,

−−−−→
jτ(aiℓi)

)
, . . .

. . . ,
(−−−−→
nτ(an1 ), . . . ,

−−−−→
nτ(anℓn)

))
.

Alors, d’après [AGM], on a

Cτ(∆)(α1, . . . , αj , . . . , αi, . . . , αn) = C∆(α1, . . . , αi, . . . , αj, . . . , αn).

Si δ =
∑

∆ a∆∆ est une combinaison linéaire symétrique de graphes ascendants et
Cδ la cochâıne

∑
∆ a∆C∆, alors, cette condition garantit que le terme correspondant à

m1 = · · · = mn = 0 dans la série Cδ est | |-symétrique. Grâce au signe ε(m1, . . . , mn),
tous les autres termes le sont aussi.

Exemple:

Prenons pour ∆ la “roue de longueur 3”:

∆ =
((−→

12
)
,
(−→
23
)
,
(−→
31
))

.
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Alors si α1, α2, α3 sont des tenseurs d’ordre k1, k2, k3,

C∆(α1, α2, α3) =∑

1≤t1,...,tk1+k2+k3
≤d

(−1)k2−1∂tk1+k2+1
α
t1...tk1
1 ∂t1α

tk1+1...tk1+k2
2 ∂tk1+1

α
tk1+k2+1...tk1+k2+k3
3

∂t2 ∧ · · · ∧ ∂tk1 ∧ ∂tk1+2
∧ · · · ∧ ∂tk1+k2

∧ ∂tk1+k2+2
∧ · · · ∧ ∂tk1+k2+k3

.

Cette cochâıne n’est pas symétrique, sa symétrisation est:

C(α1, α2, α3) =
∑

σ∈S3

ε|α|(σ)C∆(ασ(1), ασ(2), ασ(3)) = (3C∆ − 3C∆′) (α1, α2, α3)

où ∆′ est le graphe aérien:

∆′ =
((−→

13
)
,
(−→
21
)
,
(−→
32
))

.

C est donc la cochâıne Cδ associée à la combinaison symétrique de graphes linéaires
δ = 3∆− 3∆′.

4. L’opérateur de cobord sur les graphes de type (. ≤ .)

Dans ce paragraphe, nous définissons directement sur les combinaisons linéaires
symétriques δ de graphes de type (. ≤ .), un opérateur de cobord noté ∂ correspondant
à l’opérateur de cobord pour les cochâınes symétriques Cδ définies par δ. Dans [AGM],
il est montré qu’un tel opérateur ∂δ défini sur les graphes existe et vérifie C∂δ = ∂Cδ.
Dans le cas des graphes ascendants, son expression peut être simplifiée.

Soit ∆ un graphe de type (. ≤ .) ayant n sommets (1, . . . , n).

∆ =
((−→

1a11, . . . ,
−−→
1a1ℓ1

)
, . . . ,

(−−→
nan1 , . . . ,

−−→
nanℓn

))
.

Chaque sommet k de ∆ est de type (fk ≤ ℓk).
On fixe un indice j tel que 0 ≤ j ≤ n. On renumérote les sommets de ∆ en

(0, . . . ĵ . . . , n). On garde le graphe avec son orientation, c’est à dire qu’on obtient

un graphe ∆(0, . . . ĵ . . . , n) qui a les mêmes flèches que ∆ mais leur nom a changé
conformément au nouveau nom des sommets. L’ordre des flèches est inchangé.

∆(0, . . . ĵ . . . , n) =
((−→

0c01, . . . ,
−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,

(−→
kck1, . . . ,

−−−→
kckℓk+1

)
, . . . , ĵ, . . . ,

(−→
ncn1 , . . . ,

−−→
ncnℓn

))
.

Chaque sommet k de ∆(0, . . . ĵ . . . , n) est de type (fk+1 ≤ ℓk+1) si k < j et (fk, ℓk) si
k > j.

On fixe un autre indice i < j et une partie I de Fin(i) dans ce graphe ∆(0, . . . ĵ . . . , n).

On construit les graphes ∆I,r,s
i,j et ∆I,r,t

j,i non compatibles de sommets (0, . . . , n) ainsi:
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∆I,r,s
i,j =



(−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,


−→
ici1 . . .

−→
ij︸︷︷︸
(s)

. . .
−→
icir


 ,
(−−−→
jcir+1 . . .

−−−→
jciℓi+1

)
, . . . ĵ . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

)



avec I = Fin∆I,r,s
i,j

(i), Fin∆I,r,s
i,j

(j) = Fin∆(0,...ĵ...,n)(i)\I et s est la position de la flèche
−→
ij dans Deb∆I,r,s

i,j
(i). On impose que i soit de type (f ′

i ≤ r + 1) et que j soit de type

(f ′
j ≤ ℓi+1 − r). On a f ′

i + f ′
j = fi+1 + 1.

De même

∆I,r,t
j,i =



(−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,


−→
jci1 . . .

−→
ji︸︷︷︸
(t)

. . .
−→
jcir


 ,
(−−→
icir+1 . . .

−−−→
iciℓi+1

)
, . . . ĵ . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

)



avec I = Fin∆I,r,t
j,i

(i), Fin∆I,r,t
j,i

(j) = Fin∆(0,...ĵ...,n)(i)\I et t est la position de la flèche
−→
ji dans Deb∆I,r,t

j,i
(i). On impose que i soit de type (f ′

i ≤ r + 1) et que j soit de type

(f ′
j ≤ ℓi+1 − r). On a f ′

i + f ′
j = fi+1 + 1.

Ces graphes sont définis pour tout 0 ≤ r ≤ ℓi+1 et 1 ≤ s, t ≤ r + 1.

Définition 4.1. (L’éclatement du sommet i)

Soit ∆ un graphe ayant n sommets (1, . . . , n). On fixe deux indices i et j tels

que 0 ≤ i < j ≤ n. On renumérote les sommets de ∆ en (0, . . . ĵ . . . , n). On

obtient un graphe ∆(0, . . . ĵ . . . , n) défini comme précédemment. L’éclatement du

sommet i de ∆(0, . . . ĵ . . . , n) est la collection des graphes ∆I,r,s
i,j et ∆I,r,t

j,i , pour tout
I ⊂ Fin∆(0,...ĵ...,n)(i), 0 ≤ r ≤ ℓi+1 et 1 ≤ s, t ≤ r + 1.

On dit que le graphe ∆I,r,s
i,j (resp. ∆I,r,t

j,i ) se contracte proprement en i à ∆ si et
seulement si

inf
{
#Deb∆I,r,s

i,j
(i) + #Fin∆I,r,s

i,j
(i), #Deb∆I,r,s

i,j
(j) + #Fin∆I,r,s

i,j
(j)
}
> 1

ou

Deb∆I,r,s
i,j

(i) = Fin∆I,r,s
i,j

(j) =
(−→
ij
)

et Fin∆I,r,s
i,j

(i) = Deb∆I,r,s
i,j

(j) = ∅
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(resp.

inf
{
#Deb∆I,r,t

j,i
(i) + #Fin∆I,r,t

j,i
(i), #Deb∆I,r,t

j,i
(j) + #Fin∆I,r,t

j,i
(j)
}
> 1

ou

Deb∆I,r,t
j,i

(j) = Fin∆I,r,t
j,i

(i) =
(−→
ji
)

et Fin∆I,r,t
j,i

(j) = Deb∆I,r,t
j,i

(i) = ∅).

On notera la famille de graphes vérifiant cette propriété:

{∆I,r,s
i,j tels que ∆I,r,s

i,j

prop
→
i
∆} (resp. {∆I,r,t

j,i tels que ∆I,r,t
j,i

prop
→
i
∆}).

Proposition 4.2. (L’opérateur ∂ sur les graphes de type (. ≤ .))

Soit δ =
∑

∆ a∆∆ une combinaison linéaire symétrique de graphes de type (. ≤ .)
ayant n sommets (1, . . . , n). Alors

∂Cδ =
∑

∆

a∆C∂∆

où

∂(∆) = −
∑

0≤i<j≤n




∑

∆I,r,t
j,i

prop
→
i

∆

ε
r,t
j,i.∆

I,r,t
j,i +

∑

∆I,r,s
i,j

prop
→
i

∆

ε
r,s
i,j .∆

I,r,s
i,j


 .

Pour tout sommet a, posons #Deb∆I,r,t
j,i

(a) = qa et #Deb∆I,r,s
i,j

(a) = pa. Les signes

sont:
ε
r,t
j,i = (−1)qj(q0+···+qj−1)(−1)(qj−1)(q0+···+qi−1)(−1)t−1

et
ε
r,s
i,j = (−1)pj(p0+···+pj−1)(−1)(pj−1)(p0+···+pi−1)(−1)s−1(−1)pipj .

Preuve

La cohomologie de Chevalley est donnée par:

∂Cδ(α0, . . . , αn) =
n∑

j=0

ε|α|(j, 0 . . . ĵ . . . n)(−1)|Cδ|(|αj |−1)∇αj
Cδ(α0, . . . α̂j . . . , αn)

+

n∑

i=0

(−1)|Cδ|ε|α|(0 . . . î . . . n, i)∇Cδ(α0,...α̂i...,αn)αi

−
∑

i 6=j

ε|α|(j, i, 0, . . . î . . . ĵ . . . n)Cδ

(
∇αj

αi, α0, . . . α̂i . . . α̂j . . . , αn

)

= (I) + (II) + (III).
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Il y a des simplifications entre (I), (II) et (III). Dans [AGM], il est montré que

chaque terme de (I) et (II) correspond à un graphe ∆I,r,s
i,j ou ∆I,r,t

j,i provenant d’un
éclatement qui ne se contracte pas proprement sur ∆, on dira que ce terme n’est pas
propre. Il se simplifie avec un terme de (III) et il nous reste la somme des termes
“propres” de (III):

∂Cδ(α0, . . . , αn) = −
∑

∆

a∆

[∑

i<j

ε|α|(j, 0, . . . ĵ . . . , n)(−1)(|αj |−1)(|α0|+···+|αi−1|)

C∆(α0, . . . ,∇αj
αi︸ ︷︷ ︸

(i)

, . . . α̂j . . . , αn) +
∑

i<j

ε|α|(j, 0, . . . ĵ . . . , n)(−1)(|αj |−1)(|α0|+···+|αi−1|)

(−1)|αi||αj | C∆(α0, . . . ,∇αi
αj︸ ︷︷ ︸

(i)

, . . . α̂j . . . , αn)


 .

Après simplification, pour chaque graphe ∆, l’opérateur

C∆(α0, . . . ,∇αi
αj︸ ︷︷ ︸

(i)

, . . . α̂j . . . , αn)

est la somme des termes de la forme C∆I,r,s
i,j

(α0, . . . , αn) où ∆I,r,s
i,j se contracte propre-

ment en i sur ∆. De même l’opérateur

C∆(α0, . . . ,∇αj
αi︸ ︷︷ ︸

(i)

, . . . α̂j . . . , αn)

est la somme des termes de la forme C∆I,r,t
j,i

(α0, . . . , αn) où ∆I,r,t
j,i se contracte propre-

ment en i sur ∆.

On vérifie que ces termes apparaissent avec les signes εr,si,j respectivement εr,tj,i.

Définition 4.3. (Espaces de cohomologie sur les graphes)

Une combinaison linéaire symétrique δ de graphes de type (. ≤ .) est un cocycle si
∂δ = 0, un cobord s’il existe une combinaison linéaire symétrique β telle que δ = ∂β.
L’espace Zn des n-cocycles est l’espace des combinaisons symétriques de graphes

linéaires ayant n sommets et qui sont des cocycles.
L’espace Bn des n-cobords est l’espace des combinaisons de graphes qui sont les

cobords de combinaisons symétriques de graphes ayant n− 1 sommets.
Le nème espace de cohomologie des graphes Hn est le quotient de l’espace Zn par

l’espace Bn.
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5. Symbole d’un graphe

Soit ∆ un graphe de type (. ≤ .) de sommets numérotés (1, . . . , n). On peut dis-
tinguer cinq classes de sommets i:

Classe 1: les sommets i de type (0 ≤ ℓi) avec ℓi > 1. On posera O(i) = (0, ℓi).

Classe 2: les sommets i de type (fi ≤ ℓi) avec ℓi > fi ≥ 1. On poseraO(i) = (fi, ℓi).

Classe 3: les sommets i de type (1 ≤ 1). On posera O(i) = (1, 1).

Classe 4: les sommets i de type (0 ≤ 1). On posera O(i) = (0, 1).

Classe 5: les sommets i de type (0 ≤ 0). On posera O(i) = (0, 0).

On ordonne les types des sommets suivant (∗) en posant:

(0, ℓi) > (fj , ℓj) > (1, 1) > (0, 1) > (0, 0),

(0, ℓi) ≥ (0, ℓi′) ⇔ ℓi ≥ ℓi′ et (fi, ℓi) ≥ (fi′, ℓi′) ⇔

{
ℓi ≥ ℓi′,

ℓi = ℓi′ et fi ≥ fi′ .

L’ordre O(∆) d’un graphe ∆ de type (. ≤ .) est le mot formé par les ordres de ses
sommets:

O(∆) = (O(1), . . . ,O(n)) .

On ordonne les ordres des graphes par l’ordre lexicographique, en respectant (∗).
Si δ =

∑
∆ a∆∆ est une combinaison linéaire symétrique de graphes ascendants,

on définit l’ordre de δ par:

O(δ) = Max{O(∆), a∆ 6= 0}

et on appellera symbole de δ la combinaison linéaire non symétrique:

σδ =
∑

∆
O(∆)=O(δ)

a∆∆.

Comme δ est symétrique, son ordre a la forme:

O(δ) =
(
(0, ℓ1), ..., (0, ℓk0−1), (fk0, ℓk0), ..., (fk1−1, ℓk1−1), (1, 1)

(k1)

, ..., (1, 1), (0, 1)
(k2)

, ..., (0, 1), (0, 0)
(k3)

, ...
)

avec

ℓ1 ≥ ℓ2 ≥ · · · ≥ ℓk0−1, et (fk0 , ℓk0) ≥ · · · ≥ (fk1−1, ℓk1−1)
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(on peut avoir k0 = 1 ou k1 = k0, etc. . . )

Proposition 5.1. (Le symbole de ∂δ)

Soit δ une combinaison linéaire symétrique de graphes aériens ascendants, d’ordre

O(δ) =
(
(0, ℓ1), ..., (0, ℓk0−1), (fk0, ℓk0), ..., (fk1−1, ℓk1−1), (1, 1)

(k1)

, ..., (1, 1), (0, 1)
(k2)

, ..., (0, 1), (0, 0)
(k3)

, ...
)

Alors, chaque graphe ∆I,r,s
i,j et ∆I,r,t

j,i apparaissant dans ∂δ est d’ordre au plus:

O(δ)⊕ (1, 1) =
(
(0, ℓ1), ..., (0, ℓk0−1), (fk0, ℓk0), ..., (fk1−1, ℓk1−1), (1, 1)

(k1)

, ..., (1, 1), (0, 1)
(k2+1)

, ..., (0, 1), (0, 0)
(k3+1)

, ...
)
.

Si O(∂δ) = O(δ)⊕ (1, 1), alors le symbole de ∂δ est:

σ∂δ = −
∑

∆∈σδ

a∆

{ ∑

i<j
0≤i<k0−1

k1−1≤j≤k2−1

∑

∆
I,ℓi+1−1,s

i,j

prop
→
i

∆

ε
ℓi+1−1,s
i,j ∆

I,ℓi+1−1,s
i,j

+
∑

i<j
k0−1≤i<k1−1
k1−1≤j≤k2−1

[ ∑

∆I,0,1
j,i

prop
→
i

∆

ε
0,1
j,i ∆

I,0,1
j,i +

∑

∆
I,ℓi+1−1,s

i,j

prop
→
i

∆

ε
ℓi+1−1,s
i,j ∆

I,ℓi+1−1,s
i,j

]

+
∑

i<j
k1−1≤i<k2−1
k1−1≤j≤k2−1

[ ∑

∆0,1
j,i

prop
→
i

∆

ε
0,1
j,i ∆

I,0,1
j,i +

∑

∆I,0,1
i,j

prop
→
i

∆

ε
0,1
i,j ∆

I,0,1
i,j

]}

= ♣.

Rciproquement, si le second membre ♣ est différent de 0, alors, O(∂δ) = O(δ)⊕(1, 1)
et il sera égal à σ∂δ.

Preuve
Fixons un couple (i, j) avec 0 ≤ i < j ≤ n. Il est clair que dans la décomposition

de ∂(∆), les ordres des graphes ∆I,r,t
j,i ou ∆I,r,s

i,j sont:
* Si 0 ≤ i < k0 − 1, alors

O(∆I,r,t
j,i ) = ((0, ℓ1), . . . , (1, ℓi+1 − r)︸ ︷︷ ︸

(i)

, . . . , (0, r + 1)︸ ︷︷ ︸
(j)

, . . . ) o 1 ≤ r < ℓi+1.
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Donc O(∆I,r,t
j,i ) < O(δ)⊕ (1, 1). Il n’y a aucun graphe ∆I,r,t

j,i , dans ce cas, qui apparâıt
dans ♣.

D’autre part:

O(∆I,r,s
i,j ) = ((0, ℓ1), . . . , (0, r + 1)︸ ︷︷ ︸

(i)

, . . . , (1, ℓi+1 − r)︸ ︷︷ ︸
(j)

, . . . ) o 1 ≤ r < ℓi+1.

Donc O(∆I,r,s
i,j ) ≤ O(δ)⊕ (1, 1) et l’égalité n’est vraie que si r = ℓi+1 − 1 et k1 − 1 ≤

j ≤ k2 − 1. Pour chaque s compris entre 1 et ℓi+1, il y a un seul graphe

∆
I,ℓi+1−1,s
i,j =



(−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,


−→
ici1 . . .

−→
ij︸︷︷︸
(s)

. . .
−−−−→
iciℓi+1−1


 ,
(−−−→
jciℓi+1

)
, . . . ĵ . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

)



* Si k0 − 1 ≤ i < k1 − 1, alors

O(∆I,r,t
j,i ) = ((0, ℓ1), . . . , (f

′
i , ℓi+1 − r)︸ ︷︷ ︸

(i)

, . . . , (f ′
j, r + 1)︸ ︷︷ ︸

(j)

, . . . ) o 0 ≤ r < ℓi+1.

Donc O(∆I,r,t
j,i ) ≤ O(δ)⊕ (1, 1) et l’égalité n’est vraie que si r = 0, t = 1, f ′

i = fi+1 et

k1 − 1 ≤ j ≤ k2 − 1. Il y a fi+1 graphes ∆I,0,1
j,i dans ce cas:

∆I,0,1
j,i =

((−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,

(−→
ji
)
,
(−→
ici1 . . .

−−−→
iciℓi+1

)
, . . . ĵ . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

))

où les fi+1 flèches arrivantes sur i dans ∆(0, . . . ĵ . . . , n) seront réparties une sur j et

les fi+1 − 1 qui restent sur i dans ∆I,0,1
j,i et on a fi+1 possibilités.

D’autre part:

O(∆I,r,s
i,j ) = ((0, ℓ1), . . . , (f

′
i , r + 1)︸ ︷︷ ︸

(i)

, . . . , (f ′
j , ℓi+1 − r)︸ ︷︷ ︸

(j)

, . . . ) o 0 ≤ r < ℓi+1.

Donc O(∆I,r,s
i,j ) ≤ O(δ)⊕ (1, 1) et l’égalité n’est vraie que si r = ℓi+1− 1, f ′

i = fi+1 et
k1 − 1 ≤ j ≤ k2 − 1. Pour chaque s compris entre 1 et ℓi+1, il y a un seul graphe

∆
I,ℓi+1−1,s
i,j =



(−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,


−→
ici1 . . .

−→
ij︸︷︷︸
(s)

. . .
−−−−→
iciℓi+1−1


 ,
(−−−→
jciℓi+1

)
, . . . ĵ . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

)



* Si k1 − 1 ≤ i < k2 − 1, alors

O(∆I,r,t
j,i ) = O(∆I,r,s

i,j ) = ((0, ℓ1), . . . , (1, 1)︸ ︷︷ ︸
(i)

, . . . , (1, 1)︸ ︷︷ ︸
(j)

, . . . ) o r = 0 et s = t = 1.
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Donc pour et seulement pour i < j ≤ k2 − 1, O(∆I,0,1
j,i ) = O(∆I,0,1

i,j ) = O(δ) ⊕ (1, 1)

et il y a un seul graphe ∆0,1
ji et un seul graphe ∆I,0,1

i,j dans ce cas.

∆I,0,1
j,i =

((−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,

(−→
ji
)
,
(−→
ici1

)
, . . . ĵ . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

))

∆I,0,1
i,j =

((−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,

(−→
ij
)
,
(−→
jci1

)
, . . . ĵ . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

))

* Si i ≥ k2, pour tout j > i, on a O(∆I,r,t
j,i ),O(∆I,r,s

i,j ) < O(δ)⊕ (1, 1), dans ce cas,
ces graphes n’apparaissent pas dans ♣.

Enfin, si ∆ est un graphe de δ qui n’apparâıt pas dans le symbole σδ, alors les
ordres des graphes ∆I,r,s

i,j et ∆I,r,t
j,i qui se contractent sur ∆ sont tous strictement plus

petits que O(δ)⊕ (1, 1). On regarde donc seulement les ∆ qui apparaissent dans ♣.

A partir de maintenant, on note abusivement

σ∂δ =
∑

∆′∈∂δ
O(∆′)=O(δ)⊕(1,1)

a∆′∆′ , si ∂δ =
∑

∆′

a∆′∆′.

Définissons maintenant l’opérateur d’homotopie.

Définition 5.2. (L’homotopie)

Soit ∆ un graphe de type (. ≤ .) de sommets (0, . . . , n), ayant des sommets i

d’ordre (1, 1). On définit l’homotopie h comme l’application qui transforme le graphe
∆ en le graphe h(∆) défini ainsi:
On considère i0, le plus grand des indices i d’ordre (1, 1). La flèche issue de i0 est

−→
i0a. Le graphe h(∆) est le graphe de sommets (0, . . . î0 . . . , n) obtenu en comprimant

la flèche
−→
i0a de ∆ et en identifiant les sommets i0 et a au sommet a. On remplace la

flèche
−→
ci0 dans ∆ par la flèche −→ca dans h(∆).

Si ∆ n’a pas de sommets d’ordre (1, 1), on pose h(∆) = 0.
On prolonge h linéairement à l’espace des combinaisons linéaires de graphes.

Proposition 5.3. (Symbole et homotopie)

Soit δ une combinaison linéaire symétrique de graphes de type (. ≤ .) ayant n

sommets numérotés (1, . . . , n) et d’ordre

O(δ) =
(
(0, ℓ1), ..., (0, ℓk0−1), (fk0, ℓk0), ..., (fk1−1, ℓk1−1), (1, 1)

(k1)

, ..., (1, 1), (0, 1)
(k2)

, ..., (0, 1), (0, 0)
(k3)

, ...
)
.
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Alors

h(σ∂δ) = σ∂h(σδ) + (−1)ℓ1+···+ℓk2−1

( ∑

1≤i<k0

ℓi +
∑

k0≤i<k1

(ℓi − fi)

)
σδ.

Preuve

On reprend les notations de la proposition précédente. On a donc:

σ∂δ = −
∑

∆∈σδ

a∆

{ ∑

i<j
0≤i<k0−1

k1−1≤j≤k2−1

∑

∆
I,ℓi+1−1,s

i,j

prop
→
i

∆

ε
ℓi+1−1,s
i,j ∆

I,ℓi+1−1,s
i,j

+
∑

i<j
k0−1≤i<k1−1
k1−1≤j≤k2−1

[ ∑

∆I,0,1
j,i

prop
→
i

∆

ε
0,1
j,i ∆

I,0,1
j,i +

∑

∆
I,ℓi+1−1,s

i,j

prop
→
i

∆

ε
ℓi+1−1,s
i,j ∆

I,ℓi+1−1,s
i,j

]

+
∑

i<j
k1−1≤i<k2−1
k1−1≤j≤k2−1

[ ∑

∆I,0,1
j,i

prop
→
i

∆

ε
0,1
j,i ∆

I,0,1
j,i +

∑

∆I,0,1
i,j

prop
→
i

∆

ε
0,1
i,j ∆

I,0,1
i,j

]}
.

Le dernier sommet d’ordre (1, 1) dans ∂δ est k2 − 1. Dans l’expression précédente,
on regarde les termes pour j = k2 − 1:

= −
∑

∆∈σ∆

a∆

{ ∑

i<j
0≤i<k0−1
j=k2−1

∑

∆
I,ℓi+1−1,s

i,k2−1

prop
→
i

∆

ε
ℓi+1−1,s
i,k2−1 ∆

I,ℓi+1−1,s
i,k2−1

+
∑

i<j
k0−1≤i<k1−1

j=k2−1

[ ∑

∆I,0,1
k2−1,i

prop
→
i

∆

ε
0,1
k2−1,i∆

I,0,1
k2−1,i +

∑

∆
I,ℓi+1−1,s

i,k2−1

prop
→
i

∆

ε
ℓi+1−1,s
i,k2−1 ∆

I,ℓi+1−1,s
i,k2−1

]

+
∑

i<j
k1−1≤i<k2−1

j=k2−1

[ ∑

∆I,0,1
k2−1,i

prop
→
i

∆

ε
0,1
k2−1,i∆

I,0,1
k2−1,i +

∑

∆I,0,1
i,k2−1

prop
→
i

∆

ε
0,1
i,k2−1∆

I,0,1
i,k2−1

]}
.

* Pour 0 ≤ i < k0 − 1,

∆
I,ℓi+1−1,s
i,k2−1 =

((−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,

(−→
ici1 . . .

−−−−−→
i(k2 − 1)︸ ︷︷ ︸

(s)

. . .
−−−−→
iciℓi+1−1

)
,
(−−−−−−−−→
(k2 − 1)ciℓi+1

)
, . . .

. . . k̂2 − 1 . . . ,
(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

))
.
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Appliquons l’homotopie h, on obtient

h(∆
I,ℓi+1−1,s
i,k2−1 ) =



(−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,



−→
ici1 . . .

−−−−→
i(ciℓi+1

)
︸ ︷︷ ︸

(s)

. . .
−−−−→
iciℓi+1−1


 , . . . k̂2 − 1 . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

)



et le signe sera

ε
ℓi+1−1,s
i,k2−1 = (−1)s−1(−1)ℓi+1(−1)ℓ1+···+ℓk2−1 .

D’où, pour chaque 1 ≤ s ≤ ℓi+1,

ε
ℓi+1−1,s
i,k2−1 h(∆

I,ℓi+1−1,s
i,k2−1 ) = −(−1)ℓ1+···+ℓk2−1∆(0, . . . k̂2 − 1 . . . , n).

* Pour k0 − 1 ≤ i < k1 − 1.
- On a d’abord fi+1 graphes de type ∆k2−1,i

∆I,0,1
k2−1,i =((−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,

(−−−−−→
(k2 − 1)i

)
,
(−→
ici1 . . .

−−−→
iciℓi+1

)
, . . . k̂2 − 1 . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

))

alors

h(∆I,0,1
k2−1,i) =((−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,

(−→
ici1 . . .

−−−→
iciℓi+1

)
, . . . k̂2 − 1 . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

))
.

D’où,

ε
0,1
k2−1,ih(∆

I,0,1
k2−1,i) = (−1)ℓ1+···+ℓk2−1∆(0, . . . k̂2 − 1 . . . , n).

- On a aussi un graphe de type ∆i,k2−1

∆
I,ℓi+1−1,s
i,k2−1 =

((−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,

(−→
ici1 . . .

−−−−−→
i(k2 − 1)︸ ︷︷ ︸

(s)

. . .
−−−−→
iciℓi+1−1

)
,
(−−−−−−−−→
(k2 − 1)ciℓi+1

)
, . . .

. . . k̂2 − 1 . . . ,
(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

))
.

D’où, pour chaque 1 ≤ s ≤ ℓi+1,

ε
ℓi+1−1,s
i,k2−1 h(∆

I,ℓi+1−1,s
i,k2−1 ) = −(−1)ℓ1+···+ℓk2−1∆(0, . . . k̂2 − 1 . . . , n).
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* Pour k1 − 1 ≤ i < k2 − 1, on a aussi des graphes des deux types :

∆I,0,1
k2−1,i =

((−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,

(−−−−−→
(k2 − 1)i

)
,
(−→
ici1

)
, . . . k̂2 − 1 . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

))
.

Donc

ε
0,1
k2−1,ih(∆

I,0,1
k2−1,i) = (−1)ℓ1+···+ℓk2−1∆(0, . . . k̂2 − 1 . . . , n).

De même, on a

∆I,0,1
i,k2−1 =

((−→
0c01 . . .

−−→
0c0ℓ1

)
, . . . ,

(−−−−−→
i(k2 − 1)

)
,
(−−−−−−→
(k2 − 1)ci1

)
, . . . k̂2 − 1 . . . ,

(−→
ncn1 . . .

−−→
ncnℓn

))
.

Donc

ε
0,1
i,k2−1h(∆

I,0,1
i,k2−1) = −(−1)ℓ1+···+ℓk2−1∆(0, . . . k̂2 − 1 . . . , n).

Enfin, dans l’expression de σ∂∆, on regarde les termes pour j < k2 − 1. D’abord,
par définition de l’homotopie h si j < k2 − 1, on a:

∆I,r,s
i,j

prop

→
i

∆ ⇐⇒ h(∆I,r,s
i,j )

prop

→
i

h(∆)

et

∆I,r,t
j,i

prop

→
i

∆ ⇐⇒ h(∆I,r,t
j,i )

prop

→
i

h(∆).

De plus les signes εr,si,j et εr,tj,i ne dépendent pas de k2 − 1, on en déduit que la somme
de tous les termes pour j < k2 − 1 est:
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σ∂δ = −
∑

∆∈σδ

a∆

{ ∑

i<j
0≤i<k0−1

k1−1≤j<k2−1

∑

∆
I,ℓi+1−1,s

i,j

prop
→
i

∆

ε
ℓi+1−1,s
i,j ∆

I,ℓi+1−1,s
i,j

+
∑

i<j
k0−1≤i<k1−1
k1−1≤j<k2−1

[ ∑

∆I,0,1
j,i

prop
→
i

∆

ε
0,1
j,i ∆

I,0,1
j,i +

∑

∆
I,ℓi+1−1,s

i,j

prop
→
i

∆

ε
ℓi+1−1,s
i,j ∆

I,ℓi+1−1,s
i,j

]

+
∑

i<j
k1−1≤i<k2−1
k1−1≤j<k2−1

[ ∑

∆I,0,1
j,i

prop
→
i

∆

ε
0,1
j,i ∆

I,0,1
j,i +

∑

∆I,0,1
i,j

prop
→
i

∆

ε
0,1
i,j ∆

I,0,1
i,j

]}

= σ∂h(σ∆)(0, . . . k̂2 − 1 . . . , n).

Ceci démontre notre proposition.

6. Cohomologie des graphes ascendants

Disons qu’un sommet i d’un graphe de type (. ≤ .) ∆ est simple si #Deb(i) ≤ 1
et #Fin(i) ≤ 1.

Proposition 6.1. (Modulo un cobord, le symbole d’un cocycle ne contient que des
sommets simples)

Soit δ une combinaison linéaire symétrique de graphes de type (. ≤ .). On suppose
que δ est un cocycle (∂δ = 0). Alors il existe un cobord ∂β tel que le symbole σδ−∂β

de δ − ∂β ne contient que des graphes ∆ dont tous les sommets sont simples.

Preuve
Puisque δ est un cocycle, h(σ∂δ) = 0. On a alors:

0 = (−1)ℓ1+···+ℓk2−1

( ∑

1≤i<k0

ℓi +
∑

k0≤i<k1

(ℓi − fi)

)
σδ + σ∂h(σδ) = aσδ + σ∂h(σδ).

Dire que σδ contient au moins un graphe possédant un sommet non simple, c’est dire
que dans O(δ), k1 > 0. Dans l’expression précédente, le coefficient a de σδ est non
nul. Puisque σδ n’est pas nul, on en déduit que h(σδ) n’est pas nul, donc k2 > k1, il
existe des sommets d’ordre (1, 1) dans les graphes ∆ de σδ.

Posons β1 = −
1

a
S(h(σδ)), o S(h(σδ)) est la symtrisation du graphe h(σδ). D’abord

par construction, les graphes apparaissant dans S(h(σδ)) mais pas dans h(σδ) sont



20 W. ALOULOU, D. ARNAL ET R. CHATBOURI

d’ordre strictement plus petit que les graphes apparaissant dans h(σδ), ou:

σh(σδ) = σS(h(σδ)).

Ensuite, on a vu que pour calculer le symbole de ∂δ, on ne considérait que les graphes
du symbole de δ donc:

σ∂h(σδ) = σ∂S(h(σδ)) = −aσ∂β1

Alors,

σ∂β1 = σδ.

Autrement dit δ1 = δ − ∂β1 a un ordre strictement plus petit que O(δ). Si le
symbole de δ1 a des graphes avec des sommets non simples, on peut recommencer
cette opération. Au bout d’un nombre fini d’étapes, on arrive sur une combinaison
de graphes δ − ∂β dont le symbole ne contient que des sommets simples:

O(δ − ∂β) =
(
(1, 1), . . . , (1, 1), (0, 1), . . . , (0, 1), (0, 0), . . . , (0, 0)

)
.

Donc tous les graphes de δ−∂β n’ont eux aussi que des sommets simples. Ces graphes
sont des graphes vectoriels ou linaires à sommets simples étudiés dans [AAC1] et
[AAC2] .

Définition 6.2. (Les roues)

Une roue symétrique Rk de longueur k est le symétrisé de la roue simple qui est le

graphe∆k ayant k sommets (1, . . . , k) et les k flèches
(
(
−→
12), (

−→
23), . . . , (

−−−−−→
(k − 1)k), (

−→
k1)
)
.

�
�

�	

?

-
@
@R

6
@

@I
. . . . . .

�
��

1

2

k

k − 1

3

Le calcul de la cohomologie des graphes vectoriels et linaires a été réalisé dans
[AAC1] et [AAC2]. Comme nous nous sommes ramenés à cette situation, on obtient,
de même, ici:

Théorème 6.3. (La cohomologie de Chevalley des graphes de type (. ≤ .))
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La cohomologie de Chevalley des graphes de type (. ≤ .) est donnée par les roues
de longueur impaire. Plus précisément, pour tout n, une base de Hn est donnée par
{
R2k1+1 ∧ R2k2+1 ∧ · · · ∧ R2kp+1, avec k1 < k2 < · · · < kp,

p∑

i=1

(2ki + 1) = n

}
.

Théorème 6.4. (La cohomologie de Chevalley de l’action adjointe des tenseurs as-
cendants)

La cohomologie de Chevalley de l’action adjointe des tenseurs ascendants dans
Tpoly(R

d) est donnée par des cochâınes Cδ où δ est une combinaison de roues impaires
de longueur strictement plus petite que 2d.

Preuve
Soit Cδ un cocycle défini avec des graphes de type (. ≤ .), alors, ∂Cδ = C∂δ = 0.

D’après le théorème précédent,

δ = ∂β +
∑

r1<···<rq
rjimpair

ar1...rqRr1 ∧ · · · ∧ Rrq .

Montrons que si 2p+ 1 > 2d, alors, CR2p+1 = 0.
Prenons ∆ la roue de longueur 2p+ 1:

∆ =
((−→

12
)
,
(−→
23
)
, . . .

(−−−−−−→
(2p+ 1)1

))
.

Alors si α1, . . . , α2p+1 sont des tenseurs d’ordre k1, . . . , k2p+1. Posons

I1 = {1, . . . , k1}, I2 = {k1 + 1, . . . , k1 + k2}, . . . , I2p+1 = {
∑

j<2p+1

kj + 1, . . . ,
∑

j≤2p+1

kj}.

Soient (j1, . . . , j2p+1) ∈ I1×· · ·×I2p+1, posons Î1 = I1\{j1}, . . . , Î2p+1 = I2p+1\{j2p+1}.
Alors,

C∆(α1, . . . , α2p+1) =∑

1≤t1,...,tk1+···+k2p+1
≤d

∑

(j1,...,j2p+1)∈I1×···×I2p+1

ε(j1, . . . , j2p+1, Î1, . . . , Î2p+1)

∂tj2p+1
α
tI1
1 ∂tj1α

tI2
2 . . . ∂tj2pα

tI2p+1

2p+1 ∂t
Î1
∧ · · · ∧ ∂t

Î2p+1
.

On définit 2p+ 1 champs de vecteurs dépendant de tÎ1, . . . , tÎ2p+1
en posant

ξ1 =
d∑

tj1=1

α
tI1
1 ∂tj1 , . . . , ξ2p+1 =

d∑

tj2p+1
=1

α
tI2p+1

2p+1 ∂tj2p+1
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et

Jacj1,...,j2p+1(ξk) =




∂tj1
ξ
tj1
k

. . . .
∂tj2p+1

ξ
tj1
k

∂tj1
ξ
tj2
k

. . . .
∂tj2p+1

ξ
tj2
k

. .

. .

. .

∂tj1
ξ
tj2p+1
k

. . . .
∂tj2p+1

ξ
tj2p+1
k




.

En symétrisant C∆, on obtient

CR2p+1(α1, . . . , α2p+1) =
∑

σ∈S2p+1

ε|α|(σ)C∆(ασ(1), . . . , ασ(2p+1))

=
∑

1≤t1,...,tk1+···+k2p+1
≤d

∑

(j1,...,j2p+1)∈I1×···×I2p+1

ε(j1, . . . , j2p+1, Î1, . . . , Î2p+1)

a

(
tr
(
Jacj1,...,j2p+1(ξ1) . . . Jacj1,...,j2p+1(ξ2p+1)

))
∂t

Î1
∧ · · · ∧ ∂t

Î2p+1

où on a noté par a l’opérateur d’antisymétrisation.

Dans [W] et [AL], il est montré que a(tr(A1 . . . A2p+1)) = 0 dès que 2p + 1 > 2d.
Alors, ceci prouve que CR2p+1 = 0 si 2p+ 1 > 2d.

La cohomologie est donc engendrée par les cochâınes Cδ où δ est une combinaison
de roues impaires de longueur strictement plus petite que 2d.

Remarque 6.5.
On peut traiter de même les graphes de Kontsevich ariens de type (. ≥ .) forms

par des sommets de type (fi ≥ ℓi), c’est à dire, exactement ℓi flèches sortent de i et

fi flèches aboutissent sur i avec

{
fi > ℓi si fi > 1,

fi ≥ ℓi si fi ≤ 1.
.

On peut regarder la cohomologie de Chevalley des graphes de type (. ≥ .) en
définissant un autre ordre:

Classe 1: les sommets i de type (fi ≥ 0) avec fi > 1. On posera O(i) = (fi, 0).

Classe 2: les sommets i de type (fi ≥ ℓi) avec fi > ℓi ≥ 1. On posera O(i) = (fi, ℓi).

Classe 3: les sommets i de type (1 ≥ 1). On posera O(i) = (1, 1).

Classe 4: les sommets i de type (1 ≥ 0). On posera O(i) = (1, 0).
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Classe 5: les sommets i de type (0 ≥ 0). On posera O(i) = (0, 0).

On ordonne les ordres des sommets suivant (∗) en posant:

(fi, 0) > (fj , ℓj) > (1, 1) > (1, 0) > (0, 0),

(fi, 0) ≥ (fi′, 0) ⇔ fi ≥ fi′ et (fi, ℓi) ≥ (fi′ , ℓi′) ⇔

{
fi ≥ fi′ ,

fi = fi′ et ℓi ≥ ℓi′ .

L’ordre O(∆) d’un graphe ∆ de type (. ≥ .) est le mot formé par les ordres de ses
sommets:

O(∆) = (O(1), . . . ,O(n)) .

On ordonne les ordres des graphes par l’ordre lexicographique, en respectant (∗).
En appliquant le même technique, on retrouve que la cohomologie des graphes de

type (. ≥ .) est aussi engendrée par une combinaison de roues impaires.

On remarque, finalement, qu’en considérant les graphes de type (. ≤ .) et de type
(. ≥ .), on passe d’une classe de graphes à l’autre en changeant le sens de toutes les
flèches, on dira qu’on a transposé ce graphe. Les roues sont des graphes invariants
sous cette transformation, elles donnent, aussi, la base de la cohomologie transposée
définie par:

( t∂)(∆) = t(∂( t∆)).

Cependant, l’opérateur t∂ est un opérateur de cobord différent de celui de Chevalley
sur Tpoly(R

d). (Voir l’exemple donn dans [AAC2])
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