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COHOMOLOGIE DE CHEVALLEY DES GRAPHES ASCENDANTS
WALID ALOULOU, DIDIER ARNAL ET RIDHA CHATBOURI

ABSTRACT. The space Tpory(R?) of all tensor fields on RY, equipped with the
Schouten bracket is a Lie algebra. The subspace of ascending tensors is a Lie
subalgebra of T}, (R?).

In this paper, we compute the cohomology of the adjoint representations of this
algebra (in itself and Tpo, (RY)), when we restrict ourselves to cochains defined by
aerial Kontsevitch’s graphs like in our previous work (Pacific J of Math, vol 229,
no 2, (2007) 257-292). As in the vectorial graphs case, the cohomology is freely
generated by all the products of odd wheels.

Résumé. L’espace des tenseurs ascendants est une sous algebre de Lie de I'algebre de Lie
(graduée) Tpory(R?) des champs de tenseurs sur R? muni du crochet de Schouten.

Dans cet article, on calcule la cohomologie des représentations adjointes de cette sous algebre
de Lie, en se restreignant a des cochaines définies par des graphes de Kontsevich aériens
comme dans [[AACI] et [AACY]. On retrouve un résultat analogue & celui de la cohomologie
des graphes vectoriels et linaires: elle est librement engendre par des produits de roues de
longueurs impaires.

1. INTRODUCTION

Notons Tpoly(]Rd) I’espace des tenseurs contravariants completement antisymétriques
sur R%. Cet espace, muni du crochet de Schouten et de la graduation deg(a) = k—1,
sl v est un k-tenseur, est une algebre de Lie graduée.

Un problme naturel est le calcul de la cohomologie de Chevalley de ’action adjointe
de cette algbre de Lie.

Pour aborder cette question, on se restreint des cochaines Ca définies a partir des
graphes de Kontsevich aériens A. En effet, il semble probable qu’on dfinisse ainsi la
partie la plus fondamentale de la cohomologie cherche.
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Meéme ainsi pose, la question reste trs difficile. En particulier, la cohomologie de
I’action adjointe de la sous algbre des tenseurs homognes, de la forme

_ i
a= E 't (2) Oy, N e e N Oy
1<t ip<d

o les fonctions o’ (x) sont des polynémes homogenes de degré p sur RY, est non
triviale.

D’un autre cot, nous avons dans [AACT| et [AACY| calcul la cohomologie des
algbres de Lie Vect(R?) des champs de vecteurs et L£,o,(R?) des tenseurs linaires.

Cet article est un premier pas vers la localisation de la cohomologie de T}, (R9)
sa restriction aux tenseurs homognes.

Pour cel, on dfinit une sous-algebre de Lie intéressante de Tp., (R?), c’est celle
des tenseurs ascendants: un p-tenseur « est dit ascendant ou de type (¢ < p), avec
p,q € N si:

a= Z 't (z) Oy, N N Oy

1<i1,...ip<d

o toute fonction /% (x) est un polynome homogene de degré ¢ sur R? tel que

qg<p sip>1,
g<p sip<L

Muni du crochet de Schouten, I'espace des tenseurs ascendants sur R? not Tzf(;li')(]Rd)

est une sous algebre de Lie graduée de T)o, (RY) qui contient gl(R?).

Comme dans [AACT] et [AACY], on veut déterminer la cohomologie de Chevalley
de l'action adjointe de cette sous algebre dans Ty, (RY), en se restreignant a des
cochaines Ca définies a partir des graphes de Kontsevich aériens A. La restriction
aux tenseurs ascendants correspond a l'utilisation de graphes pour lesquels chaque
sommet ¢ est de type not (¢ < p), c’est dire, tel qu’exactement p flches sortent de i

< sip>1,

et ¢ flches aboutissent sur 7 avec a=Pp . b
g<p sip<L

On appellera de tels graphes des graphes ascendants. La cohomologie se traduit,

alors, par un opérateur de cobord 0 défini directement sur I’espace des graphes aériens

ascendants. On calcule ici la cohomologie de cet opérateur 0.

La situation est donc similaire a celle des graphes vectoriels et linaires aériens
étudiés dans [AACT] et [AACY]. Rappelons que pour construire la cochaine C'x dans
le cas des graphes ascendants, on doit ajouter au graphe aérien A autant de jambes
que de pieds, suivant la méthode de [[AGM], et ceci pour n'importe quel nombre de
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pieds. On obtient ainsi pour chaque graphe aérien ascendant une suite infinie de
graphes non aériens.

On calcule la cohomologie par les méthodes de [[AACT]| et [AACT]: apres la définition
de l'ordre et du symbole d’une combinaison linéaire symétrique de graphes aériens
ascendants, on définit une homotopie qui permet de ramener, modulo des cobords,
chaque cocycle a un graphe aérien form par des sommets simples, c’est dire des
sommets de type (¢ < p) avec p < 1. Autrement dit, chaque sommet reoit et fait
sortir au plus une flche. La cohomologie de 0 coincide alors avec celle calculée dans
[AACTT] et [AATY]: elle est librement engendrée par des produits de roues

Ropy 41 X Ropyyr X -+ - X RQkp+1

de longueur 2k;+1 impaires et strictement croissantes tels que 0 < by < kg < -+ < k.

On en déduit que la cohomologie de Chevalley de 'action adjointe des tenseurs
ascendants dans Tpgly(]Rd) est donnée par des cochaines Cs ou § est une combinaison
de roues impaires de longueur strictement plus petite que 2d.

2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

On considere I'algebre de Lie graduée T, (R?) des champs de tenseurs contravari-
ants completement antisymétriques sur R, Cette algebre est graduée par deg (ot
deg(a) = k—1, si a est un k-tenseur) et son crochet est celui de Schouten qui s’écrit:

kot
[E1A - A&y A+ A5 = Z Z(—l)kﬂ'ﬂ;l&/\' & NN & I ALA - 175 A.
i=1 j=1

ott les & et les n; sont des champs de vecteurs sur R?.
Prenons deux tenseurs o = Z Q"R A - “NO;, et B = Z ﬁjl“'j@ﬁ A---NO;,,

1.k Ji--Je

on définit 'opérateur V : Ty, (R?) — Der(Tpo, (R?)) par

k
VaB =3 (<170 D0 a3, 877) Oy A By, A ADjy A A D,
r=1 i1y

Jrade

Avec cet opérateur, on peut définir le crochet de Schouten en posant simplement

o, Bl = (—1)™9)V 3 — (—1)desl)tDdeaB)g
(Tyory(RY), [, ]s,deg) est une algebre de Lie graduée: le crochet de Schouten est
antisymétrique et il est de degré 0.
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Soient (p, q) € N2, un p-tenseur a est dit de type (¢ < p) si et seulement si
a= Y a"(@)dy, Ao AOy,

1<it,mnip<d

o chaque fonction o/ (x) est un polynome homogene sur R? de degré ¢ tel que

qg<p sip>1,
g<p sip<L

Un tenseur de type (¢ < p) est dit aussi un tenseur ascendant.
7<)

Doly (R?) des tenseurs ascendants est une

Muni du crochet de Schouten, 'espace
sous algebre de Lie graduée de T}, (R?).

Cependant, on peut voir chaque application n-linéaire antisymétrique comme une
application n-linéaire symétrique si on change la graduation. Posons |a| = deg(a)+1
et Q(a, B) = (—=1)%9[q, B]g, le crochet de Schouten se transforme en une opration
@ qui est | |-symtrique. Dans ce cas, 'oprateur de cohomologie de Chevalley s’crit:

(voir par exemple [AACT))

Proposition 2.1. (Cohomologie symétrisée)

Une application n-linéaire | |-symétrique C est une n-cochaine, son cobord 0C' est
donné par

n

(OC) (g, - .. ) = Z <5|a‘(i, 0...1...n)(=D)ICN4I=D7 Clag,...a;. .., o)

1=0

+ (—1)‘C|€‘a|(0 .. ’z ... n, i)vC(ao,---a\i---,an)ai)

— E €1a(4,7,0,...1...5..n)C (Va,05,00, ... Q... QG ..., 00)
i#]
QQ;--,0n

0 €1a((i,0...i...n) est la signature de la permutation gradue (asco ey ) €t plus

preisement, le signe €|, sur la transposition (a, ;) est: €jq)(i,7) = (—1)lllale, (5,4).

3. GRAPHES AERIENS ET COCHAINES

Les cochaines étudiées dans cet article sont construites a partir de graphes comme
dans [K]] et [AGM]. Pour des tenseurs de type (. < .), on considere la classe restreinte
des graphes qui sont de type (. <.). Dfinissons la construction dans ce cas.
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Un graphe A de type (. < .) est un graphe aérien de Kontsevich, défini par la

donnée de n sommets numérotés 1,...,n et d’arétes qui sont des fleches a? telles que
chaque sommet 7 est de type (f; < ¢;), c’est a dire, exactement ¢; fleches sortent de i

fi<dt; sil;>1,
fi <t osil; <10

On appelle Deb(i) la collection des arétes partant d’un sommet i, rangées dans un
ordre donné (Deb(i) peut étre vide). Le graphe A est donc une liste de n listes de

fleches:
—
A= ((tal . 1a) o (v

Pour construire la cochaine, on ajoute des “pieds” (sommets terrestres) et des

et f; fleches aboutissent sur ¢ avec

“jambes” (flches aboutissant des pieds) a A. Soit (my,...,m,) € N on se donne

|m| = my + - - + m, nouveaux sommets (pieds) notés by,... by, ..., 0", ... b et
. . . ’ — TR .

/m| nouvelles fleches (jambes) notées 1by,...,1b,, ..., nb}, ..., nbl, . On définit le

graphe non aérien I' compatible avec la numérotation de ses sommets, c’est a dire
tel que les 1 + my premieres fleches partent du sommet 1, les f5 + ms suivantes du
sommet 2, etc...

— — — —
I'= ((ﬁ%,...,laél,l—lg,...,lb%J s (ﬁ,...,na}?ﬂ,m)l,...,nb”mn)).
Notons (21, ..., z%) des points de R?. Si la flache ef de T est & la r#™ place dans
la liste I', on notera ¢z l'indice ¢,. On notera donc z'@ pour zr et O;_, pour (%ir.
. . . N s S s Sy
Pour tout sommet i de A, la collection Deb(i) sera la suite (zall, oy tag by, ,zb’mi>

des fleches issues de 7, si o est un ¢; + m;-tenseur, on notera a'P<( sa composante:

t—1>t—z>t—1>tT>
atDeb(i) = iay za[i iby mei
De méme, on note Fin(i) = (cii, ..., c} i) la suite des fleches arrivant sur i (Fin(i)
ofi

s O
% i
Ccq1 c K2
1 fi

peut étre vide). On dfinit pour chaque i, 'opérateur Opiny = ( Clest
I'opérateur identité si aucune fleche n’arrive sur 7).

Chaque graphe non aérien I' permet de définir une application Br qui, pour
toute famille aq,...,q, de tenseurs contravariants totalement antisymétriques et
d’ordres respectifs £, + my, ..., £, +m, sur R% associe un opérateur |m|-différentiel
Br(ai,...,a,) défini par

d n
t eb(i
BF(ala cee 7an) = Z HaFm(z)azD " )atﬁ AERA 8tan>-
to=11i=1 1 mn

Exemple:

On prend 'exemple du graphe I' ci-dessous
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Le graphe I' est orienté par 'ordre O suivant:

ﬁ<ﬁ<1_bli<?3<3ﬁbl.

Alors, pour tous tenseurs aq, s et as d’ordre respectif 3,0 et 2, I'opérateur bid-
ifférentiel Br s’écrit:
Pay 0ot 0 0

Oxt1Oxts” Oxtz Oxts T Oxtls

. t1,t2,t3
Broy(on, az,a3) = g ay

1<ty,...,t5<d

Remarque 3.1.
La définition de l'opérateur Br dépend du choix de la liste compatible
o —

— — — —
= (lal,...,la}l,lbl,...,lbl cooynay,..,nag nby, . by ).

mi?
Changer cette liste par une permutation o sur l’ordre des fleches faisant passer de la
liste I' a la liste o(T"), revient a multiplier Br par le signe (o).

La définition de l'opérateur By est étendu auz graphes non compatibles en posant

BU(F) = E(O‘)BF.

— SN
On considre un graphe arien A = ((E, cee 1@1) R, (nﬁai, e ,na?n>> de type
(. <.). Si on ajoute les jambes a la fin de la liste A, on obtient alors une liste

i — — N
r:(ﬁ S S AR TN SR b nb;;)

al,...,la%l,...,na?,...,na?n, S
On note (my, . .., m,) la signature de la permutation passant de la liste I" & la liste L.

La cochaine C'a définie par A est une série formelle:

Calag,...,an) = Z e(my,...,my)Bplaa, ..., an)

mi,...,Mp >0
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. tDeb(i .
avec la convention que a;”""” = 0 si |oy| # £; + m;.
Les cochalnes considérées ici sont des combinaisons linéaires a coeflicients con-

stants:
C = Z CZAC A
A
de cochaines associées a des graphes A de type (. <.). Comme les tenseurs «; sont
antisymétriques, on se restreindra a des combinaisons C' telles que a,a) = €(0)aa
- =
pour toute permutation ¢ sur 'ordre de I'une quelconque des suites <iall, e ,iaz).

Comme on ne considére que des cochaines symétriques (pour | |), on se restreint a
des cohaines C telles que pour n’importe quelle permutation 7 de deux sommets i et
jde Ayona aya) = (—1)ftEHGEnt+h1)g, s 7(A) est le graphe ascendant:

T(A) =
S - — - — N
((ﬁal,...,la}l),..., (iaﬁ,...,iazi),..., (ja{,...,jaé_),..., (nﬁal,...,na?n))

_<(T(1)T(a}),..., ) ( | : J)

- ((h@}),...,h(@l)), o (w(a{),...,z‘ﬂa%j)

Alors, d’apres [AGM], on a
Cray(on, .oy, an) = Calon, oo, 0,00, 0, Q).
Si 0 =), aal est une combinaison linéaire symétrique de graphes ascendants et
Cs la cochaine )\ aaCa, alors, cette condition garantit que le terme correspondant a
my = ---=m, = 0 dans la série Cs est | |-symétrique. Grace au signe (my, ..., my,),

tous les autres termes le sont aussi.

Exemple:

Prenons pour A la “roue de longueur 3”:

5= ((3).(3) ().
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Alors si aq, ag, a3 sont des tenseurs d’ordre kq, ko, ks,
Calan, ap, a3) =

_ 1\ka—1 t1.tgy Ty 41ty +ko Ty +ho+1-thy+kotks
E ( 1) 8tk1+k2+1a1 a151052 825k1+1043

1<ti,estiey +hothy <d

Oy N Ny Ny iy N N Oy N Oiyia N AN Oy i

Cette cochaine n’est pas symétrique, sa symétrisation est:

Cla, ag, a3) Z €1al(0)Calo(1), Ao(2), Ao3)) = (3CA — 3Car) (a1, g, i3)

oES3

ou A’ est le graphe aérien:

= (7). (). ().

C est donc la cochaine Cy associée a la combinaison symétrique de graphes linéaires
0 =3A —3A".

4. L’OPERATEUR DE COBORD SUR LES GRAPHES DE TYPE (. < .)

Dans ce paragraphe, nous définissons directement sur les combinaisons linéaires
symétriques 0 de graphes de type (. < .), un opérateur de cobord noté 0 correspondant
a l'opérateur de cobord pour les cochaines symétriques Cy définies par §. Dans [AGM],
il est montré qu'un tel opérateur 90 défini sur les graphes existe et vérifie Cys = 0Cs.
Dans le cas des graphes ascendants, son expression peut étre simplifiée.

Soit A un graphe de type (. <.) ayant n sommets (1,...,n).
— — —
A= ((1a%,...,1a§1) (nﬁal,.. ,nay, ))

Chaque sommet k de A est de type (fr < lx).

On fixe un indice j tel que 0 < j < n. On renumérote les sommets de A en
(0, .. . ,n). On garde le graphe avec son orientation, c’est a dire qu’on obtient
un graphe A(0, .. ... ,m) qui a les mémes fleches que A mais leur nom a changé
conformément au nouveau nom des sommets. L’ordre des fleches est inchangé.

. — — . —
A0,...7...,n) = (((E,...,OCSJ ey (/ﬁcl,...,kczH) U U (@,,nc}?ﬂ))
Chaque sommet k de A(0,...7...,n) est de type (frs1 < legr) si k < j et (fu,ly) si
k>j.

On fixe un autre indice 7 < j et une partie I de Fin(i) dans ce graphe A(0,...7...,n).
On construit les graphes Ai’;’s et A]I: * non compatibles de sommets (0, ...,n) ainsi:
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Irs
Ai,j -

s : . m
OCK1 NN I 76T % I 16 JCr1 - JChy ) o T s 1...ncy

— A — = R —
(0. 0¢%) . ¢ ) (el )
(s)

avec [ = F'lnAIrs( i), FmAi,;,s(j) = Finyg, 5. () \1 et s est la position de la fleche

.......

U dans DebAzrs( i). On impose que 7 soit de type (fl <r+1) et que j soit de type
(f’<€l+1—'r’) Onafi+ fi=fin+1
De méme
Irt
A=
4 0 2 ; .
<Ocl...Oc€1),..., jey... gv ... je,
(®)

2 n
iCrpy .- 1C) ncy ...nc

n

) @) ()

avec [ = FmAz rt( ), FinAz,r,t(j) = Finyg 5 () \1 et t est la position de la fleche

]z dans DebAzm( i). On impose que 7 soit de type (fl <r+1) et que j soit de type
(f’<€l+1—'r’) Onafi+ fi=fin+1

Ces graphes sont définis pour tout 0 <r <l et 1 < st <r—+1.

Définition 4.1. (L’éclatement du sommet 1)

Soit A un graphe ayant n sommets (1,...,n). On fize deuzx indices i et j tels
que 0 < i < j < n. On renumérote les sommets de A en (0,...7...,n). On
obtient un graphe A(O .. ,n) défini comme précédemment L’éclatement du
sommet i de A0,...7..., ) est la collection des graphes A % et Ai’f’t, pour tout
I CFinyg 5 (@), 0<r </l etl<st<r+1.

On dit que le graphe Ai{’;-"’s (resp. A]Ift) se contracte proprement en © a /\ si et
seulement si

inf {#DebA;,r,s(i) + #Fing i (i), #Debyrn(j) + #FmA;,,S(j)} >1
ou

DebAIrs() FZnAITs<j):<i_j)> etFZnAITs<) DebAIrs( >:®
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(resp.

inf{#DebAl_,u( ) #Finree (i), #Debyre () + #Pingre() b > 1
75 s

W—/

ou
Debytri(j) = Fings (i) = (j_{) et Finytoi(j) = Debyroa(i) = ).

On notera la famalle de graphes vérifiant cette propriété:

{Al{’;”s tels que AlrspﬂpA} (resp. {AJIZ” tels que Al”pgpA})

Proposition 4.2. (L’opérateur 0 sur les graphes de type (. < .))

Soit § =)\ anA une combinaison linéaire symétrique de graphes de type (. < .)
ayant n sommets (1,...,n). Alors

0Cs = Z anCan
A

ot

z : z : rt A Lmrt z : r,s I,rs

<i1<y< prop prop
OsisIsn | alre I A TR
1 ? 1

Pour tout sommet a, posons #DebAi,ir,t(a,) = q, et #DebAlg’,jr,s(a) = p,. Les signes
sont:
71 = () (oD
et
5;7; — (_1)pj(po+---+pjf1)(_1)(pj*1)(po+---+p¢71)(_1)8*1(_1)%%.
Preuve

La cohomologie de Chevalley est donnée par:

Cs(a, . .., o) = Zew(j,o o geen)(=D)Gl Y Cs(ag, . G a)

C A .
+ E | 5|€| (0.2 1, 9) Vs (ap,. aran) i

—ZEM j,Z,O,Z}’n)Cg (Va].oéi,ozo,...(Sz\i...(i}...,()zn)
7]
=)+ 1)+ (LI]).
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Il y a des simplifications entre (I), (II) et (III). Dans [AGM], il est montré que
chaque terme de (I) et (II) correspond & un graphe Ai’f’s ou AJI: ' provenant d'un
éclatement qui ne se contracte pas proprement sur A, on dira que ce terme n’est pas

propre. Il se simplifie avec un terme de (I17) et il nous reste la somme des termes
“propres” de (II1):

805(040’ .. 70511) = — Z an Z 5\a|<j7 0,.. j o ’n)(_1)(\%‘\*1)(\a0\+---+|a¢71\)
A

1<j
CA(OzO, ce Vajozi, .. @\] .. ,Ozn) + an‘(j, 0,.. j o ,n)(—1)(\041'\—1)(\040\-1-...—1—\041'—1\)
)

@ 1<j

(_1>|a¢Ha]~| CA(O&(), Cey VaiOéj, c. O/é\] cey Oén)
——
(i)
Apres simplification, pour chaque graphe A, I'opérateur
CA(O((),...,vaiOéj,...éé\j...,Oén)
——

(@)

NN
est la somme des termes de la forme Cr.rs(a, ..., o) olt A, ’;’S se contracte propre-

i,J ’
ment en ¢ sur A. De méme 'opérateur

CA(OZ(],...,Vaj()éi,...Oéj...,Oén)
N——
(4)
 ALrt

est la somme des termes de la forme Cy1re(ap, - . ., ;) ot A" se contracte propre-

gyt ’

ment en ¢ sur A.

J ) . . . t
On vérifie que ces termes apparaissent avec les signes 5?’; respectivement 5;}‘-

Définition 4.3. (Espaces de cohomologie sur les graphes)

Une combinaison linéaire symétrique 0 de graphes de type (. < .) est un cocycle si
00 = 0, un cobord s’il existe une combinaison linéaire symétrique B telle que o = 0.

L’espace Z™ des n-cocycles est l'espace des combinaisons symétriques de graphes
linéaires ayant n sommets et qui sont des cocycles.

L’espace B™ des n-cobords est l’espace des combinaisons de graphes qui sont les
cobords de combinaisons symétriques de graphes ayant n — 1 sommets.

Le n®™ espace de cohomologie des graphes H™ est le quotient de l’espace Z™ par
l’espace B™.
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5. SYMBOLE D’UN GRAPHE

Soit A un graphe de type (. <.) de sommets numérotés (1,...,n). On peut dis-
tinguer cinq classes de sommets i:

Classe 1: les sommets ¢ de type (0 < ¢;) avec ¢; > 1. On posera O(i) = (0,¢;).
Classe 2: les sommets i de type (f; < £;) avec £; > f; > 1. On posera O(i) = (f;, {;).
Classe 3: les sommets ¢ de type (1 < 1). On posera O(i) = (1,1).

Classe 4: les sommets ¢ de type (0 < 1). On posera O(i) = (0, 1).

Classe 5: les sommets ¢ de type (0 < 0). On posera O(i) = (0,0).

On ordonne les types des sommets suivant (*) en posant:
(0,4;) > (f;,4;) > (1,1) > (0,1) > (0,0),

b > Ly,

0,4;) > (0, ¢y ;> lyet (fi,l) > (fir, b

L’ordre O(A) d’'un graphe A de type (. <.) est le mot formé par les ordres de ses
sommets:

O(A) = (O(1),...,0(n)).

On ordonne les ordres des graphes par I'ordre lexicographique, en respectant (x).
Sid = ) ,aaA est une combinaison linéaire symétrique de graphes ascendants,
on définit 'ordre de § par:

O(9) = Maz{O(A), aa # 0}
et on appellera symbole de § la combinaison linéaire non symétrique:
o5 = Z CLAA.
A
0(A)=0(5)

Comme ¢ est symétrique, son ordre a la forme:

O(8) =
(00, €1), -y (0, Lrog—1)s (frgs Crg)s s (framt, ly—1), (1, 1), .., (1,1),(0, 1), ..., (0, 1), (0,0), ...)
(k1) (k2) (k3)

OG>0 > > le1, et (froy ko) = = (froo1, lky—1)
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(on peut avoir kg = 1 ou ky = ko, etc...)

Proposition 5.1. (Le symbole de 09)

Soit 0 une combinaison linéaire symétrique de graphes aériens ascendants, d’ordre
00) =

((0,1), o0, (0, €ig—1)s (frgs Cho)s s (frn—1, liy—1), (1, 1), ..., (1,1), (0, 1), ..., (0, 1), (0,0), ...)
(k1) (k2) (ks)

Alors, chaque graphe Ai{ ’;’s et AJI; ' apparaissant dans 98 est d’ordre au plus:
O@)®(1,1) =

(€0, 1), e (0, €ig—1)s (frgs Cho)s s (frn—t, Ciy—1), (1, 1), ..., (1, 1), (0,1), ..., (0, 1), (0,0), ...).
(k1) (k2+1) (k3+1)

Si O(00) = O(0) & (1,1), alors le symbole de D9 est:

£'+1—178 I,£'+1—178
CEEDINEEDS DL etrAy

A€o 1<J I,6;41—1,s PTOP
0<i<ko—1 Dij 7 A
k1 —1<j<ko—1

[ 0,1 A 1,0,1 Civ1—1,5 AT Lig1—1,s
+ Z Z Ej,iAj,i + Z €ij Ai,j

1<j 1,01 PTOP I,;1—1,5PTOp
ko—1<i<ki—1 23 7 A Ay >4
k1—1<j<ko—1

[ 0,1 A 1,0,1 0,1 A 1,0,1
+ D D el Y Al } }

(2

1<j - \o,1Prop 1,0,1 PToP
ki—1<i<ke—1 25 7 A Ay T A
k1—1<j<ko—1

= &.

Rciproquement, si le second membre & est différent de 0, alors, O(00) = O(§)®(1,1)
et il sera é€gal a oys.

Preuve

Fixons un couple (7, j) avec 0 < i < j < n. Il est clair que dans la décomposition
de O(A), les ordres des graphes A;f ' ou Ai’f’s sont;:

*S10<i<ky—1, alors

O(Ai’;’t) = ((O,fl),. R (]_,fi_i_l —T),. R (O,T+ 1), .. ) ol <r< Ei—f—l-
(4) )
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Donc (’)(AJIZ”) <O ®(1,1). I n’y a aucun graphe A]I»:ir’t, dans ce cas, qui apparait
dans &.
D’autre part:

O<Azl,7jr7s> = <<O7£1)7 ) (0,T-|- 1)7 R (17£i+1 - T)7 . ) ol <r< €i+1-
(@) ()
¢ J

Donc (’)(Ai{’;’s) < O0) ®(1,1) et Iégalité n'est vraie que sir = ;11 — let kg — 1 <
J < kg — 1. Pour chaque s compris entre 1 et ¢;,1, il y a un seul graphe

I,@H,l*l,s o
Ajj =
— — — - - N —
0 ) KA ) -7 . n
<OC1---OC£1>>---> Wy e ] LG ,<jc€i+l),...j...,<ncl...ncgn)

(s)
*Sikg—1<i<k —1,alors
OALPY) = ((0,41), .o, (fl g1 —7), o, (ffr+1),..0) 00 <7 < L.
W

J
——

@) &)
Donc O(A;ft) < O() @ (1,1) et 'égalité n’est vraie quesir =0,t =1, f/ = fi11 et
ki —1<j<ky—1. Ilya fii1 graphes A]{’?’l dans ce cas:

—> — — — A —
ALOT (((ﬁci...ocg) (jl) , (z’cll...z'c;m) N (rﬁlncg»

~

ou les f;y1 fleches arrivantes sur ¢ dans A(0,...7j...,n) seront réparties une sur j et

1,01 qoetes s
et on a f; 1 possibilités.

les fii1 — 1 qui restent sur i dans A i

D’autre part:
O(Az{’;’s) = ((0761)7 sy (filv r+ 1)7 BRI (f]l‘agi-l-l - T)? e ) 00 S r < Ei-l-l'
(4)
¢ ()

Donc (’)(Al{’;’s) < O(0)®(1,1) et I'égalité n’est vraie que sir = ;1 — 1, f! = fir1 et
ki —1 < j < ky— 1. Pour chaque s compris entre 1 et ¢;,1, il y a un seul graphe

Iliy1—1s

/[:7-7 -

—3 —> — — . — A — —
(Ocl...()cgl>,..., (e R Y B (& A ,(jczi+l),...j...,(ncl...nc?n)

(s)
*Sik —1<i<ky—1, alors
O(ALT) = O(A]7*) = ((0,61),...,(1,1),...,(1,1),...) or=0ets=t=1

~——
(@) )
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Donc pour et seulement pour ¢ < j < ky — 1, (’)(A]I»”io’l) = O(Az{’f’l) =00)®(1,1)

)

et il y a un seul graphe A?;l et un seul graphe Ai{’f’l dans ce cas.

— — . —
Ai’io’l: ((Ocl...chl),...,(ﬁ),<icll),...j...,<n—c'f...nc’gn))

— — . —
AZ-I”]Q’lz ((()??...0021),...,(z'_j)),<jc’1),...j...,(nﬁcl...nc}i))

* Sii > ko, pour tout j > i, on a O(Ai’{’t), O(Az{’;’s) < O(6) @& (1,1), dans ce cas,
ces graphes n’apparaissent pas dans &.

Enfin, si A est un graphe de 6 qui n’apparait pas dans le symbole o4, alors les
ordres des graphes Ai’f’s et A]If ! qui se contractent sur A sont tous strictement plus
petits que O(J) @ (1,1). On regarde donc seulement les A qui apparaissent dans é.

A partir de maintenant, on note abusivement

095 — Z (lA/A/ s si 00 = ZCLA/A/.

A'eds A
O(A)=0(5)®(1,1)

Définissons maintenant I’opérateur d’homotopie.
Définition 5.2. (L’homotopie)

Soit A un graphe de type (. < .) de sommets (0,...,n), ayant des sommets i
d’ordre (1,1). On définit ’homotopie h comme application qui transforme le graphe
A en le graphe h(A) défini ainsi:

On considére ig, le plus grand des indices i d’ordre (1,1). La fleche issue de iy est
— ~ .
ipa. Le graphe h(A) est le graphe de sommets (0,...1...,n) obtenu en comprimant

la fleche iga de A et en identifiant les sommets ig et a au sommet a. On remplace la
fléche cz_'>0 dans A par la fléche cd dans h(A).

Si A n’a pas de sommets d’ordre (1,1), on pose h(A) = 0.

On prolonge h linéairement a [’espace des combinaisons linéaires de graphes.

Proposition 5.3. (Symbole et homotopie)

Soit 0 une combinaison linéaire symétrique de graphes de type (. < .) ayant n
sommets numérotés (1,...,n) et d’ordre
0(0) =

(00,1), e (0, €ig—1)s (frgs Cho)s s (frn—1, liy—1), (1, 1), ..., (1, 1), (0,1), ..., (0, 1), (0,0), ....).
(k1) (k2) (ks)
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Alors

h(Ua(g)

Preuve

= Gonog + (—1) s

W. ALOULOU, D. ARNAL ET R. CHATBOURI

z_fz)

Z gl—i‘ Z (é ags.

1<i<kg ko<i<ki

On reprend les notations de la proposition précédente. On a donc:

D

1<J
0<i<ko—1
k1 —1<j<ko—1

095 = — Z CLA{

A€o

D

i<j

+

ko—1<i<k—1
k1—1<j<ka—1

D

i<j

+

k1—1<i<ko—1
k1—1<j<ka—1

D

A1011’

A

Z'H»l I Z'H»l
Z 8 7] A 7]

Itip1=1s TP o

i,J i
0,1 I,O,l § £¢+171,S 1 Z'H»l*l S
j,0 A j,0 + €i7j A 7]

Az Lip1—1, spmpA

i,J i
0,1 A 1,0,1 0,1 A 1,0,1
qiBgi ot Z €ij Az‘,j } }
prop
Af’;)’l - A

(2

Le dernier sommet d’ordre (1, 1) dans 99 est ks — 1. Dans Iexpression précédente,
on regarde les termes pour j = ko — 1:

SIS

liv1—1,s AL lip1—1,s
€i ka1 Ai,k2—1

A€oa 1<J Ieiyq1—1, SPTOPA
0<i<ko—1 Ti,ko—1 i
j=ko—1
0,1 1,0,1 Zi+171,3 I,@H,l*l,s
+ E : [ E Eho—1,iB k-1, T E ika—1 Ai,kg—l
i<j ro0a1 Prop IZZ+1—1sp7'Op
ko—1<i<k;—1 Ak2712 - A Az kg —1 A
j=ko—1
Z Z 1,0,1 Z 0,1 1,0,1
+ |: 6]{)271 ZA]C271/L gl kg IAZ k271i| }
1<j 1,01 Prop 1,01 Prop
ki —1<i<ke—1 Skypi1i 7 A Aiky-r 7
j=ka—1

*Pour 0 <i < ky—1,

— —
I,Z,’ —178 ) . .
Ty :(<0_c§ . .0021), , <zc1 coi(ky — 1;...zcg +1_1>, ((k:g — 1) +1>’
()
— —  —
.k:g—l...,(nc?...nc?n)).
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Appliquons I’homotopie h, on obtient

h(AI,KH,l—l,S) —

i,ko—1

— — - - — —

0 . . . ﬁ

<001...ch1),..., icy .. ilcg,, ) - g, ...kig—l...,<ncl...nc?n)
——

et le signe sera

e = ()T () e () e,

D’ou, pour chaque 1 < s < {;,4,

ST AT = ()T R A, Ry 1),

*Pour kg —1 <1< ky — 1.
- On a d’abord f;;; graphes de type Ag,_1,

ALOL
ko—1,i =
— N o _— —
((Oﬁci...()cgl) e ((kg—l)i) : (iczl...iczi+1> ok =100, (@ncg ))
alors
h(Ai’goilLi) =
— — — —
((0«:1...0«:21) (icg...iczm) kg —1..., (@W))

D’ou,

5%21—1,ih<A£720_’117i) = (=1t A0, . /g—\l S n).

- On a aussi un graphe de type A, ,—1

i+1—1,8 0 7 : ) i
Ai[,’lf;-ill 1 :<<(ﬁci...0021), e <zc1 coi(ky — 1;...20&_“_1), ((k;g — 1)%“),...
(s)

D’ou, pour chaque 1 < s < {;,4,

ST RALETT) = —(—1) e A, R — L),
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* Pour k; — 1 <i < kg — 1, on a aussi des graphes des deux types :

— = S
A= (o o) (e = 17)  (ich) s B =1 (e ﬁ))

[y

Donc

0 R(ARM ) = (—1) e A0, By — 1., ).

De méme, on a

2 = (00 oo (T ) (G D)o oL, ().

Donc

8 (AT ) = (=)t e A0,k — 1., ).

Enfin, dans I'expression de oga, on regarde les termes pour j < ko — 1. D’abord,
par définition de I’homotopie h si j < ky — 1, on a:

prop prop
AT = A = h(A[T®) = h(A)
1 1
et
prop prop
I,rt I,rt
Aj - A <= h(A;) — h(A).
2 2

De plus les signes ¢’ et egf ne dépendent pas de ko — 1, on en déduit que la somme

de tous les termes pour j < ky — 1 est:
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£'+1—178 I,£'+1—178
CEEDINEEDS 2. Ayt

AEO’5 Z<] I,Zi_',lfl,s prop
0<i<ho—1 Dij i
k1—1<j<ko—1

071 170,1 £i+1—178 I,£i+1—178
+ Z [ Z €ji Aj,i + E : i Ai,j
1<j 1,0,1PTOP I,6;,1—1,sPTOP
ko—1<i<ki—1 S50 7 A A i
k1—1<j<ko—1

0,1 A 1,0,1 0,1 A 1,0,1
DY [ D7 S WA Y H

(2

1<j 1,0,1 PTOP 1,0,1 PTOP
ki—1<i<k,—1 2 7 A Ay oA
k1—1<j<ko—1
—_—
= O'ah(gA)(O, .. .k?g —1... ,TL).

Ceci démontre notre proposition.

6. COHOMOLOGIE DES GRAPHES ASCENDANTS

Disons qu'un sommet ¢ d'un graphe de type (. < .) A est simple si #Deb(i) < 1
et #Fin(i) < 1.

Proposition 6.1. (Modulo un cobord, le symbole d'un cocycle ne contient que des
sommets simples)

Soit 6 une combinaison linéaire symétrique de graphes de type (. <.). On suppose
que 0 est un cocycle (06 = 0). Alors il existe un cobord 0f tel que le symbole o5_ps
de § — OB ne contient que des graphes A dont tous les sommets sont simples.

Preuve
Puisque § est un cocycle, h(ogs) = 0. On a alors:

0= (—1)at T ( Z 0 + Z (¢; — fi)) 05 + Oon(oy) = A05 + Ooh(os)-

1<i<ko ko<i<ki

Dire que o5 contient au moins un graphe possédant un sommet non simple, c¢’est dire
que dans O(6), k; > 0. Dans l'expression précédente, le coefficient a de o5 est non
nul. Puisque o5 n’est pas nul, on en déduit que h(os) n’est pas nul, donc ko > ky, il
existe des sommets d’ordre (1,1) dans les graphes A de oy.
1
Posons 51 = ——=S(h(os)), 0 S(h(os)) est la symtrisation du graphe h(os). D’abord
a

par construction, les graphes apparaissant dans S(h(os)) mais pas dans h(os) sont
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d’ordre strictement plus petit que les graphes apparaissant dans h(oys), ou:

Oh(os) = 9S(h(0s))-

Ensuite, on a vu que pour calculer le symbole de 99, on ne considérait que les graphes
du symbole de § donc:

O0h(as) = T0S(h(o5)) — —AT9p
Alors,
0'551 = 0y.

Autrement dit 0; = § — df; a un ordre strictement plus petit que O(9). Si le
symbole de §; a des graphes avec des sommets non simples, on peut recommencer
cette opération. Au bout d’un nombre fini d’étapes, on arrive sur une combinaison
de graphes 6 — 03 dont le symbole ne contient que des sommets simples:

O — dp) = ((1,1), o (1L,1),(0,1),. .., (0,1), (0,0),...,(0,0)).

Donc tous les graphes de § —93 n’ont eux aussi que des sommets simples. Ces graphes
sont des graphes vectoriels ou linaires a sommets simples étudiés dans [AACIT] et

BACT .

Définition 6.2. (Les roues)

Une roue symétrique Ry de longueur k est le symétrisé de la roue simple qui est le

graphe Ay, ayant k sommets (1,...,k) et lesk fleches <(ﬁ), (2?)), o ((B=1)k), <]€—1>)> .

Le calcul de la cohomologie des graphes vectoriels et linaires a été réalisé dans
[AACTT] et [AACTIY]. Comme nous nous sommes ramenés a cette situation, on obtient,
de méme, ici:

Théoréme 6.3. (La cohomologie de Chevalley des graphes de type (. < .))
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La cohomologie de Chevalley des graphes de type (. < .) est donnée par les roues
de longueur impaire. Plus précisément, pour tout n, une base de H™ est donnée par

p
{R2k1+1 N R2k2+1 N A ngp+1, avec /{Zl < /{72 < e < /{Zp, Z(Q/{ZZ + 1) = n} .
i=1

Théoréme 6.4. (La cohomologie de Chevalley de I'action adjointe des tenseurs as-
cendants)

La cohomologie de Chevalley de l'action adjointe des tenseurs ascendants dans
Tpoly(]Rd) est donnée par des cochaines Cs ot d est une combinaison de roues impaires
de longueur strictement plus petite que 2d.

Preuve
Soit Cs un cocycle défini avec des graphes de type (. < .), alors, 0Cs = Cys = 0.
D’apres le théoreme précédent,

d = 86+ Z a'rl...qurl /\"'/\qu~

ry<---<rq
Tjimpair

Montrons que si 2p + 1 > 2d, alors, Cg,,,, = 0.
Prenons A la roue de longueur 2p + 1:

5= (). (8) ... (@)

Alors si ay, ..., agy1 sont des tenseurs d’ordre k, .. ., kgpi1. Posons
[1:{1,...71{}1}7[2:{k1—|—1,...,]€1+k2},...,[2p+1:{Z ]{Zj—i-l,, Z k]}
Jj<2p+1 J<2p+1

Soient (jl, . aj2p+1) < Il><' . 'X12p+1, posons Il = Il\{jl}a cee 12p+1 = Izp+1\{j2p+1}.
Alors,

CA(Ozl, ceey O[2p+1) =

Z Z €<j17"'7j2p+17]/’\17"'7]§1;1)

LUl ootbgy 1 S (15002 +1) €1 X X T2p g

try try Uypin
6,5].2“1&1 8th [0 %I 8tj2p Oé2p+1 8,5H VAN 8t1/\ .

2p+1
On définit 2p + 1 champs de vecteurs dépendant de ¢+, ..., t—— en posant
I ) 12p+1
d d .
_ try _ I2p41
& = E aq 8tj1 Y §2p+1 = E Qopt1 atj2p+l
tj, =1 1

tiopp1=
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et
A, ztejl R Zjl
A, ztem T Y ZJQ
Jacjl,...,j2p+1 (ék‘) =
5, gt - - T2
i1 3 8tj2p+1 S

En symétrisant Ca, on obtient

CR2p+1 (ala ey a2p+1) - Z E‘M(O‘)CA(O(U(U, e 7aa(2p+1))

oE€S2p+1

= Z Z 8(.j17"'7j2p+171/—\17"'7];;)

ISt yeesbieg 4otbgy 1 4 (150 0d2p 1) €L XX T2p g

a(tT’(JCLCj17...7j2p+1 (£1> . JCLC]'I,___,J'QP_H<§2p+1))>&5H FANERIA at/—\

Iopt1
ol on a noté par a 'opérateur d’antisymétrisation.

Dans [W] et [AL]], il est montré que a(tr(A; ... Asys1)) = 0 dés que 2p + 1 > 2d.
Alors, ceci prouve que Cr,, ., = 0si 2p+1 > 2d.

La cohomologie est donc engendrée par les cochaines Cs ot § est une combinaison
de roues impaires de longueur strictement plus petite que 2d.

Remarque 6.5.
On peut traiter de méme les graphes de Kontsevich ariens de type (. > .) forms
par des sommets de type (f; > {;), c’est a dire, exactement {; fleches sortent de i et

fi>€i Sifi>1,

fi fleches aboutissent sur i avec _ .

On peut regarder la cohomologie de Chevalley des graphes de type (. > .) en
définissant un autre ordre:

Classe 1: les sommets i de type (f; > 0) avec f; > 1. On posera O(i) = (f;,0).
Classe 2: les sommets i de type (f; > ;) avec f; > €; > 1. On posera O(i) = (f;, l;).
Classe 3: les sommets i de type (1 > 1). On posera O(i) = (1,1).

Classe 4: les sommets i de type (1 > 0). On posera O(i) = (1,0).
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Classe 5: les sommets i de type (0 > 0). On posera O(i) = (0,0).

On ordonne les ordres des sommets suivant (x) en posant:

(fi,0) > (/5. 4;) > (1,1) > (1,0) > (0,0),

fi > fi’7

(fi,0) > (fir,0) < fi > fo et (fi, &) > (fu, ly) & fi = fo et b; > ly.

L’ordre O(A) d’un graphe A de type (. > .) est le mot formé par les ordres de ses
sommets:
O(A) = (O(1),...,0(n)) .
On ordonne les ordres des graphes par l'ordre lexicographique, en respectant ().
En appliquant le méme technique, on retrouve que la cohomologie des graphes de
type (. > .) est aussi engendrée par une combinaison de roues impaires.

On remarque, finalement, qu’en considérant les graphes de type (. < .) et de type
(. >.), on passe d’une classe de graphes a l'autre en changeant le sens de toutes les
fleches, on dira qu’on a transposé ce graphe. Les roues sont des graphes invariants
sous cette transformation, elles donnent, aussi, la base de la cohomologie transposée

définie par:

(f0)(A) = *(a('A)).
Cependant, lopérateur 'O est un opérateur de cobord différent de celui de Chevalley
sur Typory(RY). (Voir lexzemple donn dans [AACY])
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