Runda 3, problema 2

Aceastd problemi a fost rezolvatd corect de citre 43 dintre
participantii la cea de-a treia rundi a Concursului de Pro-
gramare Agora. O rezolvare pentru o problemi echivalen-
td a fost publicatd in numarul 2/1994 al Gazetei de Infor-
maticd.

Enuntul problemei echivalente era urmitorul: O placd
dreptunghiulard de dimensiuni L1 x 1.2 (L1 < 600, L2 < 300)
este impartitd intr-o retea ortogonald de patrate de laturd
1, in care sunt marcate N puncte albe si N puncte negre, toa-
te avand coordonate intregi. Oricare trei dintre cele 2N
puncte nu sunt coliniare. In scopul obtinerii unui circuit
imprimat prin corodarea pldcii, fiecare punct alb wrmeazd
a fi unit printr-un segment de dreaptd cu un punct negru
oarecare, dar astfel incit oricare doud dintre cele N seg-
mente sd nu se intersecteze.

Singurele diferente, care au aparut in cazul problemei
propuse la runda a treia, sunt reprezentate de stabilirea di-
mensiunilor tablei la 1.000 x 1.000 si posibilitatea ca
punctele si aibd coordonate reale cu trei zecimale. Putem
tnmulti fiecare valoare cu 1.000 si obtinem o placi de di-
mensiuni 1.000.000 x 1.000.000.

In Gazeta de Informatici 2/1994 erau prezentate doud
solutii pentru rezolvarea problemei. Prima se baza pe me-
toda backtracking: se incearcd o conectare a punctului alb
(vanitorului) curent cu un punct negru (fantomd) neco-
nectat Incd, astfel incat segmentul (raza) format(3) si nu se
intersecteze cu nici unul dintre segmentele (razele) deja for-
mate. Este evident ci o astfel de solutie nu se va incadra in
limita de timp admisa, asadar nu vom mai insista asupra ei.

Cea de-a doua solutie foloseste un algoritm care evitd
metoda backtracking. Pentru inceput vom conecta punc-
tele intr-un anumit mod. De exemplu, am putea conecta
punctele (vanitorii si fantomele) in ordinea dati la intrare:
primul punct alb (vdnitor) cu primul punct negru
(fantom3) etc.

Vom indentifica prin v, punctele albe (vindtorii) si cu
F, punctele negre (fantomele). Vom verifica apoi dacd
existi doud segmente V. F_ si V,F, care se intersecteazi. In
acest caz conexiunile se vor modifica si noile segmente vor
fiv,F, si v,F,. Este evident ci aceste segmente nu se vor
mal intersecta.

Vom demonstra in continuare cd, prin schimbarea co-
nexiunilor, suma lungimilor celor doud segmente se redu-
ce. Vom nota cu 0 intersectia segmentelor vV F, si V,F,.
Stim cd Intr-un triunghi lungimea unei laturi este intot-

deauna mai micd decit suma lungimilor celorlalte doui.

Asadar, in triunghiul v,0F, avem V,F, < V,0 + OF,, iar in

triunghiul v,0F, avem v,F, < v,0 + OF,. Adunand cele do-

ui inegalititi obtinem V,F, + V,F, < V,0 + OF, + V,0 + OF,,

adici V.F, + V,F, <V,F, + V,F,.

Asadar, dupi fiecare modificare a conexiunilor suma
totald a lungimilor segmentelor se reduce. Deoarece aceas-
td sumd nu va fi niciodati negativi, inseamni cd dupd un
numdr finit de pasi nu vom mai avea intersectii.

Se contureaza astfel urmitorul algoritm de rezolvare a
problemei: atdta timp cat existd doud segmente care se in-
tersecteazd se modificd conexiunile pentru punctele cores-
punzdtoare.

Aceasta a fost solutia prezentatd de majoritatea celor
care au obtinut punctaj maxim la aceastd problema. Acest
lucru s-a datorat faptului i redactia a considerat ci o re-
zolvare corectd care nu foloseste metoda backtracking
meritd 100 de puncte. Totusi, puteau fi gisite destul de
usor date de test pentru care programele s nu se incadre-
ze 1n limita de timp admisd. Ordinul de complexitate al al-
goritmului prezentat anterior este liniar in suma lungimi-
lor segmentelor, dar nu este polinomial in numirul de
puncte, deoarece dupd modificarea conexiunilor pentru
doui segmente, segmentele nou formate se pot intersecta
cu alte segmente, deci numdrul de intersectii nu se reduce
neapirat, ci numai suma totald a lungimilor.

Enuntul problemei, asa cum a fost el publicat in nu-
mirul 10/8 al GInfo a fost preluat din cartea Introducere
in algoritmi. Problema apare la sfarsitul capitolui 35 (Ge-
ometrie computationald) - pagina 783. In CLR (aceasta
este denumirea folositd pe plan international pentru cartea
Introducere in algoritmi; denumirea provine de la initiale-
le celor trei autori: Cormen, Leiserson, Rivest) apar urma-
toarele indicatii pentru rezolvarea problemeti:

o Demonstrati ¢ existd o linie care trece printr-un vandtor
de fantome si printr-o fantomd, astfel incit numarul va-
natorilor de fantome aflati de o parte a liniei este egal cu
numdrul fantomelor aflate de cealaltd parte. Descrieti
cum se poate determina o astfel de linie intr-un timp
O(n - log n).

* Se cere un algoritm de timp O(n? - log n) care sd echiva-
leze numdrul vanatorilor de fantome cu numarul fanto-
melor in asa fel incdt sd nu se intersecteze nici o razd.

S3 prespunem cd am reusit si determindm linia cerutd
la prima indicatie. Am putea acorda un premiu celui care
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va gisi un algoritm de rezolvare folosind astfel de linii.
Noi nu am reusit.

Din pécate, varianta in limba romand a CLR contine o
gravi eroare de traducere care probabil ¢i a creat confuzii
pentru multi dintre cei care au Incercat si rezolve aceastd
problemi bazindu-se pe aceste indicatii. Traducerea co-
rectd a primei indicatii este urmitoarea: demonstrati cd
existd o linie care trece printr-un vandtor de fantome si
printr-o fantomd, astfel incit numarul vandatorilor de fan-
tome aflati de o parte a liniei este egal cu numarul fanto-
melor aflate de aceeasi parte.

Acum este destul de simplu sd gdsim un algoritm, dacd
am determinat o astfel de dreapti. Pentru rezolvare vom
folosi metoda divide et impera. Dreapta va impirti vand-
torii si fantomele in doud multimi fiecare dintre ele conti-
nind un numir egal de vanitori si fantome. Asadar, acelasi
algoritm poate fi aplicat pentru cele doud multimi fird a
exista pericolul ca vreun segment trasat in una dintre mul-
timi s3 se intersecteze cu un segment trasat in cealaltd mul-
time sau cu segmentul care uneste cele doud puncte care
determind dreapta care separd multimile.

Problema mai dificili este determinare dreptei care are
proprietatea cerutd. Ordinul de complexitate O(z - log )
indicat aratd ci este foarte probabil si folosim o anumiti
sortare pentru a determina acea dreaptd. Va trebui sd folo-
sim un algoritm performant cum ar fi heapsort sau merge-
sort pentru a ne incadra in ordinul de complexitate cerut.

Vom considera punctul P avind coordonata y cea mai
mici, indiferent dacd reprezintd pozitia unui vinitor sau a
unei fantome.

Vom sorta toate celelalte puncte in functie de unghiul
format de dreapta care uneste P de acest punct si dreapta
orizontala care trece prin P.

Vom avea doi indicatori v si F, primul va indica numa-
rul vanitorilor luati in considerare, iar al doilea numirul
fantomelor.

Daci punctul P reprezintd o fantomd atunci initiali-
zdm V cu 0 §i F cu 1, iar dacd reprezintd un vandtor initia-
lizim v cu 151 F cu 0.

Vom considera pe rind punctele sortate; daci punctul
curent reprezintd un vandtor incrementim indicatorul v,
iar daci reprezinti o fantomd incrementim indicatorul F.

In momentul in care vom avea v = F vom sti ci sub
dreapta care uneste punctul P cu punctul curent se afld un
numir egal de vnitori si fantome.

Vom demonstra In continuare ci, la un moment dat,
vom ajunge in situatia in care v = F. Presupunem, fird a
restrange generalitatea, ci in punctul P se afld un vanitor.

Daci in primul punct se afl3 o fantomd atunci ajungem
in situatia v = F = 1, deci am determinat deja o dreapti cu
proprietatea cerutd.

Daci 1n ultimul punct se afli o fantoma atunci, fie am
gasit o dreaptd anterior, fie acest ultim punct si punctul p
determind dreapta pe care o ciutim.

Asadar, in cazul in care primul sau ultimul punct
reprezintd o fantomi este rezolvat.

S presupunem acum cd atdt primul, cit si ultimul
punct reprezinti un vanitor. In acest caz initial vom avea
V=1siF=0(V-F=1),lar inaintea considerdrii ultimului
punctv=n-1§1F=n(V-F=-1).

Deoarece valoarea v - F nu se poate modifica decit cu
1 la fiecare pas, pentru a ajunge de la 1 1a -1 ea trebuie ne-
apirat si treacd si prin 0. Asadar, la un moment dat ne
vom afla In situatia pentru care v = F, deci vom avea dreap-
ta cerutd.

Datorita faptului cd dupd sortare nu se face decit o
singurd parcurgere (Intr-un timp O(n)) a punctelor, ordi-
nul de complexitate rimane O(z - log n).

In total trebuie s3 determinim 7 astfel de drepte, deci or-
dinul de complexitate al algoritmului devine O(»? - log 7).

La implementare am folosit numere de la 0 lan - 1
pentru a identifica vindtorii si numere de lanla 2-n -1
pentru a identifica fantomele.

S3 presupunem ci in sistemul de coordonate cu origi-
nea in P, avem doui puncte 2 i B de coordonate (x,, v,) si
(x,, v,). Pentru a sorta punctele in functie de unghi avem
trei cazuri:

* Daci punctele 2 si B se afld in primul cadran al sistemu-
lui de coordonate cu originea in P, atunci punctul 2 se
afld Tnaintea punctului B in sirul sortat daci si numai da-
cdy,/x, <y,/x, adicd y,-x, < y,-x,, deoarece coordo-
natele orizontale sunt pozitive. (Am Inlocuit impartirile
cu inmultiri pentru a mari viteza de executie si a evita
impirtirea cu zero.)

¢ Dacid punctele 2 si B se afld in cadrane diferite, atunci
punctul din primul cadran il va precede pe cel din al
doilea cadran.

* Dacd punctele 2 si B se afld in al doilea cadran al sistemu-
lui de coordonate cu originea 1n P, atunci punctul 2 se
afld Tnaintea punctului B in sirul sortat daci si numai da-
cdy,/x, <y,/x,adicdy, -x, >y, x,, deoarece coordo-
natele orizontale sunt negative.

Datorita faptului ¢i am ales punctul P avind coordo-
nata y minimd, punctele 2 si B nu se pot afla in al treilea
sau al patrulera cadran.

Vi prezentim in continuare versiunea oficiali pentru
rezolvarea acestei probleme.

#include <stdio.h>

float x[1000],y[1000];
// coordonatele vanatorilor si fantomelor
int n, // numarul de vanatori si fantome
pair[500], // pair[i] va indica fantoma
// ucisa de vanatorul i
p[1000]; // sir de indici folosit pentru

// sortare si prelucrare

void ReadData (void) {
FILE *f=fopen ("GHOSTS.IN","rt");




fscanf (f,"%d", &n) ;
for (int i=0;i<n<<1;i++)
fscanf (£, "$f%f", &x[i],&y[1]);

fclose (f);

int FindMinimum(int left,int right) {
// determina punctul din multumimea curenta
// care are coordonata y minima

int ind=left;

float min=y[p[left]];

for (int i=left+l;i<=right;i++)

if (min>y([p[il])
min=y[plind=i]];
return ind;

int HigherAngle(int left,int pl,int p2) {
// functia folosita pentru a stabili relatia
// de ordine dintre doua puncte

if (x[plpll]-x[plleft]]>=0 &&
x[plp2]]-x[plleft]]>=0 &&
(x[plpl]ll-x[plleft]])
(vlplp2]ll-ylplleft]])<
(x[plp2]]-x[p[left]])*
(vlplplll-ylplleft]]))
return 1; // puncte in primul cadran
if (x[plpl]l])-x[p[left]]>=0 &&
x[plp2]]-x[p[left]]>=0 &&
(x[plpl]]-x[plleft]])
(vlp[p2]]l-ylplleft]])<
(x[plp2]]-x[p[left]])*
(vlplplll-ylp[left]]))
return 1; // puncte in al doilea cadran
if (x[pl[pl])-x[p[left]]<=0 &&
x[p[p2]]-x[p[left]]>=0)
return 1; // puncte din cadrane diferite
return 0;

void Sift(int left,int right,int k) {
// functia pentru scufundarea unui element
// intr-un heap
int son;
if ((k<<1l)+left<=right) {
son=k<<1;
if (((k<<1l)+left)<right &&
HigherAngle (left, left+1+ (k<<1),

left+(k<<1)))
son++;
if (HigherAngle (left,k+left,sont+left))
son=0;
}
else
son=0;

while (son){
int aux=plk+left];
plktleft]=p[sont+left];
plsontleft]=aux;
k=son;
if ((k<<1l)+left<=right) {
son=k<<1;
if (((k<<1l)+left)<right &&
HigherAngle (left, left+1+ (k<<1),

left+(k<<1)))
son++;
if (HigherAngle (left,k+left,sontleft))
son=0;
}
else
son=0;

void HeapSort (int left,int right) {
// crearea unui heap pe baza unui vector
for (int i=(right-left)>>1;i;i--)
Sift(left,right,i);
// sortarea heap-ului
for (i=right-left;i>=2;i--){
int aux=p[left+l];
plleft+l]l=p[left+i];
plleft+i]=aux;
Sift(left,left+i-1,1);

int FindLine (int left,int right) {
// determina punctul cu care trebuie uni
// punctul de coordonata y minima pentru a
// determina o dreapta astfel incat numarul
// de vanatori care se afla de o parte a
// dreptei sa fie egal cu numarul de fantome
// care se afla de aceeasi parte a dreptei
int v=0, £=0;
for (int i=left;;i++){
(pl[il<n)?v++:f++;
if (v==f)
return i;

void DivideEtImpera (int left,int right) {
// functia care implementeaza metoda divide
// et impera folosita pentru rezolvarea
// problemei
if (left>=right)
return; // multimea este vida
// se alege punctul de coordonata y minima
int ind=FindMinimum(left,right);
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// punctul determinat este mutat pe prima
// pozitie, iar punctul care se afla pe
// aceasta pozitie este mutat in locul
// ramas liber
float aux=p[ind];
plind]=p[left];
plleft]=aux;
// se sorteaza celelalte puncte in functie
// de unghiul format de dreapta care le
// uneste de punctul ales si dreapta
// orizontala acre trece prin punctul ales
HeapSort (left,right);
// se determina linia care va imparti
// multimea de puncte in doua multimi
ind=FindLine (left,right);
// se testeaza daca punctul ales reprezinta
// pozitia unui vanator sau a unei fantome
// si se realizeaza corespondenta, adica
// este aleasa fantoma care va fi ucisa de
// vanator
if (p[ind]<n)

pair(p[ind]]=plleft];
else pair([p[left]]=p[ind];
// se va folosi acelasi algoritm pentru
// cele doua multimi de puncte in care a
// fost impartita multimea initiala;
// pentru aceasta se va autoapela functia
// care implementeaza metoda divide et
// impera
DivideEtImpera (left+l,ind-1);
DivideEtImpera (ind+1l, right);

void KillGhosts (void) {
// se initializeaza sirul de indici
for (int i=0;i<n<<1;i++)

plil=i;

// se apeleaza functia care implementeaza
// metoda divide et impera pentru multimea
// initiala de puncte
DivideEtImpera (0, (n<<1)-1);

void WriteSolution (void) {
FILE *f=fopen ("GHOSTS.OUT", "wt");
for (int i=0;i<n;i++)
fprintf (£, "%$d\n",pair[i]-n+1);
fclose (f);

void main (void) {
ReadData () ;
KillGhosts () ;
WriteSolution();

Av-rezolvat corect:

Marivs Andrei, Bucuresii
Mugurel lenvi Andreieea, Bueurasti
Liviv-Cosrmin Andreicuf, Bueurasti
Cristian Beicoianu, Ploiest
Ciprian Baicu, Drobeta Turny Severin
Livia Bana, Drobeia Turnu Severin
Valentin Bisa, Lugej

Deanis Bogeldnas, lasi
Veneczl Bors, Oracdea
loana-=Yieleta Brutaru, Hunedeoara
Ciprian Cand, Yaslvi

Adrian Céreu, Bistrifa

Horea Coroiu, Cluj-Napoeca
Daniel Crisan, Rammnicy Ydlcea
Viaed Dasedlu, Baecdu

Andrei David, Rémnicu Yélced
Lavreni Dermonet, Franie

Radv Dendera, Bucuresii

George Drumea, Bucuresti

Vineeni Groenhwis, Olande
loanea-Maria lleand, Aloa lulia
Liviv Lalescu, Craiove

Mexdirnilian Meachedeon, Buecurasii
Pawvl Marineseu, Buzédu
Cosmin-Silvastru Negruseri, Bistrife
Mihen-Yleed Pantis, Cluj-INepoea
Gabriel Parvan, Ramnicy Sératf
Mihai Pétrasecu, Craiove
Bogdan-Milovan Pilega, lirnisoara
Meharnmad Ali Saifari Ghahsarah, lran
Bogdan Stan, Cdrnpina

Mihai Stroe, Bucuresti

Radu Stefan, Brasey

Rady Yetavu, Suceave

Vietor Yernescu, Constania




