Pentru un nou ndscut orice problemd e nous...

Secventa de SUMA

MAXIMA

Clara Ionescu

Frumusetea problemelor de programare se ascunde in rezolvarea lor. O
problemé care se rezolvéa in multe linii sursé, cu un algoritm banal, nu prea
are sanse sé se remarce in randul rezolvitorilor de probleme de algoritmica.
Rasfoind notite facute "de demult’ am (re)descoperit o problema a carvi enunt
este cat se poate de simplu, rezolvarea in schimb este foarte frumoasa.

Enunt

Se considerd un sir de n numere Intregi, printre care existi
cel putin un element pozitiv. Scrieti un program care de-
termind secventa avind suma elementelor maximd.

Exemplu

n=10

Sirul:1 2 -6 3 45 -2 10 -5 -6
Rezultate:

Suma maximi: 20

Lungimea secventei: 5

Pozitia de inceput a secventei: 4

Pozitia de sfarsit a secventei: 8

Secventa avand suma 20:3 4 5 -2 10

Varianta |
Cea mai simpld idee care conduce la o rezolvare a
acestei probleme ar fi de a genera toate perechile de nume-
re intregi st §i dr avind proprietatea: 1 < st <dr <n, cal-
culand pentru fiecare pereche suma elementelor secventei
T[st..dr] si determinind secventa avind suma maximd.
In acest caz algoritmul ar avea urmitorul nucleu:

Suma Max:=T[1];
{ Suma Max: suma maxima cautata }
for st:=1 to n do
{ st: pozitia de inceput a secventei }
for dr:=st to n do
{ dr: pozitia de sfarsit a secventei }
begin
sum:=0;
{ sum: suma secventeil actuale }

for i:=st to dr do
sum:=sum+T [I];
if Suma Max<sum
then Suma Max:=sum
end;

Complexitatea acestui algoritm, format din trei cicluri
imbricate este O(n%). Pentru » = 1000 un calculator cu per-
formante medii va lucra aproape o ord. Aceastd complexi-
tate nu poate fi acceptatd, de aceea vom ciuta modalitati de
micsorare a complexititii, astfel incat sd avem mai intdi un
algoritm pitratic, apoi unul liniar.

Varianta Il

Ciutand optimiziri posibile, observim ¢ suma secventei
T[st..dr] poate fi determinatd in functie de suma calcu-
latd anterior, pentru secventa T [st..dr-1]. Evident, ori-
ce sumd T[st..dr] poate fi comparatd cu suma maximai
obtinutd pand in acel moment, imediat dupi ce a fost cal-
culatd. Rezultd un nucleu de complexitate O(n2), deoarece
in algoritm vom avea doar doud cicluri imbricate:

Suma Max:=T[1];
for st:=1 to n do
begin
sum:=0;
for dr:=st to n do
begin
sum:=sum+T [dr];
if Suma Max<sum then Suma Max:=sum
end
end;
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Varianta Il

Al doilea algoritm pétratic are la bazd o idee noud, dar care
foloseste spatiu suplimentar, dublind necesarul de memo-
rie. In rezolvarea pe care o propunem in aceasti varianti,
presupunem cd dimensiunea sirului nu va fi asa de mare
incat acest inconvenient si facd imposibild obtinerea solu-
tiel pe aceastd cale.

Vom nota cu Sum_Part [i] suma elementelor secven-
tei T[1..1]. Vom calcula aceste sume partiale pentru va-
lorile =0, 1, .., n lainceputul algoritmului si le vom me-
mora in tabloul SumPart (0. .n]. In consecintd, suma ele-
mentelor unei secvente T[st..dr] se calculeazd simplu,
folosind elementele acestui tablou auxiliar:

T[st..dr]=Sum Part[dr]-Sum Part[st-1].
Programul in care s-a implementat algoritmul care
are la bazd ideea prezentatd, este urmdtorul:

Program Secventa de suma maxima;

const n=100;

var T:array[l..n] of Integer; { sirul dat }
Sum_Part:array([0..n] of Integer;

{ sirul sumelor partiale }
inceput, sfarsit,st,dr,i:Byte;
Suma_Max,sum:Integer;

Begin
Writeln('Sirul dat: ');
Sum_Part[0]:=0;
{ este nevoie de Sum Part[i-1] cand i=1 }
for i:=1 to n do
{ in paralel cu citirea sirului }
{ se calculeaza sumele partiale }
begin
Read (T[1]):
Sum_Part[i]:=Sum Part[i-1]+T[1i]
end;
Writeln;
Suma Max:=T[1];
{ initializarea sumel maxime cautate }
for st:=1 to n do
for dr:=st to n do
begin
sum:=Sum_Part[dr]-Sum Part[st-1];
{ sume curente }
if Suma Max<sum then
begin
Suma_Max:=sum;
{ suma maxima curenta }
inceput:=st;
{ pozitia de inceput a secventei }
sfarsit:=dr
{ pozitia de sfarsit a secventei }
end
end;
Writeln ('Secventa avand suma maxima: ');

for i:=inceput to sfarsit do
Write(T[i],"' ");
Writeln
End.

Evident, existd si alte posibilititi de a rezolva aceastd
problemd 1n complexitate pitraticd; propunem cititorilor
si caute un algoritm recursiv, folosind observatiile prezen-
tate.

Varianta IV

In continuare urmeazi descrierea unui algoritm avind
complexitatea O(n). Aceastd performantd se obtine dato-
ritd faptului cd tabloul se parcurge o singura dati.

In paralel cu parcurgerea sirului de la stinga la dreapta
vom determina si memora la fiecare pas suma maxima po-
sibild, in variabila Suma Max. Si presupunem ci am aflat
suma maximi §i secventa T[1..i-1] respectiv. Se pune
problema extinderii metodei pentru calcularea sumei ma-
xime pentru T[1..1i].

Se observa cd dupi parcurgerea primelor i elemente
ale sirului, suma maximi este egald cu suma maximd a pri-
melor i-1 elemente (Suma_Max) sau este mai mare decit
aceasta. Daci este mai mare, inseamn3 ci din aceasti sum3
maxima face parte si elementul de pe pozitia i, deci avem
un subsir care are elementul de sfarsit cel de-al i-lea ele-
ment din sirul dat (aceastd sumd o0 vom numi Suma_C).

Suma Suma_C nu va fi calculati de fiecare dati de la
inceput, ci vor fi aplicate rationamentele deja cunoscute:
se va utiliza suma maximi a secventei ce se termind pe po-
zitia i-1. In consecinti obtinem:

Suma Max:=T[1];
Suma_ C:=Suma Max;
for i:=1 to n do

begin
Suma C:=max (Suma C+T[i],0]; {1}
Suma_ Max:=max (Suma_ Max, Suma C) {2}
end;

La examinarea acestei secvente o deosebitd atentie me-
ritd acordatd variabilei Suma_c. Inainte de a fi executati
instructiunea de atribuire {1} din corpul ciclului, valoarea
acestei variabile este egald cu suma maximi a elementelor
secventei care se termind in pozitia 1-1. In urma executiei
acestei instructiuni de atribuire in Suma_C va fi depusi su-
ma maximi a elementelor secventei care se termind in po-
zitia i §i incepe intr-o pozitie memoratd in momentul in-
ceperii insumirii elementelor secventei incepand cu pozi-
tia poz_inceput. Evident, la primul pas aceastd variabild
are valoarea 1, indicele primului element din sir.

Este momentul si ne aducem aminte ci sirul dat con-
tine cel putin un element de valoare pozitivd, (proprietate
neexploatatd in nici una din variantele de rezolvare pre-
zentate). Din aceasti particularitate rezultd c3 daci sirul ar
avea n-1 elemente negative si unul singur pozitiv, secven-




ta avand suma maximd s-ar reduce la un singur element si
anume la acest numir pozitiv care ar da nastere la o sumi
pozitivd. Rezultd cd suma maximi ciutatd in orice situatie
va fi o sumi pozitivi. In consecinti, cit timp suma curenti
este pozitivd, prin atribuirea {1}, lui Suma_C 1 se adaugd
T[1i]. Daci, la un moment dat se constatd ci Suma_C este
negativ, atunci acestei variabile i se atribuie valoarea ele-
mentului T[1].

fn ambele cazuri variabila Suma_c va fi comparati cu
Suma_Max, actualizind valoarea Suma_Max dupi caz. In
continuare urmeaza varianta finali a programului Pascal.

Program Secventa de suma maxima;

const n=100;

var T:array[l..n] of Integer;
Suma Max,

{ sirul dat }
{ suma maxima cautata }
Suma C:Integer;
{ suma maxima curenta }
inceput,
{ pozitia de inceput a secventei }
sfarsit,
{ pozitia de sfarsit a secventei }
poz_inceput,

—

{ pozitia de inceput a

{ secventeil curente }
i:Byte;
Begin
Writeln('Sirul dat: ');
for i:=1 to n do Read(T[i]);
Writeln;

{ initializarea sumei maxime }
Suma Max:=T[1];
{ initializarea sumeil curente }
Suma_C:=Suma Max;
{ initializarea pozitiei de inceput }
{ a secventel curente }
poz_inceput:=1;
{ initializarea pozitiei de inceput }
{ a secventel de suma maxima }
inceput:=1;
{ initializarea pozitiei de sfarsit }
{ a secventel de suma maxima }
sfarsit:=1;
for i:=2 to n do
begin
if Suma C<0 then
{ daca Suma C este negativa }
begin
{ aceasta se reinitializeaza cu T[i] }
Suma C:=T[i];
{ noua secventa posibila incepe la }
{ pozitia i }
poz_inceput:=i
end
else

{ lui Suma C i se adauga T[i] }
Suma_ C:=Suma C+T[i];
if Suma Max<Suma_ C then
{ se actualizeaza Suma Max }
begin
Suma Max:=Suma C;
{ actualizarea pozitiei de inceput }
inceput:=poz inceput;
{ actualizarea pozitiei de sfarsit }
sfarsit:=1i
end
end;
Writeln('Suma maxima: ',Suma Max);
Writeln('Lungimea secventei: ',
sfarsit-inceput+l);
Writeln('Incepe din pozitia: ',inceput);
Writeln('Sfarsitul in pozitia: ',sfarsit);
Writeln('Secventa avand suma maxima: ');
for i:=inceput to sfarsit do
Write(T[i],"' ")s
Writeln
End.

In urma executirii programului pentru sirul 7= (4, 2,
-7,9,-10,3,10,-3,5,-15), rezultatele furnizate de
program sunt:

Suma maxima: 15

Lungimea secventei: 4

Incepe din pozitia: 6

Sfarsitul in pozitia: 9

Secventa avand suma maxima: 3 10 -3 5

In urma executdrii programului pentru girul T=(1, 2, 3,

-1,-2,-3,6,7,-17,8), rezultatele furnizate sunt:

Suma maxima: 14

Lungimea secventei: 10

Incepe din pozitia: 1

Sfarsitul in pozitia: 10

Secventa avand suma maxima: 1 2 3 -1 -2 -3 6
7T =78

Se observi cd secventa obtinutd ca rezultat are lungi-
mea maximd printre secventele care au aceeasi sumd maxi-
mi. In acest exemplu secventa 6 7 -7 8are, de asemenea,
suma 14. Lisim pe seama cititorului s3 caute o solutie care
si furnizeze ca rezultat secventa de lungime minimi si
avand suma maximd. De asemenea, se poate pune intreba-
rea: cum procedim daci ne intereseazd prima secventd
avand proprietatea cerutd, ultima sau eventual, toate sec-
ventele.
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tatd prin e-mail la adresa clara@cs.ubbcluj.ro.
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