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Definiþia heap-ului
Vom începe prin a defini structura de heap. Denumirea
este preluatã din limba englezã ºi, în general, nu este folo-
sitã traducerea în limba românã. O traducere aproximativã
ar putea fi grãmadã; se mai foloseºte ºi termenul de ansam-
blu.

Un heap este un vector care poate fi considerat ca fiind
un arbore binar dupã cum se poate vedea ºi în figura urmã-
toare:

Numãrul care apare în fiecare nod indicã poziþia nodu-
lui respectiv în vector. 

Aºadar, rãdãcina corespunde primului element al vecto-
rului, fiul sãu stâng celui de-al doilea element, fiul drept ce-
lui de-al treilea ºi aºa mai departe.

Considerãm vectorul V={15,13,14,10,13,9,6,2,6}.
Arborele echivalent este urmãtorul:

Pentru a obþine vectorul corespunzãtor unui astfel de
arbore, vom parcurge nivelurile arborelui începând cu rãdã-
cina ºi fiecare nivel începând cu nodul cel mai din stânga.

Pentru ca un arbore binar sã poatã fi considerat un
heap, toate nivelurile acestuia trebuie sã fie complete, cu
excepþia ultimului care se completeazã începând cu nodul
cel mai din stânga.

Înãlþimea unui heap este înãlþimea arborelui binar co-
respunzãtor. Înãlþimea unui arbore este definitã ca fiind
egalã cu adâncimea maximã a unui nod din arbore. Adân-
cimea unui nod este distanþa dintre acel nod ºi rãdãcina ar-
borelui. 

Un arbore complet de înãlþime h are 1 + 2 + 4 + 8 + �
+ 2h-1 = 2h - 1 noduri. Datoritã faptului cã ultimul nivel al
unui heap poate sã nu fie complet, numãrul nodurilor unui
heap este cuprins între 2h ºi 2h+1-1. Reciproc, obþinem cã
un heap cu n noduri are înãlþimea [log2 n].

Studiind organizarea arborelui, observãm cã tatãl no-
dului corespunzãtor unei poziþii k > 1 în vector este nodul
corespunzãtor poziþiei [k/2]. Evident, tatãl rãdãcinii nu
existã. 

Reciproc, observãm cã fiii nodului corespunzãtor po-
ziþiei k sunt nodurile corespunzãtoare poziþiilor 2·k (fiul
stâng) ºi 2·k+1 (fiul drept). În cazul în care valoarea 2·k es-
te egalã cu numãrul de noduri, atunci fiul drept nu mai
existã, iar fiul stâng este ultimul nod al heap-ului. Dacã
aceastã valoare depãºeºte numãrul de noduri, atunci nici
unul dintre fii nu mai existã, nodul corespunzãtor poziþiei
k fiind o frunzã.

Cea mai importantã proprietate a heap-ului este aceea
cã valoarea oricãrui nod nu poate fi mai mare decât valoa-
rea nodului tatã. Aceastã proprietate face aceastã structurã
foarte utilã pentru operaþiile de cãutare. Generalizând, ob-
þinem cã valoarea corespunzãtoare rãdãcinii unui subarbo-
re este mai mare sau egalã cu oricare dintre valorile cores-
punzãtoare oricãrui nod din subarbore. De aici rezultã cã
rãdãcina trebuie sã conþinã valoarea maximã a elementelor
din vector.

Despre relaþiile dintre valorile a douã noduri, care nu
sunt unul descendentul celuilalt, nu se poate face nici o
afirmaþie. Cu alte cuvinte, faptul cã un nod se aflã pe un ni-
vel mai apropiat de rãdãcinã, nu înseamnã neapãrat cã el
are o valoare mai mare decât nodurile aflate pe niveluri
mai depãrtate.

La grãmadã...

HEAP-uri
Mihai Scorþaru

În cadrul acestui articol vom prezenta una dintre cele mai interesante structuri
de date care poate fi folositã pentru algoritmii de sortare ºi cãutare. Aceasta
se implementeazã relativ uºor ºi permite crearea de programe care se executã
într-un timp mai scurt decât cele care folosesc alte metode pentru organizarea
datelor.
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Aceastã structurã permite efectuarea foarte rapidã a

anumitor operaþii:
· determinarea maximului valorilor dintr-un heap: O(1);
· crearea unui heap dintr-un vector oarecare: O(n);
· eliminarea unui element: O(log n);
· inserarea unui element: O(log n);
· sortarea unui vector: O(n·log n);
· cãutarea unei valori: O(n).

Implementarea
Datoritã echivalenþei dintre un heap ºi un vector, datele nu
vor fi reprezentate în memorie în formã arborescentã, ci în
cea vectorialã. Pentru implementare vom folosi limbajul
C++. Vom considera heap-ul ca fiind un vector; tipul co-
respunzãtor va putea fi definit astfel: 

typedef int Heap[MAX], 
unde MAX reprezintã dimensiunea maximã a heap-ului.
Deoarece dimensiunea heap-ului poate fi destul de mare,
este recomandabil ca acesta sã fie pãstrat într-o variabilã
globalã ºi sã nu fie transmis ca parametru pentru anumite
funcþii. Vom declara global un vector prin Heap h;.

Operaþiile cu heap-uri trebuie efectuate astfel încât
structura de heap sã fie menþinutã în permanenþã, adicã ar-
borele sã aibã toate nivelurile complete cu excepþia ultimu-
lui, iar valoarea nici unui nod sã nu depãºeascã valoarea
nodului pãrinte. Vom prezenta în continuare fiecare ope-
raþie amintitã.

Determinarea maximului
Datoritã faptului cã rãdãcina corespunde primului element
din vector ºi ea conþine valoarea maximã, o funcþie care de-
terminã valoarea maximã a elementelor dintr-un heap, va
returna valoarea primului element al vectorului. Imple-
mentarea este urmãtoarea:
int Max(){

return h[1].
}

Din motive care vor fi explicate ulterior, poziþia 0 nu
este folositã.

Crearea unui heap dintr-un vector oarecare
Pentu a prezenta aceastã operaþie avem nevoie de o alta ºi
anume reconstituirea structurii de heap atunci când avem
un singur nod care nu respectã proprietatea de heap deoa-
rece are o valoare mai micã decât unul dintre fiii sãi. O ase-
menea situaþie este urmãtoarea:

Nodul cu valoarea 1 nu se aflã pe poziþia corectã deoa-
rece valoarea sa este mai micã decât cel puþin una dintre
valorile fiilor sãi. În acest caz nodul va trebui coborât în

arbore, fiind înlocuit cu unul dintre fiii sãi. Dacã alegem
nodul cu valoarea 8, atunci structura de heap nu va fi
corectã deoarece, dupã interschimbare, acest nod va avea
ca fii un nod cu valoarea 10 ºi unul cu valoarea 1, propri-
etatea de heap nefiind respectatã. Dacã alegem nodul cu
valoarea 10, acesta va avea ca fii un nod cu valoarea 1 ºi
unul cu valoarea 8, proprietatea de heap fiind respectatã în
acest caz. Ca urmare, vom interschimba nodul având va-
loarea 1 cu nodul având valoarea 10. Ajungem în urmãtoa-
rea situaþie:

Totuºi, propritatea de heap nu este încã respectatã,
deoarece nodul cu valoarea 1 are un fiu cu valoarea 2, deci
cu valoare mai mare. De aceastã datã avem un singur fiu,
deci singura opþiune este de a interschimba cele douã no-
duri. Ajungem în urmãtoarea situaþie în care avem o struc-
turã de heap corectã:

În concluzie, algoritmul de reconstituire a proprietãþii
de heap va coborî în arbore nodul care nu se aflã pe poziþia
corectã pânã în momentul în care nu mai avem fii sau pro-
prietatea de heap este respectatã. Pentru a coborî nodul în
arbore îl vom interschimba cu fiul care are valoarea maxi-
mã. Aceastã operaþie poartã denumirea de scufundare.

Mai trebuie precizat faptul cã, datoritã relaþiilor dintre
poziþiile unui nod ºi cele ale fiilor sãi, acestea pot fi determi-
nate folosind doar operaþii pe biþi (care sunt foarte rapide):
· Poziþia fiului stâng al nodului de pe poziþia k se obþine

prin deplasarea la stânga cu o poziþie a valorii k: k<<1.
· Poziþia fiului drept al nodului de pe poziþia k se obþine

prin deplasarea la stânga cu o poziþie a valorii k ºi setarea
pe 1 a bitului celui mai nesemnificativ: (k<<1)|1.

· Poziþia tatãlui nodului de pe poziþia k se obþine prin de-
plasarea la dreapta cu o poziþie a valorii k: k>>1.

Se observã acum motivul pentru care am ales sã nu fo-
losim poziþia 0 a vectorului. Poziþia fiului stâng al nodului
de pe poziþia 0 ar fi fost 0<<1=0. Existã artificii care permit
ºi folosirea acestei poziþii, dar nu insistãm asupra lor.

Vom implementa o funcþie care realizeazã operaþia de
scufundare. Aceasta va avea ca parametri dimensiunea
heap-ului ºi poziþia nodului care nu respectã proprietatea
de heap.

void Scufunda(int n,int k){
int aux,fiu=0;
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// se alege fiul cu valoarea mai mare
if ((k<<1)<=n){

fiu=k<<1;
if ((k<<1)|1<n && h[(k<<1)|1]>H[k<<1])

fiu|=1;
// interschimbare numai daca este nevoie
if (h[fiu]<=h[k]) fiu=0;

}
else fiu=0;
while (fiu){

// interschimbare
aux=h[k];
h[k]=h[fiu];
h[fiu=k]=aux;
// se alege urmatorul fiu
if (k<<1<=n){

fiu=k<<1;
if ((k<<1)|1<n && h[(k<<1)|1]>H[k<<1])

fiu|=1;
// interschimbare numai daca este nevoie
if (h[fiu]<=h[k]) fiu=0;

}
else fiu=0;

}
}

Am preferat o variantã nerecursivã datoritã vitezei mai
mari de execuþie. Acest algoritm funcþioneazã numai dacã
cei doi subarbori, care au ca rãdãcinã fiii nodului de pe
poziþia k, au o structurã de heap corectã.

Vom prezenta acum modalitatea prin care aceastã func-
þie de scufundare a unui element se foloseºte pentru a trans-
forma un vector oarecare într-un heap.

Este evident faptul cã frunzele arborelui au o structurã
de heap corectã. Ca urmare, vom putea apela funcþia Scu-
funda() pentru nodurile imediat superioare frunzelor.
Dupã aceste apeluri, vom avea structuri de heap corecte
pentru nodurile imediat superioare frunzelor. Vom trece
apoi, pe rând, pe niveluri superioare pânã când vom ajun-
ge la rãdãcinã.

În concluzie, va trebui sã apelãm funcþia Scufunda()
începând cu nodul de pe poziþia [n/2] ºi continuând cu no-
durile de pe poziþiile anterioare pânã când vom ajunge la
prima poziþie. Vom scrie o funcþie care are ca parametru
dimensiunea h a heap-ului.

void ConstruiesteHeap(int n){
for (int i=(n>>1);i;Scufunda(n,i--));

}

În cele ce urmeazã vom determina complexitatea aces-
tui algoritm de construire a unui heap dintr-un vector oa-
recare. La prima vedere, avem n noduri, care pot fi scufun-
date cel mult [log2 n] niveluri deci, s-ar pãrea cã avem un
ordin de complexitate O(n·log n). În realitate aceastã de-
terminare a complexitãþii este eronatã, deoarece nu þine

cont de modul în care se fac scufundãrile. Frunzele repre-
zintã aproximativ jumãtate din noduri ºi nu sunt scufun-
date deloc. Aproximativ un sfert dintre noduri se aflã ime-
diat deasupra frunzelor ºi acestea sunt scufundate cel mult
un nivel. O optime dintre noduri se aflã cu douã niveluri
deasupra frunzelor, deci sunt scufundate cel mult douã ni-
veluri. Continuând pânã la rãdãcinã, obþinem un numãr 

de

cel mult scufundãri. Dacã înãlþimea

arborelui este h, atunci n este, aproximativ, 2h. Înlocuind

în formulã obþinem ; dupã efectuarea calculelor

se obþine ordinul de complexitate O(2h) pentru algoritmul
de construire a unui heap. 

Deoarece avem h = [log2 n] vom obþine ordinul de
complexitate .

Eliminarea unui element
Pentru a efectua aceastã operaþie avem nevoie, de aseme-
nea, de o alta ºi anume reconstituirea structurii de heap
atunci când avem un singur nod care nu respectã proprie-
tatea de heap, deoarece are valoarea mai mare decât tatãl
sãu. Este exact fenomenul invers celui prezentat în cazul
operaþiei de scufundare.

În acest caz nodul va trebui urcat în arbore. Vom pre-
supune cã restul heap-ului este corect.

Vom interschimba acest nod cu tatãl sãu. Dupã inter-
schimbare, nodul ajunge în poziþia tatãlui ºi subarborele
având rãdãcina în acest nod este un heap corect deoarece
valoarea tatãlui era mai mare decât cea a celuilalt fiu. To-
tuºi, s-ar putea ca, dupã interschimbare, nodul sã aibã un
tatã cu o valoare mai micã. În acest caz nodul va trebui din
nou urcat în arbore. Procedeul va continua pânã când no-
dul curent devine rãdãcina arborelui sau nu mai are un tatã
cu o valoare mai micã. Aceastã operaþie poartã numele de
ridicare.

Vom implementa o funcþie care realizeazã operaþia de ri-
dicare. Aceasta va avea ca parametri dimensiunea heap-ului
h ºi poziþia nodului care nu respectã proprietatea de heap.

void Ridica(int n,int k){
int val=h[k];
while (k>1 && val>h[k>>1])

h[k]=h[k>>=1];
h[k]=val;

}

Vom prezenta acum modul în care se foloseºte aceastã
funcþie pentru a elimina un element dintr-un heap. Dupã
eliminarea unui element, în locul sãu apare un gol în care
trebuie sã amplasãm un alt element. Deoarece toate nive-
lurile (cu excepþia ultimului) trebuie sã fie complete, iar ul-
timul trebuie sã fie ocupat în partea stângã, trebuie sã eli-
minãm ultimul element din heap. Vom amplasa valoarea
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corespunzãtoare acestui element în locul gol ºi vom verifi-
ca dacã structura de heap este pãstratã. ªtim cã singurul loc
în care structura de heap s-ar putea sã nu fie respectatã este
poziþia elementului ºters care a fost înlocuit cu ultimul ele-
ment. Dacã valoarea este mai mare decât cea a tatãlui, acest
nod va trebui ridicat în arbore. Dacã nodul are o valoare
mai micã decât cea a unui fiu, atunci nodul trebuie scufun-
dat în arbore. În continuare vom prezenta o funcþie care
realizeazã eliminarea unui element dintr-un heap.

void Elimina(int& n,int k){
h[k]=h[n--];
if (k>1 && h[k]>h[k>>1]) Ridica(n,k);
else Scufunda(n,k);

}

Deoarece o scufundare sau o ridicare se poate face cu
cel mult h niveluri (h este înãlþimea arborelui), iar h este
[log2 n], ordinul de complexitate al algoritmului de elimi-
nare este O(log n).

Dupã eliminare, dimensiunea heap-ului se reduce cu 1,
deci variabila n trebuie decrementatã.

Inserarea unui element
Dacã dorim sã inserãm un nou element într-un heap, ope-
raþia este mult mai simplã. Trebuie doar sã îl amplasãm pe
poziþia n+1 a vectorului ºi sã îl ridicãm pânã când ajunge
în poziþia corectã. O funcþie care realizeazã operaþia de in-
serare este prezentatã în continuare.

void Insereaza(int& n,int val){
h[++n]=val;
Ridica(n,n);

}

Elementul poate fi ridicat cel mult h niveluri, deci or-
dinul de complexitate al algoritmului este O(log n). Dupã
eliminare dimensiunea heap-ului creºte cu 1, deci variabila
n trebuie incrementatã.

Sortarea unui vector
Algoritmul de sortare care foloseºte structura de heap poar-
tã denumirea de heapsort. Vom începe prin a construi un
heap pentru vectorul pe care dorim sã îl sortãm. Dupã
aceea eliminãm maximul ºi apoi refacem heap-ul. Dupã
refacere, al doilea element se aflã pe prima poziþie a vecto-
rului; îl eliminãm ºi refacem din nou heap-ul. Continuãm
pânã când nu mai avem elemente în heap. Algoritmul de
extragere a maximului are complexitatea O(1), iar reface-
rea heap-ului necesitã, aºa cum vom vedea, o singurã scu-
fundare, deci are complexitatea O(log n). Având în vedere
faptul cã efectuãm n extrageri, complexitatea algoritmului
heapsort este O(n·log n).

Algoritmul poate fi implementat astfel încât sã nu ne-
cesite spaþiu suplimentar de memorie. Dupã o eliminare a
maximului, dimensiunea heap-ului se va reduce cu 1, deci

ultima poziþie va rãmâne liberã. Deoarece în vectorul sor-
tat maximul trebuie amplasat exact pe aceastã poziþie, la
fiecare pas nu trebuie decât sã interschimbãm prima ºi ul-
tima poziþie a heap-ului ºi apoi sã scufundãm elementul
care a devenit rãdãcina arborelui. 

Algoritmului heapsort poate fi implementat prin func-
þia HeapSort() prezentatã în continuare:

void HeapSort(int n){
ConstruiesteHeap(n);
for (int i=n;i>=2;){

int aux=h[1];
h[1]=h[i];
h[i]=aux;
Scufunda(--i,1);

}
}

Cãutarea unei valori
Pentru aceastã operaþie folosirea heap-urilor nu este cea
mai indicatã soluþie, deoarece complexitatea nu poate fi re-
dusã sub O(n). Aceasta se datoreazã faptului cã, deºi pu-
tem fi siguri cã un nod cu valoarea mai micã este descen-
dent al unui nod cu valoarea mai mare, nu ºtim în care din-
tre cei doi subarbori sã îl cãutãm. Totuºi, faþã de cãutarea
secvenþialã se poate aduce o îmbunãtãþire; dacã rãdãcina
unui subarbore are o valoare mai micã decât valoarea cãu-
tatã, atunci vom ºti cã descendenþii rãdãcinii vor avea va-
lori mai mici, deci nu mai are rost sã cãutãm în acel subar-
bore. Astfel, s-ar putea ca porþiuni mari din heap sã nu mai
trebuiascã explorate, dar în cazul cel mai defavorabil, este
necesarã parcurgerea întregului heap. Algoritmul poate fi
implementat recursiv, destul de simplu, dupã cum se poate
vedea în continuare.

int Cauta(int nod,int val){
if (nod>n || val>h[nod]) 

return 0;
if (val==h[nod]) 

return 1;
return Cauta(nod>>1,val) || 

Cauta((nod>>1)|1,val);
}

Aceastã funcþie trebuie apelatã cu valoarea 1 pentru
parametrul nod.
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