
fo
cus

G
info nr. 1 - ianuarie 2001

25

Labirinturi...

Algoritmi de 

TARE-PARCURGERE
Radu Cristian Viºinescu 

Acest articol introduce conceptul de tare-parcurgere a unui graf. În acest sens,
sunt descrise adaptãri ale unor algoritmi de parcurgere cunoscuþi cum ar fi BF,
D sau DF; în final se introduce parcurgerea DL (Deapth Last). Nu în ultimul
rând, acest articol este o "pledoarie în favoarea lui Tezeu".

Problema labirintului
Considerãm un labirint ca fiind o construcþie pãtraticã
formatã din camere (celule). Un labirint se poate codifica
printr-o matrice A de ordin n în care intrarea ai,j este un
numãr între 0 ºi 15 cu urmãtoarea semnificaþie: dacã se
considerã vecinii camerei (i, j) in ordinea nord, est, sud,
vest ºi se reþine 1 în cazul existenþei unei uºi spre vecinul
respectiv ºi 0 în caz contrar; numãrul binar de patru cifre
astfel format este convertit în baza 10.

Observaþie
O uºã se poate deschide în ambele direcþii, deci nu orice
tablou pãtratic având ca elemente numere între 0 ºi 15 co-
dificã un labirint; elementele tabloului nu sunt total inde-
pendente.

Unii considerã cã problema ieºirii dintr-un labirint nu
se poate rezolva în timp polinomial. De exemplu, într-un
articol în care era vorba de dificultatea gãsirii unor algo-
ritmi eficienþi în inteligenþa artificialã, pentru rezolvarea
automatã de probleme era folositã în mod eronat urmã-
toarea analogie: dacã operaþia de verificare a corectitudinii
unei demonstraþii este analoagã verificãrii dacã un drum
dat asigurã ieºirea din labirint, gãsirea unei demonstraþii
corespunde construirii unui astfel de drum.

Abordarea prin teoria grafurilor
Vom arãta cã putem gãsi un drum de ieºire din labirint
într-un timp O(n2). Mai mult, determinarea drumului de
lungime minimã de ieºire dintr-un labirint poate fi realiza-
tã ºi ea într-un timp O(n2).

Distanþa dintre camere se presupune a fi constantã ºi
egalã cu 1.

Un labirint este de fapt un graf cu n2 vârfuri ºi cu mai
puþin de 4n2 muchii. Drept noduri considerãm camerele
iar drept muchii uºile dintre camere. O parcurgere DF a
acestui graf se efectueazã într-un timp O(n2), aplicarea
acestui algoritm asigurã deja gãsirea unei soluþii într-un
timp O(n2). Algoritmul de parcurgere DF este urmãtorul:

algoritm DF(i)
viziteazã nodul i
marcat(i)¬ adevãrat  
pentru toþi vecinii j ai lui lui i pentru care

marcat(j)=fals executã
DF(j)

sfârºit pentru

Iniþializãm marcajele cu valoarea 0 ºi apelãm procedu-
ra pentru camera de plecare.

Pe acelaºi graf putem aplica o parcurgere tip BF în care
vom determina în paralel distanþele minime de la camera
de plecare ºi toate celelalte camere (algoritmul lui Lee). O-
prim execuþia parcurgerii BF în momentul în care ajungem
într-o camerã de ieºire.   

Algoritmul lui Lee este prezentat în continuare:

algoritm Lee(i)
Coada ¬ vidã
STIVA ¬ vidã
viziteazã nodul i
marcaj(j) ¬ adevãrat
d ¬ 0
Coada ¬ (i,0,d)
cât timp Coada nu este vidã executã

(i,pred_i,d) ¬ Coada
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STIVA ¬ (i,pred_i)
pentru toþi vecinii j ai lui lui i pentru care

marcat(j)=fals executã
viziteazã nodul j
marcaj(j) ¬ adevãrat
Coada ¬ (j,i,d+1)

sfârºit pentru
sfârºit cât timp

În acest caz iniþializãm, de asemenea, marcajele cu 0 ºi
apelãm procedura pentru camera de plecare.

Ordinul de complexitate al acestei parcurgeri BF este
liniar în numãrul de noduri ale grafului, deci este O(n2) în
cazul problemei de faþã.

Drumul de la prima camerã de ieºire gãsitã la camera
de plecare se poate determina printr-o singurã parcurgere
în sens invers a vectorului STIVA. Acest vector are dimen-
siunea cel mult n2.

Sã analizãm mai atent algoritmul:
· Coada va conþine o listã de noduri vizitate.
· Fiecare nod este vizitat ºi intrã în coadã o singurã datã.
· Prelucrarea unei camere, cu alte cuvinte vizitarea vecini-

lor nemarcaþi, se executã la extragerea din coadã. În final
în STIVA se vor afla toate nodurile prelucrate pânã în
momentul gãsirii camerei de ieºire, fiecare dintre ele a-
vând legãtura înapoi cãtre camera de pornire (prin con-
catenerea acestor legãturi se determinã drumul cel mai
scurt).

În concluzie, problema gãsirii drumului optim de ieºire
este rezolvatã folosind algoritmul lui Lee, tot într-un timp
O(n2).

În continuare vom rafina analiza complexitãþii notând
cu n' numãrul de noduri care pot fi efectiv parcurse (cele
din componenta conexã care conþine camera de pornire) ºi
cu m' numãrul de muchii ale acestei componente conexe.
Ambii algoritmi prezentaþi anterior au ordinul de comple-
xitate O(n'+m'). 

Observaþie
Algoritmul "clasic" de gãsire a tuturor ieºirilor din labirint
(dat spre exemplu în Tudor Sorin, Tehnici de programare)
poate determina prima soluþie dupã un timp exponenþial.

Problema labirintului pe cazul  real
Problema realã a omului prins în labirint este de fapt o
reformulare a problemei iniþiale ºi anume transformarea ei
într-o problemã cu informaþie incompletã. 

Labirintul este "dat" în întregime la început, dar omul
prins în labirint nu dispune de întreaga sa hartã. În camera
de pornire nu cunoaºte la început decât existenþa a cel mult
patru uºi de legãturã cu vecinii direcþi (nord, est, sud ºi
vest). Nu va cunoaºte existenþa unei uºi între nodurile i ºi
j pânã când nu ajunge fie în camera i, fie în camera j.

De aici rezultã cã la aplicarea oricãrui algoritm de ieºi-
re din labirint trebuie impusã condiþia ca aceastã parcurge-
re sã fie efectuatã "din camerã în camerã". 

Cu alte cuvinte, în analiza complexitãþii acestor algo-
ritmi este natural sã considerãm ca operaþie fundamentalã
trecerea dintr-o camerã într-o camerã vecinã.

În cazul parcurgerii DF numãrul de operaþii funda-
mentale efectuate coincide cu numãrul de vizitãri. Dacã
renunþãm la optimalitate, prin acest algoritm gãsim o ieºire
din labirint într-un timp O(n').

Vom arãta cã aplicarea algoritmului lui Lee duce la un
timp de ordinul O(n'2).

Prin acest algoritm putem reþine în permanenþã, pen-
tru fiecare camerã vizitatã, lanþul care o uneºte cu camera
de pornire. 

Acest lucru poate fi realizat eliminând stiva, ºi in-
troducând în coadã fiecare nod vizitat împreunã cu întreg
lanþul care îl uneºte cu nodul de plecare.

Deoarece urmãtoarea camerã care trebuie prelucratã
este prima de la ieºirea din coadã, pentru a o putea accesa
este suficient sã parcurgem lanþul din camera curentã (ulti-
ma prelucratã) în camera de plecare ºi apoi din camera de
plecare în camera care trebuie prelucratã. 

Distanþa maximã dintre oricare douã camere este n' - 1,
deci acest pas de parcurgere "din camerã în camerã" este
realizat în maximum  2n' paºi. Pasul trebuie repetat pentru
fiecare dintre cele n' camere. În concluzie, complexitatea
în timp devine O(n'2), în raport cu operaþia fundamentalã
consideratã.

Vom descrie acum un labirint pentru care aplicarea
parcurgerii BF astfel modificatã duce la un timp pãtratic
faþã de mulþimea efectivã a nodurilor. Considerãm de la
sud la nord lanþul de camere 1, 2, �, n',camera de pornire
fiind n', iar spre est lanþul n' + 1, n' + 2, �, 2n'. Conform
algoritmului vom trece din camera n' - i în camera n' + i
pentru fiecare i. Suma deplasãrilor va fi 2(1 + 2 + � n'),
deci ordinul de complexitate va fi O(n'2).

Consumul de memorie suplimentarã este foarte mare;
omul prins în labirint trebuie sã reþinã în permanenþã date
referitoare la subgraful deja parcurs.

Iatã douã argumente care conduc ºi ele cãtre alegerea
parcurgerii DF.

Concret, în plan, aceasta revine la urmãtoarele: la fie-
care intersecþie se alege drumul cel mai din stânga ºi, în
plus, trebuie sã existe un "fir al Ariadnei" care leagã în
permanenþã camera curentã de camera de plecare. Vom
prezenta ºi o condiþie suficientã pentru a ne putea dispen-
sa de acest "fir al Ariadnei", precum ºi motivul pentru care
acesta este necesar în cazul general.

Cazul labirintului arbore
În continuare vom considera cã grafurile care reprezintã
labirintul sunt "scufundate" în plan. Astfel vom putea da
o orientare muchiilor din fiecare camerã de intersecþie, de-
oarece planul poate fi considerat ca fiind orientat. Corec-
titudinea urmãtorilor algoritmi se bazeazã pe astfel de ra-
þionamente de orientare.

Dacã labirintul reprezintã un graf care este ºi arbore,
atunci în parcurgerea sa putem face abstracþie de conþinu-
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tul stivei. De fapt, vom descrie un algoritm de parcurgere
în plan a unui arbore fãrã memorie suplimentarã. Ideea de
bazã este de a alege la fiecare intersecþie cel mai din stânga
drum (care, la limitã, este uºa pe care tocmai am intrat).

algoritm arbore(i)
i0 ¬ i
scrie i
d ¬ N
repetã

d ¬ succ(succ(succ(succ(d))))
/* "prima la stânga" */

cât timp nu existã nod pe direcþia d executã
d ¬ succ(d) 

sfârºit cât timp
j ¬ un nod de pe direcþia d
i ¬ j

scrie i
pânã când i=i0

Observaþii
· Considerãm cele patru direcþii nord, este, sud ºi vest ºi

definim funcþia succ astfel încât succ(nord)=est;
succ(est)=sud; succ(sud)=vest; succ(vest)=nord.
Arborele va avea cel puþin douã noduri.

· În cazul existenþei unui posibil ciclu în labirint acest ul-
tim algoritm poate eventual intra într-un ciclu infinit.
Aºadar acesta este un algoritm euristic.

· Existã camere vizitate de mai multe ori. O vizitare este
indicatã de un apel scrie.

· În cazul real ordinul de complexitate este O(n') 

Algoritmul folosit de Tezeu
Aºa cum am mai spus, din punctul de vedere al omului
prins în labirint, problema este cu informaþie incompletã.
Deoarece labirintul în care a fost prins Tezeu, nu era nea-
pãrat de tip arbore, el a avut nevoie de "firul Ariadnei" ºi
a ales cu siguranþã parcurgerea DF. 

Ca memorie suplimentarã este folosit doar un vector
de marcaj de lungime n' (elementele marcate constituie
"firul Ariadnei"). Algoritmul este urmãtorul:
algoritm Tezeu(i)

viziteazã nodul i 
marcaj_vizit(i) ¬ adevãrat
scrie i
pred ¬ 0
marcaj(i) ¬ adevãrat
repetã

d ¬ succ(succ(succ(succ(d)))) 
/* prima la stânga */

cât timp nu existã nod pe direcþia d sau existã nod 
marcat pe direcþia d ºi nodul marcat de pe 

direcþia d nu este predecesorul nodului 
curent executã

d ¬ succ(d)
sfârºit cât timp

j ¬ un nod de pe direcþia d
dacã nu marcaj_vizit(i) atunci

viziteazã nodul i
marcaj_vizit(i) ¬ adevãrat

sfârºit dacã  
dacã j=pred atunci marcaj(i) ¬ fals

altfel marcaj(i) ¬ adevãrat
sfârºit dacã
i ¬ j 
scrie i
dacã existã p vecin al lui i ºi marcaj(p)

atunci pred ¬ p
altfel stop

sfârºit dacã
pânã când fals

Sã analizãm mai atent algoritmul:
··  Pentru fiecare nod dupã vizitare determinãm predeceso-

rul acestuia ca fiind acel unic nod vecin care este ºi marcat.
··  Singurul nod care nu are predecesor în acest punct va fi

nodul de pornire (este totuºi ºi el marcat).
··  Dupã calculul predecesorului prin tehnica "prima la

stânga" calculãm succesorul nodului i. Trebuie tratate
douã cazuri: succesorul coincide sau nu cu predecesorul.
Aceste cazuri sunt tratate corespunzãtor actualizãrii "fi-
rului Ariadnei".

Observaþii
· Ca memorie suplimentarã se folosesc doar doi vectori de

biþi.
· În raport cu operaþia fundamentalã algoritmul are

ordinul de complexitate O(n'), producând la ieºire un
circuit cu 2(n - 1) muchii, circuit ce parcurge arborele
DF.

· Circuitul tare-parcurgerii este listat prin apeluri scrie.

Consideraþii de teoria grafurilor
Problemele de parcurgere prezentate se extind natural la
cazul unui graf conex. Acest graf este dat prin listele de
adiacenþã (liste circulare), pentru fiecare nod reþinându-se
ºi gradul sãu. 

Aºadar, gãsirea succesorului dupã regula "prima la
stânga" poate fi uºor generalizatã.

Problema realã a labirintului conduce în mod natural
la urmãtoarea noþiune de tare-parcurgere a unui graf:

Definiþie 
Fie un graf neorientat G = (V, M). Vom numi o tare-par-
curgere a sa un circuit care trece cel puþin o datã prin toate
vârfurile grafului G, împreunã cu o alegere pe acest circuit
a mulþimii vârfurilor lui G.

Observaþie
Noþiunea de parcurgere de pânã acum însemna o liniariza-
re (listare sau altã operaþie) a nodurilor grafului, aºadar o
tare-parcurgere determinã o parcurgere prin nodul sãu de
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plecare. Vom spune cã tare-parcurgerea respectivã este con-
formã cu parcurgerea determinatã de ea.

Sã rezumãm: 
· În primii doi algoritmi vizitarea nodurilor poate fi pusã

în corespondenþã cu listarea circuitului corespunzãtor
unei tare-parcurgeri. Prin utilizarea unui vector supli-
mentar de marcaj care are la început toate valorile setate
pe 0, ºi executarea unei operaþii asupra lui la prima viz-
itare (de exemplu, marcarea sa ca nod ales pe circuit), se
completeazã generarea unei tare-parcurgeri conform de-
finiþiei date. În concluzie, parcurgerea DF poate fi ime-
diat adaptatã sã furnizeze o tare-parcurgere conformã cu
parcurgerea propriu-zisã. Algoritmul nu este optim în
raport cu operaþia fundamentalã (furnizeazã o tare-par-
curgere de circuit de lungime minimã).

· În cele prezentate anterior am adaptat algoritmul BF
(Lee) care acum poate furniza o tare-parcurgere confor-
mã cu  parcugerea clasicã, în ordinea distanþelor minime
de la nodul de plecare. Complexitatea este O(n'2) în ra-
port cu operaþia fundamentalã.

· Ne punem problema dacã orice algoritm de parcurgere
poate fi adaptat pentru a genera o tare-parcurgere con-
formã cu respectiva parcurgere.

Cazul algoritmului de parcurgere D (Depth)
Vã prezentãm în continuare descrierea în pseudocod a
algoritmului clasic. Aceastã descriere îi aparþine d-lui prof.
dr. Horia Georgescu.

algoritm D(i)
viziteazã nodul i
marcat(i) ¬ adevãrat
STIVA ¬ vidã
repetã

pentru toþi vecinii j ai lui lui i pentru care
marcat(j)=fals executã

viziteazã nodul j
marcat(j) ¬ adevãrat
STIVA ¬ j

sfârºit pentru 
dacã STIVA=vidã atunci stop

altfel STIVA¬i
sfârºit dacã

pânã când fals

Observaþii
· Stiva conþine o listã de noduri vizitate ºi neprelucrate
· La fiecare pas al buclei repetã prelucrãm un nod curent
i; în acest moment toate nodurile aflate în stivã au pro-
prietatea cã sunt legate de un nod din drumul de la nodul
de plecare la nodul i, drum care va fi memorat, pentru
simplitate, în altã stivã auxiliarã.

· Algoritmul are ordinul de complexitate O(n'+m')

Vã prezentãm în continuare descrierea în pseudocod a
adaptãrii sale pentru a genera o tare-parcurgere conformã. 

algoritm D_tare(i)
viziteazã nodul i
marcat(i) ¬ adevãrat
STIVA ¬ vidã
S_AUX ¬ i 
scrie i
repetã

pentru toþi vecinii j ai lui lui i pentru care
marcat(j)=fals executã

viziteazã nodul j
marcat(j) ¬ adevãrat
STIVA ¬ j

sfârºit pentru 
S_AUX ¬ vârful stivei STIVA
scrie vârful stivei STIVA
dacã STIVA=vidã atunci stop
altfel

STIVA ¬ i                            
repetã

S_AUX ¬ x
scrie x

pânã când x este vecin cu i;
S_AUX ¬ x  

sfârºit dacã
pânã când fals

Concluzii
Adaptarea algoritmului D genereazã la rândul sãu o tare-
parcurgere de circuit de lungime minimã. De fapt, tare-
parcurgerea generatã de ambii algoritmi este identicã din
punct de vedere al circuitului parcurs.

De ce a ales Tezeu algoritmul DF în locul algoritmului
D? Din punctul sãu de vedere ambii algoritmi sunt echiva-
lenþi ca ordin de complexitate. Probabil cã în labirint era
întuneric ºi nu putea sã marcheze sau sã memoreze came-
rele. Aceasta revine la minimizarea memoriei suplimentare.

Dãm în încheiere o definiþie a unui labirint ca fiind un
graf cu informaþie incompletã.

Definiþie
Numim labirint un graf neorientat G = (V, M) împreunã
cu o submulþime Vp de vârfuri distincte numite noduri de
plecare.
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