O guri de oxigen din MAPLE V

SISTENME nestandard.
METODE noi de rezolvare

Laviniu Bejenaru

Modelul uman de viata a facut ca permanet sé ne lovim de rezolvarea unor
probleme. A rezolva o problemd inseamna a pleca de la anumite date cunoscute si
a incerca sa gasim solutii potrivite. Organizarea datelor si a relatiilor dintre
ele atat cunoscute cat si necunoscute este realizata sub forma a ceea ce numim
ecuatie. Ecuatiile av, in afara de aspectul strict matematic al unor relatii reci,
o anumita semnificatie. Daca problemele necesitd mai multe relatii, atunci
aceste relatii, desi independente, se pot grupa in sisteme de ecuatii.

Cu ajutorul sistemelor de ecuatii se pot rezolva, in princi-
piu, mai multe probleme dacit cu ajutorul ecuatiilor; de
fapt, daci abstractizim, o ecuatie poate fi privitd ca un sis-
tem de ecuatii in care numdrul de ecuatii componente este
egal cu unu. Posibilitatea rezolvirii sistemelor conduce la
rezolvarea problemelor si chiar la o interpretare a lor.

Prezentare

Problemele cirora le ciutim rezolvare conduc adesea la
ecuatii i sisteme de ecuatii care nu se incadreazd intr-un
anumit tip, cum ar fi ecuatii de gradul unu, doi, binome etc.,
sisteme de ecuatii liniare sau sisteme simetrice.

Putem vorbi astfel despre ecuatii nestandard sau des-
pre sisteme de ecuatii nestandard sau, pe scurt, sisteme ne-
standard.

Desigur, problemele complexe din industrie sau eco-
nomie genereaza sisteme a ciror tratare nu se atinge in li-
ceu, cum ar fi sistemele de ecuatii diferentiale. Totusi, in
cele ce urmeazi, vom trata aici doar cazul unor sisteme
elementare, nestandard, care se studiazi si in invitimantul
preuniversitar.

Si dim un exemplu:

x(x+y+4z)—4z> =0
(1) {y(x+y+4z)-822=0
xyz=8
Rezolvarea sistemelor de acest tip poate fi destul de

dificild. Gisirea anumitor aminunte sau observatii poate
conduce de cele mai multe ori la rezolvare.

Prin intermediul programului MAPLE V, ins3, avem la
dispozitie mai multe instrumente pentru a rezolva aceste
sisteme.

Preambul

Pentru a putea folosi functii si proceduri dintr-un anumit
unit, in Pascal trebuie s informdm compilatorul prin instruc-
tiunea uses NumeUnit; (de exemplu,uses Crt,Graph;).

In C/C++ acelasi lucru este realizat prin indicarea nu-
melui bibliotecii header. Acest lucru se realizeazd prin
#include <NumeBiblioteca> (de exemplu, #include
<stdio.h>).

In Maple V pentru a folosi functiile dintr-o anumiti
biblioteci va trebui si solicitim includerea bibliotecii res-
pective. Aceastd operatie se realizeaza prin:
> with (NumeBiblioteca); sau
> with (NumeBiblioteca) :

Sintaxa obligd terminarea acestei comenzi cu unul din-
tre caracterele "; " sau ": ",

Noi vom folosi biblioteca matematici 1inalg, deci
vom avea un element de forma:
> with(linalg); pentru a afisa functiile continute

san
> with(linalg) : pentru ainhiba afisarea functiilor con-
tinute

Observatie
Mediul MAPLE V este case-sensitive, exact ca si C++ sau
Java, adicd se face diferentd intre literele mari si cele mici.
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Din acest motiv trebuie si fim atenti la scrierea identifica-
torilor pentru biblioteci si functii sau proceduri predefini-
te.

In general, dupi fiecare actiune adresati sistemului si
terminatd prin "; " are loc efectuarea ei cu ecou, adicd este
afisat pe centrul ecranului rezultatul, chiar daci facem si o
simpld atribuire prin ":=". Dacd terminim comanda prin
":", ea este efectuatd fird ecou, adici nu va fi afisat rezul-
tatul ei.

Ecuatiile pot fi indicate sistemului prin instructiuni de
atribuire sau pot fi scrise direct in functia de rezolvare a
sistemului. Preferdim scrierea ecuatiilor separat, prin atri-
buiri de forma:
> ecl:=descriere ecuatie;

De exemplu, pentru prima ecuatie a sistemului, avem
> ecl:=x*(xt+y+d*z)-4*z"2=0;

Precizim faptul ¢ simbolul "~" inseamnd "ridicat la
puterea". Astfel pentru a” vom scrie "a"m".

Asadar, x~2 inseamna x? si datoritd faptului cd opera-
torul de ridicare la putere are prioritate mai mare dect
operatorul de Inmultire, nu sunt necesare paranteze.

Utilizdm apoi functia solve pentru rezolvarea efectiva
a sistemului.

Liste

Pentru afisarea eficientd a solutiilor si selectarea celor reale
este util sd evidentiem toate solutiile ecuatiei prezentate
sub forma unei liste.

Lista este un mod de a enumera o serie de elemente
intr-o ordine bine precizati. In Maple V lista este creati
prin incadrarea Intre paranteze drepte sau acolade a unor
elemente sau a unei functii generatoare, formule etc. ce
poate sd furnizeze mai multe elemente. Forma listei este
[secv] sau {secv} unde secv este o secventd de expresii.

Elementele listei sunt separate prin virguld daci lista
este creatd manual. Diferenta dintre cele doud forme este
aceea cd, in cazul parantezelor drepte, lista poate contine
si elemente identice pe diverse pozitii, in timp ce la cea cu
acolade toate elementele pistrate in listd dupd crearea ei
sunt distincte.

Vom prezenta mai jos acestd diferentd prin crearea, in
ambele moduri, a unet liste care contine elemente identice.
> %y, ¥}

{x, vy}
> {y,%,v};

{x, v}
> [x,y,v];

(%, v, VIl
> [y, %,v1;

ly, %, V]

O lista poate fi creatd si printr-o enumerare, caz in care
se poate folosi tipul subdomeniu 1,...1,, unde 1, este
limita inferioard iar 1, este limita superioard.

Va trebui si folosim si functia seq pentru a crea efectiv
enumerarea.

Sintaxa acestei functii este:
seq (exp, 1£);
unde exp este o expresie iar ind este un identificator de
indice care parcurge domeniul dintre limita inferioard 1, si
limita superioard 1,. Atat limita inferioard ct si cea supe-
rioard sunt valori numerice. Iatd un exemplu in care pre-
zentdm att actiunea cit si efectul.
>L i=

ind = 1i

[seq(x[i],1i=1..4)]1;
L := [x[1], x[2], x[3], x[4]]
Vom da acum un exemplu pentru crearea unei liste
care va contine patratele numerelor cuprinse Intre 10 si 25.

>Ll:=[seq(i”2,1=10 25)1;

Ll:=[100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289,

324, 361, 400, 441, 484, 529, 576, 625, 676,
729, 784, 841, 900]

In articolul Rezolvarea unei ecuatii cu coeficienti nu-
mere intregi foarte mari din numdrul 11/1 (ianuarie 2001)
al Glnfo am precizat faptul ¢ Maple V este astfel conce-
put incat sd poatd lucra cu numere mari. latd un exemplu
in care putem combina o listd in care retinem pitratele
unor numere foarte mari cum ar fi numerele cuprinse intre
1.900.047.000§il.900.047.00&
>Ll:=[seq(i"2,1=1900047461..1900047465)];

Ll:=[ 3610180354052546521,
3610180357852641444, 3610180361652736369,
3610180365452831296, 3610180369252926225 ]

Putem afla la fel de usor lista valorilor radicalilor de
orice ordin pentru numere aflate intre anumite limite.
Vom prezenta lista radicalilor de ordinul 3 pentru nume-
rele cuprinse intre 2 si 10.

Pentru afisarea valorilor efective trebuie sd folosim si
functia:

evalf (exp, nrc);
unde exp este expresia care se evalueazd iar nrc este
numdrul de cifre folosit pentru afisarea valorilor.

Pentru a calcula radicalul de ordinul n al unui numir a
vom scrie a” (1/n). Deci, radicalul de ordinul 3 al valorii
unei variabile i care parcurge domeniul se va obtine cu
ajutorul constructiei i~ (1/3); valorile propriu-zise se de-
termin prin evaluare, deci vom scrie evalf (i* (1/3),7).
fn acest caz am indicat faptul ci dorim o afisare cu 7 cifre
zecimale.
>L2 0=[seq(i”(1/3),1i=2..10)];

L2 _0=[ 21/3, 31/3, 41/3, 51/3, 61/3, 71/3,

81/3, 91/3, 01/3 ]
>L2:=[seq(evalf (i~ (1/3),7),1=2..10)1;
L2:=[1.259921, 1.442250, 1.587401, 1.70997¢,

1.817121, 1.912931, 2.000000, 2.080084,
2.154435]

Listele in care sunt folosite acoladele sunt considerate
multimi. Cand vorbim despre multimi ne punem imediat
problema operatiilor care pot fi efectuate asupra lor.

Asupra listelor multime putem efectua operatiile uzu-
ale de reuniune, intersectie si diferentd. Diferenta simetricd
apare ca o imbinare a diferentei si reuniunii, cu alte cuvin-
te, a operatiilor elementare precizate mai sus.



Reuniunea
Pentru reuniune avem functia union. Sintaxa ei este:
‘union’ (ml,m2,...,mp);
unde m1, m2, ..., mp sunt multimile care se vor reuni.
Ca exemplu, avem:
>'union” ({3,4,67,33,5,89},(5,8,33,21,77},
{3,77,6});
{8, 3, 4, 5, 6, 21, 33, 67, 77, 89}

Observatie

Cuvantul cheie union trebuie s fie incadrat de caracterul
" atdt in stinga cat si n dreapta. Acest caracter nu este
apostroful normal, ci este caracterul care are codul ASCII
96.

Se poate vedea cd union este un operator 7-ar, adicd il
putem aplica simultan asupra a 7 operanzi.

fn cazul in care folosim doar doi operanzi, forma ope-
ratorului poate fi siA union Bunde 2 si B sunt cele doui
multimi care se reunesc. In acest caz union nu mai este
incadrat de caracterele " " . Tati si un exemplu:
> {3,4,5,6} union {3,6,9,12};

{3,9,12,4,5,6}

(]

Intersectia

Pentru intersectie avem functia intersect. Sintaxa el este:
‘intersect® (ml,m2,...,mp);

unde m1, m2, ..., mp sunt multimile care se vor intersecta.
Ca exemplu, avem:
>'intersect” ({3,4,7,33},{4,6,7,10,21,33},
{4,28,33});
{4, 33}
Observatia de mai sus este valabild si pentru functia
intersect.

Se poate vedea cd operatorul intersect este si el unul
n-ar, adicd il putem aplica simultan asupra a n operanzi.
fn cazul in care folosim doar doi operanzi, forma ope-
ratorului poate fi si A intersect Bunde A siB sunt cele
doud multimi care se intersecteaza. latd si un exemplu:
> {3,4,5,6} intersect {3,6,9,12};

{3,6}
Diferenta
Pentru diferentd avem functia minus. Sintaxa el este
‘minus’ (ml,m2);

unde m1 sim2 sunt multimile pentru care se va efectua di-
ferenta.

Ca exemplu, avem:
({3,4,7,33},1{4,6,7,21});

{3, 33}

Se poate vedea ci operatorul minus nu este unul 7-ar,
adicd nu poate fi aplicat asupra a n operanzi.

Forma acestui operator poate fi si A minus B unde A
si B sunt cele doud multimi pentru care se face diferenta.
Tatd si un exemplu:

>'minus’

> {3,4,5,6} minus {3,6,9,12};
{4,5}

Diferenta simetrica
Aceastd operatie se realizeazd prin intermediul diferentei
s1 reuniunii, deoarece AAB = (A \ B) U (B\2).
Astfel, vom combina functiile minus si union. Un

exemplu este:
>a:={3,4,5,6};

a:={3,4,5,6}
>b:={3,6,9,12};

b:={3,6,9,12}
>dif 1:=a minus b;

dif 1:={4,5}
>dif 2:=b minus a;

dif 2:={9,12}
>dif sim:=dif 1 union dif 2;

dif sim:={9,12,4,5}

Numere reale si complexe

Mediul Maple V acceptd lucrul atit cu numere reale cit si
cu numere complexe in forma a+b*1. Se stie cd un numir
real poate fi privit ca un numdr complex cu partea imagi-
nard nuli.

Observatie
Partea imaginard este indicatd cu ajutorul caracterului "1",
adicd prin literd mare pentru a avea efect in calcule.

Suma, diferenta sau produsul a doud sau mai multe
numere complexe poate fi realizatd natural, prin operatorii
corespunzitori. Avem "+" pentru adunare, "-" pentru
scidere si "*" pentru inmultire. Trebuie mentionat faptul
cd atunci cind scriem un numdr complex, Intre partea
imaginard si simbolul "1, trebuie s3 apard si operatorul
de inmultire "+". Iatd si un exemplu:
>(2+6*I) + (3-4*I);

5 + 21
(3-4*1);
-1 + 10T
>(246*I) * (3+4*I) * (6+7*I);
-290 + 30I

Existd operatii specifice care pot fi efectuate asupra
numerelor complexe. Astfel, putem extrage partea reald si
partea imaginard a unei expresii de numere complexe prin
utilizarea functiilor Re, respectiv Im. Sintaxa acestora este
Re (exp), respectiv Im(exp), unde exp este o expresie.
Tatd si exemplele corespunzitoare:

>(2+6*I) -

>Re( (2+46*I)* (3+4*I)* (6+7*I) );
-290

>Im( (2+46*I)* (3+4*I)* (6+7*I) );
30

Tot pentru numerele complexe existd functia evalc.
Aceasta realizeazd o evaluare simbolicd a unei expresii,
fortdnd scrierea in forma standard a+b*I. Sintaxa ei este
evalc (exp), unde exp este o expresie. Un exemplu este
prezentat in continuare:
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> 37 (442%1);
3(4421)
> evalc( 3% (4+2*I) );
8lcos (2 1In(3)) + 81 I sin(2 1n(3))

Instructiuni

Puterea mediului Maple V nu constd doar din numeroase
functii matematice predefinite. Putem defini propriile func-
tii si putem profita din plin de faptul ci Maple V este spe-
cial realizat astfel Inct sd lucreze cu numere mari. Dar nici
acestea nu ar fi suficiente; este nevoie, ca in orice limbaj, de
instructiuni.

Mediul Maple V pune la dispozitie instructiunea de se-
lectie if - £i, precum si instructiunea repetitiva for -
while - do - od. Aceste instructiuni simuleaz instruc-
tiunile traditionale i£ si for, insd le si adapteazd. Trebuie
s3 remarcdm de la bun inceput ci fiecare dintre instructi-

uni are si o secventd de terminare a sa, exact ca in limbajul
FoxPro.

Instructivnea if - fi
Sintaxa acestel instructiuni este:
if exp cond
then instr
| elif exp cond
then instr |
| else instr |
fi
unde exp cond este o expresie conditionald, iar instr
este 0 secventd de instructiuni.

Constructia | | indicd faptul cd elementul continut in
interior este optional. Constructia elif este folositd
pentru a permite o noud selectie, in mdsura in care cazul
anterior nu a fost sufiecient de semnificativ.

O mentiune importanti este aceea ci prezenta elemen-
tului elif poate fi repetatd ori de cite ori este nevoie. Pu-
tem realiza astfel si o selectie multipld mai eficientd decit
o serie de instructiuni if traditionale imbricate.

Instructiunea for - while - do - od
Sintaxa acestel instructiuni este:

| for num | | from expr i | | by expr inc |
| to expr £ | | while expr c |
do
instr
od;
sau
| for num | | in expr i | | while expr c |
do
instr
od;

e num este numele variabilei care controleazi ciclul;

e expr i este expresia folositd pentru initializarea varia-
bilei num;

e expr inc este expresia folositd pentru incrementarea
variabilei num la fiecare executare a corpului ciclului;

e expr f este expresia folositd pentru a indica valoarea
finala la care trebuie si ajungd variabila num;

e expr c este o expresie conditionald in urma evaluirii
cireia se decide daci trebuie continuat ciclul;

e instr este o secventd de instructiuni.

Noutatea introdusi si acceptatd de Maple V constd in
faptul ci, pe de o parte, se pot face salturi dinamice ale
valorilor variabilei 1n timpul executdrii ciclului, iar, pe de
altd parte, in Maple V se creeazd o legiturd mai strinsi in-
tre instructiunile for si while traditionale, Imbinindu-le
intr-o instructiune mai puternicd.

Prin salturi dinamice ale valorii variabilei in timpul
rularii ciclului se Intelege posibilitatea modificarii valorii
prin care se incrementeaza de fiecare datd variabila.

In limbajul Pascal trecerea variabilei de ciclare la ur-
mitoarea valoare se ficea strict cu o unitate corespunzi-
toare tipului ordinal al contorului, daci nu era precizatd
explicit o altd incrementare in corpul instructiunii for. O
astfel de incrementare nici nu este recomandabild.

In limbajul FoxPro se admite o incrementare cu un pas
oarecare (fix) prin folosirea clauzei STEP a instructiunii
for - endfor, dar nu sunt permise salturi dinamice.

fn C/C++ este posibili incrementarea cu o valoare
oarecare si se admit si salturi dinamice.

Vom da un exemplu de program C++ care realizeazi
salturi dinamice ale valorii de incrementare, lucru care se
vede prin afisarea valorilor.

# include <stdio.h>
# Iinclude <conio.h>

void main (void) {
int i;
printf ("\n");
for (i=1;1i<40;1=2*(i+2))
printf ("%d",1);
getche () ;

Valorile afisate de acest program sunt: 1 6 16 36. Se
observi cum doar prin antetul instructiunii for se pot
modifica In mod dinamic valoarea variabilei i care reali-
zeazd incrementarea. Saltul intre doud valori este la ince-
put 5, apoi 10 si apoi 20.

In Maple V salturile dinamice sunt realizate prin adi-
ugarea clauzei by expr inc. latd un exemplu:
> summ:=0;
> for i from 11 by 2 while i<20 do
> summ: =summ+I
>

od;
summ:=0
summ:=11
summ:=24
summ:=39
summ:=56
summ:=75



Se observi ci saltul este initial 13, apoi 15, apoi 17 si
apoi 19; deci el este dinamic, si este incrementat cu valoa-
rea lui exp_inc.

Prin acest exemplu, am prezentat o instructiune for -
while - do - odin care sunt prezente att clauza by cit
si clauza while.

Prin aceastd instructiune putem simula atat instructiu-
nea while traditionald cit si instructiunea for, prezente in
multe limbaje de programare. Acest lucru il vom folosi in
continuare in rezolvarea problemei noastre.

Rezolvarea sistemelor

Vom prezenta acum solutia problemei rezolvirii sisteme-
lor prin imbinarea elementelor prezentate anterior. Nu
vom trata strict aceastd problemd, ci metoda de a rezolva
astfel de probleme.

Trebuie sd mai precizim ci vom prezenta si fisierul
.ms insotit de comentariile de rigoare. Un comentariu in
Maple V se realizeazd prin prezenta caracterului "#" (diez).
Comentariul se intinde pe toatd linia pe care este prezent
caracterul "#".

De asemenea, precizim faptul cd secventele de instruc-
tiuni dintr-un fisier pot fi executate secvential alegind din
meniul Format optiunea Execute Worksheet. latd fisierul
cu solutia, nsotit de comentariile de rigoare si de rispun-
sul sistemului Maple V:

># Rezolvarea sistemului (1)
> with(linalg):
> # Ecuatiile sistemului:
> eccl:=x*(xt+y+4*z)-4*z"2=0;
eccl:=x(x+y+4z)-4z2=0
> ecc2:=y* (x+y+4*z)-8*%z"2=0;
ecc2:=y (x+ty+4z)-8z2=0
> ecc3:=x*y*z=8;
ecc3:=xyz=8

> # Solutia finald (se cautd valori reale)

> sol final:={ };
sol final:={ }

\

# Scriem solutia sistemului sub formd de

\

# listd pentru a o putea prelucra pe
# componente

\

> sol vect:=[solve({eccl,ecc2,ecc3}, {x,y,z})];
sol vect:=[ { z=RootOf( Z3-9), y= , x= =},
{y=-4, z=1, x=-2}, {z=RootOf( 73+ Z+1),
y=-4RootOf (_7Z3+ Z+1),
x=-2 RootOf( Z3+ Z+1)} ]

> # Caut solutia reald

> sol vect[2];
{y=-4, z=1, x=-2}

> # Solutiile reale le adaug solutiei finale

> sol final:=sol final union {sol vect[2]};
sol final:={ {y=-4, z=1, x=-2} }

\

# Tratez cazul generat prin RootOf (aici am

Vv

# doud situatii). Mai pot adduga rdddcini la

Vv

# solutia finald
> # prima situatie

> zz1l:=[ allvalues (RootOf (z"3-9)) 1;
zzl:=[ 91/3, , ]

\

# Tratez un caz mai general; pot avea

Vv

# diverse dimensiuni.

Vv

# Aleg dimensiunea

> dimm:=3;

\

# Calculez solutiile primului caz

Vv

for i from 1 to dimm do
(2/3)*zz1[i],
zz1[1] }

Vv

sol exact[i]={

(4/3)*zz1[1],

> od;

sol exactl={ 91/3 , P
sol exact2={ , P
sol exact3={ , P

> #Folosesc estimdri exacte ale solutiilor

> nr _cifre:=16;

\

for i from 1 to dimm do
sol_apr{i]::{evalf(Re(evalc((2/3)*
zz1[1])), nr_cifre) + I *
evalf (Im(evalc((2/3)*zz1[1])), nr cifre),
evalf (Re(evalc((4/3)*zz1[1])), nr cifre)
+ I * evalf(Im(evalc((4/3)*zz1[1])),
nr cifre), evalf(Re(evalc(zzl[i])),
nr cifre) + I * evalf(Im(evalc(zz1[i])),
nr cifre) }
> od;
sol aprl:={ 1.386722548701269,
2.080083823051904, 2.773445097402538 }
sol apr2:={ -.6933612743506346
+1.200936955176002 I, -1.386722548701269
+2.401873910352005 I , -1.040041911525952
+1.801405432764004 I}
sol apr3:={ -.6933612743506346 -
1.200936955176002 I, -1.386722548701269
- 2.401873910352005 I, -1.040041911525952
-1.801405432764004 I }
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> # adaug la solutia finald doar solutia reald

> sol final:=sol final union { sol aprox[1l] };
sol final:={ {z=1, y=-4, x=2}, {
1.386722548701269, 2.080083823051904,
2.773445097402538 } }

># Tratez cazul generat prin RootOf
># situatii).

># solutia finald

(am doua
Mai pot adduga raddcini la
># a doua situatie

> zz2:=[allvalues (RootOf (z"2+z+1))];
zz2:=[ , ]

> # Tratez un caz mai general ; pot avea

\%

# diverse dimensiuni.

%

# Aleg dimensiunea
> dimm:=2;

> # Calculez solutiile cazului al doilea

> for i from 1 to dimm do

> sol exact[i]={ (2/3)*zz2[1],
(4/3)*zz2[1], zz2[i] }

> od;

sol exactl:={ , , }

;1)

sol exact2:={{ ,

> # Observ cd nu am nici o solutie reald
> # Adaug la solutia finald doar solutia reald
> # (este cea vida)

> sol final:=sol final union ({ }i
sol final:={ {z=1, y=-4, x=2}, {
1.386722548701269, 2.080083823051904,
2.773445097402538 } }

> # SOLUTIA FINALA:

> sol final;
{ {z=1, y=-4, x=2}, { 1.386722548701269,
2.080083823051904, 2.773445097402538 } }

Solutia obtinutd este datd in forma {z,y,x} . Ea are
valori exacte sau o aproximatie de 15 zecimale (si incd se
mai pot adiuga), adici suficient de bun.

Putem spune ci legitura dintre un limbaj puternic cal-
culatoriu (dar totusi limbaj) si problemele sistemice este
foarte eficientd.
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