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Pomi, copaci...

Arbori BINARI de formã

ARBITRARÃ
Adrian Vasilescu

Acest articol prezintã modul în care pot fi efectuate eficient diferite operaþii
folosind arborii binari. Vor fi prezentate diverse strategii cu ajutorul cãrora se
pot îmbunãtãþi performanþele algoritmilor care folosesc aceastã structurã de
date ºi care, se pare, mai au încã multe "secrete".

Introducere
Procesarea eficientã a datelor reprezintã una dintre preo-
cupãrile majore din domeniul programãrii si administrãrii
structurilor de date, în mod special în cadrul aplicaþiilor în
care volumul de informaþie prelucratã ºi stocatã este ridi-
cat. 

În acest context, cãutarea si localizarea eficientã de da-
te prezintã un interes aparte, ºtiut fiind faptul cã aceste ope-
raþii sunt costisitoare din punct de vedere computaþional ºi
în anumite cazuri chiar prohibite din cauza accesului lent
pe disc. Astfel, o cãutare de informaþii într-o structurã de
date ar putea necesita vizitarea ºi verificarea identitãþii unui
volum foarte mare de informaþie, aceastã operaþie deve-
nind cu uºurinþã o redutabilã sursã de ineficienþã compu-
taþionalã. 

Procesul de cãutare poate fi însã îmbunãtãþit prin or-
ganizarea informaþiei în structura de date, astfel încât lun-
gimea traseelor de cãutare sã fie drastic redusã ºi optimiza-
tã cât mai mult posibil. Sunt cunoscute diferite strategii de
îmbunãtãþire a performanþei de cãutare în diferite tipuri de
structuri de date, strategii ce speculeazã în mod eficient
particularitãþile specifice ale aplicaþiei considerate [1]. 

În cazul structurilor de date pentru care ordinea de in-
troducere a datelor nu este cunoscutã apriori ºi în care
aceste date nu pot fi ordonate în vreun fel, structura care
oferã un mecanism de cãutare rapidã este arborele binar
echilibrat (balansat). 

În acest articol sunt prezentate considerentele teoreti-
ce si detaliile de programare ale acestui tip de arbore binar
de formã arbitrarã în cazul cãrora inserarea de date se face
pe baza unor numere de prioritate obþinute de la un gene-
rator de numere arbitrare. 

Accentul este pus pe implementarea modularã a struc-
turii de arbore binar de formã arbitrarã într-o manierã ce
exclude accesul la date bazat pe indexare cât ºi pe utilizarea
blocurilor de memorie continuã ºi mãrime fixã, aºa numiþii
arrays care nu permit alocarea dinamicã a spaþiului de me-
morie. 

În încheierea articolului, o analizã a complexitãþii algo-
ritmului va demonstra propietatea arborelui binar de for-
mã arbitrarã de a fi echilibrat.

Structura de arbore binar
Arborele binar este o structurã de date multinivel, repre-
zentatã de o colecþie de noduri, având un nod rãdãcinã ºi
doi subarbori, unul stâng ºi altul drept, conectaþi la nodul
rãdãcinã. Astfel, arborele binar reprezentat în figura 1a)
este compus din patru noduri interne (reprezentate prin
cercuri) ºi cinci noduri externe (reprezentate prin pãtrate),
aceºtia din urmã corespunzând unor subarbori vizi. În fi-
gura 1b), nodurile externe nu au mai fost reprezentate, în
general aceste noduri fiind lipsite de o realã importanþã
practicã sunt ocupate de pointerul NULL, pentru care nu
este alocat spaþiu de memorie.
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O clasificare ºi mai convenþionalã a nodurilor într-un

arbore se poate obþine pe bazã genealogicã. Astfel, nodul
A din figura 1 este ancestor pentru toate nodurile situate
în subarborii sãi care sunt descendenþi ai sãi. De asemenea,
nodul A este pãrinte pentru nodurile situate pe nivelul ie-
rarhic urmãtor, coborând în arbore, ºi care sunt legate di-
rect de nodul A. În figura 1, nodurile B ºi C sunt fii ai no-
dului pãrinte A. 

Este de notat faptul cã traseul de la un nod ancestor n1
cãtre descendenþii sãi nk este unic, traseul fiind determinat
de secvenþa de noduri unicã n1, n2, ..., nk în care nodul ni
este pãrinte al nodului ni+1 pentru i = 1, 2, ..., k - 1 . Prin
urmare, lungimea traseului de vizitare este determinatã de
numãrul de legãturi dintre nodurile aparþinând traseului
(k - 1 pentru nodul nk). În figura 1a), traseul de la A la D
are lungimea 2, fiind compus din secvenþa de noduri A-B-
D. Poziþionarea unui nod în arbore se face prin definirea a
doi scalari complementari denumiþi în mod sugestiv adân-
cimea ºi înãlþimea nodului în arbore. Astfel, adâncimea
nodului nk corespunde lungimii traseului de la rãdãcina ar-
borelui pânã la nod care este k - 1, în timp ce înãlþimea ace-
luiaºi nod nk este reprezentatã de lungimea maximã a tra-
seului având ca rãdãcinã nodul însuºi ºi terminând la no-
dul extern cel mai îndepãrtat în subarbore.

Cãutarea ºi localizarea datelor
Pentru ca operaþiile de cãutare ºi localizare sã fie eficiente,
datele în arborele binar trebuie aranjate în aºa fel încât lun-
gimea traseelor de cãutare sa fie cât mai micã posibil, lucru
ce poate fi realizat prin gruparea nodurilor pe niveluri ie-
rarhice pe cât posibil mai apropiate de rãdãcina arborelui. 

În general, inserarea seturilor de date în arbore se face
pe baza unui criteriu de comparaþie binar, astfel încât se-
turile de date ale cãror valori de comparaþie respectã crite-
riul impus sã fie direcþionate în subarborii stângi. Similar,
seturile de date ale cãror valori de comparaþie nu satisfac
criteriul impus sunt direcþionate în subarborii drepþi, în fi-
nal setul de date introdus în arbore ocupând poziþia unui
nod extern. 

Este de remarcat faptul cã invocarea criteriului de com-
paraþie se face pentru fiecare nod din traseu, aceasta cons-
tituind o sursã de calcul intensiv. În acest aranjament al
datelor, efortul de cãutare ºi localizare este considerabil
redus prin faptul cã aceste operaþiuni sunt efectuate numai
într-un anumit sector al arborelui, în subarborii succesivi
stângi sau drepþi, dupã caz. 

Totuºi, aranjamentul binar descris mai înainte nu este
optim, deoarece este dependent de ordinea introducerii
datelor în arbore. Astfel, în cazul cel mai defavorabil pen-
tru care seturile de date sunt ordonate dupã valoarea lor de
comparaþie ºi introduse în arbore în aceastã ordine, arbo-
rele binar obþinut degenereazã într-o listã liniarã în care
procesul de cãutare devine costisitor, dacã nu impropriu. 

Pentru a evita astfel de situaþii defavorabile operaþiilor
de cãutare ce sunt caracteristice arborilor binari neechili-
braþi sau nebalansaþi, se impune ca inserarea seturilor de

date sã se efectueze în aºa fel încât procesul de formare al
arborelui sã devinã independent de ordinea seturilor de
date pe baza cãrora se construieºte arborele. 

Prin aceastã strategie se urmãreºte ca adâncimea arbo-
relui sã fie drastic redusã, prin aceasta micºorându-se lun-
gimea traseelor de cãutare în arbore ºi prin urmare a efor-
tului computaþional de cãutare de date. Arborele binar es-
te considerat echilibrat sau balansat dacã lungimile trasee-
lor de la rãdãcinã pânã la nodurile externe sunt aproxima-
tiv egale. În cazul ideal, traseele complete au lungimi egale
ºi arborele binar este considerat perfect echilibrat.

Construirea unui arbore binar
O metodã eficientã care asigurã formarea arborelui în to-
talã independenþã de ordinea de introducere a seturilor de
date este aceea de a utiliza numere arbitrare ca valori de
comparaþie necesare construcþiei arborelui. Aceste numere
arbitrare constituie prioritãþile de intrare atribuite seturi-
lor de date ºi pot fi obþinute de la generatorul de numere
arbitrare al compilatorului folosit în prelucrarea codului
sursã. 

Astfel, fiecãrui set de date i se atribuie un numãr de
prioritate arbitrar pozitiv ºi subunitar, introducerea date-
lor în arbore efectuându-se pe baza numerelor de priorita-
te atribuite în locul valorilor de comparaþie ºi folosind ace-
laºi criteriu de comparaþie binar, astfel încât prioritatea unui
set de date sã nu fie mai mare decât prioritãþile seturilor de
date descendente. 

În acest mod, regula de bazã a arborelui binar rãmâne
în efect, doar forma sa fiind arbitrarã ºi controlatã de nu-
merele de prioritate arbitrare. Din acest motiv, arborele
binar descris mai înainte este denumit, în mod sugestiv, ar-
bore binar de formã arbitrarã. 

Pentru ca acest tip de arbore sã fie robust este suficient
ca numerele de prioritate arbitrare sã fie unice, iar ordinea
lor de generare sã fie neliniarã ºi aciclicã. 

Din acest punct de vedere, generatorul de numere
rand() al compilatorului C++ corespunde scopului ar-
borelui binar de formã arbitrarã.

Informaþia care trebuie stocatã este organizatã în blo-
curi de memorie, aºa-numitele obiecte care la rândul lor
sunt instanþe ale claselor prototip, care nu sunt altceva de-
cât ºabloane special proiectate în cadrul aplicaþiei curente
dupã care sunt generate obiectele propriu-zise. 

Aºadar, o structurã de date poate fi conceputã ca o co-
lecþie de blocuri de memorie pentru stocarea informaþiilor
ºi un set de operaþiuni special proiectate pentru inserarea,
modificarea ºi accesarea informaþiei stocate. 

În acest mod, separarea algoritmului de structura sa de
date faciliteazã un nivel înalt de abstractizare în proiecta-
rea ºi implementarea eficientã a oricãrei operaþiuni în ca-
drul aplicaþiei. Acest proces stã la baza programãrii modu-
lare, exprimatã în termeni de clase prototip ºi instanþe ale
acestora (obiecte), ºi al cãrei scop principal constã în redu-
cerea complexitãþii de exprimare a algoritmilor pe bazã de
eficienþã computaþionalã. 
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Avantajele programãrii modulare sunt diverse ºi in-
contestabile, conceptul de clasã prototip oferind un înalt
grad de reutilizare a lor în cadrul altor aplicaþii similare cu
un efort de programare minim. De asemenea, clasele pro-
totip pot fi extinse sau alterate fãrã a fi necesarã intervenþia
în structura internã a programului sursã. Astfel, unul din
scopurile principale ale activitãþii de producere de soft-
ware, acela de a permite extinderea ºi menþinerea operativã
a programelor pe perioade lungi de timp, este îndeplinit.

Primul pas în implementarea arborelui binar de formã
arbitrarã este de a defini un set abstract de date format din
clase prototip cu ajutorul cãrora structura de arbore sã fie
exprimatã mai mult la nivel conceptual ºi mai puþin în ter-
meni referitori la detalii de programare. 

Procesul de identificare ºi formulare a claselor proto-
tip este complex ºi de obicei repetitiv necesitând câteva ci-
cluri de analizã profundã a detaliilor problemei ºi formu-
lare ierarhicã a algoritmilor. 

În acelaºi timp, trebuie avut în vedere ºi aspectul efici-
enþei computaþionale care, ignorat, poate duce la dificul-
tãþi neaºteptate în extinderea ºi exploatarea economicã a
programului. 

O fragmentare excesivã a codului sursã în obiecte con-
duce inevitabil la un mare numãr de apeluri de funcþii ºi o
organizare internã a programului deosebit de complexã,
acestea fiind recunoscute ca veritabile surse de ineficienþã. 

Aºadar, procesul de proiectare orientatã-obiect ºi im-
plementare eficientã a modelelor computaþionale este unul
complex ºi de duratã, necesitând multiple revizuiri ºi com-
pletãri. 

În ceea ce priveºte implementarea arborelui binar de
formã arbitrarã descris anterior, aspectul eficienþei com-
putaþionale a fost compromis într-o foarte micã mãsurã
numai pentru a oferi o mai bunã claritate codului sursã,
acesta fiind ºi principalul scop al actualei versiuni.

O primã entitate abstractã ce poate fi uºor identificatã
este aceea de nod al arborelui. Astfel, este creatã o clasã
denumitã TreeNode, conþinând un element membru de-
numit value ºi doi pointeri denumiþi _lchild ºi _rchild,
care reprezintã legãturile nodului cãtre cei doi descendenþi
ai sãi. 

Prin intermediul pointerilor _lchild ºi _rchild, le-
gãturile dintre nodurile arborelui sunt stabilite în mod au-
tomat de cãtre constructorul clasei prototip TreeNode fã-
rã a necesita nici un fel de operaþii de indexare sau tabelare. 

Destructorul ~TreeNode() este responsabil pentru
eliberarea spaþiului de memorie ocupat de obiectul nod cât
ºi de descendenþii acestuia. 

Pentru a asigura utilizarea eficientã a arborelui, clasele
prototip vor fi implementate prin intermediul mecanismu-
lui template<>, astfel încât structura de arbore sã devinã
independentã de tipul de date pe care va trebui sã le înma-
gazineze. 

Astfel, tipul datelor T care vor fi inserate în arbore este
stabilit la iniþializarea arborelui prin specificarea sa între
parantezele unghiulare ale specificatorului template<>. 

Acest tip T al datelor este la rândul sãu reprezentat de
o clasã prototip special proiectatã în cadrul aplicaþiei cu-
rente. 

Reprezentarea clasei prototip TreeNode în cod C++
cuprinde douã pãrþi. Prima este una declarativã ºi consti-
tuie interfaþa clasei care este implementatã într-un fiºier
purtând denumirea clasei ºi având extensia .H sau .HPP.

template <class T> class TreeNode{
protected:

T value;
TreeNode *_lchild;
TreeNode *_rchild;

public:
TreeNode(T);
virtual ~TreeNode(void);

};

Cea de-a doua parte a clasei constã în definirea pro-
priu-zisã a metodelor de operare, aceastã parte fiind im-
plementatã într-un fiºier purtând denumirea clasei ºi având
extensia .C sau .CPP. 

Constructorul TreeNode(T) creeazã un arbore binar
având un singur nod ºi douã legãturi cãtre fiii sãi, fiecare
fiind reprezentat de pointerul NULL.

template<class T>
TreeNode<T>::TreeNode(T value) : 

value(value),_lchild(NULL),_rchild(NULL){}

Destructorul clasei, ~TreeNode(void) elibereazã me-
moria ocupatã de obiectul nod cât ºi pe cea a fiilor sãi, dacã
aceastã memorie a fost alocatã:

template<class T>
TreeNode<T>::~TreeNode(void){

if (_lchild) delete _lchild;
if (_rchild) delete _rchild;

}

Colecþia de noduri aparþinând arborelui va fi stocatã
într-o listã ordonatã. Deoarece o altã operaþie foarte im-
portantã ce trebuie implementatã se referã la localizarea
succesorului sau a predecesorului unui nod arbitrar din ar-
bore, vom pãstra ºi o listã care conþine pointeri la nodurile
învecinate din arbore. Astfel, vom introduce o nouã clasã
prototip denumitã Node conþinând legãturile la nodurile
succesor ºi predecesor ale nodului curent.

class Node{
protected:

Node *_next; 
Node *_prev; 

public:
Node(void);
virtual ~Node(void);
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inline Node *next(void) const;
inline Node *prev(void) const;
Node *remove(void);
Node *insert(Node *newNode);

};

Constructorul Node(void) creeazã un nou tip de nod
corespunzând unui element în listã:

Node::Node(void){ 
_prev=this;   
_next=this; 

}

Am folosit pointerul C++ this care indicã obiectul
element al listei. Acest constructor iniþializeazã pointerii
_prev ºi _next, reprezentând legãturile cãtre nodurile
predecesor ºi succesor din arbore cu pointerul this, ur-
mând ca aceste legãturi sã fie setate în mod corespunzãtor
la timpul potrivit. 

Destructorul ~Node(void) este responsabil pentru
eliberarea spaþiului de memorie ocupat de obiectele tip
Node dupã ce durata lor de viaþã se încheie. Acest destruc-
tor este declarat virtual pentru a asigura eliberarea de me-
morie în mod corect ºi pentru obiectele derivate de la
aceastã clasã prototip.

Node::~Node(void){}

Funcþiile membru next() ºi prev() sunt folosite pen-
tru a obþine adresele nodurilor succesor ºi predecesor. 

Aceste douã funcþii sunt declarate inline din motive
de eficienþã, directiva inline sugerând compilatorului sã
introducã instrucþiunile din corpul funcþiei în codul sursã
fãrã a mai utiliza mecanismul de activare a funcþiei, meca-
nism care este costisitor ºi nejustificabil în acest caz. 

Pe de altã parte, membrii clasei Node, _next ºi _prev,
nu trebuie alteraþi în nici un fel pe durata de viaþã a arbo-
relui, motiv pentru care funcþiile next() ºi prev() vor fi
declarate const.

inline Node *Node::next(void) const{ 
return _next;

}
inline Node *Node::prev(void) const{ 

return _prev; 
}

Funcþia membru insert(Node *n) insereazã pointe-
rul nodului n în listã imediat dupã nodul curent reprezen-
tat de pointerul this, refacându-se în acelaºi timp legãtu-
rile dintre noduri:

Node *Node::insert(Node *node){
Node *new_node = _next;
node->_next = new_node;

node->_prev = this;
_next = node;
new_node->_prev = node;
return node;

}

Un nod din listã poate fi înlãturat prin intermediul
funcþiei membru remove(void) astfel încât legãturile din-
tre nodurile rãmase sã poatã fi refãcute:

Node *Node::remove(void){
_prev->_next = _next;
_next->_prev = _prev;
_next = _prev = this;
return this;

}

Pe baza celor douã clase prototip TreeNode ºi Node
definite mai înainte, este introdusã o nouã clasã cu ajutorul
mecanismului de moºtenire, clasã numitã, în mod sugestiv,
BreidedNode. Aceastã nouã clasã permite accesul la no-
durile arborelui pe baza relaþiei genealogice pãrinte-des-
cendenþi dar ºi prin parcurgerea listei de noduri prin inter-
mediul listei.

template<class T>
class BraidedNode:public Node, 

public TreeNode<T>{
public:

BraidedNode( T );
inline BraidedNode<T> *rchild(void) const;
inline BraidedNode<T> *lchild(void) const;
inline BraidedNode<T> *prev(void) const;
inline BraidedNode<T> *next(void) const;

};

Constructorul BreidedNode(T) iniþializeazã în mod
explicit membrii clasei TreeNode:

template<class T>
BraidedNode<T>::BraidedNode(T value): 

TreeNode<T>(value){}

Funcþiile membru rchild(), lchild(), next() ºi
prev() returneazã cele patru legãturi ale nodului, primele
douã aparþinând structurii de arbore, iar ultimele douã
structurii de listã.
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Aceste funcþii sunt declarate inline ºi const din ace-
leaºi motive prezentate anterior.

template<class T> 
inline BraidedNode<T> *BraidedNode<T>::

rchild(void) const{
return (BraidedNode<T> *)_rchild; 

}

template<class T>
inline BraidedNode<T> *BraidedNode<T>::

lchild(void) const{ 
return (BraidedNode<T> *)_lchild; 

}

template<class T> 
inline BraidedNode<T> *BraidedNode<T>::

prev(void) const{ 
return (BraidedNode<T> *)_prev; 

}

template<class T> 
inline BraidedNode<T> *BraidedNode<T>::

next(void) const{ 
return (BraidedNode<T> *)_next; 

}

Având structura de arbore deja conturatã prin inter-
mediul claselor prototip TreeNode, Node ºi Braided-
Node, nu mai rãmâne decât fixarea structurii sale funcþio-
nale reprezentatã în principal de operaþiile de inserare, cã-
utare ºi localizare a datelor. 

Procesul de inserare a datelor în arbore are loc în douã
faze distincte, mai întâi nodul este introdus în arbore prin
metoda clasicã (înlocuirea unui nod extern), dupã care se
aplicã o reordonare a nodurilor în arbore în funcþie de nu-
mãrul de prioritate al fiecãruia. 

Trebuie menþionat faptul cã operaþia de reordonare ne-
cesitã introducerea a douã noi funcþii rotateRight() ºi
rotateLeft() în vederea poziþionãrii nodurilor în arbore
astfel încât nodul pãrinte sã aibã numãrul de prioritate mai
mic decât al tuturor descendenþilor sãi. 

Astfel, dacã x este fiul stâng al nodului pãrinte y ºi are
numãrul de prioritate mai mic decât numãrul de prioritate
al nodului pãrinte y, atunci funcþia rotateRight() va
muta nodul x pe un nivel ierarhic superior nodului y în ar-
bore, conform principiului de bazã al arborelui binar de
formã arbitrarã. 

De asemenea, este posibil ca acest principiu sã nu fie
respectat în cazul noului pãrinte al nodului x în noua sa
configuraþie, caz în care va fi efectuatã o nouã rotaþie a no-
dului pãrinte, o rotaþie de dreapta, dacã x este fiu stâng sau
o rotaþie de stânga, dacã x este fiu drept. 

Acest proces de rotaþie a nodurilor este continuat pânã
când numãrul de prioritate al nodului x va fi mai mic decât
al tuturor nodurilor sale ascendente.

Pentru a implementa funcþiile de rotaþie, este introdu-
sã o nouã clasã prototip numitã RandomizedNode al cãrei
acces la datele clasei BreidedNode este permis prin meca-
nismul de moºtenire. Aceastã nouã clasã conþine pointerul
care indicã nodul pãrinte al nodului curent (_parent) cât
ºi numãrul sãu de prioritate (_priority). 

template<class T>
class RandomizedNode: public BraidedNode<T>{

protected:
RandomizedNode *_parent;
double _priority;
void rotateRight(void);
void rotateLeft(void);
void bubbleUp(void);
void bubbleDown(void);

public:
RandomizedNode(T value, int seed = -1 );
inline RandomizedNode *lchild(void) const;
inline RandomizedNode *rchild(void) const;
inline RandomizedNode *prev(void) const;
inline RandomizedNode *next(void) const;
inline RandomizedNode *parent(void) const;
inline double priority(void) const;
friend class RandomizedSearchTree<T>;

};

Constructorul RandomizedNode(T value, int seed
= -1) atribuie unui nou nod creat un numãr de prioritate
arbitrar, generat de funcþia standard rand() a compilato-
rului C++.

template<class T>
RandomizedNode<T>::RandomizedNode(T value, 

int seed):BraidedNode<T>(value){
if (seed != -1) srand(seed);
_priority = (rand()) / (32767.0 + 1.0);
_parent = NULL;

}

Funcþiile membru rotateRight() ºi rotateLeft()
vor schimba forma arborelui prin actualizarea legãturilor
nodurilor participante conform principiului reprezentat în
figura 3). Astfel, prin rotaþia de dreapta, legãtura nodului
y la fiul sãu stâng este conectatã la subarborele T2 iar legã-
tura nodului x la fiul sãu drept este conectatã la nodul y.
De asemenea, trebuie sã verificãm dacã pãrintele nodului x
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este definit pentru a nu permite nici unui nod sã ajungã la
nivelul nodului rãdãcinã, care, prin definiþie, este unic ºi
trebuie sã rãmânã unic. 

template<class T>
void RandomizedNode<T>::rotateRight(void){

RandomizedNode<T> *y = this;
RandomizedNode<T> *x = y->lchild();
RandomizedNode<T> *p = y->parent();
y->_lchild = x->rchild();
if (y->lchild() != NULL)

y->lchild()->_parent = y;
if (p->rchild() == y) p->_rchild = x;
else p->_lchild = x;
x->_parent = p;
x->_rchild = y;
y->_parent = x;
return;

}

Funcþia rotateLeft() efectueazã operaþia de rotaþie
inversã, aceasta fiind exprimatã în mod simetric funcþiei
rotateRight() dupã cum urmeazã:

template<class T>
void RandomizedNode<T>::rotateLeft(void){

RandomizedNode<T> *x = this;
RandomizedNode<T> *y = x->rchild();
RandomizedNode<T> *p = x->parent();
x->_rchild = y->lchild();
if ( x->rchild() != NULL )

x->rchild()->_parent = x;
if ( p->lchild() == x ) p->_lchild = y;
else p->_rchild = y;
y->_parent = p;
y->_lchild = x;
x->_parent = y;
return;

}

Funcþiile bubbleUp() ºi bubbleDown() au scopul de
a efectua rotaþiile respective pâna când numãrul de priori-
tate al nodului curent satisface principiul de construcþie a
arborelui binar de formã arbitrarã. Operaþiile de rotaþie
sunt aplicate nodului pãrinte.

template<class T>
void RandomizedNode<T>::bubbleUp(void){

RandomizedNode<T> *p = parent();
if (priority() < p->priority()){

if ( p->lchild() == this)
p->rotateRight();

else p->rotateLeft();
bubbleUp();

}
}

template<class T>
void RandomizedNode<T>::bubbleDown(void){

double lcPriority = lchild()? 
lchild()->priority():2.0;

double rcPriority = rchild()?
rchild()->priority():2.0;

double minPriority = (lcPriority <
rcPriority)?lcPriority:rcPriority; 

if (priority() <= minPriority) 
return;

if (lcPriority < rcPriority) 
rotateRight();

else rotateLeft();
bubbleDown();
return;

}

Sensul operaþiei de rotaþie este determinat de relaþia
dintre nodurile fii, dacã fiul stâng are numãrul de priorita-
te mai mic, o rotaþie de dreapta rotateRight() va muta
fiul stâng pe un nivel superior în arbore, în timp ce nodul
curent va fi mutat pe un nivel inferior, dupã cum se poate
observa în figura 3). 

În caz contrar, va fi aplicatã o rotaþie de stânga rotate-
Left(). Pentru a preveni orice interferenþã a nodurilor ex-
terioare cu nodurile arborelui, nodurilor exterioare li se
atribuie un numãr de prioritate 2.0 sau cel puþin un nu-
mãr din afara intervalului (0.0, 1.0).

Funcþiile rchild(), lchild(), next(), prev() ºi
parent() au fost implementate în scopul obþinerii acce-
sului la nodurile respective, acces foarte util în operaþiile
cu arbori.

template<class T> 
inline RandomizedNode<T>

*RandomizedNode<T>::lchild(void) const{ 
return (RandomizedNode<T> *) _lchild; 

}

template<class T> 
inline RandomizedNode<T> 

*RandomizedNode<T>::rchild(void) const{ 
return (RandomizedNode<T> *) _rchild; 

}

template<class T> 
inline RandomizedNode<T> 

*RandomizedNode<T>::prev(void) const{ 
return (RandomizedNode<T> *) _prev; 

}

template<class T> 
inline RandomizedNode<T> 

*RandomizedNode<T>::next(void) const{ 
return (RandomizedNode<T> *) _next; 

}
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template<class T> 
inline RandomizedNode<T> 

*RandomizedNode<T>::parent(void) const{ 
return (RandomizedNode<T> *) _parent; 

}

template<class T> 
inline double RandomizedNode<T>::

priority(void) const{ 
return _priority; 

}

Arborele binar propriu-zis este reprezentat de o nouã
clasã prototip denumitã RandomizedSearchTree. Mem-
brii clasei sunt rãdãcina arborelui (root) ºi un cursor
(cursor). 

O metodã foarte importantã a acestei clase este funcþia
de comparare comparison(T,T) pe baza cãreia se face
introducerea datelor în arbore. 

Alte metode ale clasei sunt implementate pentru a fa-
cilita folosirea structurii de arbore în mod eficient. 

template<class T> class RandomizedSearchTree{
private:

RandomizedNode<T> *root;
RandomizedNode<T> *cursor;
int (*comparison)(T,T);   
void _remove(RandomizedNode<T> *);

public:
RandomizedSearchTree(int (*)(T,T), 

int seed = -1);
~RandomizedSearchTree(void);
inline T next(void);
inline T prev(void);
inline T value(void);
inline bool isFirst(void) const;
inline bool isLast(void) const;
inline bool isHead(void) const;
inline bool isEmpty(void) const;
inline T findMin(void);
inline T findMax(void);
T find(T);
T locate(T);
T insert(T);
T remove(T);
T removeMin(void);
T removeMax(void);
void remove(void);
void inorder(void (*visit)(T));

};

Constructorul clasei, RandomizedSearchTree(int
(*)(T,T), int seed = -1) iniþializeazã un arbore bi-
nar de formã arbitrarã care conþine un singur nod izolat
(root) care reprezintã radacina arborelui ºi al cãrui numãr
de prioritate este -1.0. 

template<class T>
RandomizedSearchTree<T>::RandomizedSearchTree
(int (*cmp)(T,T),int seed): comparison(cmp){
cursor = root = new RandomizedNode<T>

(NULL,seed);
root->_priority = -1.0;

}
Destructorul ~RandomizedSearchTree() este respon-

sabil pentru eliberarea spaþiului de memorie a arborelui
când durata sa de viaþã ia sfârºit. 

template<class T>
RandomizedSearchTree<T>::

~RandomizedSearchTree(void){
delete root; 

}
Funcþiile next(), prev(), value(), isFirst(),

isLast(), isHead() ºi isEmpty() sunt definite dupã
cum urmeazã:

template<class T> 
inline T RandomizedSearchTree<T>::next(void){

cursor = cursor->next();
return cursor->value;

}

template<class T> 
inline T RandomizedSearchTree<T>::prev(void){

cursor = cursor->prev();
return cursor->value;

}

template<class T> 
inline T RandomizedSearchTree<T>::value(void){

return cursor->value; 
}

template<class T> 
inline bool RandomizedSearchTree<T>::

isFirst(void) const{
return (cursor == root->next()) && 

(root != root->next());
}

template<class T> 
inline bool RandomizedSearchTree<T>::

isLast(void) const{
return (cursor == root->prev()) && 

(root != root->next());
}

template<class T> 
inline bool RandomizedSearchTree<T>::

isHead(void) const{ 
return cursor == root; 

}
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template<class T> 
inline bool RandomizedSearchTree<T>::

isEmpty(void) const{ 
return root == root->next(); 

}

Funcþia membru insert(T avalue) este responsabi-
lã pentru introducerea datelor în arbore:

template<class T> 
T RandomizedSearchTree<T>::insert(T avalue){

// find external node
int result = 1;
RandomizedNode<T> *p = root;
RandomizedNode<T> *node = root->rchild();
while (node){

p = node;
result = (*comparison)(avalue,p->value);
if (result < 0)

node = p->lchild();
else 

if (result > 0)
node = p->rchild();

else
return NULL;

}
cursor = new RandomizedNode<T>(avalue);
cursor->_parent = p;
if (result < 0){

p->_lchild = cursor;
p->prev()->Node::insert(cursor);

}
else{

p->_rchild = cursor;
p->Node::insert(cursor);

}
// bubble item according to its priority

cursor->bubbleUp();
return avalue;

}
Mecanismul de inserare a datelor este compus din douã

faze distincte. Într-o primã etapã, inserarea unei date xi se
efectueazã prin plasarea sa în nodul extern corespunzãtor,
fãcând abstracþie de numãrul de prioritate atribuit. În eta-
pa a doua, forma arborelui este ajustatã corespunzãtor re-
gulii prioritãþilor în arbore, astfel încât prioritatea oricãrui
nod xi din arbore sã fie mai mare sau egalã cu prioritatea
pãrintelui sãu.

Funcþia membru find(T avalue) este folositã în ope-
raþia de cãutare a datei avalue al cãrei tip este indicat de
variabila T care este identicã cu cea a datelor stocate în ar-
bore.

template<class T> 
T RandomizedSearchTree<T>::find(T avalue){

RandomizedNode<T> *node = root->rchild();

while (node){
int result = (*comparison)(avalue, 

node->value);
if (result < 0)

node = node->lchild();
else if (result > 0)

node = node->lchild();
else{

cursor = node;
return node->value;

}
}
return NULL;

}

Operaþia de cãutare a datei avalue se desfãºoarã de-a
lungul unui traseu de cãutare unic determinat începând de
la rãdãcinã ºi coborând în arbore. 

Pentru fiecare nod de pe traseu, este folositã funcþia de
comparaþie a arborelui pentru compararea datei cãutate
avalue cu cea stocatã în nodul curent (node->value).
Dacã avalue < node->value, procesul de cãutare este
continuat în subarborele stâng prin node->_lchild, în
caz contrar procesul de cãutare fiind continuat în subar-
borele drept. În cele din urmã, cursorul arborelui este fixat
la nodul datei gãsite ºi funcþia de cãutare se terminã prin
returnarea datei gãsite. Dacã data cãutatã nu se aflã în ar-
bore, se returneazã pointerul NULL.

O altã operaþie de cãutare este reprezentatã de funcþia
membru locate(T avalue) care, aplicatã argumentului
sãu, returneazã argumentul însuºi dacã aceastã datã este
conþinutã în arbore. În cazul în care data nu este conþinutã
în arbore, se retuneazã data cu valoarea imediat urmãtoa-
re în ordine descrescãtoare.

template<class T> 
T RandomizedSearchTree<T>::locate(T avalue){

RandomizedNode<T> *locate = root;
RandomizedNode<T> *node = root->rchild();
while (node){

int result = (*comparison)(avalue,
node->value);

if (result < 0) node = node->lchild();
else

if (result > 0){
locate = node;
node = node->rchild();

}
else{

cursor = node;
return cursor->value;

}
}
cursor = locate;
return cursor->value;

}
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Funcþiile membru findMin() ºi findMax() sunt res-
ponsabile pentru returnarea datelor considerate minime,
respectiv maxime potrivit criteriului de comparaþie impus.
Aceste funcþii sunt extrem de eficiente având în vedere
structura ordonatã a arborelui, nici o operaþie de cãutare
nefiind necesarã; aceste funcþii sunt declarate inline.

template<class T> 
inline T RandomizedSearchTree<T>::

findMin(void){
cursor = root->next();
return cursor->value;

}

template<class T> 
inline T RandomizedSearchTree<T>::

findMax(void){
cursor = root->prev();
return cursor->value;

}

Funcþia remove(T avalue) ºterge data avalue din
arbore dacã aceasta existã, cursorul arborelui fiind mutat
la locaþia predecesorului datei avalue. Implementarea aces-
tei funcþii se bazeazã pe funcþia membru _return(Ran-
domizedNode<T> *node) declaratã private în clasa Ran-
domizedSearchTree.

template<class T> 
T RandomizedSearchTree<T>::remove(T avalue){

T value = find(avalue);
if (value){

remove();
return value; 

}
return NULL;

}

template<class T> 
void RandomizedSearchTree<T>::

_remove(RandomizedNode<T> *node){
node->_priority = 1.5;
node->bubbleDown();
RandomizedNode<T> *p = node->parent();
if (p->lchild() == node) p->_lchild = NULL;
else p->_rchild = NULL;
if (cursor == node) cursor = node->prev();
node->Node::remove();
delete node;
return;

}
template<class T> 
void RandomizedSearchTree<T>::remove(void){

if (cursor != root) _remove( cursor );
return;

}

Analiza performanþei
În cazul arborelui binar de formã arbitrarã, o analizã a per-
formanþei se poate efectua numai statistic, dat fiind faptul
cã forma arborelui este controlatã de numerele de priori-
tate arbitrare asociate seturilor de date. Principalul obiec-
tiv al analizei de faþã îl constituie determinarea numãrului
de operaþii computaþionale necesare în procesul de insera-
re, cãutare ºi localizare de date reprezentate de funcþiile ar-
borelui insert(), find(), locate(), remove(). 

Pentru aceasta se considerã un arbore de formã arbi-
trarã ale cãrui componente sunt x1, x2, ..., xn luate în ordi-
nea lor crescãtoare, reprezentând cazul cel mai defavorabil
de introducere a datelor în arborele binar clasic. Datoritã
ordinii de inserare, un nod xi va ocupa în prima fazã un
nod extern unic determinat, în cele din urmã ocupând o
poziþie pe traseul de cãutare al nodului imaginar xk. 

Introducerea datelor în arborele iniþial vid se face prin
ocuparea unuia dintre nodurile sale externe într-o primã
fazã. Astfel, x1 va ocupa singurul nod exterior al arborelui,
devenind rãdãcina acestuia. Prin urmare, probabilitatea ca
nodul x1 sã se situeze pe traseul de cãutare al nodului ima-
ginar xk este 1.0, x1 fiind pãrinte al acestuia. 

Urmãtoarea componentã introdusã în arbore este x2
care va ocupa unul dintre cele douã noduri externe ale ar-
borelui în configuraþia sa curentã, probabilitatea ca x2 sã se
situeze pe traseul de cãutare al lui xk fiind 0.5. 

În general, prin introducerea unei date xi, i = 1, ..., k - 1,
probabilitatea ca xi sã ocupe un anumit nod extern este ace-
eaºi pentru toate nodurile externe. Deoarece numai într-o
singurã poziþie în arbore, xi se va situa pe traseul de cãuta-
re al lui xk, probabilitatea ca xi sã se situeze pe traseul de
cãutare al lui xk este 1/i. 

Prin urmare, adâncimea probabilã a datei xk poate fi
determinatã cu ajutorul expresiei:

Deoarece numãrul de operaþii necesare pentru insera-
re, cãutare ºi localizare este proporþional cu adâncimea în
arbore a lui xk rezultã cã aceste procese au loc într-un timp
de ordinul O(log n) pentru acest tip de arbore binar.
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