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Problemã: Într-o livadã avem n meri ºi dorim sã cons-
truim un gard, care înconjoarã livada ºi are perime-
trul minim. Care sunt merii situaþi lângã gard?

Vom prezenta douã exemple intuitive care ne
ajutã sã înþelegem urmãtoarea expunere teoreticã.
Înfãºurãtoarea convexã a unei mulþimi de puncte în
plan este conturul închis de o bandã de cauciuc în-
tinsã în jurul cuielor bãtute în fiecare din punctele
date. Frontiera înfãºurãtorii convexe în spaþiul tridi-
mensional este forma pe care o ia un ambalaj plastic
strâns întins în jurul punctelor.

Definiþia 1: O mulþime S este convexã dacã ºi numai da-
cã x ∈ S ºi y ∈ S implicã xy ⊆ S; prin xy am notat seg-
mentul închis care uneºte punctele x ºi y.

Segmentul xy este mulþimea tuturor punctelor de
forma αx+βy, cu α,β≥0 ºi α+β=1; pentru cazul bidi-
mensional x=(x1,x2) ºi y=(y1,y2); x+y=(x1+y1,x2+y2).

Definiþia 2: Înfãºurãtoarea convexã a unei mulþimi de
puncte S este intersecþia tuturor mulþimilor convexe
care includ mulþimea S, notatã conv(S).

Proprietãþi:
conv(S) - în plan este poligonul de arie minimã care

include mulþimea S;
conv(S) - în spaþiu este poliedrul de volum minim

care include mulþimea S.
Înfãºurãtoarea convexã a unei mulþimi de puncte

din plan este descrisã prin frontiera poligonului con-
vex care are proprietãþile menþionate mai sus. Acesta

va fi descris prin lista vârfurilor acestuia, luate în
sens trigonometric.

Determinarea înfãºurãtorii convexe
Fiind date n puncte în plan prin coordonatele (xi, yi),
i=1,...,n, se cere sã se determine vârfurile poligonului
care descrie înfãºurãtoarea convexã. Algoritmul pre-
zentat în continuare este preluat din [Joseph O�Rour-
ke - Computational Geometry in C] cu câteva modi-
ficãri menite sã simplifice implementarea, ºi în ace-
laºi timp sã se obþinã un cod mai rapid. Acesta a fost
elaborat de R. L. Graham în 1972.

În prima etapã se alege un punct care are ordona-
ta y minimã; dacã existã mai multe astfel de puncte,
se alege cel care are abscisa x minimã. Originea siste-
mului de coordonate se translateazã în acest punct ºi
noua poziþie se plaseazã (prin interschimbare) pe
prima poziþie în ºir. Urmãtoarele puncte din ºir se
ordoneazã dupã regula urmãtoare:

Pi(xi,yi)<Pj(xj,yj) dacã ºi numai dacã ϕi<ϕj sau
ϕi=ϕj ºi ri<rj, unde (r,ϕ) reprezintã coordonatele po-
lare ale punctului P(x,y). Acestea se determinã astfel:

ϕ = arctan(y/x); r = (figura 1).

Figura 1. Coordonate polare

22 yx +

�Sunt mãr de lângã drum ºi fãrã gard�

Înfãºurãtoarea 

CONVEXÃ în 2D
Ion Cozac

Determinarea înfãºurãtorii convexe a unei mulþimi de puncte este o problemã
elementarã în geometria computaþionalã. Determinarea înfãºurãtorii convexe
este un prim pas care apare în foarte mulþi algoritmi geometrici ºi aceasta
deoarece surprinde o idee aproximativã despre forma sau proporþiile unei
mulþimi de date.
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Pentru implementare nu ne putem permite sã fo-

losim aceste formule care sunt foarte costisitoare (ca
timp) ºi introduc erori de rotunjire. Folosim în
schimb urmãtoarea proprietate: ϕi < ϕj dacã ºi numai
dacã (xiyj - xjyi) > 0.

Sã justificãm aceastã afirmaþie. În figura 2 am re-
prezentat triunghiul format de vârfurile O, Pi, Pj a
cãrui arie este jumãtate din valoarea absolutã a
determinantului:

Figura 2. Cum determinãm dacã Pi < Pj ?

Aria triunghiului este pozitivã dacã ºi numai dacã
punctele O, Pi, Pj apar în sens trigonometric.

În caz de egalitate a ariilor, pentru economie de
timp se comparã direct valorile xi

2 + y i
2 ºi xj

2 + yj
2.

În a doua etapã se parcurg în ordine punctele ºi
se determinã care dintre ele se vor situa pe frontiera
poligonului convex cãutat. Observãm cã originea
sistemului de coordonate se va situa sigur pe fronti-
era cãutatã; acesta va fi introdus în lista de ieºire. În
continuare, pentru fiecare punct Pk se verificã dacã
este îndeplinitã urmãtoarea condiþie: unghiul format
de ultimele trei puncte din lista de ieºire (Pk-2, Pk-1, Pk)
sã aibã mãsura mai micã decât π. Dacã aceastã condi-
þie este îndeplinitã, Pk poate rãmâne (deocamdatã!)
în lista de ieºire, în caz contrar un unghi cu mãsura
mai mare decât π introduce o concavitate ºi în con-
secinþã punctul Pk trebuie scos din lista de ieºire. În
figura 3 este ilustratã aceastã situaþie.

Figura 3. Construirea înfãºurãtorii convexe

Evoluþia listei de ieºire (în cazul figurii 3) este ur-
mãtoarea:

L: {0}
L: {0,1}
L: {0,1,2}: {0,2}
L: {0,2,3}
L: {0,2,3,4}: {0,2,4}
L: {0,2,4,5}: {0,2,5}
L: {0,2,5,6}: {0,2,6}
L: {0,2,6,7}
L: {0,2,6,7,0}: {0,2,6,0}

În unele situaþii este nevoie de mai multe reve-
niri, atunci când depistãm un unghi care are mãsura
mai mare decât π, aºa cum se vede în figura 4.

Figura 4. O evoluþie sinuoasã în construirea
înfãºurãtorii convexe

Cum determinãm dacã mãsura unghiului (Pk-2, Pk-1, Pk)
este mai micã decât π? Aceastã condiþie este îndepli-
nitã dacã ºi numai dacã cele trei puncte apar în sens
trigonometric: valoarea determinantului (aria triun-
ghiului format cu vârfurile respective) este pozitivã:

În final coordonatele din lista de ieºire se corec-
teazã (prin translatarea originii sistemului de coor-
donate) pentru a coincide cu cele date la intrare.

Sã studiem complexitatea acestui algoritm. În
prima parte am parcurs ºirul pentru a determina no-
ua origine a sistemului de coordonate, apoi am ordo-
nat punctele în raport cu coordonatele polare ale
acestora. Rezultã un ordin de complexitate O(n log n),
deoarece O(n) este absorbit de ordinul maxim dat de
algoritmul de sortare.

În partea a doua am parcurs din nou ºirul sortat
pentru a insera în lista de ieºire punctele care înde-
plinesc condiþiile impuse. Aceastã parcurgere necesi-
tã între n ºi 2n paºi, de unde rezultã cã algoritmul lui
Graham are ordinul de complexitate O(n log n).

O limitã inferioarã a complexitãþii
Ne punem urmãtoarea întrebare: se poate proiecta
un algoritm care sã determine înfãºurãtoarea convexã
cu un ordin de complexitate mai mic (sub O(n log n))?
Sã privim figura 4. Fiind date n valori reale x1, ..., xn,
se reprezintã punctele Pi(xi, xi

2) aflate pe parabola
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y = x2. Dacã se determinã înfãºurãtoarea convexã a
mulþimii de puncte P1, P2, ..., Pn, acest algoritm poa-
te fi folosit pentru a sorta un ºir de numere date. Pe
de altã parte, ºtim [Donald Knuth - Algoritmi de sor-
tare ºi cãutare] cã un algoritm de sortare optim are,
în cel mai defavorabil caz, ordinul O(n log n). În
concluzie, nu se poate proiecta un algoritm care sã
determine înfãºurãtoarea convexã cu un ordin de
complexitate inferior. Am obþinut astfel urmãtoarea

Teoremã
Orice algoritm care determinã înfãºurãtoarea conve-
xã are un ordin de complexitate O(n log n).

Figura 5. Cum se poate sorta un ºir de numere cu
ajutorul înfãºurãtorii convexe

Aplicaþie:
diametrul unei mulþimi de puncte
Fiind datã o mulþime de puncte în plan, diametrul
acestei mulþimi este distanþa maximã dintre douã
puncte ale acestei mulþimi.

Pentru a elabora un algoritm performant sã ob-
servãm cã diametrul unei mulþimi de puncte uneºte
întotdeauna douã puncte care sunt vârfuri ale înfãºu-
rãtorii convexe. Aceastã observaþie poate simplifica
în unele cazuri munca de cãutare, de aceea într-o pri-
mã etapã trebuie sã determinãm înfãºurãtoarea con-
vexã. Un algoritm naiv ar compara douã câte douã
punctele aflate pe înfãºurãtoare, efectuând astfel un
numãr de n(n-1)/2 comparaþii având complexitate
pãtraticã.

Un algoritm performant care determinã diame-
trul unui poligon convex este prezentat în [Franco
Preparata, Michael Shamos - Computational Geo-
metry]. Acesta se bazeazã pe urmãtorul rezultat:

Figura 6. Determinarea diametrului prin examinarea
perechilor de puncte antipodale

Diametrul unui poligon convex este distanþa ma-
ximã dintre douã puncte antipodale. Spunem cã o
pereche de puncte este antipodalã dacã prin cele
douã puncte se pot duce douã drepte paralele care
încadreazã complet poligonul convex (vezi figura
6).Prezentãm în continuare un algoritm care deter-
minã perechile de puncte antipodale; considerãm cã
poligonul este dat prin lista vârfurilor în sens trigo-
nometric, punctele fiind numerotate P0, P1, ..., Pn-1.

subprogram perechi_antipodale;
p:=n-1; 
q:=next(p);
cât timp (Aria(p,next(p),next(q))> 

Aria(p,next(p),q))
q:=next(q);

sfârsit cât timp;
q0:=q;
cât timp (q0)

p:=next(p);
scrie(p,q);
cât timp (Aria(p,next(p),next(q))>

Aria(p,next(p),q))
q:=next(q);
dacã ((p,q)≠(q0,0)) scrie(p,q);

sfârsit cât timp;
dacã (Aria(p,next(p),next(q))=

Aria(p,next(p),next(q)))
dacã ((p,q)≠(q0,n-1)) scrie(p,next(q));

sfârsit cât timp;
sfârsit subprogram;

Observaþii:
- într-o primã etapã se parcurg o parte din vârfurile

poligonului pânã când se întâlneºte vârful cel mai
îndepãrtat de segmentul (p,next(p));

- am folosit funcþia next(k) pentru a putea parcur-
ge în ordine ciclicã vârfurile poligonului; aceasta se
implementeazã astfel: next:=(k+1) mod n;

- funcþia Aria(i,j,k) calculeazã dublul ariei triun-
ghiului format de vârfurile Pi, Pj, Pk; aceastã valoare
este întotdeauna pozitivã deoarece vârfurile sunt
date în sens trigonometric;

- în etapa a doua se determinã perechile antipodale;
este tratat ºi cazul în care douã segmente ale poli-
gonului sunt paralele.

Observãm cã acest algoritm ne furnizeazã pere-
chile de puncte antipodale în timp liniar, deci com-
plexitatea unui algoritm care determinã diametrul
unui poligon convex are ordinul de complexitate
O(n).
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