La grimads...

HEAP.uri

Mihai Scortaru

in cadrul acestui articol vom prezenta una dintre cele mai interesante structuri
de date care poate fi folosita pentru algoritmii de sortare si ciutare. Aceasta

se implementeaza relativ usor si permite crearea de programe care se executa
intr-un timp mai scurt decéat cele care folosesc alte metode pentru organizarea

datelor.

Definitia heap-ului
Vom incepe prin a defini structura de heap. Denumirea
este preluatd din limba englezi si, in general, nu este folo-
sitd traducerea in limba romand. O traducere aproximativi
ar putea fi grdmads; se mai foloseste si termenul de ansam-
blu.

Un heap este un vector care poate fi considerat ca fiind
un arbore binar dupd cum se poate vedea si n figura urma-
toare:

Numirul care apare in fiecare nod indici pozitia nodu-
lui respectiv in vector.

Asadar, ridicina corespunde primului element al vecto-
rului, fiul sdu sting celui de-al doilea element, fiul drept ce-
lui de-al treilea si asa mai departe.

Considerdm vectorul v={15,13,14,10,13,9,6,2, 6}.
Arborele echivalent este urmitorul:
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Pentru a obtine vectorul corespunzitor unui astfel de
arbore, vom parcurge nivelurile arborelui incepand cu ridi-
cina si fiecare nivel incepand cu nodul cel mai din stinga.

Pentru ca un arbore binar si poati fi considerat un
heap, toate nivelurile acestuia trebuie si fie complete, cu
exceptia ultimului care se completeazd incepand cu nodul
cel mai din stinga.

Iniltimea unui heap este iniltimea arborelui binar co-
respunzitor. Iniltimea unui arbore este definiti ca fiind
egald cu adincimea maximi a unui nod din arbore. Adan-
cimea unui nod este distanta dintre acel nod si ridicina ar-
borelui.

Un arbore complet de indltime hare 1 +2+4 + 8 + ...
+ 201 = 2/ - 1 noduri. Datoriti faptului ci ultimul nivel al
unui heap poate si nu fie complet, numirul nodurilor unui
heap este cuprins intre 2 si 2+!-1. Reciproc, obtinem ci
un heap cu n noduri are ndltimea [log, 7).

Studiind organizarea arborelui, observim ci tatil no-
dului corespunzitor unei pozitii k# > 1 in vector este nodul
corespunzitor pozitiei [k/2]. Evident, tatil ridicinii nu
existd.

Reciproc, observim ci fiii nodului corespunzitor po-
zitiei k sunt nodurile corespunzitoare pozitiilor 2-k (fiul
stang) si 2-k+1 (fiul drept). In cazul in care valoarea 2k es-
te egali cu numirul de noduri, atunci fiul drept nu mai
existd, iar fiul sting este ultimul nod al heap-ului. Dacd
aceastd valoare depdseste numirul de noduri, atunci nici
unul dintre fii nu mai existd, nodul corespunzitor pozitiei
k fiind o frunzi.

Cea mai importantd proprietate a heap-ului este aceea
cd valoarea oricirui nod nu poate fi mai mare decat valoa-
rea nodului tatd. Aceastd proprietate face aceastd structurd
foarte utili pentru operatiile de ciutare. Generalizand, ob-
tinem cd valoarea corespunzitoare radicinii unui subarbo-
re este mai mare sau egald cu oricare dintre valorile cores-
punzitoare oricirui nod din subarbore. De aici rezulti ci
riddcina trebuie si contind valoarea maximi a elementelor
din vector.

Despre relatiile dintre valorile a doui noduri, care nu
sunt unul descendentul celuilalt, nu se poate face nici o
afirmatie. Cu alte cuvinte, faptul cd un nod se afld pe un ni-
vel mai apropiat de ridicind, nu inseamnd neapirat ci el
are o valoare mai mare decat nodurile aflate pe niveluri
mai depirtate.
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Aceastd structurd permite efectuarea foarte rapidd a
anumitor operatit:
¢ determinarea maximului valorilor dintr-un heap: O(1);
e crearea unui heap dintr-un vector oarecare: O(n);
¢ eliminarea unui element: O(log n);
¢ inserarea unui element: O(log 7);
e sortarea unui vector: O(n-log n);
e ciutarea unei valori: O(n).

Implementarea
Datorita echivalentei dintre un heap si un vector, datele nu
vor fi reprezentate in memorie in form arborescentd, ci in
cea vectoriald. Pentru implementare vom folosi limbajul
C++. Vom considera heap-ul ca fiind un vector; tipul co-
respunzitor va putea fi definit astfel:
typedef int Heap[MAX],

unde MAX reprezintd dimensiunea maximd a heap-ului.
Deoarece dimensiunea heap-ului poate fi destul de mare,
este recomandabil ca acesta s3 fie pastrat intr-o variabild
global si sd nu fie transmis ca parametru pentru anumite
functii. Vom declara global un vector prin Heap h;.

Operatiile cu heap-uri trebuie efectuate astfel incat
structura de heap si fie mentinutd in permanenta, adicd ar-
borele s3 aiba toate nivelurile complete cu exceptia ultimu-
lui, iar valoarea nici unui nod s nu depiseascd valoarea
nodului parinte. Vom prezenta in continuare fiecare ope-
ratie amintita.

Determinarea maximului
Datorita faptului cd ridicina corespunde primului element
din vector si ea contine valoarea maxima, o functie care de-
termind valoarea maximi a elementelor dintr-un heap, va
returna valoarea primului element al vectorului. Imple-
mentarea este urmitoarea:
int Max () {

return h[l].

Din motive care vor fi explicate ulterior, pozitia 0 nu
este folositd.

Crearea unui heap dintr-un vector oarecare
Pentu a prezenta aceastd operatie avem nevoie de o alta si
anume reconstituirea structurii de heap atunci cind avem
un singur nod care nu respectd proprietatea de heap deoa-
rece are o valoare mai micd decat unul dintre fiii sdi. O ase-
menea situatie este urmdtoarea:

Nodul cu valoarea 1 nu se afli pe pozitia corectd deoa-
rece valoarea sa este mai micd decat cel putin una dintre
valorile fiilor sii. In acest caz nodul va trebui coborat in

arbore, fiind inlocuit cu unul dintre fiii sdi. Daci alegem
nodul cu valoarea 8, atunci structura de heap nu va fi
corectd deoarece, dupd interschimbare, acest nod va avea
ca fii un nod cu valoarea 10 si unul cu valoarea 1, propri-
etatea de heap nefiind respectatd. Dacd alegem nodul cu
valoarea 10, acesta va avea ca fii un nod cu valoarea 1 si
unul cu valoarea 8, proprietatea de heap fiind respectatd in
acest caz. Ca urmare, vom interschimba nodul avand va-
loarea 1 cu nodul avand valoarea 10. Ajungem in urmitoa-
rea situatie:

Totusi, propritatea de heap nu este Incd respectatd,
deoarece nodul cu valoarea 1 are un fiu cu valoarea 2, deci
cu valoare mai mare. De aceastd datd avem un singur fiu,
deci singura optiune este de a interschimba cele doud no-
duri. Ajungem in urmitoarea situatie in care avem o struc-
turd de heap corecti:

In concluzie, algoritmul de reconstituire a proprietitii
de heap va cobori in arbore nodul care nu se afld pe pozitia
corectd pand in momentul in care nu mai avem fii sau pro-
prietatea de heap este respectatd. Pentru a cobori nodul in
arbore il vom interschimba cu fiul care are valoarea maxi-
mad. Aceastd operatie poartd denumirea de scufundare.

Mai trebuie precizat faptul ci, datoritd relatiilor dintre
pozitiile unui nod si cele ale fiilor sdi, acestea pot fi determi-
nate folosind doar operatii pe biti (care sunt foarte rapide):
¢ Pozitia fiului sting al nodului de pe pozitia k se obtine

prin deplasarea la stinga cu o pozitie a valorii k: k<<1.

e Pozitia fiului drept al nodului de pe pozitia k se obtine
prin deplasarea la stinga cu o pozitie a valorii k si setarea
pe 1 a bitului celui mai nesemnificativ: (k<<1) |1.

¢ Pozitia tatdlui nodului de pe pozitia k se obtine prin de-
plasarea la dreapta cu o pozitie a valorii k: k>>1.

Se observd acum motivul pentru care am ales si nu fo-
losim pozitia 0 a vectorului. Pozitia fiului sting al nodului
de pe pozitia 0 ar fi fost 0<<1=0. Existd artificii care permit
si folosirea acestei pozitii, dar nu insistim asupra lor.

Vom implementa o functie care realizeazi operatia de
scufundare. Aceasta va avea ca parametri dimensiunea
heap-ului si pozitia nodului care nu respectd proprietatea

de heap.

void Scufunda(int n,int k) {
int aux, fiu=0;



// se alege fiul cu valoarea mai mare
if ((k<<1l)<=n) {
fiu=k<<1;
if ((k<<1)|1<n && h[(k<<1)]|1]>H[k<<1])
fiul=1;
// interschimbare numai daca este nevoie
if (h[fiul<=hlk]) fiu=0;
}
else fiu=0;
while (fiu) {
// interschimbare
aux=h[k];
hik]=h[fiu];
h[fiu=k]=aux;
// se alege urmatorul fiu
if (k<<1<=n) {
fiu=k<<1;
if ((k<<1)|1l<n && h[(k<<1)|1]>H[k<<1])
fiul|=1;
// interschimbare numai daca este nevoie
if (h[fiul<=h[k])
}

else fiu=0;

fiu=0;

Am preferat o variantd nerecursivd datoritd vitezei mai
mari de executie. Acest algoritm functioneazd numai dacd
cei doi subarbori, care au ca ridicind fiii nodului de pe
pozitia k, au o structurd de heap corecta.

Vom prezenta acum modalitatea prin care aceastd func-
tie de scufundare a unui element se foloseste pentru a trans-
forma un vector oarecare intr-un heap.

Este evident faptul ¢i frunzele arborelui au o structurd
de heap corectd. Ca urmare, vom putea apela functia Scu-
funda () pentru nodurile imediat superioare frunzelor.
Dupi aceste apeluri, vom avea structuri de heap corecte
pentru nodurile imediat superioare frunzelor. Vom trece
apoi, pe rand, pe niveluri superioare pani cind vom ajun-
ge la riddcind.

In concluzie, va trebui si apelim functia Scufunda ()
incepand cu nodul de pe pozitia [#/2] si continudnd cu no-
durile de pe pozitiile anterioare pani cind vom ajunge la
prima pozitie. Vom scrie o functie care are ca parametru
dimensiunea b a heap-ului.

void ConstruiesteHeap (int n) {
for (int i=(n>>1);i;Scufunda(n,i--));

In cele ce urmeazi vom determina complexitatea aces-
tui algoritm de construire a unui heap dintr-un vector oa-
recare. La prima vedere, avem 7 noduri, care pot fi scufun-
date cel mult [log, 7] niveluri deci, s-ar pirea ci avem un
ordin de complexitate O(n-log 7). In realitate aceasti de-
terminare a complexititii este eronatd, deoarece nu tine

cont de modul 1n care se fac scufundirile. Frunzele repre-
zintd aproximativ jumitate din noduri si nu sunt scufun-
date deloc. Aproximativ un sfert dintre noduri se afl3 ime-
diat deasupra frunzelor si acestea sunt scufundate cel mult
un nivel. O optime dintre noduri se afli cu doud niveluri
deasupra frunzelor, deci sunt scufundate cel mult doui iz
veluri. Continuind pani la ridicind, obtinem un numdr

[log, 7]

n [V v A Ul
cel mult (kwj scufundiri. Daci iniltimea

k=0
arborelui este h, atunci 7 este, aproximativ, 2%, Inlocuind
. i 2" v
in formuld obtinem 3| - ; dupd efectuarea calculelor
k=0
se obtine ordinul de complexitate O(2”) pentru algoritmul

de construire a unui heap.
Deoarece avem b = [log, 7] vom obtine ordinul de

complexitate 0O(2"=")=0(n).

Eliminarea unui element

Pentru a efectua aceastd operatie avem nevoie, de aseme-
nea, de o alta si anume reconstituirea structurii de heap
atunci cind avem un singur nod care nu respectd proprie-
tatea de heap, deoarece are valoarea mai mare decit tatil
sdu. Este exact fenomenul invers celui prezentat in cazul
operatiei de scufundare.

In acest caz nodul va trebui urcat in arbore. Vom pre-
supune ci restul heap-ului este corect.

Vom interschimba acest nod cu tatil siu. Dupd inter-
schimbare, nodul ajunge in pozitia tatilui si subarborele
avand ridicina in acest nod este un heap corect deoarece
valoarea tatdlui era mai mare decdt cea a celuilalt fiu. To-
tusi, s-ar putea ca, dupd interschimbare, nodul s aibd un
tati cu o valoare mai mici. In acest caz nodul va trebui din
nou urcat in arbore. Procedeul va continua pana cind no-
dul curent devine ridicina arborelui sau nu mai are un tatd
cu o valoare mai micd. Aceastd operatie poartd numele de
ridicare.

Vom implementa o functie care realizeazi operatia de ri-
dicare. Aceasta va avea ca parametri dimensiunea heap-ului
h si pozitia nodului care nu respectd proprietatea de heap.

void Ridica (int n,int k) {
int val=h[k];
while (k>1 && val>h[k>>1])
hlk]=h[k>>=1];
hik]=val;

Vom prezenta acum modul 1n care se foloseste aceastd
functie pentru a elimina un element dintr-un heap. Dupi
eliminarea unui element, in locul sdu apare un gol in care
trebuie sd amplasim un alt element. Deoarece toate nive-
lurile (cu exceptia ultimului) trebuie si fie complete, iar ul-
timul trebuie s3 fie ocupat in partea stingd, trebuie s3 eli-
mindm ultimul element din heap. Vom amplasa valoarea
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corespunzitoare acestui element in locul gol si vom verifi-
ca dacd structura de heap este pastrati. Stim cd singurul loc
in care structura de heap s-ar putea si nu fie respectatd este
pozitia elementului sters care a fost Inlocuit cu ultimul ele-
ment. Daci valoarea este mai mare decit cea a tatilui, acest
nod va trebui ridicat in arbore. Dacd nodul are o valoare
mai mici decit cea a unui fiu, atunci nodul trebuie scufun-
dat in arbore. In continuare vom prezenta o functie care
realizeazd eliminarea unui element dintr-un heap.

void Elimina (int& n,int k) {
h[k]=h[n--1;
if (k>1 && hlk]>h[k>>1])
else Scufunda (n,k);

Ridica (n, k)

Deoarece o scufundare sau o ridicare se poate face cu
cel mult b niveluri (b este iniltimea arborelui), iar A este
[log, 7], ordinul de complexitate al algoritmului de elimi-
nare este O(log 7).

Dupi eliminare, dimensiunea heap-ului se reduce cu 1,
deci variabila n trebuie decrementata.

Inserarea unvui element

Daci dorim s3 inserdm un nou element intr-un heap, ope-
ratia este mult mai simpla. Trebuie doar si il amplasim pe
pozitia 7+1 a vectorului si si 1l ridicim pand cind ajunge
in pozitia corectd. O functie care realizeazi operatia de in-
serare este prezentatd in continuare.

void Insereaza (inté& n,int val) {
h[++n]=val;
Ridica(n,n);

Elementul poate fi ridicat cel mult » niveluri, deci or-
dinul de complexitate al algoritmului este O(log 7). Dupi
eliminare dimensiunea heap-ului creste cu 1, deci variabila
n trebuie incrementata.

Sortarea unui vector
Algoritmul de sortare care foloseste structura de heap poar-
td denumirea de heapsort. Vom incepe prin a construi un
heap pentru vectorul pe care dorim si il sortim. Dupi
aceea elimindm maximul si apoi refacem heap-ul. Dupi
refacere, al doilea element se afld pe prima pozitie a vecto-
rului; il elimindm si refacem din nou heap-ul. Continuim
pand cand nu mai avem elemente in heap. Algoritmul de
extragere a maximului are complexitatea O(1), iar reface-
rea heap-ului necesitd, asa cum vom vedea, o singurd scu-
fundare, deci are complexitatea O(log 7). Avand in vedere
faptul cd efectuim n extrageri, complexitatea algoritmului
heapsort este O(n-log n).

Algoritmul poate fi implementat astfel incit sd nu ne-
cesite spatiu suplimentar de memorie. Dupi o eliminare a
maximului, dimensiunea heap-ului se va reduce cu 1, deci

ultima pozitie va rimane liberd. Deoarece in vectorul sor-
tat maximul trebuie amplasat exact pe aceastd pozitie, la
fiecare pas nu trebuie decit si interschimbim prima si ul-
tima pozitie a heap-ului si apoi si scufundim elementul
care a devenit rddicina arborelui.

Algoritmului heapsort poate fi implementat prin func-
tia HeapSort () prezentatd in continuare:

void HeapSort (int n) {
ConstruiesteHeap (n);
for (int i=n;i>=2;){
int aux=h[l];
h[1l]=h[i];
h[i]=aux;
Scufunda (--i,1);

Cavtarea unei valori

Pentru aceastd operatie folosirea heap-urilor nu este cea
mai indicatd solutie, deoarece complexitatea nu poate fi re-
dusd sub O(n). Aceasta se datoreaza faptului cd, desi pu-
tem fi siguri ¢ un nod cu valoarea mai mici este descen-
dent al unui nod cu valoarea mai mare, nu stim in care din-
tre cei doi subarbori sd il ciutim. Totusi, fatd de ciutarea
secventiald se poate aduce o imbunititire; dacd ridicina
unui subarbore are o valoare mai mici decit valoarea ciu-
tatd, atunci vom sti ¢ descendentii ridicinii vor avea va-
lori mai mici, deci nu mai are rost si ciutim in acel subar-
bore. Astfel, s-ar putea ca portiuni mari din heap sd nu mai
trebuiascd explorate, dar 1n cazul cel mai defavorabil, este
necesard parcurgerea intregului beap. Algoritmul poate fi
implementat recursiv, destul de simplu, dupd cum se poate
vedea in continuare.

int Cauta(int nod, int val) {

if (nod>n || val>h[nod])
return 0;

if (val==h[nod])
return 1;

return Cauta (nod>>1,val) ||
Cauta ( (nod>>1) |1,val);

Aceasti functie trebuie apelatd cu valoarea 1 pentru
parametrul nod.
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