
so
lu

þii
G

in
fo

 n
r. 7

 - n
o
iem

b
rie 2

0
0

1

15

Tampere, Finlanda...

Olimpiada

INTERNAÞIONALÃ de

INFORMATICÃ
Vã prezentãm soluþiile oficiale ale celor ºase probleme pe care au încercat sã
le rezolve participanþii la IOI 2001. Implementãrile algoritmilor prezentaþi
sunt disponibile pentru download la www.ginfo.ro/revista/11_7/main.html.

P060101: Telefoane mobile
Timo Tossavainen, Jyrki  Nummenmaa

Este mai uºor sã gãsim soluþia dacã luãm în considerare
doar cazul unidimensional (un vector de dimensiune N)
pentru care avem actualizãri ºi interogãri pentru un
interval. Dupã gãsirea unei soluþii pentru aceastã variantã,
va fi relativ simplu sã o generalizãm pentru douã (sau chiar
mai multe) dimensiuni.

Cazul unidimensional
Dacã valorile vectorului sunt memorate în maniera clasicã,
atunci determinarea sumei unui interval necesitã O(N) ope-
raþii. Rãspunsul la o interogare referitoare la suma valo-
rilor dintr-un interval [X, Y] poate fi determinat dacã sunt
cunoscute sumele pentru intervalele [1, X - 1] ºi [1, Y]; el
va fi calculat scãzând cele douã valori. Sumele corespunzã-
toare intervalelor de forma [1, I] pot fi stocate într-un ta-
bel ºi, în acest caz, rãspunsul la interogãrile referitoare la
intervale de forma [X, Y] poate fi calculat într-un timp
O(1). Totuºi, dacã dorim sã pãstrãm aceste sume, o actua-
lizare ar necesita O(N) operaþii.

Arborele indexat binar este o structurã de date care
permite determinarea sumelor ºi efectuarea actualizãrilor
în timp O(log N) ºi nu necesitã spaþiu suplimentar de me-
morie, cantitatea de memorie ocupatã fiind egalã cu cea  pe
care ar ocupa-o vectorul clasic. În figura 1 este prezentat
un astfel de arbore. 

Elementele tabloului sunt indexate cu numere cuprin-
se între 1 ºi N, iar elementul de la indicele I conþine suma
corespunzãtoare intervalului [I - 2k + 1, I], unde k repre-
zintã numãrul zerourilor aflate dupã ultimul 1 din repre-
zentarea binarã a valorii I. Suma corespunzãtoare unui in-
terval poate fi determinatã folosind 2 · O(log N) operaþii.

În cazul în care numãrul de telefoane active dintr-o
anumitã celulã I creºte/scade cu x, va trebui sã actualizãm
valorile pãstrate. O actualizare necesitã modificarea tutu-
ror elementelor care pãstreazã sume ale unor intervale, ca-
re conþin ºi poziþia I. Vom porni de la elementul cu indi-
cele I ºi vom aduna/scãdea valoarea x. Pentru a determina
urmãtorul element care trebuie actualizat, va trebui sã
adunãm la I valoarea 2k unde k reprezintã numãrul zerou-
rilor aflate dupã ultimul 1 din reprezentarea binarã a valo-
rii I. Vom continua pânã în momentul în care obþinem o
valoare mai mare decât N. Se observã cã actualizãrile nece-
sitã O(log N) operaþii.

Pentru interogãri referitoare la suma elementelor unui
interval de forma [1, I] vom porni tot de la elementul cu
indicele I. Pentru a determina urmãtorul element va trebui
sã scãdem din I valoarea 2k, unde k reprezintã numãrul
zerourilor aflate dupã ultimul 1 din reprezentarea binarã a
valorii I. Vom continua pânã în momentul în care obþinem
valoarea 0. Se observã cã o astfel de interogare necesitã
O(log N) operaþii. Datoritã faptului cã, pentru a determi-
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FFiigguurraa  11.. Un arbore indexat binar. Liniile continue indicã
direcþiile (traseele de la un element la altul) folosite pen-
tru actualizare, iar linia întreruptã indicã direcþia folositã
pentru interogarea referitoare la suma elementelor din
intervalul [1, 7] (7 + 11 + 10 = 28). Tabloul iniþial nu
trebuie memorat; în memorie se aflã doar liniile care re-
prezintã niveluri ale arborelui.



G
in

fo
 n

r.
 7

 -
 n

o
ie

m
b

ri
e 

2
0

0
1

16

so
lu

þi
i

na suma corespunzãtoare unui interval de forma [X, Y],
avem nevoie de douã astfel de interogãri, numãrul total de
operaþii va fi 2 · O(log N). Rãspunsul la interogare este cal-
culat însumând valorile tuturor elementelor traversate.

Interogãrile pot fi optimizate pentru intervale mici,
dacã se observã cã cele douã sume care trebuie calculate
sunt obþinute, folosind anumite elemente comune. Dato-
ritã faptului cã rãspunsul final este dat de diferenþa celor
douã sume, se observã cã valorile elementelor comune
sunt adunate ºi apoi scãzute. Aºadar, cãutarea se poate
opri în momentul în care se ajunge la un element comun.

Exemplu pentru actualizare
Presupunem cã dorim sã actualizãm valoarea elementului
de pe poziþia 3 ºi avem N = 8. Vom porni de la indicele 3
= 112. Vom actualiza valoarea, ºi apoi vom trece la
elementul urmãtor. Nu existã nici un 0 dupã ultimul 1 din
reprezentarea binarã a lui 3, deci vom trece la poziþia 3 +

20 = 4 = 1002. Actualizãm valoarea ºi apoi trecem la
elementul urmãtor. Existã douã zerouri dupã ultimul 1 din
reprezentarea binarã a lui 4, deci vom trece la poziþia 4 +

22 = 8 = 10002. Dupã actualizarea valorii vom trece la
elementul 8 + 23 = 16, deoarece existã trei zerouri dupã
ultimul 1 din reprezentarea binarã a lui 8. Observãm cã am
depãºit valoarea N ºi ne oprim.

Exemplu pentru interogare
Presupunem cã dorim sã aflãm suma elementelor din in-
tervalul [1, 7]. Vom porni de la indicele 7 = 1112. Preluãm
valoarea din aceastã poziþie într-o variabilã care va conþine
suma parþialã ºi apoi trecem la pasul urmãtor. Nu existã
nici un 0 dupã ultimul 1 din reprezentarea binarã a lui 7,
deci vom trece la poziþia 7 - 20 = 6 = 1102. Preluãm valoa-
rea ºi o adunãm la suma parþialã, apoi trecem la pasul ur-
mãtor. Existã un zero dupã ultimul 1 din reprezentarea bi-
narã a lui 6, deci vom trece la poziþia 6 + 21 = 4 = 1002. Pre-
luãm ºi aceastã valoarea (adãugând-o la suma parþialã) ºi
apoi vom obþine valoarea 4 - 22 = 0, deoarece existã douã
zerouri dupã ultimul 1 din reprezentarea binarã a lui 4.
Am obþinut valoarea 0, deci ne oprim; suma obþinutã în
acest moment corespunde intervalului [1, 7]. 

Cazul bidimensional
Soluþia cazului unidimensional poate fi generalizatã pen-
tru oricâte dimensiuni. Pentru rezolvarea acestei probleme
sunt necesare douã dimensiuni. Arborii sunt construiþi în
acelaºi mod ca ºi în cazul unidimensional, formându-se un
"arbore de arbori". În aceastã structurã, elementul de pe
poziþia [X, Y] va conþine suma corespunzãtoare dreptun-
ghiului care are colþul stânga sus în poziþia [X - 2k + 1, Y -
2l + 1], unde k reprezintã numãrul zerourilor aflate dupã
ultimul 1 din reprezentarea binarã a valorii X, iar unde l
reprezintã numãrul zerourilor aflate dupã ultimul 1 din
reprezentarea binarã a valorii Y. 

Folosind aceastã structurã vom putea rãspunde într-un
timp O((log N)2) la interogãri referitoare la suma elemen-

telor din dreptunghiul care are colþul din stânga-sus în
poziþia [1, 1] ºi colþul din dreapta-jos în poziþia [X, Y].
Pentru a determina suma S a elementelor unui dreptunghi
care are colþul din stânga-sus în poziþia [X1, Y1] ºi colþul
din dreapta-jos în poziþia [X2, Y2] vom avea nevoie de
patru interogãri (toate referitoare la dreptunghiuri care au
colþul din stânga-sus în poziþia [1, 1]):
· dreptunghi cu colþul din dreapta-jos în poziþia [X2, Y2]

(S1);
· dreptunghi cu colþul din dreapta-jos în poziþia [X1, Y2]

(S2);
· dreptunghi cu colþul din dreapta-jos în poziþia [X2, Y1]

(S3);
· dreptunghi cu colþul din dreapta-jos în poziþia [X1, Y1]

(S4).
Vom avea S = S1 - S2 - S3 + S4.

În cazul bidimensional poate fi realizatã aceeaºi opti-
mizare ca în cazul unidimensional. Astfel, pentru dreptun-
ghiuri mici, cãutarea se opreºte în momentul în care se gã-
sesc celule comune în momentul calculãrii unor sume care
apar cu semne diferite în formula finalã.

Observaþie
Pentru ca proprietãþile folosite pentru actualizare ºi inte-
rogare sã fie respectate, indicii folosiþi pentru un arbore
indexat binar trebuie sã înceapã cu valoarea 1. În aceastã
problemã, indicii încep cu valoarea 0, deci trebuie efectua-
tã o corecþie a acestora (adunarea valorii 1 dupã citirea lor).

Exemple pentru actualizare
Sã presupunem cã dorim sã actualizãm valoarea elementu-
lui de pe poziþia (2, 5) ºi avem N = 8. Va trebui sã deter-
minãm elementele de pe linia a doua care trebuie actuali-
zate. Pentru o linie folosim acelaºi procedeu ca ºi în cazul
unidimensional. Vom actualiza elementele de pe coloanele
5 = 1012, 5 + 20 = 6 = 1102 ºi 6 + 21 = 8 = 10002. Vom trece
apoi la linia urmãtoare: 2 + 21 = 4 = 1002 ºi actualizãm
elementele de pe aceleaºi coloane. Ultima linie va fi 4 + 22

= 8 = 10002 ºi se vor actualiza elementele de pe aceleaºi
coloane.

În figura 2 sunt prezentate traseele parcurse pentru ac-
tualizarea elementului de pe poziþia (5, 2).

Vom prezenta ºi exemplul actualizãrii elementului de
pe poziþia (1, 1). Traseele parcurse sunt ilustrate în figura
3.

FFiigguurraa  22.. Traseele parcurse pentru actualizarea structurii
de date în cazul modificãrii numãrului de telefoane mo-
bile active din celula de coordonate (5, 2)
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Exemple pentru interogare
Sã presupunem cã dorim sã aflãm suma elementelor din
dreptunghiul care are colþul din stânga-sus în poziþia (1, 1)

ºi colþul din dreapta-jos în poziþia (7, 7). Va trebui sã de-
terminãm elementele de pe linia a ºaptea care trebuie ac-
tualizate. Pentru o linie folosim acelaºi procedeu ca ºi în
cazul unidimensional. Vom adãuga la suma parþialã ele-
mentele de pe coloanele 7 = 1112, 7 - 20 = 6 = 1102 ºi 6 -

21 = 4 = 1002. Vom trece apoi la linia urmãtoare: 7 - 21 =

6 = 1102 ºi vom adãuga la suma parþialã elementele de pe
aceleaºi coloane. Ultima linie va fi 6 - 21 = 4 = 1002 ºi se
vor aduna elementele de pe aceleaºi coloane. 

În figura 4 sunt prezentate traseele parcurse pentru de-
terminarea sumei elementelor din dreptunghiul considerat.

Vom prezenta ºi exemplul determinãrii sumei elemen-
telor din dreptunghiul care are colþul din stânga-sus în po-
ziþia (1, 1) ºi colþul din dreapta-jos în poziþia (3, 6). Trase-
ele parcurse sunt ilustrate în figura 5.

Dreptunghiuri corespunzãtoare unor celule
În figura 6 sunt reprezentate dreptunghiuri corespunzã-
toare anumitor celule. Celula este haºuratã în negru, iar
dreptunghiul corespunzãtor este haºurat în gri.

P060102: Jocul Ioiwari
Gyula Horvath

Jocul Ioiwari este o adaptare a jocurilor existente din fa-
milia Mancala. Diferite caracteristici (numãrul de adânci-
turi, numãrul ºi distribuþia mãrgelelor ºi, în special, regu-
lile jocului) au fost modificaþi pentru ca urmãtoarele con-
diþii sã fie satisfãcute:
· jocul poate fi câºtigat de Jucãtorul 1;
· în majoritatea situaþiilor strategia de câºtig nu se gãseºte

uºor;
· existã o soluþie eficientã care foloseºte o cantitate rezo-

nabilã de resurse (memorie ºi timp CPU);
· jocul se poate termina la egalitate;
· numãrul diferitelor instanþe ale jocului este suficient de

mare pentru testarea programelor concurenþilor.

Considerãm graful orientat ale cãrui noduri sunt pe-
rechi de forma (w, B) unde w poate avea valoarea 1 sau va-
loarea 2 ºi identificã jucãtorul aflat la mutare, iar B este o
posibilã configuraþie a tablei (ignorând bãncile). 

Existã un arc de la nodul (u, A) la nodul (v, B) dacã ºi
numai dacã u + v = 3 ºi configuraþia B poate fi obþinutã din
configuraþia A, pe baza unei mutãri valide. Datoritã faptu-
lui cã, dupã fiecare mutare, numãrul de mãrgele din adân-
cituri scade, graful este aciclic.

Fie Dif(w, B) cea mai mare diferenþã de scor pe care o
poate obþine Jucãtorul 1 în cazul în care se porneºte din
configuraþia B ºi Jucãtorul 2 joacã optim. Ajungem la
urmãtoarea formulã:

Move(B, i) reprezintã configuraþia tablei dupã efectua-
rea mutãrii corespunzãtoare adânciturii i (mutarea care
începe cu alegerea adânciturii i), iar D(B, i) reprezintã di-

FFiigguurraa  33.. Traseele parcurse pentru actualizarea structurii
de date în cazul modificãrii numãrului de telefoane mo-
bile active din celula de coordonate (1, 1)

FFiigguurraa  66.. Dreptunghiurile (haºurate în gri) corespunzã-
toare anumitor celule (haºurate în negru)

FFiigguurraa  44..  Traseele parcurse pentru determinarea sumei co-
respunzãtoare dreptunghiului care are colþul din stânga-
sus în poziþia (1, 1) ºi colþul din dreapta-jos în poziþia (7, 7).

FFiigguurraa  55..  Traseele parcurse pentru determinarea sumei co-
respunzãtoare dreptunghiului care are colþul din stânga-
sus în poziþia (1, 1) ºi colþul din dreapta-jos în poziþia (3, 6).
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ferenþa dintre numãrul mãrgelelor aflate în banca Jucãto-
rului 1 ºi numãrul mãrgelelor aflate în banca Jucãtorului 2
dupã efectuarea mutãrii corespunzãtoare adânciturii i.

Este evident cã existã o strategie sigurã de câºtig pen-
tru Jucãtorul 1, dacã ºi numai dacã Dif(1, B) > 0.

Algoritmul recursiv
Formula recursivã de determinare a valorilor Dif poate fi
folositã pentru a gãsi o soluþie rapidã a problemei: Jucãto-
rul 1 va alege întotdeauna adâncitura i cãreia îi corespunde
o valoare maximã pentru Dif. Este evident cã acest algo-
ritm nu este eficient, deoarece trebuie sã determine la fie-
care pas (înaintea fiecãrei mutãri) valoarea funcþiei Dif.
Mai mult, este recalculatã valoarea corspunzãtoare unei
configuraþii de fiecare datã când aceasta este "accesatã"
(valoarea corespunzãtoare apare în formulã).

Algoritmul de memoizare
Putem îmbunãtãþi eficienþa algoritmului recursiv dacã me-
morãm valorile Dif(w, B) dupã calcularea lor pentru prima
datã ºi apoi le preluãm de fiecare datã când avem nevoie de
ele, fãrã a mai fi necesarã recalcularea lor. 

Pentru a memora aceste valori, vom atribui câte un
numãr unic de identificare pentru fiecare configuraþie po-
sibilã a tablei. Deoarece, pe parcursul jocului, fiecare adân-
citurã poate conþine cel mult cinci mãrgele, fiecare confi-
guraþie poate fi identificatã în mod unic printr-un numãr
de ºapte cifre scris în baza 6. 

La început, programul va determina valorile optime
pentru subproblemele corespunzãtoare determinãrii valo-
rilor Dif(w, B) ºi pãstreazã mutarea optimã într-un tabel.
Calculele sunt realizate folosind o tehnicã recursivã cu
memoizare. În timpul jocului, algoritmul va cãuta mutarea
optimã în acest tabel.

Cantitatea de memorie necesarã este de 3 · MaxN bytes,
unde MaxN este 279935 (cel mai mare numãr de ºapte ci-
fre scris în baza 6). 

Se observã cã fiecare configuraþie este echivalentã cu
alte configuraþii obþinute prin rotaþie. Spaþiul necesar poa-
te fi redus la jumãtate dacã atribuim fiecãrei configuraþii
cel mai mic numãr obþinut considerând toate configuraþiile
echivalente obþinute prin rotaþie.

Timpul necesar execuþiei programului este proporþio-
nal cu numãrul arcelor grafului (la care se adaugã timpul
necesar iniþializãrii tabelelor). O aproximaþie (prin adaos)
a limitei superioare este 7 · MaxN.

Algoritmi greedy
Poate fi implementat un algoritm care foloseºte o strategie
de tip greedy. Algoritmul va "privi în viitor" doar un sin-
gur pas (o singurã mutare). Jucãtorul va alege întotdeauna
mutarea care corespunde optimului local. Aceastã strate-
gie este optimã doar pentru câteva instanþe ale jocului. De-
ºi un algoritm, care "priveºte în viitor" doi paºi ar trebui
sã fie mult mai bun, în practicã un astfel de algoritm pierde
aproape întotdeauna jocul.

Algoritmul probabilist
O altã posibilitate de rezolvare a problemei o constituie un
algoritm care încearcã sã ghiceascã mutarea corectã. Pro-
babilitatea de a câºtiga jocul alegând la întâmplare (aleator)
mutãrile efectuate este foarte micã.

P060103: Doi-cinci
Sergey Melnik

Soluþia se bazeazã pe o funcþie numconts care, pentru o
mulþime arbitrarã datã, formatã din litere care au poziþiile
fixate, determinã numãrul de posibilitãþi de a plasa restul
literelor. Se va încerca poziþionarea literelor pe marginile
unui contur al unui tablou Young (acelaºi tip de contur
care apare ºi în cazul problemei Depozit - vezi pagina 20).

Dacã toate literele au fost poziþionate, atunci existã o
singurã posibilitate de continuare: nu se mai realizeazã nici
o altã operaþie. Deci, pentru o stare completã (toate literele
sunt poziþionate), numconts va iniþializa cu 1 valoarea
snum[states - 1]. În continuare se va completa tabelul
folosind funcþia calcstate.

Funcþia calcstate returneazã numãrul posibilitãþilor de
a alege poziþii pentru literele rãmase, dându-se literele po-
ziþionate anterior ºi conturul corespunzãtor acestei pozi-
þionãri. Se va încerca poziþionarea urmãtoarei litere în toa-
te poziþiile valide ºi se vor însuma valorile obþinute prin
autoapeluri recursive corespunzãtoare noilor contururi ob-
þinute. Rezultatele intermediare sunt pãstrate în tabelul
snum pentru a nu fi necesarã recalcularea lor.

Rezolvarea problemei folosind funcþia numconts este
relativ simplã. Sã presupunem cã dorim sã determinãm nu-
mãrul corespunzãtor unui anumit cuvânt. Vom pãstra o
valoare corespunzãtoare numãrului primului cuvânt (în
ordine alfabeticã), care poate fi generat folosind literele ca-
re sunt fixate în acel moment. Vom fixa literele, una câte
una, începând cu cea mai semnificativã. O literã va fi fixatã
alegând la început valoarea 'A' ºi apoi vom alege succesiv
valorile urmãtoare pânã când ajungem la cea doritã. De
fiecare datã când alegem o nouã valoare pentru litera cu-
rentã, folosim funcþia numconts pentru a determina numã-
rul cuvintelor peste care "s-a sãrit" pe parcursul efectuãrii
operaþiei ºi valoarea curentã este actualizatã corespun-
zãtor. Dupã fixarea tuturor literelor am obþinut soluþia
corectã.

Efectuarea operaþiei inverse este asemãnãtoare. Vom
poziþiona literele una cîte una, incrementând valorile lor
pânã în momentul în care valoarea curentã depãºeºte va-
loarea doritã. În momentul apariþiei depãºirii efectuãm "un
pas înapoi" (decrementãm valoarea literei), ºi trecem la
litera urmãtoare. La sfârºit, valoarea curentã este egalã cu
valoarea doritã ºi am obþinut cuvântul corect.

Funcþia calcstate determinã numãrul literelor care se
aflã între litera curentã ºi ultima literã inseratã în contur.
Folosind acest numãr, este posibil sã verificãm numãrul
continuãrilor peste care s-a "sãrit" alegând continuarea
curentã ºi care au fost "pierdute". Acest numãr al conti-
nuãrilor "pierdute" este scãzut din numãrul continuãrilor
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posibile. Adãugând literele în acest mod (folosind o tehni-
cã recursivã), vom observa cã unele litere pot fi aºezate
într-o singurã poziþie. Aceste litere sunt fixate; aceste po-
ziþii fixe sunt folosite la plasarea literelor.

P060104: Score
Timo Poranen, Jyrki Nummenmaa

Testarea anumitor tipuri de proprietãþi ale unui proces cu
numãr de stãri poate fi privitã ca un joc MC. Câºtigarea
unui joc MC indicã dacã proprietatea consideratã este res-
pectatã pentru un anumit proces. Jocul Score este o adap-
tare a jocurilor MC de conectivitate a ciclurilor, o catego-
rie specialã a jocurilor MC. Noþiunea de conectivitate a ci-
clurilor indicã faptul cã toate ciclurile cuprinse într-o com-
ponentã tare conexã a grafului jocului au cel puþin un nod
comun. Strategia optimã pentru jocul Score poate fi deter-
minatã în timp liniar folosind un algoritm bazat pe
cãutarea în adâncime.

Din enunþul problemei rezultã cã starea iniþialã a jocu-
lui permite întotdeauna alegerea unei sãgeþi astfel încât,
dacã jocul dureazã destul de mult, jetonul ajunge din nou
în poziþia iniþialã. Aceasta înseamnã cã ciclurile grafului au
cel puþin un nod comun ºi anume cel corespunzãtor pozi-
þiei iniþiale. 

Strategia de câºtig implicã alegerea unui drum de la po-
ziþia curentã la poziþia de pornire în cazul în care dupã
parcurgerea drumului scorul Jucãtorului 1 este mai mare
decât scorul adversarului. Dacã acest lucru nu este posibil,
atunci se alege un drum dupã parcurgerea cãruia scorul ad-
versarului este minim.

Pentru a gãsi cea mai bunã alegere (cea mai convena-
bilã sãgeatã) pentru poziþia curentã, se foloseºte un algo-
ritm care combinã cãutarea în adâncime cu urmãtoarele
reguli recursive de alegere a sãgeþilor:
· dacã existã unul sau mai multe drumuri dupã a cãror par-

curgere scorul Jucãtorului 1 este mai mare decât cel al
adversarului, atunci se alege drumul care duce la obþine-
rea celui mai mare scor;

· dacã dupã parcurgerea oricãruia dintre drumurile care
pornesc din poziþia curentã, scorul adversarului este mai
mare, atunci se alege drumul pentru care scorul adversa-
rului este minim.

Algoritmi greedy
Jucãtorul 1 poate folosi o strategie în care "priveºte în vii-
tor" un singur pas. El va alege întotdeauna o sãgeatã care
va duce la o poziþie a cãrui posesor este ºi cãreia îi cores-
punde o valoare cât mai mare. 

Dacã nici o sãgeatã care pleacã din poziþia curentã nu
ajunge într-o poziþie a Jucãtorului 1, atunci se va alege o
sãgeatã care duce în poziþia adversarului cu cea mai micã
valoare.

Aceastã strategie poate fi îmbunãtãþitã dacã se "priveº-
te în viitor" cu mai mulþi paºi. Totuºi, gãsirea strategiei op-
time poate fi gãsitã doar prin cãutarea tuturor drumurilor
posibile pânã la atingerea poziþiei iniþiale.

Algoritmul probabilist
O altã posibilitate de rezolvare a problemei o constituie un
algoritm care încearcã sã ghiceascã sãgeata corectã. Proba-
bilitatea de a câºtiga jocul alegând la întâmplare (aleator)
sãgeþile este foarte micã.

P060105: Criptare dublã
Tom Verhoeff

Criptarea dublã, aºa cum este ea aplicatã în aceastã pro-
blemã, oferã o securitate suplimentarã mult mai micã de-
cât s-ar pãrea la prima vedere. Dacã lungimea cheii este de
n biþi, atunci o cãutare exhaustivã trebuie sã ia în consi-
derare toate cele 2n chei. S-ar putea crede cã criptarea du-
blã, folosind douã chei independente a câte n biþi, cores-
punde unei criptãri simple cu o cheie având lungimea de
2 · n biþi. Totuºi aºa-numitul meet-in-the-middle attack
(atac cu întâlnire la mijloc) aratã cã aceastã criptare nu
oferã o securitate mai mare decât o criptare simplã cu o
cheie de lungime n + 1. În practicã este folositã criptarea
triplã, cunoscutã sub numele de Triple DES.

Atacul cu întâlnire la mijloc funcþioneazã astfel: textul
p este criptat folosind toate cele 2n chei posibile ºi rezulta-
tele sunt stocate (folosind o tehnicã oarecare) într-un ta-
bel; în continuare, textul obþinut dupã criptarea dublã este
decriptat folosind toate cele 2n chei posibile; fiecare rezul-
tat al decriptãrii este cãutat în tabel ºi în cazul în care s-a
întâlnit o concordanþã, atunci cheia k2 este cheia curentã,
iar cheia k1 este cheia corespunzãtoare poziþiei din tabel la
care s-a gãsit concordanþa. Teoretic, este posibilã apariþia
mai multor concordanþe, dar este foarte puþin probabil sã
aparã un astfel de caz. Pentru aceastã problemã este sufi-
cientã gãsirea unei singure perechi de chei.

Vom studia acum puþin mai detaliat efortul computa-
þional de care este nevoie pentru gãsirea celor douã chei.
Pentru a traversa spaþiul cheilor posibile avem nevoie de
douã operaþii:

FirstKey(var key:Block);

NextKey(var key:Block):Boolean;

unde valoarea returnatã de NextKey indicã existenþa sau
inexistenþa unui succesor pentru cheia curentã.

Structura de date corespunzãtoare tabelului care pãs-
treazã rezultatele criptãrii textului p trebuie sã punã la dis-
poziþie urmãtoarele operaþii:

EmptyTable;

Store(const msg:Block; const key:Block);

Retrieve(const msg:Block; 
var found:Boolean; var key:Block);

Operaþia EmptyTable iniþializeazã un tabel vid.
Cu ajutorul operaþiei Store este adãugatã o pereche

(msg, key) cu proprietatea msg = Encrypt(p,key).
Prin intermediul operaþiei Retrieve este verificatã pre-

zenþa unui mesaj msg ºi, în cazul gãsirii unui astfel de me-
saj, este furnizatã valoarea cheii corespunzãtoare k pentru
care msg = Encrypt(p,key).

Mai trebuie adãugatã o operaþie care permite verifica-
rea egalitãþii a douã mesaje (structuri de tip Block).
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Operaþiile Store ºi Retrieve trebuie sã fie efectuate
foarte rapid (preferabil în timp constant), fapt care sugerea-
zã folosirea unei tabele de dispersie (tabelã hash) deschise.

P060106: Depozit
Jyrki Nummenmaa, Erkki Mäkinen

Fãrã a restrânge generalitatea putem presupune cã avem
containere etichetate cu numere cuprinse între 1 ºi N.

Algoritmul de cãutare exhaustivã
Vom genera toate permutãrile numerelor 1, 2, ..., N. Pen-
tru fiecare permutare vom genera plasamentul containere-
lor în depozit folosind metoda muncitorului ºi vom com-
para plasamentul obþinut cu plasamentul furnizat la intra-
re. Vom furniza la ieºire toate permutãrile cãrora le cores-
punde un plasament identic cu cel de la intrare.

Totuºi, un program care implementeazã aceastã versi-
une a algoritmului nu se încadreazã în limita de timp ad-
misã decât pentru valori mici ale lui N.

Algoritm care foloseºte metoda backtracking
În continuare vom prezenta un algoritm bazat pe urmã-
toarea idee: vom elimina succesiv containere, determinând
starea depozitului pentru situaþia în care containerul elimi-
nat ar fi fost ultimul sosit în depozit. Determinarea stãrilor
dupã eliminarea unui container poate implica mutarea
unor containere pe liniile de deasupra, operaþie opusã celei
de la inserare (care implicã mutãri pe liniile de dedesubt).

Pentru fiecare container de pe prima linie vom apela
metoda RecursiveDelete. Aceasta are parametrii depot,
item ºi solution; pentru primul apel parametrul solu-
tion va fi un ºir vid (nici un container). 

Dacã item este singurul container rãmas în depozit,
atunci acesta este adãugat în lista solution ºi soluþia ob-
þinutã este furnizatã la ieºire. 

Dacã item nu este singurul container rãmas în depo-
zit, atunci acesta este adãugat în lista solution, este elimi-
nat din depozit ºi pentru toate containerele de pe prima li-
nie este apelatã metoda PullUp(depot,item,solution).

Metoda PullUp are trei parametri: depot, item ºi so-
lution. Dacã ne aflãm pe ultima linie, atunci determinãm,
pe baza valorilor corespunzãtoare, toate containerele care
pot înlocui containerul item din linia anterioarã. Fiecare
astfel de container va fi eliminat ºi pentru toate containe-
rele newitem de pe prima linie vom apela RecursiveDe-
lete(depot,newitem,solution).

Acest algoritm ia în considerare toate posibilitãþile de
a elimina containerele din depozit, deci va determina toate
soluþiile posibile ale problemei. 

Din nefericire, acest algoritm nu este eficient. Sunt "fa-
vorizate" intrãrile care conþin linii scurte (în cazul cel mai
favorabil avem N linii cu câte un container). În cazul în
care avem o singurã linie cu N containere, algoritmul nu
este mai eficient decât cel care determinã toate permutãrile
posibile. Mai mult, datoritã detaliilor de implementare,
timpul de execuþie este în unele cazuri mai mare.

O optimizare evidentã poate fi observatã imediat. În
momentul în care nu mai existã containere decât pe prima
linie, putem construi restul soluþiei în timp liniar, deoarece
containerele respective trebuie sã fi fost inserate în ordinea
în care se aflã în acel moment. În caz contrar, inserarea
unui container ar fi trebuit sã ducã la mutarea pe linia
urmãtoare a unui alt container.

Chiar ºi folosind aceastã optimizare, algoritmul nu es-
te eficient. Dar, sã observãm cã PullUp executã mult mai
multe operaþii decât ar fi necesar. Dacã studiem mai atent
problema, "descoperim" lema prezentatã în continuare.

Lemã
Presupunem cã d este un depozit care conþine N - 1 con-
tainere ºi în care intrã un container. Considerãm operaþia
de mutare a unui container y de pe linia r pe linia r + 1 ºi
inserarea containerului x pe linia r, în locul containerului
y. Este evident cã avem x < y ºi y' < x pentru fiecare con-
tainer y' aflat înaintea containerului y pe linia r înaintea
mutãrii acestuia pe linia urmãtoare.

Folosind aceastã lemã ajungem la urmãtorul rezultat:

Lemã
Presupunem cã d este un depozit care conþine N con-
tainere. Considerãm operaþia de mutare a unor containere
de pe linia r + 1 pe linia r. În acest caz, fiecare container de
pe linia r + 1 poate fi luat în considerare doar dacã este
gãsit înlocuitorul pentru exact un container de pe linia
anterioarã.

Folosind aceastã lemã putem micºora foarte mult spa-
þiul de cãutare. Pentru a mãri viteza de cãutare putem pãs-
tra pentru fiecare container o listã cu containerele de pe li-
nia urmãtoare care pot fi mutate în locul sãu.

Dacã luãm în considerare urmãtoarele rezultate, poate
fi gãsit un alt algoritm:

Lemã
În momentul inserãrii unui container, ultimul container
care trebuie poziþionat va ajunge pe ultima poziþie a unei
linii, iar linia de deasupra sa nu poate fi mai scurtã decât
linia pe care se aflã.

Lemã
Despre fiecare container aflat la sfârºitul unei linii  care nu
este la fel de lungã ca linia de deasupra, se poate spune cã
a fost ultimul adãugat.

Aceste leme sugereazã o cãutare similarã cu cea pre-
zentatã anterior, dar începând cu ultima linie. Avantajul
principal îl constituie faptul cã vom începe doar cu con-
tainere care pot fi mutate pe linia anterioarã printr-o ope-
raþie inversã inserãrii, spre deosebire de algoritmul ante-
rior care începe cãutarea de la prima linie ºi ar putea porni
cu un container care nu poate fi ultimul container inserat.


