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DERANDOMIZARE

Cornelius Croitoru

Primul algoritm probabilist a fost publicat in Gazeta de Informatica (nr.
2/1997). Domnul profesor Horia Georgescu a “indraznit” sa atraga atentia
rezolvitorilor de probleme asupra acestor algoritmi tocmai din motivul cé
numerele generate aleator au fost “excluse” de la concursuri mult timp.

Introducere

Se spune cd 1n anii '80 s-a descoperit “aruncarea banului”
ca metodd de proiectare a algoritmilor eficienti. Ideea de
bazd este simpld: se construieste un algoritm probabilist
pentru rezolvarea unei probleme, se analizeazi complexi-
tatea acestuia, dupi care se face derandomizarea - se inlo-
cuiesc generirile de numere aleatoare cu apeluri ale unor
proceduri de selectie, astfel incit s nu fie afectate conclu-
ziile asupra complexititii si corectitudinii.

In aceasti noti vom exemplifica metoda de mai sus,
considerand unul dintre primii algoritmi de acest tip: algo-
ritmul lui Luby pentru determinarea unei multimi stabile
maximale intr-un graf.

Daci G = (V, E) este un graf, o multime stabili in G
este 0 multime de varfuri SOV astfel incit O v, w08,
(v,w)0E. O multime stabild este maximald daci nu este
inclusd Intr-o altd multime stabild. Altfel spus, SOV este
multime stabild maximal3 daci:

1. Oo,w0S: (v,w)0E (S este stabili);
2. DwOV-§, BwlS: (v,w)0JE (maximald in raport cu inclu-
ziunea).

Considerdm urmitoarea problemi (SM):

Dat fiind graful G = (V, E), s se determine o multime
stabild maximald.

Evident, daci |V| = n si |E| = m atunci un algoritm sec-
vential de rezolvare a problemei SM cu complexitatea
O(n?) este: se parcurge lista varfurilor si se construieste
multimea § (initial vidi), testind la fiecare pas daci varful
curent poate fi addugat la § (pentru a forma o multime sta-
bil). Dacd G este reprezentat cu ajutorul listelor de adia-
centd, atunci o ordonare tip “min-adjacency” a multimii
varfurilor oferd o solutie de complexitate O(n+m).

O intrebare natural, care s-a pus la inceputul anilor
'80, a fost aceea dacd existd un algoritm paralel eficient
pentru rezolvarea problemei SM. Mai precis, considerim
cd dispunem de, un numdr polinomial in 7, procesoare si

vrem si le punem sd coopereze pentru construirea multimii
stabile maximale in timp polinomial in Jog n. Modelul de
calculator paralel este mai putin important pentru discutia
care urmeazd, ceea ce urmirim este si punem in evidentd
dificultatea proiectdrii unui algoritm paralel.

Vom considera modelul PRAM (Parallel Random
Access Machines): o colectie de procesoare (RAM-uri) in-
dependente, sincrone si cu acces la 0 memorie partajata.
Desi nerealist, acest model este util in studiul asimptotic al
complexitatii algoritmilor paraleli.

Clasa de probleme NC (Nick Class) este clasa proble-
melor pentru care existd un algoritm PRAM, care utilizind
un numir polinomial de procesoare (in dimensiunea struc-
turald a problemei) rezolvi problema in timp paralel polilo-
garitmic (polinom in logaritmul dimensiunii structurale).

Intrebarea asupra existentei unui algoritm eficient pa-
ralel pentru SM se poate formula acum simplu: SMUNC?

Un prim rdspuns pozitiv la aceastd Intrebare a fost dat
de Karp si Wigderson [1]. O alti demonstratie pentru apar-
tenenta lui SM la NC a fost datd de Luby [2]. Solutia lui
Luby reprezintd un prototip pentru metodele de derando-
mizare si meritd a fi discutatd.

Algortimul PRAM probabilist al lvi
Luby pentru rezolvarea problemei SM
Input: G = (V, E) graf cu n = |V| varfuri si m = |E| muchii.
Output: 00V, U multime stabili maximali in G.
Begin
U:=0
while V<>[0 do
begin
§:=0;
forall vV in parallel do
if d(v)=0
then S$:=SU{v}

else se introduce v in S cu probabilitatea 1 __;
2d(v)




forall e[JE in parallel do
if ambele extremitati ale lui e sunt in S
then elimind din S pe cea cu gradul mai mic (in caz
de egalitate a gradelor, se elimind una din ele)
1:=5; {1 este o multime stabild in graful curent.)
0.=001;
G:=G- (ION(I)) {se sterg varfurile din 10N (1), }
{ muchiile care an cel putin o extremitate in I san N(I) 4 }
end
End.

Este clar c¢d multimea / construitd intr-o iteratie while
este o multime stabili in graful curent G. Multimea finald
O este stabild, deoarece 1n fiecare iteratie se sterg varfurile
din N(I).

Timpul paralel de executare al fiecirei iteratii este
O(1). Evident, operatiile cu multimi, precum si construi-
rea implicitd a grafurilor curente se fac cu ajutorul unor
instructiuni forall cu timp constant de executare.

Daci se demonstreazi ci numirul mediu de iteratii
while este de O(logn) atunci rezultd cd intreg algoritmul
are timpul mediu paralel O(logn) (si deci, avem o demon-
stratie pentru SMORNC). Nu avem nevoie de o demon-
stratie completd pentru aceastd afirmatie (desi ea se poate
deduce cu usurintd), singurul fapt ce trebuie demonstrat
este acela cd la fiecare iteratie numirul mediu de muchii ce
se sterg din graful curent este cel putin o fractie constantd
din numirul de muchii ale acestuia. Atunci cind vom face
derandomizarea, vom obtine aceeasi proprietate pentru
numdrul de muchii sterse, si deci, in acest ultim caz, numa-
rul iteratiilor va fi O(logn).

fn cele ce urmeazi vom demonstra ci in fiecare iteratie
se sterg in medie macar 1/72 din numirul total de muchii
ale grafului curent (cel cu care se incepe iteratia) G=(V, E).

1
4d(v)

Lema 1. Pentru orice varf vOV,Pr(vdl) =
Demonstratie:

Pr(cOD=Pr(v01I | o08)Pr(v0S)= Pr(v01 | 00S)=

1
2d(v)

Zd( % [I-Pr(v01 | v08)]

Un varf 90S nu va apartine lui 7 daci (xON(v) cu d(u)
2 d(v) si uS.

Fie L(v)=(u | #ON(v), d(u) = d(v)}

Atunci Pr(v01 | v0S) < Pr(0x0L(v)nS | v08) <

< ;Pr(uDSWDS)
ui

"arunciri independente 2 cite 2"

;Pr(ums) ; 2d() ; 2000

Dect:

< dv) _
2d(v) 2

_ 1 Q_1fL
Pr(vIZII)—[I Pr(vOl [vO9)]2 2d(v)@ 2@

2d(v) 2d(v)

Definitie:
1

1
Un varf 90V se numeste bun daci z0,
7 uD%(v) 2d(u) 36

O muchie este bund daci cel putin unul din varfurile pe

care le uneste este bun. Varfurile sau muchiile care nu sunt
bune se numesc rele.

Lema 2. Daci v este un varf bun atunci Pr(vON(1)) = 1
Consecinti: 36

Probabilitatea de a sterge o muchie bund este cel putin
1/36 (este cel putin egald cu probabilitatea ca una din ex-
tremititile sale - care este varf bun - s3 apartind lui N(1)).

Demonstratie:
Fie v un varf bun.

Cazul 1. luON(v) astfel incat d(u)l]{l,Z}.
Atunci Pr(v0ON(D))=Pr(u01)= > ; > %
Cazul 2. wON(v), d(u)>3.

Atunci, cum v este bun,

4d (u)

<l

HubN ()Zd(u) 6

1
2= 51

UON(r) 2d(u)

. a1 1
Existi M(v)ON(v) astfel incat GS z 24(0)

1
<3
ulM (v) 3

Pr(vON(D)2Pr(w0M(v)n D)2

> % Pr(udl) - w; Pr(udl si wOI)>
uMT(v) u, (v)

—1 ; «:
(lemal) Z 2dw) ZPF(UDS si w0S)=(“indepen-
uM (v)

UvV‘EM V) dente 2 cite 2”)
3.8 g
~1 1
4d(u) ™ 2d(u) 2d(w)

H 1 1 B 1m 101
02 2d(u) > 2d(w)526% EQ:S_G

DJDM (v) WM (v)
Lema 3. Cel putin jumdtate din muchii sunt bune.

Demonstratie:

Orientdim muchiile grafului astfel: daci (#,2)UE o ori-
entim de la # la v dacd si numai daci d (#) < d (). In gra-
ful orientat obtinut este valabild urmitoarea proprietate:
numdrul arcelor care ies dintr-un varf riu este cel putin de
doud ori mai mare decit al celor care ies.

1 1

Fie v riu: T(u) 6"

UCN(Vv)

Dupi orientare, N(v)=AOB
#0A O o intrd in v(d(x) < d(v))
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0B O vu iese din u(d(v) < d(w))
Trebuie si demonstram ci |B| > 2|A|.
Presupunem ¢ |B| < 2|A| st atunci 3|A| 2 d(v), 1ar

u[%(v)Zd ON Z 2dl(U)+ z 2d (U) z 2d (u

uB utJA

z > d(V)

42 (v) 2d (v) 3r2d (v) 6
Am obtinut ¢d v este bun, contradictie.

Folosind proprietatea pusi in evidenti putem asocia
fiecdrui arc rdu (provenit din orientarea unei muchii rele)
o multime de arce ce ies din extremitatea sa finald, asocie-
rea fiind astfel incit la arce distincte rele corespund mul-
timi disjuncte. Rezulti ¢ existd de doud ori mai multe arce
in total decat cele rele, deci numirul arcelor rele este cel
mult jumitate din numdrul total de arce, deci numdrul
muchiilor bune este micar jumitate din numirul total de
muchii.

Teoremi:
Numdrul medin de muchii care se sterg la fiecare itera-

. . . . E
tie a algoritmului 1 este mai mare sau egal cu u (|E| este
numdrul de muchii ale grafului curent). 2

Demonstratie:

Fie X variabili aleatoare reprezentind numirul mu-
chiilor sterse Intr-o iteratie. Pentru fiecare e[E conside-
rim X variabila aleatoare

_ [, daci e este stearsi
e~ B altfel

Atunci X =) Xe si media lui X este suma mediilor

eJE
Z MX

variabilelor aleatoare X, si MX = z MXe

= E Pr (e stearsa) > g L > ﬂ
Consec. 36 lema3 72
eE e

e bund

Observatie:

Se poate demonstra cd din aceastd teoremi rezultd ci
numirul mediu de iteratii necesare pani se sterg toate mu-
chiile (cind algoritmul se termind) este O(logm) unde m
este numarul de muchii ale grafului initial (acesta este un
exercitiu standard in teoria probabilitigilor discrete). Se
obtine deci cd SMURNC (un certificat al acestei aparte-
nente este algoritmul 1, pentru ci m =O(n?)).

Derandomizarea

In fiecare iteratie a algoritmului 1 se executi 7 arunciri, in-

dependente doui cite doud, ale unor monezi "strimbe".
(Pentru varful #0OV se considerd o monedi avind Pr

(de aparitie a celeilalte fete) = LT%n))'

Vom demonstra ci aceste 7 arunciri se pot genera cu
ajutorul unui sir de O(logn) biti aleatori. Fie p un numir
prim astfel incit n < p < 2n. Varfurile grafului se vor et-
cheta cu elemente din Z,. Pentru fiecare #0V se determina

0<a,<p astfel inct:
G nfX -t Jeoz,
p p 2d E

Nu se vor genera arunciri cu probabilititile

ci cu probabilititile % 1—_E
00 20 S

Aceasta nu afecteazi concluzia din teorema).

Pentru fiecare #0V se considera A 0{0,1,...p-1} cu
A J=a,.

Se aleg uniform la intimplare doud elemente x,y0Z ;
aceasta necesitd 2p=0(log n) big aleatori. Pentru fiecare
#0V se calculeazd x+uy in Z .

Daci x+uyUA, se consideri cd moneda lui # a cizut cu
fata in sus si in algoritmul 1 se va introduce # in S.

an

Trebuie si demonstrim ca Pr(x +uyl Pn)= =

Sa observim ci pentru orice z,y0Z, existi un unic
x0Z, astlel incat x+uy=z. Folosind aceasta observatie
avem:

Pr(x+uy0A, )=#E]{(x,y); x+uydA} =

-3 gfeben-d- gy

De asemenea, trebuie si demonstrim independenta 2
cite 2 a aruncirilor, adica Ou#v, Pr(x+uy0A, si x+vylA)
= Pr(x+uyUA ) Pr(x+vylUA ).

Intr-adevir, Pr(x+uy0A, si x+oy0A ) =

——2|{(x,y)|x+uyDAJ°ix+vy|Z|A,}|=

:%Z;I \M;J,{( X,Y)|X +uy = zsix +wy = w}|.

OX+uy=z
Sa observam ci in corpul Z, sistemul [ are
EP( tvy=w
determinantul v-##0 si deci are solutie unicd. Rezulti ci se
poate scrie in continuare Pr(x+uy0A, si x+vyUA )=

-1 au@lv_
_Fz

A, P: P

—Pr(x+uy UA )[(Pr(x+vy0A)

Rezultd cd daci se dispune de sirul s de lungime O(logn)
de biti aleatori, algoritmul de generare a celor 7 arunciri
este:



Algoritmul GenA: Begin

Input: s sir de lungime O(logn) de biti aleator; 0:=0
multimea SOV a varfurilor de grad 0. while V<>0 do
Output: multimea § la care se adaugd varfurile de grad begin
§:=0;
nenul din V cu o probabilitate "apropiatd" de —1(—), forall v0V in parallel do
independente unele de altele. 2du if d(v)=0 then S$:=S0{u}; V:i=V-{v}

determind p numdr prim |V| < p < 2|V|

Begin forall (x,y)0{0,1,..,p-1}x{0,1,...,.p-1} in parallel

Construieste x siy din s; do

Forall #(0V in parallel do begin

begin S(x,y):=0

Construieste a, A, forall #0V in parallel do
if x+uy0A, then S§:=S0{u} begin
End. determind a, {1,...,p-1} a.i.
Numiral sirurilor de Tugi la, 1 | Hx 1| =
umirul sirurilor de lugime O(log#) cu componente =min ,xDZpE
0511 este 200og”) = 00, Fie § multimea acestor siruri. [P 2d(u) p 2d(u)

Rezultd cd in loc s generdm un sir de lungime O(logn) construieste A,
de biti aleatori pentru care si aplicim algoritmul GenA
putem proceda astfel: if x+uyUA, then S(x,y):=S(x,y)0{u}

end;
forall (s0S) pardo forall e¢[JE in parallel do

aplicd o iteratie a algoritmului 1 folosind GenA pentru if ambele extremitdti ale lui e sunt in S(x,y)

a face selectia aleatoare. then elimind din S(x,y) extremitatea cu

gradul mai mic;

Fiecare aplicare paraleld va construi o mulgime (s). I(x,y):=8(x,y)

Notim cu X(s) numirul muchiilor care se sterg din determind G(x,y):=G-(I(x,y)ON(I(x,y))0S)
graful curent prin indepirtarea lui /(s). X'(s), sOS reprezin- determind m(x,y) numdrul de muchii ale Iui
t3 valorile posibile ale variabilei aleatoare X reprezentind G(x,y)
numirul de muchii sterse Intr-o iteratie a algoritmului. end;

E . o Determind (xy),) astfel incit:
Cum MX 2= rezultd cd [5,0S astfel incat: m(xy,yo)=min{m(x,y); x,y0Z }
I:=801(x,y,)
|E| =001
X@Oki : G:zG(xo:yo)
end
Rezultd ¢i daci procedim astfel: End.
Numirul iteratillor while este O(log n), fiecare
forall sUS pardo iteratie necesitd O(logn) timp paralel. Rezultd ci Intreg
aplicd o iteratie a algoritmului 1 folosind GenA si  algoritmul se executd in timpul paralel O(log?z). Numdrul
determind 1(s) si X(s); determind in paralel de procesoare utilizate este O(n?).
= X&) Bibliografie
atunci I(s,) va fi o multime stabild construitd (in mod de- 1. R.M. Karp, A. Wigderson - A Fast Parallel Algorithm
terminist) Intr-o iteratie si are proprietatea ci dacd se ster-  for the Maximal Independent Set Problem, Proc. 16th

ge I(s,)ON(I(s,)) din graful curent, atunci numirul muchi- Symp. Theory of Computing, p. 266-272, ACM, 1984

ilor sterse este 2 1/72 din numdrul de muchii ale acestui 2. Luby - A Simple Parallel Algorithm for the Maximal

graf. Independent Set Problem, Proc. 17th Symp. Theory of
Computing, p. 1-10, ACM, 1985

Descrierea completda a algoritmului

determinist
Input: G=(V,E) graf cu n =V varfuri si m =E muchii Domnul profesor Cornelius Croitoru este cadru didactic la Universitatea
Outpue: 0OV, O multime stabild maximald “Al I. Cuza” din lasi. Poate fi contactat prin e-mail la adresa:

croitoru@infoiasi.ro
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