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Aplicaþia 1
Se dau patru puncte necoplanare. Sã se determine numãrul
de plane care se aflã la distanþã egalã faþã de cele patru
puncte.

Rezolvare
Deoarece cele patru puncte nu sunt coplanare, rezultã cã
nu existã un plan egal depãrtat de aceste puncte care sã se
afle de aceeaºi parte a acestora. Rezultã cã mai avem de
tratat douã cazuri:
· un punct se aflã de o parte a planului ºi celelalte trei de

cealaltã parte;
· de fiecare parte a planului se aflã câte douã puncte.

În primul caz, presupunem cã punctele A, B ºi C se aflã
de o parte a planului P, iar punctul D se aflã de cealaltã
parte. Punctele A, B ºi C nu pot fi coliniare pentru cã, alt-
fel, ar exista un plan care ar conþine toate cele patru punc-
te. Rezultã cã punctele A, B ºi C determinã un plan P' unic
ºi, deoarece distanþa dintre punctele A, B, C ºi planul P
trebuie sã fie aceeaºi, mai rezultã cã planul P' este paralel
cu planul P. Pentru ca distanþa de la punctul D la planul P
sã fie aceeaºi cu distanþa de la A, B ºi C, planul P trebuie sã
treacã prin mijlocul perpendicularei coborâte din D pe
planul P'. Astfel, am demonstrat cã existã un singur plan
egal depãrtat de punctele A, B, C ºi D care are punctele A,
B ºi C de o parte a sa ºi punctul D de cealaltã parte. Analog
se demonstreazã existenþa a încã trei asemenea plane: unul
care are de o parte punctele A, B ºi D, iar de cealaltã parte
punctul C, unul care are de o parte punctele A, C ºi D, iar
de cealaltã parte punctul B ºi unul care are de o parte punc-
tele B, C ºi D, iar de cealaltã parte punctul A. Considerând
piramida determinatã de punctele A, B, C ºi D, cele patru
plane determinate pânã acum sunt paralele cu feþele pira-
midei ºi trec prin mijloacele înãlþimilor corespunzãtoare
acestor feþe.

În al doilea caz presupunem cã punctele A ºi B se aflã
de o parte a planului P, iar punctele C ºi D se aflã de cea-

laltã parte. Deoarece planul P trebuie sã fie egal depãrtat
de punctele A ºi B, rezultã cã el trebuie sã fie paralel cu
dreapta AB. În mod analog se demonstreazã faptul cã pla-
nul P trebuie sã fie paralel cu dreapta CD. Deoarece A, B,
C ºi D nu sunt coplanare, rezultã cã dreptele AB ºi CD nu
sunt paralele ºi nici concurente. Alegem douã plane para-
lele care sã treacã prin AB ºi CD. Este evident cã aceste do-
uã plane sunt paralele cu planul P ºi trebuie sã fie egal de-
pãrtate de el. Astfel am demonstrat cã existã un singur plan
egal depãrtat de punctele A, B, C ºi D care are punctele A
ºi B de o parte ºi punctele C ºi D de cealaltã parte. Analog,
se demonstreazã existenþa a încã douã asemenea plane: unul
care are de o parte punctele A ºi C, iar de cealaltã parte
punctele B ºi D ºi unul care are de o parte punctele A ºi D,
iar de cealaltã parte punctele B ºi C. Considerând piramida
determinatã de punctele A, B, C ºi D, cele trei plane deter-
minate acum sunt paralele cu o pereche de muchii opuse ºi
sunt egal depãrtate de acestea.

În concluzie, avem ºapte plane care se aflã la distanþã e-
galã faþã de patru puncte necoplanare date. 

Aplicaþia 2
Determinaþi numãrul maxim de zone în care poate fi îm-
pãrþit spaþiul prin n plane.

Rezolvare
Numãrul maxim de zone se obþine atunci când oricare do-
uã dintre plane nu sunt paralele, oricare trei dintre ele nu
au nici o dreaptã comunã ºi oricare patru dintre ele nu au
nici un punct comun.

Vom presupune cã am dus k plane ºi am împãrþit
spaþiul într-un numãr maxim de zone prin aceastã opera-
þie. Vom determina cu cât creºte numãrul de zone dupã ce
considerãm ºi al (k+1)-lea plan. Acest plan se va intersecta
dupã k drepte cu planele deja existente, deoarece nu existã
perechi de plane paralele ºi oricare trei plane nu au drepte
comune. Nici o pereche din cele k drepte nu sunt paralele,
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deoarece nu existã nici un grup de trei plane care sã fie pa-
ralele cu o aceeaºi dreaptã. Nici un grup de trei din cele k
drepte nu se intersecteazã în acelaºi punct deoarece nici un
grup de patru dintre planele considerate nu trec prin ace-
laºi punct. Vom demonstra acum cã cele k drepte împart
noul plan în maximum (k2+k+2)/2 zone. Astfel problema
s-a redus la una de geometrie planã ºi anume problema de-
terminãrii numãrului maxim de zone în care poate fi
împãrþit un plan prin n drepte.

Planul va fi împãrþit într-un numãr maxim de zone da-
cã nu existã nici o pereche de drepte paralele ºi nici un
grup de trei drepte care sã aibã un punct comun.

Presupunem cã au fost duse k drepte; vom determina cu
cât creºte numãrul de zone dupã ce considerãm cea de-a
(k+1)-a dreaptã. Aceastã dreaptã se intersecteazã cu cele-
lalte k drepte în k puncte, deci va fi împãrþitã în k+1 zone.
În concluzie, noua dreaptã va trece prin k+1 zone ale pla-
nului. Ea va împãrþi fiecare din aceste zone în douã, deci
numãrul de zone va creºte cu k+1. 

Notând cu Pk numãrul de zone în care poate fi împãrþit
planul prin considerarea a k drepte, obþinem Pk+1=Pk+k+1.
Deoarece prima dreaptã împarte planul în douã zone, avem
P1=2. Vom deduce cã Pn=2+2+3+4+...+n. De aici obþinem
cã Pn=(1+2+3+...+n)+1=n·(n+1)/2+1= (n2+n+2)/2.

Sã revenim acum la problema în spaþiu. Am demon-
strat cã al (k+1)-lea plan va împãrþi spaþiul în (k2+k+2)/2
zone. Astfel, al (k+1)-lea plan va intersecta (k2+k+2)/2 zo-
ne ale spaþiului, fiecare dintre aceste zone fiind împãrþitã în
douã, deci numãrul de zone va creºte cu (k2+k+2)/2 dupã
considerarea celui de-al (k+1)-lea plan. 

Notând cu Sk numãrul de zone în care poate fi împãrþit
spaþiul prin k plane, obþinem Sk+1=Sk+(k2+k+2)/2. Deoare-
ce primul plan împarte spaþiul în douã zone, vom avea
S1=2.

Vom deduce cã

Deoarece ºi , ob-

þinem

.

Ca urmare, numãrul maxim de zone în care poate fi

împãrþit spaþiul prin n plane este .

Observaþie
Problema se poate generaliza pentru un hiperspaþiu cu n
dimensiuni, rezolvarea bazându-se pe reducerea proble-
mei n-dimensionale, la una (n-1)-dimensionalã. De exem-
plu, pentru hiperspaþiul cu 4 dimensiuni, am putea defini
problema împãrþirii acestuia prin n spaþii tridimensionale. 

Se observã destul de uºor cã vom obþine formula de re-
curenþã Hk+1=Hk+(k3+5·k+6)/6, unde H1=2. 

Vom obþine

.

Folosind formula obþinem

.

De aici avem 

.

Aplicaþia 3
Determinaþi numãrul maxim de sfere care sã fie tangente
la toate cele patru plane ale unui tetraedru.

Rezolvare
Problema se reduce la a determina numãrul de puncte egal
depãrtate de cele patru feþe ale tetraedrului. Aceste puncte
vor fi centrele sferelor.

Locul geometric al punctelor egal depãrtate de feþele
unui diedru este un plan care trece prin muchia diedrului
ºi care împarte unghiul diedru în douã unghiuri egale. Acest
plan poartã denumirea de plan bisector al diedrului.

Deoarece douã plane care se intersecteazã formeazã
douã perechi de diedre opuse la vârf, rezultã cã locul geo-
metric al punctelor egal depãrtate de douã plane care se in-
tersecteazã este format din douã plane care trec prin dreap-
ta lor de intersecþie.

Locul geometric al punctelor egal depãrtate de feþele
unui triedru este dreapta de intersecþie a planelor bisectoa-
re ale celor trei diedre ale triedrului. Aceastã dreaptã de in-
tersecþie poartã denumirea de bisectoare a triedrului.

Deoarece trei plane care se intersecteazã formeazã pa-
tru perechi de triedre opuse la vârf, rezultã cã locul geome-
tric al punctelor egal depãrtate de trei plane este format
din patru drepte care trec prin punctul lor de intersecþie.

Sã considerãm acum planele P1, P2, P3 ºi P4 ale feþelor
unui tetraedru. Considerãm triedrul interior tetraedrului
format din planele P1, P2 ºi P3. Locul geometric al puncte-
lor egal depãrtate de aceste trei feþe este format din patru
drepte d1, d2, d3 ºi d4. Locul geometric al punctelor egal de-
pãrtate de planele P1 ºi P4 este format din douã plane S1 ºi
S2. Este evident faptul cã oricare dintre punctele de inter-
secþie ale uneia dintre dreptele d1, d2, d3, ºi d4 cu unul din-
tre planurile S1 ºi S2 va fi egal depãrtat de planele P1, P2, P3
ºi P4, ºi cã nu mai existã alte puncte cu aceastã proprietate.
Astfel, în general, se obþin opt puncte egal depãrtate de fe-
þele piramidei, deci avem opt sfere tangente la cele patru
plane ale unui tetraedru.

Observaþie
Existã cazuri în care unele dintre dreptele d1, d2, d3, ºi d4
sunt paralele cu unul dintre planele S1 ºi S2. În aceste cazuri
numãrul de sfere se reduce. De exemplu, în cazul unui te-
traedru regulat avem doar cinci sfere tangente la cele patru
feþe.
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