“Sunt mér de lings drum gi firs gard”

Infasuratoarea

CONVEXA in 2D

Determinarea infasurdtorii convexe a unei multimi de puncte este o problema
elementara in geometria computationaléd. Determinarea infasuratorii convexe
este un prim pas care apare in foarte multi algoritmi geometrici si aceasta
deoarece surprinde o idee aproximativéa despre forma sav proportiile unei

multimi de date.

Problemd: Intr-o livadd avem 7 meri si dorim si cons-
truim un gard, care Inconjoard livada si are perime-
trul minim. Care sunt merii situati langa gard?

Vom prezenta doud exemple intuitive care ne
ajutd si intelegem urmitoarea expunere teoretica.
Infisuritoarea convexi a unei multimi de puncte in
plan este conturul Inchis de o bandi de cauciuc in-
tinsd 1n jurul cuielor bitute in fiecare din punctele
date. Frontiera Infasuritorii convexe in spatiul tridi-
mensional este forma pe care o ia un ambalaj plastic
strans intins in jurul punctelor.

Definitia 1: O multime § este convexd daci si numai da-
cax S siy S implicd xy O S; prin xy am notat seg-
mentul inchis care uneste punctele x si y.

Segmentul xy este multimea tuturor punctelor de
forma ax+By, cu a,B=0 si a+f=1; pentru cazul bidi-
mensional x=(x,,x,) s1 y=(y,,5,); x+y=(x,+y,x,+V,)-

Definitia 2: Infdsurdtoarea convexd a unei multimi de
puncte S este intersectia tuturor mulgimilor convexe
care includ multimea S, notati conv(S).

Proprietagi:

conv(S) - in plan este poligonul de arie minimi care
include multimea §;

conv(S) - in spatiu este poliedrul de volum minim
care include multimea S.

Infisuritoarea convexi a unei multimi de puncte
din plan este descrisd prin frontiera poligonului con-
vex care are proprietdtile mentionate mai sus. Acesta
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va fi descris prin lista varfurilor acestuia, luate in
sens trigonometric.

Determinarea infasuratorii convexe
Fiind date 7 puncte in plan prin coordonatele (x, y,),
i=1,...,n, se cere si se determine varfurile poligonului
care descrie infisuritoarea convexi. Algoritmul pre-
zentat In continuare este preluat din [Joseph O’Rour-
ke - Computational Geometry in C] cu citeva modi-
ficdri menite si simplifice implementarea, si In ace-
lasi timp si se obtind un cod mai rapid. Acesta a fost
elaborat de R. L. Graham in 1972.

In prima etapi se alege un punct care are ordona-
ta y minimd; dacd existd mai multe astfel de puncte,
se alege cel care are abscisa x minimd. Originea siste-
mului de coordonate se translateazi in acest punct si
noua pozitie se plaseazd (prin interschimbare) pe
prima pozitie In sir. Urmidtoarele puncte din sir se
ordoneazi dupi regula urmitoare:

P(x,y)<P{(x,y;) daca si numai dacd ¢<¢; sau
¢=0, si r<r;, unde (r,¢) reprezinta coordonatele po-
lare ale punctului P(x,y). Acestea se determini astfel:

& = arctan(y/x); r =+/x°+y? (figura 1).

Plxy)

P

Figura 1. Coordonate polare
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Pentru implementare nu ne putem permite s fo-
losim aceste formule care sunt foarte costisitoare (ca
timp) si introduc erori de rotunjire. Folosim in
schimb urmitoarea proprietate: ¢, < ¢; dacd si numai
dacd (xy;- x7;) > 0.

Sa ]ustlflcam aceasti afirmatie. In figura 2 am re-
prezentat trlunghlul format de varfurile O,P,Pa
cirui arie este jumdtate din valoarea absoluta a
determinantului:

1 0 O
1 x5 vy

Pj

Figura 2. Cum determindm dacé P, < P, 2

Aria triunghiului este pozitivd dacd si numai daca
punctele O, P, P. apar in sens trigonometric.
In caz de egailtate a ariilor, pentru economie de
; 2
timp se compard direct valorile x? + y 2 si x? + y;2.

In a doua etapi se parcurg in ordine punctele si
se determind care dintre ele se vor situa pe frontiera
poligonului convex ciutat. Observim ci originea
sistemului de coordonate se va situa sigur pe fronti-
era ciutatd; acesta va fi introdus in lista de iesire. In
continuare, pentru fiecare punct P, se verifici daci
este indepliniti urmatoarea conditie: unghiul format
de ultimele trei puncte din lista de iesire (P, ,, P, ,, P,)
si aibi misura mai mici decit Tt Daci aceasti condi-
tie este indeplinitd, P, poate riméne (deocamdati!)
in lista de iesire, in caz contrar un unghi cu misura
mai mare decit Ttintroduce o concavitate si In con-
secintd punctul P, trebuie scos din lista de iesire. In
figura 3 este ilustratd aceastd situatie.

Figura 3. Construirea infasurétorii convexe

Evolutia listei de iesire (in cazul figurii 3) este ur-
madtoarea:

L: {0}

L: {0,1}

L: {0,1,2}: {0,2}

L: {0,2,3}

L: {0,2,3,4): {0,2,4)

L: {0,2,4,5): {0,2,5)

L: {0,2,5,6): {0,2,6)

L: {0,2,6,7}

L: {0,2,6,7,0}: {0,2,6,0}

In unele situatii este nevoie de mai multe reve-
niri, atunci cand depistim un unghi care are misura
mai mare decit T, asa cum se vede 1n figura 4.

4

Figura 4. O evolutie sinuoasd in construirea
infasurdtorii convexe
Cum determinim daci misura unghiului (P, P, P,)
este mai mici decat T Aceastd conditie este indepli-
nitd dacd si numai daci cele trei puncte apar in sens
trigonometric: valoarea determinantului (aria triun-
ghiului format cu varfurile respective) este pozitiva:

1 X2 Yk—2
1 X1 Yk1|>0
1 % Y

In final coordonatele din lista de iesire se corec-
teazd (prin translatarea originii sistemului de coor-
donate) pentru a coincide cu cele date la intrare.

S3i studiem complexitatea acestui algoritm. In
prima parte am parcurs sirul pentru a determina no-
ua origine a sistemului de coordonate, apoi am ordo-
nat punctele in raport cu coordonatele polare ale
acestora. Rezultd un ordin de complexitate 0(n log n),
deoarece ©(n) este absorbit de ordinul maxim dat de
algoritmul de sortare.

In partea a doua am parcurs din nou sirul sortat
pentru a insera in lista de iesire punctele care inde-
plinesc conditiile impuse. Aceastd parcurgere necesi-
td Intre 7 $i 27 pasi, de unde rezultd ci algoritmul lui
Graham are ordinul de complexitate O(n log n).

O limita inferioara a complexitatii

Ne punem urmitoarea intrebare: se poate proiecta
un algoritm care sd determine Infisuritoarea convexd
cu un ordin de complexitate mai mic (sub O(n log 7))?
Sé privim figura 4. Fiind date 7 valori reale x,, ..., x ,
se reprezintd punctele P,(x, x;?) aflate pe parabola



y = x2. Daci se determind Infisurdtoarea convexi a
multimii de puncte P, P,, ..., P, acest algoritm poa-
te fi folosit pentru a sorta un sir de numere date. Pe
de altd parte, stim [Donald Knuth - Algoritmi de sor-
tare si cautare] ci un algoritm de sortare optim are,
in cel mai defavorabil caz, ordinul 6(z log »). In
concluzie, nu se poate proiecta un algoritm care si
determine infisuritoarea convexd cu un ordin de
complexitate inferior. Am obtinut astfel urmitoarea

Teorema
Orice algoritm care determind infdsurdtoarea conve-
xd are un ordin de complexitate ©(n log n).

1

Figura 5. Cum se poate sorta un sir de numere cu
ajutorul Infasurétorii convexe

Aplicatie:

£ ° o __o
diametrul unei multimi de puncte
Fiind dati o multime de puncte in plan, diametrul
acestei multimi este distanta maximi dintre doud
puncte ale acestei multimi.

Pentru a elabora un algoritm performant si ob-
servim cd diametrul unei multimi de puncte uneste
intotdeauna doud puncte care sunt varfuri ale infasu-
ritorii convexe. Aceastd observatie poate simplifica
in unele cazuri munca de ciutare, de aceea intr-o pri-
md etapa trebuie sd determinim infisurdtoarea con-
vexd. Un algoritm naiv ar compara doui cite doud
punctele aflate pe infisuritoare, efectuind astfel un
numir de 7n(n-1)/2 comparatii avind complexitate
patratica.

Un algoritm performant care determini diame-
trul unui poligon convex este prezentat in [Franco
Preparata, Michael Shamos - Computational Geo-
metry]. Acesta se bazeazd pe urmitorul rezultat:

Figura 6. Determinarea diametrului prin examinarea
perechilor de puncte antipodale

Diametrul unui poligon convex este distanta ma-
ximd dintre doud puncte antipodale. Spunem ci o
pereche de puncte este antipodald daci prin cele
doud puncte se pot duce doud drepte paralele care
incadreazi complet poligonul convex (vezi figura
6).Prezentdm in continuare un algoritm care deter-
mind perechile de puncte antipodale; considerdm ci
poligonul este dat prin lista varfurilor in sens trigo-
nometric, punctele fiind numerotate P, P, ..., P_,.
subprogram perechi antipodale;
p:=n-1;
q:=next(p);
cadt timp (Aria(p,next(p),next(q))>

Aria(p,next(p),q))
q:=next (q);
sfarsit cat timp;
q0:=q;
cadt timp (q0)
p:=next (p);
scrie(p,q);
cdt timp (Aria(p,next(p),next(q))>
Aria(p,next(p),q))

g:=next (q);

dacd ((p,q)#(q0,0)) scrie(p,q);
sfarsit cat timp;
dacda (Aria(p,next(p),next(q))=

Aria (p,next (p),next(q)))
dacd ((p,q)#(q0,n-1)) scrie(p,next(q));
sfarsit cat timp;
sfdrsit subprogram;

Observatii:

- intr-o prima etapa se parcurg o parte din varfurile
poligonului pani cand se intdlneste varful cel mai
indepartat de segmentul (p, next (p) );

- am folosit functia next (k) pentru a putea parcur-
ge in ordine ciclici varfurile poligonului; aceasta se
implementeazi astfel: next:=(k+1) mod n;

- functia Aria (i, 3, k) calculeazd dublul ariei triun-
ghiului format de varfurile P, P, P,; aceasta valoare
este Intotdeauna pozitivi deoarece varfurile sunt
date in sens trigonometric;

- in etapa a doua se determind perechile antipodale;
este tratat si cazul in care doud segmente ale poli-
gonului sunt paralele.

Observim ci acest algoritm ne furnizeazi pere-
chile de puncte antipodale in timp liniar, deci com-
plexitatea unui algoritm care determind diametrul

unui poligon convex are ordinul de complexitate
O(n).

Ton Cozac este lector la Universitatea “Petru Maior” din Targu-Mures si
poate fi contactat prin e-mail la adresa cozac@uttgm.ro
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