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Geometrie <0

Mihai Scortaru

in acest articol véi vom prezenta cétiva algoritmi care necesita unele cunostinte
de geometrie in spativ pentru a putea fi intelesi. In cazul acestor algoritmi,
geometria are un rol secundar, ei rezolvéand, de fapt, probleme de analiza

combinatorica.

Aplicatia 1

Se dau patru puncte necoplanare. Si se determine numdrnl
de plane care se afld la distantd egald fatd de cele patrn
puncte.

Rezolvare

Deoarece cele patru puncte nu sunt coplanare, rezultd ci

nu existd un plan egal depirtat de aceste puncte care si se

afle de aceeasi parte a acestora. Rezultd ¢i mai avem de

tratat doud cazuri:

e un punct se afld de o parte a planului si celelalte trei de
cealaltd parte;

o de fiecare parte a planului se afli cte doud puncte.

In primul caz, presupunem ci punctele A, B'si C se afli
de o parte a planului P, iar punctul D se afli de cealaltd
parte. Punctele 4, B si C nu pot fi coliniare pentru c3, alt-
fel, ar exista un plan care ar contine toate cele patru punc-
te. Rezultd cd punctele A, B si C determind un plan P' unic
si, deoarece distanta dintre punctele A, B, C si planul P
trebuie sd fie aceeasi, mai rezulti cd planul P' este paralel
cu planul P. Pentru ca distanta de la punctul D la planul P
si fie aceeasi cu distanta de la A, B si C, planul P trebuie s3
treacd prin mijlocul perpendicularei coborate din D pe
planul P'. Astfel, am demonstrat cd existd un singur plan
egal depdrtat de punctele A, B, C si D care are punctele 4,
Bsi Cde o parte a sa si punctul D de cealalti parte. Analog
se demonstreazd existenta a inc trei asemenea plane: unul
care are de o parte punctele A, B si D, iar de cealaltd parte
punctul C, unul care are de o parte punctele 4, C si D, iar
de cealalti parte punctul B si unul care are de o parte punc-
tele B, Csi D, iar de cealaltd parte punctul A. Considerand
piramida determinatd de punctele A, B, C si D, cele patru
plane determinate pand acum sunt paralele cu fetele pira-
midei si trec prin mijloacele indltimilor corespunzitoare
acestor fete.

In al doilea caz presupunem ci punctele A si B se afli
de o parte a planului P, iar punctele C si D se afli de cea-

laltd parte. Deoarece planul P trebuie si fie egal depirtat
de punctele A si B, rezulti ci el trebuie si fie paralel cu
dreapta AB. In mod analog se demonstreazi faptul ci pla-
nul P trebuie si fie paralel cu dreapta CD. Deoarece 4, B,
C si D nu sunt coplanare, rezultd ci dreptele AB si CD nu
sunt paralele si nici concurente. Alegem doud plane para-
lele care si treacd prin AB si CD. Este evident cd aceste do-
ud plane sunt paralele cu planul P si trebuie si fie egal de-
pirtate de el. Astfel am demonstrat ¢ existd un singur plan
egal depirtat de punctele A, B, C si D care are punctele A
s1 B de o parte si punctele C si D de cealaltd parte. Analog,
se demonstreazi existenta a incd doud asemenea plane: unul
care are de o parte punctele A si C, iar de cealaltd parte
punctele B si D si unul care are de o parte punctele A si D,
iar de cealaltd parte punctele B si C. Considerand piramida
determinatd de punctele A, B, C si D, cele trei plane deter-
minate acum sunt paralele cu o pereche de muchii opuse si
sunt egal depirtate de acestea.

In concluzie, avem sapte plane care se afl3 la distanti e-
gald fatd de patru puncte necoplanare date.

Aplicatia 2
Determinati numdarul maxim de zone in care poate fi im-
partit spatiul prin n plane.

Rezolvare

Numirul maxim de zone se obtine atunci cind oricare do-
ud dintre plane nu sunt paralele, oricare trei dintre ele nu
au nici o dreaptd comuni si oricare patru dintre ele nu au
nici un punct comun.

Vom presupune ci am dus k& plane si am impartit
spatiul intr-un numdr maxim de zone prin aceastd opera-
tie. Vom determina cu ct creste numirul de zone dupi ce
considerdm si al (k+1)-lea plan. Acest plan se va intersecta
dupi k drepte cu planele deja existente, deoarece nu existi
perechi de plane paralele si oricare trei plane nu au drepte
comune. Nici o pereche din cele k drepte nu sunt paralele,
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deoarece nu existd nici un grup de trei plane care si fie pa-
ralele cu o aceeasi dreaptd. Nici un grup de trei din cele &
drepte nu se intersecteaza in acelasi punct deoarece nici un
grup de patru dintre planele considerate nu trec prin ace-
lasi punct. Vom demonstra acum ci cele k drepte impart
noul plan in maximum (k?+k+2)/2 zone. Astfel problema
s-a redus la una de geometrie plani si anume problema de-
terminirii numdrului maxim de zone in care poate fi
impdrtit un plan prin 7 drepte.

Planul va fi Impirtit Intr-un numir maxim de zone da-
cd nu existd nici o pereche de drepte paralele si nici un
grup de trei drepte care sd aibd un punct comun.

Presupunem ci au fost duse k& drepte; vom determina cu
cat creste numirul de zone dupd ce considerdm cea de-a
(k+1)-a dreapta. Aceastd dreaptd se intersecteazd cu cele-
lalte & drepte in k puncte, deci va fi Impartitd in k+1 zone.
In concluzie, noua dreapti va trece prin k+1 zone ale pla-
nului. Ea va impirti fiecare din aceste zone in doua, deci
numdrul de zone va creste cu k+1.

Notind cu P, numdrul de zone in care poate fi impartit
planul prin considerarea a k drepte, obtinem P, =P, +k+1.
Deoarece prima dreaptd imparte planul in doud zone, avem
P,=2. Vom deduce cd P, =2+2+3+4+...+n. De aici obtinem
cd P =(142+3+..4n)+1=n-(n+1)/2+1= (n*+n+2)/2.

S3 revenim acum la problema in spatiu. Am demon-
strat cd al (k+1)-lea plan va imparti spatiul in (k?+k+2)/2
zone. Astfel, al (k+1)-lea plan va intersecta (k*+k+2)/2 zo-
ne ale spatiului, fiecare dintre aceste zone fiind impdrtitd in
doui, deci numirul de zone va creste cu (k*+k+2)/2 dupd
considerarea celui de-al (k+1)-lea plan.

Notind cu §, numirul de zone In care poate fi impartit
spatiul prin & plane, obtinem S, ,=S,+(k*+k+2)/2. Deoare-
ce primul plan imparte spatiul In doud zone, vom avea

S,=2.
Vom deduce c3
n-l 12 n-1 n-1
S”=2+Zw=2+12k2+12k+n—1
k=1 2 24 24
& n-(n-1-2-n-1 = n-(n—1
Deoarece Zk2=% s1 k=%,0b-
k=1 k=1
tinem
n=1)-Q2-n=1) n-(n-1
S,,=2+n (n=1)@2:n )+n n )+n—1
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p— . . 2— . 3 .
Sn:2+(n -2 n12n+3 n+12):n +56n+6

Ca urmare, numirul maxim de zone in care poate fi

N . . n+5-n+6
mpartit spatiul prin 7 plane este ———— .

Observatie
Problema se poate generaliza pentru un hiperspatiu cu
dimensiuni, rezolvarea bazandu-se pe reducerea proble-
mei 7-dimensionale, la una (-1)-dimensionali. De exem-
plu, pentru hiperspatiul cu 4 dimensiuni, am putea defini
problema impdrtirii acestuia prin 7 spatii tridimensionale.
Se observa destul de usor cd vom obtine formula de re-
curentd H,, ,=H +(k*+5-k+6)/6, unde H =2.

Vom obtine

n-l 7.3 .
H, =2+Z%=

k=1

n-l

n-1
2+12k3 +§Zk+n—l .
6[{:1 61(:]

-l B n*-(n—1)*

Folosind formula 3%

k=1

obtinem

2 _1\2 . _
n--(n-1) +5n(n 1)+n—1.

H,=2+
24 12

De aici avem

_ 2.0 +0° +10-n° —10-n+24-n+24 _ 2.0 +11-0° +14-n+24

Hn
24 24

Aplicatia 3
Determinati numdrul maxim de sfere care s fie tangente
la toate cele patru plane ale unui tetraedru.

Rezolvare

Problema se reduce la a determina numdrul de puncte egal
depirtate de cele patru fete ale tetraedrului. Aceste puncte
vor fi centrele sferelor.

Locul geometric al punctelor egal depirtate de fetele
unui diedru este un plan care trece prin muchia diedrului
si care imparte unghiul diedru in doud unghiuri egale. Acest
plan poartd denumirea de plan bisector al diedrului.

Deoarece doud plane care se intersecteazd formeazd
doud perechi de diedre opuse la varf, rezulti ci locul geo-
metric al punctelor egal depirtate de doud plane care se in-
tersecteaza este format din doud plane care trec prin dreap-
ta lor de intersectie.

Locul geometric al punctelor egal depirtate de fetele
unui triedru este dreapta de intersectie a planelor bisectoa-
re ale celor trei diedre ale triedrului. Aceastd dreaptd de in-
tersectie poartd denumirea de bisectoare a triedrului.

Deoarece trei plane care se intersecteazd formeazd pa-
tru perechi de triedre opuse la varf, rezulti ci locul geome-
tric al punctelor egal depirtate de trei plane este format
din patru drepte care trec prin punctul lor de intersectie.

Si considerim acum planele P, P,, P, si P, ale fetelor
unui tetraedru. Considerdm triedrul interior tetraedrului
format din planele P,, P, si P,. Locul geometric al puncte-
lor egal depirtate de aceste trei fete este format din patru
drepte d,, d,, d, si d,. Locul geometric al punctelor egal de-
partate de planele P, si P, este format din doud plane §, si
S,. Este evident faptul ¢3 oricare dintre punctele de inter-
sectie ale uneia dintre dreptele d,, d,, d,, si d, cu unul din-
tre planurile S, si S, va fi egal depdrtat de planele P, P,, P,
si P, sicd nu mai existd alte puncte cu aceastd proprietate.
Astfel, in general, se obtin opt puncte egal depirtate de fe-
tele piramidei, deci avem opt sfere tangente la cele patru
plane ale unui tetraedru.

Observatie

Existd cazuri in care unele dintre dreptele d,, d,, d,, si d,
sunt paralele cu unul dintre planele §, 5i S In aceste cazuri
numdrul de sfere se reduce. De exemplu, in cazul unui te-
traedru regulat avem doar cinci sfere tangente la cele patru
fete.



