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1. Preliminarii

1.1. Elemente de geometrie analiticã
Fie un plan P ºi (Ox, Oy) o pereche ordonatã de axe
ortogonale în planul P, 

Fig. 1: Sistem de axe ortogonale în planul P
cu originea O comunã ºi cu sensurile pozitive ale

axelor indicate prin sãgeþi ca în fig. 1. Acest ansamblu este
numit reper cartezian în planul P, este notat cu xOy, iar O
este originea reperului. Pentru orice punct M din planul P
este definitã funcþia bijectivã f : P → R2, f(M)=(a,b) care
asociazã punctului M coordonatele carteziene a ºi b.

Urmãtoarele rezultate vor fi considerate elementare:
a) Formula distanþei: Fie M1(x1,y1) ºi M2(x2,y2) puncte

ale planului P specificate în reperul cartezian xOy. Dacã
prin M1M2 notãm distanþa dintre punctele M1 ºi M2, atunci 

b) Formula pantei unei drepte: Fie d o dreaptã
neparalelã cu axa Oy pe care fixãm douã puncte distincte
M1(x1,y1) ºi M2(x2,y2). Panta (coeficientul unghiular al)
dreptei d este datã de formula

c) Caracterizarea dreptelor oblice paralele/perpendicu-
lare: Dreptele oblice d1 ºi d2, de pante m1 respectiv m2 sunt

paralele dacã ºi numai dacã m1=m2. Ele sunt perpendicula-
re dacã ºi numai dacã m1m2=-1.

d) Ecuaþia dreptei oblice: Fie dreapta d definitã prin
punctul M0(x0,y0) situat pe d ºi prin panta m. Atunci
punctul M(x,y) aparþine dreptei d dacã ºi numai dacã y-
y0=m(x-x0). Fie dreapta d definitã prin punctele M1(x1,y1)
ºi M2(x2,y2). Dacã x1=x2, atunci dreapta d este verticalã ºi
are ecuaþia x=x1. Dacã y1=y2, atunci dreapta d este
orizontalã ºi are ecuaþia y=y1. Dacã x1≠x2 atunci dreapta d
este oblicã, iar ecuaþia acesteia poate fi scrisã în oricare din
formele echivalente:

sau

sau (exprimarea robustã)

e) Condiþia de coliniaritate a trei puncte Mi(xi,yi), i =1,
2, 3: 

f) Rapoarte: Fie M1(x1,y1) ºi M2(x2,y2) douã puncte
diferite care determinã segmentul M1M2 si dreapta (M1M2).
Fie M pe dreapta (M1M2) diferit de M2, M(x,y). Numãrul
k definit prin regula:

Dacã M aparþine segmentului M1M2 atunci: 
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Puncte, linii, poligoane

ALGORITMI
geometrici elementari

Grigore ALBEANU

Pornind de la câteva rezultate simple de geometrie analiticã planã, sunt
prezentate metode algoritmice pentru rezolvarea problemelor privind
intersecþia segmentelor de dreaptã ºi a poligoanelor. În final este abordatã
problema punctului interior. Pentru toate temele se discutã ºi aspecte relative
la complexitatea rezolvãrii.
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altfel
se numeºte raportul în care punctul M împarte seg-

mentul nenul M1M2 (k≠1). Fiind cunoscut numãrul real
k≠1, coordonatele (x,y) ale punctului M care împarte
segmentul M1M2 în raportul k sunt:

s
g) Ecuaþiile parametrice ale dreptei: Fie M1, M2 ca mai

sus. Egalitãþile:

se numesc ecuaþiile parametrice ale dreptei (M1M2). 
Dacã impunem t∈[0,1] atunci obþinem segmentul

M1M2. Mijlocul segmentului M1M2 se obþine pentru t=1/2.
h) Centrul de greutate: Centrul de greutate al unui

sistem omogen de n puncte: M1, M2, ..., Mn cu Mi(xi,yi),
i=1, 2, ..., n, are drept coordonate: media aritmeticã a
absciselor, respectiv media aritmeticã a ordonatelor.

i) Distanþa de la un punct la o dreaptã: Formula
distanþei de la punctul M0(x0,y0) la dreapta h: ax+by+c=0
este:

j) Aria unui triunghi: Fie Mi(xi,yi), i=1,2,3, puncte ne-
coliniare. Aria triunghiului M1M2M3 este datã prin:

Semnul se ia + sau - astfel încât aria triunghiului sã fie
pozitivã. Dacã M1, M2, M3 sunt specificate în ordinea
inversã a acelor de ceasornic atunci semnul este +. Deci,
condiþia ca trei puncte M1, M2, M3, date prin coordonatele
carteziene (xi,yi), sã fie specificate în sens invers acelor de
ceasornic se scrie: 

k) Semiplane: O dreaptã d din planul P are proprietate
cã separã planul P în douã submulþimi. Fie f:R2→R,
f(x,y)=ax+by+c. Definim P- � mulþimea punctelor pentru
care f(x,y)<0, iar P+ � mulþimea punctelor pentru care
f(x,y)>0. Evident, d este mulþimea punctelor pentru care
f(x,y)=0. Mulþimile: P-, P+ se numesc semiplane deschise.
Dreapta d se numeºte frontiera semiplanelor. Deoarece se-
miplanele sunt mulþimi convexe, orice intersecþie de
semiplane este o mulþime convexã. Pentru aflarea semnu-
lui unui semiplan se utilizeazã metoda sondajului: se alege
un punct particular (x0,y0) ºi se vede semnul numãrului
f(x0,y0). Semiplanul opus are semn contrar. 

1.2. Câteva funcþii utile
În aceastã secþiune sunt prezentate douã funcþii elementa-
re, utile în secþiunile urmãtoare.

a) Funcþia s
Fie d o dreaptã determinatã de douã puncte A(xA,yA) ºi
B(xB,yB). Fie Q un punct oarecare din planul celor douã
puncte. Notãm prin s(Q,A,B) funcþia semn a punctului Q
relativ la dreapta (AB), s(Q,A,B)=1 dacã Q∈P+,
s(Q,A,B)=-1 dacã Q∈P-, respectiv s(Q,A,B)=0 dacã
Q∈(AB).

Conform celor prezentate mai sus, notând 
E := (xQ - xA)(yB - yA) - (yQ - yA)(xB - xA),

obþinem: 
Dacã E>0 atunci s(Q,A,B)=1, dacã E=0 atunci

S(Q,A,B)=0, iar dacã E<0 atunci s(Q,A,B)=-1. Observãm
cã pentru evaluarea funcþiei s sunt necesare cinci operaþii
de scãdere, douã operaþii de înmulþire ºi cel mult douã
comparaþii cu zero.

b) Funcþia p
Fie A(xA,yA), B(xB,yB), C(xC,yC) trei puncte din planul xOy.
Ne intereseazã dacã trecerea de la punctul A la punctul C
prin intermediul punctului B se realizeazã în sens trigono-
metric sau nu (când punctele nu sunt coliniare), respectiv
dacã C este între A ºi B (când punctele sunt coliniare).
Definim funcþia p astfel (fig. 2): p(A,B,C)=-1 dacã trecerea
de la A la C prin B se face în sens invers trigonometric (în
sensul acelor de ceasornic) sau A este între B ºi C (în cazul
punctelor coliniare); p(A,B,C) =0 dacã C este între A ºi B
(numai în cazul punctelor coliniare) ºi p(A,B,C)=1 atunci
când deplasarea se face în sens trigonometric (în sens
invers acelor de ceasornic) sau când B este între A ºi C (în
cazul punctelor coliniare).

Fig 2. Configuraþii de puncte

În continuare vom propune câteva metode de evaluare
a funcþiei p.

a) Metoda pantelor
Fie m1 panta dreptei (AB) ºi m2 panta dreptei (AC). Iniþial
presupunem cã m1≠m2. Dacã m1>m2 atunci pentru a
ajunge în punctul C plecând din punctul A, trecem în de-
plasare invers trigonometricã prin B, deci p(A,B,C)=-1.
Dacã m1<m2 atunci deplasarea se va face în sens
trigonometric, deci p(A,B,C)=1. Deoarece m1=(yB-yA)/(xB-
xA)=dy1/dx1, m2=(yC-yA)/(xC-xA)=dy2/dx2, testul de
comparare între m1 ºi m2 (ce necesitã douã împãrþiri plus o
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verificare suplimentarã în cazul segmentelor verticale),
poate fi transformat astfel: 

m1>m2 ⇒ dy1/dx1>dy2/dx2 Þ dy1dx2>dx1dy2 Þ
p(A,B,C)=-1; 

m1<m2 ⇒ dy1dx2<dx1dy2 ⇒ p(A,B,C) =1. 
Dacã m1=m2 se va face ºi o analizã a lungimii

segmentelor AB ºi AC. Prin urmare: p(A,B,C) =1 dacã
dx1dy2 - dy1dx2>0 sau punctele sunt coliniare ºi AB<AC;
p(A,B,C)=0 dacã punctele sunt coliniare ºi AC<AB,
p(A,B,C)=-1 dacã dx1dy2 - dy1dx2<0 sau punctele sunt
coliniare ºi, fie dx1dx2<0, fie dy1dy2<0. Deoarece se poate
evita calculul radicalului prin compararea pãtratelor lungi-
milor segmentelor, pentru evaluarea funcþiei p sunt nece-
sare maxim ºapte adunãri/scãderi, maxim patru înmulþiri,
maxim douã comparaþii ºi patru operaþii de atribuire.

b) Metode trigonometrice
Se pot utiliza formule trigonometrice pentru determi-

narea unghiurilor dreptelor (AB) ºi (AC), dar utilizarea
acestora necesitã timp mare de calcul. Lãsãm cititorului
plãcerea de a face un studiu în aceastã direcþie.

2. Intersecþia a douã 
segmente de dreaptã

Formularea problemei: 
Fie AB ºi CD douã segmente cu extremitãþile specificate
prin coordonate carteziene: A(xA,yA), B(xB,yB), c(xC,yC),
D(xD,yD). Decideþi dacã segmentele AB ºi CD au
intersecþia nevidã.

Fig. 3. Funcþia f Fig. 4. Segmente intersectate
Fie f funcþia cu valori logice ce ia valoarea true dacã

segmentele AB ºi CD au intersecþia nevidã ºi valoarea false
altfel (fig. 3).

2.1. Metoda analiticã
Pornim de la urmãtoarea observaþie (fig. 4): Segmentele
AB ºi CD au intersecþia nevidã dacã ºi numai dacã 
i) A ºi B sunt separate de dreapta (CD), notatã d2 ºi 
ii) C ºi D sunt separate de dreapta suport (AB), notatã d1.

Pentru a stabili relaþiile analitice ce exprimã condiþiile
i) ºi ii), utilizãm ecuaþiile dreptelor d1 ºi d2 precum ºi
proprietatea de separare în semiplane. Avem 

Atunci C ºi D sunt separate de dreapta (d1) dacã ºi
numai dacã 

(uxC + vyC + w).(uxD + vyD + w)<0 (1a)
De asemenea : 

iar A ºi B sunt separate de dreapta (d2) dacã ºi numai
dacã 

(u�xA + v�yA + w�).(u�xB + v�yB + w�)<0. (1b)
Deci pentru metoda analiticã obþinem: f(A,B,C,D)

=true dacã relaþiile (1a) ºi (1b) au loc simultan, ºi
f(A,B,C,D)=false în caz contrar. Numãrul de operaþii nece-
sare pentru evaluarea funcþiei f este prezentat în tabelul 1.

Observaþie:
Aceastã metodã nu determinã ºi coordonatele

punctului de intersecþie (în caz cã existã).

2.2. Metoda vectorialã
Vom folosi noþiunile de vector, produs scalar a doi

vectori ºi produs vectorial. Vom considera planul xOy ºi
vectorii AC, AD, BC ºi BD (fig. 5). Produsele vectoriale
AC ´ AD ºi BC ´ BD sunt vectori perpendiculari pe planul
xOy. Dacã aceºtia sunt de sens opus atunci produsul lor
scalar este negativ. Dacã au acelaºi sens, produsul lor scalar
este pozitiv.

Fig. 5. Vectorii AC, AD, BC ºi BD
Putem formula urmãtoarea observaþie: Intersecþia

segmentelor AB ºi CD este nevidã dacã ºi numai dacã, fie
produsul scalar al vectorilor AC ´ AD ºi BC ´ BD este ne-
gativ, fie produsul scalar al vectorilor CA ´ CB ºi DA ´ DB
este negativ. 

Se ºtie cã într-un spaþiu ortonormat Oxyz cu vectorii
unitari i, j, k, produsul vectorial AC×AD se scrie astfel:

AC×AD=((xC - xA)(yD - yA) - (xD -xA)(yC - yA))k. 
Similar 

BC×BD=((xC - xB)(yD - yB) - (xD - xB)(yC - yB))k. 
Atunci produsul scalar (AC×AD) . (BC×BD) , notat

cu p, este egal cu:
p := ((xC - xA)(yD - yA) - (xD - xA)(yC - yA))
((xC - xB)(yD - yB) - (xD - xB)(yC - yB)).

Analog, produsul scalar (CA×CB).(DA×DB), notat cu
q, este egal cu:

q := ((xA - xC)(yB - yC) - (xB - xC)(yA - yC)). 
. ((xA - xD)(yB - yD) - (xB - xD)(yA - yD)).

Obþinem cã f(A,B,C,D)=true dacã ºi numai dacã p<0 ºi
q<0. În caz contrar, f(A,B,C,D)=false. Dupã prelucrarea
expresiilor lui p ºi q, identificarea factorilor/termenilor ce
se repetã în procesul de evaluare se obþine necesarul de
operaþii aritmetico-logice din tabelul 1.

2.3. Metoda parametricã
În continuare vor fi utilizate ecuaþiile parametrice ale unei
drepte ce trece prin douã puncte (vezi secþiunea 1.1, g):
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Atunci segmentul AB (respectiv CD) se obþine pentru
u∈[0,1] (respectiv v∈[0,1] ). Dacã cele douã segmente se
intersecteazã, atunci dreptele suport d1 ºi d2 au intersecþia
nevidã. Deci, sistemul cu douã ecuaþii liniare în necunos-
cutele u ºi v are soluþiile:

Obþinem cã: f(A,B,C,D)=true dacã ºi numai dacã u∈[0,1]
ºi v∈[0,1] simultan. Altfel f(A,B,C,D)=false. Complexitatea
evaluãrii funcþiei f este prezentatã în tabelul 1.

Fig. 6. Cazuri particulare
Observaþii:
1. Este necesar un test preliminar privind paralelismul

dreptelor suport. Aceasta echivaleazã cu verificarea
egalitãþii: 

(xC - xD)(yB - yA)=(xB - xA)(yC - yD). 
Totuºi, dacã punctele sunt coliniare, iar segmentele au

cel puþin un punct comun, acest aspect trebuie tratat
separat (fig. 6).

2. Dacã segmentele se intersecteazã atunci se obþin
foarte uºor ºi coordonatele punctului de intersecþie.

2.4. Metoda Min-Max
Dacã dreptele suport (AB) ºi (CD) se intersecteazã,

atunci segmentele AB ºi CD au un punct comun dacã
punctul de intersecþie se aflã în interiorul intersecþiei
dreptunghiurilor de diagonale AB ºi CD (fig. 7). Folosim
notaþiile prezentate în cadrul metodei analitice (secþiunea
2.1). Dacã dreptele suport au intersecþia nevidã atunci
coordonatele punctului de intersecþie sunt:

Atunci cele douã segmente se intersecteazã (într-un
singur punct) dacã ºi numai dacã:

max(min(xA,xB), min(xC,xD)) ≤ xI
≤ min(max(xA,xB), max(xC,xD)) (x_int)

ºi max(min(yA,yB), min(yC,yD)) ≤ yI
≤ min(max(yA,yB), max(yC,yD)).(y_int)

Fig. 7. Intersecþia dreptunghiurilor
Deci, f(A,B,C,D)=true dacã ºi numai dacã au loc

simultan relaþiile (x_int) ºi (y_int). În caz contrar,
f(A,B,C,D)=false.

Complexitatea evaluãrii funcþiei f prin aceastã metodã
este prezentatã în tabelul 1.

2.5. Metoda funcþiei p
Utilizând funcþia p (secþiunea 1.2), putem defini func-

þia f astfel: f(A,B,C,D)=true dacã ºi numai dacã 
P(A,B,C) * p(A,B,D) ≤ 0 ºi 

p(C,D,A) * p(C,D,B) ≤ 0 simultan. 
Altfel, considerãm f(A,B,C,D)=false. Numãrul de o-

peraþii necesare evaluãrii funcþiei f prin aceastã metodã
este prezentat în tabelul 1. Sã observãm, cã prin metoda
funcþiei p nu se determinã punctul de intersecþie, dacã
acesta existã.

Tabelul 1. Numãrul de operaþii necesar pentru 
evaluarea funcþiei f prin metodele prezentate.

3. Intersecþia poligoanelor
În general intersecþia a douã obiecte grafice prezintã un
interes special în grafica pe calculator [1,4,5,6]. Algoritmii
de decupare (clipping) la limita unei ferestre dreptunghiu-
lare sau unei ferestre poligonale, algoritmii de vizibilitate a
obiectelor descrise în spaþiu se bazeazã pe intersecþii de
poligoane. În prima parte se vor considera algoritmi pri-
vind intersecþia dintre un poligon convex ºi un dreptun-
ghi. Se vor considera apoi, algoritmi pentru determinarea
intersecþiei a douã poligoane oarecare.

3.1. Algoritmul Liang-Barsky
Fie P un poligon oarecare ºi D un dreptunghi cu laturile
paralele cu axele sistemului de coordonate, situat în acelaºi
plan cu poligonul P. Algoritmul Liang-Barsky foloseºte
reprezentarea parametricã a laturilor poligonului P ºi cal-
culeazã intersecþiile cu laturile dreptunghiului numai
atunci când este necesar. Presupunem cã poligonul P este
dat printr-o secvenþã de puncte P1, P2, ...., Pn, ce definesc

Metoda + (-) * / < and := Punctul 
sau or de inters.

Analitica 14 14 0 2 1 0 NU
Vectoriala 20 10 0 2 1 0 NU
Parametrica 9 5 2 4 1 7 DA!
Min-Max 9 9 1 16 1 19 DA
Funcþia p 28 8 0 8 1 16 NU
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laturile poligonului. Latura i începe din punctul Pi ºi este
orientatã cãtre punctul Pi+1. Ecuaþia parametricã (vezi
secþiunea 1.1) a laturii PiPi+1 este: 

R.X(t)=(1-t) Pi .X + tPi+1.X, R.Y(t)=
(1 - t)Pi .Y + tPi+1 .Y, 0<t≤1. 

Observãm cã nu se ia în considerare punctul de start al
laturii. Astfel, fiecare vârf al poligonului P aparþine unei
singure laturi din cele douã adiacente în acel vârf. Notãm
cu xi dreapta determinatã de punctele Pi ºi Pi+1. Aceasta
intersecteazã (dacã nu e paralelã cu laturile dreptunghiu-
lui) cele patru drepte suport pentru laturile dreptunghiului
D. Fiecare astfel de dreaptã împarte planul celor douã o-
biecte grafice în douã semiplane. Vom numi semiplan
interior semiplanul ce conþine dreptunghiul D. Astfel pla-
nul este împãþit în nouã regiuni (fig. 8). Regiunile sunt
notate în funcþie de numãrul de semiplane interioare în
care sunt situate.

2 3 2
3 4 3
2 3 2

Fig. 8. Divizarea planului în regiuni

O laturã care intrã cu extremitatea finalã într-o regiune
de tip 2 determinã includerea vârfului dreptunghiului în
lista de ieºire a punctelor intersecþiei celor douã obiecte.
Acest vârf este numit punct de întoarcere. Totuºi, dacã
urmãtoarea laturã care intersecteazã dreptunghiul are
punctul de intersecþie situat pe aceeaºi laturã care a deter-
minat un punct de întoarcere, atunci acest vârf de
întoarcere este incorect ºi nu trebuie inserat în lista de ie-
ºire. O dreptã xi diagonalã intersecteazã laturile dreptun-
ghiului D în puncte ce corespund valorilor tI1, tI2, tE1, tE2.
Deoarece o laturã diagonalã xi începe ºi se terminã într-o
regiune de tip 2, tI1 ºi tE2 reprezintã minimul, respectiv ma-
ximul celor patru valori. Celelalte douã valori determinã
dacã xi intersecteazã dreptunghiul sau nu. În cazul în care
tE1<0 ºi tE2 ≤ 1, latura interesecteazã dreptunghiul ºi seg-
mentul vizibil trebuie adãugat în lista de ieºire. Dacã latura
nu intersecteazã dreptunghiul, dreapta care o conþine
începe în, trece prin ºi se terminã într-o regiune de tip 2
(fig. 9).

Fig. 9. Cazuri de intersecþie/neintersecþie
Netratând cazul particular al laturilor poligonului P,

paralele cu laturile dreptunghiului D, ideile principale ale
algoritmului Liang-Barsky sunt [7,8]:

Pentru fiecare laturã xi a poligonului P se efectueazã
urmãtoarele operaþii:

1. Determinã direcþia laturii pentru a afla care este
prima dreaptã a dreptunghiului intersectatã de
dreapta pe care se aflã latura xi.

2. Determinã valorile t pentru punctele de ieºire: tE1 ºi
tE2.

3. Dacã tE2 > 0 atunci determinã tI1 ºi tI2.
4. Dacã tI2 > tE1 atunci 

Dacã 0 < tE1 ≤ 1 atunci pune vârful de întoarcere în
lista de ieºire.

5. Dacã tI2 ≤ tE1 atunci existã o parte comunã:
Dacã 0 < tE1 ºi tI2 ≤ 1 atunci
Dacã tI2 ≥ 0 atunci pune, în lista de ieºire, punctul de
intersecþie;
Dacã tI2 < 0 atunci pune, la ieºire, punctul de start;
Dacã tE1 ≤ 0 atunci pune, la ieºire, punctul de
intersecþie;
Dacã tE1 > 1 atunci pune, la ieºire, punctul final.
Dacã 0 < tE2 ≤ 1 atunci pune, în lista de ieºire,
punctul de întoarcere. 

Observaþii:
1. Algoritmul are complexitate liniarã, numãrul de

etape necesare fiind 4*n, iar pentru fiecare etapã este
necesar un numãr constant de operaþii aritmetice. 

2. Generalizarea algoritmului este dificilã, datoritã
mulþimii de valori tI, tE ce apar. 

3.2. Algoritmul Sutherland-Hodgman
Fie P ºi Q douã poligoane convexe situate în acelaºi

plan. Algoritmul Sutherland-Hodgman [10], acceptã ca
date de intrare lista vârfurilor poligonului P ce definesc
laturile acestuia, precum ºi laturile poligonului Q. Pentru
a determina intersecþia celor douã poligoane, pentru fieca-
re laturã a poligonului Q se parcurge lista vârfurilor po-
ligonului P, examinându-se relaþia dintre oricare douã
vârfuri succesive ale poligonului P ºi latura poligonului Q,
obþinându-se zero, unul sau douã vârfuri (într-o listã de
ieºire L). Dreapta determinatã de latura curentã a poligo-
nului Q împarte planul celor douã poligoane în douã
semiplane. Semiplanul care conþine poligonul Q va fi
numit semiplanul interior. 

Fie A ºi B douã vârfuri succesive ale poligonului P.
Presupunem cã punctul A a fost analizat în pasul anterior.
Sunt posibile patru cazuri (fig. 10). În primul caz vârfurile
A ºi B sunt în semiplanul interior, algoritmul adaugã vâr-
ful B în lista L. În cazul al doilea, latura AB intersecteazã
latura curntã în punctul I, Vârful A fiind în semiplanul
interior, iar B în cel exterior. Algoritmul adaugã punctul
de intersecþie I în lista de ieºire. În cazul al treilea vârfurile
A ºi B sunt în semiplanul exterior, caz în care algoritmul
nu adaugã nimic în lista L. În cazul al patrulea, latura AB
intersecteazã latura poligonului Q în punctul I, vârful B
fiind în semiplanul interior, iar A în cel exterior. Algorit-
mul adaugã punctele I ºi B în lista de ieºire. 
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t I
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1

t E
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Procedura Decupare_latura acceptã la intrare: 
VP � vectorul vârfurilor poligonului P, 
NP � numãrul vârfurilor poligonului P, 
x � latura curentã a poligonului Q.
La ieºire se obþin: 
L � vectorul vârfurilor obþinute conform descrierii de

mai sus, 
NL � numãrul vãrfurilor depuse în lista L. 
Presupunem cã dispunem de o procedurã eficientã,

numitã intersectie care determinã punctul de
intersecþie dintre o laturã a poligonului P ºi latura x
precum ºi de funcþii pentru clasificarea semiplanelor. 

Paºii procedurii Decupare_latura sunt urmãtorii:
1. NL:=0; s:=VP(NP);
2. for j:=1 to NP do

begin
p:=VP(j);
if în_semiplan_interior(p) 
then 

if în_semiplan_interior(s) 
then L(NL):=p; Inc(NL)
else i:=intersectie(s,p,x);

L(NL):=i; Inc(NL); L(NL):=p;
Inc(NL)

else 
if în_semiplan_exterior(s) 
then i:=intersectie(s,p,x);

L(NL):=i; Inc(NL);
s:=p

end;
Aceastã procedurã se apeleazã de atâtea ori câte laturi

are poligonul Q. Pentru a descrie algoritmul pentru
determinarea vârfurilor intersecþiei poligoanelor P ºi Q,
notãm cu xi latura i a poligonului Q, V1 ºi V2, vectorii ce
conþin date iniþiale, intermediare sau finale privind
vârfurile intersecþiei, cu NV1, respectiv NV2 elemente. 

Paºii algoritmului Sutherland-Hodgman sunt:
1. V2:=VP; NV2:=NVP;
2. Pentru fiecare laturã xi a poligonului Q executã

2.1 V1:=V2; NV1:=NV2;
2.2 Decupare_latura(V1,NV1,xi,V2,NV2);

Vârfurile intersecþiei celor douã poligoane se vor afla
în tabloul V2, dupã ce s-a parcurs ºi ultima laturã a
poligonului Q. 

Observaþii:

1. Dacã poligonul Q este un dreptunghi, atunci algo-
ritmul Sutherland-Hodgman este considerat a fi un
algoritm de decupare pentru vizualizarea informaþiei gra-
fice la nivelul unei ferestre de vizualizare.

2. Dacã poligonul P este concav pot rezulta laturi su-
plimentare pe conturul poligonului Q; aceste laturi false
unesc poligoanele care s-ar obþine în urma intersecþiei ce-
lor douã poligoane. De aceea este necesarã o postprelucra-
re în urma cãreia sunt eliminate laturile false.

3.3. Algoritmul Weiler-Atherton
Acest algoritm [11], prelucreazã lista de vârfuri furnizatã
de algoritmul Sutherland-Hodgman, dupã intersecþia cu
fiecare laturã a poligonului Q. Algoritmul începe prin
divizarea poligonului P faþã de una din laturile poligonului
Q. Rezultatul este o listã de poligoane LP. Fiecare poligon
din aceastã listã este apoi divizat faþã de urmãtoarea laturã
a poligonului Q, º.a.m.d. Aceastã prelucrare este redatã în
secvenþa urmãtoare: 

Pentru fiecare laturã x a poligonului Q, pentru fiecare
poligon P din lista LP executã Divide(x,P,LP). Procedura
Divide sparge un poligon P din lista iniþialã LP faþã de la-
tura x a poligonului Q. Dacã P este divizat în douã sau mai
multe poligoane atunci acestea sunt inserate în listã, iar
poligonul iniþial este eliminat.

4. Problema punctului interior
Fie F o figurã planã a cãrei frontierã este compusã din seg-
mente. Considerãm definiþia naturalã a interiorului unei
figuri plane. Dacã Q este un punct situat în acelaºi plan cu
figura F, problema punctului interior constã în stabilirea
valorii de adevãr a propoziþiei: Q este un punct interior
figurii F.

În aceastã secþiune se vor considera urmãtoarele cazuri
pentru figura F: triunghi, patrulater, poligon convex,
poligon oarecare. Pentru alte aspecte se poate consulta [9].

4.1. Punct interior unui triunghi
Fie triunghiul ABC ale cãrui vârfuri sunt A(xA,yA),
B(xB,yB) ºi C(xC,yC). Fie M(xM,yM) un punct din planul
triunghiului. Fie pint3(A,B,C,M) funcþia care ia valoarea
true dacã M este interior triunghiului ABC ºi false, în
caz contrar. Funcþia pint3 poate fi evaluatã în mai multe
moduri. Prezentãm douã abordãri: prima soluþie utilizea-
zã funcþia p, iar a doua soluþie foloseºte funcþia s. Pentru
fiecare variantã se face studiul complexitãþii.

Fig. 11.
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a) Metoda funcþiei p
În acest caz (fig. 11), funcþia pint3 poate fi definitã astfel: 

pint3(A,B,C,M)=true dacã p(A,M,B)=1 ºi
p(B,M,C)=1 ºi p(C,M,A)=1 simultan, în caz contrar
pint3(A,B,C,M)=false.

Luând în considerare complexitatea evaluãrii funcþiei p
rezultã cã pentru evaluarea funcþiei pint3 prin aceastã
metodã sunt necesare 21 de operaþii de adunare/scãdere,
12 înmulþirii, 9 teste relaþionale, 2 operaþii logice ºi 12 ope-
raþii de atribuire.

Observãm cã punctul M aparþine unei laturi a triun-
ghiului dacã p(A,B,M)=0 sau p(B,C,M)=0 sau p(C,A,M)=0
cu aceeaºi complexitate de evaluare precum a funcþiei
pint3.

Fig. 12.

b) Metoda semnului
Vom presupune, cu pãstrarea generalitãþii, cã xA≤xB≤xC.
Fie Q proiecþia punctului B pe axa Ox (fig. 12). Dacã
xM<xB atunci analizãm regiunea I altfel analizãm regiunea
II. Prezentãm în continuare textul pseudo-Pascal al
funcþiei pint3 prin aceastã metodã [3]:

function pint3(A,B,C,M:point):Boolean;
var s1,s2:Real;
begin

if (xM<xA) or (xM<xC) 
then pint3:=false
else 

begin
s2:=(xM-xA)*(yC-yA)-(yM-yA)*(xC-xA);
if (xM<xB) or (xB=xC) 
then s1:=(xM-xA)*(yB-yA)-(yM-yA)*(xB-xA)
else s1:=(yM-yC)*(xB-xC)-(xM-xC)*(yB-yC);

pint3:=((s1≥) and (s2≤0)) or ((s1≤0)
and (s2≥0))

end
end;

Prin aceastã metodã sunt necesare 10 adunãri/scãderi,
4 înmulþiri, 8 comparaþii, 4 operaþii logice and/or ºi
maxim 3 operaþii de atribuire. Se observã cã aceastã
metodã este mai rapidã decât metoda bazatã pe utilizarea
funcþiei p.

4.2. Punct interior unui patrulater simplu 
Se considerã patrulaterul simplu ABCD (fãrã autointer-
sectãri) ale cãrui vârfuri sunt date prin coordonate carte-
ziene: A(xA,yA), B(xB,yB), C(xC,yC), D(xD,yD) ºi M(xM,yM)
un punct din planul xOy (fig. 13). 

Fie pint4(A,B,C,D,M) funcþia ce ia valoarea true
dacã M este punct interior patrulaterului ABCD ºi false
în caz contrar. O metodã de evaluare a funcþiei pint4
presupune utilizarea funcþiei p, dar putem utiliza ºi funcþia
pint3, dacã împãrþim patrulaterul în douã triunghiuri
prin intermediul unei diagonale.

Fig. 13. Patrulatere simple
a: metoda p,                      b:triangularizare 

a) Metoda funcþiei p
În acest caz (fig. 13/a), funcþia pint4 poate fi definitã
astfel: 

pint4(A,B,C,D,M)=true dacã simultan au loc
egalitãþile: 

p(A,M,D)=1, p(D,M,C)=1, p(C,M,B)=1 
ºi p(B,M,A)=1. 

În caz contar pint4(A,B,C,D,M)=false. 
Deci evaluarea funcþiei pint4 necesitã 28 de operaþii

de adunare/ scãdere, 16 operaþii de înmulþire, 12
comparaþii, 3 oparaþii logice ºi 16 atribuiri; ceea ce
înseamnã un efort de calcul apreciabil.

b) Metoda triangularizãrii
Condsiderând diagonala AC, patrulaterul ABCD se
împarte în douã triunghiuri (ABC ºi DAC). Deci: 

pint4(A,B,C,D,M)=pint3(A,B,C,M) 
or pint3(D,A,C,M), 

fiind necesare 20 adunãri/scãderi, 8 înmulþiri, 16
comparaþii, 9 operaþii logice ºi cel mult 6 atribuiri.

4.3. Punct interior unui poligon convex
Pentru evaluarea funcþiei pint(poligon,M) se poate
utiliza fie funcþia p, fie metoda triangularizãrii (ducând
diagonale sau considerând centrul de greutate ºi formând
triunghiuri). Dacã evaluarea funcþiei pint este solicitatã
de mai multe ori pentru acelaºi poligon, atunci se justificã
utilizarea urmãtorului algoritm eficient[9]: 

Se creeazã un arbore de cãutare cu vãrfurile poligonu-
lui convex, având drept criteriu de ordonare unghiul pe
care dreapta care uneºte centrul de greutate ºi un vârf, îl
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face cu axa Ox. Astfel, dacã patrulaterul are n vârfuri, se
evidenþiazã n sectoare. Mai întâi, prin cãutare în arbore, se
determinã sectorul în care se gãseºte punctul M, iar apoi se
vede dacã M este în interior sau în exterior folosind, de
exemplu, funcþia p sau funcþia pint3 apelatã o singurã
datã.

4.4. Punct interior unui poligon oarecare
Fie pol un poligon ale cãrui vãrfuri sunt pol(i) pentru i=1,
2, ..., n, iar laturile lui sunt segmente cu extremitãþile vârfuri
consecutive (presupunem cã pol(0)=pol(n) ºi pol (n+1)
=pol(1)). Fie M un punct din planul poligonului. Trasãm
o semidreaptã cu originea în M ºi numãrãm intersecþiile
acesteia cu poligonul (fig. 14). Dacã numãrul de intersecþii
este impar atunci M este punct interior, iar dacã numãrul
intersecþiilor este par, atunci punctul M este unul exterior
poligonului. Totuºi, apar complicaþii atunci cãnd semi-
dreapta are mai mult de un punct comun cu cel puþin una
din laturile poligonului.

Fig. 14.
Urmãtoarea descriere pseudo-Pascal a funcþiei

pint(pol,M) utilizeazã o semidreaptã de test orizontalã,
presupune cã pol(1) este punctul cu cea mai micã abscisã ºi
cea mai micã ordonatã pentru a ne asigura cã dacã pol(1)
este pe semidreapta de test, pol(0) nu poate fi pe aceastã
semidreaptã. 

function pint(pol:poligon;M:point):Boolean;
var contor,index_curent,index_ancora:Integer;

semidreapta,latura:line;
begin

contor:=0; index_ancora:=0;
pol(0):=pol(n); 
pol(n+1):=pol(1);
semidreapta.init:=M; 
semidreapta.final:=M;
semidreapta.final.abscisa:=maxint;
for index_curent:=1 to n do
begin

latura.init:=pol(i); 
latura.final:=pol(i);
if not f(latura,semidreapta)
then

begin

latura.final:=pol(index_ancora);
index_ancora:=index_curent;
if f(latura,semidreapta) then
Inc(contor)

end
end;
pint:=(contor mod 2)=1

end;

În descrierea precedentã s-au utilizat urmãtoarele
tipuri de date:

type point=record
x,y:tip_coordonate

end;
linie=record

int,final:point;
poligon=array(0..maxim) of point,

iar funcþia f corespunde unei implementãri a proble-
mei intersecþiei a douã segmente (vezi secþiunea 2.2). Se
poate observa uºor cã algoritmul are complexitate liniarã.
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