Backtracking si combinatorici...

O problema de
COMBINATORICA

Tiberiu Socaciu

Dedic acest articol domnului Mihail Hudrea, profesor la Liceul de Informaticéa
"Tiberiv Popoviciu" din Cluj, pentru cé nu pot vita orele de ASSIRIS (limbajul
de asamblare al calculatoarelor FELIX 256) pe care le tinea cu noi acum 15 ani
(pe atunci eram elev al Liceului de Matematicé-Fizicé Nr. 2 - Informatica din
Cluj). Chiar dacé domnia sa se ocupé acum mai mult de matematicé, sper cé va

citi acest articol cu plécere.

O problema de numarare

Enuntul acestei probleme de combinatoricd l-am primit
de la dl. Mihail Hudrea: "Fie n un numar natural. Notim
cu S, multimea tuturor numerelor formate numai cu cifre-
le 1 5i 3, astfel incat suma cifrelor sd fie n. Sd se afle numd-
rul de elemente ale multimir S "

Rezolvarea problemei

Vom incerca s scriem un numir din §, folosind un numir
de a cifre de 1 51 b cifre de 3; deoarece suma cifrelor este
n, inseamnd ci a si b verificd ecuatia diofantici (adicd o
ecuatie ai cirei coeficienti si ale cirei solutii sunt numere
intregi) a + 3b = n, cu conditiile evidente 2 > 051 b > 0,
adicd @ =n - 3b, unde b 1a valori succesive Intre 0 si [ / 3],
unde [x] reprezintd partea intreagd a numdrului real x.
Pentru o solutie (4, b) a ecuatiei diofantice existd un nu-
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mirde C;,, =Cy,,, elemente distincte ale multimii S, ca-

re respecta conditia mentionatd. Prin urmare, numirul de
. 0 1 2 [n/3]
elemente ale lui §, este C, +C, , +C,_,+--+C,"5 1>

unde suma are [z / 3] + 1 termeni.

Enuntul original
Enuntul original cerea si se arate ¢d In anumite conditii
impuse asupra valorii 7, numdrul de elemente ale multimii
S este un patrat perfect. Rezolvarea se bazeazd pe scrierea
unor relatii de recurentd de forma X - X, =X . undecu

X, am notat numirul de elemente ale multimii §,.

Generalizarea problemei
O primd generalizare este imediata: "Fie n un numadr na-
tural si a o cifrd diferitd de 1 5i 0. Notam cu S, multimea

tuturor numerelor formate numai cu cifrele 1 si a, astfel
incat suma cifrelor sd fie n. Sd se afle numdrul de elemente
ale multimii S "

Rezolvarea problemei generalizate
Procedand analog, obtinem ci numirul de elemente ale mul-

+C? 4o Clmal

. e 0 1
timu § este C, +C, n=2:(a-1) n-{nlal(a-1)°

n—(a-1)

unde suma are [z / 4] + 1 termeni.

Evident, pentru a = 3 obtinem problema initiala. Sci-
zand termenii consecutivi ai sirului X, (definit ca in para-
graful anterior) si aplicind regula lui Pascal pentru toti
termenii, mai putin primul (care se reduce deoarece are va-
loarea 1) obtinem X - X =X, (trebuie remarcat faptul
cd pentru 7 =0 (mod @) in X, si X apare incd un termen
egal cu 1). Evident, valorile de pornire sunt X; = 1 pentru
i=l,.,a-151X =2

Implementarea

Pentru implementare am ales un sir X de dimensiune 4 in
care retinem de fiecare datd numai ultimii 4 termeni ai si-
rului, adicd exact termenii de care avem nevoie pentru a
calcula termenul curent cu ajutorul recurentei. Pentru im-
plementare a fost ales limbajul Java si a fost testat pe o
masind Linux cu JDK 1.2 (vezi [Java)).

public class calcul{
private static int rezolva(int a,
int n) {
if ((n<=1) || (a<=1))
return 0;
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int x[]=new int[a];
x[01=2;
(int i=1;i<a;i++)
x[1]1=1;
for (int i=a+l;i<=n;i++)
x[i%al=x[(i-1)%al+x[ (i-a) %al;
return x[n%al;

public static void main(String

args|[]) {
System.out.println(rezolva(3,20));

O generalizare mai puternica
Incercim acum o generalizare mai puternici, in sensul ci
vom lisa pentru alegerea cifrelor o mai mare libertate.
"Fie n un numdr natural sifie M =la,, ..., a} o multime
de p cifre intr-o bazd oarecare de numeratie. Notim cu S,
multimea tuturor numerelor formate numai cu cifre din
M, astfel incat suma cifrelor s fie m. Sd se afle numdrul de
elemente ale multimii S "
De remarcat este faptul cd dacd M = {1, ..., n-1}, atunci
problema este echivalenti cu determinarea numirului de
partitii ale lui 7.

Combinari binomiale si combinari multinomiale
Din definitia combinatoriald a combinirilor rezultd ime-
diat ca proprietate formula de dezvoltare binomiald a lui

Newton: (a+b)" =Cla" +---+Cra""b" +---+ C!b", unde
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Orymys (Datorita proprietitilor binomiale, aces

te combindri se numesc si combindri binomiale). Justifica-
rea coeficientilor formulei lui Newton se face pe baza nu-
maririi termenilor monomiali asemenea, obtinuti in urma
dezvoltirii (vezi [Manual)).

Prin extindere, vom denumi combinare multinomiald
coeficientul din dezvoltarea unui multinom la o putere n
datd. Vom nota cu (n | k,, ..., k,) coeficientul termenului
x," -‘-xpk” din dezvoltarea (x, + ... +x ). Acesta este egal
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Demonstratia este relativ simpld si se bazeazi pe me-
toda inductiei matematice. Este evident cik, + ... + k, =,
deoarece fiecare monom din dezvoltare are gradul n. Pen-
tru p = 2, obtinem combindrile binomiale: (n | &, 7 - k) =

k _ -k
ct=cm+,
Pentru implementare am preferat si folosim definitia

cu factoriali a combindrilor (vezi functia Combinare din
programul CALCUL. PAS).

Rezolvarea noii probleme generalizate

fncercim si scriem un numir din S, folosind x, cifre a,, ...,
x, cifre a,. Deoarece suma cifrelor este n, avem ¢ x;
verificd ecuatia diofanticd ax, + ... + a,x, = n, respectind
conditiile evidente x; > 0.

Pentru o solutie (x,, ..., x,) a ecuatiei diofantice existd
un numir de (x, + ... +x, | x,, ..., x,) elemente distincte ale
multimii §, dacd se respectd conditia mentionat.

Prin urmare, numirul de elemente ale multimii S, este
suma combindrilor multinomiale corespunzitoare pentru
fiecare solutie a ecuatiei diofantice.

Backtracking si functia de continuare pentru re-
zolvarea ecuatiei diofantice

Din cele expuse anterior, dificultatea o constituie rezolva-
rea ecuatiei diofantice ax, + ... + ax, = n in numere
naturale. Rezultd cd, din punct de vedere tehnic, limitarile
pentru x, sunt date de intervalul [0, 7 / a].

Rezolvarea noastri se va baza pe metoda backtracking.
Pentru aceasta, avem nevoie de o functie de continuare cu
proprietatile din [Socacin].

O buni conditie de continuare poate fi obtinuti in mod
curent din conditii de necesitate. Astfel, presupunind ci
(x) ...y x,) este O solutie, rezultd c3 se verifici ecuatia
diofantica si, din pozitivitatea solutiilor, obtinem ¢i a,x, +
... + a,x, <7 pentru orice k = 1, p - 1. Prin urmare, am
obtinut o functie de continuare buni (vezi functia £i din
programul CALCUL. PAS).

Implementarea
Implementarea a fost realizatd in Pascal, programul fiind
compilat pe o platformd Win32 cu compilatorul FreePas-
cal 0.99.14 distribuit sub licentd GNU (vezi [FreePascal]).
Teoretic, ar trebui si reusiti compilarea acestui pro-
gram fird probleme pe orice platformi cu acest compi-
lator, dar si sub clasicele compilatoare Turbo/Borland
pentru DOS.

Program calcul;

{ datele problemei si rezultatul }
type sir=array[l..100]
var rezultat,n,p:Integer;

of Integer;

a: sir;

function combinare (p:Integer;x:sir):
Integer;

{ calculeaza o combinare multinomiala }
{ de forma (xl+...+xplx1,...,xp) }
var c:Real;

s,1:Integer;
begin

if p=1 then
if x[1]1=0 then combinare:=0
else combinare:=1




else

begin
c:=combinare (p-1,x);
s:=0;

for i:=1 to p-1 do
s:=s+x[1];

for i:=1 to x[p] do

begin
Inc(s);
c:=c*s/1i

end;

combinare:=trunc (round(c)

end
end;

{ solutia ecuatieil

{ al * x1 + ... + ap * xp
{ 1in numere naturale

var x:sir;

)

= n

function fi(k:Integer) :Boolean;

{ functia de continuare }
var i,s:Integer;
begin
s:=0;
for i:=1 to k do
Inc(s,ali]*x[1i]);
fi:=((k=p) and (s=n)) or
((k<p) and (s<=n))
end;

procedure rezolva (k:Integer);

{ determina solutiile ecuatiei }

{ folosind metoda backtracking }

var i:Integer;
begin
if k=p+l1 then
Inc(rezultat, combinare (p,
else

for i := 0 to n div alk]
begin
x[k]:=1;

if fi(k) then rezolva
end
end;

procedure citeste;
{ citeste datele }
var i:Integer;
begin
Read (p) ;
for i:=1 to p do
Read(a[i]);
Read (n)
end;

x))

do

(k+1)

Begin
rezultat:=0;
citeste;
rezolva(l);
writeln (rezultat);
End.

Teme
Incercati-vd puterile cu urmitoarele probleme:

Problema 1

Modificati functia rezolva () din cadrul programului
CALCUL. JAVA prin eliminarea operatorului % (modulo)
si folosirea operatorului +=.

Problema 2

Modificati cele doud programe prezentate in cadrul acestui
articol astfel incat s accepte datele de intrare dintr-un fi-
sier dupd un anumit sablon.

Problema 3
Realizati o rutind de verificare a unicititii elementelor g,
(elementele sirului a trebuie s3 fie distincte).

Problema 4

Gisiti o relatie de recurentd pentru combindrile multino-
miale (analoagd relatiei triunghiulare a lui Pascal de la
combinirile binomiale) si reimplementati optimal functia
combinare. (Eventual, puteti tine cont si de ordinea de
apelare a acestei functii - in versiunea prezentatd se apelea-
z3 in ordinea gisirii solutiilor ecuatiei diofantice).

Problema 5

Modificati programul astel incit sd se construiasci efectiv
toate elementele multimii S (eventual folosind metoda
backtracking). Care dintre urmdtoareale abordiri vi se
pare mai bund: imbricarea a doud backtracking-uri (intai
cel "mare" care rezolvi ecuatia, apoi cel "mic" care deter-
mini solutiile de acelasi tip) sau un singur backtracking?
Argumentati varianta aleas.

Problema 6

Demonstrati ¢i numdrul de elemente ale multimii S poate
fi scris sub forma k,(m,)" + ... + k (m ). Deoarece exista
posibilitatea ca cel putin valoarea absolutd a uneia dintre
valorile , si fie subunitar3, rezultd cd sunt sanse ca numa-
rul de elemente ale lui S, sd aibd o crestere exponentiald,
astfel tipul Integer si fie repede depdsit. Modificati pro-
gramul astfel incat acest risc si fie eliminat.
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