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Runda 3, problema 1

Galbeni
Aceastã problemã a fost rezolvatã corect de cãtre 53 dintre
participanþii la cea de-a treia rundã a Concursului de Pro-
gramare Agora. Varianta cu trei grãmezi de galbeni era
destul de cunoscutã, rezolvarea acesteia fiind prezentatã în
numãrul 10/5 (mai 2000) al GInfo.

Putem considera primele trei grãmezi ºi folosi algorit-
mul pentru a rãmâne cu douã grãmezi. La aceste douã grã-
mezi vom adãuga cea de-a patra grãmadã ºi apoi vom apli-
ca acelaºi algoritm. Astfel, din primele patru grãmezi am
rãmas cu douã. La acestea vom adãuga cea de-a cincea grã-
madã ºi vom folosi acelaºi algoritm. Continuând în acelaºi
mod, vom ajunge la ultima grãmadã ºi vom rãmâne, în fi-
nal, cu numai douã grãmezi.

În continuare vom prezenta soluþia problemei cu trei
grãmezi. Sã presupunem cã, la un moment dat, numãrul
galbenilor din cele trei grãmezi este a, b ºi c. Vom încerca
sã determinãm o secvenþã de operaþii astfel încât sã obþi-
nem în cele trei grãmezi a', b' ºi c' galbeni cu proprietatea
min(a', b', c') < min(a, b, c). Aplicând de mai multe ori
aceastã operaþie vom ajunge în situaþia în care minimul va
ajunge la 0, deci vom rãmâne cu numai douã grãmezi. De-
oarece la fiecare pas minimul va scãdea, numãrul de gal-
beni dintr-o grãmadã va ajunge dupã un numãr finit de
paºi la 0.

Sã presupunem cã ne aflãm în configuraþia (a, b, c). Fã-
rã a restrânge generalitatea, putem presupune cã a £ b £ c.
(Dacã nu ne aflãm în aceastã situaþie putem sã permutãm
grãmezile.)

Vom trasforma aceastã configuraþie în (a', b', c') astfel
încât b' = rest[b/a]. Este evident cã b' este mai mic decât a
(fiind restul unei împãrþiri la a), deci b' < min(a, b, c) adi-
cã, min(a', b', c') < min(a, b, c).

Pentru a realiza aceastã transformare vom calcula x =
[b/a]. Analizãm biþii corespunzãtori reprezentãrii binare a
lui x. Fiecare bit care are valoarea 1 poate fi "anulat",
transformând configuraþia (a, b, c) în (2 · a, b - a, c). Pentru
un bit care are valoarea 0 nu vom mai modifica valoarea b,
ci va trebui doar sã deplasãm cu o poziþia la stânga biþii din
reprezentarea binarã a lui a. Acest lucru se realizeazã prin
transformarea configuraþiei a, b, c în configuraþia (2 · a, b,
c - a). Dupã parcurgerea tuturor biþilor lui x vom obþine
în cea de-a doua grãmadã rest[b/a] galbeni.

Vom demonstra în continuare cã nu vom avea nicioda-
tã un numãr negativ de galbeni în nici una dintre cele trei
grãmezi. 

Este evident cã numãrul elementelor din prima grã-
madã se dubleazã la fiecare pas, deci aceasta nu va conþine
niciodatã un numãr negativ de galbeni.

Numãrul elementelor din a doua grãmadã scade per-
manent, dar în final are valoarea rest[b/a], deci este un nu-
mãr pozitiv. Ca urmare, nici ce-a de-a doua grãmadã nu va
conþine un numãr negativ de galbeni.

Numãrul elementelor din cea de-a treia grãmadã scade
ºi el permanent. Vom calcula acum valoarea sa minimã.
Este evident cã avem a + b + c = a' + b' + c'. Mai ºtim cã
b' = rest[b/a], deci avem a + b' + a · x + c = a' + b' + c', un-
de x = [b/a]. Scãzând valoarea b' din ambii membri
obþinem a · (1 + x) + c = a' + c'. Pentru fiecare bit al lui x,
valoarea a se dubleazã. Având în vedere cã numãrul biþilor
lui x este [log2 x] + 1, a' va avea cel mult valoarea 2 · x · a.
Ajungem astfel la inegalitatea a · (x + 1) + c £ 2 · x · a + c'
sau c' ³ c - a · (x - 1). ªtim cã x = [b/a], deci b ³ a · x. De-
oarece c ³ b avem c ³ a · x. Astfel inegalitatea devine c' ³ a.
Deoarece valoarea a este pozitivã, rezultã cã ºi valoarea c'
este pozitivã.

Deoarece numãrul de elemente din nici una dintre cele
trei grãmezi nu poate ajunge negativ, este clar cã algorit-
mul este corect ºi poate fi aplicat pentru a rezolva proble-
ma în varianta cu trei grãmezi.

Vom porni cu primele trei grãmezi ºi apoi, pe mãsurã
ce numãrul de elemente dintr-o grãmadã va deveni zero,
vom adãuga celelalte grãmezi. Versiunea oficialã a soluþiei
acestei probleme este prezentatã în continuare.

LLiissttiinngg  GGOOLLDD..CCPPPP
#include <stdio.h>

long gold[1000],n;

FILE *f;

void ReadData(void){
f=fopen("GOLD.IN","rt");

fscanf(f,"%ld",&n);

for (int i=0;i<n;i++)

fscanf(f,"%ld",&gold[i]);

}

void ThreePiles(int& a,int& b,int& c){
int ia,ib,ic;
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long *pa,*pb,*pc;

while (1){

if (gold[a]>gold[b]){

pa=&gold[ia=b];

pb=&gold[ib=a];

}

else{
pa=&gold[ia=a];

pb=&gold[ib=b];

}

if (gold[c]>=*pb) 

pc=&gold[ic=c];

else{
pc=pb; ic=ib;

if (gold[c]>=*pa)

pb=&gold[ib=c];

else{
pb=pa; ib=ia;

pa=&gold[ia=c];

}

}

for (long x=*pb/(*pa);x;x>>=1)

if (x&1){

*pb-=*pa;

*pa<<=1;

fprintf(f,"%d %d\n",ib+1,ia+1);

if (!*pb){

a=ia; b=ic;

return;
}

}

else{
*pc-=*pa;

*pa<<=1;

fprintf(f,"%d %d\n",ic+1,ia+1);

if (!*pc){

a=ia; b=ib;

return;
}

}

}

}

void ComputeAndWriteSolution(void){
int a=0,b=1;

f=fopen("GOLD.OUT","wt");

for (int c=2;c<n;c++)

ThreePiles(a,b,c);

fclose(f);

}

void main(void){
ReadData();

ComputeAndWriteSolution();

}
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