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De la ruletã la calculator

DERANDOMIZARE
Cornelius Croitoru

Primul algoritm probabilist a fost publicat în Gazeta de Informaticã (nr.
2/1997). Domnul profesor Horia Georgescu a �îndrãznit� sã atragã atenþia
rezolvitorilor de probleme asupra acestor algoritmi tocmai din motivul cã
numerele generate aleator au fost �excluse� de la concursuri mult timp.
Introducere
Se spune cã în anii '80 s-a descoperit �aruncarea banului�
ca metodã de proiectare a algoritmilor eficienþi. Ideea de
bazã este simplã: se construieºte un algoritm probabilist
pentru rezolvarea unei probleme, se analizeazã complexi-
tatea acestuia, dupã care se face derandomizarea - se înlo-
cuiesc generãrile de numere aleatoare cu apeluri ale unor
proceduri de selecþie, astfel încât sã nu fie afectate conclu-
ziile asupra complexitãþii ºi corectitudinii.

În aceastã notã vom exemplifica metoda de mai sus,
considerând unul dintre primii algoritmi de acest tip: algo-
ritmul lui Luby pentru determinarea unei mulþimi stabile
maximale într-un graf.

Dacã G = (V, E) este un graf, o mulþime stabilã în G
este o mulþime de vârfuri S⊆V astfel încât ∀ v, w∈S,
(v,w)∉E. O mulþime stabilã este maximalã dacã nu este
inclusã într-o altã mulþime stabilã. Altfel spus, S⊆V este
mulþime stabilã maximalã dacã: 
1. ∀v,w∈S: (v,w)∉E (S este stabilã);
2. ∀v∈V-S, ∃w∈S: (v,w)∈E (maximalã în raport cu inclu-

ziunea).

Considerãm urmãtoarea problemã (SM):
Dat fiind graful G = (V, E), sã se determine o mulþime

stabilã maximalã.
Evident, dacã |V| = n ºi |E| = m atunci un algoritm sec-

venþial de rezolvare a problemei SM cu complexitatea
O(n2) este: se parcurge lista vârfurilor ºi se construieºte
mulþimea S (iniþial vidã), testând la fiecare pas dacã vârful
curent poate fi adãugat la S (pentru a forma o mulþime sta-
bilã). Dacã G este reprezentat cu ajutorul listelor de adia-
cenþã, atunci o ordonare tip �min-adjacency� a mulþimii
vârfurilor oferã o soluþie de complexitate O(n+m).

O întrebare naturalã, care s-a pus la începutul anilor
'80, a fost aceea dacã existã un algoritm paralel eficient
pentru rezolvarea problemei SM. Mai precis, considerãm
cã dispunem de, un numãr polinomial în n, procesoare ºi 
vrem sã le punem sã coopereze pentru construirea mulþimii 
stabile maximale în timp polinomial în log n. Modelul de
calculator paralel este mai puþin important pentru discuþia
care urmeazã, ceea ce urmãrim este sã punem în evidenþã
dificultatea proiectãrii unui algoritm paralel.

Vom considera modelul PRAM (Parallel Random
Access Machines): o colecþie de procesoare (RAM-uri) in-
dependente, sincrone ºi cu acces la o memorie partajatã.
Deºi nerealist, acest model este util în studiul asimptotic al
complexitãþii algoritmilor paraleli.

Clasa de probleme NC (Nick Class) este clasa proble-
melor pentru care existã un algoritm PRAM, care utilizând
un numãr polinomial de procesoare (în dimensiunea struc-
turalã a problemei) rezolvã problema în timp paralel polilo-
garitmic (polinom în logaritmul dimensiunii structurale).

Întrebarea asupra existenþei unui algoritm eficient pa-
ralel pentru SM se poate formula acum simplu: SM∈NC?

Un prim rãspuns pozitiv la aceastã întrebare a fost dat
de Karp ºi Wigderson [1]. O altã demonstraþie pentru apar-
tenenþa lui SM la NC a fost datã de Luby [2]. Soluþia lui
Luby reprezintã un prototip pentru metodele de derando-
mizare ºi meritã a fi discutatã.

Algortimul PRAM probabilist al lui
Luby pentru rezolvarea problemei SM
Input: G = (V, E) graf cu n = |V| vârfuri ºi m = |E| muchii.
Output: ℑ⊆V, ℑ mulþime stabilã maximalã în G.
Begin

ℑ:=∅
while V<>∅ do
begin

S:=∅;
forall v∈V in parallel do
if d(v)=0
then S:=S∪{v}
else se introduce v în S cu probabilitatea ;
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forall e∈E in parallel do
if ambele extremitãþi ale lui e sunt în S 
then eliminã din S pe cea cu gradul mai mic (în caz

de egalitate a gradelor, se eliminã una din ele)
I:=S; { I este o mulþime stabilã în graful curent.}
ℑ:=ℑ∪I;
G:=G-(I∪N(I)) { se ºterg vârfurile din I∪N(I),   }

{ muchiile care au cel puþin o extremitate în I sau N(I) 4 }
end

End.

Este clar cã mulþimea I construitã într-o iteraþie while
este o mulþime stabilã în graful curent G. Mulþimea finalã
ℑ este stabilã, deoarece în fiecare iteraþie se ºterg vârfurile
din N(I).

Timpul paralel de executare al fiecãrei iteraþii este
O(1). Evident, operaþiile cu mulþimi, precum ºi construi-
rea implicitã a grafurilor curente se fac cu ajutorul unor
instrucþiuni forall cu timp constant de executare.

Dacã se demonstreazã cã numãrul mediu de iteraþii
while este de O(log n) atunci rezultã cã întreg algoritmul
are timpul mediu paralel O(log n) (ºi deci, avem o demon-
straþie pentru SM∈RNC). Nu avem nevoie de o demon-
straþie completã pentru aceastã afirmaþie (deºi ea se poate
deduce cu uºurinþã), singurul fapt ce trebuie demonstrat
este acela cã la fiecare iteraþie numãrul mediu de muchii ce
se ºterg din graful curent este cel puþin o fracþie constantã
din numãrul de muchii ale acestuia. Atunci când vom face
derandomizarea, vom obþine aceeaºi proprietate pentru
numãrul de muchii ºterse, ºi deci, în acest ultim caz, numã-
rul iteraþiilor va fi O(log n).

În cele ce urmeazã vom demonstra cã în fiecare iteraþie
se ºterg în medie mãcar 1/72 din numãrul total de muchii
ale grafului curent (cel cu care se începe iteraþia) G=(V, E).

Lema 1. Pentru orice vârf .
Demonstraþie:

Pr(c∈I)=Pr(v∈I | v∈S)⋅Pr(v∈S)= ⋅Pr(v∈I | v∈S)=

= .[I-Pr(v∉I | v∉S)]

Un vârf v∈S nu va aparþine lui I dacã ∃u∈N(v) cu d(u)
≥ d(v) ºi u∈S. 

Fie L(v)={u | u∈N(v), d(u) ≥ d(v)}
Atunci Pr(v∉I | v∈S) ≤ Pr(∃ u∈L(v)∩S | v∈S) ≤

"aruncãri independente 2 câte 2" 
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Definiþie:

Un vârf v∈V se numeºte bun dacã . 

O muchie este bunã dacã cel puþin unul din vârfurile pe
care le uneºte este bun. Vârfurile sau muchiile care nu sunt
bune se numesc rele.

Lema 2. Dacã v este un vârf bun atunci .
Consecinþã:

Probabilitatea de a ºterge o muchie bunã este cel puþin
1/36 (este cel puþin egalã cu probabilitatea ca una din ex-
tremitãþile sale - care este vârf bun - sã aparþinã lui N(I)).

Demonstraþie:
Fie v un vârf bun.

Cazul 1. ∃u∈N(v) astfel încât d(u)∈{1,2}. 

Atunci  Pr(v∈N(I))≥Pr(u∈I)≥
Cazul 2. u∈N(v), d(u)≥3.

Atunci, cum v este bun, 

ºi .

Existã M(v)⊆N(v) astfel încât .

Pr(v∈N(I))≥Pr(∃u∈M(v)∩I)≥

ºi w∈I)≥

(lema1) ºi w∈S)=(�indepen-

dente 2 câte 2�)

Lema 3. Cel puþin jumãtate din muchii sunt bune.

Demonstraþie:
Orientãm muchiile grafului astfel: dacã (u,v)∈E o ori-

entãm de la u la v dacã ºi numai dacã dG(u) ≤ dG(v). În gra-
ful orientat obþinut este valabilã urmãtoarea proprietate:
numãrul arcelor care ies dintr-un vârf rãu este cel puþin de
douã ori mai mare decât al celor care ies. 

Fie v rãu: .

Dupã orientare, N(v)=A∪B
u∈A ⇒ uv intrã în v(d(u) ≤ d(v))
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u∈B ⇒ vu iese din u(d(v) ≤ d(w))

Trebuie sã demonstrãm cã |B| > 2|A|.
Presupunem cã |B| ≤ 2|A| ºi atunci 3|A| ≥ d(v), iar

Am obþinut cã v este bun, contradicþie.

Folosind proprietatea pusã în evidenþã putem asocia
fiecãrui arc rãu (provenit din orientarea unei muchii rele)
o mulþime de arce ce ies din extremitatea sa finalã, asocie-
rea fiind astfel încât la arce distincte rele corespund mul-
þimi disjuncte. Rezultã cã existã de douã ori mai multe arce
în total decât cele rele, deci numãrul arcelor rele este cel
mult jumãtate din numãrul total de arce, deci numãrul
muchiilor bune este mãcar jumãtate din numãrul total de
muchii.

Teoremã: 
Numãrul mediu de muchii care se ºterg la fiecare itera-

þie a algoritmului 1 este mai mare sau egal cu (|E| este
numãrul de muchii ale grafului curent).

Demonstraþie:
Fie X variabilã aleatoare reprezentând numãrul mu-

chiilor ºterse într-o iteraþie. Pentru fiecare e∈E conside-
rãm Xe variabilã aleatoare 

Atunci ºi media lui X este suma mediilor 

variabilelor aleatoare Xe ºi 

Observaþie: 
Se poate demonstra cã din aceastã teoremã rezultã cã

numãrul mediu de iteraþii necesare pânã se ºterg toate mu-
chiile (când algoritmul se terminã) este O(log m) unde m
este numãrul de muchii ale grafului iniþial (acesta este un
exerciþiu standard în teoria probabilitãþilor discrete). Se
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obþine deci cã SM∈RNC (un certificat al acestei aparte-
nenþe este algoritmul 1, pentru cã m =O(n2)).

Derandomizarea
În fiecare iteraþie a algoritmului 1 se executã n aruncãri, in-
dependente douã câte douã, ale unor monezi "strâmbe".

(Pentru vârful u∈V se considerã o monedã având Pr
(de apariþie a celeilalte feþe)

Vom demonstra cã aceste n aruncãri se pot genera cu
ajutorul unui ºir de O(log n) biþi aleatori. Fie p un numãr
prim astfel încât n ≤ p < 2n. Vârfurile grafului se vor eti-
cheta cu elemente din Zp. Pentru fiecare u∈V se determinã
0 < an < p astfel încât:

Nu se vor genera aruncãri cu probabilitãþile 

ci cu probabilitãþile 

Aceasta nu afecteazã concluzia din teoremã).
Pentru fiecare u∈V se considerã Au⊂{0,1,...,p-1} cu

|Au|=au.
Se aleg uniform la întâmplare douã elemente x,y∈Zp;

aceasta necesitã 2p=O(log n) biþi aleatori. Pentru fiecare
u∈V se calculeazã x+uy în Zp.

Dacã x+uy∈Au se considerã cã moneda lui u a cãzut cu
faþa în sus ºi în algoritmul 1 se va introduce u în S.

Trebuie sã demonstrãm cã .

Sã observãm cã pentru orice z,y∈Zp existã un unic
x∈Zp astfel încât x+uy=z. Folosind aceastã observaþie
avem:

De asemenea, trebuie sã demonstrãm independenþa 2
câte 2 a aruncãrilor, adicã ∀u≠v, Pr(x+uy∈Au ºi x+vy∈Av)
= Pr(x+uy∈Au)⋅Pr(x+vy∈Av).

Într-adevãr, Pr(x+uy∈Au ºi x+vy∈Av) =

Sã observãm cã în corpul Zp sistemul are 
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determinantul v-u≠0 ºi deci are soluþie unicã. Rezultã cã se
poate scrie în continuare Pr(x+uy∈Au ºi x+vy∈Av)=

=Pr(x+uy∈Au)⋅Pr(x+vy∈Av)

Rezultã cã dacã se dispune de ºirul s de lungime O(logn)
de biþi aleatori, algoritmul de generare a celor n aruncãri
este:
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Algoritmul GenA:
Input: s ºir de lungime O(log n) de biþi aleatori; 

mulþimea S⊆V a vârfurilor de grad 0.
Output: mulþimea S la care se adaugã vârfurile de grad

nenul din V cu o probabilitate "apropiatã" de ,
independente unele de altele.

Begin
Construieºte x ºi y din s;
Forall u∈V in parallel do 
begin

Construieºte au, Au
if x+uy∈Au then S:=S∪{u}

End.

Numãrul ºirurilor de lugime O(log n) cu componente
0 ºi 1 este 2O(log n) = nO(1). Fie S mulþimea acestor ºiruri. 

Rezultã cã în loc sã generãm un ºir de lungime O(logn)
de biþi aleatori pentru care sã aplicãm algoritmul GenA
putem proceda astfel:

forall (s∈S) pardo
aplicã o iteraþie a algoritmului 1 folosind GenA pentru
a face selecþia aleatoare.

Fiecare aplicare paralelã va construi o mulþime I(s).
Notãm cu X(s) numãrul muchiilor care se ºterg din

graful curent prin îndepãrtarea lui I(s). X'(s), s∈S reprezin-
tã valorile posibile ale variabilei aleatoare X reprezentând
numãrul de muchii ºterse într-o iteraþie a algoritmului.

Cum rezultã cã ∃s0∈S astfel încât:

.

Rezultã cã dacã procedãm astfel:

forall s∈S pardo
aplicã o iteraþie a algoritmului 1 folosind GenA ºi
determinã I(s) ºi X(s); determinã în paralel 

atunci I(s0) va fi o mulþime stabilã construitã (în mod de-
terminist) într-o iteraþie ºi are proprietatea cã dacã se ºter-
ge I(s0)∪N(I(s0)) din graful curent, atunci numãrul muchi-
ilor ºterse este ≥ 1/72 din numãrul de muchii ale acestui

( ) ( )0max sXsX
Ss

=
∈

( )
720
E

sX ≥

72

E
MX ≥

( )ud2

1

graf.

Descrierea completã a algoritmului
determinist
Input: G=(V,E) graf cu n =V vârfuri ºi m =E muchii
Output: ℑ⊆V, ℑ mulþime stabilã maximalã
Begin
ℑ:=∅
while V<>∅ do 
begin

S:=∅;
forall v∈V in parallel do 

if d(v)=0 then S:=S∪{u}; V:=V-{v}
determinã p numãr prim |V| ≤ p ≤ 2|V|

forall (x,y)∈{0,1,...,p-1}×{0,1,...,p-1} in parallel
do

begin
S(x,y):=∅
forall u∈V in parallel do 
begin

determinã au∈{1,...,p-1} a.î. 

construieºte Au.

if x+uy∈Au then S(x,y):=S(x,y)∪{u}
end;
forall e∈E in parallel do
if ambele extremitãþi ale lui e sunt în S(x,y) 
then eliminã din S(x,y) extremitatea cu

gradul mai mic;
I(x,y):=S(x,y) 
determinã G(x,y):=G-(I(x,y)∪N(I(x,y))∪S)
determinã m(x,y) numãrul de muchii ale lui
G(x,y)

end;
Determinã (x0,y0) astfel încât:

m(x0,y0)=min{m(x,y); x,y∈Zp}
I:=S∪I(x0,y0)
ℑ:=ℑ∪I
G:=G(x0,y0)

end
End.

Numãrul iteraþiilor while este O(log n), fiecare
iteraþie necesitã O(log n) timp paralel. Rezultã cã întreg
algoritmul se executã în timpul paralel O(log2 n). Numãrul
de procesoare utilizate este O(n2).

Bibliografie 
1. R.M. Karp, A. Wigderson - A Fast Parallel Algorithm

for the Maximal Independent Set Problem, Proc. 16th
Symp. Theory of Computing, p. 266-272, ACM, 1984

2. Luby - A Simple Parallel Algorithm for the Maximal

( ) ( ) 











∈−=− p
u Zx

udp

x

udp

a
;

2

1
min

2

1

rie 1
9

9
9

29

Independent Set Problem, Proc. 17th Symp. Theory of
Computing, p. 1-10, ACM, 1985

Domnul profesor Cornelius Croitoru este cadru didactic la Universitatea
�Al. I. Cuza� din Iaºi. Poate fi contactat prin e-mail la adresa: 
croitoru@infoiasi.ro


	FOCUS
	Derandomizare


