Ordinea haosului...

Consideratii asupra

FRACTALILOR

Ciprian Ileand, Ioana-Maria Ileand

Teoria fractalilor si cea a haosului se numara printre cele mai intersante si
mai noi ramuri ale matematicii. Cu o istorie relativ recentd (aproximativ 50-60
de ani) ele s-au impus repede in lumea stiintei, avénd aplicatii in aproape
toate domeniile, de la informaticé péanda la geografie, economie, statistica ete.

fn acest articol veti putea citi o introducere in teoria frac-
talilor si a haosului; aceasta este urmati de o prezentare a
celor mai celebri fractali, printre care se regasesc triunghiul
lui Sierpinski, garnitura lui Sierpinski, covorul lui Sierpin-
ski, curba lui Peano de umplere a spatiului, seriile Mandel-
brot si seriile Julia. Va fi explicatd notiunea de dimensiune
fractald si vor apdrea definitiile unor termeni des folositi.

Istoria fractalilor si a haosului

Geometria fractald si teoria haosului revolutioneazd mate-
matica si stiinta, oferind o noud cale de percepere a realiti-
til. S-au scris mai multe cirti despre stiinta haosului si geo-
metria fractald, iar un numir de programe afiseaz fractali
matematici cum ar fi faimoasa serie Mandelbrot.

De la artisti pand la matematicieni, de la geografi pinid
la astronomi, de la meteorologi pani la experti financiari,
efectiv nici un domeniu de activitate nu a rimas neatins de
aceasti modificare radicali in modul nostru de munci, de
gandire si de creatie.

Mare parte din interesul de care se bucuri fractalii este
datorat faptului cd matematica s-a reintors la lumea ma-
croscopicd, la lumea palpabild pe care o putem vedea cu
totii, ldsand la o parte universul alambicat al tabelelor pline
de cifre si litere grecesti si al acceleratoarelor de particule.

Istoria in sine a fractalilor nu este lungd. Ea a inceput
in anul 1875 odati cu aparitia revolutionarei lucriri a ma-
tematicianului Benoit Mandelbrot, "O teorie a seriilor
fractale", lucrare care a devenit ulterior cartea sa manifest
"Geometria fractald a naturii".

Cuvantul fractal a fost inventat de citre Mandelbrot, el
utilizdndu-1 pentru a reuni munca multor altor matemati-
cieni dinaintea sa. Printre primii matematicieni care au cre-
at fractali (in general privindu-i doar ca pe niste exercitii
abstracte, neavand nici o idee despre semnificatiile pe care
le-ar putea avea acestia) se numdrd nume cum ar fi: Waclav
Sierpinski, Helge von Koch, Georg Cantor sau David
Holbert. Ei au simtit ci descoperiserd ceva care sfida si
ameninta citeva dintre convingerile cele mai puternice si
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Fondator al geometriei fractale, Be-
noit Mandelbrot s-a niscut in Polo-
nia, in anul 1924. In 1936 emigreazi
in Franta impreuni cu Intreaga fami-
lie si intrd astfel sub influenta un-
chiului sdu, profesor de matematicd
in Paris (Collllge de France), mate-
matician "de moda veche", riguros si
exigent, succesor al marelui Jacques
Solomon Hadamard. Astfel, prin in-

termediul acestui adevirat pirinte
spiritual, Mandelbrot ia contact atat
cu matematica lui Gaston Julia, cit si
cu "ariditatea” matematicii clasice.
Contradictia dintre propria pirere
despre matematic si natura scolasti-
cd si rigidd impusd de matematicienii
vremii a condus la germinarea si dez-
voltarea unui drum nou: geometria
fractald. Anul 1967 poate fi conside-

rat anul de nastere al ge-
ometriei fractale, o dati
cu aparitia articolului
"How long is the coast
of Britain?", iar cartea
"The Fractals Geometry
of Nature" editatd in
1982 consacra definitiv aceastd noti-
une ce devine practic domeniu al ma-
tematicil, fizicii si biologiei moderne.

Figura 1
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mai pretioase ale matematicii acelor timpuri. In perioada
1875-1925 (cu aproximatie), perioadd de mare crizd in
matematicd, s-au descoperit forme bizare ce contraziceau
conceptele cu privire la spatiu, suprafatd, distantd sau di-
mensiune ale matematicienilor acelor timpuri.

Haos si sisteme dinamice

Daci ar fi sd analizim lumea din jurul nostru am ajunge la
o impirtire a lucrurilor in doui mari clase: o clasi a ordinii
si 0 alta a dezordinii. Din aceastd cauzd suntem poate ten-
tati sd asociem aceste doui clase cu dihotomia: bine - riu,
lucru destul de evident, daci ne gindim ci este de preferat
pentru fiecare dintre noi si fim inconjurati de evenimente
si lucruri care se desfdsoard 1n timp si spatiu, urmind un
tipar si o serie de reguli clare, cunoscute, care stim cd nu se
schimbd si nu sunt incilcate.

Din picate, acest lucru nu este posibil in realitate; nu
putem pretinde, de exemplu, unui artist ca, la intervale bi-
ne definite, sd genereze doar opere de valoare universal.
Am putea conchide cd acolo unde lucrurile sunt clare, iar
scopul sistemului este doar de a reproduce un flux tehno-
logic, de a reproduce o actiune ce implicd sincronizdri de
persoane, ordinea este imperios necesari. Intr-un astfel de
sistem, In care insdsi structura si modul siu de functionare
asigurd predictibilitatea, orice variatie este sinonima acci-
dentului.

La polul opus se afli starea de dezordine, stare ce pare
a fi cea normald in cazul oricirui tip de sistem, cel putin
pani la o interventie de factori coercitivi, structuranti care
si incerce impunerea unei stiri de ordine. In realitate,
interactiunile ce au loc intre numeroasele celule ale unui
sistem complex conduc in mod evident la o variabilitate a
parametrilor misurabili. Ca urmare, predictia nu este po-
sibild decat statistic, lucru ce nu ne prea ajutd intr-o situa-
tie datd. Un astfel de sistem 1n cadrul ciruia subsistemele
(celulele) se manifestd liber, dupd bunul lor plac, se nu-
meste sistem haotic.

Pentru cei neavizati, ideea unei teorii despre haos sau
a unei metodologii cu privire la controlul haosului poate
pirea o aberatie, ea fiind asociatd fie conceptului de dezor-
dine, fie unor termeni ce amintesc de procesul genezei din
teologie. Aceastd confuzie a apirut din picate, in mare
parte, datoritd nefericitei alegeri a unei etichete pentru un

domeniu de studiu fascinant. Pentru unii, acesta a fost
chiar motivul pentru a aborda acest domeniu, 1n speranta
obtinerii unor informatii transcendente, dar au fost sur-
prinsi dind peste o matematicd aridi impanzintd de expe-
rimente cu ecuatii diferentiale. Acest lucru i-a determinat
pe multi sd abandoneze Tnainte de a descoperi extraordina-
rele aplicatii practice care decurg din acest capitol al
stiintei: comunicarea prin haos, stabilizarea sistemelor
neliniare, structura haoticd a unui semnal encefalografic si
restabilirea haoticititii normale a activititii neuronale in
tratamentele pentru epilepsie s.a.m.d.

Am vizut pand acum cd unele concepte precum haos si
teoria haosului pot pirea ambigue. Pentru a le clarifica,
vom arunca o privire asupra a ceea ce inseamnd complexa
notiune de sistem dinamic.

In general, printr-un sistem intelegem o colectie de
elemente si efectele lor unul asupra altuia. Aceasta pare
destul de abstract. Dar, de fapt, suntem inconjurati de sis-
teme. Vremea, o pidure, economia globali, o multime de
oameni pe un stadion de fotbal, pestii dintr-un lac, o cen-
trald nucleard reprezintd exemple de sisteme, al ciror com-
portament se poate schimba foarte rapid.

Sistemele reale isi semnaleazd prezenta prin trei fac-
tori:

o sunt dinamice, adicd supuse schimbirilor;

o sunt complexe, adicd depind de multi parametri;

e sunt iterative, adicd legile care le guverneazd comporta-
mentul pot fi descrise prin feedback.

Nimeni nu poate descrie complet prin formule mate-
matice interactiunile unui astfel de sistem. Cu toate aces-
tea, se incearcd investigarea regularititilor care formeazd
baza unui astfel de sistem dinamic, in particular, gisirea
unor modele matematice simple, cu ajutorul cirora s se
poati simula comportamentul sistemului. Putem prezenta
aceasta schematic ca 1n figura 2.
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Figura 2: Schematica unui sistem haotic.
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Haos: in limbajul curent, orice sistem care este infricosa-
tor prin incontrolabilitatea si dezordinea sa. Cuvantul
a primit si un sens tehnic specific: dependenta sensi-
bili de conditiile initiale. Cu alte cuvinte, 0 mici schim-
bare in starea unui sistem haotic poate duce rapid la
mari modificiri In starea sistemului, misurati la un
moment ulterior (chiar daci starea sistemului este
complet dependenti de aceste conditii initiale).

Calcul diferenfial: ramuri a matematicii care se ocupi cu
gdsirea pantei sau a raportului de schimbare a curbe-
lor. Aceastd pantd este denumitd diferengiali sau linie
tangentd.

Diferentiere: Procedeul matematic de determinare a valo-
rii pantei unei curbe Intr-un punct dat (vezi si calcul

diferential).




In general numim haotic un comportament impredic-
tibil, in contextul de mai sus. Cauza acestuia este bazati pe
faptul cd schimbdri neglijabile asupra cantititii grupate
mai apoi de feedback pot produce efecte haotice neastep-
tate. Acest fenomen uimitor apare 1n particular intr-o ga-
mi de probleme care ar putea ridica semne de intrebare
asupra unor teorii recunoscute, sau stimula noi formuliri
in biologie, fizicd, matematicd, chimie si in domeniul eco-
nomic.

Asadar, aria de cercetare in teoria sistemelor dinamice
este in mod manifest interdisciplinari. Aceasta teorie este
incd tindrd si pare suficient de simpld matematic pentru ca
oricine cu abilitdti elementare de programare si calculator
s poatd si-1 aprecieze rezultatele. Scopul cercetdrii este de
a Intelege cum are loc tranzitia de la ordine la haos.

O posibilitate importantd pentru a investiga sensibili-
tatea sistemelor haotice este de a le reprezenta comporta-
mentul prin graficd pe computer. Aceste forme grafice re-
zultate apar sub forma unor fractali.

Fractali celebri
In cele ce urmeazd vom prezenta o serie de fractali care au
devenit celebri.

Triunghiul lui Sierpinski
Probabil cel mai cunoscut fractal al tuturor timpurilor este
asa-numitul triunghi al lui Sierpinski.

Modul de realizare al acestui fractal este foarte simplu:
la inceput se deseneaza un triunghi pe care il vom diviza in
patru parti egale, iar trei dintre ele (cele din exterior) vor fi
si ele divizate (folosind acelasi procedeu), procesul conti-
nuind la infinit pentru toate triunghiurile formate.

In figura 3 este prezentati modalitatea de constructie
descrisd anterior.

P i il

Figura 3: Triunghiul lui Sierpinski

Desigur, pentru a putea realiza forma matematici
imaginatd de Sierpinski ar insemna s putem trasa linii de
divizare infinit de mici. In figuri sunt ilustrati doar primii
pasi efectuati.

O altd modalitate de realizare a acestui fractal este ur-
mitoarea: se porneste de la un triunghi plin in care se "de-
cupeazd" triunghiuri egale cu un sfert din triunghiul ini-
tial. Dacd repetdm la infinit acest proces, atunci vom obti-
ne un fractal identic cu triunghiul lui Sierpinski (uneori,
cand este realizat prin aceastd tehnici el se mai numeste si
garnitura lui Sierpinski. Primii pasi ai acestui procedeu
sunt prezentati in figura 4.

Figura 4: Garnitura lui Sierpinski

Pand acum totul ar pirea in reguld, nici o lege a mate-
maticii nefiind incilcatd. Problema a apirut atunci cind
Sierpinski a Incercat si determine aria pe care o ocupd acest
fractal. Pe de o parte am putea crede ci aria este zero, de-
oarece un numdr infinit de gduri acopera in cele din urmi
orice suprafati plini din triunghi. Pe de alti parte 1nsd, la
un moment dat, Indepartim doar un sfert din aria rimasa,
lisind mare parte inci acoperitd si, deci, oricit de mult am
repeta aceastd operatiune, intotdeauna va rimane mai mult
decat s-a luat. Deci aria nu ajunge niciodati zero.

Acest tip de problema l-a tulburat pe Leibnitz si a ri-
dicat dificultdti matematicienilor incd din antichitate. Dar,
si vedem, totusi, cit este aria triunghinlui lui Siepinski.
Chiar daci intuitia sugereazi ci ea ar fi zero, existd o de-
monstratie care ne arati cd ea nu poate fi zero. Cu toate
acestea, comunitatea matematicienilor a hotirat ca aria si
fie consideratd zero, acest lucru datorandu-se in principal
imposibilititii raspunderii la intrebarea: "Dacd aria nu este
zero, atunci cat este?". Neputand combate acest lucru,
Sierpinski si colegii lui au admis cd problema ariei infinit
de mici, dar diferiti de zero a fost doar "un vis urat".

L

Sistem dinamic: un sistem a cirui stare la un moment dat
poate fi determinatd din starea lui la un moment ante-
rior si dintr-un set de ecuatii care modeleaza felul in
care itereaza sistemul.

Entropie: Proprietatea matematicd a unui sistem, care il
face incapabil pe un observator si distingd intre ele
partile acestuia; o masurd a factorului aleator (AS).

Fractal: orice formi ale cirei pirti componente, atunci
cand sunt mdrite, prezintd tot attea detalii ca si in-
tregul. Unii matematicieni folosesc cuvantul fractal cu
sensul de formd care este strict autosimilard si nu
statistic autosimilard (potrivit acestei definitii, seria
Mandelbrot nu este un fractal). Sensul original se re-
ferd la o formd a cirei dimensiune Haussdorff-Besico-
vitch depiseste dimensiunea sa topologica.
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Curbe de umplere a spativlui

Chiar dac lui Sierpinski i s-a impus acceptarea faptului cd
aria unei forme alcituite doar din linii este zero, matema-
ticienii au incercat si demonstreze contrariul.

O altd formd imaginatd de acelasi matematician este
covorul lui Sierpinski. Forma geometricd de la care se
porneste este un segment de dreaptd care este apoi inlocuit
cu alte opt segmente de dreaptd (asa cum se poate vedea in
figura 5). Fiecare segment este inlocuit cu forma intreagd
s1 procesul continui la infinit. Aseminandu-se foarte tare
cu triunghiul lui Sierpins/ei si putﬁnd fi obtinut prin
metoda prezentatd mai sus, dar i prin decuparea de giuri
intr-un patrat plin, s-ar putea ivi si aici aceeasi controversd
legati de aria formei.

L _Ht
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Figura 5: Covorul lui Sierpinski

Plecand de la covorul lui Sierpinski, matematicianul
Giusseppe Peano a descris forma numitd curba de umple-
re a spatiului a Iui Peano. Realizarea ei diferd doar prin
adiugarea unui al nouilea segment de dreaptd, asa cum se
poate vedea in figura 6.
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Figura 6: Curba de umplere a spatiului a lui Peano

Folosind aceastd curbd pe care a prezentat-o in anul
1890 (cand avea titlul de profesor extraordinar de calcul
infinitezimal la Universitatea din Torino), Peano a de-
monstrat ¢i se poate umple o portiune din spatiu, folosind
o curbi continui care nu are litime (deci nu are arie). In
consecintd, aria curbei de umplere a spatinlui este egald cu

aria in care este inscrisd. Asa s-a ajuns ca o formd alcituitd
din segmente de dreaptd si umple suprafata unui plan bi-
dimensional.

Seria Mandelbrot
Vom prezenta acum detalii referitoare la o categorie spe-
ciald de fractali, si anume seria Mandelbrot.

Existd numeroase descrieri ale acestei serii. Dupd pare-
rea multora, aminteste de o testoasd vazuti de sus (Ran-
dow - 1986). Altii vid in ea un interesant cactus "inmugu-
rit" (Clausberg - 1986).

Pentru unii matematicieni nu e mai mult decit o hipo-
cicloida cdreia i s-au addugat o serie de cercuri, pe care stau
alte cercuri s.a.m.d. (Durand;i - 1987).

De altfel, cu totii au dreptate, ca si profesorul din Bre-
men cdruia forma 1i aminteste de un birocrat gras (dupd o
rotatie de 90°).

Atitudinea si interpretdrile personale, cu siguranta, 1si
au rolul lor in descrierea unei imagini atit de neobisnuite.
E vorba, probabil, de doui feluri de perceptie. In primul
rind, o anumitd familiaritate cu structurile aseminitoare
formelor naturale, in particular cele observate la marirea
imaginil.

Pe de altd parte, ciuditenia acestui tip de repetitie este
foarte diferitd de cea a unei frunze sau a unui copac. Struc-
tura la diferite sciri, unde apar mai multe proprietiti si
detalii, contrazice viziunea noastrd normali, ne face si ne
revizuim perceptiile si in final sd ajungem la o Intelegere.
In figura 7 puteti vedea o "harti" a seriei Mandelbrot.

Figura in sine nu e mult mai veche decit numele; in
primdvara anului 1980, Benoit Mandelbrot a reusit pentru
prima oard sa schiteze acest grafic pe un calculator.

Niciodatd n-a mai atins un produs al cercetdrii mate-
matice ezoterice un asemenea nivel de popularitate, fican-
du-si aparitia in agende, ocupand timpul liber, si devenind
atit de rapid un "superstar".

Pentru a evita confuzia in descrierea ce urmeazi, si de-
finim mai Intai termenii de baza:

L

Infinitezimal: un numir infinit de mic, folosit de Leibnitz
pentru a intelege cum functioneazd calculul diferen-
tial. S-a dovedit, 1n cele din urmd, ci nu se ajunge la
rezultate satisficitoare in acel mod, motiv pentru care
aproape nimeni nu mai vorbeste acum despre infinite-
zimali.

Curbd continu@: o curbd ale cirei puncte se invecineazd
(de fiecare parte a lor) cu alte puncte al curbei. Pentru
curbele continue se poate gisi Intotdeauna o linie care
aproximeazd panta sau directia sa in orice punct dat.
Curbele fractale pot pirea uneori continue, dar nu se
pot determina aproximatii ale pantei.

Curbd discontinud: o curbi care contine Intreruperi sau
schimbiri bruste de directie; deoarece fiecare punct
dintr-un fractal contine (ca Intreg) toate directiile de
miscare, se spune ci directia se schimbd infinit de
rapid si ci fractalii sunt curbe infinit discontinue.

Seria Mandelbrot: Seria de puncte care nu scapi citre in-
finit cind este iteratd functia z% + ¢, unde c este punc-
tul insusi si z incepe din originea (0, 0). In sens mai ge-
neral, orice serie de puncte care nu scapd citre infinit,
cand este iteratd o functie care include punctul insusi
drept constantd. O serie Mandelbrot este intotdeauna
o hartd a unui numir infinit de serii J#lia inrudite.




1. Seahorse Valley
-0.75, 0.1

2. Elephant Valley
0.275,0

3. Triple Spiral Valley
0.274, 0.654

4. Quad-Spiral Valley
0.274,0.482

5. Scepter Valley
-1.36, 0.005

o In seria Mandelbrot distingem corpul
principal si mugurii, sau copiii Gin-
gerbread Man.

e La 0 anumiti distantd de vizibil cone-
xa regiune centrald gisim serii Man-
delbrot de ordin superior sau sateliti,
legati de corpul principal prin filamen-
te. Singurul filament care poate fi clar
observat este de-a lungul axei reale
pozitive. Dar existd astfel de conexiuni

6. Scepter Variant
-1.108, 0.230

8. Mini Mandelbrot
; -1.75,0

si citre punctele aparent izolate din
partea de sus si de jos a figurii.

7. Double Scepter Valley
-0.1002, 0.8383

9. Another Mandelbrot
-0.1592, -1.0317

g ® Vorbim de mdrire cind doar o por-
tiune din figurd este desenatd si anali-

Figura 7: Harta seriei Mandelbrot

o Imaginea din figura 8 este numita seria Mandelbrot sau
Gingerbread Man. Este bazinul atractorului finit.

-“1a

Figura 8: Seria Mandelbrot (60 de repetitii)

o Aproximatiile asupra figurii, (prezentate in figura 9) sunt
liniile de contur sau suprafetele echipotentiale. Ele apar-
tin bazinului atractorului o.

Figura 9: Seria Mandelbrot (100 de repetifii)

zata.

In figura 10 este prezentati o serie Mandelbrot de or-
dinul IL.
- |
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Figura 10: O serie Mandelbrot de ordinul II

Imaginile care urmeazd prezinti sectiuni din varianta
originald a unui Gingerbread Man, in diferite puncte si
scalate (mdrite) diferit. In figura 8, regiunile respective
sunt marcate cu sageti. P )

Figurile 11 i 12 prezinti o
sectiune impregnatd cu spirale si
multe alte forme. Regiunile din
partea stdngd sunt excrescente
(mladite) ale corpului principal.
La o rezolutie mai bunj, ar pu-
tea fi identificate cu niste copii
Gingerbread Man.

Figura 11: O sectiune inire
corpul principal §i un
mugure

o

Afractor: cand o functie matematici este iterati ea poate
converge citre o anumitd valoare sau un set de valori,
indiferent de valoarea initiald. Aceastd valoare sau set
de valori este denumiti atractor, deoarece toate cele-
lalte valori se deplaseazi citre ea cind functia este ite-
ratd. Dacd o functie are doud variabile, se pot trasa nu-
merele corespunzitoare pe un ecran bidimensional
pentru a putea vedea forma atractorului. Similar, func-
tille cu trei variabile pot avea atractori tridimensio-
nali. Deoarece majoritatea fractalilor sunt desenati
prin iterarea unei functii si trasarea valorilor citre care
ea converge, formele fractale pot fi considerate picturi
ale atractorilor.

lteratie: procesul de aplicare repetatd a unei functii asupra
rezultatelor furnizate de aceeasi functie.

Sistemul Functiei lterate (IFS): orice functie care foloseste
iteratia. Mai concret, IFS este un sistem care itereazd
un set de transformiri afine contractive, folosind teh-
nicile initiate de Michael Barnsley si alti matemati-

cieni. Aceste sisteme pot fi exprimate ca un mic set de
coduri /FS.

Stare initiald: toate proprietitile misurabile ale unui sis-
tem, in momentul in care incepe observarea sistemu-
lui.

o
5
2
o
3
-
~
L]
3
&,
o
3
3
=.
o
N
o
=]
—

<«
O




=
°
=1
~
)
=
o
£
8
°
<
L]
~
=
H
)
2
=
(U]

=
o

Figura 12 a fost rotitd cu
90°. Tn pozitia normali mica se-
! rie Mandelbrot are o orientare
| aproape opusa cu cea a origina-
lului. Este atasatd unei ramuri
| cu valori puternic negative pen-
Figura 12: Un satelit foarte tru ¢, . Rata (factorul) de miri-

indepdrtat re este de aproximativ 500.

In figura 13 este prezentati gy
o sectiune a fractalului aflatd sub
cea prezentatd in figura 11.

Autosimilaritatea observatd
aici este intdlnitd si In naturd.
Un exemplu 1n acest sens ar fi
ramificarea (iterati) a doud ra-
muri care pornesc din aceeasi
tulpind principald.

Diferenta constd in faptul cd autosimilaritatea fractali-
lor matematici nu are limite. Intr-un curs, profesorul Man-
delbrot a prezentat o imagine a unei sectiuni din Ginger-
bread Man miritd de 6 - 10® ori (numdrul lui Avogadro),
care respecta incd forma standard.

Dacid privim cu atentie, vom observa c¢d miniseriile
Mandelbrot (copiii Gingerman) sunt intalnite, practic,
peste tot sub forma unor imagini miniaturale ale seriei
Mandelbort. Este interesant faptul c3, pe 1anga aparitia lor
in interiorul unei serii Mandelbrot "mai mare", 11 intilnim
in cadrul unor formule neinrudite.

Miniseriile Mandelbrot contin la
rindul lor toati gama de caracteristici +
ale unei serii Mandelbrot, incluzind

Figura 13: Regiunea de
sub figura 11

le. Fiecare miniserie Mandelbrot pre-
zintd de asemenea dendrite ale ciror forme depmd de
' A partlcularltatlle fiecarei miniserii. Aces-
e "dendrite" pot fi spirale, fulgere lu-
minoase si se ataseazd In grupe de
doud, patru sau opt la miniseria Man-
delbrot si la cilutii sdi de mare.

O miniserie Mandelbrot poate fi intilinitd acolo unde
existd o pereche simetricd de spirale sau alte obiecte. Mini-
seriile Mandelbrot ridici intrebiri interesante: De ce le
contin mai multe formule neinrudite? Ce vrea sd insemne
aceastd prezentd universald, in legaturd cu formulele men-
tionate?

Miniseriile Mandelbrot au o "capacitate” uimitoare.
Ele pot lua "include" imprejurimile si astfel se obtin pe-
rechi de "reproduceri”. Astfel, o miniserie poate proveni
din ochiul central al unui cilut de mare. In interiorul unei
spirale a unui cilut de mare se afld o miniserie Mandelbrot,
in apropierea acesteia se afld doud spirale unite exact in
punctul in care se afld miniseria Mandelbrot.

In figura 14 sunt prezentate citeva imagini ale unor
miniserii Mandelbrot. Puteti vedea opt perechi de tipul ce-
lor descrise anterior. Imaginea din stinga a fiecirei perechi
prezintd o structurd de tip Mandelbrot; imaginea din
dreapta dezviluie Imprejurimile unei miniserii Mandel-
brot care se afld In apropierea punctului prezentat in ima-
ginea din stinga. Se observi cd imaginea din dreapta este,
in mod invariabil, o unire a doud copii ale imagii de sus,
unite in punctul marcat.

Seriile Julia

Existd o intreagd familie de fractali numiti serii Julia, care
sunt indeaproape inruditi cu seria Mandelbrot. De fapt, in
interiorul fiecirui punct din cadrul unei serii Mandelbrot
se afld o Intreaga serie Julia.

Seria Julia, asociatd cu un punct dat din cadrul seriei
Mandelbrot, seamind, in general, cu zona ce inconjoard
acest punct in cadrul seriei Mandelbrot. In cadrul hirtii
din figura 15, sunt prezentate cteva serii Julia foarte inte-
resante, precum si punctele corespunzitoare lor din cadrul
seriei Mandelbrot. Dupd cum se poate observa, existd o
multime de varietiti ale seriilor Julia. Unele modele sunt
evidente. Seriile Julia apartinind punctelor din afara seriei
se gisesc Intr-un numdr infinit $i nu au un "lac" negru in
interior. Seriile Julia, care apartin punctelor de la capetele
dendritelor, sunt ele insele dendritice ca forma. Cele care

Scéparea cétre infinit: In cazul anumitor functii matema-
tice, cum ar fi cea folositd pentru desenarea seriei
Mandelbrot, dacd un punct scapi dintr-o anumitd zo-
nd atunci cand functia este iteratd, se poate demonstra
cd in cele din urmi ea se va deplasa rapid citre infinit.
De aceea, se spune ci punctul scapd citre infinit , ime-
diat dupi ce pariseste zona

Algoritmul timpului de scdpare: o tehnici pentru afisarea
hirtilor de functii iterate; punctele sunt colorate in
functie de cit de repede scapd dintr-o zoni, atunci
cand functia este iterati.

L

Serie Julia: orice serie care contine doar puncte care ri-
man stabile pe pacursul iterdrii unei functii. Mai con-
cret, o serie Julia asociatd cu functia z = 2% + ¢, unde ¢
este 0 constantd arbitrard.

Punct fix: Punctul in care se sfirseste o transformare, cind
este iteratd. Fiecare transformare afind contractivi are
un punct fix.

Cosinus: functie trigonometricd prin a cirei iteratie se
obtine un atractor care se bifurcid cu cicluri de toate
lungimile posibile, incluzand regiuni complet haotice.




Figura 14: Exemple de miniserii Mandelbrot

apartin seriel au zone asemdnitoare cu un lac negru in-
terior.

Figura 17: Serii Julia

Dimensinea fractala

Este arhicunoscut faptul ci orice form are o anumita di-
mensiune. Astfel:

¢ punctul are dimensiunea 0;

o dreapta are dimensiunea 1;

Figura 15: Harla seriilor Julia . plan.ele si suPrafeg.ele au dimensiunea 2;

e spatiul are dimensiunea 3.

In seriile Julia existd modele care sunt inrudite cu mini- Aceste dimensiuni au fost mai apoi extinse, ajun-
seriile Mandelbrot. Aceasta se poate observa in imaginile ~ gindu-se la asa-numitele spatii #-dimensionale. In aceste
din figura 16. spatil, obiectele vor avea n dimensiuni. De exemplu, intr-

un hiperspatiu cvadridimesional (cu patru dimensiuni) vom
avea hipercuburi (obiecte cvadridimensionale ale ciror sec-
tiuni sunt cuburi tridimensionale), hipersfere (obiecte cva-
dridimensionale ale ciror sectiuni sunt cuburi tridimen-
sionale). In acest caz, prin sectiune se intelege intersectia
obiectului cvadridimensional cu un spatiu tridimensional.
In general, prin sectiunea unui obiect 7-dimensional se in-
telege intersectia acestuia cu un spatiu (7 - 1)-dimensional.
: Noile descoperiri din matematicd, realizate la incepu-
AL . tul secolului al XX-lea, au dus inevitabil la necesitatea
R o unui mod cu totul nou de misurare a spatiului si a dimen-
dele din seriile Julia siunii. Rispunsul a fost dat de citre matematicienii Felix
Haussdorff si Abram S. Besicovitch care au descoperit (in
Miniseriile Julia pot fi intdlnite in cadrul seriilor Julia  sensul strict al cuvantului) dimensiuni noi, dar au si rede-

ale ciror puncte se afld in apropierea unei miniserii Man-  finit cu adevirat dimensiunea in sine.
delbrot, si1n seria Mandelbrot insisi in cadrul dendritelor In urma studierii si dezvoltirii lucririlor lui Haus-
unei miniserii Mandelbrot. In figura 17 sunt ilustrate doud  sdorff, Besicovitch a afirmat ci formele pot avea dimen-
seril Julia. siuni fractionare. Astfel, curbe cum ar fi cele ale lui
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Sierpinski sau Koch, ar cidea intre dimensiunile normale si
astfel s-ar putea explica comportarea lor ciudatd. Dimen-
siunea Haussdorff-Besicovitch a fost calculatd pe baza mi-
surdtorilor de la aproximirile simple ale unei curbe. Mai
exact ea este definitd ca fiind raportul dintre logaritmul
numdrului de copii si logaritmul mirimii "semintei” co-
respunzitoare fiecirei copii. De exemplu, pentru linia de
coastd Koch triunghiulard, vom avea log 4 / log 3 ~1.2618
deoarece sunt patru copii si fiecare reprezintd o treime din
mirimea semintei. [deea dimensiunilor fractionare s-a do-
vedit pand la urma mult mai puternici decat si-au imaginat
creatorii el, deoarece natura abundi de forme auto-reflec-
tive (cum ar fi liniile de coastd) putand astfel caracteriza
dupi acest criteriu 0 mare parte din mediul inconjuritor.
Mai tirziu, Benoit Mandelbrot a dat dimensiunii Haus-
sdorff-Besicovitch numele de dimensiune fractali. Aceastd
dimensiune fractali a avut o deosebiti valoare pentru
matematicieni, acestia fiind capabili acum si misoare un
adevirat univers de forme care Tnainte nu putea fi misurat.

Aplicatii ale fractalilor

Pentru a vd convinge de utilitatea tot mai mare $i mai evi-

dentd a fractalilor, enumerdm mai jos avantajele folosirii

acestora:

e Fractalii pot cu ugurintd reprezenta forte similare ce ac-
tioneazd la mai multe niveluri ale scirii, lucru ce nu poa-
te fi realizat cu geometria liniard.

¢ Cu ajutorul unui calculator se poate realiza usor o curbd
fractald asociatd unui set de date.

o Fractalii oferd o metodd de stocare a imaginilor si datelor
mult mai compactd decat vectorii liniari.

¢ Daci ecuatiile liniare dau gres in construirea unor siste-
me intrinseci, imprevizibile si haotice, atunci realizarea
acestora este posibili cu ajutorul fractalilor.

¢ Cu ajutorul fractalilor, iregularititile devin parti esentia-
le ale modelului, in loc s reprezinte zgomote ce trebuie
eliminate.

Toate aceste avantaje prezentate mai sus (si suntem
siguri cd am enumerat doar o micd parte din totalul avan-
tajelor) au dus la adoptarea fractalilor in multe domenii,
cum ar fi: meteorologie, seismologie, cardiologie, econo-
mie s.a.m.d. De altfel, in continuare vom explica mai pe
larg aplicarea teoriei fractale, a haosului si a sistemelor di-
namice in cadrul meteorologiei.

Aplicdtii ale fractalilor in meteorologie

Oricine poate prezice vremea cu o precizie de 100% si este
sigur ¢d vom obtine o ratd a corectitudinii (preciziei) de
60%, dacd se afirmd ¢ vremea de maine va fi ca si cea de
azl.

Daci ne vom folosi de fotografii luate din satelit, ma-
suratori si date de pe tot cuprinsul globului, precum si de
un supercomputer, vom atinge o rati a corectitudinii (pre-
ciziei) de 80%.

Dacd sunteti mirat ci procentul de corectitudine
(precizie) nu este mai mare, atunci trebuie s3 priviti modul
in care un meteorolog isi construieste presupunerile des-
pre vreme.

Meteorologii se bazeazd in predictiile lor pe principiul
cauzalitdtii (cauze identice produc efecte identice) dar, in
practicd, nu se poate afla cu precizie cum va fi vremea,
deoarece este imposibild situarea unui numir foarte mare
de statii meteorologice in puncte arbitrar alese pe glob (si
asta In fiecare zi). De aceea meteorologii au apelat la prin-
cipiul tare al cauzalititii (cauze similare produc efecte si-
milare).

In ultimele decenii s-au realizat modele teoretice care,
cu ajutorul unor ecuatii matematice extrem de complicate,
calculeazd (evident cu ajutorul calculatorului) posibilele
evolutii ale vremii.

Acestor sisteme li se pun la dispozitie date despre vre-
mea de pe tot cuprinsul globului (cum ar fi date despre:
presiunea atmosfericd, temperaturd, directia vantului
s.am.d.), pe baza cirora calculeazi vremea rezultatd cu
ajutorul modelului subiacent

Un sistem de predictie meteorologic poate fi ilustrat
grafic asa cum se aratd 1n figura 18.
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Figura 18: Sistem de predictie meteorologica
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Dimensiune fractald: O misuri a neregularititii sau as-
primii unei forme; gradul in care forma "umple spa-
tiul". Nu s-a gisit incd o definitie exactd a dimensiu-
nii fractale, cu atdt mai putin o formuld generali pen-
tru calcularea ei. In general, este estimati calculand
raportul logaritmic al unor proprietiti la diferite scari.

Efectul fluturelui: ideea ci o micd schimbare in conditiile
initiale, cum ar fi un fluture care d din aripi de cealal-
td parte a Globului, poate crea o variatie mare in con-
ditiile finale, cum ar fi vremea de maine. In termeni
tehnici, aceasta se numeste dependenta sensibili de
conditiile initiale.




Daci privim inregistririle pe termen lung ale datelor
climaterice observim existenta ciclurilor autoreflective, cum
ar fi perioade mari de secetd (de exemplu nregistririle
realizate pe fluviul Ni/ au relevat perioade de secetd de un
mileniu, iar studiile efectuate asupra izotopilor din adin-
curile miilor indicd variatii de temperaturd la un interval
de mii de ani).

Aceste cicluri autoreflective nu apar doar pe perioade
mari de timp, ci si pe perioade mai mici, ca de exemplu o
siptimana sau o lund (uneori chiar pe parcursul aceleiasi
zile).

Pentru caracterizarea acestui tip de date, tehnicile li-
niare nu ne oferd nici o cale usoari de caracterizare; feno-
menul pierzand orice aparentd de structurd cu cicluri im-
binate unul in altul (aceastd structuri fiind de fapt cel mai
interesant de modelat).

De cealaltd parte avem varianta utilizarii unei curbe
fractale aproximate, pe care putem modela mult mai usor
caracterul de cicluri imbinate unul in altul. Desi are mari
dezavantaje la nivel punctiform (fatd de modelul liniar i
aleator) ne sugereazd mult mai exact caracterul esential pe
care il are curba. Acest model nu este unul anticipativ, deci
daci este folosit pentru prezicerea vremii din urmitoarea
dati de 1 decembrie (de exemplu), previziunea va fi statis-
tic mai putin exactd decit o previziune bazati pe mediile
anuale.

Dar si vedem 1n continuare citeva afirmatii care sunt
adevirate doar in cazul datelor reale si a modelului fractal,
nu si pentru modelul liniar si aleator:

e variatia medie a temperaturii rimane constanta in timp;

e variatia medie a temperaturilor rimane constanti intr-o
gami foarte largd de sciri;

* variatia, exprimata ca si dimensiune fractald, este cuprin-
sd intre 1.4 51 1.5;

In fiecare zi se cheltuiesc sume uriase de bani pe echi-
pamente computerizate care vor fi folosite pentru prezice-
rea vremii, cu toate acestea previziunile meteorologice sunt
renumite tocmai pentru inexactitatea lor.

Nici folosirea fractalilor in jocul previziunilor meteo-
rologice nu a adus imbunititiri spectaculoase, dar ei au
fost de un mare ajutor explicand de ce ele nu dau rezulta-
tele scontate.

{n anul 1961, marele meteorolog Eduard Lorentz de la
M.LT. (Massachusetts Institut of Technology) a descoperit,
oarecum din intdmplare, ceea ce a fost introdus in istorie

sub numele de efectul fluturelui. Efectul fluturelui este
cunoscut mai exact ca dependenta sensibili de conditiile
initiale i este o caracteristicd specificd sistemelor naturale
s1 sociale complexe.

Fractalii in zilele noastre

Incepand cu anii 1990 fractalii sunt folositi pe scard larg3,
mai ales in domenii cum ar fi grafica pe calculator. Astfel,
productii cinematografice importante isi bazeaza efectele
speciale pe fractali, iar sistemele grafice profesionale ii fo-
losesc in realizarea diferitelor structuri naturale.

Daci in trecut matematicienii si oamenii de stiintd "se
temeau" de fractali, acum ei ii folosesc ca pe niste unelte
indispensabile si de mare valoare pentru munca lor.

Prin urmare stiinta, matematica si tehnologia nu vor
mai fi privite niciodati ca fiind domenii inestetice sau plic-
tisitoare.

Odati cu dezvoltarea tehnicii de calcul, prin realizarea
unor procesoare de interactiuni tot mai rapide, instrumen-
tele de desenare fractald vor deveni probabil parte integra-
td a tuturor sistemelor grafice pe calculator.
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Jocul haosului: Denumirea favoritd a lui Michael Barns-
ley pentru algoritmul iteratiei aleatoare. Aceasta nu
este 0 expresie tocmai exactd, pentru ci algoritmul nu
prezintd o comportare haoticd in sensul strict al cu-
vantului. Barnsley foloseste cuvantul haos intelegand
prin aceasta factorul aleator.

Echilibru: O stare stabild, in care cantitatea de energie care
intrd Intr-un sistem este egald cu cantitatea de energie
care iese din sistem. Majoritatea sistemelor studiate in
stiinta haosului sunt departe de echilibru.

Stiinfa haosului: studiul sistemelor haotice.
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