Puncte, linii, poligoane

ALGORITMI

geometrici elementari

Grigore ALBEANU

Pornind de la cateva rezultate simple de geometrie analiticé pland, sunt
prezentate metode algoritmice pentru rezolvarea problemelor privind
intersectia segmentelor de dreapta si a poligoanelor. in final este abordata
problema punctului interior. Pentru toate temele se discutd si aspecte relative

la complexitatea rezolvarii.

1.1. Elemente de geometrie analitica
Fie un plan P si (Ox, Oy) o pereche ordonati de axe
ortogonale in planul P,
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Fig. 1: Sistem de axe ortogonale in planul P

cu originea O comuni si cu sensurile pozitive ale
axelor indicate prin sigeti ca in fig. 1. Acest ansamblu este
numit reper cartezian in planul P, este notat cu xOy, iar O
este originea reperului. Pentru orice punct M din planul P
este definitd functia bijectivd f : P » R,, f(M)=(a,b) care
asociazd punctului M coordonatele carteziene a si b.

Urmitoarele rezultate vor fi considerate elementare:

a) Formula distantei: Fie M (x,y,) st M,(x,y,) puncte
ale planului P specificate in reperul cartezian xOy. Dacd
prin M, M, notim distanta dintre punctele M, si M, atunci

MM =406 =)+, =)

b) Formula pantei unei drepte: Fie d o dreaptd
neparaleld cu axa Oy pe care fixim doud puncte distincte
M (x,y,) si M(x,y,). Panta (coeficientul unghiular al)
dreptei d este datd de formula

m=Y2" Y1 Xy # X,
X ™%

c) Caracterizarea dreptelor oblice paralele/perpendicu-
lare: Dreptele oblice d, si d,, de pante m, respectiv m, sunt

paralele daci si numai dacd m,=m,. Ele sunt perpendicula-
re dacd si numai dacd m,m,=-1.

d) Ecuatia dreptei oblice: Fie dreapta d definitd prin
punctul M (x,y,) situat pe d si prin panta m. Atunci
punctul M(x,y) apartine dreptei d dacd si numai daci y-
y,=m(x-x,). Fie dreapta d definitd prin punctele M (x,y,)
si M,(x,,). Dacd x,=x,, atunci dreapta d este verticald si
are ecuatia x=x,. Daci y,=y,, atunci dreapta d este
orizontald si are ecuatia y=y,. Dacd x,#x, atunci dreapta d
este oblicd, iar ecuatia acesteia poate fi scrisd in oricare din
formele echivalente:

y_ylzu(x_xl)
X, =X
sau
X=X _¥Y™W%
Xo =X Yo=Y

sau (exprimarea robusti)

(X=X )(Y2 = Y1) = (Y= ¥ ) (X, =% ) =0.

e) Conditia de coliniaritate a trei puncte M (x,y), i =1,
2,3:

(X =% )(Y2 = Y1) = (Y3 = Y1)( X, =% ) =0.

f) Rapoarte: Fie M,(x,y,) si M,(x,y,) doud puncte
diferite care determind segmentul M M, si dreapta (M M,).
Fie M pe dreapta (M,M,) diferit de M,, M(x,y). Numdrul
k definit prin regula:

Daci M apartine segmentului M, M, atunci:

k=-

MM,
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k=
altfel

se numeste raportul in care punctul M imparte seg-
mentul nenul M M, (k#1). Fiind cunoscut numdrul real
k#1, coordonatele (x,y) ale punctului M care imparte
segmentul M M, in raportul k sunt:

X:Xl_kXZ ,y:yl_k)’2_
1-k

1-k
g) Ecuatiile parametrice ale dreptei: Fie M,, M, ca mai
sus. Egalitatile:

X=X +( X =X )t y =y, +(Y, —y)t,tOR

se numesc ecuatiile parametrice ale dreptei (M,M,).

Dacd impunem ¢[70,1] atunci obtinem segmentul
M M, Mijlocul segmentului M, M, se obtine pentru t=1/2.

h) Centrul de greutate: Centrul de greutate al unui
sistem omogen de 7 puncte: M,, M,, .., M cu M{x,y),
i=1, 2, .., n, are drept coordonate: media aritmeticd a
absciselor, respectiv media aritmeticd a ordonatelor.

i) Distanta de la un punct la o dreaptd: Formula
distantei de la punctul M (x,y,) la dreapta h: ax+by+c=0
este:

|ax, +by, +c|

Va® +b?

j) Aria unui triunghi: Fie M(x,y), 1=1,2,3, puncte ne-
coliniare. Aria triunghiului M, M,M, este datd prin:

d(Mgy,h)=

O(MleMs):i%[( X =X ) Y3 = Y1) = (Xg =X )( Y2 = V1)

Semnul se ia + sau - astfel incit aria triunghiului si fie
pozitivd. Daci M, M,, M, sunt specificate In ordinea
inversi a acelor de ceasornic atunci semnul este +. Deci,
conditia ca trei puncte M,, M,, M,, date prin coordonatele
carteziene (x,y,), si fie specificate in sens invers acelor de
ceasornic se scrie:

(X2 =% )(Y3 = Y1) =(Xg =% )(Y2 ~ ¥1) > 0.

k) Semiplane: O dreaptd d din planul P are proprietate
cd separd planul P in doui submultimi. Fie f:R,-R,
f(x,y)=ax+by+c. Definim P- — multimea punctelor pentru
care f(x,y)<0, iar P+ — multimea punctelor pentru care
f(x,y)>0. Evident, d este multimea punctelor pentru care
f(x,y)=0. Multimile: P-, P+ se numesc semiplane deschise.
Dreapta d se numeste frontiera semiplanelor. Deoarece se-
miplanele sunt multimi convexe, orice intersectie de
semiplane este o multime convexd. Pentru aflarea semnu-
lui unui semiplan se utilizeazi metoda sondajului: se alege
un punct particular (x,y,) si se vede semnul numirului
f(x,y,)- Semiplanul opus are semn contrar.

1.2. Cateva functii utile
In aceastd sectiune sunt prezentate doud functii elementa-
re, utile in sectiunile urmitoare.

a) Functia s
Fie d o dreaptd determinatd de doud puncte A(x,y,) si
B(x,,y,). Fie Q un punct oarecare din planul celor doud
puncte. Notim prin s(Q,A,B) functia semn a punctului Q
relativ la dreapta (AB), s(Q,A,B)=1 daci QLP*,
s(Q,A,B)=-1 daci QUP-, respectiv s(Q,A,B)=0 daci
QL(AB).

Conform celor prezentate mai sus, notind

= (xq-%)V5 - ¥4) - (Vg - V(x5 - x,),

obtmem

Daci E>0 atunci s(Q,A,B)=1, daci E=0 atunci
S(Q,A,B)=0, iar daci E<0 atunci s(Q,A,B)=-1. Observim
cd pentru evaluarea functiei s sunt necesare cinci operatii
de scidere, doud operatii de inmultire si cel mult doud
comparatii cu zero.

b) Functia p

Fie A(xA,yA) B(x,y,), Cxy,) trei puncte din planul xOy.
Ne intereseazi daci trecerea de la punctul A la punctul C
prin intermediul punctului B se realizeaza in sens trigono-
metric sau nu (cdnd punctele nu sunt coliniare), respectiv
dacd C este intre A si B (cand punctele sunt coliniare).
Definim functia p astfel (fig. 2): p(A,B,C)=-1 daci trecerea
dela A la C prin B se face in sens invers trigonometric (in
sensul acelor de ceasornic) sau A este intre B si C (in cazul
punctelor coliniare); p(A,B,C) =0 dacid C este intre A si B
(numai in cazul punctelor coliniare) si p(A,B,C)=1 atunci
cand deplasarea se face in sens trigonometric (in sens
invers acelor de ceasornic) sau cind B este Intre A si C (in
cazul punctelor coliniare).

B @ A B
nC =B C
n
m A A BY A
p(A,B,C)=-1 p(A,B,C)=1 p(A,B,C)=0
A C B C
C A ¢ B
p(A,B,0)=1 p(A,B,C)=-1

Fig 2. Contfiguratii de puncte

fn continuare vom propune citeva metode de evaluare
a functiei p.

a) Metoda pantelor

Fie m, panta dreptei (AB) si m, panta dreptei (AC). Initial
presupunem ci m,Zm, Daci m,>m, atunci pentru a
ajunge in punctul C plecind din punctul 4, trecem in de-
plasare invers trigonometricd prin B, deci p(A,B,C)=-1.
Daci m,<m, atunci deplasarea se va face in sens
trigonometric, deci p(A,B,C)=1. Deoarece m,=(y,~y ,)/(x -
x,)=dy/dx, m —(yc ACTS xA) dy,/dx,, testul de

comparare intre m, Sl m, (CC necesita doua 1mpart1r1 plus (6]



verificare suplimentard in cazul segmentelor verticale),
poate fi transformat astfel:

m>m, O dy/dx>dy/dx, T dydx>dxdy, T
P(A,B)C):‘l;

m<m, 0 dy,dx,<dx,dy, 0 p(A,B,C) =1.

Dacd m,=m, se va face si o analizi a lungimii
segmentelor AB si AC. Prin urmare: p(A,B,C) =1 daci
dx,dy, - dy,dx,>0 sau punctele sunt coliniare si AB<AC;
p(A,B,C)=0 dacd punctele sunt coliniare si AC<AB,
p(A,B,C)=-1 dacd dx,dy, - dy,dx,<0 sau punctele sunt
coliniare si, fie dx,dx,<0, fie dy,dy,<0. Deoarece se poate
evita calculul radicalului prin compararea pitratelor lungi-
milor segmentelor, pentru evaluarea functiei p sunt nece-
sare maxim sapte aduniri/scideri, maxim patru inmultiri,
maxim doud comparatii si patru operatii de atribuire.

b) Metode trigonometrice

Se pot utiliza formule trigonometrice pentru determi-
narea unghiurilor dreptelor (AB) si (AC), dar utilizarea
acestora necesitd timp mare de calcul. Lisim cititorului
plicerea de a face un studiu in aceastd directie.

2. Intersectia a doua
segmente de dreapta

Formularea problemei:

Fie AB si CD doud segmente cu extremitdtile specificate
prin coordonate carteziene: A(x,y,), B(xpys) c(xo5y0),
D(x,,y,). Decideti daci segmentele AB si CD an
intersectia nevidd.

A—|

B — ¢ [f(AB.CD)
————

Cc —

D ——

Fig. 3. Functia f
Fie f functia cu valori logice ce ia valoarea true daci
segmentele AB si CD au intersectia nevida si valoarea false

altfel (fig. 3).

Fig. 4. Segmente intersectate

2.1. Metoda analitica

Pornim de la urmitoarea observatie (fig. 4): Segmentele

AB 1 CD au intersectia nevidi dacd si numai daci

i) A si B sunt separate de dreapta (CD), notatd d, si

i) C st D sunt separate de dreapta suport (AB), notatd d,.
Pentru a stabili relatiile analitice ce exprim conditiile

1) si ii), utilizim ecuatiile dreptelor d, si d, precum si

proprietatea de separare 1n semiplane. Avem

(dy) rux+vy+w=0,u= Yg = Y,,V= X5 = Xg, W= YaXg = XpYs-

Atunci C si D sunt separate de dreapta (d,) daci si
numai daci

(nxe +vye + w).(uxy, + vy, + w)<0 (1a)

De asemenea :

(dp) U X+ V' y+W'=0,U'= Y5 = Ye,V'= Xo = Xp, W'= YeXp =X Yo,

iar A si B sunt separate de dreapta (d,) daci si numai
dacd

(Wx, + 0y, +w).(wx, + 0, + w)<0. (1b)

Deci pentru metoda analitici obtinem: f(A,B,C,D)
=true dacd relatiile (1a) si (1b) au loc simultan, si
f(A,B,C,D)=false in caz contrar. Numirul de operatii nece-
sare pentru evaluarea functiei f este prezentat in tabelul 1.

Observatie:

Aceasti metodd nu determini si coordonatele
punctului de intersectie (in caz cd existd).

2.2. Metoda vectoriala

Vom folosi notiunile de vector, produs scalar a doi
vectori si produs vectorial. Vom considera planul xOy si
vectorii AC, AD, BC si BD (fig. 5). Produsele vectoriale
AC "AD si BC “ BD sunt vectori perpendiculari pe planul
x0y. Daci acestia sunt de sens opus atunci produsul lor
scalar este negativ. Daci au acelasi sens, produsul lor scalar
este pozitiv.

y D
C B
ol .
Fig. 5. Vectorii AC, AD, BC si BD

Putem formula urmitoarea observatie: Intersectia
segmentelor AB si CD este nevidd dacd si numai dacd, fie
produsul scalar al vectorilor AC “AD si BC “ BD este ne-
gativ, fie produsul scalar al vectorilor CA “CB si DA “DB
este negativ.

Se stie i Intr-un spatiu ortonormat Oxyz cu vectorii
unitari 4, j, k, produsul vectorial ACXAD se scrie astfel:

ACXAD:((xc =x,) - 94) - (%p 'xA)()/c - yA))k

Similar

BCXBD:(()CC - xg)(yD - 3’3) - (xD - xg)(yc " yB))k

Atunci produsul scalar (ACxAD) . (BCxBD) , notat

cu p, este egal cu:
pi=((xc-x)0p-94) - (xp - %) - ¥4))
((xc - xp)(yp = 75) - (xp - %)V - p)-

Analog, produsul scalar (CAXCB).(DAXDB), notat cu

g, este egal cu:
q:=((x; - x)p- ¥ - (X5 - x4 - ¥))-
(g - xp)(yg = yp) - (x5 = Xp)(¥4 - ¥p)-

Obtinem ci f(A,B,C,D)=true daci si numai dacd p<0 si
q<0. In caz contrar, f(A,B,C,D)=false. Dupi prelucrarea
expresiilor lui p si ¢, identificarea factorilor/termenilor ce
se repetd in procesul de evaluare se obtine necesarul de
operatii aritmetico-logice din tabelul 1.

2.3. Metoda parametrica
In continuare vor fi utilizate ecuatiile parametrice ale unei
drepte ce trece prin doud puncte (vezi sectiunea 1.1, g):

(dy) X=Xa+(Xg =X )U; Y= Yo+ (Vg - YA)U,UOR;
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(d;) X=X +Xp-Xc Viy=Yc+(¥p - Yc )V.VUR.

Atunci segmentul AB (respectiv CD) se obtine pentru
#[0,1] (respectiv ©L0,1] ). Dacd cele doud segmente se
intersecteazd, atunci dreptele suport d, si d, au intersectia
nevidd. Deci, sistemul cu doud ecuatii liniare in necunos-
cutele # si v are solutiile:

_ (% =Xa)(Ye = ¥p ) ~(Xc =Xp )(Yc ~Ya)
(Xg =Xa)(Ye —¥p ) —(Xc _XD)(yB_yA)’
- (Xg =Xa)(Ye =¥a) = (Xc =Xa )Y = Ya)
(Xg =Xa)(Ye = Yo ) =(Xc =Xp N Vg — Ya)

Obtinem ci: f(A,B,C,D)=true daci sinumai dacd #]0,1]
si0[70,1] simultan. Altfel f{A,B,C,D)=false. Complexitatea
evaluirii functiei f este prezentatd in tabelul 1.

B

A BC D
AY=B,Y=C,Y=D,Y

AD

A X=B,X=C,X=D X

Fig. 6. Cazuri particulare

Observatii:

1. Este necesar un test preliminar privind paralelismul
dreptelor suport. Aceasta echivaleazd cu verificarea
egalitatii:

(xc=xp)(yp =7 )=(x - xA)(yC Vo)

Totusi, daci punctele sunt coliniare, iar segmentele au
cel putin un punct comun, acest aspect trebuie tratat
separat (fig. 6).

2. Daci segmentele se intersecteazd atunci se obtin
foarte usor si coordonatele punctului de intersectie.

2.4. Metoda Min-Max

Daci dreptele suport (AB) si (CD) se intersecteazd,
atunci segmentele AB si CD au un punct comun dacd
punctul de intersectie se afli in interiorul intersectiei
dreptunghiurilor de diagonale AB si CD (fig. 7). Folosim
notatiile prezentate in cadrul metodei analitice (sectiunea
2.1). Dacd dreptele suport au intersectia nevidd atunci
coordonatele punctului de intersectie sunt:

_vw-vw

wu-wu
X, = —. Y, =
uv-uv

T uw-uv

Y

Atunci cele doud segmente se intersecteazd (intr-un
singur punct) dacd si numai daci:
max(min(x ,xp), min(x,xp)) <x,
< min(max(x ,x ), max(xxp)) (x_int)
st max(min(y ), min(ysyp)) <y,
< min(max(y Y ), max(yoyp))-(y_int)

D
Fig. 7. Intersectia dreptunghiurilor

Deci, f(A,B,C,D)=true daci si numai daci au loc
simultan relatiile (x_int) si (y_int). In caz contrar,
f(A,B,C,D)=false.

Complexitatea evaludrii functiei f prin aceastd metodd
este prezentatd 1n tabelul 1

2.5. Metoda functiei p

Utilizand functia p (sectiunea 1.2), putem defini func-

tia f astfel: f(A,B,C,D)=true daci si numai dacd
P(A,B,C) * p(A,B,D) <0si
p(C.D,A) * p(C,D,B) <0 simultan.

Altfel, considerdm f(A,B,C,D)=false. Numirul de o-
peratii necesare evaludrii functiei f prin aceastd metodd
este prezentat in tabelul 1. Si observim, ci prin metoda
functiei p nu se determind punctul de intersectie, dacd
acesta exist.

Metoda +(-) * / < and := Punctul

sau or  de inters.
Analitica 14 14 0 2 1 0 NU
Vectoriala 20 10 0 2 1 0 NU
Parametrica 9 5 2 4 1 7 DA!
Min-Max 9 9 1 16 1 19 DA
Functiap 28 8 0 8 1 16 NU

Tabelul 1. Numdrul de operatii necesar pentru
evaluarea functiei f prin metodele prezentate.

3. Intersectia poligoanelor

fn general i mtersecna a douid obiecte grafice prezintd un
interes special in graflca pe calculator [1,4,5,6]. Algoritmii
de decupare (clipping) la limita unei ferestre dreptunghiu-
lare sau unei ferestre poligonale, algoritmii de vizibilitate a
obiectelor descrise in spatiu se bazeazd pe intersectii de
poligoane. In prima parte se vor considera algoritmi pri-
vind intersectia dintre un poligon convex si un dreptun-
gh1 Se vor considera apoi, algoritmi pentru determinarea
intersectiei a doud poligoane oarecare.

3.1. Algoritmul Liang-Barsky

Fie P un poligon oarecare si D un dreptunghi cu laturile
paralele cu axele sistemului de coordonate, situat in acelasi
plan cu poligonul P. Algoritmul Liang-Barsky foloseste
reprezentarea parametrica a laturilor poligonului P si cal-
culeazi intersectiile cu laturile dreptunghiului numai
atunci cand este necesar. Presupunem ci poligonul P este
dat printr-o secventi de puncte P, P,, ...., P, ce definesc



laturile poligonului. Latura 7 incepe din punctul P, si este
orientati citre punctul P, . Ecuatia parametrici (vezi
sectiunea 1.1) a laturii PP, , este:
RX(t)=(1-t) P.X +tP, . X, RY(t)=
(1-t)P.Y +1tP,,.Y, 0<t<l.

Observim cd nu se ia in considerare punctul de start al
laturii. Astfel, fiecare varf al poligonului P apartine unei
singure laturi din cele doui adiacente in acel varf. Notim
cu x, dreapta determinati de punctele P, si P, ,. Aceasta
intersecteazd (daci nu e paraleld cu laturile dreptunghiu-
lui) cele patru drepte suport pentru laturile dreptunghiului
D. Fiecare astfel de dreaptd imparte planul celor doud o-
biecte grafice in doui semiplane. Vom numi semiplan
interior semiplanul ce contine dreptunghiul D. Astfel pla-
nul este impatit in noud regiuni (fig. 8). Regiunile sunt
notate in functie de numirul de semiplane interioare in
care sunt situate.

2 3 2
3 4 3
2 3 2
Fig. 8. Divizarea planului in regiuni

O laturi care intrd cu extremitatea finald intr-o regiune
de tip 2 determind includerea varfului dreptunghiului in
lista de iesire a punctelor intersectiei celor doud obiecte.
Acest varf este numit punct de intoarcere. Totusi, dacd
urmitoarea laturd care intersecteazd dreptunghiul are
punctul de intersectie situat pe aceeasi laturd care a deter-
minat un punct de intoarcere, atunci acest varf de
Intoarcere este incorect si nu trebuie inserat in lista de ie-
sire. O dreptd x; diagonald intersecteazd laturile dreptun-
gh1u1u1 D in puncte ce corespund valorilor ¢,, by bip Ly
Deoarece o laturd diagonald x; incepe si se termind intr-o
regiune de tip 2, ¢, sit,, reprezintd minimul, respectiv ma-
ximul celor patru valori. Celelalte doud valori determind
daci x, intersecteazi dreptunghiul sau nu. In cazul in care
t,,<0 sit,, < 1, latura interesecteazi dreptunghlul sl seg-
mentul vizibil trebui adiugat in lista de iegire. Dacd latura
nu intersecteazd dreptunghiul, dreapta care o contine
incepe in, trece prin si se termind intr-o regiune de tip 2

(fig. 9).

!Ez /
E E A,

Fig. 9. Cazuri de intersectie/neintersectie

Netratind cazul particular al laturilor poligonului P,
paralele cu laturile dreptunghiului D, ideile principale ale
algoritmului Liang-Barsky sunt [7,8]:

Pentru fiecare laturd x; a poligonului P se efectueazd

urmdtoarele operatii:

1. Determind directia laturii pentru a afla care este
prima dreaptd a dreptunghiului intersectatd de
dreapta pe care se afld latura x,.

2. Determini valorile ¢ pentru punctele de iesire: ¢, si
ty

3. Dacd t,,> 0 atunci determini ¢, si t,,.

4. Daci t,,> t,, atunci
Daci 0 < th <1 atunci pune varful de intoarcere in
lista de iesire.

5. Dacd t,,<t,, atunci existd o parte comuna:

DaciO <1y, s t,<1 atunci

Dacit, 2 O atunci pune, in lista de iesire, punctul de
intersectie;

Daci t,,< 0 atunci pune, la iesire, punctul de start;
Daci t,, < 0 atunci pune, la iesire, punctul de
intersectie;

Daci t,,> 1 atunci pune, la iesire, punctul final.
Daci 0 < £, < 1 atunci pune, in lista de iesire,
punctul de intoarcere.

Observatii:

1. Algoritmul are complexitate liniari, numirul de
etape necesare fiind 4%n, iar pentru fiecare etapd este
necesar un numdr constant de operatii aritmetice.

2. Generalizarea algoritmului este dificil3,
multimii de valori ¢, ¢, ce apar.

datoriti

3.2. Algoritmul Sutherland-Hodgman

Fie P si Q doud poligoane convexe situate 1n acelasi
plan. Algoritmul Sutherland-Hodgman [10], acceptd ca
date de intrare lista varfurilor poligonului P ce definesc
laturile acestuia, precum si laturile poligonului Q. Pentru
a determina intersectia celor doud poligoane, pentru fieca-
re laturd a poligonului Q se parcurge lista varfurilor po-
ligonului P, examinindu-se relatia dintre oricare doud
varfuri succesive ale poligonului P si latura poligonului Q,
obtinindu-se zero, unul sau doud varfuri (Intr-o listd de
iesire L). Dreapta determinati de latura curentd a poligo-
nului Q 1mparte planul celor doui poligoane in doui
semiplane. Semiplanul care contine poligonul Q va fi
numit semiplanul interior.

Fie A si B doud varfuri succesive ale poligonului P.
Presupunem cd punctul A a fost analizat In pasul anterior.
Sunt posibile patru cazuri (fig. 10). In primul caz varfurile
A'si B sunt in semiplanul interior, algoritmul adaugd var-
ful B in lista L. In cazul al doilea, latura AB intersecteazi
latura curnti in punctul 7, Varful A fiind in semiplanul
interior, iar B in cel exterior. Algoritmul adaugi punctul
de intersectie I in lista de iesire. In cazul al treilea varfurile
A si B sunt in semiplanul exterior, caz In care algoritmul
nu adaugi nimic in lista L. In cazul al patrulea, latura AB
intersecteazd latura poligonului Q in punctul 7, varful B
fiind 1n semiplanul interior, iar A in cel exterior. Algorit-
mul adaugd punctele 7 si B in lista de iesire.
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Fig. 10. Cazuri posibile

Procedura Decupare latura acceptd la intrare:

vp — vectorul varfurilor poligonului P,

NP — numirul varfurilor poligonului P,

x — latura curent a poligonului Q.

La iesire se obtin:

L — vectorul varfurilor obtinute conform descrierii de
mai sus,

NL — numidrul virfurilor depuse in lista L.

Presupunem ci dispunem de o procedurd eficientd,
numitd intersectie care determini punctul de
intersectie dintre o laturd a poligonului P si latura x
precum si de functii pentru clasificarea semiplanelor.

Pasii procedurii Decupare latura sunt urmatorii:

1. NL:=0; s:=VP(NP);

2. for j:=1 to NP do
begin
p:=VP(]);
if in_semiplan_interior(p)
then

if in_semiplan_interior(s)
then L (NL):=p; Inc(NL)
else i:=intersectie(s,p,x);
L(NL):=i; Inc(NL); L(NL):=p;
Inc (NL)
else
if in_semiplan_exterior(s)
then i:=intersectie(s,p,x);
L(NL) :=i; Inc(NL);
s:=p

end;

Aceastd proceduri se apeleazd de atatea ori cite laturi
are poligonul Q. Pentru a descrie algoritmul pentru
determinarea varfurilor intersectiei poligoanelor P si Q,
notdm cu x, latura i a poligonului Q, v1 si v2, vectorii ce
contin date initiale, intermediare sau finale privind
varfurile intersectiei, cu NV1, respectiv NV2 elemente.

Pasii algoritmului Sutherland-Hodgman sunt:

1. v2:=VP; NV2:=NVP;

2. Pentru fiecare laturd x, a poligonului Q executi

2.1 v1:=V2; NV1:=NV2;
2.2 Decupare_latura(Vl,NVl,xi,VZ,NVZx

Virfurile intersectiei celor doud poligoane se vor afla
in tabloul V2, dupd ce s-a parcurs si ultima laturd a
poligonului Q.

Observatii:

1. Daci poligonul Q este un dreptunghi, atunci algo-
ritmul Sutherland-Hodgman este considerat a fi un
algoritm de decupare pentru vizualizarea informatiei gra-
fice la nivelul unei ferestre de vizualizare.

2. Daci poligonul P este concav pot rezulta laturi su-
plimentare pe conturul poligonului Q; aceste laturi false
unesc poligoanele care s-ar obtine In urma intersectiei ce-
lor doud poligoane. De aceea este necesari o postprelucra-
re in urma cdreia sunt eliminate laturile false.

3.3. Algoritmul Weiler-Atherton

Acest algoritm [11], prelucreazi lista de varfuri furnizatd
de algoritmul Sutherland-Hodgman, dupd intersectia cu
fiecare laturd a poligonului Q. Algoritmul incepe prin
divizarea poligonului P fati de una din laturile poligonului
Q. Rezultatul este o listd de poligoane LP. Fiecare poligon
din aceastd listd este apoi divizat fati de urmitoarea laturd
a poligonului Q, s.a.m.d. Aceastd prelucrare este redatd in
secventa urmitoare:

Pentru fiecare laturd x a poligonului Q, pentru fiecare
poligon P din lista LP executd Divide(x,P,LP). Procedura
Divide sparge un poligon P din lista initiald LP fatd de la-
tura x a poligonului Q. Daci P este divizat in doud sau mai
multe poligoane atunci acestea sunt inserate in listd, iar
poligonul initial este eliminat.

4. Problema punctului interior
Fie F o figurd pland a cdrei frontierd este compusi din seg-
mente. Considerim definitia naturali a interiorului unei
figuri plane. Daci Q este un punct situat in acelasi plan cu
figura F, problema punctului interior consti in stabilirea
valorii de adevir a propozitiei: Q este un punct interior
figurii F.

{n aceasti sectiune se vor considera urmitoarele cazuri
pentru figura F: triunghi, patrulater, poligon convex,
poligon oarecare. Pentru alte aspecte se poate consulta [9].

4.1. Punct interior unui triunghi

Fie triunghiul ABC ale cirui varfuri sunt A(x,y,),
B(xy,) st Clxoyo). Fie M(x,,y,) un punct din planul
triunghiului. Fie pint3 (2, B,C, M) functia care ia valoarea
true dacd M este interior triunghiului ABC si false, in
caz contrar. Functia pint3 poate fi evaluatd In mai multe
moduri. Prezentim doud abordari: prima solutie utilizea-
z3 functia p, iar a doua solutie foloseste functia s. Pentru
fiecare variantd se face studiul complexititii.

B

Fig. 11.




a) Metoda functiei p

Tn acest caz (fig. 11), functia pint3 poate fi definiti astfel:
pint3(A,B,C,M)=true daci p(A,M,B)=1 si

p(BM,C)=1 si p(C,M,A)=1 simultan, in caz contrar

pint3(A,B,C,M)=false.

Luand in considerare complexitatea evaludrii functiei p
rezultd cd pentru evaluarea functiei pint3 prin aceastd
metoda sunt necesare 21 de operatii de adunare/scidere,
12 inmultirii, 9 teste relationale, 2 operatii logice si 12 ope-
ratii de atribuire.

Observim ci punctul M apartine unei laturi a triun-
ghiului dacd p(A4,B,M)=0 sau p(B,C,M)=0 sau p(C,A,M)=0
cu aceeasi complexitate de evaluare precum a functiei
pint3.

v

b) Metoda semnului

Vom presupune, cu pistrarea generalititii, cd x,<x,<v..
Fie Q proiectia punctului B pe axa Ox (fig. 12). Daci
X ,,<x, atunci analizim regiunea I altfel analizim regiunea
II. Prezentim in continuare textul pseudo-Pascal al
functiei pint3 prin aceastd metoda [3]:

function pint3(A,B,C,M:point) :Boolean;
var sl,s2:Real;
begin
if (x,<x,) or (x,<x.)
then pint3:=false
else
begin
S2:= (X,=%,) * (Vo=V,) = (VmV,) * (X=%,) 7
if (x,<x5) or (x,=x.
then sl::(xM—xA)*(yB—yA)—(yM—yA)*(xB—XA
else sl::(yM—yc)*(XB—XC)—(XM—XC)*(yB—yc);

pint3:=((sl2) and
and (s220))
end
end;

Prin aceasti metodi sunt necesare 10 aduniri/scideri,
4 inmultiri, 8 comparatii, 4 operatii logice and/or si
maxim 3 operatii de atribuire. Se observd ci aceastd
metoda este mai rapidd decit metoda bazati pe utilizarea
functiei p.

4.2, Punct interior unui patrulater simplu

Se considerd patrulaterul simplu ABCD (fird autointer-
sectdri) ale cdrui varfuri sunt date prin coordonate carte-
ziene: A(x,,y,), B(xgyy), Clxoye), Dxpyy) st M(x,,y,,)
un punct din planul xOy (fig. 13).

Fie pint4(2,B,C,D,M) functia ce ia valoarea true
dacd M este punct interior patrulaterului ABCD si false
in caz contrar. O metodi de evaluare a functiei pint4
presupune utilizarea functiei p, dar putem utiliza si functia
pint3, dacd impirtim patrulaterul in doud triunghiuri
prin intermediul unei diagonale.

¢ c
B
D
A
A D B
Fig. 13. Patrulatere simple
a: metoda p, b:triangularizare

a) Metoda functiei p
In acest caz (fig. 13/a), functia pint4 poate fi definiti
astfel:

pint4(a,B,C,D,M)=true daci simultan au loc
egalitatile:

(A, M,D)=1, p(D,M,C)=1, p(C,M,B)=1
i p(B,M,A)=1.

Tn caz contar pint4 (A,B,C,D,M)=false.

Deci evaluarea functiei pint4 necesitd 28 de operatii
de adunare/ scidere, 16 operatii de inmultire, 12
comparatii, 3 oparatii logice si 16 atribuiri; ceea ce
inseamni un efort de calcul apreciabil.

b) Metoda triangularizérii
Condsiderand diagonala AC, patrulaterul ABCD se
imparte in doud triunghiuri (ABC si DAC). Deci:
pint4 (A,B,C,D,M)=pint3 (A,B,C,M)
or pint3(D,A,C,M),
fiind necesare 20 aduniri/scideri, 8 inmultiri, 16
comparatii, 9 operatii logice si cel mult 6 atribuiri.

4.3. Punct interior unui poligon convex

Pentru evaluarea functiei pint (poligon,M) se poate
utiliza fie functia p, fie metoda triangularizirii (ducand
diagonale sau considerind centrul de greutate si formand
triunghiuri). Dacd evaluarea functiei pint este solicitatd
de mai multe ori pentru acelasi poligon, atunci se justificd
utilizarea urmdtorului algoritm eficient[9]:

Se creeazd un arbore de cautare cu varfurile poligonu-
lui convex, avind drept criteriu de ordonare unghiul pe
care dreapta care uneste centrul de greutate si un varf, il
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face cu axa Ox. Astfel, dacd patrulaterul are n varfuri, se
evidentiazd n sectoare. Mai intdi, prin ciutare in arbore, se
determind sectorul in care se gaseste punctul M, iar apoi se
vede dacd M este in interior sau in exterior folosind, de
exemplu, functia p sau functia pint3 apelatd o singurd
datd.

4.4, Punct interior unui poligon oarecare

Fie pol un poligon ale cirui virfuri sunt pol(i) pentru i=1,
2, ..., m,1ar laturile lui sunt segmente cu extremittile varfuri
consecutive (presupunem ci pol(0)=pol(n) si pol (n+1)
=pol(1)). Fie M un punct din planul poligonului. Trasim
o semidreaptd cu originea in M si numirdm intersectiile
acesteia cu poligonul (fig. 14). Dacd numirul de intersectii
este impar atunci M este punct interior, iar dacd numdrul
intersectiilor este par, atunci punctul M este unul exterior
poligonului. Totusi, apar complicatii atunci cind semi-
dreapta are mai mult de un punct comun cu cel putin una
din laturile poligonului.

Fig. 14.

Urmitoarea descriere pseudo-Pascal a functiei
pint (pol,M) utilizeazd o semidreaptd de test orizontald,
presupune ci pol(1) este punctul cu cea mai micd abscisa si
cea mai micd ordonatd pentru a ne asigura cd dacd pol(1)
este pe semidreapta de test, pol(0) nu poate fi pe aceastd
semidreaptd.

function pint (pol:poligon;M:point) :Boolean;
var contor,index curent,index ancora:Integer;
semidreapta, latura:line;
begin
contor:=0; index ancora:=0;
pol (0) :=pol(n);
pol(n+l) :=pol (1) ;
semidreapta.init:=M;
semidreapta.final:=M;
semidreapta.final.abscisa:=maxint;
for index curent:=1 to n do
begin
latura.init:=pol(i);
latura.final:=pol(i);
if not f(latura,semidreapta)
then
begin

latura.final:=pol (index ancora);
index ancora:=index curent;

if f(latura, semidreapta) then
Inc (contor)
end
end;

pint:=(contor mod 2)=1
end;

In descrierea precedenti s-au utilizat urmitoarele
tipuri de date:
type point=record
x,y:tip coordonate
end;
linie=record
int, final:point;
poligon=array(0..maxim) of point,

iar functia £ corespunde unei implementiri a proble-
mel intersectiei a doud segmente (vezi sectiunea 2.2). Se
poate observa usor ci algoritmul are complexitate liniara.
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