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P060107: Telefoane mobile

Timo Tossavainen, Jyrki Nummenmaa
Este mai usor si gisim solutia daci luim in considerare
doar cazul unidimensional (un vector de dimensiune N)
pentru care avem actualizdri si interogdri pentru un
interval. Dupd gisirea unei solutii pentru aceastd variantd,
va fi relativ simplu sd o generalizim pentru doui (sau chiar
mai multe) dimensiuni.

Cazul unidimensional

Daci valorile vectorului sunt memorate in maniera clasic,
atunci determinarea sumei unui interval necesitd O(N) ope-
ratii. Ridspunsul la o interogare referitoare la suma valo-
rilor dintr-un interval [X, Y] poate fi determinat daci sunt
cunoscute sumele pentru intervalele [1, X - 1] si [1, Y]; el
va fi calculat scizand cele doui valori. Sumele corespunzi-
toare intervalelor de forma [1, 7] pot fi stocate intr-un ta-
bel si, in acest caz, rispunsul la interogirile referitoare la
intervale de forma [X, Y] poate fi calculat intr-un timp
O(1). Totusi, dacd dorim si pastrim aceste sume, o actua-
lizare ar necesita O(N) operatii.

Arborele indexat binar este o structurd de date care
permite determinarea sumelor si efectuarea actualizirilor
in timp O(log N) si nu necesita spatiu suplimentar de me-
morie, cantitatea de memorie ocupati fiind egali cu cea pe
care ar ocupa-o vectorul clasic. In figura 1 este prezentat
un astfel de arbore.

Elementele tabloului sunt indexate cu numere cuprin-
se intre 1 si N, iar elementul de la indicele I contine suma
corespunzitoare intervalului [/ - 2 + 1, I], unde k repre-
zintd numdrul zerourilor aflate dupd ultimul 1 din repre-
zentarea binard a valorii /. Suma corespunzitoare unui in-
terval poate fi determinatd folosind 2 - O(log N) operatii.

nivelul 3
nivelul 2

nivelul 1

nivelul 0
| valorile vectorului
indecsi

2

Figura 1. Un arbore indexat binar. Liniile continue indic&
directiile (traseele de la un element la altul) folosite pen-
tru actualizare, iar linia intreruptd indica directia folosita
pentru interogarea referitoare la suma elementelor din
intervalul [1, 7] (7 + 11 + 10 = 28). Tabloul initial nu
trebuie memorat; In memorie se afl& doar liniile care re-
prezintd niveluri ale arborelui.

In cazul in care numirul de telefoane active dintr-o
anumitd celuli 7 creste/scade cu x, va trebui si actualizim
valorile pastrate. O actualizare necesitd modificarea tutu-
ror elementelor care pastreazi sume ale unor intervale, ca-
re contin si pozitia /. Vom porni de la elementul cu indi-
cele I si vom aduna/scidea valoarea x. Pentru a determina
urmitorul element care trebuie actualizat, va trebui si
adunim la 7 valoarea 2% unde k reprezinti numirul zerou-
rilor aflate dupd ultimul 1 din reprezentarea binari a valo-
rii /. Vom continua pand in momentul in care obtinem o
valoare mai mare decit N. Se observi ci actualizdrile nece-
sita O(log N) operatii.

Pentru interogdri referitoare la suma elementelor unui
interval de forma [1, I] vom porni tot de la elementul cu
indicele . Pentru a determina urmitorul element va trebui
si scidem din 7 valoarea 2%, unde k reprezinti numirul
zerourilor aflate dupd ultimul 1 din reprezentarea binari a
valorii /. Vom continua pani in momentul in care obtinem
valoarea 0. Se observa ci o astfel de interogare necesitd
O(log N) operatii. Datoriti faptului cd, pentru a determi-
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na suma corespunzitoare unui interval de forma [X, Y],
avem nevoie de doud astfel de interogiri, numirul total de
operatii va fi 2 - O(log N). Rdspunsul la interogare este cal-
culat tnsumand valorile tuturor elementelor traversate.
Interogirile pot fi optimizate pentru intervale mici,
daci se observi ci cele doud sume care trebuie calculate
sunt obtinute, folosind anumite elemente comune. Dato-
ritd faptului c3 rispunsul final este dat de diferenta celor
doud sume, se observi ci valorile elementelor comune
sunt adunate si apoi scizute. Asadar, ciutarea se poate
opri in momentul in care se ajunge la un element comun.

Exemplu pentru actualizare

Presupunem cd dorim s actualizim valoarea elementului
de pe pozitia 3 si avem N = 8. Vom porni de la indicele 3
= 11,. Vom actualiza valoarea, si apoi vom trece la
elementul urmator. Nu existd nici un 0 dupa ultimul 1 din
reprezentarea binard a lui 3, deci vom trece la pozitia 3 +
20 = 4 = 100,. Actualizim valoarea i apoi trecem la
elementul urmdtor. Existd doud zerouri dupi ultimul 1 din
reprezentarea binard a lui 4, deci vom trece la pozitia 4 +
2% = 8 = 1000,. Dupd actualizarea valorii vom trece la
elementul 8 + 2° = 16, deoarece existd trei zerouri dupd
ultimul 1 din reprezentarea binard a lui 8. Observim cd am
depisit valoarea N si ne oprim.

Exemplu pentru interogare

Presupunem cd dorim s aflim suma elementelor din in-
tervalul [1, 7]. Vom porni de la indicele 7 = 111,. Preluim
valoarea din aceastd pozitie intr-o variabild care va contine
suma partiald si apoi trecem la pasul urmdtor. Nu existd
nici un 0 dupd ultimul 1 din reprezentarea binari a lui 7,
deci vom trece la pozitia 7 - 2° = 6 = 110,. Preluim valoa-
rea si 0 adundm la suma partiald, apoi trecem la pasul ur-
mator. Existd un zero dupd ultimul 1 din reprezentarea bi-
nard a lui 6, deci vom trece la pozitia 6 + 2 = 4 = 100,. Pre-
ludm si aceastd valoarea (addugind-o la suma partiald) si
apoi vom obtine valoarea 4 - 22 = 0, deoarece existd doud
zerouri dupd ultimul 1 din reprezentarea binari a lui 4.
Am obtinut valoarea 0, deci ne oprim; suma obtinuti in
acest moment corespunde intervalului [1, 7].

Cazul bidimensional
Solutia cazului unidimensional poate fi generalizatd pen-
tru oricate dimensiuni. Pentru rezolvarea acestei probleme
sunt necesare doud dimensiuni. Arborii sunt construiti in
acelasi mod ca si 1n cazul unidimensional, formandu-se un
"arbore de arbori". In aceasti structuri, elementul de pe
pozitia [X, Y] va contine suma corespunzitoare dreptun-
ghiului care are coltul stinga sus in pozitia [X - 26+ 1, Y -
2!+ 1], unde k reprezinti numirul zerourilor aflate dupi
ultimul 1 din reprezentarea binari a valorii X, iar unde /
reprezintd numdrul zerourilor aflate dupd ultimul 1 din
reprezentarea binard a valorii Y.

Folosind aceastd structurd vom putea rispunde intr-un
timp O((log N)?) la interogari referitoare la suma elemen-

telor din dreptunghiul care are coltul din stinga-sus in
pozitia [1, 1] si coltul din dreapta-jos in pozitia [X, Y].
Pentru a determina suma § a elementelor unui dreptunghi
care are coltul din stanga-sus in pozitia [X,, Y] si coltul
din dreapta-jos 1n pozitia [X,, Y,] vom avea nevoie de
patru interogiri (toate referitoare la dreptunghiuri care au
coltul din stinga-sus in pozitia [1, 1]):
o dreptunghi cu coltul din dreapta-jos in pozitia [X,, Y]
($));
o dreptunghi cu coltul din dreapta-jos in pozitia [X,, Y]
(5,);
o dreptunghi cu coltul din dreapta-jos in pozitia [X,, Y]
(55
o dreptunghi cu coltul din dreapta-jos in pozitia [X,, Y]
).
Vomavea$§=S§,-S5,-5+S,.

fn cazul bidimensional poate fi realizati aceeasi opti-
mizare ca in cazul unidimensional. Astfel, pentru dreptun-
ghiuri mici, cdutarea se opreste in momentul in care se gi-
sesc celule comune in momentul calculirii unor sume care
apar cu semne diferite in formula finald.

Observatie

Pentru ca proprietitile folosite pentru actualizare si inte-
rogare si fie respectate, indicii folositi pentru un arbore
indexat binar trebuie si inceapi cu valoarea 1. In aceasti
problemd, indicii incep cu valoarea 0, deci trebuie efectua-
td o corectie a acestora (adunarea valorii 1 dupi citirea lor).

Exemple pentru actualizare
S3 presupunem cd dorim sd actualizim valoarea elementu-
lui de pe pozitia (2, 5) si avem N = 8. Va trebui si deter-
minim elementele de pe linia a doua care trebuie actuali-
zate. Pentru o linie folosim acelasi procedeu ca si in cazul
unidimensional. Vom actualiza elementele de pe coloanele
5=101,,5+2°=6=110, si6+2'=8= 1000,. Vom trece
apoi la linia urmitoare: 2 + 2! = 4 = 100, si actualizim
elementele de pe aceleasi coloane. Ultima linie va fi 4 + 22
=8 =1000, si se vor actualiza elementele de pe aceleasi
coloane.

In figura 2 sunt prezentate traseele parcurse pentru ac-
tualizarea elementului de pe pozitia (5, 2).

Vom prezenta si exemplul actualizirii elementului de
pe pozitia (1, 1). Traseele parcurse sunt ilustrate in figura
3.

Figura 2. Traseele parcurse pentru actualizarea structurii
de date in cazul modific&rii numarului de telefoane mo-
bile active din celula de coordonate (5, 2)



Exemple pentru interogare
Sa presupunem ci dorim s aflim suma elementelor din
dreptunghiul care are coltul din stinga-sus 1n pozitia (1, 1)

Figura 3. Traseele parcurse pentru actualizarea structurii
de date in cazul modificarii numérului de telefoane mo-
bile active din celula de coordonate (1, 1)

si coltul din dreapta-jos in pozitia (7, 7). Va trebui si de-
terminim elementele de pe linia a saptea care trebuie ac-
tualizate. Pentru o linie folosim acelasi procedeu ca si in
cazul unidimensional. Vom adiuga la suma partiald ele-
mentele de pe coloanele 7=111,,7-2°=6=110,51 6 -
2t =4 =100,. Vom trece apoi la linia urmitoare: 7 - 2* =
6 =110, si vom adiuga la suma partiali elementele de pe
aceleasi coloane. Ultima linie va fi 6 - 2" = 4 = 100 si se
vor aduna elementele de pe aceleasi coloane.

In figura 4 sunt prezentate traseele parcurse pentru de-
terminarea sumei elementelor din dreptunghiul considerat.

Figura 4. Traseele parcurse pentru determinarea sumei co-
respunzdtoare dreptunghiului care are coljul din sténga-
sus in pozitia (1, 1) si coltul din dreapta-jos in pozitia (7, 7).

Vom prezenta si exemplul determindrii sumei elemen-
telor din dreptunghiul care are coltul din stinga-sus in po-
zitia (1, 1) si coltul din dreapta-jos in pozitia (3, 6). Trase-
ele parcurse sunt ilustrate in figura 5.

Figura 5. Traseele parcurse pentru determinarea sumei co-
respunzgtoare dreptunghiului care are coliul din stéinga-
sus in pozitia (1, 1) si coltul din dreapta-jos in pozitia (3, 6).

Dreptunghiuri corespunzdatoare unor celule

In figura 6 sunt reprezentate dreptunghiuri corespunzi-
toare anumitor celule. Celula este hasurat in negru, iar
dreptunghiul corespunzitor este hasurat in gri.

Figura 6. Dreptunghiurile (hasurate in gri) corespunza-
toare anumitor celule (hasurate Tn negru)

PO60102: Jocul loiwari

Gyula Horvath
Jocul IToiwari este o adaptare a jocurilor existente din fa-
milia Mancala. Diferite caracteristici (numirul de adanci-
turi, numdrul si distributia mirgelelor si, in special, regu-
lile jocului) au fost modificati pentru ca urmitoarele con-
ditii sa fie satisficute:
¢ jocul poate fi castigat de Jucitorul 1;
* In majoritatea situatiilor strategia de cistig nu se giseste
usor;
¢ existd o solutie eficientd care foloseste o cantitate rezo-
nabili de resurse (memorie si timp CPU);
¢ jocul se poate termina la egalitate;
e numirul diferitelor instante ale jocului este suficient de
mare pentru testarea programelor concurentilor.

Considerdm graful orientat ale cirui noduri sunt pe-
rechi de forma (w, B) unde w poate avea valoarea 1 sau va-
loarea 2 si identifici jucitorul aflat la mutare, iar B este o
posibild configuratie a tablei (ignorand bincile).

Existd un arc de la nodul (#, A) la nodul (v, B) daci si
numai daci # + v = 3 si configuratia B poate fi obtinutd din
configuratia A, pe baza unei mutiri valide. Datoritd faptu-
lui cd, dupa fiecare mutare, numirul de mirgele din adin-
cituri scade, graful este aciclic.

Fie Dif(w, B) cea mai mare diferentd de scor pe care o
poate obtine Jucitorul 1 in cazul in care se porneste din
configuratia B si Jucitorul 2 joacd optim. Ajungem la
urmitoarea formuli:

Move(B, i) reprezinti configuratia tablei dupi efectua-
rea mutdrii corespunzitoare adanciturii 7 (mutarea care
incepe cu alegerea adanciturii z), iar D(B, i) reprezintd di-
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ferenta dintre numdrul mirgelelor aflate in banca Jucito-
rului 1 si numirul mirgelelor aflate n banca Jucitorului 2
dupi efectuarea mutdrii corespunzitoare adanciturii 7.

Este evident ci exista o strategie sigurd de cistig pen-
tru Jucdtorul 1, dacd si numai daci Dif(1, B) > Q.

Algoritmul recursiv

Formula recursivd de determinare a valorilor Dif poate fi
folositd pentru a gdsi o solutie rapidd a problemei: Jucito-
rul 1 va alege intotdeauna adancitura i cireia ii corespunde
o valoare maximi pentru Dif. Este evident ci acest algo-
ritm nu este eficient, deoarece trebuie s3 determine la fie-
care pas (inaintea fiecirei mutdri) valoarea functiei Dif.
Mai mult, este recalculati valoarea corspunzitoare unei
configuratii de fiecare datd cind aceasta este "accesatd"
(valoarea corespunzitoare apare in formul).

Algoritmul de memoizare

Putem tmbunititi eficienta algoritmului recursiv daci me-
moram valorile Dif(w, B) dupi calcularea lor pentru prima
dati si apoi le preluim de fiecare datd cand avem nevoie de
ele, far3 a mai fi necesari recalcularea lor.

Pentru a memora aceste valori, vom atribui cite un
numdr unic de identificare pentru fiecare configuratie po-
sibild a tablei. Deoarece, pe parcursul jocului, fiecare adan-
citurd poate contine cel mult cinci mirgele, fiecare confi-
guratie poate fi identificatd in mod unic printr-un numir
de sapte cifre scris in baza 6.

La inceput, programul va determina valorile optime
pentru subproblemele corespunzitoare determinirii valo-
rilor Dif(w, B) si pastreazd mutarea optim intr-un tabel.
Calculele sunt realizate folosind o tehnicd recursivd cu
memoizare. In timpul jocului, algoritmul va ciuta mutarea
optimd 1n acest tabel.

Cantitatea de memorie necesari este de 3 - MaxN bytes,
unde MaxN este 279935 (cel mai mare numdr de sapte ci-
fre scris in baza 6).

Se observa ci fiecare configuratie este echivalentd cu
alte configuratii obtinute prin rotatie. Spatiul necesar poa-
te fi redus la jumitate dacd atribuim fiecirei configuratii
cel mai mic numir obtinut considerand toate configuratiile
echivalente obtinute prin rotatie.

Timpul necesar executiei programului este proportio-
nal cu numirul arcelor grafului (la care se adauga timpul
necesar initializarii tabelelor). O aproximatie (prin adaos)
a limitei superioare este 7 - MaxN.

Algoritmi greedy

Poate fi implementat un algoritm care foloseste o strategie
de tip greedy. Algoritmul va "privi in viitor" doar un sin-
gur pas (o singurd mutare). Jucitorul va alege intotdeauna
mutarea care corespunde optimului local. Aceastd strate-
gle este optimd doar pentru citeva instante ale jocului. De-
si un algoritm, care "priveste in viitor" doi pasi ar trebui
si fie mult mai bun, In practici un astfel de algoritm pierde
aproape intotdeauna jocul.

Algoritmul probabilist

O alti posibilitate de rezolvare a problemei o constituie un
algoritm care incearcd si ghiceascd mutarea corectd. Pro-
babilitatea de a cistiga jocul alegind la intimplare (aleator)
mutirile efectuate este foarte mica.

PO60103: Doi-cinci

Sergey Melnik
Solutia se bazeazi pe o functie numconts care, pentru o
multime arbitrard datd, formatd din litere care au pozitiile
fixate, determini numdrul de posibilititi de a plasa restul
literelor. Se va incerca pozitionarea literelor pe marginile
unui contur al unui tablou Young (acelasi tip de contur
care apare si in cazul problemei Depozit - vezi pagina 20).

Daci toate literele au fost pozitionate, atunci existd o
singurd posibilitate de continuare: nu se mai realizeaza nici
o altd operatie. Deci, pentru o stare completd (toate literele
sunt pozitionate), numconts va initializa cu 1 valoarea
snum(states - 1]. In continuare se va completa tabelul
folosind functia calcstate.

Functia calcstate returneazd numirul posibilititilor de
a alege pozitii pentru literele rimase, dindu-se literele po-
zitionate anterior si conturul corespunzitor acestei pozi-
tiondri. Se va Incerca pozitionarea urmitoarei litere in toa-
te pozitiile valide si se vor insuma valorile obtinute prin
autoapeluri recursive corespunzitoare noilor contururi ob-
tinute. Rezultatele intermediare sunt pdstrate in tabelul
snum pentru a nu fi necesard recalcularea lor.

Rezolvarea problemei folosind functia numconts este
relativ simpld. S presupunem ci dorim si determinim nu-
mirul corespunzdtor unui anumit cuvint. Vom pdstra o
valoare corespunzitoare numdrului primului cuvant (in
ordine alfabeticd), care poate fi generat folosind literele ca-
re sunt fixate in acel moment. Vom fixa literele, una cite
una, incepand cu cea mai semnificativd. O literd va fi fixatd
alegand la inceput valoarea 'A" si apoi vom alege succesiv
valorile urmitoare pand cand ajungem la cea doritd. De
fiecare dati cind alegem o noud valoare pentru litera cu-
rentd, folosim functia numconts pentru a determina numa-
rul cuvintelor peste care "s-a sirit" pe parcursul efectuirii
operatiei si valoarea curenti este actualizati corespun-
zator. Dupd fixarea tuturor literelor am obtinut solutia
corectd.

Efectuarea operatiei inverse este asemdnitoare. Vom
pozitiona literele una cite una, incrementind valorile lor
pand in momentul in care valoarea curentd depiseste va-
loarea doriti. In momentul aparitiei depisirii efectuim "un
pas Tnapoi” (decrementim valoarea literei), si trecem la
litera urmitoare. La sfarsit, valoarea curenti este egald cu
valoarea doritd si am obtinut cuvantul corect.

Functia calcstate determind numdrul literelor care se
afld intre litera curentd si ultima literd inseratd in contur.
Folosind acest numdr, este posibil si verificim numdrul
continudrilor peste care s-a "sirit" alegind continuarea
curentd si care au fost "pierdute”. Acest numir al conti-
nuirilor "pierdute” este scizut din numdrul continudrilor



posibile. Addugand literele in acest mod (folosind o tehni-
cd recursivi), vom observa cd unele litere pot fi asezate
intr-o singura pozitie. Aceste litere sunt fixate; aceste po-
zitil fixe sunt folosite la plasarea literelor.

PO60704: Score

Timo Poranen, Jyrki Nummenmaa

Testarea anumitor tipuri de proprietiti ale unui proces cu
numir de stiri poate fi privitd ca un joc MC. Cistigarea
unui joc MC indici dacd proprietatea consideratd este res-
pectatd pentru un anumit proces. Jocul Score este o adap-
tare a jocurilor MC de conectivitate a ciclurilor, o catego-
rie speciald a jocurilor MC. Notiunea de conectivitate a ci-
clurilor indici faptul ci toate ciclurile cuprinse intr-o com-
ponentd tare conexd a grafului jocului au cel putin un nod
comun. Strategia optimd pentru jocul Score poate fi deter-
minatd in timp liniar folosind un algoritm bazat pe
cdutarea in adancime.

Din enuntul problemei rezultd ci starea initiald a jocu-
lui permite intotdeauna alegerea unei sigeti astfel incat,
daci jocul dureazi destul de mult, jetonul ajunge din nou
in pozitia initiald. Aceasta inseamni ci ciclurile grafului au
cel putin un nod comun si anume cel corespunzitor pozi-
tiel initiale.

Strategia de castig implicd alegerea unui drum de la po-
zitia curentd la pozitia de pornire in cazul in care dupid
parcurgerea drumului scorul Jucitorului 1 este mai mare
decit scorul adversarului. Daci acest lucru nu este posibil,
atunci se alege un drum dupi parcurgerea ciruia scorul ad-
versarului este minim.

Pentru a gisi cea mai bund alegere (cea mai convena-
bild sigeatd) pentru pozitia curent, se foloseste un algo-
ritm care combini cdutarea In adincime cu urmitoarele
reguli recursive de alegere a sagetilor:
¢ daci existd unul sau mai multe drumuri dupi a ciror par-

curgere scorul Jucitorului 1 este mai mare decit cel al
adversarului, atunci se alege drumul care duce la obtine-
rea celui mai mare scor;

e daci dupi parcurgerea oriciruia dintre drumurile care
pornesc din pozitia curentd, scorul adversarului este mai
mare, atunci se alege drumul pentru care scorul adversa-
rului este minim.

Algoritmi greedy

Jucitorul 1 poate folosi o strategie in care "priveste in vii-
tor" un singur pas. El va alege intotdeauna o sigeatd care
va duce la o pozitie a cirui posesor este si cireia ii cores-
punde o valoare cit mai mare.

Daci nici o sigeatd care pleacd din pozitia curentd nu
ajunge intr-o pozitie a Jucitorului 1, atunci se va alege o
sigeatd care duce in pozitia adversarului cu cea mai micd
valoare.

Aceasti strategie poate fi imbundtatitd daci se "prives-
te in viitor" cu mai multi pasi. Totusi, gisirea strategiei op-
time poate fi gisitd doar prin ciutarea tuturor drumurilor
posibile pani la atingerea pozitiei initiale.

Algoritmul probabilist

O alti posibilitate de rezolvare a problemei o constituie un
algoritm care incearcd sd ghiceascd sigeata corectd. Proba-
bilitatea de a castiga jocul alegind la intdmplare (aleator)
sagetile este foarte micd.

PO60105: Criptare dubla

Tom Verhoeff
Criptarea dubld, asa cum este ea aplicatd in aceastd pro-
blemd, oferd o securitate suplimentard mult mai micd de-
cdt s-ar pirea la prima vedere. Dacd lungimea cheii este de
n biti, atunci o ciutare exhaustiva trebuie si ia in consi-
derare toate cele 27 chei. S-ar putea crede ci criptarea du-
bl3, folosind doud chei independente a cate 7 biti, cores-
punde unei criptiri simple cu o cheie avind lungimea de
2 - n biti. Totusi asa-numitul meet-in-the-middle attack
(atac cu intdlnire la mijloc) aratd cd aceastd criptare nu
oferd o securitate mai mare dect o criptare simpld cu o
cheie de lungime 7 + 1. In practici este folositi criptarea
tripld, cunoscutd sub numele de Triple DES.

Atacul cu intdlnire la mijloc functioneazi astfel: textul
p este criptat folosind toate cele 2” chei posibile si rezulta-
tele sunt stocate (folosind o tehnicd oarecare) Intr-un ta-
bel; In continuare, textul obtinut dupi criptarea dubld este
decriptat folosind toate cele 27 chei posibile; fiecare rezul-
tat al decriptdrii este ciutat in tabel i in cazul in care s-a
intalnit o concordantd, atunci cheia k, este cheia curentd,
iar cheia k, este cheia corespunzitoare pozitiei din tabel la
care s-a gasit concordanta. Teoretic, este posibild aparitia
mai multor concordante, dar este foarte putin probabil si
apari un astfel de caz. Pentru aceastd problemi este sufi-
cienti gasirea unei singure perechi de chei.

Vom studia acum putin mai detaliat efortul computa-
tional de care este nevoie pentru gisirea celor doud chei.
Pentru a traversa spatiul cheilor posibile avem nevoie de
doud operatii:

FirstKey(var key:Block);

NextKey (var key:Block) :Boolean;
unde valoarea returnatd de NextKey indicd existenta sau
inexistenta unui succesor pentru cheia curenti.

Structura de date corespunzitoare tabelului care pis-
treazd rezultatele criptirii textului p trebuie s puni la dis-
pozitie urmitoarele operatii:

EmptyTable;

Store (const msg:Block; const key:Block);

Retrieve (const msg:Block;

var found:Boolean; wvar key:Block);

Operatia EmptyTable initializeazd un tabel vid.

Cu ajutorul operatiei Store este adiugatd o pereche
(msg, key) cu proprietatea msg = Encrypt (p, key).

Prin intermediul operatiei Ret rieve este verificatd pre-
zenta unui mesaj msg si, in cazul gisirii unui astfel de me-
saj, este furnizatd valoarea cheii corespunzitoare k pentru
care msg = Encrypt (p, key).

Mai trebuie adiugatd o operatie care permite verifica-
rea egalitdtii a doud mesaje (structuri de tip Block).
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Operatiile Store si Retrieve trebuie si fie efectuate
foarte rapid (preferabil in timp constant), fapt care sugerea-
z4 folosirea unei tabele de dispersie (tabela hash) deschise.

PO60106: Depozit

Jyrki Nummenmaa, Erkki Mikinen
Firi a restringe generalitatea putem presupune ¢ avem
containere etichetate cu numere cuprinse Intre 1 si N.

Algoritmul de cautare exhaustiva
Vom genera toate permutirile numerelor 1, 2, ..., N. Pen-
tru fiecare permutare vom genera plasamentul containere-
lor 1n depozit folosind metoda muncitorului si vom com-
para plasamentul obtinut cu plasamentul furnizat la intra-
re. Vom furniza la iesire toate permutirile cirora le cores-
punde un plasament identic cu cel de la intrare.

Totusi, un program care implementeazi aceasta versi-
une a algoritmului nu se incadreaza in limita de timp ad-
misd decat pentru valori mici ale lui N.

Algoritm care foloseste metoda backtracking

In continuare vom prezenta un algoritm bazat pe urmi-
toarea idee: vom elimina succesiv containere, determinind
starea depozitului pentru situatia in care containerul elimi-
nat ar fi fost ultimul sosit in depozit. Determinarea stirilor
dupi eliminarea unui container poate implica mutarea
unor containere pe liniile de deasupra, operatie opusi celei
de la inserare (care implicd mutdri pe liniile de dedesubt).

Pentru fiecare container de pe prima linie vom apela
metoda RecursiveDelete. Aceasta are parametrii depot,
item si solution; pentru primul apel parametrul solu-
tion va fi un sir vid (nici un container).

Daci item este singurul container rimas in depozit,
atunci acesta este addugat in lista solution si solutia ob-
tinutd este furnizatd la iesire.

Daci item nu este singurul container rimas in depo-
zit, atunci acesta este addugat in lista solution, este elimi-
nat din depozit si pentru toate containerele de pe prima li-
nie este apelati metoda PullUp (depot, item, solution).

Metoda Pul1Up are trei parametri: depot, item §i so-
lution. Dacd ne aflim pe ultima linie, atunci determinim,
pe baza valorilor corespunzitoare, toate containerele care
pot inlocui containerul item din linia anterioari. Fiecare
astfel de container va fi eliminat si pentru toate containe-
rele newiten de pe prima linie vom apela RecursiveDe-
lete (depot,newitem, solution).

Acest algoritm ia in considerare toate posibilititile de
a elimina containerele din depozit, deci va determina toate
solutiile posibile ale problemei.

Din nefericire, acest algoritm nu este eficient. Sunt "fa-
vorizate" intririle care contin linii scurte (in cazul cel mai
favorabil avem N linii cu cite un container). In cazul in
care avem o singurd linie cu N containere, algoritmul nu
este mai eficient decit cel care determind toate permutirile
posibile. Mai mult, datoriti detaliilor de implementare,
timpul de executie este in unele cazuri mai mare.

O optimizare evidenti poate fi observati imediat. In
momentul in care nu mai existi containere dect pe prima
linie, putem construi restul solutiei in timp liniar, deoarece
containerele respective trebuie s fi fost inserate in ordinea
in care se afli in acel moment. In caz contrar, inserarea
unui container ar fi trebuit si ducd la mutarea pe linia
urmitoare a unui alt container.

Chiar si folosind aceastd optimizare, algoritmul nu es-
te eficient. Dar, s observim ci PullUp executi mult mai
multe operatii decit ar fi necesar. Dacd studiem mai atent
problema, "descoperim" lema prezentati in continuare.

Lema

Presupunem ci d este un depozit care contine N - 1 con-
tainere si in care intrd un container. Considerim operatia
de mutare a unui container y de pe linia 7 pe linia r + 1 i
inserarea containerului x pe linia 7, in locul containerului
y. Este evident ¢ avem x < y s1 ' < x pentru fiecare con-
tainer y' aflat fnaintea containerului y pe linia 7 inaintea
mutdrii acestuia pe linia urmdtoare.

Folosind aceastd lemd ajungem la urmitorul rezultat:

Lema

Presupunem cd d este un depozit care contine N con-
tainere. Considerim operatia de mutare a unor containere
de pe linia 7 + 1 pe linia 7. In acest caz, fiecare container de
pe linia 7 + 1 poate fi luat In considerare doar daci este
gasit inlocuitorul pentru exact un container de pe linia
anterioard.

Folosind aceastd lema putem micsora foarte mult spa-
tiul de cdutare. Pentru a miri viteza de ciutare putem pis-
tra pentru fiecare container o listd cu containerele de pe li-
nia urmdtoare care pot fi mutate in locul su.

Daci luim in considerare urmitoarele rezultate, poate
fi gdsit un alt algoritm:

Lema

In momentul inseririi unui container, ultimul container
care trebuie pozitionat va ajunge pe ultima pozitie a unei
linii, iar linia de deasupra sa nu poate fi mai scurtd decit
linia pe care se afl3.

Lema

Despre fiecare container aflat la sfarsitul unei linii care nu
este la fel de lungi ca linia de deasupra, se poate spune cd
a fost ultimul adiugat.

Aceste leme sugereazd o cdutare similard cu cea pre-
zentatd anterior, dar incepand cu ultima linie. Avantajul
principal il constituie faptul ¢i vom incepe doar cu con-
tainere care pot fi mutate pe linia anterioari printr-o ope-
ratie inversa inserarii, spre deosebire de algoritmul ante-
rior care Incepe cdutarea de la prima linie si ar putea porni
cu un container care nu poate fi ultimul container inserat.



