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Runda 3, problema 2

Fantome
Aceastã problemã a fost rezolvatã corect de cãtre 43 dintre
participanþii la cea de-a treia rundã a Concursului de Pro-
gramare Agora. O rezolvare pentru o problemã echivalen-
tã a fost publicatã în numãrul 2/1994 al Gazetei de Infor-
maticã. 

Enunþul problemei echivalente era urmãtorul: O placã
dreptunghiularã de dimensiuni L1 ´ L2 (L1 £ 600, L2 £ 300)
este împãrþitã într-o reþea ortogonalã de pãtrate de laturã
1, în care sunt marcate N puncte albe ºi N puncte negre, toa-
te având coordonate întregi. Oricare trei dintre cele 2·N
puncte nu sunt coliniare. În scopul obþinerii unui circuit
imprimat prin corodarea plãcii, fiecare punct alb urmeazã
a fi unit printr-un segment de dreaptã cu un punct negru
oarecare, dar astfel încât oricare douã dintre cele N seg-
mente sã nu se intersecteze.

Singurele diferenþe, care au apãrut în cazul problemei
propuse la runda a treia, sunt reprezentate de stabilirea di-
mensiunilor tablei la 1.000 ´ 1.000 ºi posibilitatea ca
punctele sã aibã coordonate reale cu trei zecimale. Putem
înmulþi fiecare valoare cu 1.000 ºi obþinem o placã de di-
mensiuni 1.000.000 ´ 1.000.000.

În Gazeta de Informaticã 2/1994 erau prezentate douã
soluþii pentru rezolvarea problemei. Prima se baza pe me-
toda backtracking: se încearcã o conectare a punctului alb
(vânãtorului) curent cu un punct negru (fantomã) neco-
nectat încã, astfel încât segmentul (raza) format(ã) sã nu se
intersecteze cu nici unul dintre segmentele (razele) deja for-
mate. Este evident cã o astfel de soluþie nu se va încadra în
limita de timp admisã, aºadar nu vom mai insista asupra ei.

Cea de-a doua soluþie foloseºte un algoritm care evitã
metoda backtracking. Pentru început vom conecta punc-
tele într-un anumit mod. De exemplu, am putea conecta
punctele (vânãtorii ºi fantomele) în ordinea datã la intrare:
primul punct alb (vânãtor) cu primul punct negru
(fantomã) etc.

Vom indentifica prin Vi punctele albe (vânãtorii) ºi cu
Fi punctele negre (fantomele). Vom verifica apoi dacã
existã douã segmente V1F1 ºi V2F2 care se intersecteazã. În
acest caz conexiunile se vor modifica ºi noile segmente vor
fi V1F2 ºi V2F1. Este evident cã aceste segmente nu se vor
mai intersecta. 

Vom demonstra în continuare cã, prin schimbarea co-
nexiunilor, suma lungimilor celor douã segmente se redu-
ce. Vom nota cu O intersecþia segmentelor V1F1 ºi V2F2.
ªtim cã într-un triunghi lungimea unei laturi este întot-

deauna mai micã decât suma lungimilor celorlalte douã.
Aºadar, în triunghiul V1OF2 avem V1F2 < V1O + OF2, iar în
triunghiul V2OF1 avem V2F1 < V2O + OF1. Adunând cele do-
uã inegalitãþi obþinem V1F2 + V2F1 < V1O + OF1 + V2O + OF2,
adicã V1F2 + V2F1 < V1F1 + V2F2.

Aºadar, dupã fiecare modificare a conexiunilor suma
totalã a lungimilor segmentelor se reduce. Deoarece aceas-
tã sumã nu va fi niciodatã negativã, înseamnã cã dupã un
numãr finit de paºi nu vom mai avea intersecþii.

Se contureazã astfel urmãtorul algoritm de rezolvare a
problemei: atâta timp cât existã douã segmente care se in-
tersecteazã se modificã conexiunile pentru punctele cores-
punzãtoare.

Aceasta a fost soluþia prezentatã de majoritatea celor
care au obþinut punctaj maxim la aceastã problemã. Acest
lucru s-a datorat faptului cã redacþia a considerat cã o re-
zolvare corectã care nu foloseºte metoda backtracking
meritã 100 de puncte. Totuºi, puteau fi gãsite destul de
uºor date de test pentru care programele sã nu se încadre-
ze în limita de timp admisã. Ordinul de complexitate al al-
goritmului prezentat anterior este liniar în suma lungimi-
lor segmentelor, dar nu este polinomial în numãrul de
puncte, deoarece dupã modificarea conexiunilor pentru
douã segmente, segmentele nou formate se pot intersecta
cu alte segmente, deci numãrul de intersecþii nu se reduce
neapãrat, ci numai suma totalã a lungimilor.

Enunþul problemei, aºa cum a fost el publicat în nu-
mãrul 10/8 al GInfo a fost preluat din cartea Introducere
în algoritmi. Problema apare la sfârºitul capitolui 35 (Ge-
ometrie computaþionalã) - pagina 783. În CLR (aceasta
este denumirea folositã pe plan internaþional pentru cartea
Introducere în algoritmi; denumirea provine de la iniþiale-
le celor trei autori: Cormen, Leiserson, Rivest) apar urmã-
toarele indicaþii pentru rezolvarea problemei:
· Demonstraþi cã existã o linie care trece printr-un vânãtor

de fantome ºi printr-o fantomã, astfel încât numãrul vâ-
nãtorilor de fantome aflaþi de o parte a liniei este egal cu
numãrul fantomelor aflate de cealaltã parte. Descrieþi
cum se poate determina o astfel de linie într-un timp
O(n · log n).

· Se cere un algoritm de timp O(n2 · log n) care sã echiva-
leze numãrul vânãtorilor de fantome cu numãrul fanto-
melor în aºa fel încât sã nu se intersecteze nici o razã.

Sã prespunem cã am reuºit sã determinãm linia cerutã
la prima indicaþie. Am putea acorda un premiu celui care
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va gãsi un algoritm de rezolvare folosind astfel de linii.
Noi nu am reuºit. 

Din pãcate, varianta în limba românã a CLR conþine o
gravã eroare de traducere care probabil cã a creat confuzii
pentru mulþi dintre cei care au încercat sã rezolve aceastã
problemã bazându-se pe aceste indicaþii. Traducerea co-
rectã a primei indicaþii este urmãtoarea: demonstraþi cã
existã o linie care trece printr-un vânãtor de fantome ºi
printr-o fantomã, astfel încât numãrul vânãtorilor de fan-
tome aflaþi de o parte a liniei este egal cu numãrul fanto-
melor aflate de aceeaºi parte.

Acum este destul de simplu sã gãsim un algoritm, dacã
am determinat o astfel de dreaptã. Pentru rezolvare vom
folosi metoda divide et impera. Dreapta va împãrþi vânã-
torii ºi fantomele în douã mulþimi fiecare dintre ele conþi-
nând un numãr egal de vânãtori ºi fantome. Aºadar, acelaºi
algoritm poate fi aplicat pentru cele douã mulþimi fãrã a
exista pericolul ca vreun segment trasat în una dintre mul-
þimi sã se intersecteze cu un segment trasat în cealaltã mul-
þime sau cu segmentul care uneºte cele douã puncte care
determinã dreapta care separã mulþimile.

Problema mai dificilã este determinare dreptei care are
proprietatea cerutã. Ordinul de complexitate O(n · log n)
indicat aratã cã este foarte probabil sã folosim o anumitã
sortare pentru a determina acea dreaptã. Va trebui sã folo-
sim un algoritm performant cum ar fi heapsort sau merge-
sort pentru a ne încadra în ordinul de complexitate cerut.

Vom considera punctul P având coordonata y cea mai
micã, indiferent dacã reprezintã poziþia unui vânãtor sau a
unei fantome. 

Vom sorta toate celelalte puncte în funcþie de unghiul
format de dreapta care uneºte P de acest punct ºi dreapta
orizontalã care trece prin P.

Vom avea doi indicatori V ºi F, primul va indica numã-
rul vânãtorilor luaþi în considerare, iar al doilea numãrul
fantomelor. 

Dacã punctul P reprezintã o fantomã atunci iniþiali-
zãm V cu 0 ºi F cu 1, iar dacã reprezintã un vânãtor iniþia-
lizãm V cu 1 ºi F cu 0. 

Vom considera pe rând punctele sortate; dacã punctul
curent reprezintã un vânãtor incrementãm indicatorul V,
iar dacã reprezintã o fantomã incrementãm indicatorul F. 

În momentul în care vom avea V = F vom ºti cã sub
dreapta care uneºte punctul P cu punctul curent se aflã un
numãr egal de vânãtori ºi fantome. 

Vom demonstra în continuare cã, la un moment dat,
vom ajunge în situaþia în care V = F. Presupunem, fãrã a
restrânge generalitatea, cã în punctul P se aflã un vânãtor. 

Dacã în primul punct se aflã o fantomã atunci ajungem
în situaþia V = F = 1, deci am determinat deja o dreaptã cu
proprietatea cerutã. 

Dacã în ultimul punct se aflã o fantomã atunci, fie am
gãsit o dreaptã anterior, fie acest ultim punct ºi punctul P
determinã dreapta pe care o cãutãm. 

Aºadar, în cazul în care primul sau ultimul punct
reprezintã o fantomã este rezolvat. 

Sã presupunem acum cã atât primul, cât ºi ultimul
punct reprezintã un vânãtor. În acest caz iniþial vom avea
V = 1 ºi F = 0 (V - F = 1), iar înaintea considerãrii ultimului
punct V = n - 1 ºi F = n (V - F = -1). 

Deoarece valoarea V - F nu se poate modifica decât cu
1 la fiecare pas, pentru a ajunge de la 1 la �1 ea trebuie ne-
apãrat sã treacã ºi prin 0. Aºadar, la un moment dat ne
vom afla în situaþia pentru care V = F, deci vom avea dreap-
ta cerutã.

Datoritã faptului cã dupã sortare nu se face decât o
singurã parcurgere (într-un timp O(n)) a punctelor, ordi-
nul de complexitate rãmâne O(n · log n).

În total trebuie sã determinãm n astfel de drepte, deci or-
dinul de complexitate al algoritmului devine O(n2 · log n).

La implementare am folosit numere de la 0 la n - 1

pentru a identifica vânãtorii ºi numere de la n la 2·n � 1

pentru a identifica fantomele. 
Sã presupunem cã în sistemul de coordonate cu origi-

nea în P, avem douã puncte A ºi B de coordonate (x1, y1) ºi
(x2, y2). Pentru a sorta punctele în funcþie de unghi avem
trei cazuri:
· Dacã punctele A ºi B se aflã în primul cadran al sistemu-

lui de coordonate cu originea în P, atunci punctul A se
aflã înaintea punctului B în ºirul sortat dacã ºi numai da-
cã y1/x1 < y2/x2, adicã y1·x2 < y2·x1, deoarece coordo-
natele orizontale sunt pozitive. (Am înlocuit împãrþirile
cu înmulþiri pentru a mãri viteza de execuþie ºi a evita
împãrþirea cu zero.)

· Dacã punctele A ºi B se aflã în cadrane diferite, atunci
punctul din primul cadran îl va precede pe cel din al
doilea cadran.

· Dacã punctele A ºi B se aflã în al doilea cadran al sistemu-
lui de coordonate cu originea în P, atunci punctul A se
aflã înaintea punctului B în ºirul sortat dacã ºi numai da-
cã y1/x1 < y2/x2, adicã y1·x2 > y2·x1, deoarece coordo-
natele orizontale sunt negative.

Datoritã faptului cã am ales punctul P având coordo-
nata y minimã, punctele A ºi B nu se pot afla în al treilea
sau al patrulera cadran.

Vã prezentãm în continuare versiunea oficialã pentru
rezolvarea acestei probleme.

LLiissttiinngg  GGHHOOSSTTSS..CCPPPP
#include <stdio.h>

float x[1000],y[1000];

// coordonatele vanatorilor si fantomelor

int n, // numarul de vanatori si fantome

pair[500], // pair[i] va indica fantoma 

// ucisa de vanatorul i

p[1000]; // sir de indici folosit pentru 

// sortare si prelucrare

void ReadData(void){
FILE *f=fopen("GHOSTS.IN","rt");
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while (son){

int aux=p[k+left];

p[k+left]=p[son+left];

p[son+left]=aux;

k=son;

if ((k<<1)+left<=right){

son=k<<1;

if (((k<<1)+left)<right && 

HigherAngle(left,left+1+(k<<1),

left+(k<<1)))

son++;

if (HigherAngle(left,k+left,son+left)) 

son=0;

}

else
son=0;

}

}

void HeapSort(int left,int right){

// crearea unui heap pe baza unui vector

for (int i=(right-left)>>1;i;i--)

Sift(left,right,i);

// sortarea heap-ului

for (i=right-left;i>=2;i--){

int aux=p[left+1];

p[left+1]=p[left+i];

p[left+i]=aux;

Sift(left,left+i-1,1);

}

}

int FindLine(int left,int right){

// determina punctul cu care trebuie uni

// punctul de coordonata y minima pentru a

// determina o dreapta astfel incat numarul

// de vanatori care se afla de o parte a

// dreptei sa fie egal cu numarul de fantome

// care se afla de aceeasi parte a dreptei

int v=0,f=0;

for (int i=left;;i++){

(p[i]<n)?v++:f++;

if (v==f) 

return i;

}

}

void DivideEtImpera(int left,int right){

// functia care implementeaza metoda divide 

// et impera folosita pentru rezolvarea 

// problemei

if (left>=right) 

return; // multimea este vida

// se alege punctul de coordonata y minima

int ind=FindMinimum(left,right);

fscanf(f,"%d",&n);

for (int i=0;i<n<<1;i++)

fscanf(f,"%f%f",&x[i],&y[i]);

fclose(f);

}

int FindMinimum(int left,int right){

// determina punctul din multumimea curenta 

// care are coordonata y minima

int ind=left;

float min=y[p[left]];

for (int i=left+1;i<=right;i++)

if (min>y[p[i]])

min=y[p[ind=i]];

return ind;

}

int HigherAngle(int left,int p1,int p2){

// functia folosita pentru a stabili relatia

// de ordine dintre doua puncte

if (x[p[p1]]-x[p[left]]>=0 && 

x[p[p2]]-x[p[left]]>=0 && 

(x[p[p1]]-x[p[left]])*

(y[p[p2]]-y[p[left]])<

(x[p[p2]]-x[p[left]])*

(y[p[p1]]-y[p[left]]))

return 1; // puncte in primul cadran

if (x[p[p1]]-x[p[left]]>=0 && 

x[p[p2]]-x[p[left]]>=0 && 

(x[p[p1]]-x[p[left]])*

(y[p[p2]]-y[p[left]])<

(x[p[p2]]-x[p[left]])*

(y[p[p1]]-y[p[left]]))

return 1; // puncte in al doilea cadran

if (x[p[p1]]-x[p[left]]<=0 && 

x[p[p2]]-x[p[left]]>=0)

return 1; // puncte din cadrane diferite

return 0;

}

void Sift(int left,int right,int k){

// functia pentru scufundarea unui element

// intr-un heap

int son;

if ((k<<1)+left<=right){

son=k<<1;

if (((k<<1)+left)<right &&

HigherAngle(left,left+1+(k<<1),

left+(k<<1)))

son++;

if (HigherAngle(left,k+left,son+left)) 

son=0;

}

else
son=0;
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AAAAuuuu    rrrreeeezzzzoooollllvvvvaaaatttt     ccccoooorrrreeeecccctttt ::::

MMMMaaaarrrr iiii uuuussss     AAAAnnnnddddrrrreeee iiii ,,,,     BBBBuuuuccccuuuurrrreeeeºººº tttt iiii

MMMMuuuugggguuuurrrreeee llll     IIII oooonnnnuuuu þþþþ     AAAAnnnnddddrrrreeee iiii ccccaaaa,,,,     BBBBuuuuccccuuuurrrreeeeºººº tttt iiii

LLLL iiii vvvv iiii uuuu----CCCCoooossssmmmmiiiinnnn    AAAAnnnnddddrrrreeee iiii ccccuuuu þþþþ ,,,,     BBBBuuuuccccuuuurrrreeeeºººº tttt iiii

CCCCrrrr iiii ssss tttt iiii aaaannnn    BBBBaaaa iiii ccccoooo iiii aaaannnnuuuu,,,,     PPPP llll oooo iiii eeeeºººº tttt iiii

CCCCiiiipppprrrr iiii aaaannnn    BBBBaaaa iiii ccccuuuu,,,,     DDDDrrrroooobbbbeeee ttttaaaa    TTTTuuuurrrrnnnnuuuu    SSSSeeeevvvveeeerrrr iiii nnnn

LLLL iiii vvvv iiii aaaa    BBBBaaaannnnaaaa,,,,     DDDDrrrroooobbbbeeee ttttaaaa    TTTTuuuurrrrnnnnuuuu    SSSSeeeevvvveeeerrrr iiii nnnn

VVVVaaaa llll eeeennnn tttt iiii nnnn     BBBB iiii ººººaaaa,,,,     LLLLuuuuggggoooo jjjj

DDDDeeeennnn iiii ssss     BBBBooooggggddddããããnnnnaaaaºººº ,,,,     IIII aaaaºººº iiii

VVVVeeeennnncccceeee llll     BBBBoooorrrr ssss ,,,,     OOOOrrrraaaaddddeeeeaaaa

IIIIooooaaaannnnaaaa----VVVV iiii oooo llll eeee ttttaaaa    BBBBrrrruuuu ttttaaaarrrruuuu ,,,,     HHHHuuuunnnneeeeddddooooaaaarrrraaaa

CCCCiiiipppprrrr iiii aaaannnn    CCCCaaaannnnãããã,,,,     VVVVaaaassss llll uuuu iiii

AAAAddddrrrr iiii aaaannnn    CCCCâââârrrr ccccuuuu,,,,     BBBB iiii ssss tttt rrrr iiii þþþþ aaaa

HHHHoooorrrreeeeaaaa    CCCCoooorrrroooo iiii uuuu ,,,,     CCCCllll uuuu jjjj ----NNNNaaaappppooooccccaaaa

DDDDaaaannnn iiii eeee llll     CCCCrrrr iiii ººººaaaannnn,,,,     RRRRââââmmmmnnnn iiii ccccuuuu    VVVVââââ llll cccceeeeaaaa

VVVV llll aaaadddd    DDDDaaaassssccccãããã llll uuuu ,,,,     BBBBaaaaccccããããuuuu

AAAAnnnnddddrrrreeee iiii     DDDDaaaavvvv iiii dddd,,,,     RRRRââââmmmmnnnn iiii ccccuuuu    VVVVââââ llll cccceeeeaaaa

LLLLaaaauuuurrrreeeennnn tttt     DDDDeeeemmmmoooonnnneeee tttt ,,,,     FFFFrrrraaaannnn þþþþaaaa

RRRRaaaadddduuuu    DDDDoooonnnnddddeeeerrrraaaa,,,,     BBBBuuuuccccuuuurrrreeeeºººº tttt iiii

GGGGeeeeoooorrrrggggeeee     DDDDrrrruuuummmmeeeeaaaa,,,,     BBBBuuuuccccuuuurrrreeeeºººº tttt iiii

VVVV iiii nnnncccceeeennnn tttt     GGGGrrrrooooeeeennnnhhhhuuuu iiii ssss ,,,,     OOOOllllaaaannnnddddaaaa

IIIIooooaaaannnnaaaa----MMMMaaaarrrr iiii aaaa    IIII llll eeeeaaaannnnãããã,,,,     AAAAllllbbbbaaaa    IIII uuuu llll iiii aaaa

LLLL iiii vvvv iiii uuuu     LLLLaaaa llll eeeessssccccuuuu,,,,     CCCCrrrraaaa iiii oooovvvvaaaa

MMMMaaaaxxxx iiiimmmmiiii llll iiii aaaannnn    MMMMaaaacccchhhheeeeddddoooonnnn,,,,     BBBBuuuuccccuuuurrrreeeeºººº tttt iiii

PPPPaaaauuuu llll     MMMMaaaarrrr iiii nnnneeeessssccccuuuu,,,,     BBBBuuuuzzzzããããuuuu

CCCCoooossssmmmmiiiinnnn----SSSS iiii llll vvvveeeessss tttt rrrruuuu     NNNNeeeeggggrrrruuuusssseeeerrrr iiii ,,,,     BBBB iiii ssss tttt rrrr iiii þþþþ aaaa

MMMMiiiihhhhaaaa iiii ----VVVV llll aaaadddd    PPPPaaaannnn tttt iiii ºººº ,,,,     CCCCllll uuuu jjjj ----NNNNaaaappppooooccccaaaa

GGGGaaaabbbbrrrr iiii eeee llll     PPPPâââârrrr vvvvaaaannnn,,,,     RRRRââââmmmmnnnn iiii ccccuuuu    SSSSããããrrrraaaa tttt

MMMMiiiihhhhaaaa iiii     PPPPãããã tttt rrrraaaaººººccccuuuu,,,,     CCCCrrrraaaa iiii oooovvvvaaaa

BBBBooooggggddddaaaannnn----MMMMiiii llll oooovvvvaaaannnn    PPPP iiii llll ooooggggaaaa,,,,     TTTT iiiimmmmiiii ººººooooaaaarrrraaaa

MMMMoooohhhhaaaammmmmmmmaaaadddd    AAAAllll iiii     SSSSaaaaffffaaaarrrr iiii     GGGGhhhhaaaahhhhssssaaaarrrreeeehhhh,,,,     IIII rrrraaaannnn

BBBBooooggggddddaaaannnn    SSSS ttttaaaannnn,,,,     CCCCââââmmmmpppp iiii nnnnaaaa

MMMMiiiihhhhaaaa iiii     SSSS tttt rrrrooooeeee ,,,,     BBBBuuuuccccuuuurrrreeeeºººº tttt iiii

RRRRaaaadddduuuu    ªªªª tttt eeee ffffaaaannnn,,,,     BBBBrrrraaaaººººoooovvvv

RRRRaaaadddduuuu    VVVVãããã ttttaaaavvvvuuuu,,,,     SSSSuuuucccceeeeaaaavvvvaaaa

VVVV iiii cccc ttttoooorrrr     VVVVeeeerrrrnnnneeeessssccccuuuu,,,,     CCCCoooonnnnssss ttttaaaannnn þþþþaaaa

// punctul determinat este mutat pe prima 

// pozitie, iar punctul care se afla pe 

// aceasta pozitie este mutat in locul 

// ramas liber

float aux=p[ind];

p[ind]=p[left];

p[left]=aux;

// se sorteaza celelalte puncte in functie 

// de unghiul format de dreapta care le 

// uneste de punctul ales si dreapta 

// orizontala acre trece prin punctul ales

HeapSort(left,right);

// se determina linia care va imparti 

// multimea de puncte in doua multimi

ind=FindLine(left,right);

// se testeaza daca punctul ales reprezinta

// pozitia unui vanator sau a unei fantome

// si se realizeaza corespondenta, adica 

// este aleasa fantoma care va fi ucisa de 

// vanator 

if (p[ind]<n) 

pair[p[ind]]=p[left];

else pair[p[left]]=p[ind];

// se va folosi acelasi algoritm pentru

// cele doua multimi de puncte in care a 

// fost impartita multimea initiala;

// pentru aceasta se va autoapela functia 

// care implementeaza metoda divide et 

// impera

DivideEtImpera(left+1,ind-1);

DivideEtImpera(ind+1,right);

}

void KillGhosts(void){
// se initializeaza sirul de indici

for (int i=0;i<n<<1;i++)

p[i]=i;

// se apeleaza functia care implementeaza 

// metoda divide et impera pentru multimea 

// initiala de puncte

DivideEtImpera(0,(n<<1)-1);

}

void WriteSolution(void){
FILE *f=fopen("GHOSTS.OUT","wt");

for (int i=0;i<n;i++)

fprintf(f,"%d\n",pair[i]-n+1);

fclose(f);

}

void main(void){
ReadData();

KillGhosts();

WriteSolution();

}


