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DESCENTE PROPRE

EN K-THÉORIE INVARIANTE PAR HOMOTOPIE

par

Denis-Charles Cisinski

Résumé. — Ces notes donnent une preuve de la représentabilité de la K-théorie in-
variante par homotopie dans la catégorie homotopique stable des schémas. (résultat
annoncé par Voevodsky). On en déduit, grâce au théorème de changement de base
propre en théorie de l’homotopie stable des schémas, des théorèmes de descente co-
homologique en K-théorie invariante par homotopie (en particulier, on obtient la
descente par éclatements en toutes caractéristiques). Le théorème d’uniformisation
de Gabber implique alors un théorème d’annulation de la K-théorie invariante par
homotopie modulo la torsion résiduelle, lequel, pour les schémas de caractéristique

p > 0, donne la conjecture de Weibel modulo p-torsion.

Abstract. — These notes give a proof of the representability of homotopy invariant

K-theory in the stable homotopy category of schemes (which was announced by Voe-
vodsky). One deduces some cohomological descent theorems for homotopy invariant
K-theory from the proper base change theorem in stable homotopy theory of schemes

(in particular, we get descent by blow-ups in any characteristic). Gabber’s uniformi-
sation theorem implies then a vanishing theorem for homotopy invariant K-theory
modulo residual torsion, which in turns gives Weibel’s conjecture modulo p-torsion
for schemes of characteristic p > 0.
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Introduction

La descente par éclatements pour la K-théorie invariante par homotopie a été
prouvée par C. Haesemeyer [Hae04] pour les schémas de caractéristique nulle. Il
s’agit de l’un des ingrédients de la preuve de la conjecture de Weibel [Wei80, Question
2.9], d’annulation de la K-théorie négative au delà de la dimension de Krull, pour les
schémas de caractéristique nulle ; voir [CHSW08].

Nous prouvons ici la descente par éclatements pour la K-théorie invariante par
homotopie pour les schémas noethériens de dimension de Krull finie (sans aucune
restriction sur la caractéristique). L’argument invoqué ici n’utilise pas de résolution
des singularités, mais consiste à démontrer un résultat intéressant en soit, annoncé
par V. Voevodsky [Voe98, Théorème 6.9] : la représentabilité de la K-théorie inva-
riante par homotopie dans la catégorie homotopique stable des schémas de Morel et
Voevodsky par le S1 ∧Gm-spectre KGL. La descente par éclatements en K-théorie
invariante par homotopie est alors un simple corollaire des théorèmes de changement
de base lisse et de changement de base propre dans le cadre motivique, démontrés par
J. Ayoub [Ayo07a], et légèrement généralisés dans [CD09].

Suivant les résultats de descente prouvés par F. Déglise et par l’auteur de ces
notes dans [CD09], on en déduit même que la K-théorie invariante par homotopie
à coefficients rationnels a la propriété de descente propre (plus précisément, elle a
la propriété de descente pour la h-topologie de Voevodsky). La seconde partie de ce
texte consiste à raffiner ces critères de descente propre, afin de se rapprocher le plus
possible d’un énoncé à coefficients entiers. Pour cela, on étudie la propriété de descente
relativement à la ℓ′-topologie de Gabber (avec ℓ un nombre premier fixé) : on démontre
que la K-théorie invariante par homotopie à coefficients dans Z(ℓ) a la propriété
de ℓ′-descente cohomologique, et on prouve que la ℓ′-dimension cohomologique d’un
schéma quasi-excellent est majorée par sa dimension de Krull (à coefficients dans Z(ℓ)).
L’intérêt de ces résultat est que, d’après le théorème d’uniformisation locale dégagé
par O. Gabber, tout schéma quasi-excellent de caractéristiques résiduelles premières
à ℓ est régulier localement pour la ℓ′-topologie. Cela implique, via une suite spectrale
de descente, le résultat d’annulation ci-dessous.

Théorème A. — Soit S un schéma quasi-excellent de dimension ≤ d et dont les
caractéristiques résiduelles sont distinctes de ℓ. Pour tout S-schéma lisse X, on a

KH i(X)⊗ Z(ℓ) = 0 pour tout i < −d.

En utilisant le fait que la K-théorie non-connective est invariante par homotopie
modulo la p-torsion pour les schémas de caractéristique p, on en déduit la forme
suivante de la conjecture de Weibel en caractéristique positive.

Théorème B. — Soit S un schéma quasi-excellent, de caractéristique p > 0, et de
dimension ≤ d. On a alors, pour tout S-schéma lisse X,

KB
i (X)⊗ Z[1/p] = 0 pour tout i < −d

(où KB
i désigne le i-ème groupe de K-théorie au sens de Bass-Thomason-Trobaugh).
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Signalons que la conjecture de Weibel, pour les schémas de type fini sur un corps
de caractéristique p > 0, a été démontrée (à coefficients entiers) par T. Geisser et
L. Hesselholt [GH08, Théorème 5.3] ; leurs résultats sont cependant conditionnels à
la résolution des singularités en caractéristique positive, tout en étant beaucoup plus
précis (ils n’utilisent pas du tout les propriétés d’invariance par homotopie, ce qui
permet de contrôler la p-torsion via l’homologie cyclique topologique et le complexe
de de Rham-Witt).

Dans ce qui suit, tous les schémas seront noethériens, de dimension de Krull finie.

1. Spectres invariants par homotopie

1.1. — Si E est un S1-spectre, on notera πn(E) son n-ème groupe d’homotopie
stable. Lorsque nous aurons envie de d’insister sur le point de vue cohomologique,
nous écrirons

Hn(E) = π−n(E) .

1.2. — Soit S un schéma. On considère la catégorie E(S) des préfaisceaux simpli-
ciaux sur la catégorie des S-schéma lisses, munie de la structure de catégorie de
modèles projective (voir par exemple [Ayo07b, Proposition 4.4.16]). On désigne par
E•(S) sa variante pointée. On note SpS1(S) la catégorie de modèles stable des S1-
spectres (symétriques) dans E•(S) (ou encore, de manière équivalente, la catégorie
de modèles projective des préfaisceaux en S1-spectres (symétriques) sur la catégorie
des S-schémas lisses). La catégorie homotopique correspondante Ho(SpS1(S)) est ca-
noniquement munie d’une structure de catégorie triangulée engendrée par ses objets
compacts. Une famille génératrice est donnée par la collection des (suspensions des)
objets de la forme Σ∞(X+), où X parcourt la classe des S-schémas lisses. Si E est
un S1-spectre dans E•(S), on note, pour tout entier n et pour tout S-schéma lisse X,

Hn(E(X)) ≃ HomHo(Sp
S1 (S))(Σ

∞(X+),ΣnE)

le n-ème groupe de cohomologie de X à coefficients dans E. Un morphisme E −→ F
de Ho(SpS1(S)) est un isomorphisme si et seulement si, pour tout S-schéma lisse X,
et pour tout entier n, il induit un isomorphisme de groupes abéliens Hn(E(X)) ≃
Hn(F (X)).

On dispose aussi de la sphère de Tate

T = S1 ∧Gm

(où le groupe multiplicatif Gm est considéré ici comme un préfaisceau pointé par 1).

1.3. — Un préfaisceau en S1-spectres E est dit invariant par homotopie si, pour
tout S-schéma lisse X, et pour tout entier n, la projection X ×A1 −→ X induit un
isomorphisme

Hn(E(X)) ≃ Hn(E(X ×A1)) .

On note HoA1(SpS1(S)) la sous-catégorie pleine des S1-spectres invariants par ho-
motopie. Cette dernière catégorie peut être décrite comme une localisation de la
catégorie triangulée Ho(SpS1(S)) comme suit. Désignons par A la sous-catégorie loca-
lisante (i.e. stables par petites sommes quelconques, par suspensions et cosuspensions,
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ainsi que par extensions) de Ho(SpS1(S)) engendrée par les cônes des morphismes
Σ∞(X × A1

+) −→ Σ∞(X+) (induits par les projections X × A1 −→ X). Alors le
foncteur vers le quotient de Verdier correspondant

Ho(SpS1(S)) −→ Ho(SpS1(S))/A

admet un adjoint à droite pleinement fidèle dont l’image essentielle est précisément
la sous-catégorie pleine de Ho(SpS1(S)) formée des S1-spectres invariants par homo-
topie. On peut calculer l’adjoint à gauche du foncteur d’inclusion

i : HoA1(SpS1(S)) −→ Ho(SpS1(S))

de la manière suivante. On rappelle que l’on dispose d’un S-schéma cosimplicial ∆•
S

défini par

∆n
S = S × Spec

(

Z[t0, . . . , tn]/(t0 + · · ·+ tn − 1)
)

,

et qu’on a des isomorphismes (non canoniques) ∆n
S ≃ An

S . Si E est un préfaisceau de
S1-spectres sur la catégorie des S-schémas lisses, on note RA1(E) le S1-spectre défini
par la formule

RA1(E) = Llim
−→
n

RHom(Σ∞(∆n
S +), E)

où RHom désigne le hom interne de la catégorie Ho(SpS1(S))). On vérifie immédia-
tement que RA1(E) est invariant par homotopie, et que le foncteur RA1 est l’adjoint
à gauche du foncteur d’inclusion ci-dessus. Autrement dit, le morphisme canonique

E −→ RA1(E)

est le morphisme universel de E vers un préfaisceau de S1-spectres invariant par
homotopie.

On dira qu’un morphisme de Ho(SpS1(S)) est une A1-équivalence si son image par
le foncteur RA1 est un isomorphisme. On peut donc décrire la catégorie HoA1(SpS1(S))
comme la localisation de la catégorie Ho(SpS1(S)) par la classe des A1-équivalences
(le fonceur RA1 étant alors le foncteur de localisation canonique).

Lemme 1.4. — Soit C un objet compact de Ho(SpS1(S)). Le foncteur

RHom(C,−) : Ho(SpS1(S)) −→ Ho(SpS1(S))

respecte les A1-équivalences. En particulier, pour tout préfaisceau de S1-spectres E,
on a un isomorphisme canonique

RA1(RHom(C, E)) ≃ RHom(C, RA1(E)) .

Démonstration. — Pour un S-schéma lisse X et un préfaisceau de S1-spectres E, on
notera

EX = RHom(Σ∞(X+), E) .

Pour tout préfaisceau de S1-spectres E, la projection A1
S −→ S induit une A1-

équivalence

E −→ EA
1

S .

En effet, le morphisme de multiplication µ : A1
S ×S A1

S −→ A1
S induit un morphisme

EA
1

S −→ EA
1

S×SA
1

S = (EA
1

S )A
1

S ,
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d’où un morphisme

h : Σ∞(A1
S +) ∧L EA

1

S −→ EA
1

S ,

lequel est une A1-homotopie de l’identité de EA
1

avec le morphisme composé

EA
1

S −→ E −→ EA
1

S .

Désignons par A′ la sous-catégorie localisante de Ho(SpS1(S)) engendrée par les

cônes de morphismes de la forme C −→ CA
1

, pour C un objet compact. La remarque
précédente montre que A′ ⊂ A (où A est la sous-catégorie localisante introduite au
numéro 1.3). On a en fait l’égalité A = A′. En effet, le morphisme de multiplication

Σ∞(A1
S +) ∧ Σ∞(A1

S +) −→ Σ∞(A1
S +)

induit un morphisme

Σ∞(A1
S +) −→ Σ∞(A1

S +)A
1

S ,

lequel est une A1-homotopie (en termes d’espace des chemins) de l’identité de Σ∞(A1
S +)

avec le morphisme composé

Σ∞(A1
S +) −→ Σ∞(S+) −→ Σ∞(A1

S +) .

Le même type de considérations montre plus généralement que, pour tout entier n ≥ 0,
et pour tout objet compact C de Ho(SpS1(S)), le cône du morphisme canonique

C −→ CA
n
S est dans A = A′. Étant donné que Σ∞(A1

S +) est compact, et que les
objets compacts de Ho(SpS1(S)) sont stables par produit tensoriel (smash produit),

le foncteur E 7−→ EA
1

S commute aux sommes quelconques, d’où l’on déduit que la

classe A′ contient en fait tous les cônes de morphismes de la forme E −→ EA
1

S .
Soit C un objet compact de Ho(SpS1(S)). Pour montrer que le foncteur correspon-

dant RHom(C,−) respecte les A1-équivalences, il suffit donc à présent de vérifier que
ce foncteur envoie A′ dans A′. Soit E un objet de Ho(SpS1(S)). On vérifie aussitôt
que

RHom(C, EA
1

S ) ≃ RHom(C, E)A
1

S ,

d’où on déduit la premère assertion du lemme.
Considérons à présent deux objets C et E de Ho(SpS1(S)), avec C compact. Les

A1-équivalences étant stables par produit tensoriel, le spectre RHom(C, RA1(E)) est
invariant par homotopie, ce qui implique que le morphisme canonique

RHom(C, E) −→ RHom(C, RA1(E))

induit un morphisme non moins canonique

RA1(RHom(C, E)) −→ RHom(C, RA1(E)) .

Le fait que ce dernier soit un isomorphisme résulte du fait que le morphisme évident
RHom(C, E) −→ RHom(C, RA1(E)) est une A1-équivalence, ce qui se voit de la
manière suivante : l’objet C étant compact dans une catégorie homotopique stable, le
foncteur RHom(C,−) commute aux colimites homotopiques, et donc ce morphisme
est une colimite homotopique de morphismes de la forme

RHom(C, E) −→ RHom(C, EA
n
S ) ,

lesquels sont tous des A1-équivalences.
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2. Représentabilité de la K-théorie invariante par homotopie

2.1. — On note K l’objet de Ho(SpS1(S)) représentant la K-théorie au sens de
Thomason et Trobaugh [TT90, Définition 3.1] (laquelle, d’après [TT90, Proposition
3.10], cöıncide avec celle de Quillen pour les schémas admettant une famille ample
de fibrés en droites, en particulier, pour les schémas affines). On a donc, pour tout
S-schéma lisse X, un isomorphisme canonique de groupes abéliens

HomHo(Sp
S1 (S))(Σ

nΣ∞(X+), K(X)) ≃ Kn(X)

(avec Kn(X) = 0 si n < 0). Le spectre de K-théorie est un spectre en anneaux
(un monöıde commutatif dans Ho(SpS1(S))) via le produit tensoriel (dérivé) des
complexes parfaits.

On définit la K-théorie invariante par homotopie näıve IK par la formule

IK = RA1(K) .

La structure de spectre en anneaux sur K induit canoniquement une telle structure
sur IK, de telle façon que le morphisme canonique K −→ IK soit un morphisme de
spectres en anneaux.

On choisit une présentation du groupe multiplicatif

Gm = S × Spec Z[t, t−1] ,

et on note b ∈ K1(Gm) la classe associée à la section inversible t, laquelle correspond
à un morphisme

b : T = S1 ∧Gm −→ RΩ∞(K)

dans Ho(E•(S)).
On dispose alors du cup produit par la classe β en K-théorie et en K-théorie

invariante par homotopie näıve.

b∪ : T ∧L K
β∧L1K
−−−−→ K ∧L K

µ
−−→ K

b∪ : T ∧L IK
β∧L1IK
−−−−−→ IK ∧L IK

µ
−−→ IK

2.2. — Considérons à présent un spectre E dans Ho(SpS1(S)), muni d’un morphisme

w : T ∧L E −→ E. À une telle donnée, nous allons associer deux nouveaux spectres,
notés respectivement EB et E♯, et nous verrons ensuite qu’ils sont A1-équivalents ;
voir le corollaire 2.7.

On commence par la construction de Bass-Thomason-Trobaugh EB . Nous allons
construire par récurrence une famille de morphismes

E = F0 −→ F−1 −→ · · · −→ Fk −→ Fk−1 −→ · · · .

Pour un objet C de Ho(SpS1(S)), on note V (C) l’objet défini par le carré homotopi-
quement cocartésien suivant.

C //

��

RHom(Σ∞(A1
S +), C)

��

RHom(Σ∞(A1
S +), C) // V (C)
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Par fonctorialité, le carré commutatif

Gm
//

��

A1
S

��

A1
S

// S

induit un carré commutatif

C //

��

RHom(Σ∞(A1
S +), C)

��

RHom(Σ∞(A1
S +), C) // RHom(Σ∞(Gm+), C)

et par là, un morphisme canonique

V (C) −→ RHom(Σ∞(Gm+), C) .

On note U(C) la fibre homotopique de ce dernier, ce qui donne, par définition, un
triangle distingué canonique

U(C) −→ V (C) −→ RHom(Σ∞(Gm+), C) −→ ΣU(C) .

Si en outre on dispose d’un morphisme ϕ : T ∧L C −→ C, alors, pour tout objet A
de Ho(SpS1(S)), on a un morphisme canonique

T ∧L RHom(A, C) −→ RHom(A, C)

correspondant par adjonction à l’image par le foncteur RHom(A,−) du morphisme
C −→ RHom(T, C) induit par ϕ.

RHom(A, C) −→ RHom(A,RHom(T, C)) ≃ RHom(T ∧L A, C)

Cette construction étant fonctorielle en A (et le smash produit par T commutant aux
colimites homotopiques), on en déduit alors des morphismes naturels

T ∧L V (C) −→ V (C) et T ∧L U(C) −→ U(C) .

Le morphisme ϕ permet en outre de produire un morphisme canonique

C −→ U(C)

obtenu comme le morphisme composé

C −→ RHom(T, C) ⊂ Σ−1(RHom(Σ∞(Gm+), C)) −→ Σ−1ΣU(C) = U(C)

(où C −→ RHom(T, C) est obtenu par transposition de ϕ). Nous pouvons alors
définir Fk par la formule

Fk−1 = U(Fk) .

On définit enfin la construction de Bass-Thomason-Trobaugh EB par la formule

EB = Llim
−→
n≥0

F−n .

On a alors, par construction, un morphisme canonique

E −→ EB .
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La construction de E♯ est plus directe : on pose

E♯ = Llim
−→
n≥0

RHom(T∧n, E) .

On a aussi, par construction, un morphisme canonique

E −→ E♯ .

On a, de manière tautologique (en regard de la construction donnée dans [TT90,
preuve du lemme 6.3]), le résultat de représentabilité suivant.

Proposition 2.3. — Le spectre KB représente la K-théorie de Bass-Thomason-
Trobaugh. Autrement dit, pour tout S-schéma lisse X, et pour tout entier n, on a
un isomorphisme de groupes abéliens

HomHo(Sp
S1 (S))(Σ

nΣ∞(X+), KB ) ≃ KB
n (X) ,

où KB
n (X) désigne le n-ème groupe de K-théorie de Bass au sens de Thomason et

Trobaugh [TT90, Définition 6.4].

2.4. — Le spectre de K-théorie invariante par homotopie (au sens de Weibel [Wei89,
TT90]) est, par définition :

KH = RA1(KB ) .

On a donc, pour tout S-schéma lisse X, et tout entier n, un isomorphisme de groupes

HomHo(Sp
S1 (S))(Σ

nΣ∞(X+),KH ) ≃ KH n(X) .

Afin de comprendre la K-théorie invariante par homotopie au sein de la théorie de
l’homotopie des schémas, nous allons comparer le spectre KH et le spectre IK♯.

Proposition 2.5. — Sous les hypothèses de 2.2, si E est invariant par homotopie,
alors il en est de même de EB et de E♯, et on a alors un isomorphisme canonique

EB ≃ E♯ .

Démonstration. — Les spectres invariants par homotopie forment une sous-catégorie
localisante de Ho(SpS1(S)), et, si un spectre F est invariant par homotopie, il en est
de même de RHom(C, F ) pour tout objet C de Ho(SpS1(S)). On en déduit aussitôt,
par examen des constructions de EB et de E♯, que ces derniers sont invariants par
homotopie dès que c’est le cas pour E.

Si C est invariant par homotopie, on voit immédiatement que l’objet V (C) construit
au numéro 2.2 est canoniquement isomorphe à C, de sorte que le triangle distingué

U(C) −→ V (C) −→ RHom(Σ∞(Gm+), C) −→ ΣU(C)

s’identifie au triangle distingué

RHom(T, C) −→ C −→ RHom(Σ∞(Gm+), C) −→ ΣRHom(T, C)

(correspondant à la décomposition Σ∞(Gm+) = Σ∞(S+)∨Σ−1T ). Si, en outre, on a
un morphisme T ∧L C −→ C, sous ces identifications, le morphisme C −→ U(C) n’est
autre que le morphisme C −→ RHom(T, C) induit par adjonction. En appliquant ce
qui précède aux objets C = RHom(T∧n, E), on en déduit que les spectres EB et E♯

sont canoniquement isomorphes.
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Proposition 2.6. — Soient E et F deux objet de Ho(SpS1(S)), munis de mor-
phismes w : T ∧L E −→ E et w′ : T ∧L F −→ F . On suppose donné un morphisme
ϕ : E −→ F tel que le carré suivant commute.

T ∧L E
1T ∧ϕ

//

w

��

T ∧L F

w′

��

E ϕ
// F

Si le morphisme ϕ : E −→ F est une A1-équivalence, alors il en est de même des
morphismes induits ϕB : EB −→ FB et ϕ♯ : E♯ −→ F ♯.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 1.4.

Corollaire 2.7. — Sous les hypothèses de 2.2, on a des isomorphismes canoniques
dans Ho(SpS1(S)) :

RA1(EB ) ≃ RA1(E)B ≃ RA1(E)♯ ≃ RA1(E♯) .

Démonstration. — Comme EB −→ RA1(E)B (resp. E♯ −→ RA1(E)♯) est une A1-
équivalence dont le but est invariant par homotopie, son image par le foncteur RA1

est un isomorphisme de même but (à isomorphisme canonique près). Ce corollaire
résulte donc de l’identification de RA1(E)B et de RA1(E)♯.

Corollaire 2.8. — Il existe des isomorphismes canoniques KH ≃ IKB ≃ IK♯.

2.9. — On rappelle qu’un préfaisceau de S1-spectres E sur la catégorie des S-schémas
lisses a la propriété de descente relativement à la topologie de Nisnevich si, pour tout
carré cartésien de S-schémas lisses

U ×X V //

��

V

f

��

U
j

// X

avec j une immersion ouverte, et f un morphisme étale, induisant un isomorphisme
f−1(X − U)red ≃ (X − U)red, le carré commutatif

E(X) //

��

E(V )

��

E(U) // E(U ×X V )

est homotopiquement cartésien.
On vérifie facilement que si E vérifie la propriété de descente relativement à la

topologie de Nisnevich, alors il en est de même de RHom(C, E) pour tout préfaisceau
de S1-spectres C (il suffit de le vérifier dans le cas où C = Σ∞(X+) pour X lisse
sur S). En outre, les préfaisceaux de S1-spectres vérifiant la propriété de descente
relativement à la topologie de Nisnevich forment une sous-catégorie localisante de
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Ho(SpS1(S)). Cela implique que, si E vérifie la propriété de descente relativement à
la topologie de Nisnevich, il en est de même de RA1(E), ainsi que, lorsque cela a un
sens, de EB et de E♯.

Corollaire 2.10. — Le spectre IK♯ vérifie la propriété de descente relativement à la
topologie de Nisnevich.

Démonstration. — En vertu des théorèmes d’excision et de localisation [TT90, 7.1
et 7.4], on sait déjà que le spectre KB (et donc aussi, d’après ce qui précède, KH )
vérifie la propriété de descente relativement à la topologie de Nisnevich (on pourrait
aussi invoquer directement [TT90, Théorème 10.8]). Le corollaire résulte donc de

l’identification de IK♯ avec KH .

2.11. — Soit SpT SpS1(S) la catégorie des T -spectres dans la catégorie SpS1(S). Les
objets de SpT SpS1(S) sont des collections E = (En, σn)n≥0, où, pour n ≥ 0, En est
un objet de SpS1(S), et σn : T ∧ En −→ En+1 est un morphisme de S1-spectres.
On définit, à partir de la structure de catégorie de modèles stable sur SpS1(S), une
structure de catégorie de modèles T -stable sur SpT SpS1(S), de sorte la catégorie
homotopique Ho(SpT SpS1(S)) est canoniquement munie d’une structure de catégorie
triangulée ; voir [Hov01, Ayo07b]. On note

Ω∞
T : SpT SpS1(S) −→ SpS1(S)

le foncteur d’évaluation en zéro E 7−→ E0. C’est un foncteur de Quillen à droite, et
donc, sont adjoint à gauche,

Σ∞
T : SpS1(S) −→ SpT SpS1(S)

est un foncteur de Quillen à gauche. On a donc une adjonction dérivée :

LΣ∞
T : Ho(SpS1(S)) ⇄ Ho(SpT SpS1(S)) : RΩ∞

T .

Par construction de Ho(SpT SpS1(S)), le smash produit par T est une équivalence de

catégories, ce qui donne un sens à l’expression T∧n∧LE pour tout entier n < 0. Étant
donnée une propriété P portant sur les objets de Ho(SpS1(S)), on dira qu’un objet
E de Ho(SpT SpS1(S)) a la propriété P si, pour tout entier n ≤ 0, le préfaisceau en
S1-spectres RΩ∞

T (T∧n ∧L E) a la propriété P dans Ho(SpS1(S)).
On désigne par SH(S) la sous-catégorie pleine de Ho(SpT SpS1(S)) formée des

objets vérifiant la propriété d’invariance par homotopie ainsi que la propriété de des-
cente relativement à la topologie de Nisnevich. On vérifie aisément (par comparaison
des propriétés universelles) que la catégorie SH(S) est canoniquement équivalente
à la catégorie homotopique stable des schémas construite en termes de T -spectres
ou encore de P1-spectres dans la littératutre [Jar00, Rio07a, Ayo07b]. Le fonc-
teur d’inclusion SH(S) −→ Ho(SpT SpS1(S)) admet un adjoint à gauche que nous
noterons

γ : Ho(SpT SpS1(S)) −→ SH(S) .

2.12. — Soit E un préfaisceau de S1-spectres sur la catégorie des S-schémas lisses,
muni d’un morphisme w : T ∧ E −→ E. On lui associe un T -spectre

E = (En, σn)n≥0
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en posant En = E et σn = w pour tout n ≥ 0. Le morphisme w induit un morphisme

w : T ∧L E −→ E

dans Ho(SpT SpS1(S)), lequel s’avère être un isomorphisme. En outre, on a alors un
isomorphisme canonique

E♯ ≃ RΩ∞
T (E)

dans la catégorie Ho(SpS1(S)) (cela résulte par exemple de [Hov01, Propositions 4.6
et 4.7], ou bien encore de [Ayo07b, Théorème 4.3.61]). Il en découle que, étant donnée
une propriété raisonnable P des objets de Ho(SpS1(S)) (par exemple, la propriété de
descente pour une topologie t, ou bien la propriété d’invariance par homotopie), pour
que E vérifie la propriété P en tant qu’objet de Ho(SpT SpS1(S)), il faut et il suffit
que E♯ vérifie la propriété P en tant qu’objet de Ho(SpS1(S)).

En considérant le spectre de K-théorie (resp. le spectre de K-théorie invariante
par homotopie näıve) muni du cup produit par la classe u (cf. 2.1), on obtient donc
un objet K (resp. IK) dans Ho(SpT SpS1(S)). On a ainsi des isomorphismes :

K♯ ≃ Ω∞
T (K) et KH ≃ IK♯ ≃ Ω∞

T (IK) .

On remarque que, en vertu des corollaires 2.7 et 2.10, le T -spectre IK vérifie les
propriétés de descente relativement à la topologie de Nisnevich et d’invariance par
homotopie, et qu’il représente la K-théorie invariante par homotopie dans SH(S).

On définit par ailleurs le T -spectre de K-théorie KGL par la formule

KGL = γ(K) .

Remarque 2.13. — Le T -spectre KGL correspond au spectre de K-théorie en théo-
rie de l’homotopie des schémas considéré habituellement [Rio07b, Rio09, PPR07,
SØ09], ce que l’on peut observer de la manière suivante.

Lorsqu’on travaille localement pour la topologie de Nisnevich (en fait, Zariski suffit)
et modulo A1-équivalence, on a l’identification S1 ∧Gm ≃ P1 (où P1 est considéré
comme un espace pointé). Cela permet de décrire la catégorie SH(S) en termes de P1-
spectres ; cf. [Ayo07b, Théorème 4.3.40]. Le spectre KGL = γ(K) correspond dans
SH(S) au P1-spectre de K-théorie usuel, noté ici K, obtenu à partir du morphisme
pointé P1 −→ RΩ∞(K) correspondant à la classe β = [OP1 ] − [OP1(−1)] dans
Pic(P1).

β : P1 −→ P∞ ≃ BGm −→ Z× BGL∞ ≃ RΩ∞(K)

(les identifications ci-dessus ont lieu dans la catégorie homotopique (instable) de Morel
et Voevodsky [MV99, Propositions 3.9 et 3.10, page 139], et sachant que la K-théorie
de Thomason-Trobaugh et la K-théorie de Quillen cöıncident localement pour la
topologie de Zariski). Autrement dit, K est défini comme le P1-spectre périodique
déterminé par le cup produit par la classe β

β∪ : P1 ∧L K −→ K .

Pour voir que l’identification P1 ≃ S1 ∧Gm identifie (au signe près) le morphisme
β ci-dessus avec le morphisme b introduit au numéro 2.1, il suffit de traiter le cas
où S = SpecZ (en utilisant par exemple [MV99, Propositions 3.14, page 140]). Or,
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dans ce cas, chacun de ces deux morphismes correspond au choix d’un générateur de
la partie libre du groupe abélien

K1(Z[t, t−1]) ≃ {unités de Z[t, t−1]} ≃ {unités de Z} ⊕ Z ≃ Z/2Z⊕ Z .

Ainsi, l’équivalence de catégories entre la catégorie homotopique stable des T -spectres
et la catégorie homotopique stable des P1-spectres envoie KGL sur K.

Proposition 2.14. — Les T -spectres KGL et IK sont canoniquement isomorphes
dans SH(S).

Démonstration. — Comme IK vérifie les propriétés de descente relativement à la
topologie de Nisnevich et d’invariance par homotopie, on a un isomorphisme canonique
γ(IK) ≃ IK. Le morphisme K −→ IK étant une A1-équivalence terme à terme,
il induit, d’après [Ayo07b, Lemme 4.3.59], un isomorphisme après application du
foncteur de localisation

KGL = γ(K) ≃ γ(IK) ≃ IK ,

ce qui implique l’assertion.

Théorème 2.15 (Voevodsky). — Le T -spectre KGL représente la K-théorie in-
variante par homotopie dans SH(S) : pour tout S-schéma lisse X, et tout entier n,
on a un isomorphisme de groupes

HomSH(S)(Σ
nΣ∞

T (X+),KGL) ≃ KH n(X) .

Démonstration. — Cela découle aussitôt de la proposition précédente et de 2.12.

Remarque 2.16. — Ce théorème de représentabilité permet de décrire la K-théorie
invariante par homotopie comme la théorie cohomologique orientée universelle avec
loi de groupe formelle multiplicative ; voir [SØ09, PPR07]. Il permet aussi de décrire
la K-théorie invariante par homotopie comme la théorie cohomologique représentée
par le T -spectre de Snaith Σ∞

T (P∞
+ )[β−1] dans SH ; voir [SØ09, GS09].

Remarque 2.17. — Bien que le théorème 2.15 montre que le T -spectre de K-théorie
KGL représente la K-théorie invariante par homotopie dans SH(S), lorsque S n’est
pas régulier, nous ne savons rien de ce que l’objet Z × BGL∞ représente dans la
catégorie homotopique instable H(S) (on s’attend cependant à ce que cela ait un
rapport avec la K-théorie de Karoubi-Villamayor).

Corollaire 2.18. — Si q ≥ 1 est nilpotent dans OS, alors, pour tout S-schéma lisse
X, et pour tout entier n, on a un isomorphisme de groupes

HomSH(S)(Σ
nΣ∞

T (X+),KGL)⊗ Z[1/q] ≃ KB
n (X)⊗ Z[1/q] .

Démonstration. — Il s’agit d’une conséquence immédiate du théorème précédent et
de [TT90, Théorème 9.6].
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3. Descente par éclatements abstraits

3.1. — En vertu de [Ayo07b, Section 4.5], les catégories homotopiques stables SH(S)
forment un 2-foncteur homotopique stable SH au sens de [Ayo07a, Définition 1.4.1]
(et même un dérivateur algébrique homotopique stable au sens de [Ayo07a, Définition

2.4.13]). Étant donné un morphisme de schémas f : S′ −→ S, on a donc un couple de
foncteur adjoints

Lf∗ : SH(S) ⇄ SH(S′) : Rf∗

(avec Lf∗ adjoint à gauche de Rf∗). Le foncteur Lf∗ est essentiellement déterminé
par le fait qu’il commute aux colimites homotopiques et qu’il correspond au foncteur
de changement de base par f : pour tout S-schéma lisse X, en posant X ′ = S′×S X,
on a :

Lf∗Σ∞
T (X+) = Σ∞

T (X ′
+) .

Lorsque f est en outre lisse, le foncteur Lf∗ a aussi un adjoint à gauche

Lf♯ : SH(S′) −→ SH(S)

essentiellement déterminé par le fait que, pour tout S′-schéma lisse X, on a

Lf♯Σ
∞
T (X+) = Σ∞

T (X+) .

Nous utiliserons de manière essentielle les faits suivants.

Théorème 3.2 (Localisation). — Soit i : Z −→ S une immersion fermée, d’im-
mersion ouverte complémentaire j : U −→ S. Pour tout objet E de SH(S), le carré
commutatif

Lj♯Lj∗(E) //

��

E

��

0 // Ri∗Li∗(E)

est homotopiquement cocartésien. Autrement dit, on a alors un triangle distingué
canonique

Lj♯Lj∗(E) −→ E −→ Ri∗Li∗(E) −→ ΣLj♯Lj∗(E) .

En outre, les foncteurs

Lj♯ : SH(U) −→ SH(S) et Ri∗ : SH(Z) −→ SH(S)

sont pleinement fidèles.
En particulier, le foncteur

(Lj∗,Li∗) : SH(S) −→ SH(U)× SH(Z)

est conservatif.

Démonstration. — Voir [Ayo07b, Section 4.5.3].

Corollaire 3.3. — Pour tout schéma X, l’immersion fermée i : Xred −→ X induit
une équivalence de catégories

Li∗ : SH(X) −→ SH(Xred) .
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement du théorème précédent, puisque l’ou-
vert complémentaire de l’immersion fermée i est vide (sachant que SH(∅) ≃ 0).

Théorème 3.4 (Changement de base lisse). — Pour tout carré cartésien dans
la catégorie des schémas,

X ′
u

//

q

��

X

p

��

Y ′
v

// Y

si le morphisme v est lisse, alors, pour tout objet E de SH(Y ′), le morphisme cano-
nique

Lu♯ Lq∗(E) −→ Lp∗ Lv♯(E)

est un isomorphisme dans SH(X).
Par transposition, pour tout objet E de SH(X), le morphisme canonique

Lv∗ Rp∗(E) −→ Rq∗ Lu∗(E)

est un isomorphisme dans SH(Y ′).

Démonstration. — Voir [Ayo07b, Proposition 4.5.48].

Théorème 3.5 (Changement de base propre). — Pour tout carré cartésien de
schémas,

X ′
u

//

q

��

X

p

��

Y ′
v

// Y

si le morphisme p est propre, alors, pour tout objet E de SH(X), le morphisme
canonique

Lv∗ Rp∗(E) −→ Rq∗ Lu∗(E)

est un isomorphisme dans SH(Y ′).

Démonstration. — Voir [Ayo07a, Corollaire 1.7.18] pour le cas où p est projectif. Le
cas général en découle grâce au lemme de Chow ; voir [CD09, Proposition 2.3.11].

3.6. — On rappelle qu’un morphisme de schémas p : X ′ −→ X est un éclatement
abstrait de centre Z si p est propre, et si Z est un sous-schéma fermé tel que le
morphisme induit

p−1(X − Z)red −→ (X − Z)red

soit un isomorphisme. La topologie cdh est la topologie de Grothendieck sur la
catégorie des schémas engendrée par les recouvrements cdh et par les recouvrements
de la forme Z∐X ′ −→ X pour tout éclatement abstrait X ′ −→ X de centre Z. Nous
renvoyons le lecteur à [SV00, Lemme 5.8 et Proposition 5.9] (dont les énoncés et
les preuves sont tout-à-fait valables en inégales caractéristiques) pour une description
civilisée des recouvrement cdh (à raffinement près).
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Un préfaisceau de S1-spectres E sur la catégorie des schémas vérifie la propriété
de descente relativement à la topologie cdh si et seulement s’il vérifie la propriété de
descente relativement à la topologie de Nisnevich et si, pour tout éclatement abstrait
p : X ′ −→ X de centre Z, le carré commutatif

E(X) //

��

E(X ′)

��

E(Z) // E(p−1(Z))

est homotopiquement (co)cartésien ; voir [Voe00a, Voe00b].

Proposition 3.7. — Soit p : X ′ −→ X un éclatement abstrait de centre Z. On
considère le carré cartésien de schémas correspondant ci-dessous.

p−1(Z)
k

//

q

��

X ′

p

��

Z
i

// X

On note enfin r = pk = iq : p−1(Z) −→ X. Alors, pour tout objet E de SH(X), le
carré commutatif

E //

��

Rp∗ Lp∗E

��

Ri∗ Li∗E // Rr∗ Lr∗E

est homotopiquement cocartésien.

Démonstration. — Soit j : U = X − Z −→ X l’immersion ouverte complémentaire
de i. Par le théorème de localisation et par le théorème de changement de base lisse,
l’image du carré considéré par le foncteur Lj∗ est le carré

Lj∗E
=

//

��

Lj∗E

��

0 // 0 ,

et, de même, en vertu des théorèmes de localisation de changement de base propre,
son image par le foncteur Li∗ est le carré

Li∗E //

=

��

Rq∗ Lq∗ Li∗E

=

��

Li∗E // Rq∗ Lq∗ Li∗E .

Les deux carrés ci-dessus étant trivialement homotopiquement cocartésiens, et les
foncteurs Li∗ et Lj∗ formant une famille conservative de foncteurs exacts (3.2), cela
prouve la proposition.
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Proposition 3.8. — Pour tout morphisme de schémas f : S′ −→ S, le morphisme
canonique

Lf∗(KGL) −→ KGL

est un isomorphisme dans SH(S′).

Démonstration. — Cela résulte aussitôt de la description de KGL comme le P1-
spectre périodique associé au morphisme canonique P1 −→ Z × BGL∞ ; voir la re-
marque 2.13.

Théorème 3.9. — La K-théorie invariante par homotopie vérifie la propriété de
descente relativement à la topologie cdh. En particulier, pour tout éclatement abstrait,
de centre Z, p : X ′ −→ X, le carré cartésien de schémas

p−1(Z) //

��

X ′

��

Z // X

induit le carré homotopiquement (co)cartésien de S1-spectres ci-dessous.

KH (X) //

��

KH (X ′)

��

KH (Z) // KH (p−1(Z))

Démonstration. — On sait que KH vérifie la propriété de descente relativement à
la topologie de Nisnevich. Pour vérifier la descente cdh, il suffit donc de montrer la
propriété de Mayer-Vietoris relativement aux éclatements abstraits ; or, en vertu de
la proposition précédente et du théorème 2.15, cela résulte de l’évaluation en X du
carré homotopiquement (co)cartésien de la proposition 3.7 appliquée à E = KGL.

Corollaire 3.10. — Pour tout entier q > 0, la K-théorie de Bass-Thomason Tro-
baugh à coefficients dans Z[1/q] (resp. dans Z/qZ) vérifie la propriété de descente
relativement à la topologie cdh pour les Z/qZ-schémas (resp. les Z[1/q]-schémas).

Démonstration. — Cela résulte du théorème 3.9 et de [TT90, Théorème 9.6].

4. Excision galoisienne première à ℓ

Dans cette section, on fixe une fois pour toute un nombre premier ℓ.

4.1. — On rappelle que la h-topologie est la topologie de Grothendieck sur la catégorie
des schémas engendrée par la prétopologie engendrée par les morphismes de type fini
X ′ −→ X qui sont universellement submersifs (i.e. des épimorphismes topologiques
universels) ; voir [Voe96].

On dira qu’un morphisme de schémas X ′ −→ X est ℓ′-couvrant s’il est couvrant
pour la h-topologie, et si, pour tout point x de X, il existe un point x′ de X ′ au-dessus
de x, tel que κ(x′)/κ(x) soit une extension finie de degré premier à ℓ.
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On vérifie aussitôt que les morphismes ℓ′-couvrants définissent une prétopologie sur
la catégorie des schémas. La topologie de Grothendieck correspondante est appelée la
ℓ′-topologie.

On appellera ℓ′-faisceaux les faisceaux pour la ℓ′-topologie.

4.2. — Un ℓ′-recouvrement de forme normale est une famille formée de deux mor-
phismes de schémas

{X ′ −→ X,Z −→ X}

telle que Z −→ X soit une immersion fermée rare, et telle que le morphisme X ′ −→ X
admette une factorisation de la forme

X ′ q
−−→ V

f
−−→ Y

p
−−→ X

où p est un éclatement abstrait de centre Z, f est un recouvrement Nisnevich, et q
est un morphisme plat, fini et surjectif de degré premier à ℓ (ce par quoi on entend
que q est plat, fini et surjectif, et que, pour tout point maximal η′ de X ′, η = q(η′)
est un point maximal de V , et κ(η′)/κ(η) est une extension finie de degré premier à
ℓ). Il est clair que tout ℓ′-recouvrement de forme normale est une famille couvrante
pour la ℓ′-topologie.

Proposition 4.3. — Pour tout schéma X, tout ℓ′-recouvrement de X admet un raf-
finement de la forme

{X ′ −→ X, Z ′ −→ X}

induit par un ℓ′-recouvrement de forme normale

{X ′ −→ X, Z −→ X}

et un ℓ′-recouvrement Z ′ −→ Z.

Démonstration. — Soit u : X ′′ −→ X un ℓ′-recouvrement. L’assertion de cette pro-
position est locale pour la topologie cdh. On peut donc toujours supposer que X est
intègre et que u est séparé. On peut alors choisir un ouvert dense de X au-dessus du-
quel u est plat. En utilisant le théorème de platification de Raynaud-Gruson [RG71,
Première Partie, Théorème 5.2.2], on peut se ramener de la sorte au cas où u est plat
et quasi-fini. En vertu du théorème principal de Zariski, on peut alors choisir une
compactification de u :

X ′′ u′′

−−−→ X ′′′ u′

−−→ X

avec u′′ une immersion ouverte, et u′ un morphisme fini et surjectif. Il suffit d’autre
part de prouver la proposition localement sur X pour la topologie de Nisnevich. On
peut donc supposer de plus que X est hensélien. Le schéma X ′′′ est alors une union
disjointe finie de X-schémas henséliens finis. Soit X ′ la réunion des composantes
irréductibles de X ′′′ dont le point fermé appartient à X ′′. Alors X ′ est contenu dans
X ′′, et est à la fois ouvert et fermé dans X ′′ (puisque c’est le cas dans X ′′′). En outre,
aucun point de X ′′−X ′ ne domine le point fermé de X ′′. Quitte à remplacer X ′′ par
X ′, on peut donc supposer que u est fini, surjectif et plat, auquel cas la proposition
est triviale.
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4.4. — Soit G un groupe fini d’ordre premier à ℓ. Un carré ℓ′-distingué de groupe G
est un carré cartésien de schémas de la forme

T
h

//

q

��

Y

p

��

Z
i

// X

(4.4.1)

dans lequel p est un morphisme propre et surjectif, i est une immersion fermée, le
groupe G agissant sur X ′ au-dessus de X, de sorte que les conditions suivantes soient
vérifiées.

(i) Le morphisme p est fini au-dessus de X − Z.
(ii) Le morphisme (Y − T )/G −→ X − Z est radiciel et ℓ′-couvrant.
(iii) Le morphisme Y − T −→ (Y − T )/G est plat.

Un carré ℓ′-distingué de groupe G comme ci-dessus est dit pseudo-galoisien si Z est
rare dans X et si de plus le morphisme Y − T −→ (Y − T )/G est un revêtement
galoisien de groupe G.

Exemple 4.5. — Tout carré cartésien de la forme (4.4.1) dans lequel p est un écla-
tement abstrait de centre Z est un carré ℓ′-distingué de groupe trivial.

Exemple 4.6. — Soit X un schéma normal quasi-excellent, de corps de fonctions K,
et soit L une extension pseudo-galoisienne finie de K de groupe G (c’est-à-dire com-
posée d’une extension purement inséparable finie et d’une extension galoisienne finie
de groupe G). Si [L : K] est premier à ℓ, alors on dispose canoniquement d’un carré
ℓ′-distingué de groupe G de la forme (4.4.1) dans lequel Y désigne la normalisation
de X dans L, et Z un fermé rare en dehors duquel p est plat.

Proposition 4.7. — Pour tout carré ℓ′-distingué de groupe G de la forme (4.4.1),
la famille {Y −→ X, Z −→ Z} est ℓ′-couvrante.

C’est immédiat.

4.8. — Fixons un schéma S. On considérera le site des S-schémas de type fini muni
de la ℓ′-topologie. Pour un S-schéma X, on note L(X) le ℓ′-faisceaux d’ensemble
associé à X (comme la ℓ′-topologie n’est pas sous-canonique, il y a lieu de distinguer
X de L(X)).

Proposition 4.9. — Soit G un groupe fini d’ordre premier à ℓ. Pour tout carré
ℓ′-distingué de groupe G de la forme (4.4.1), le carré commutatif de ℓ′-faisceaux cor-
respondant

L(T )/G //

��

L(Y )/G

��

L(Z) // L(X)

(4.9.1)
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est bicartésien ( i.e. à la fois cartésien et cocartésien). Si, de plus, p : Y −→ X est
fini, avec X normal et Z rare dans X, alors le morphisme L(Y )/G = L(Y/G) −→ X
est un isomorphisme de ℓ′-faisceaux.

Démonstration. — La preuve consiste à suivre mutatis mutandis la démonstration de
[CD09, Proposition 3.3.18]. Nous la laissons à titre d’exercice pour le lecteur.

4.10. — Soit M une catégorie de modèles stable.
On dit qu’un objet E de M est Z(ℓ)-local si, pour tout objet A de M , le groupe

abélien HomHo(M )(A, E) est un Z(ℓ)-module.

Si G est un groupe, et E un objet de M muni d’une action de G, on note EhG l’objet
des points fixes homotopiques de E sous-l’action de G (i.e. la limite homotopique de
E, vu comme un foncteur de G dans M ). Lorsque E est en outre Z(ℓ)-local, si G

est fini et d’ordre premier à ℓ, peut calculer EhG dans Ho(M ) comme l’image du
projecteur

(4.10.1) p : E −→ E , x 7−→
1

|G|

∑

g∈G

g.x .

En particulier, pour tout objet A de M , on a alors un isomorphisme canonique

(4.10.2) HomHo(M )(A, EhG) ≃ HomHo(M )(A, E)G ,

où HomHo(M )(A, E)G désigne l’ensemble des invariants de HomHo(M )(A, E) sous
l’action de G.

Soit E un préfaisceau de S1-spectres (resp. de complexes de groupes abéliens) sur
la catégorie des S-schémas de type fini. Pour tout S-schéma de type fini, on note
RΓℓ′(X, E) le S1-spectre (resp. le complexe) des sections globales dérivées de E (ou
plutôt de son ℓ′-faisceau associé) pour la ℓ′-topologie. De même, on note Hn

ℓ′(X, E) le
n-ème groupe d’hypercohomologie de X à coefficients dans (le ℓ′-faisceau associé à)
E, de sorte que

(4.10.3) Hn
ℓ′(X, E) = Hn(RΓℓ′(X, E)) .

On verra parfois implicitement les préfaisceaux de complexes de groupes abéliens
comme des préfaisceaux de S1-spectres (via la version stable de la correspondance de
Dold-Kan), de façon que tout énoncé portant sur les préfaisceaux de S1-spectres sera
librement utilisé pour les préfaisceaux de complexes de groupes abéliens.

Corollaire 4.11. — Soit C un préfaisceau de complexes de Z(ℓ)-modules sur la
catégorie des S-schémas de type fini. Pour tout carré ℓ′-distingué de groupe G (4.4.1),
le carré

RΓℓ′(X, C) //

��

RΓℓ′(Y,C)hG

��

RΓℓ′(Z, C) // RΓℓ′(T, C)hG

(4.11.1)
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est homotopiquement cartésien dans la catégorie dérivée de la catégorie des Z(ℓ′)-
modules. En particulier, on a une suite exacte longue de la forme

(4.11.2) Hn
ℓ′(X, C) −→ Hn

ℓ′(Z, C)⊕Hn
ℓ′(Y,C)G −→ Hn

ℓ′(T, C)G −→ Hn+1
ℓ′ (X, C) .

Si, de plus, p : Y −→ X est fini, avec X normal et Z rare dans X, alors on a :
Hn

ℓ′(X, C) ≃ Hn
ℓ′(Y,C)G.

Démonstration. — On peut supposer que C est un complexe de faisceaux de Z(ℓ)-
modules vérifiant la propriété de descente relativement à la ℓ′-topologie (voir par
exemple [Ayo07b, 4.4]), de sorte que, pour tout S-schéma W , on ait

C(W ) = RΓℓ′(W, C) .

Pour tout S-schéma W , muni d’une action d’un groupe fini G d’ordre premier à ℓ, on
a alors

Hom(L(W )/G, C) ≃ C(W )G ≃ C(W )hG .

Pour un S-schéma W , notons Z(ℓ)(W ) le ℓ′-faisceau de Z(ℓ)-modules librement en-
gendré par W . Alors, pour tout carré ℓ′-distingué de groupe G de la forme (4.4.1), il
résulte de la proposition 4.9 que le carré commutatif de ℓ′-faisceaux de Z(ℓ)-modules

Z(ℓ)(T )G
//

��

Z(ℓ)(Y )G

��

Z(ℓ)(Z) // Z(ℓ)(X)

est cocartésien, les flèches horizontales étant des monomorphismes, ce qui en fait un
carré bicartésien de ℓ′-faisceaux de Z(ℓ)-modules, et donc un carré homotopiquement
cartésien dans la catégorie dérivée de la catégorie abélienne des ℓ′-faisceaux de de
Z(ℓ)-modules. En en déduit aussitôt le corollaire.

Définition 4.12. — Un préfaisceau de S1-spectres E, sur la catégorie des S-schémas
de type fini, est fortement ℓ′-excisif (resp. ℓ′-excisif ) si E(∅) est acyclique, et si, pour
tout groupe fini G d’ordre premier à ℓ, et pour tout carré ℓ′-distingué (resp. pour tout
carré ℓ′-distingué pseudo-galoisien) de groupe G de la forme (4.4.1), le carré

E(X) //

��

E(Y )hG

��

E(Z) // E(T )hG

(4.12.1)

est homotopiquement cartésien dans la catégorie homotopique stable des S1-spectres.

Lemme 4.13. — On suppose ici que S est quasi-excellent.
Soit E un préfaisceau de S1-spectres Z(ℓ)-locaux sur la catégorie des S-schémas de

type fini. On se donne un entier d ≥ 0, et un entier n, tels que les conditions suivantes
sont vérifiées.

(i) Pour tout S-schéma X de type fini et de dimension < d, Hi(E(X)) = 0 pour
n− 1 ≤ i ≤ n.
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(ii) Le préfaisceau E est ℓ′-excisif.
Alors, pour tout morphisme fini, plat, et surjectif, p : Y −→ X, de degré premier à ℓ,
avec X de type fini sur S et de dimension de Krull ≤ d, le morphisme

p∗ : Hn(E(X)) −→ Hn(E(Y ))

est injectif.

Démonstration. — Nos hypothèses impliquent que, pour tout carré ℓ′-distingué pseu-
do-galoisien de groupe G de la forme (4.4.1), avec X de dimension ≤ d et Z rare dans
X, on a un monomorphisme

(4.13.1) Hn(E(X)) −→ Hn(E(Y ))G .

En outre, pour tout entier i, le foncteur Hi(E(−)) envoie les sommes finies de schémas
sur des produits directs finis de groupes abéliens. Soit p : Y −→ X un morphisme
vérifiant les hypothèses de l’énoncé. On peut remplacer X par son normalisé (et p
par son image inverse sur le dit normalisé), puis normaliser Y à son tour, pour se
ramener au cas où X et Y sont normaux et connexes. Soit K le corps des fonctions
de X. Choisissons L, une extension pseudo-galoisienne de K, de degré premier à ℓ, de
groupe G. Quitte à prendre L assez grand, on peut supposer que Y est le normalisé
de X dans L. Or, d’après l’exemple 4.6, le morphisme (4.13.1) est alors injectif, et
donc, dans ce cas, p∗ : Hn(E(X)) −→ Hn(E(Y )) est un monomorphisme.

4.14. — On dira qu’un schéma X est de ℓ′-dimension cohomologique ≤ d si, pour
tout préfaisceau de Z(ℓ)-modules F sur la catégorie des X-schémas de type fini, on a
Hn

ℓ′(X, F ) = 0 pour tout n > d.

Théorème 4.15. — Soit X un schéma quasi-excellent de dimension de Krull ≤ d.
Alors X est de ℓ′-dimension cohomologique ≤ d.

Démonstration. — On procède par récurrence sur la dimension de X. Le cas d < 0
étant évident, on peut supposer que d ≥ 0. Notons α∗ le foncteur d’oubli de la
catégorie des ℓ′-faisceaux sur la catégorie des X-schémas de type fini vers la catégorie
des faisceaux de Nisnevich sur la catégorie des X-schémas de type fini. Pour un ℓ′-
faisceau de Z(ℓ)-modules F , on a une suite spectrale de la forme

Ep,q
2 = Hp

Nis(X,Rqα∗(F ))⇒ Hp+q
ℓ′ (X, F ) .

Or la restriction du faisceau Rqα∗(F ) sur le petit site Nisnevich de X est supporté en
dimension ≤ d− q : en effet, si x est un point de X correspondant à un sous-schéma
fermé de X de dimension > d− q, alors SpecOh

X,x est de dimension de Krull < q, et
donc, d’après l’hypothèse de récurrence,

Rqα∗(F )x = Hq
ℓ′(SpecO

h
X,x, F ) = 0 ;

comme la dimension cohomologique pour la topologie de Nisnevich est majorée par
la dimension de Krull, on en déduit que Hp

Nis(X,Rqα∗(F )) = 0 pour p > d − q > 0
ou pour p > 0 et q ≥ d. Il en résulte que, pour tout X-schéma de type fini U et de
dimension de Krull ≤ d, on a, pour n > d,

Hn
ℓ′(U, F ) = H0

Nis(U,Rnα∗(F )) .
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En particulier, pour n > d, la restriction du préfaisceau Hn
ℓ′(−, F ) aux X-schémas de

dimension ≤ d est un faisceau de Nisnevich.
D’autre part, si n > d, comme Rnα∗(F ) est acyclique localement pour la ℓ′-topo-

logie, pour tout élément a de Hn
ℓ′(X, F ), il existe un ℓ′-recouvrement h : W −→ X tel

que h∗(a) = 0. On peut supposer, d’après la proposition 4.3 que h est de la forme

W = X ′ ∐ Z ′ −→ X ,

où X ′ −→ X est un morphisme admettant une factorisation de la forme

X ′ q
−−→ V

f
−−→ Y

p
−−→ X ,

avec p un éclatement abstrait de centre Z (rare dans X), f un recouvrement Nisne-
vich, et q un morphisme plat, fini et surjectif de degré premier à ℓ, et où Z ′ −→ X
se factorise par un ℓ′-recouvrement de Z. L’hypothèse de récurrence implique que
Hi

ℓ′(U, F ) = 0 pour n − 1 ≤ i ≤ n et U = Z, p−1(Z). La longue suite exacte (4.11.2)
implique donc que le morphisme

p∗ : Hn
ℓ′(X, F ) −→ Hn

ℓ′(Y, F )

est injectif. Comme f est un recouvrement de Nisnevich, le morphisme

f∗ : Hn
ℓ′(Y, F ) −→ Hn

ℓ′(V, F )

est lui aussi injectif. Or d’après le lemme 4.13 (appliqué à une résolution injective
de F dans la catégorie des ℓ′-faisceaux de Z(ℓ)-modules, le corollaire 4.11 assurant la
propriété de ℓ′-excision), le morphisme

q∗ : Hn
ℓ′(V, F ) −→ Hn

ℓ′(X
′, F )

est injectif, et donc a = 0.

Corollaire 4.16. — On suppose que S est quasi-excellent. Soit X un S-schéma de
type fini. Pour toute petite famille de préfaisceaux de S1-spectres Z(ℓ)-locaux {Ei}i∈I

sur la catégorie des S-schémas de type fini, le morphisme canonique
⊕

i∈I

RΓℓ′(X,Ei) −→ RΓℓ′(X,
⊕

i∈I

Ei)

est inversible dans la catégorie homotopique stable des S1-spectres.

Démonstration. — Posons E =
⊕

i∈I Ei. On a alors une suite spectrale de la forme

(4.16.1) Ep,q
2 = Hp

ℓ′(X, Hq(E))⇒ Hp+q
ℓ′ (X,E) .

Il résulte du théorème 4.15 que cette suite spectrale converge fortement. De même,
on a une suite spectrale fortement convergente de la forme

(4.16.2) Ep,q
2 =

⊕

i∈I

Hp
ℓ′(X, Hq(Ei))⇒

⊕

i∈I

Hp+q
ℓ′ (X, Ei) .

Le morphisme évident de la suite spectrale (4.16.2) vers la suite spectrale (4.16.1)
induit un isomorphisme sur les termes de type Ep,q

2 (comme on le voit facilement en
appliquant par exemple [SGA4, Exposé VI, Corollaire 5.3]), ce qui implique notre
assertion.
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Proposition 4.17. — On suppose que S est quasi-excellent. Soit E un préfaisceau
de S1-spectres Z(ℓ)-locaux sur la catégorie des S-schémas. Pour tout carré ℓ′-distingué
de groupe G (4.4.1), le carré

RΓℓ′(X, E) //

��

RΓℓ′(Y,E)hG

��

RΓℓ′(Z, E) // RΓℓ′(T, E)hG

(4.17.1)

est homotopiquement cartésien dans la catégorie homotopique stable des S1-spectres.
Si, de plus, p : Y −→ X est fini, avec X normal et Z rare dans X, alors on a :

RΓℓ′(X, E) ≃ RΓℓ′(Y,E)hG.

Démonstration. — La catégorie homotopique stable des ℓ′-faisceaux de S1-spectres
est une catégorie triangulée, naturellement munie d’une t-structure : un ℓ′-faisceau de
S1-spectres E est ≥ 0 si, pour tout S-schéma X, on a Hn

ℓ′(X, E) = 0 pour tout entier
n < 0. On a donc, pour tout ℓ′-faisceau de S1-spectres E un triangle distingué de la
forme

τ≤0E −→ E −→ τ>0E −→ τ≤0[1] ,

où τ≤0 et τ>0 désignent les foncteurs de troncation évidents (on adopte ici des conven-
tions cohomologiques). Le cœur de cette t-structure est naturellement équivalent à la
catégorie abélienne des ℓ′-faisceaux en groupes abéliens sur la catégorie des S-schémas
de type fini. Il résulte facilement du corollaire 4.16 que la flèche canonique

L lim
−→
n

τ≤nE −→ E

est un isomorphisme. De même, on déduit du théorème 4.15 que la flèche canonique

E −→ R lim
←−
n

τ>−nE

est un isomorphisme. La catégorie des ℓ′-faisceaux de S1-spectres Z(ℓ)-locaux tels que
(4.17.1) soit homotopiquement cartésien est stable par limites homotopiques (c’est
évident), ainsi que stable par colimites homotopiques (cela résulte du corollaire 4.16).
Par conséquent, pour prouver que (4.17.1) est homotopiquement cartésien, il suffit
de considérer le cas où E est concentré en degré 0 pour la t-structure canonique,
auquel cas cela résulte de la première assertion du corollaire 4.11. Pour prouver, sous
nos hypothèses supplémentaires, l’isomorphisme RΓℓ′(X, E) ≃ RΓℓ′(Y,E)hG, on se
ramène comme ci-dessus au cas où E est concentré en degré 0, et on conclut avec la
seconde assertion du corollaire 4.11.

Théorème 4.18. — Soit S un schéma quasi-excellent. Soit E un préfaisceau de
S1-spectres Z(ℓ)-locaux sur la catégorie des S-schémas de type fini. Les conditions
suivantes sont équivalentes.
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(a) Le préfaisceau E vérifie la propriété de ℓ′-descente cohomologique : pour tout
S-schéma de type fini X, et pour tout ℓ′-hyper-recouvrement X −→ X, le mor-
phisme

(4.18.1) E(X) −→ E(X ) = R lim
←−
n

E(Xn)

est inversible dans la catégorie homotopique stable des S1-spectres.
(b) Le préfaisceau de S1-spectres E a la propriété de descente cohomologique pour

la topologie de Nisnevich et est fortement ℓ′-excisif.
(c) Le préfaisceau de S1-spectres E a la propriété de descente cohomologique pour

la topologie de Nisnevich et est ℓ′-excisif.

Démonstration. — La condition (a) équivaut à affirmer que, pour tout S-schéma de
type fini X, la flèche canonique

E(X) −→ RΓℓ′(X, E)

est un isomorphisme dans la catégorie homotopique stable des S1-spectres. Le fait
que (a) implique (b) n’est donc qu’une reformulation de la proposition 4.17. Comme
il est clair que (b) implique (c), il reste donc à prouver que (c) implique (a).

Soit u : E −→ E′ un morphisme de prefaisceaux de S1-spectres tel que E′ vérifie la
condition (a), et induisant une équivalence faible stable localement pour la ℓ′-topologie
(un tel morphisme existe, d’après [Ayo07b, 4.4]), et désignons par C le cône de u.
Si E vérifie la condition (c), comme E′ a la même propriété, on voit que C vérifie
la condition (c). De plus, E vérifie la condition (a) si et seulement si c’est aussi le
cas pour C. On peut donc remplacer E par C. Autrement, il suffit de prouver que, si
E vérifie la condition (c) et est acyclique localement pour la ℓ′-topologie, alors, pour
tout S-schéma X, le S1-spectre E(X) est acyclique (i.e. Hn(E(X)) = 0 pour tout
entier n). Sous ces hypothèse, nous allons prouver par récurrence sur la dimension de
Krull d de X que, pour tout entier n, Hn(E(X)) = 0. Comme E vérifie la propriété de
descente Nisnevich, le préfaisceau Hn(E(−)) envoie les sommes finies de S-schémas
de type fini sur des produits finis, et ce pour tout entier n. En particulier, le cas où
X est de dimension < 0 est évident. On peut donc supposer que d ≥ 0.

Désignons par Cd la sous-catégorie pleine de la catégorie des S-schémas de type
fini et de dimension de Krull ≤ d. On considère Cd comme un site, avec la topologie
induite par la topologie cdh (cela a un sens, car tout recouvrement cdh d’un schéma X
de dimension ≤ d admet un raffinement de la forme X ′ −→ X, avec X ′ de dimension
≤ d ; voir [SV00, 5.8, 5.9 et 12.4]). La propriété (c) implique que E vérifie la propriété
de descente relativement à la topologie cdh. On en déduit que, pour tout S-schéma
de type fini X, on a

Hn(E(X)) = Hn
cdh(X, E)

pour tout entier n. Pour prouver le théorème, il suffit par conséquent de démontrer
que la restriction de E à Cd est acylique localement pour la topologie cdh.

Soit X un S-schéma dans Cd, et soit a un élément de Hn(E(X)). Vu que E est
acyclique localement pour la ℓ′-topologie, il existe un ℓ′-recouvrement h : W −→ X
tel que h∗(a) = 0. Comme E(Z) est acyclique pour tout S-schéma Z de dimension
≤ d, en vertu de la proposition 4.3, on peut supposer que h est un ℓ′-recouvrement
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de forme normale. Il résulte alors aussitôt du lemme 4.13 que l’on peut supposer que
h est un recouvrement cdh.

5. ℓ′-descente en K-théorie invariante par homotopie

5.1. — On rappelle ici la théorie des KGL-modules, ainsi que les fonctorialités dis-
ponibles dans ce contexte ; nous renvoyons le lecteur à [CD09, 12.3] pour des énoncés
et des constructions plus précis.

Le P1-spectre KGL est un monöıde commutatif. On note Ho(KGL-Mod)(S) la
catégorie homotopique stable des KGL-modules dans la catégorie des P1-spectres au-
dessus de S (localisation de la catégorie des KGL-modules par les A1-équivalences
stables). On dispose donc d’un foncteur

(5.1.1) SH(S) −→ Ho(KGL-Mod)(S) , E 7−→ KGL ∧L

S E ,

adjoint à gauche du foncteur d’oubli (lequel est conservatif)

(5.1.2) Ho(KGL-Mod)(S) −→ SH(S) .

La catégorie Ho(KGL-Mod)(S) est une catégorie triangulée à engendrement compact,
monöıdale symétrique, et le foncteur (5.1.1) est exact et monöıdal symétrique. De plus,
les six opérations de Grothendieck agissent sur la catégorie motivique Ho(KGL-Mod),
de sorte que les foncteurs (5.1.1) et (5.1.2) commutent à Lf∗ et Rf∗ pour tout mor-
phisme f , et à f! et f ! pour tout morphisme séparé de type fini f ; voir [CD09,
Proposition 4.2.12].

Les objets de Ho(KGL-Mod)(S) seront appelés les KGL-modules sur S. Si E et F
sont deux KGL-modules, on pose

HomKGLS
(E,F ) = HomHo(KGL-Mod)(S)(E,F ) .

D’après le théorème 2.15, on a donc, pour tout S-schéma lisse X, et pour tout entier
n, un isomorphisme canonique

HomKGLS
(KGL ∧L

S Σ∞
T (X+),KGL[−n]) ≃ KH n(X) .

On fixe un nombre premier ℓ, et on note Ho(KGL-Mod)(ℓ)(S) la sous-catégorie
pleine de Ho(KGL-Mod)(S) formée des KGL-modules Z(ℓ)-locaux. L’inclusion pleine
Ho(KGL-Mod)(ℓ)(S) −→ Ho(KGL-Mod)(S) admet un adjoint à gauche

Ho(KGL-Mod)(S) −→ Ho(KGL-Mod)(ℓ)(S) , E 7−→ E ⊗ Z(ℓ) .

Pour tous objets C et E de Ho(KGL-Mod)(S), avec C compact, on a un isomorphisme
canonique

HomKGLS
(C, E)⊗ Z(ℓ) ≃ HomKGLS

(C, E ⊗ Z(ℓ)) .

La catégorie Ho(KGL-Mod)(ℓ), des KGL-modules Z(ℓ)-locaux, forme une catégorie
motivique au sens de [CD09], c’est-à-dire stable par les six opérations de Grothen-
dieck.

Proposition 5.2. — Pour tout ℓ′-recouvrement f : X −→ Y entre schémas quasi-
excellents, le foncteur

Lf∗ : Ho(KGL-Mod)(ℓ)(Y ) −→ Ho(KGL-Mod)(ℓ)(X)
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est conservatif.

Démonstration. — Cette proposition est connue lorsque f est un recouvrement pour
la topologie cdh ; voir [CD09, Proposition 2.3.8]. En particulier, on peut supposer
que Y est intègre. De plus, par un argument de localisation (cf. théorème 3.2), et
par induction noethérienne, il suffit de prouver cette assertion génériquement sur Y .
En particulier, grâce à la proposition 4.3, il suffit de traiter le cas où X et Y sont
réguliers et connexes, et où f est fini, surjectif, et plat, tel que f∗OX ≃ Od

Y , avec
d > 0 un entier premier à ℓ. Dans ce cas, pour tout KGL-module E sur Y , il existe
un morphisme trace

Trf : Rf∗Lf∗(E) −→ E ,

naturel en E, tel que le composé

E −→ Rf∗Lf∗(E)
Trf

−−→ E

soit la multiplication par d ; voir [CD09, Proposition 12.7.6]. Par conséquent, pour
tout KGL-module Z(ℓ)-local E sur Y , si Lf∗(E) ≃ 0, alors E ≃ 0.

Corollaire 5.3. — Soit f : X −→ Y un ℓ′-recouvrement radiciel entre schémas
quasi-excellents. Le foncteur

Lf∗ : Ho(KGL-Mod)(ℓ)(Y ) −→ Ho(KGL-Mod)(ℓ)(X)

est une équivalence de catégories. En particulier, pour tout KGL-module Z(ℓ)-local E
sur Y , le morphisme E −→ Rf∗Lf∗(E) est un isomorphisme.

Démonstration. — Cela résulte facilement de la proposition précédente et du théorème
de changement de base propre 3.5 (voir la preuve de [CD09, Proposition 2.1.13]).

Corollaire 5.4. — Soient Y un schéma (quasi-excellent), et G un groupe fini d’ordre
premier à ℓ. Pour tout revêtement galoisien f : X −→ Y de groupe G, et pour tout
KGL-module Z(ℓ)-local E sur Y , le morphisme canonique

E −→ (Rf∗Lf∗(E))hG

est un isomorphisme.

Démonstration. — Par changement de base lisse, comme Lf∗ est conservatif (5.2)
on voit qu’il suffit de prouver l’assertion lorsque f est le revêtement trivial X =
∐

g∈G Y −→ Y , auquel cas c’est évident.

Théorème 5.5. — Soit G un groupe fini d’ordre premier à ℓ. Pour tout carré ℓ′-
distingué de la forme (4.4.1) dans la catégorie des schémas quasi-excellents, et pour
tout KGL-module Z(ℓ)-local E sur X, on a un carré homotopiquement cartésien de
KGL-modules

E //

��

(Rp∗ Lp∗(E))hG

��

Ri∗ Li∗(E) // (Ri∗Rq∗ Lq∗Li∗(E))hG .

(5.5.1)
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Démonstration. — Soit j : U −→ X l’immersion ouverte complémentaire de i. En
vertu du théorème de localisation, il suffit de montrer que les images par Lj∗ et Li∗

du carrés (5.5.1) sont des carrés homotopiquement cartésiens de KGL-modules sur U
et sur Z respectivement.

Par changement de base propre (3.5), on calcule que l’image de (5.5.1) par Li∗ est
isomorphe au carré

Li∗(E) // (Rq∗ Lq∗ Li∗(E))hG

Li∗(E) // (Rq∗ Lq∗ Li∗(E))hG .

De même, par changement de base lisse (3.4), on voit que, si ϕ : U ′ = U ×X X ′ −→ U
désigne l’image inverse de p par j, l’image de (5.5.1) par Lj∗ est isomorphe au carré

Lj∗(E) //

��

(Rϕ∗ Lϕ∗ Lj∗(E))hG

��

0 0 .

Or il résulte des corollaires 5.3 et 5.4 que la flèche Lj∗(E) −→ (Rϕ∗ Lϕ∗ Lj∗(E))hG

est un isomorphisme.

Corollaire 5.6. — Soit G un groupe fini d’ordre premier à ℓ. Pour tout carré ℓ′-
distingué de la forme (4.4.1) dans la catégorie des schémas quasi-excellents, on a un
carré homotopiquement cartésien de S1-spectres

KH (X)⊗ Z(ℓ)
//

��

(KH (Y )⊗ Z(ℓ))
hG

��

KH (Z)⊗ Z(ℓ)
// (KH (T )⊗ Z(ℓ))

hG .

(5.6.1)

En particulier, on a donc une suite exacte longue

KH n(X)(ℓ) −→ KH n(Z)(ℓ) ⊕KH n(Y )G
(ℓ) −→ KH n(T )G

(ℓ) −→ KH n−1(X)(ℓ) ,

où on a posé KH n(−)(ℓ) = KH n(−)⊗ Z(ℓ).

Démonstration. — Cela résulte du théorème 2.15, en appliquant le foncteur sections
globales dérivées RHomKGLX

(KGL,−) au carré homotopiquement cartésien (5.5.1)
pour E = KGL⊗ Z(ℓ).

Théorème 5.7. — La K-théorie invariante par homotopie à coefficients dans Z(ℓ)

vérifie la propriété de descente cohomolologique pour la ℓ′-topologie sur la catégorie
des schémas quasi-excellents.

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du théorème 4.18 et du corollaire 5.6.
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6. Conjecture de Weibel modulo la torsion résiduelle

On fixe toujours, pour le moment, un nombre premier ℓ.

Théorème 6.1 (uniformisation locale de Gabber). — Soit X un schéma quasi-
excellent de caractéristiques résiduelles distinctes de ℓ. Pour tout sous-schéma fermé
rare Z ⊂ X, il existe une famille finie de morphismes de type fini et surjectifs

{Xi −→ X}i∈I

vérifiant les conditions suivantes.
(i) Pour tout i ∈ I, le schéma Xi est régulier, et Zi = Xi×X Z est le support d’un

diviseur à croisements normaux (strict) dans Xi.
(ii) Il existe un sous-schéma fermé rare Y ⊂ X tel que la famille

{Y −→ X} ∪ {Xi −→ X}i∈I

soit ℓ′-couvrante.

Voir [Gab05, Ill09] pour une idée de la démonstration. Une preuve complète
devrait parâıtre bientôt [ILO].

Corollaire 6.2. — Pour tout schéma quasi-excellent X, de caractéristiques résiduelles
distinctes de ℓ, il existe un ℓ′-recouvrement X ′ −→ X avec X ′ régulier.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du théorème précédent, par induction
noethérienne.

Théorème 6.3. — Soit S un schéma quasi-excellent de dimension de Krull ≤ d et
de caractéristiques résiduelles distinctes de ℓ. Pour tout S-schéma lisse X, on a alors

KH i(X)⊗ Z(ℓ) = 0 pour tout i < −d.

Démonstration. — Notons E le préfaisceau de S1-spectres sur la catégorie des S-
schémas de type fini défini par

U 7−→ KH (U ×S X)⊗ Z(ℓ) .

On déduit du corollaire 5.6 que E est ℓ′-excisif, et donc que E vérifie la propriété de
descente cohomolologique pour la ℓ′-topologie (théorème 4.18). Par conséquent, pour
tout S-schéma de type fini U , on a, pour tout entier n, un isomorphisme canonique

Hn
ℓ′(U, E) = KH−n(U ×S X)⊗ Z(ℓ) .

On dispose donc de la suite spectrale

Ep,q
2 = Hp

ℓ′(S, Hq(E))⊗ Z(ℓ) ⇒ KH−p−q(X)⊗ Z(ℓ) ,

où Hq(E) désigne le préfaisceau de groupes abéliens U 7−→ KH−q(U ×S X), et où
H∗

ℓ′(X, F ) désigne la cohomologie de X à coefficients dans le ℓ′-faisceau associé à F .
Or, pour q > 0, le ℓ′-faisceau associé à Hq(E) est isomorphe à zéro : en vertu du
corollaire 6.2, il suffit de vérifier que KH−q(Y ) = 0 pour Y régulier, ce qui est bien
connu. D’autre part, le théorème 4.15 implique que, Ep,q

2 = 0 dès que p > d, et que
la suite spectrale ci-dessus converge fortement, ce qui achève la démonstration.
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Corollaire 6.4. — Soit S un schéma quasi-excellent de dimension de Krull ≤ d, et
de caractéristique p > 0. On a alors, pour tout S-schéma lisse X,

KB
i (X)⊗ Z[1/p] = 0 pour tout i < −d.

Démonstration. — Il résulte aussitôt du théorème précédent appliqué à X pour tout
nombre premier ℓ 6= p que

KH i(X)⊗ Z[1/p] = 0 pour tout i < −d.

Cela conclut, puisque, d’après [TT90, Théorème 9.6], la K-théorie non-connective
des schémas de caractéristique p est invariante par homotopie modulo p-torsion, ce
qui donne des isomorphismes KB

n (X)⊗ Z[1/p] ≃ KH n(X)⊗ Z[1/p].
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