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Compactification d’espaces de représentations

de groupes de type fini.

Anne Parreau∗

Abstract

Let Γ be a finitely generated group andG be a noncompact semisim-
ple connected real Lie group with finite center. We consider the space
X (Γ, G) of conjugacy classes of semisimple representations of Γ into
G, which is the maximal Haussdorff quotient of Hom(Γ, G)/G. We
define the translation vector of an element g in G as the unique vec-
tor of minimal length in the closure of the set of projections into a
fixed closed Weyl chamber C of the associated symmetric space X of
the segments joining a point of X to its image by g. We construct a
compactification of X (Γ, G), induced by the marked translation vector
spectrum, generalizing Thurston’s compactification of the Teichmüller
space. We show that the boundary points are projectivized marked
translation vector spectra of actions of Γ on affine buildings with no
global fixed point. An analoguous result holds for any reductive group
G over a local field.

Introduction.

Soit Γ un groupe infini, de type fini. Soit G un groupe de Lie semisimple
réel, connexe, non compact, de centre fini.

On s’intéresse à l’espace R(Γ, G) = Hom(Γ, G) des représentations de Γ
dans G, muni de la topologie de la convergence simple et de l’action de G par
conjugaison (au but). Si X est l’espace symétrique (sans facteur compact)
associé à G, les représentations de Γ dansG peuvent être interprétées comme
des actions isométriques de Γ sur X.

L’espace topologique quotient R(Γ, G)/G n’est en général pas séparé. On
le remplace donc par son plus gros quotient séparé X (Γ, G) = R(Γ, G) �G,
qui s’identifie naturellement (voir section 4.1, et [Par5] pour une preuve
directe et des références), au sous-espace Rcr(Γ, G)/G de R(Γ, G)/G formé
par les classes de représentations ρ : Γ −→ G complètement réductibles (cr),
c’est-à-dire vérifiant la propriété géométrique suivante ([Serre]) : si ρ fixe un
point α dans le bord à l’infini ∂∞X de X, alors il existe un point β dans
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∂∞X, opposé (i.e. joint par une géodésique dans X) à α , également fixé
par ρ. Cette propriété géométrique équivaut à la propriété classique pour ρ
d’être semisimple ou réductive, i.e. telle que la composante neutre de l’adhé-
rence de Zariski de ρ(Γ) est un groupe réductif, ou, de manière équivalente
([Ric]), d’être d’orbite G · ρ fermée dans R(Γ, G). Cet espace est considéré
de manière classique dans la littérature. Il est légèrement “plus gros” que
l’image de R(Γ, G) dans le quotient algébro-géométrique R(Γ, G)�G, où G
est un groupe algébrique tel que G = G(R)0 (voir section 4.1 pour plus de
détails), qui est également souvent considéré comme espace de modules de
représentations.

On s’intéresse aussi plus particulièrement au sous-espace Xfd(Γ, G) de
X (Γ, G) formé des classes de représentations fidèles et discrètes.

Si Γ est le groupe fondamental d’une surface lisse S connexe orientée
fermée, de genre g ≥ 2, et G = PSL2(R), alorsX est le plan hyperboliqueH2,
et l’espace de Teichmüller T des structures hyperboliques (marquées) sur la
surface S, qui est une cellule de dimension 6g−6, s’identifie naturellement à
l’une des composantes connexes de l’espace X (Γ, G), incluse dans Xfd(Γ, G).

Si Γ = π1(S) et G = PSLn(R), alors la composante de Hitchin de
l’espace des modules de G-fibrés plats sur la surface est une composante
connexe de X (Γ, G), qui est une cellule de dimension (2g − 2) dimG [Hit],
incluse dans Xfd(Γ, G) [Lab]. Pour n = 3 Goldman et Chöı ont montré
(voir [ChGo]) qu’elle s’identife à l’espace P des structures projectives réelles
convexes (marquées) sur la surface S.

Par contre, si Γ est un réseau irréductible d’un groupe de Lie H semi-
simple réel, connexe, sans facteurs compacts, de centre fini, de rang supérieur
ou égal à 2, le théorème de super-rigidité de Margulis entrâıne que pour tout
n, l’espace X (Γ,SLn(C)) est fini (voir [Mar], [Bass]).

Les réseaux des groupes de Lie réels semisimples (connexes, sans fac-
teurs compacts, de centre fini) H de rang 1 non localement isomorphes à
PSL2(R) (comme SO0(n, 1) pour n ≥ 3), s’ils n’ont pas de déformations
non triviales en des réseaux dans H par les résultats de rigidité de Mostow
(voir [Mos]), ont dans certains cas de riches espaces de déformations fidèles
et discrètes dans d’autres groupes G, correspondant par exemple aux struc-
tures conformes (G = SO0(n+1, 1)) et projectives réelles (G = PGLn+1(R))
marquées sur une variété M de groupe fondamental Γ (voir par exemple
[JoMi]).

W. Thurston a construit une compactification de l’espace de Teichmüller
(voir par exemple [FLP]). Plus généralement, Morgan et Shalen (cf. [MoSh],
[Mor], [Chi]) puis Bestvina [Bes] et Paulin [Pau1], ont généralisé la compac-
tification de Thurston pour Xfd(Γ, G) avec G = SO0(n, 1). Les points du
bord proviennent d’actions de Γ sur des arbres réels, à “petits” (i.e. virtuel-
lement cycliques) stabilisateurs d’arêtes. L’un des outils fondamentaux est
le spectre marqué des longueurs.
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Le but de ce travail est de généraliser cette compactification pour G
de rang supérieur ou égal à 2. La possibilité d’une telle compactification
a été envisagée auparavant par de nombreuses personnes (Gromov, Paulin
[Pau2], Kleiner-Leeb, ...). En rang supérieur ou égal à 2, il convient de rem-
placer les arbres réels par une catégorie plus générale d’espaces métriques,
les immeubles affines, ou encore euclidiens.

La notion de cône asymptotique (cf. [Gro1]) permet de construire, en uti-
lisant des ultrafiltres, un espace métrique qui est la limite (quitte à extraire)
de la suite des espaces métriques obtenus en divisant la distance d’un espace
métrique par une suite de réels positifs tendant vers l’infini. Un cône asymp-
totique de l’espace symétrique de type non compact X est un immeuble
affine de type (A,W ) (où A est un sous-espace de Cartan de l’algèbre de Lie
de G et W le groupe de Weyl associé) [KlLe]. Le procédé de passage au cône
asymptotique permet de voir les dégénérescences de déformations de Γ dans
G comme des actions de Γ sur des immeubles affines, sans point fixe global
(voir [Pau3], [KaLe]). Les immeubles affines obtenus par ces dégénérescences
ne sont ni discrets ni localement compacts.

Expliquons maintenant plus en détail le résultat présenté dans cet article.

Pour compactifier X (Γ, G), on introduit (en section 3) un raffinement de
la notion de spectre marqué des longueurs de translation, le spectre marqué
des vecteurs de translation.

Soit A un sous-espace de Cartan de l’algèbre de Lie de G et W le groupe
de Weyl associé. On se fixe une chambre de Weyl fermée C de A. A chaque
segment dansX est associé un unique vecteur de même longueur de C, appelé
son type. Le vecteur de translation v(g) d’un élément g de G est l’unique
vecteur de C de longueur minimale dans l’adhérence dans C de l’ensemble
des types des segments joignant un point deX à son image. Algébriquement,
c’est la “projection de Jordan” de g. Pour G = SLn(R), cet invariant de
conjugaison est égal à la suite décroissante des logarithmes des modules des
valeurs propres de g. Sous sa forme algébrique, il est notamment utilisé dans
[Ben] pour étudier le cône limite des sous-groupes discrets Zariski-denses de
G. On peut définir de manière analogue le vecteur de translation d’une
isométrie préservant le type des segments d’un immeuble affine.

Le spectre marqué des vecteurs de translation d’une action ρ de Γ sur X
est l’application v ◦ ρ de Γ dans C. On considère alors l’application suivante

V :
X (Γ, G) −→ C

Γ

[ρ] 7→ v ◦ ρ .

Soit PC
Γ
le projectifié de C

Γ
, c’est-à-dire l’espace topologique quotient de

C
Γ − {0} par multiplication dans R+, et P : C

Γ − {0} −→ PC
Γ
la projection

canonique.

On démontre alors le théorème suivant (Thm. 4.2).
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Théorème 1. L’application continue

P ◦ V : X − V−1(0) −→ PC
Γ

induit une compactification X̃ (Γ, G) de X (Γ, G), dont le bord ∂∞X (Γ, G) ⊂
PC

Γ
est formé de points de la forme x = [v ◦ρ], où ρ est une action de Γ sur

un imeuble affine de type (A,W ) (pas nécessairement discret), sans point
fixe global.

L’action du groupe Out(Γ) des automorphismes extérieurs de Γ sur
X (Γ, G) s’étend naturellement à X̃ .

Si on suppose que Γ n’a pas de sous-groupe d’indice fini possédant un
sous-groupe abélien distingué infini (hypothèse notamment vérifiée si Γ est
un sous-groupe discret fortement irréductible de SLn(R)), alors l’espace
Xfd(Γ, G) des classes de représentations fidèles et discrètes complètement
réductibles est un fermé de X (Γ, G) (section 5.3). La compactification de

X (Γ, G) construite induit donc une compactification naturelle X̃fd(Γ, G) de
Xfd(Γ, G). Dans ce cas, F. Paulin a démontré que les actions ρ dont pro-
viennent les points du bord sont à stabilisateurs de germes d’appartements
virtuellement résolubles (voir [Pau3]).

En particulier, lorsque Γ est un groupe de surface et G = PSLn(R),
ceci donne une compactification de la composante de Hitchin de l’espace
des modules de G-fibrés plats sur la surface. On a étudié dans [Par1] des
exemples de dégénérescences de structures projectives réelles (correspondant
au ca où n = 3), et calculé les spectres limites correspondants.

Terminons cette introduction par quelques mots sur la structure de la
preuve. Les actions sur des immeubles affines sont obtenues par passage à des
cônes asymptotiques, comme dans [Pau3] et [KaLe]. L’essentiel de la diffi-
culté consiste ici, premièrement, à montrer la continuité du vecteur de trans-
lation par passage à un cône asymptotique (Prop. 3.5), et deuxièmement,
que le spectre limite obtenu est non nul, fait essentiel pour cette compacti-
fication.

Cette dernière propriété est obtenue en utilisant un modèle algébrique
pour le cône asymptotique. On peut en effet voir (d’après une communication
orale de B. Leeb [Lee]) l’action limite comme provenant d’une représentation
de Γ dans le groupe linéaire SLn(Kω), agissant sur son immeuble de Bruhat-
Tits associé, où Kω est un corps valué, ni localement compact, ni à valuation
discrète, obtenu à partir de R par un procédé de passage à un cône asymp-
totique (en utilisant un ultrafiltre ω). Cette construction est détaillée dans
la section 2. La non nullité du spectre découle alors de l’absence de point
fixe global par [Par3].

On obtient également les résultats analogues dans le cadre où G = G(K)
avec K un corps local non-archimédien et G un groupe algébrique réductif
connexe défini sur K, agissant sur son immeuble de Bruhat-Tits X associé.
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Ce travail trouve son origine dans ma thèse [Par1], qui contient déjà
l’essentiel des idées et des résultats intermédiaires. La compactification a
été depuis considérablement élargie et améliorée.

Je remercie Frédéric Paulin pour ses nombreuses suggestions et corrections, ainsi que

pour ses encouragements et sa disponibilité constante. Je remercie également Y. Benoist

et A. Valette pour leurs corrections. Je remercie le Laboratoire de Mathématiques de

l’Université Paris-Sud et le Laboratoire E. Picard de l’Université Toulouse III pour leur

accueil.

1 Préliminaires.

1.1 Espaces métriques CAT(0).

Dans cette section, X désigne un espace métrique CAT(0). On renvoie par
exemple à [BrHa] pour les définitions et propriétés relatives aux espaces
métriques CAT(0) non démontrées ci-dessous.

Etant donnés deux points x et y deX, on notera [x, y] ou bien xy l’unique
segment géodésique joignant x à y. Etant donnés trois points x, y, et z de
X avec y, z 6= x, on notera ∢̃x(y, z) l’angle de comparaison en x entre y et
z, et ∢x(y, z) l’angle en x entre y et z.

L’espace X se décompose canoniquement en produit X0 ×X ′, où X0 est
le facteur de De Rham euclidien de X et X ′ est un espace métrique CAT(0)
sans facteur euclidien, qui est propre si X l’est. Les isométries de X préserve
cette décomposition (voir [BrHa, Thm II.6.15]).

Soit g une isométrie de X. La fonction de déplacement dg : x 7→ d(x, gx)
de X dans R+ est convexe. La longueur (minimale) de translation de g est
le réel positif ou nul

ℓ(g) = inf
x∈X

dg(x).

On appellera ensemble de déplacement minimal de g et on notera Min(g)
le convexe fermé (éventuellement vide) formé des points x de X tels que
d(x, gx) = ℓ(g). On dit que g est semi-simple si Min(g) est non vide, para-
bolique sinon. Dans le premier cas, g fixe un point (est elliptique) si ℓ(g) = 0
ou translate une géodésique (est axiale) si ℓ(g) > 0.

Soit r une géodésique de X. On notera Fr la réunion des géodésiques
parallèles à r. C’est un convexe de X, qui se décompose canoniquement en
un produit Cr × r, où Cr est un convexe de X et {x}× r est une géodésique
parallèle à r pour tout x de Cr (cf. [BrHa, Thm II.2.14]). Si X est complet,
alors Fr et Cr aussi. Soit g une isométrie de X. Si g envoie une géodésique
r sur une géodésique parallèle, alors g préserve Fr et, en restriction à Fr,
on a g = (g′, t) où g′ est une isométrie de Cr et t ∈ R désigne la translation
r(s) 7→ r(s + t) de r. On a ℓ(g) = ℓ(g|Fr

) =
√
ℓ(g′)2 + t2 et Min(g) =
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Min(g′)× r ⊂ Fr. Dans le cas où g translate r, on a t = ℓ(g), en particulier
g′ est elliptique et Min(g) est la réunion des géodésiques translatées par g.

Le groupe Isom (X) des isométries de X est muni de la topologie de
la convergence uniforme sur les bornés (qui est métrisable). Lorsque X est
propre (i.e. si ses boules fermées sont compactes), elle cöıncide avec la topo-
logie de la convergence uniforme sur les compacts, et le théorème d’Ascoli
entrâıne que le groupe topologique Isom (X) est localement compact, et
que, si x est un point de X et M ≥ 0, alors l’ensemble des éléments g de
Isom (X) tels que d(x, gx) ≤ M est un compact (c’est-à-dire que Isom (X)
agit proprement sur X).

On obtient aisément les propriétés suivantes.

Lemme 1.1. Soit (gk)k∈N une suite convergente dans Isom (X), de limite
g. On a les propriétés suivantes.

1. La fonction de déplacement dgk : X −→ R+ converge vers dg uni-
formément sur les bornés de X.

2. La longueur de translation est semicontinue supérieurement, c’est-à-
dire lim supk ℓ(gk) ≤ ℓ(g).

3. Soit M l’ensemble des valeurs d’adhérence des suites (xk)k dans X
telles que xk ∈ Min(gk) pour tout k ∈ N. Alors M ⊂ Min(g).

En particulier, si l’espace X est propre et si l’ensemble minimal Min(gk)
de gk est non vide et reste à distance bornée d’un point fixé de X, alors, quitte
à extraire, Min(gk) converge vers N ⊂ Min(g) non vide pour la topologie
de Hausdorff pointée (pour laquelle on renvoie par exemple à [Gro2]), en
particulier g est semisimple ; et ℓ(g) = limk ℓ(gk).

On notera ∂∞X le bord (à l’infini) de X et r(∞) le point du bord défini
par un rayon géodésique r, qu’on appellera l’extrémité de r.

On suppose désormais que X est complet. L’espace X = X ∪ ∂∞X est
muni de la topologie des cônes. L’action du groupe des isométries de X
s’étend continûment en une action continue sur le bord à l’infini de X. On
notera ∢x(ξ, ξ

′) l’angle en un point x de X entre deux points ξ et ξ′ de X .
On notera ∢T (ξ, ξ

′) = supx∈X ∢x(ξ, ξ
′) l’angle de Tits entre deux points ξ et

ξ′ de ∂∞X (cf. [BrHa, def. II.9.4]). Si cet angle est égal à π, on dira que les
points ξ et ξ′ sont opposés. Si ξ+ et ξ− sont les extrémités d’une géodésique
r, alors ξ et ξ′ sont opposés et on notera Fξ−ξ+ = Fr.

Proposition 1.2 (Points fixes à l’infini d’une isométrie axiale). Soit g une
isométrie d’un espace métrique CAT(0) complet X translatant (non trivia-
lement) une géodésique r. Notons ξ− et ξ+ les extrémités respectives de r en
−∞ et +∞. Si g fixe un point z du bord de X, alors ∢T (ξ

−, z)+∢T (z, ξ
+) =

π. En particulier, si z est opposé à ξ−, alors z = ξ+.

6



Démonstration. L’angle de Tits entre ξ− et z est égal à la limite de l’angle
∢r(t)(ξ

−, z) quand t tend vers −∞. Notons ℓ = ℓ(g). L’angle ∢r(t−nℓ)(ξ
−, z)

est égal à l’angle ∢r(t)(ξ
−, z) pour tout réel t et entier n, car gn fixe ξ− et z

et envoie r(t) sur r(t− nℓ), donc ∢T (ξ
−, z) = ∢r(t)(ξ

−, z) pour tout t ∈ R.
De même, on a ∢T (z, ξ

+) = ∢r(t)(z, ξ
+) pour tout t ∈ R. Pour tout réel t, on

a ∢r(t)(ξ
−, z) + ∢r(t)(z, ξ

+) ≥ ∢r(t)(ξ
−, ξ+) = π d’une part, et d’autre part

∢r(t)(z, r(t+ ℓ)) +∢r(t+ℓ)(r(t), z) ≤ π (car les trois points r(t), r(t+ ℓ) et z
forment un triangle avec le sommet z à l’infini). Comme ∢r(t)(z, r(t+ ℓ)) =
∢r(t)(z, ξ

+) et ∢r(t+ℓ)(r(t), z) = ∢r(t+ℓ)(ξ
−, z) = ∢r(t)(ξ

−, z), on en conclut
que ∢T (ξ

−, z) + ∢T (z, ξ
+) = π.

1.2 Espaces symétriques.

Les espaces symétriques considérés dans cet article sont sans facteurs com-
pacts. On renvoie par exemple à [Hel] et [Ebe] pour la définition des espaces
symétriques sans facteurs compacts et pour leurs propriétés non démontrées
ci-dessous.

Soit X un espace symétrique sans facteurs compacts. Rappelons que X
est une variété riemannienne complète simplement connexe, à courbure sec-
tionnelle négative ou nulle, donc en particulier un espace métrique CAT(0)
complet, propre. L’espace X se décompose canoniquement en produit rie-
mannien d’un facteur euclidien X0 (qu’on appellera aussi le facteur trivial),
et d’un espace symétrique de type non compact X ′. Les isométries de X
préserve cette décomposition. On appellera groupe des automorphismes de
X et on notera G = Aut(X) la composante neutre du groupe des isométries
de X agissant par translation sur le facteur euclidien. Le groupe G agit pro-
prement et transitivement sur X et c’est un groupe de Lie réel. On note g

l’algèbre de Lie de G. Si X est euclidien de dimension k, alors Aut(X) est
isomorphe au groupe abélien (Rk,+). Si X est de type non compact, alors
le groupe de Lie Aut(X) est semisimple, de centre trivial. Si X = X1 ×X2,
alors Aut(X) s’identifie canoniquement à Aut(X1)×Aut(X2). En particulier,
le groupe de Lie G = Aut(X) est donc le produit du groupe de Lie abélien
G0 = Aut(X0) et du groupe de Lie semisimple sans centre G′ = Aut(X ′). Si
X ′ est un sous-espace totalement géodésique de X, alors X ′ est un espace
symétrique sans facteur compact, et la composante neutre du stabilisateur
de X ′ dans Aut(X) agit sur X ′ par automorphismes.

On fixe un plat (sous-espace totalement géodésique euclidien) maximal
(pour l’inclusion) A de X, de groupe de Weyl W , une chambre de Weyl
fermée C de A, dite fondamentale, et on note ∂C l’ensemble des vecteurs
unitaires de C. Tout plat maximal de X est l’image de A par un automor-
phisme g ∈ G. Les restrictions à A des éléments de G seront appelés plats
maximaux marqués de X. En particulier, le groupe G agit transitivement
sur les plats maximaux marqués.
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On renvoie momentanément le lecteur à la section 1.4, pour la définition,
commune aux espaces symétriques et aux immeubles affines, du type dans C,
noté Θ(x, y) ou Θxy, d’un segment xy de X, du type de direction ∂Θr ∈ ∂C
d’une géodésique r de X, et du type ∂Θξ ∈ ∂C d’un point du bord ξ, ainsi
que pour les propriétés communes aux espaces symétriques et aux immeubles
affines.

Dans le cas des espaces symétriques, l’action de G est transitive sur
les segments de type donné. Le stabilisateur dans G d’un point de X agit
transitivement sur les géodésiques de type donné issues de ce point. L’action
du groupe G sur le bord à l’infini est transitive sur les points de type donné.
L’orbite Gξ d’un point du bord ξ de X par G est égale à l’ensemble, noté
(∂∞X)τ , des points du bord de type τ = ∂Θξ, et s’identifie à la variété
G/P , où P est le sous-groupe parabolique StabG(ξ) de G. Le groupe G agit
transitivement sur les couples de points du bord opposés, de types donnés.

Proposition 1.3. Soit τ ∈ ∂C et τ opp le type opposé. Pour tout M > 0,
il existe ǫ > 0 tel que pour tout couple de points (ξ−, ξ+) de ∂∞X avec
∂Θ(ξ+) = τ et ∂Θ(ξ−) = τ opp, pour tout p de X tel que ∢p(ξ

−, ξ+) ≥ π− ǫ,
la distance de p à la réunion Fξ−ξ+ des géodésiques de ξ− à ξ+ est inférieure
ou égale à M .

Démonstration. L’angle de Tits entre un point du bord de type τ et un point
du bord de type opposé τ opp ne peut prendre qu’un ensemble fini de valeurs
D(τ, τ opp), comprenant π. Soit ǫ(τ) tel que π−ǫ(τ) = max(D(τ, τ opp)−{π}).
Alors pour tous ξ+ de type τ et ξ− de type opposé, s’il existe p ∈ X tel que
∢p(ξ

−, ξ+) > π − ǫ(τ), on a ∢T (ξ
−, ξ+) = π et donc Fξ−ξ+ est non vide.

Supposons que la propriété est fausse. Alors il existe M > 0, une suite
de points pi dans X, et deux suites de points ξ+i de type τ et ξ−i de type
τ opp dans ∂∞X tels que ∢pi(ξ

−
i , ξ

+
i ) → π et d(pi, Fξ−i ξ+i

) ≥ M . Pour i assez

grand, Fξ−i ξ+i
est non vide. Soit qi la projection orthogonale de pi sur Fξ−i ξ+i

.

Quitte à appliquer des automorphismes, on peut supposer que qi est une
suite constante égale à q, ainsi que ξ−i ≡ ξ− et ξ+i ≡ ξ+. Si pi reste à
distance bornée de q, quitte à extraire pi converge vers p à distance ≥ M
de Fξ−ξ+, avec ∢p(ξ

−, ξ+) = π, ce qui n’est pas possible. Sinon, comme on
a ∢pi(q, ξ

−) ≤ π
2 et ∢pi(q, ξ

+) ≤ π
2 ces deux angles tendent vers π

2 . Comme
l’angle sous lequel sont vus q et ξ+ crôıt de pi à q, on choisit p′i sur ce segment,
restant à distance bornée supérieure à M de q et on aura ∢p′i

(q, ξ+) → π
2 .

Quitte à extraire, p′i converge vers un point p′ à distance supérieure à M de
sa projection q sur Fξ−ξ+ avec ∢p′(ξ

+, q) = π
2 , ce qui n’est pas possible.

Remarque. Si X est un immeuble affine, on a mieux. Si pour un point
p dans X on a ∢p(ξ

−, ξ+) > π − ǫ(τ), alors on a ∢p(ξ
−, ξ+) = π car

∢p(ξ
−, ξ+) ∈ D(τ, τ opp) (par rigidité des angles, cf. section 1.3), donc p ∈

Fξ−ξ+ .
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Soit a un point dans X. Pour tout point p dans X, et pour tout réel
positif D, on notera Oa(p,D) l’ombre vue du point a de la boule de centre p
et de rayon D, c’est-à-dire l’ensemble des extrémités dans le bord de X des
géodésiques issues de a et passant à distance inférieure ou égale à D de p.

Proposition 1.4. Soit ξ un point du bord de X et r une géodésique telle
que r(+∞) = ξ. Notons τ = ∂Θξ et ξ− = r(−∞). Les ombres Oξ−(r(t),D),
avec t ∈ R et D > 0, forment une base de voisinages de ξ dans (∂∞X)τ .

Démonstration. Soit p = r(0). Les ombres Op(r(t),D), avec t ∈ R
+ et D >

0, forment une base de voisinages de ξ dans ∂∞X. Soient t ∈ R
∗
+ et D > 0.

On vérifie facilement que Oξ−(r(t),D/2) est inclus dans Op(r(t),D). Soit
ε > 0 donné par la proposition 1.3, pour M = D. Soit 0 < D′ ≤ tan(ε) t.
Alors Op(r(t),D

′) ∩ (∂∞X)τ est inclus dans Oξ−(r(t),D). En effet si z est
dans Op(r(t),D

′)∩(∂∞X)τ , alors ∢p(r(t), z) ≤ ∢̃p(r(t), z) ≤ arctan(D′/t) ≤
ε. Par conséquent, d’après la proposition 1.3, comme z est de type τ et ξ−

de type opposé, on a d(p, Fξ−z) ≤ D c’est-à-dire p ∈ Op(r(t),D).

Si r est une géodésique de X et t ∈ R, il existe un automorphisme g ∈ G
de X, appelé transvection le long de r de longueur t, réalisant le transport
parallèle le long de r de r(s) à r(s+ t). Si g 6= id, l’ensemble de déplacement
minimal Min(g) de g est égal à la réunion Fr des géodésiques parallèles à r
(qui sont translatées par g). De plus, le centralisateur Z(g) de g dans G agit
transitivement sur Min(g) (voir par exemple [Ebe, Prop. 4.1.4]).

Dans le cas où X n’a pas de facteur euclidien, G est semisimple de
centre trivial, et un élément g de G est semisimple (resp. elliptique) si et
seulement si son image par la représentation adjointe (de G dans GL(g)) est
diagonalisable sur C (resp. diagonalisable sur C, à valeurs propres de module
1). On dit alors qu’un élément g de G est unipotent (resp. hyperbolique) si
son image par la représentation adjointe a toutes ses valeurs propres égales
à 1 (resp. est diagonalisable sur C et à valeurs propres réelles positives).

Dans le cas général, on note X0 le facteur euclidien de X, et X =
X0 × X ′ la décomposition associé. Soit g un élément de G. Alors g =
(g0, g

′) ∈ G = Aut(X0) × Aut(X ′), et on a Min(g) = X0 × Min(g′) et
ℓ(g) =

√
ℓ(g0)2 + ℓ(g′)2. On a alors que g est semisimple (resp. on dira que

g est hyperbolique) si et seulement si g′ l’est, et g est elliptique (resp. on
dira que g estunipotent) si et seulement si g0 = id et g′ l’est. Les éléments
hyperboliques de G sont exactement les transvections.

Pour tout g de G, il existe un unique triplet e, h, u dans G, appelé la
décomposition de Jordan de g, tel que e, h et u sont respectivement elliptique,
hyperbolique et unipotent, commutent deux à deux, et g = hue. On a alors
ℓ(g) = ℓ(h).
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Proposition 1.5. Soit g dans G de longueur de translation ℓ(g) strictement
positive. Soient e, h et u ses composantes de Jordan, et ϕ = eu. Soit r une
géodésique translatée par h. Soient ξ+ = r(+∞) et ξ− = r(−∞), qu’on
appellera respectivement points fixes attractif et répulsif à l’infini de g. Le
sous-espace totalement géodésique Fg = Min(h) = Fr = Fξ−ξ+ est stabilisé
par g, h, e, u et ϕ, et se décompose en produit Cr × r, où Cr est un sous-
espace totalement géodésique de X.

1. On a h = (id, ℓ(g)), ϕ = (ϕ, 0) et g = (ϕ, ℓ(g)), en restriction à
Fg = Cr × r. En particulier, on a dg(p) =

√
ℓ(g)2 + d(hp, gp)2, pour p

dans Min(h).

2. Pour tout point p dans X, on a que gmp tend vers ξ+ et que g−mp
tend vers ξ− quand m tend vers l’infini.

3. Pour tout point p dans Fg et tout D > 0, pour tout voisinage V de ξ+

dans Gξ+, il existe un entier N > 0 tel que, pour tout m ≥ N , on a

gm(Oξ−(p,D)) ⊂ V

En particulier, ξ+ est le seul point fixe de g opposé à ξ− dans ∂X.

Démonstration. On a ℓ(ϕ) = 0. Comme ℓ(h) = ℓ(g) > 0, la transvection
h est non triviale, d’axe r, donc Min(h) = Fr, et en restriction à Fg =
Min(h) = Cr × r, on a h = (id, ℓ(h)), et ϕ = (ϕ′, t), car ϕ commute avec h,
donc préserve la décomposition. On a alors ℓ(ϕ) =

√
ℓ(ϕ′)2 + t2 = 0, donc

t = 0 et ϕ′ = ϕ sur C. On a donc g = (ϕ, ℓ(h)) sur Fg.
La deuxième affirmation est vraie pour tout p si et seulement si elle est

vérifiée pour un point p de X. On choisit p dans Fg∩Min(e), qui est non vide
(car e stabilise Fg). On peut supposer que r est la géodésique translatée par
h d’origine p. Comme u est unipotent, la distance d(hmp, gmp) = d(p, ump)
est de l’ordre de logm (voir par exemple [LMR, (3.8) et (3.5)]). Or hmp =

r(mℓ(h)), donc la suite gmp tend vers ξ+, car d(gmp, r(mℓ(h)))
mℓ(h) tend vers 0.

Montrons maintenant la dernière affirmation. Soit p ∈ Fξ−ξ+ et D > 0.
Soit V un voisinage de ξ+ dans son orbite Gξ+. Supposons par l’absurde
qu’il existe une suite (zm)m dans Oξ−(p,D) et une suite croissante (nm)m
d’entiers avec z′m = gnmzm /∈ V pour tout m. Soit qm dans Fξ−zm tel que
d(p, qm) ≤ D. D’après l’assertion 2, la suite gnmp tend vers ξ+. Comme
d(gnmqm, g

nmp) ≤ D, la suite gnmqm tend également vers ξ+, et donc l’angle
∢p(ξ

+, gnmqm) tend vers 0. Comme la suite gnmqm tend vers ξ+, l’angle
∢p(ξ

−, gnmqm) tend vers π. Par les propriétés des angles dans un espace
CAT(0), on en déduit que ∢gnmqm(p, ξ

−) tend vers 0, puis que ∢gnmqm(p, z
′
m)

tend vers π (car ∢gnmqm(ξ
−, z′m) = π), puis que ∢p(g

nmqm, z
′
m) tend vers

0. Comme, par l’inégalité triangulaire, l’angle ∢p(ξ
+, z′m) est inférieur à la

somme des deux angles ∢p(ξ
+, gnmqm) et ∢p(g

nmqm, z
′
m), qui tendent vers

0 par ce qui précède, le point z′m tend vers ξ+, contradiction.
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ξ−

≤ D

qm

zm

z′
m

ξ+

p

gnmqm

Espace symétrique associé à un groupe de Lie réel réductif. Soit
G un groupe de Lie réel connexe. On suppose que l’algèbre de Lie g de G
est réductive, c’est-à-dire somme directe de son centre z et d’un idéal g′

semisimple, et que le groupe dérivé de G est de centre fini. Ces hypothèses
sont notamment vérifiées si G est la composante neutre G(K)0 du groupe des
K-points d’un groupe algébrique G réductif connexe défini sur K, où K = R

ou C (cf. [Bor, 24.6 (d)]). Soit K un sous-groupe compact maximal de G.
Alors l’espace homogène X = G/K est un espace symétrique sans facteur
compact, dit associé àG, pour toute métrique riemannienneG-invariante sur
X (c’est-à-dire pour tout choix d’un produit scalaire sur l’algèbre de Lie g

de G invariant par l’action adjointe de K). Cela découle de l’existence d’une
involution de Cartan σ de (G,K) (voir [Bor, 24.6] et [Hel]). Le groupe G agit
proprement, transitivement, par automorphismes, sur X, et transitivement
sur les plats maximaux marqués.

1.3 Immeubles affines.

Les immeubles affines considérés dans cet article sont métriques, pas néces-
sairement localement compacts, ni discrets, c’est-à-dire qu’ils n’admettent
pas nécessairement de structure de complexe (poly)simplicial (voir [Tit]).
Pour leur définition, on renvoie à [Par2], où elle est étudiée en détail. On
reprendra le vocabulaire et les notations de cet article, auquel on renvoie
également pour les propriétés utilisées et non démontrées ci-dessous (no-
tamment pour l’équivalence avec la définition de Kleiner-Leeb [KlLe], dont
on aura besoin pour le théorème 1.16).

On se fixe un espace vectoriel A euclidien de dimension finie et un
groupe de réflexions fini W agissant sur A (c’est-à-dire un sous-groupe
fini d’isométries vectorielles de A, engendré par des réflexions). On fixe
également une chambre de Weyl fermée C de A. Soit W un groupe de
réflexions affine de type (A,W ), c’est-à-dire un sous-groupe d’isométries
affines de A, de projection vectorielle W , tel qu’il existe a dans A tel que
W = TWa, où Wa fixe a et T est un sous-groupe de translations de A (ou,
de manière équivalente, engendré par des réflexions affines).

Soit X un immeuble affine, modelé sur (A,W ). On note A son sytème
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d’appartements marqués. On rappelle qu’un automorphisme de X est une
bijection de X dans lui-même qui préserve A. On rappelle que (X, d) est un
espace métrique CAT(0). On utilisera essentiellement le résultat suivant.

Théorème 1.6. Soit X un immeuble affine complet. Il existe une constante
K telle que pour tout automorphisme h de X et pour tout x de X, on a
d(x,Min(h)) ≤ Kd(x, hx). En particulier h est semisimple.

Démonstration. Comme les automorphismes de X agissent par translation
sur le facteur trivial de X, on se ramène au cas où X n’a pas de facteur
trivial, c’est-à-dire où (A,W ) est essentiel, et cela découle de [Par2, Théo.
4.1]).

Sous-immeubles. On dira qu’un groupe de réflexions (A′,W ′) est un
sous-groupe de réflexions de (A,W ) si A′ est un sous-espace affine de A

et les éléments de W ′ sont les restrictions à A
′ d’éléments de W stabilisant

A
′. On dira alors qu’un immeuble (X ′,A′) modelé sur (A′,W ′) est un sous-

immeuble de X si X ′ ⊂ X et si les appartements marqués de X ′ sont les
restrictions à A

′ d’appartements marqués de X. Alors X ′ est un sous-espace
convexe de (X, d).

Par exemple, si X est un produit d’immeubles (Xi,Ai) modelés sur
(Ai,Wi), on vérifie facilement qu’en chaque point de X, les facteurs sont
des sous-immeubles de X.

Un autre exemple fondamental est le suivant. Soit ρ une géodésique de
X, incluse dans un appartement (ce qui est toujours le cas si A est le système
d’appartements maximal) et X ′ = Fρ la réunion des géodésiques parallèles
à ρ. Alors X ′ est la réunion des appartements de X contenant ρ(+∞) et
ρ(−∞) dans leur bord à l’infini. Soit u l’unique vecteur de C tel que ρ est
égale à t 7→ f(a + tu) pour un plat maximal marqué f : A −→ X de X
et un a ∈ A (autrement dit u est le type ∂Θρ de ρ, cf. section 1.4). Soit
W ′ le sous-groupe des éléments de W fixant (vectoriellement) u. On peut
démontrer (par exemple en suivant [KlLe, prop. 4.8.1]) que X ′ est un sous-
immeuble de X modelé sur (A,W ′). Les plats maximaux marqués de X ′

sont les plats maximaux marqués f : A −→ X de X tels que t 7→ f(tu) est
une géodésique parallèle à ρ.

Immeuble d’un groupe algébrique réductif sur un corps local. On
renvoie à [Tit2] pour ce qui suit. Soit K un corps muni d’une valuation
discrète non triviale, complet, à corps résiduel parfait (par exemple un corps
local non archimédien). Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini
sur K. L’immeuble de Bruhat-Tits (élargi) X = B(G,K) de G sur K est un
immeuble affine complet. Il se décompose canoniquement en produit d’un
facteur euclidien X0 (correspondant à un tore déployé maximal du centre de
G) et des immeubles Xi = B(Gi,K), où G1, . . . , Gm sont les facteurs presque
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simples de G. Il admet une structure de complexe polyédral (dont les facettes
sont des produits du facteur euclidien X0, et des facettes des Xi, qui sont des
simplexes). Le groupe G = G(K) agit continûment, par automorphismes de
X, préservant la structure simpliciale, transitivement sur les appartements
marqués, cocompactement sur X. Si K est un corps local, alors G et X sont
localement compacts et l’action de G sur X est propre.

1.4 Type des segments.

Dans cette section, X désigne ou bien un espace symétrique sans facteur
compact, ou bien un immeuble affine. On fixe un plat maximal modèle A

de X, de groupe de Weyl (vectoriel) W , et une chambre de Weyl fermée C

de A, dite fondamentale. C’est un domaine fondamental strict pour l’action
du groupe de Weyl W sur A. On note Θ la projection de A dans C corres-
pondante, qui à un vecteur dans A associe son type dans C. L’isométrie de C
dans elle-même qui à un vecteur v associe le type opposé vopp = Θ(−v) est
appelée l’involution d’opposition de C.

Si p et q sont deux points de X, il existe un unique vecteur de C, appelé
le type du segment pq et noté Θ(p, q) ou Θpq, tel qu’il existe un plat maximal
marqué f : A −→ X, et deux points A et B de A, avec f(A) = p, f(B) = q et−−→
AB = Θpq. On a clairement ||Θxy|| = d(x, y) et Θyx = (Θxy)opp pour tous
x, y de X. Si p, q, q′, p′ dans X bordent un parallélogramme plat, alors on
a Θpq = Θp′q′. Les automorphismes de X préservent le type des segments.

Remarque 1.7. Lorsque X est l’espace associé à un groupe algébrique ré-
ductif connexe G sur un corps local K égal à R ou ultramétrique, alors, pour
g dans G = G(K), le vecteur Θ(x0, gx0) ∈ C s’identifie à la projection de
Cartan de g (voir par exemple [Ben]).

On renvoie à [Par4] pour de plus fines propriétés du type des segments.
On utilisera notamment la propriété suivante.

Proposition 1.8. Le type est 1-Lipschitz en chaque coordonnée, plus pré-
cisément pour tous x, y, x′, y′ de X, on a

∣∣∣∣Θxy −Θx′y′
∣∣∣∣ ≤ d(x, x′) + d(y, y′)

En particulier, Θ : X ×X −→ C est continue (voir [Par4]).

Etant donné g ∈ Aut(X), on note Θg l’application continue

Θg :
X −→ C

x 7→ Θ(x, gx)

On utilisera la propriété suivante, qui découle de la proposition 1.8.
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Proposition 1.9. Soit (gk)k une suite dans Aut(X), convergeant vers un
élément g de Aut(X). Alors la suite des fonctions Θgk : X −→ C converge
uniformément vers la fonction Θg : X −→ C sur les bornés de X.

Si X est trivial, alors A = X, W = {id}, C = A = X, et Θxy = −→xy pour
tous x, y de X.

SiX = X1×X2 est un produit de deux espaces symétriques ou immeubles
affinesXi. Alors A = A1⊕A2 où Ai est un plat maximal deXi,W =W 1×W 2

où W i est le groupe de Weyl de Ai, et C = C1 + C2 où Ci est une chambre
de Weyl fermée de Ai. Les plats maximaux marqués f : A −→ X de X
sont de la forme f = (f1, f2) où fi est un plat maximal marqué de Xi. Si
Θi : Xi ×Xi −→ Ci est le type des segments de Xi, on a

Θ(x, y) = Θ1(x1, y1) + Θ2(x2, y2)

pour tous x = (x1, x2) et y = (y1, y2) de X.
Soit X ′ un sous-espace symétrique ou un sous-immeuble de X. Soit A′ un

plat maximal de X ′, et W
′
son groupe de Weyl, et C

′
une chambre de Weyl

fermée de A′. Alors A′ s’identifie à un sous-espace totalement géodésique de
A, et les élements deW

′
sont des restrictions à A′ d’éléments deW stabilisant

A
′. Par conséquent, si Θ′ : X ′ ×X ′ −→ C

′
est le type des segments de X ′,

on a
Θ = Θ ◦Θ′

en restriction à X ′ ×X ′.

Notons ∂A l’ensemble des vecteurs unitaires de A, qu’on identifiera à
l’ensemble des demi-droites de A, muni de la distance angulaire, et ∂ : A −→
∂A la projection correspondante. Pour deux points τ , τ ′ dans ∂C (qui est
l’ensemble noté ∆mod dans [KlLe]), on noteD(τ, τ ′) l’ensemble fini des angles
possibles entre deux vecteurs unitaires v et v′ de A de types respectifs τ et
τ ′. Si X est un immeuble affine, alors pour tout x et tous y, z distincts de
x dans X on a ∢x(y, z) ∈ D(τ, τ ′) avec τ = ∂Θxy et τ ′ = ∂Θxz (rigidité
des angles). Le type (de direction) ∂Θr d’une géodésique (ou d’un rayon) r
est égal à ∂Θ(r(s), r(t)) pour tout s < t. Deux géodésiques parallèles ont
même type. Les automorphismes de X préservent le type des géodésiques.
Deux rayons géodésiques asymptotes ont même type dans ∂C. On peut donc
définir le type (noté également ∂Θ) dans ∂C des points du bord à l’infini de
X. L’action de Aut(X) sur le bord à l’infini préserve le type des points.

Si X est complet, le bord à l’infini de X, muni de la distance de Tits
(donnée par l’angle de Tits), est isométrique à la réalisation géométrique
modelée sur (∂A,W ) (cf. [Par2, section 2.6]) d’un immeuble sphérique, dont
les chambres sont les bords des chambres de Weyl de X, et les appartements
les bords des plats maximaux de X. Si ξ et ξ′ sont deux points de ∂∞X,
il existe un plat maximal de X les contenant dans son bord à l’infini. Pour
tout point p de ce plat, on a ∢T (ξ, ξ

′) = ∢p(ξ, ξ
′), qui est nécessairement
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dans l’ensemble fini D(∂Θ(ξ), ∂Θ(ξ′)). En particulier si ∢T (ξ, ξ
′) = π, alors

il existe une géodésique dans X allant de ξ à ξ′.

On renvoie à la section 1.2 pour les propriétés supplémentaires vérifiés
lorsque X est un espace symétrique sans facteur compact.

1.5 Modèle des normes pour SLn.

Soit K un corps muni d’une valeur absolue non triviale, soit égal à R ou C,
soit ultramétrique. Soit G = SLn(K).

Dans le cas où K = R ou C, on dira qu’une norme ν sur Kn est une bonne
norme si elle est euclidienne, c’est-à-dire si elle est de la forme v 7→

√
q(v), où

q est une forme quadratique si K = R, hermitienne si K = C, définie positive
sur K

n. On dira qu’une base (e1, . . . , en) de K
n est adaptée à ν si elle est

orthogonale pour ν, c’est-à-dire si on a ν(
∑n

i=1 xiei) =
√∑n

i=1 ν(ei)
2 |xi|2

pour tous x1, . . . , xn dans K. La bonne norme canonique ν0 de K
n est la

norme provenant du produit scalaire canonique.

Dans le cas où K est ultramétrique, on dira qu’une norme ν sur K
n

est une norme ultramétrique si elle est vérifie l’inégalité triangulaire ul-
tramétrique. On dira qu’une base (e1, . . . , en) de K

n est adaptée à ν si
on a ν(

∑n
i=1 xiei) = max

i=1...n
ν(ei) |xi| pour tous x1, . . . , xn dans K. On dira

qu’une norme ultramétrique est adaptable s’il existe une base de Kn adaptée
à ν. Si K est un corps local, toute norme ultramétrique est adaptable (voir
[GoIw]). On dira qu’une norme ν sur Kn est une bonne norme si elle est ul-
tramétrique et adaptable. La bonne norme canonique ν0 de Kn est la norme
qui à (x1, . . . , xn) ∈ K

n associe max
i=1...n

|xi|.
On dit qu’une bonne norme ν est de volume 1 si on a

∏n
i=1 ν(ei) = 1

pour toute base (e1, . . . , en) de K
n adaptée à ν, de déterminant 1 (dans la

base canonique). Le groupe G = SLn(K) agit sur l’espace des normes par
g.ν = ν ◦ g−1 pour g ∈ G et ν une norme sur K

n. Cette action préserve le
sous-espace En des bonnes normes de volume 1. Le stabilisateur de ν0 est
SO(n) si K = R, le groupe SU(n) si K = C, et SLn(O) si K est ultramétrique
et O est son anneau des entiers (O = {a ∈ K, |a| ≤ 1}).

Dans le cas où K = R ou C, l’espace En s’identifie à l’espace symétrique
sans facteurs compacts associé à G. Dans le cas où K est ultramétrique
L’espace En est alors un immeuble affine (voir par exemple [Par2]), qui
s’identifie à l’immeuble de Bruhat-Tits de G (voir [BrTi2, 2.11 et 2.11bis]).

Ce modèle est particulièrement bien adapté au passage au cône asymp-
totique (voir section 2). Rappelons quelques-unes de ses propriétés.

Le plat maximal modèle A de En est identifié à l’hyperplan de R
n

formé par les vecteurs de somme des coordonnées nulle, et il est muni de la
métrique induite par la métrique euclidienne canonique de Rn. Le plat maxi-
mal marqué (voir sections 1.2 et 1.3 pour la définition des plats maximaux
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marqués) de En associé à une base E = (e1, . . . , en) de K
n de déterminant 1

est l’application fE de A dans En qui à (α1, . . . , αn) associe la (seule) bonne
norme sur Kn admettant E pour base adaptée et valant e−αi sur ei (qui est
bien de volume 1). Tous les plats maximaux marqués de En sont de cette
forme. On appellera plat maximal marqué canonique de X le plat maximal
marqué associé à la base canonique. Pour toute base E de déterminant 1 de
K

n et tout g dans G, on a g ◦ fE = fgE .
Si ν et ν ′ sont deux bonnes normes de volume 1 et E = (e1, . . . , en) est

une base de K
n adaptée commune à ν et ν ′, alors on a

d(ν, ν ′) =

√√√√
n∑

i=1

∣∣∣∣log
ν ′

ν
(ei)

∣∣∣∣
2

. (1)

Notons d∞ la distance sur En donnée par d∞(ν, ν ′) = sup
v 6=0

∣∣∣log ν′

ν (v)
∣∣∣ pour

tous ν, ν ′ ∈ En. On a que d et d∞ sont équivalentes, car [Par2, prop. 3.12]

d∞ ≤ d ≤ √
n d∞ sur En. (2)

Le point base x0 est la bonne norme canonique ν0 de K
n. Soit N la norme

canonique sur les endomorphismes de Kn associée à ν0. Pour tout g ∈ G, on
a sup

v 6=0

g.ν0
ν0

(v) = N(g−1) et donc

d∞(ν0, g.ν0) = max
{
logN(g), logN(g−1)

}
≤ (n − 1) logN(g) (3)

Le lemme suivant sera utilisé en section 2.4.

Lemme 1.10. Soit ν une bonne norme de volume 1 sur K
n, et g ∈ G. On

a

d∞(ν, g.ν) ≤ log
(
1 + e2d∞(ν0,ν)max

{
N(g − id), N(g−1 − id)

})
.

Démonstration. Pour tout v non nul de K
n, on a g.ν(v) ≤ ν(v) + ν((g−1 −

id)v), et on a

ν(hv) ≤ ed∞(ν0,ν)ν0(hv) ≤ ed∞(ν0,ν)N(h)ν0(v) ≤ e2d∞(ν0,ν)N(h)ν(v)

pour tout h de End(Kn). Donc sup
v 6=0

g.ν
ν (v) ≤ 1 + e2d∞(ν0,ν)N(g−1 − id). On

conclut en échangeant ν et g.ν.

1.6 Cônes asymptotiques.

Dans tout cet article, ω désigne un ultrafiltre sur N, plus fin que le filtre
de Fréchet (on renvoie à [Bou, Ch. 1] pour son existence et les propriétés
rappelées ci-dessous), c’est-à-dire un ensemble de parties de N vérifiant
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1. L’ensemble vide n’est pas dans ω ;

2. Si A et B sont dans ω, alors A ∪B aussi ;

3. Si A est dans ω et est inclus dans B, alors B est dans ω ;

4. Pour toute partie A de N, l’ensemble ω contient soit A, soit son com-
plémentaire (toute partition finie de N a par conséquent un unique
élément dans ω).

5. Aucune partie finie de N n’est dans ω.

On peut aussi voir ω comme une mesure de probabilité finiment additive
définie sur toutes les parties de N, à valeurs dans {0, 1}, nulle sur les parties
finies, avec w(A) = 1 ⇔ A ∈ w. Une suite (xk)k∈N dans un espace topo-
logique E quelconque admet x ∈ E comme limite suivant l’ultrafiltre ω si
pour tout voisinage V de x dans E, on a xk ∈ V pour ω-presque tout k.
Cette limite est l’une des valeurs d’adhérences de la suite (xk), et elle est
unique si E est séparé. On note alors limω xk = x. On fera un grand usage de
la propriété fondamentale suivante : une suite contenue (ω-presque partout)
dans un compact admet toujours une limite (unique) suivant l’ultrafiltre ω.
On dit qu’une suite de réels (xk) est ω-majorée (resp. ω-bornée) s’il existe
un réel M tel que xk est inférieur à M (resp. −M ≤ xk ≤ M) ω-presque
partout.

On renvoie par exemple à [KlLe] pour plus de détails concernant les
ultralimites de suites d’espaces métriques pointés et les cônes asymptotiques
et les preuves des propriétés énoncées et non démontrées ci-dessous.

Soit (Xk, dk, ∗k)k∈N une suite d’espaces métriques pointés. On considère
l’ensemble

X ′ = {(xk)k∈N ∈ ∏

k∈NXk; dk(∗k, xk) est ω-borné} ,

muni de la pseudo-distance dω définie par dω((xk), (yk)) = limω dk(xk, yk).
L’espace métrique (Xω, dω) quotient de X ′ par la relation “être à pseudo-
distance dω nulle”, pointé en la classe ∗ω de (∗k)k∈N, est appelé l’ultralimite
de la suite (Xk, dk, ∗k)k∈N. Pour (xk)k ∈ X ′, on note [xk] le point de Xω

associé.

Fait 1.11. L’espace métrique Xω est complet. [KlLe, Lemma 2.4.2]

On se fixe désormais un espace métrique X, une suite (∗k)k∈N dans X,
et une suite (λk)k de scalaires dans R

∗
+, tendant vers +∞. On se donne

également un groupe G agissant par isométries sur X. Le cône asymptotique
de X, suivant l’ultrafiltre ω, par rapport à la suite de points d’observa-
tion (∗k)k∈N et à la suite de scalaires (λk)k est par définition l’ultralimite
(Xω, dω, ∗ω) de la suite d’espaces métriques pointés (Xk, dk = 1

λk
d, ∗k)k∈N

suivant l’ultrafiltre ω. On dira qu’une suite (xk)k∈N de points de X est
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ω-bornée si elle est dans X ′ (c’est-à-dire, si 1
λk
d(∗k, xk) est ω-borné). Re-

marquons que si X est euclidien, alors Xω est isométrique à X (car il existe
des applications de X dans lui-même envoyant un point donné sur ∗k et
multipliant la distance par λk).

Rappelons qu’une application ψ de X dans lui-même est dite (α,C)-
quasi-isométrique si pour tous x, y de X on a

1

α
d(x, y)− C ≤ d(ψ(x), ψ(y)) ≤ αd(x, y) + C .

Soit (ψk) une suite d’applications (α,C)-quasi-isométriques de X dans lui-
même, telle que ψk(∗k) est une suite ω-bornée dans X. Alors son ω-limite
ψω, notée [ψk] ou limω ψk, est une application de Xω dans lui-même, bien
définie par ψω(xω) = [ψk(xk)] pour tout xω = [xk] dans Xω. Elle est α-
bilipschitzienne. En particulier, si ψk est une isométrie pour (ω-presque) tout
k, alors ψω aussi. On note G′ l’ensemble des suites (gk)k∈N d’éléments de G
telles que dk(∗k, gk∗k) est ω-borné. Pour (gk) ∈ G′, on note [gk] l’isométrie
associée de Xω, qui à [xk] associe [gkxk]. On note Gω le groupe formé par
les isométries de ce type.

On suppose désormais que X est un espace métrique CAT(0).

Proposition 1.12. 1. Le cône asymptotique Xω est CAT(0).

2. Pour tous xω = [xk], yω = [yk] et zω = [zk] dans Xω, on a

∢̃xω(yω, zω) = lim
ω

∢̃xk
(yk, zk) et ∢xω(yω, zω) ≥ lim

ω
∢xk

(yk, zk).

Démonstration. Le point 1 est le lemme 2.4.4 de [KlLe]. La première asser-
tion du point 2 est facile à voir, en regardant les triangles de comparaison
(car les angles restent inchangés par les homothéties du plan). La deuxième
en découle, car ∢̃xk

(yk, zk) ≥ ∢xk
(yk, zk) pour tout k, donc ∢̃xω(yω, zω) est

supérieur ou égal à limω ∢xk
(yk, zk), qui reste inchangé si on remplace yk et

zk par y′k et z′k respectivement dans ]xk, yk] et ]xk, zk] pour tout k. On en
déduit que pour tous y′ω et z′ω respectivement dans ]xω, yω] et ]xω, zω], on
a ∢̃xω(y

′
ω, z

′
ω) ≥ limω ∢xk

(yk, zk), et on conclut en passant à la limite pour
y′ω → xω et z′ω → xω.

On dit qu’une suite (rk) de géodésiques de X est ω-bornée si la suite
(rk(0)) l’est. On appelle ω-limite de la suite (rk) et on note [rk] l’application
de R dans Xω qui à t associe [rk(λkt)] , dont on voit facilement que c’est
une géodésique de Xω.

Proposition 1.13. Les géodésiques de Xω sont les ω-limites des géodési-
ques de X (voir par exemple [KlLe, 2.4.4]).

Corollaire 1.14. Soit rk une suite ω-bornée de géodésiques de ω-limite rω.
La ω-limite de la suite des projections orthogonales pk sur rk (qui à [xk]
associe [pk(xk)]) est la projection orthogonale sur rω.
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Démonstration. Soit (yk) une suite ω-bornée dans X, et xk la projection
orthogonale de yk sur rk pour tout k. L’angle en xω = [xk] entre yω = [yk] et
chacun des deux cotés de la géodésique rω est supérieur ou égal à π

2 par la
proposition 1.12 (2), donc xω est la projection orthogonale de yω sur rω.

Pour tout k, soient rk et r′k deux rayons géodésiques asymptotes de
X. Supposons que les suites (rk) et (r′k) sont ω-bornées dans X. Alors
les ω-limites rω et r′ω des suites (rk) et (r′k) sont deux rayons géodésiques
asymptotes de Xω. L’application (∂X)N −→ ∂Xω, qui à la suite de terme
αk = rk(∞) associe rω(∞), noté [αk], est donc bien définie et surjective (car
tout rayon de Xω est ω-limite de rayons de X).

Le lemme suivant est l’analogue du lemme 1.1.

Lemme 1.15. Soit gi une suite “ω-bornée” d’isométries de X, alors si
gω = limω gi = [gi], on a

• limω
1
λi
dgi = dgω .

• limω
1
λi
ℓ(gi) ≤ ℓ(gω).

• [Mgi ] ⊂ Mgω .

En particulier si Mgi reste à distance renormalisée ω-bornée de la suite de
points d’observation, alors gω est semisimple et limω

1
λi
ℓ(gi) = ℓ(gω).

On suppose dorénavant que X est ou bien un espace symétrique de type
non compact, ou bien un immeuble affine, et que G est un sous-groupe fermé
du groupe des automorphismes de X. On se fixe un plat maximal A de X, de
groupe de Weyl W et une chambre de Weyl C de A. Une suite (fk) de plats
maximaux marqués de X est dite ω-bornée si la suite (fk(0)) l’est, et son
ω-limite est alors l’application [fk] de A dans Xω qui à a associe [fk(λka)].
On voit facilement que c’est une isométrie de A dans Xω.

Théorème 1.16 (Kleiner-Leeb). Le cône asymptotique Xω, muni du sys-
tème d’appartements marqués formé par les ω-limites des suites ω-bornées
de plats maximaux marqués de X, est un immeuble affine complet, de type
(A,W ). Le groupe Gω agit sur Xω, par automorphismes d’immeuble. Si le
groupe G agit cocompactement sur X, alors le groupe Gω agit transitivement
sur Xω. Si G agit transitivement sur les plats maximaux marqués de X, alors
G agit transitivement sur les appartements marqués de Xω (voir [KlLe]).

Rappelons (cf. section 1.4) que Θ désigne l’application qui à un segment
de l’espace X (resp. de l’immeuble affine Xω) associe son type dans C. On
a en particulier les propriétés suivantes.

Proposition 1.17 (Continuité asymptotique de Θ). Pour tous points
xω = [xk] et yω = [yk] de Xω, on a Θ(xω, yω) = limω

1
λk
Θ(xk, yk) dans C.
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Démonstration. Soit u ∈ C la limite suivant ω de la suite uk = 1
λk
Θ(xk, yk)

(qui est ω-bornée car 1
λk
d(xk, yk) l’est). Pour tout k, soit fk un plat maximal

marqué tel que fk(0) = xk et fk(λkuk) = fk(Θ(xk, yk)) = yk. Alors la suite
(fk) est ω-bornée, et son ω-limite f est un appartement marqué de Xω tel
que f(0) = [xk] = xω et f(u) = [fk(λku)] = yω, car pour tout k on a
1
λk
d(fk(λkuk), fk(λku)) = dA(uk, u), qui tend vers 0. Par définition du type,

on a donc u = Θ(xω, yω).

Proposition 1.18. Soit rω une géodésique de Xω. Il existe une suite (rk)
ω-bornée de géodésiques de X de type constant ∂Θ(rω) telle que [rk] = rω.
Si le groupe G agit cocompactement sur X et transitivement sur les plats
maximaux marqués de X, alors le groupe Gω agit transitivement sur les
géodésiques de Xω de type donné.

Démonstration. Soit u le type de rω, qui est un vecteur unitaire de la
chambre de Weyl C. Soit fω un appartement marqué tel que pour tout
réel t, on a rω(t) = fω(tu). Soit (fk) une suite ω-bornée de plats maximaux
marqués de X tels que fω = [fk] et soit rk la géodésique t 7→ fk(tu) (de
type constant u). On a alors [rk] = rω par définition de la ω-limite de la
suite (fk). La seconde assertion découle immédiatement de la transitivité
des actions de Gω sur Xω et sur les appartements marqués.

1.7 La méthode de compactification utilisée.

Dans ce paragraphe, on donne la méthode de compactification d’un espace
topologique qui sera utilisée en section 4 (voir aussi [MoSh]). Soit E un
espace topologique.

Définition 1.19. Une compactification de E est une paire (g, Ẽ), où Ẽ est
un espace topologique compact et g : E −→ Ẽ un homéomorphisme sur son
image, avec g(E) ouvert et dense dans Ẽ . Le complémentaire de g(E) dans
Ẽ est appelé le bord (à l’infini) de Ẽ et noté ∂∞Ẽ.

Remarque. Pour qu’un espace topologique admette une compactifica-
tion (métrisable), il est nécessaire qu’il soit localement compact (à base
dénombrable), en particulier séparé.

On suppose désormais que E est localement compact, non compact.
On pose Ê = E ∪ {∞}, muni de la topologie étendant celle de E où

les complémentaires des compacts de E forment une base de voisinages
de ∞. Alors (id, Ê) est une compactification de E , appelée compactifica-
tion d’Alexandroff de E . Si E est métrisable, dénombrable à l’infini, ou, de
manière équivalente, si E est à base dénombrable, alors Ê est métrisable.

Soit C un espace topologique séparé. Soit f : E −→ C. On dira que
f̃ : Ẽ −→ C est un prolongement de f à Ẽ si f̃ ◦ g = f . Le prolongement
continu est unique s’il existe. On dit qu’une compactification (g1, E1) de E
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est plus fine qu’une compactification (g2, E2) de E si g2 possède un (unique)
prolongement continu h à E1 (qu’on appellera le morphisme canonique). On
a alors h(E1) = E2 et h(∂∞E1) = ∂∞E2. Les compactifications E1 et E2 sont
isomorphes (i.e. E1 est plus fine que E2 et E2 est plus fine que E1) si et
seulement si h est un homéomorphisme. La compactification d’Alexandroff
est la compactification la moins fine.

Compactifier hors d’un compact. Soit K un compact de E et F le

complémentaire de
◦
K dans E . Soit (h, F̃ ) une compactification de F . Soit Ẽ

l’espace topologique obtenu en recollant K et F̃ sur le fermé ∂K au moyen
de h|∂K , et g l’application de E dans Ẽ , égale à id sur K et à h sur F . On voit

facilement que (g, Ẽ) est une compactification de Ẽ , dite induite par (h,F),
dont le bord ∂∞Ẽ s’identifie à celui de F̃ . Si (h, F̃ ) provient (par restriction)
d’une compactification (g, Ẽ) de E , alors la compactification de E induite par
(h, F̃) est isomorphe à la compactification de départ (g, Ẽ).

Compactification induite par une application continue. Soit C un
espace topologique séparé et f une application continue de E dans C d’image
relativement compacte. Soit Ê = E ∪{∞} le compactifié d’Alexandroff de E .
Soit g l’application continue de E dans Ê ×C qui à x associe (x, f(x)), et Ẽ
l’adhérence de g(E), qui est compacte, et de la forme Ẽ = g(E)∪ ({∞}×B)
avec B ⊂ C. Alors (g, Ẽ) est une compactification de E , dite associée à ou
induite par f , dont le bord s’identifie à B ⊂ C. Soit C ′ un autre espace
topologique séparé et h : C −→ C ′ continue. Alors f ′ = h ◦ f induit une
compactification (g′, Ẽ ′) de E moins fine que Ẽ .

Plus généralement, supposons que f : E −→ C est seulement définie
sur le complémentaire E − A d’une partie relativement compacte A de E ,
continue, et d’image relativement compacte à l’infini, i.e il existe un compact
K de E tel que f(E −K) est relativement compact dans C. Alors, d’après
ce qui précède, pour tout compact K de E contenant A dans son intérieur

avec f(E−
◦
K) compact, f définit une compactification F̃ de F = E−

◦
K,

donc une compactification Ẽ de E , dite induite par f . Cette compactification
ne dépend pas du choix de K (à isomorphisme près).

Si E et C sont à base dénombrable, alors Ẽ est métrisable. Une suite xn
de E converge dans Ẽ vers un point b du bord de Ẽ identifié à B ⊂ C si et
seulement si xn sort de tout compact de E et f(xn) converge vers b dans C.

2 Modèle algébrique du cône asymptotique.

Cette section est consacrée à montrer que, si G = SLn(K) avec K = R ou
C, et si Xω est un cône asymptotique de l’espace symétrique de type non
compact X associé à G, alors Xω s’identifie par un isomorphisme équivariant
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à l’immeuble de Bruhat-Tits ∆ω du groupe linéaire SLn(Kω) (théorème 2.7),
pour un corps valué Kω qu’on construit préalablement. Ce résultat nous a
été communiqué par B. Leeb [Lee].

La preuve repose sur l’utilisation du modèle des normes euclidiennes sur
K

n pour X et du modèle des normes ultramétriques sur Kn
ω pour ∆ω (voir

section 1.5). L’isomorphisme équivariant de Xω dans ∆ω est construit en
associant de manière naturelle a toute suite ω-bornée de normes euclidiennes
sur Kn une norme ultramétrique sur l’espace vectoriel Kn

ω.
Le résultat analogue dans le cas où G = SLn(K), avec K un corps ul-

tramétrique, où X est l’immeuble de Bruhat-Tits de G, s’obtient de la même
manière, grâce au modèle des normes ultramétriques pourX. Le vocabulaire
des “bonnes normes” de volume 1 sur Kn pour l’espace X (voir section 1.5)
permet un traitement uniforme et simultané de ces deux cas.

On suppose donc que K est un corps valué ou bien égal à R ou C ou bien
ultramétrique. On note |·| la valeur absolue de K. On se fixe un ultrafiltre ω
sur N plus fin que le filtre de Fréchet, et une suite (λk)k∈N de réels positifs
(supérieurs à 1) tendant vers l’infini.

Si E est un ensemble, on notera E∗ son ultraproduit, c’est-à-dire l’en-
semble des suites d’éléments de E, modulo égalité ω-presque partout. On
note 〈ak〉 la classe de la suite (ak)k∈N modulo égalité ω-presque partout.
L’ensemble E se plonge canoniquement dans son ultraproduit E∗ via les
suites constantes. On identifiera E et son image lorsque cela n’engendre pas
de confusion.

2.1 Le corps Kω.

Comme K est un corps, son ultraproduit K
∗, muni de l’addition et de la

multiplication terme à terme, est un corps.

Dans le cas où K = R, la relation ≤ définie, pour tous a = 〈ak〉 et
b = 〈bk〉 dans R∗, par

a ≤ b si et seulement si ak ≤ bk ω-presque partout

fait de R
∗ un corps totalement ordonné. De plus, pour tout a positif dans

R
∗, il existe un unique élément

√
a positif de R

∗ de carré a.
Soit v l’application de K

∗ privé de 0 dans [−∞,+∞] qui à a = 〈ak〉
associe v(a) = − limω

1
λk

log |ak| (qui est bien définie car ak est non nul pour

ω-presque tout k). Pour a = 〈ak〉 ∈ K
∗, notons |a|λ = e−v(a) = limω |ak|1/λk .

On a les propriétés suivantes, i.e. v est une pseudo-valuation de K
∗, triviale

sur K, et |·|λ est la pseudo-valeur absolue ultramétrique sur K∗ associée à v
(à valeurs dans [0,+∞]).

Proposition 2.1.

1. v(〈t〉) = 0 (ou encore |〈t〉|λ = 1) pour tout t ∈ K non nul.
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2. v(ab) = v(a)+ v(b) (ou encore |ab|λ = |a|λ |b|λ) pour tous a, b dans K∗

tels que v(a), v(b) > −∞.

3. v(a+ b) ≥ min {v(a), v(b)} (ou encore |a+ b|λ ≤ max(|a|λ , |b|λ)) pour
tous a, b dans K

∗.

Dans le cas où K = R, on a de plus les propriétés suivantes,

4. Pour tous a, b ∈ R
∗ tels que 0 ≤ b ≤ a, on a v(a) ≤ v(b) (ou encore

|b|λ ≤ |a|λ).

5. Pour tous a et b positifs dans R
∗, on a |a+ b|λ = max(|a|λ , |b|λ).

6. Pour tous a1, . . . , an positifs dans R∗, on a
∣∣∣
√∑n

i=1 a
2
i

∣∣∣
λ
= max

i=1...n
|ai|λ.

Démonstration. Les affirmations 1 et 2 sont faciles à démontrer. L’assertion
3 est claire dans le cas où K est ultramétrique. Supposons maintenant que
K = R. L’assertion 4 est immédiate. Montrons l’assertion 3. Soient (ak), (bk)
dans R

N. On peut supposer que |bk| ≤ |ak| ω-presque partout. On a alors
|ak + bk| ≤ 2 |ak| ω-presque partout, c’est-à-dire 0 ≤ 〈|ak + bk|〉 ≤ 2〈|ak|〉,
d’où v(〈ak + bk〉) ≥ v(〈ak〉) par 4, 2 et 1, donc on a le résultat souhaité.
L’affirmation 5 découle de 4 et 3, et 6 découle de 5 et 2 (qui entrâıne que
|√a |λ =

√
|a|λ pour tout élément a positif de R

∗).

Les éléments a de K∗ tels que |a|λ < +∞ forment un sous-anneau de K∗

qu’on notera K
′. Les éléments a de K

∗ tels que |a|λ = 0 forment un idéal
maximal de K′ qu’on notera K0. On notera Kω le corps quotient de l’anneau
K

′ par son idéal maximal K0. Si (ak)k est une suite dans K telle que la suite

|ak|1/λk est ω-majorée dans R, on note [ak] l’élément de Kω associé. Le corps
K se plonge canoniquement dans Kω via les suites constantes. On identifiera
K et son image lorsque cela n’engendre pas de confusion.

L’application de Kω privé de 0 dans R induite par v est une valuation
de Kω, triviale sur K, qu’on notera également v. L’application de Kω dans
R+ induite par |·|λ est la valeur absolue ultramétrique sur Kω associée à v.
On la notera également |·|λ.

On notera que, si dk désigne la distance sur K induite par la valeur

absolue |·|
1

λk et dω désigne la distance sur Kω induite par la valeur absolue
|·|λ, alors l’espace métrique pointé (Kω, dω, 0) est l’ultralimite des espaces
métriques pointés (K, dk, 0) (en particulier Kω est complet).

Dans le cas où K = R, le corps Kω est totalement ordonné et la valuation
v est compatible avec l’ordre.

Toutes les propriétés énoncées dans la proposition 2.1 ci-dessus sont en-
core vraies si on remplace K

∗ par Kω.
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2.2 L’espace vectoriel Vω = Kn
ω.

L’espace vectoriel V = K
n sur K est muni de sa bonne norme canonique ν0

(voir section 1.5). On note E = (e1, . . . , en) sa base canonique. L’ensemble
V ∗ des suites de vecteurs de V , modulo égalité ω-presque partout, muni des
opérations terme à terme, est un espace vectoriel sur le corps K∗.

Notons η0 = limω ν
1/λk

0 l’application de V ∗ dans [0,+∞] qui à v = 〈vk〉
dans V ∗ associe

η0(v) = lim
ω
ν0(vk)

1/λk = |〈ν0(vk)〉|λ
ou encore log η0(v) = limω

1
λk

log ν0(vk). On vérifie aisément que η0 est une
pseudo-norme ultramétrique sur V ∗.

On dira qu’une suite de vecteurs vk de V est ω-bornée (resp. ω-nulle) si
ν0(vk)

1/λk est ω-borné dans R+ (resp. tend vers 0 suivant le filtre ω), autre-
ment dit si le vecteur corespondant v = 〈vk〉 de V ∗ est de pseudo-norme η0
finie (resp. nulle). Les suites constantes sont clairement ω-bornées. On note
V ′ (resp. V0) le sous-espace vectoriel de V ∗ formé par les suites ω-bornées
(resp. ω-nulles) dans V . L’espace vectoriel quotient Vω = V ′/V0 est un es-
pace vectoriel sur Kω et η0 passe au quotient en une norme ultramétrique sur
Vω qu’on notera également η0. On note [vk] le vecteur de Vω défini par une
suite (vk) ω-bornée de vecteurs dans V . Pour i = 1 . . . n, on notera ei = [ei]
le vecteur de Vω défini par la suite constante égale au i-ième vecteur de la
base canonique de V . La famille Eω = (e1, . . . , en) forme une base de Vω,
qu’on appellera la base canonique de Vω.

Proposition 2.2. L’isomorphisme canonique de Kω-espaces vectoriels

f : (Kω)
n ∼−→ Vω

induit par la base Eω conserve la norme, c’est-à-dire que la norme η0 ◦ f
est la norme ultramétrique canonique sur (Kω)

n, i.e., pour tout u de Vω de
coordonnées (a1, . . . , an) dans la base canonique, on a

η0(u) = max
i=1...n

|ai|λ
Démonstration. Dans le cas où K est ultramétrique, cela vient directement
de l’expression de la bonne norme canonique ν0 de V = K

n, qui est

ν0(a1, . . . , an) = max
i=1...n

|ai|

pour tous a1, . . . , an dans K.
Dans le cas où K = R ou C, pour tous a1 =

[
ak1

]
, . . . , an =

[
akn

]
dans

Kω, on a, dans la base canonique de Vω,

η0(a1, . . . , an) =

∣∣∣∣
[√

∑n
i=1

∣∣aki
∣∣2
]∣∣∣∣

λ

=

∣∣∣∣
√

∑n
i=1ρ

2
i

∣∣∣∣
λ

où ρi =
[∣∣aki

∣∣] ∈ Rω pour tout i. On conclut par l’assertion 6 de la proposi-
tion 2.1.
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2.3 Le groupe SLn(Kω).

L’algèbre End(V ) des endomorphismes de V = K
n est munie de la norme

d’endomorphismes N associée à la bonne norme canonique ν0 de V . L’en-
semble End(V )∗ des suites dans End(V ), modulo égalité ω-presque partout,
muni des opérations terme à terme, est une algèbre sur le corps K∗.

Notons Nω = limω N
1/λk l’application de End(V )∗ dans [0,+∞] qui à

u = 〈uk〉 dans End(V )∗ associe

Nω(u) = lim
ω
N(uk)

1/λk = |〈N(uk)〉|λ .

On vérifie aisément que Nω est une pseudo-norme ultramétrique sous-mul-
tiplicative sur l’algèbre End(V )∗. On dira qu’une suite d’endomorphismes
uk de V est ω-bornée dans End(V ) (resp. ω-nulle) si N(uk)

1/λk est ω-borné
dans R+ (resp. tend vers 0 suivant le filtre ω), autrement dit si l’élément
corespondant u = 〈uk〉 de End(V )∗ est de pseudo-norme Nω finie (resp.
nulle). On note End(V )′ la sous-algèbre de End(V )∗ formé par les suites
ω-bornées dans End(V ). On note End(V )0 l’idéal de End(V )′ formé par les
suites ω-nulles dans End(V ). Le quotient End(V )ω = End(V )′/End(V )0 est
une algèbre sur Kω, et N

ω passe au quotient en une norme ultramétrique
sous-multiplicative sur End(V )ω qu’on notera également Nω. On note [uk]
l’élément de End(V )ω défini par une suite (uk) ω-bornée dans End(V ).

Soit u = 〈uk〉 dans End(V )∗. On lui associe canoniquement l’endomor-
phisme de V ∗

ψ(u) : 〈vk〉 7→ 〈uk(vk)〉 .
On note Ñ la pseudo-norme d’endomorphismes sur End(V ∗) associée à la
pseudo-norme η0 de V ∗. On a alors

Proposition 2.3. Ñ(ψ(u)) = Nω(u).

Démonstration. En effet, pour tout v de V ∗,

η0 (ψ(u)(v)) ≤ Nω(u)η0(v), (4)

donc Ñ(ψ(u)) ≤ Nω(u). De plus, si vk est une suite de vecteurs de V , de
normes ν0(vk) = 1, telle que ν0(vk) ≥ 1

2N(uk)ν0(vk), alors si v = 〈vk〉 ∈ V ∗,

on a η0 (ψ(u)(v)) ≥ Nω(u)η0(v), et donc Ñ(ψ(u)) ≥ Nω(u).

Par conséquent, si la suite (uk) est ω-bornée dans End(V ), c’est-à-dire si
Nω(u) < +∞, alors ψ(u) conserve les sous-espaces V ′ des vecteurs de V ∗ de
pseudo-norme η0 finie et V0 des vecteurs de V

∗ de pseudo-norme η0 nulle. Par
conséquent, ψ(u) passe au quotient en un endomorphisme de Vω = V ′/V0,
qu’on notera encore ψ(u). De plus, si Nω(u) = 0, alors ψ(u) = 0 dans
End(Vω) par (4). L’application ψ passe donc au quotient en un morphisme
de Kω-algèbres de End(V )ω dans End(Vω), qu’on notera également ψ On
résume les propriétés de ψ dans les propositions suivantes.
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Proposition 2.4. Soit u = [uk] dans End(V )ω. On note ψ(u) l’endomor-
phisme [vk] 7→ [uk(vk)] de Vω.

1. Soit (aij)ij a matrice de ψ(u) dans la base canonique Eω de Vω, et

(aijk )ij la matrice de uk dans la base canonique de K
n, pour tout k.

Alors, pour tous i, j on a

aij =
[
aijk

]
k
.

2. On a detψ(u) = [detuk] dans Kω.

3. Ñ(ψ(u)) = Nω(u) = maxij
∣∣aij

∣∣
λ
.

Proposition 2.5. 1. L’application

ψ :
End(V )ω −→ End(Vω) ≃ Mn(Kω)

u 7→ ψ(u)

est un isomorphisme de Kω-algèbres normées.

2. Elle induit un isomorphisme de groupes

ψ : SLn(K)ω −→ SLn(Kω) .

Remarque 2.6. 1) Soit G un sous-groupe algébrique de SLn défini sur K

et G = G(K). Soit Gω le sous-groupe de SLn(K)ω constitué par les classes
de suites ω-bornées formées d’éléments de G. L’image du sous-groupe Gω

par ψ est alors incluse dans le sous-groupe G(Kω) de GL(Kn
ω) (rappellons

que le corps K est canoniquement plongé dans le corps Kω via les suites
constantes).

2) Soit Γ un groupe de type fini, et S une partie génératrice de Γ. Soit
ρk : Γ −→ G(K) une suite de représentations, telles que pour tout s ∈ S,
la suite ρk(s) des images de s est ω-bornée dans SLn(K). Alors la suite ρk
induit une représentation ρω : Γ −→ Gω définie par ρω(γ) = [ρk(γ)] pour
tout γ de Γ. Par la remarque précédente ψ ◦ ρω est alors une représentation
de Γ dans G(Kω) ⊂ SLn(Kω).

2.4 Cône asymptotique et immeuble de SLn(Kω).

Dans cette sous-section, G désigne le groupe SLn(K). Dans le cas où K = R

ou C, l’espace X désigne l’espace symétrique associé à G = SLn(K). Dans le
cas où K est ultramétrique, l’espace X désigne l’immeuble de Bruhat-Tits
de G = SLn(K). L’espace X sera identifié à l’espace des bonnes normes de
volume 1 sur V = K

n, avec pour point-base x0 la bonne norme canonique
ν0 de K

n (voir section 1.5).
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On considère le cône asymptotique (Xω, ∗, dω) de (X,x0, dk = 1
λk
d). On

note A le système d’appartements marqués de Xω. On appellera apparte-
ment maximal marqué canonique de Xω la ω-limite fωE de la suite constante
(fE) égale au plat maximal marqué canonique de X (associé à la base cano-
nique E de V = K

n).

On note Gω = SLn(K)ω ⊂ End(V )ω (voir ci-dessus). Rappelons qu’il
s’agit du quotient du groupe G′ des suites (gk)k ω-bornées dans G, c’est-à-
dire telles que la limite limω N(gk)

1/λk est finie, modulo égalité ω-presque
partout, par le sous-groupe distingué G0 des suites (gk)k telles que N(gk −
id)1/λk tend vers 0 suivant l’ultrafiltre ω.

Le groupe Gω agit naturellement sur l’immeuble Xω par automorphis-
mes. En effet, par la formule (3) de la section 1.5, une suite (gk)k est ω-
bornée dans G (i.e. N(gk)

1/λk est ω-borné) si et seulement si 1
λk
d(x0, gkx0)

est ω-borné, c’est-à-dire si la suite des isométries correspondantes de X est
ω-bornée. De plus, si limωN(gk − id)1/λk = 0, alors l’automorphisme de g′ω
de Xω induit par la suite ω-bornée (gk)k est l’identité. En effet, soit νk une
suite ω-bornée dans X, et ηω son ω-limite dans Xω. D’après le lemme 1.10,
on a

1

λk
d∞(νk, gkνk) ≤ log

(
1 + e

2

λk
d∞(ν0,νk)

max

{

N(gk−id)
1
λk ,N(g−1

k
−id)

1
λk

}

)

(car α log(1 + t) ≤ log(1 + tα) pour t ≥ 0 et 0 < α ≤ 1), donc, comme
1
λk
d∞(ν0, νk) est ω-borné et N(gk − id)

1

λk , donc aussi N(g−1
k − id)

1

λk , tend

vers 0 suivant ω, on en déduit que 1
λk
d∞(νk, gkνk) tend vers 0 suivant ω. On

a donc g′ωηω = ηω, ce qui conclut.

Soit ∆ω l’immeuble de Bruhat-Tits de SLn(Kω), qu’on identifie à l’en-
semble des bonnes normes de volume 1, sur l’espace vectoriel Vω = K

n
ω (voir

section 1.5). On note A′ le système d’appartements marqués de ∆ω.

On note ψ l’isomorphisme canonique de Gω sur SLn(Kω) (voir prop. 2.5).

Théorème 2.7. Pour tout xω = [νk] dans Xω, on note ηxω = limω ν
1/λk

k

l’application de Vω = K
n
ω dans [0,+∞] qui à u = [uk] associe limω νk(uk)

1/λk .
L’application

ϕ :
Xω −→ ∆ω

xω 7→ ηxω

est un isomorphisme d’immeubles affines, ψ- équivariant.

Démonstration. Montrons tout d’abord que ϕ est bien définie. Pour toute

suite x = (νk)k de normes sur V = K
n, on note ηx = limω ν

1/λk

k l’application
de V ∗ dans [0,+∞] qui à u = 〈uk〉 associe limω νk(uk)

1/λk = |〈νk(uk)〉|λ.
On voit facilement que ηx est une pseudo-norme ultramétrique sur V ∗,
c’est-à-dire qu’elle vérifie les propriétés ηx(au) = |a|λ ηx(u) et ηx(u + w) ≤
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max {ηx(u), ηx(w)}. Si x = x0 est la suite constante égale à la bonne norme
canonique ν0 sur V , alors ηx = η0 est la pseudo-norme ultramétrique cano-
nique sur V ∗.

On note dω∞ = limω
1
λk
d∞, qui est un écart (à valeurs dans [0,+∞])

sur l’espace N (V )N des suites de normes sur V , équivalent à dω sur XN,
car, comme d∞ ≤ d ≤ √

n d∞ sur X (voir section 1.5, formule (2)), on a
dω∞ ≤ dω ≤ √

n dω∞ sur XN.
Soient x = (νk) et y = (ν ′k) deux suites de normes sur V , telles que

l’écart dω∞(x, y) est fini. Soit v = 〈vk〉 un élément de V ∗. Pour tout k, on a

0 ≤ e−d∞(νk ,ν
′

k
)ν ′k(vk) ≤ νk(vk) ≤ ed∞(νk,ν

′

k
)ν ′k(vk)

dans R. Par conséquent, on a

0 ≤ 〈e−d∞(νk,ν
′

k
)〉〈ν ′k(vk)〉 ≤ 〈νk(vk)〉 ≤ 〈ed∞(νk ,ν

′

k
)〉〈ν ′k(vk)〉

dans R
∗, et, en prenant la pseudo-valeur absolue |·|λ de chaque terme, on

obtient
0 ≤ e−dω

∞
(x,y)ηy(v) ≤ ηx(v) ≤ ed

ω
∞
(x,y)ηy(v) (5)

dans [0,+∞], grâce aux propriétés de la pseudo-valeur absolue (cf. Prop.
2.1).

Supposons que la suite x = (νk) est ω-bornée dans X, c’est-à-dire que
dω∞(x0, x) = limω

1
λk
d∞(ν0, νk) est fini. En appliquant (5) à y = x0, on a que

ηx(v) est fini si et seulement si η0(v) est fini et ηx(v) = 0 si et seulement si
η0(v) = 0. Donc ηx passe au quotient en une norme ultramétrique sur Vω.

La formule (5) implique également que si l’écart dω∞(x, y) est nul, alors
ηx = ηy Par conséquent, la norme ηx ne dépend que du point xω du cône
asymptotique Xω défini par la suite x = (νk). Il est clair que cette norme
ultramétrique est égale à l’application ηxω de l’énoncé.

On a donc vérifié que l’application

ϕ : Xω −→ NU(Vω)

est bien définie, où NU(Vω) désigne l’espace des normes ultramétriques sur
Vω, qui contient l’espace ∆ω des bonnes normes de volume 1.

Il est clair que cette application est ψ-équivariante. Il suffit maintenant
de montrer que l’image par ψ de l’appartement marqué canonique f = fωE
de Xω est l’appartement marqué canonique f ′ = fEω de ∆ω. En effet, Gω

agit transitivement sur les appartements marqués de Xω, qui recouvrent
Xω, et SLn(Kω) agit transitivement sur les appartements marqués de ∆ω,
qui recouvrent ∆ω. Or ϕ est ψ-équivariante et ψ(Gω) = SLn(Kω) (par la
prop. 2.5). On a donc

ϕ(A) = ϕ(Gω .f) = ϕ(Gω).ϕ ◦ f = SLn(Kω).f
′ = A′
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ce qui entrâıne que ϕ(Xω) = ∆ω et que ϕ est un automorphisme d’im-
meubles.

Montrons donc que, si f = fωE : A −→ Xω est l’appartement marqué
canonique de Xω, alors l’application ϕ ◦ f est égale à l’appartement marqué
canonique f ′ = fEω de ∆ω.

Par définition, f est la ω-limite de la suite constante (fE) égale au plat
maximal marqué canonique de X. Rappelons que fE est le plat maximal
marqué associé à la base canonique E = e1, . . . , en de V = K

n, et qu’on a
f(α) = [fE(λkα)] pour tout α de A.

Soit α = (α1, . . . , αn) un élément de A. Notons νk l’image par fE de λkα,
qui est l’unique bonne norme admettant E pour base adaptée et vérifiant
νk(ei) = eλkαi pour i = 1 . . . n. Par définition de f , on a que l’image de α
par f est le point xω = [νk] de Xω associé à la suite (νk). Soit ηxω = ϕ(xω)
la norme ultramétrique sur Kn

ω associée à xω. Soit a = (a1, . . . , an) dans K
n
ω

avec a1 =
[
a1k
]
, . . . , an = [ank ] dans Kω.

Dans le cas où K est ultramétrique, on a

ηxω(a) =
∣∣[νk(a1k, . . . , ank)

]∣∣
λ
=

∣∣∣∣
[
max
i=1...n

eλkαi
∣∣aik

∣∣
]∣∣∣∣

λ

=

∣∣∣∣ max
i=1...n

[
eλkαi

] [∣∣aik
∣∣]

∣∣∣∣
λ

= max
i=1...n

eαi |ai|λ

Dans le cas où K = R ou C, on a

ηxω(a) =
∣∣[νk(a1k, . . . , ank)

]∣∣
λ
=

∣∣∣∣
[√

∑n
i=1e

λkαi

∣∣aik
∣∣2

]∣∣∣∣
λ

=

∣∣∣∣
√

∑n
i=1[e

λkαi ][
∣∣aik

∣∣]2
∣∣∣∣
λ

= max
i=1...n

eαi |ai|λ

Par conséquent ηω est l’image de α par l’appartement marqué f ′ associé
à la base canonique Eω de K

n
ω.

3 Vecteur de translation.

3.1 Vecteur de translation d’une isométrie.

Soit X un espace symétrique sans facteur compact et x0 un point de X. Soit
G = Aut(X) le groupe des automorphismes de X. On fixe un plat maximal
modèle A de X, de groupe de Weyl W , et une chambre de Weyl fermée C

de A. Le type dans C d’un segment [x, y] de X est noté Θ(x, y) ou Θxy
(voir section 1.4). Rappelons que c’est une application continue, et que les
automorphismes de X préservent le type des segments.

Proposition 3.1. Soit g dans G. L’adhérence dans C de {Θ(x, gx), x ∈ X}
contient un unique segment de longueur minimale (donc égale à la longueur
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de translation ℓ(g) de g), qu’on note v(g), et qu’on appelle vecteur de trans-
lation de g.

Démonstration. L’existence est claire. On a ||Θ(x, gx)|| = d(x, gx) = dg(x)
pour tout x de X, donc la borne inférieure des longueurs de Θ(x, gx), pour
x ∈ X, est égale à la longueur de translation ℓ(g) = infx∈X dg(x) de g.
L’unicité découle donc du lemme ci-dessous et de la proposition 1.8.

Lemme 3.2. Soit g dans G et g = heu la décomposition de Jordan de g
avec h hyperbolique, e elliptique et u unipotent commutant deux à deux. Pour
tout ε > 0, il existe η > 0 tel que, pour tout p de X, si dg(p) ≤ ℓ(g) + η,
alors
(i) d(p,Min(h)) ≤ ε,
(ii) si q est la projection orthogonale de p sur Min(h), alors d(gq, hq) ≤ ε.
En particulier, on a d(gp, hp) ≤ 3ε.

Preuve du lemme. C’est trivialement vrai si ℓ(g) = 0, car alors h = id et
Min(h) = X. Supposons que ℓ(g) est strictement positif.

Rappelons que si q est la projection orthogonale d’un point p surMin(h)
on a dg(q) ≤ dg(p) et dg(q) =

√
ℓ(g)2 + d(gq, hq)2 (cf prop. 1.5). Le (ii) en

découle, en prenant η ≤ ε.

Pour le (i), on fixe ε > 0 et on raisonne par l’absurde. Sinon il existe une
suite pn de points deX telle que dg(pn) tend vers ℓ(g), et que d(pn,Min(h)) ≥
ε. On note qn la projection orthogonale de pn sur Min(h). Alors d(hqn, gqn)
tend vers 0.

Fixons un point q de Min(h). Comme le commutateur Z(h) de h agit
transitivement sur Min(h) (voir par exemple [Ebe, Prop. 4.1.4]), on peut
choisir une suite zn ∈ Z(h) telle que znqn = q. Soit p′n = znpn et gn = zngz

−1
n

pour tout n. Alors gnq tend vers hq. Comme p′n ne tend pas vers q, quitte

p′n

gnq

C

R

gnp
′
n

q hqℓ(g)

Min(h)

à extraire, le rayon géodésique rn issu de q et passant par p′n converge vers
un rayon r orthogonal à Min(h) en q, et son image r′n par gn converge
vers un rayon r′ issu de hq et orthogonal à Min(h). Pour 0 < t < ε et n
suffisamment grand, la distance dgn(rn(t)) entre rn(t) et r

′
n(t) est comprise
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entre ℓ(gn) = ℓ(g) et d(p′n, gnp
′
n) = dgn(p

′
n) = dg(pn), qui converge vers

ℓ(g). La distance entre r(t) et r′(t) est donc égale à ℓ(g) = d(q, hq). Par
conséquent, la géodésique passant par r(t) et r′(t) est parallèle à celle passant
par q et hq, qui est translatée par h. On a donc r(t) ∈ Min(h), ce qui est
impossible car r est orthogonal à Min(h).

Fin de la preuve de la proposition 3.1. Par conséquent, si p ∈ X est tel
que dg(p) ≤ ℓ(g) + η et si q est la projection orthogonale de p sur Min(h),
alors la proposition 1.8 entrâıne que ||Θg(p)−Θg(q)|| ≤ 2d(p, q) ≤ 2ε et
||Θg(q)−Θh(q)|| ≤ d(gq, hq) ≤ ε. On en déduit que ||Θg(p)−Θh(q)|| ≤ 3ε
On conclut en remarquant que le type du segment joignant un point q à son
image par h est constant sur Min(h), car, si q et q′ sont dans Min(h), alors
q, hq, hq′, q′ bordent un parallélogramme plat.

Remarque. La notion de vecteur de translation est plus fine que celle de
longueur de translation (car v(g) est de norme ℓ(g)). On remarque que v est
invariante par conjugaison, et que, si g est semisimple, on a v(g) = Θ(x, gx)
pour tout x de Min(g). On a v(g) = v(h) où h est la partie hyperbolique
dans la décomposition de Jordan de g. Pour tout g, on a v(gN ) = Nv(g)
pour tout N ∈ N. C’est donc en fait, bien que présenté différemment, le
même invariant que celui noté λ(g) dans [Ben].

Exemple. Pour G = SLn(R), on peut choisir

C = {(α1, . . . , αn) ∈ R
n, α1 ≥ . . . ≥ αn, Σ

n
i=1αi = 0}

et pour g ∈ G, on a alors que v(g) est la suite des logarithmes des modules des
valeurs propres de g, par ordre décroissant (car v(g) = v(h) où h est la partie
hyperbolique dans la décomposition de Jordan, c’est-à-dire diagonalisable à
valeurs propres réelles positives, et les valeurs propres de h sont les modules
des valeurs propres de g. Il ne reste plus qu’à calculer v pour une matrice d
diagonale à coefficients positifs, ce qui est aisé car x0 = I ∈ Min(d)).

Cette notion est définie de manière analogue pour les automorphismes
d’un immeuble affine complet ∆ (voir section 1.3), pour lesquels la situation
est plus simple car ils sont tous semisimples (cf. Theo. 1.6). On note G le
groupe Aut(X). On fixe un plat maximal modèle A de X, de groupe de Weyl
W , et une chambre de Weyl fermée C de A. Le type dans C d’un segment
[x, y] de X est noté Θ(x, y) ou Θxy (voir section 1.4). Soit g ∈ G. Alors, par
définition, v(g) = Θ(x, gx) pour un (tout) point x dans l’ensemble minimal
de translation de g (qui est non vide car g est toujours semisimple). On a
toujours ||v(g)|| = ℓ(g), v invariante par conjugaison, et v(gN ) = Nv(g) pour
tout N ∈ N.

Si X est euclidien, alors on a C = A = X, et tout automorphisme g de
X est une translation de vecteur v(g).
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Supposons que X = X1×X2 est le produit de deux espaces symétriques
ou immeubles affines Xi. Soit Gi le groupe des automorphismes de Xi. Soit
A1, A2 les plats maximaux de X1 et X2 tels que A = A1 ⊕ A2, et C1 et
C2 les chambres de Weyl fermées de A1 et A2 telles que C = C1 + C2.
Soit vi : Gi −→ Ci la fonction vecteur de translation de Xi. Alors tout
automorphisme g de X est de la forme (g1, g2) où gi ∈ Gi, et, d’après la
section 1.4, on a

v(g) = v1(g1) + v2(g2). (6)

Soit X ′ un sous-espace symétrique ou un sous-immeuble de X. Soit G′ le
groupe des automorphismes de X ′. Soit C

′
une chambre de Weyl fermée de

X ′. Soit v′ : G′ −→ C
′
la fonction vecteur de translation de X ′. Si g est un

automorphisme de X tel que g′ = g|X′ est un automorphisme de X ′, alors,
d’après la section 1.4, on a

v(g) = Θ ◦ v′(g′) (7)

Proposition 3.3. Soit X un espace symétrique sans facteur compact (resp.
un immeuble affine propre). Le groupe G des automorphismes de X est muni
de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. La fonction v
de G dans C est continue.

Remarque. Ceci entrâıne que, lorsque X n’a pas de facteur euclidien, la
longueur de translation est continue sur Isom (X)0 . Cette propriété n’est
pas vraie pour tous les espaces métriques CAT(0). Par exemple, dans le plan
euclidien, les translations non nulles sont limites de rotations.

Remarque. Pour G = SLn(R), il s’agit de voir que les modules des valeurs
propres dépendent continûment de la matrice A, ce qui est bien connu.

Dans le cas général, nous allons donner maintenant une démonstration
purement géométrique, reposant sur la dynamique des isométries sur le bord
à l’infini de X.

Démonstration. Soit (gk)k∈N une suite convergente dansG, de limite g. Mon-
trons que la suite des vecteurs de translation v(gk) de gk possède une sous-
suite convergeant vers v(g) (cette propriété équivaut à la continuité de v en
g).

Dans le cas où X est un immeuble affine, par le théorème 1.6, Min(gk)
reste à distance bornée du point-base x0, et la conclusion est aisée. Consi-
dérons en effet une suite (xk)k bornée dans X avec xk ∈ Min(gk) pour tout
k ∈ N. Comme l’espace X est propre, il existe une sous-suite (xkj )j de (xk)k
qui converge vers x ∈ X. Le lemme 1.1 entrâıne que x appartient à Min(g).
Par conséquent Θg(x) = v(g). La suite des fonctions Θgk : X −→ C (cf.
section 1.4) converge uniformément vers Θg sur les compacts de X (cf. prop.
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1.9). Par conséquent la suite v(gkj ) = Θgkj
(xkj ) converge vers Θg(x) = v(g)

dans C, ce qui conclut.

Dans le cas où X est un espace symétrique sans facteur compact, l’en-
semble minimal de gk peut être vide ou partir à l’infini. La démonstration
est plus délicate.

Si ℓ(g) = 0, alors, par semi-continuité supérieure de la longueur de trans-
lation, la longueur de translation ℓ(gk) de gk tend nécessairement vers 0 et
donc v(gk) −→ 0 (car v(gk) est de longueur ℓ(gk)), ce qui conclut.

Supposons que la longueur de translation ℓ(g) de g est strictement po-
sitive. Soient ξ+ et ξ− comme dans la proposition 1.5, et F = Fξ−ξ+ le
sous-espace convexe fermé de X formé par la réunion des géodésiques de ξ−

à ξ+. Soit p un point de F . Soit D > 0 et Oξ−(p,D) l’ombre sur le bord de
X de la boule fermée B(p,D), vue du point ξ−, c’est-à-dire l’ensemble des
extrémités (dans ∂X) des géodésiques issues de ξ−, et passant à distance
inférieure à D de p. C’est un voisinage de ξ+ dans son orbite Gξ+, qui est
une variété (cf. section 1.2). Soit B une boule topologique fermée, contenue
dans Oξ−(p,D), contenant ξ+ dans son intérieur. D’après la proposition 1.5,
il existe N tel que l’image par gN de Oξ−(p,D) est incluse dans l’intérieur
de B.

Si v(gNk ) tend vers v(gN ) quand k tend vers l’infini, alors v(gk) tend vers
v(g) quand k tend vers l’infini car pour tout h ∈ G on a v(hN ) = Nv(h).
Quitte à remplacer g par gN et gk par gNk , on donc peut supposer que g(B)
est inclus dans l’intérieur de B. Comme l’action de G sur Gξ+ est continue,
il existe K tel que pour k ≥ K, on a gk(B) ⊂ B. Comme gk est continue sur
B, elle admet alors un point fixe ξ+k dans B par le théorème de Brouwer.
Quitte à extraire, la suite ξ+k tend vers un point z de B, qui est fixé par g.
Comme ξ+ est le seul point fixe de g dans B (cf prop. 1.5), on a z = ξ+.

Soit hk un élément de G fixant ξ− et envoyant p sur un point de Fξ−ξ+
k

à distance inférieure à D de p (qui existe car ξ+k est dans Oξ−(p,D)), donc

envoyant ξ+ sur ξ+k . Quitte à extraire, hk tend vers h ∈ G. La suite h−1
k gkhk

tend vers h−1gh, et v(h−1
k gkhk) = v(gk) et v(g) = v(h−1gh). On peut donc

supposer, quitte à remplacer gk par h−1
k gkhk et g par h−1gh, que ξ+k =

ξ+, c’est-à-dire que gk fixe ξ+ pour k suffisamment grand. On peut aussi
supposer (en échangeant les rôles de ξ+ et ξ−) que gk fixe le point ξ− pour
k suffisamment grand.

L’espace F se décompose en un produit direct C × R, et g agit sur
F = C × R comme (g′, ℓ(g)), où ℓ(g) désigne la translation s 7→ s+ ℓ(g) de
R et g′ est une isométrie de C (avec ℓ(g′) = 0) (voir prop. 1.5). De même, gk
agit sur F comme (g′k, tk), où g

′
k est une isométrie de C et tk la translation

de longueur tk de R, et on a ℓ(gk) =
√
ℓ(g′k)

2 + t2k ≥ tk (voir section 1.1).

Comme gk tend vers g, on a tk −→ ℓ(g) (par exemple en considérant la
projection orthogonale sur {p} × R, qui est continue), donc ℓ(gk) tend vers
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ℓ(g). On en déduit que ℓ(g′k) tend vers 0.

Les sous-espaces F , C et R de X ci-dessus sont des espaces symétriques
sans facteurs compacts. Soit CF une chambre de Weyl fermée de F et CC la
chambre de Weyl fermée de C telle que CF = CC ×R. Notons vF (resp. vC)
la fonction vecteur de translation de F (resp. C) à valeurs dans CF (resp.
CC). D’après (6) et (7), on a vF (gk) = vC(g

′
k) + tk et v(gk) = Θ(vF (gk)).

Comme Θ(tk) tend vers v(g) et vC(g
′
k) tend vers 0, on en déduit que v(gk)

tend vers v(g), car Θ est continue.

Remarque 3.4. Ce qu’on vient de faire démontre, en plus de la continuité
de v, une propriété de “continuité des axes”. Plus précisément si (gk)k est
une suite dans G convergent vers g ∈ G, alors

1. Si v(g) est régulier, alors Min(gk) reste à distance bornée de x0 et
Min(gk) converge vers Min(g) pour la topologie de Hausdorff pointée.

2. Dans le cas général, si ℓ(g) 6= 0, il existe pour k suffisamment grand
deux points opposés ξ+k et ξ−k dans ∂∞X, fixés par gk, tels que le sous-
espace totalement géodésique Fk = Fξ−

k
ξ+
k
reste à distance bornée de x0,

et ξ−k → ξ− et ξ+k → ξ+, où ξ− et ξ+ sont les points fixes attractif et
répulsif de g dans ∂∞X (c’est-à-dire, si g est axiale, ce qui est toujours
le cas si X est un immeuble affine complet, les extrémités d’un axe de
g, et sinon les points définis dans la prop. 1.5).

3.2 Continuité asymptotique.

Soit X un espace symétrique sans facteur compact (resp. un immeuble affine
complet). Soit ω un ultrafiltre sur N plus fin que le filtre de Fréchet. Soit
(λi)i∈N une suite de réels positifs tendant vers +∞, et (∗i)i une suite de
points de X. Soit (Xω, ∗ω, dω) le cône asymptotique de (X, ∗i, 1

λi
d)i suivant

l’ultrafiltre ω.

Proposition 3.5. Soit (gi) une suite dans G telle que la suite 1
λi
d(∗i, gi∗i)

est ω-bornée. Soit gω l’isométrie de Xω associée. Alors la suite ( 1
λi
v(gi))i a

pour limite v(gω), dans C, suivant l’ultrafiltre ω.

Démonstration. Commençons par le cas où X est un immeuble affine, qui
se traite simplement, de manière analogue à la preuve de la continuité
de v. En utilisant de nouveau la propriété de majoration de la distance
à l’ensemble minimal (voir 1.6), on a que 1

λi
d(∗i,Min(gi)) est inférieur à

1
λi
Kd(∗i, gi∗i) pour une certaine constante K, donc l’ensemble minimal de

gi reste à distance di = 1
λi
d bornée (suivant l’ultrafiltre ω) de la suite

de points-base (∗i). Soit xi dans Min(gi) restant à distance di bornée sui-
vant ω de ∗i. Soit xω = [xi]. Le lemme 1.15 entrâıne que xω appartient à
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Min(gω). Par conséquent Θgω(xω) = v(gω). D’après la proposition 1.17, on
a Θgω(xω) = limω

1
λi
Θgi(xi), donc v(gω) = limω

1
λi
v(gi).

Supposons maintenant queX est un espace symétrique sans facteur com-
pact. Comme Xω est un immeuble affine complet et gω un automorphisme
de Xω (cf. théorème 1.16), on sait que gω est semisimple, donc fixe un point
ou translate une géodésique (voir théorème 1.6).

On voit facilement que limω
ℓ(gi)
λi

≤ ℓ(gω). Par conséquent, si gω fixe un

point, on a limω
ℓ(gi)
λi

= ℓ(gω) = 0, donc, comme v(gi) a pour norme ℓ(gi)

pour tout i, on a limω
v(gi)
λi

= 0, ce qui conclut.

On peut donc supposer dorénavant que gω translate une géodésique rω
de Xω. Quitte à conjuguer chaque gi, on peut supposer pour simplifier les
notations que la suite des points-base (∗i) est constante égale à x0.

Soit r une géodésique de X telle que r(0) = x0, de même type que
rω. Alors, d’après la prop. 1.18, il existe une suite (hi) dans G telle que
1
λi
d(x0, hix0) est ω-borné et hω = [hi] envoie [r] : t 7→ [r(λit)] sur rω.

Quitte à conjuguer chaque gi par hi, on peut donc supposer (toujours pour
simplifier) que rω = [r]. Notons ξ+ = r(+∞), ξ− = r(−∞) les extrémités
de r.

Pour tout réel t et pour tout réel positif D, notons Oξ−(t,D) l’ombre sur
le bord de X de la boule fermée B(r(t),D), vue du point ξ−.

Lemme 3.6 (Contraction des ombres). Pour tous réels strictement positifs
D, t, ε, l’image par gi de l’ombre Oξ−(0,D) est incluse dans l’ombre Oξ−(t, ǫ)
pour ω-presque tout i.

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Sinon, il existe D, t, ε > 0 et une
suite zi dans ∂X avec zi ∈ Oξ−(0,D) et gizi /∈ Oξ−(t, ε) ω-presque partout.
Soit σi une géodésique de ξ− à zi telle que d(r(0), σi(0)) ≤ D. Alors les
géodésiques rω et σω = [σi] de Xω sont confondues sur ]−∞, 0], car elles
sont asymptotes en −∞ et dω(rω(0), σω(0)) = limω

1
λi
d(r(0), σi(0)) = 0 (la

situation est représentée sur la figure 1).

ξ−

r(0)

≤ D

r

giσi

σi
zi

σω
gωσω

rωgω∗ω∗ω

Figure 1 – Preuve du lemme 3.6.
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On a donc ∢∗ω(rω(+∞), gωσω(+∞)) = 0 (où ∗ω est le point-base de
Xω), donc, comme le passage au cône asymptotique augmente les angles
(voir prop. 1.12, (2)), on en déduit que ∢r(t)(ξ

+, gizi) →ω 0 (car [r(t)] = ∗ω).
Par conséquent ∢r(t)(ξ

−, gizi) →ω π, et donc (par la prop. 1.3), la distance
du point r(t) à la réunion Fi des géodésiques de ξ

− à gizi tend vers 0 suivant
l’ultrafiltre ω. Or, par hypothèse, on a d(r(t), Fi) ≥ ε ω-presque partout, ce
qui est contradictoire.

Suite de la preuve de la proposition 3.5. SoitD > 0. L’ombreOξ−(0,D)
est un voisinage de ξ+ dans son orbite Gξ+. Comme Gξ+ est une variété, elle
contient donc une boule topologique euclidienne B contenant ξ+ dans son
intérieur. Comme les ombres

(
Oξ−(t, ε)

)
t,ε>0

forment une base de voisinages

de ξ+ dans Gξ+ (cf. Prop. 1.4), il existe t et ε strictement positifs tels que
l’ombre Oξ−(t, ε) est contenue dans B. D’après le lemme 3.6, on a alors,
pour ω-presque tout i, que gi conserve la boule B donc que gi admet un
point fixe ξ+i dans Oξ−(t, ε) par le théorème de Brouwer (car gi est continue
sur B).

Comme ξ+ω = [ξ+i ] est un point du bord deXω opposé à [ξ−] = rω(−∞) et
fixé par l’isométrie gω, qui translate la géodésique rω, il est nécessairement
égal à rω(+∞) = [ξ+] (voir prop. 1.2). On peut donc supposer, quitte à
conjuguer chaque gi, que ξ

+
i = ξ+, c’est-à-dire que gi fixe ξ

+ pour ω-presque
tout i. On peut aussi supposer (en échangeant les rôles de ξ+ et ξ−) que gi
fixe ξ− pour ω-presque tout i.

Pour ω-presque tout i, on a que gi préserve le sous-espace convexe fermé
F = Fξ−ξ+ formé par la réunion des géodésiques de ξ− à ξ+. Ce sous-espace
se décompose en un produit direct C × R et gi se décompose parallèlement
en produit (g′i, ti) en restriction à F = C × R, où g′i est une isométrie de
C et ti la translation s 7→ s + ti de R (voir section 1.1). Soit pi l’image
de x0 par gi et qi sa projection orthogonale sur r. Alors qi = tix0. Comme

x0

gix0

qi
ti

g′ix0

C

r

Figure 2 –

la limite de la suite des projections orthogonales sur r est la projection
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orthogonale sur rω (voir le corollaire 1.14), on a que qω = [qi] est égal à la
projection orthogonale de gω∗ω sur rω. Or gω∗ω ∈ rω, donc on a qω = gω∗ω.
Par conséquent 1

λi
d(x0, g

′
ix0) tend vers 0 suivant ω, et donc limω

1
λi
ℓ(g′i) = 0.

On en déduit que limω
1
λi
Θ(x0, tix0) = Θ(∗ω, gω∗ω) = v(gω).

Les sous-espaces F et C de X sont des espaces symétriques sans facteurs
compacts. Soit CF une chambre de Weyl fermée de F et CC la chambre de
Weyl fermée de C telle que CF = CC × R. Notons vF (resp. vC) la fonction
vecteur de translation de F (resp. C) à valeurs dans CF (resp. CC). D’après
(6) et (7), on a vF (gi) = vC(g

′
i)+ ti et v(gi) = Θ(vF (gi)). Or on vient de voir

que limω
1
λi
vC(g

′
i) = 0 et que limω Θ( 1

λi
ti) = v(gω), donc on a v(gi)

λi
→ω v(gω)

car Θ est continue.

Remarque 3.7. On a en fait démontré une propriété plus forte de “conti-
nuité asymptotique” des axes, c’est-à-dire, si (gi) est une suite ω-bornée
dans G et gω l’isométrie de Xω associée, alors :

1. Si v(gω) est régulier, alors Min(gi) reste à distance 1
λi
d bornée (suivant

l’ultrafiltre ω) de ∗i et limω Min(gi) = Min(gω).

2. Dans le cas général, si ℓ(gω) 6= 0, il existe pour ω-presque tout i deux
points opposés ξ+i et ξ−i dans ∂∞X, fixés par gi, tels que le sous-espace
Fi = Fξ−i ξ+i

reste à distance 1
λi
d ω-bornée de ∗i, et et ξ−ω = [ξ−i ] et

ξ+ω = [ξ+i ] sont les points fixes attractif et répulsif de gω dans ∂Xω (en
particulier limω Fi contient Min(gω)).

4 Compactification.

Soit Γ un groupe infini de type fini. Soit K un corps local. Alors K est ou
bien égal à R ou C, ou bien ultramétrique. Soit G un groupe algébrique
linéaire connexe réductif défini sur K. On peut supposer que G est un sous-
groupe algébrique défini sur K de SLn. Dans le cas où K = R ou C, on
note G = G(K)0 la composante neutre du groupe des points rationnels sur
K de G, et X l’espace symétrique sans facteur compact associé au groupe
de Lie réel réductif G (voir section 1.2) (notons que, si K = C le groupe
G est le groupe des points réels du R-groupe réductif connexe H obtenu à
partir de G par restriction des scalaires). Dans le cas où le corps K est non
archimédien, on note G = G(K) le groupe des points rationnels sur K de G,
et X l’immeuble de Bruhat-Tits (élargi) de G sur K, qui est un immeuble
affine discret localement compact.

En particulier, X est un espace métrique CAT(0) propre, et G est un
groupe de Lie analytique sur K, donc un groupe topologique métrisable,
agissant continûment, proprement, par automorphismes, et cocompactement
sur X. On note x0 un point-base de X et d la distance maximale d(Gx, x0)
pour x ∈ X.
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4.1 Espaces de représentations et quotient

On considère l’ensemble R = R(Γ, G) des représentations de Γ dans G, muni
de la topologie compacte-ouverte, qui est aussi celle de la convergence simple.
L’espace R s’identifie à un sous-ensemble fermé de GS par l’application qui
à ρ ∈ R associe (ρ(s))s∈S . L’espace R est métrisable, à base dénombrable,
localement compact. Le groupe G agit continûment sur R par conjugaison :
pour g ∈ G et ρ ∈ R, γ ∈ Γ on a g · ρ(γ) = gρ(γ)g−1.

L’espace topologique quotient usuel R/G n’étant en général pas séparé,
on le remplace par son plus gros quotient séparé X = R � G, qui peut
être décrit, comme le montre ce qui suit, soit comme le quotient de R par
une relation d’équivalence naturelle ∼, soit plus explicitement comme une
rétraction sur un sous-espace naturel Rcr/G de R/G (la semisimplification).

Représentations complètement réductibles On dit que ρ ∈ R est
complètement réductible (cr) si, lorsque ρ fixe un point α dans le bord à
l’infini ∂∞X de X, alors il existe un point β dans ∂∞X, opposé (i.e. joint par
une géodésique dans X) à α , également fixé par ρ. Cette notion (introduite
par J.P. Serre, voir [Serre]) pour les actions sur des immeubles sphériques) est
peu restrictive, en particulier les représentations sans point fixe global dans
le bord à l’infini de X, sauf éventuellement dans le bord du facteur translaté
par G, sont cr. Elles comprennent les représentations Zariski-denses. Dans
le cas où G = GLnK, une représentation est cr si et seulement si l’action
linéaire sur Kn associée est semi-simple.

Si la caractéristique du corps K est nulle, alors ρ est cr si et seulement
si la composante neutre de l’adhérence de Zariski de ρ(Γ) est un groupe
réductif ([Serre, Proposition 4.2]). Cela équivaut à demander que l’orbite
G ·ρ soit Zariski-fermée dans la variété algébrique R(Γ, G) ([Ric]), ou encore
que l’orbite G · ρ soit fermée dans R(Γ, G) (voir par exemple [Bre]).

Plus gros quotient séparé On note l’espace Rcr le sous-espace (stable
sous G) de R formé des représentations cr, et Rcr/G l’espace quotient, muni
de la topologie quotient (qui cöıncide avec la topologie induite par l’inclusion
dans l’espace topologique quotient R/G [Bou, III, § 2, proposition 10]). Cet
espace est à base dénombrable car R l’est.

Le résultat suivant est bien connu pour K = C, résulte de [Ric], [Luna]
et [RiSl], dans le cas où K = R, et de [Bre] pour K de caractéristique
0. On en trouvera une démonstration directe, qui couvre aussi le cas de
la caractéristique non nulle, dans [Par5], auquel on renvoie pour plus de
détails, ainsi que pour une étude géométrique (et d’autres caractérisations
naturelles) des représentations complètement réductibles.

Théorème 4.1. 1. L’espace Rcr/G est séparé et localement compact.
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2. Toute orbite de G dans R contient dans son adhérence une unique
orbite complètement réductible π(ρ) (semisimplification).

3. La propriété G · ρ∩G · ρ′ 6= ∅ définit une relation d’équivalence ρ ∼ ρ′

sur R. La projection G-invariante π : R −→ Rcr/G est continue, et
induit un homéomorphisme h de l’espace quotient R �G := R/ ∼ sur
Rcr/G, tel que π = h◦p, où p : R −→ R�G est la projection canonique.
En particulier, R�G (resp. Rcr/G) est le plus gros quotient séparé de
R sous G (toute application continue G-invariante f de R vers un
espace séparé factorise à travers p).

On notera au passage que la topologie quotient issue de la semisimpli-
fication π (utilisée dans la littérature) cöıncide avec la topologie quotient
usuelle de Rcr/G. On identifiera dorénavant R �G et Rcr/G (et les projec-
tions p et π) via h. On notera cet espace X (Γ, G) ou X . On notera [ρ] la
classe de ρ ∈ R pour ∼.

On remarquera que l’image dans X d’un fermé G-stable F de R est un
fermé (car F est stable par la semisimplification π)

Remarque (Lien avec le quotient algébro-géométrique). En caractéris-
tique nulle, il est également classique de travailler avec le quotient algébro-
géométrique R(Γ, G) � G, qui est défini comme l’image de R(Γ, G) dans
le quotient algébro-géométrique R(Γ, G) �G de la variété algébrique affine
R(Γ, G) sous l’action de G.

L’espace X (Γ, G) considéré dans cet article est un peu “plus gros” que
R(Γ, G)�G, dans le sens suivant. On peut identifier R(Γ, G)�G à l’espace des
G-orbites Zariski-fermées dans R(Γ, G), et X (Γ, G) à l’espace des G-orbites
fermées dans R(Γ, G). La projection canonique t : R(Γ, G) −→ R(Γ, G) �
G factorise en l’application naturelle P : G · ρ 7→ G · ρ de X (Γ, G) dans
R(Γ, G)�G. Cette application (continue et surjective) est fermée et à fibres
finies (voir [Luna], [RiSl] pour K = R et [Bre, 5.17] en caractéristique nulle).

Action de Out(Γ) Le groupe Aut(Γ) des automorphismes de Γ agit à
droite, par précomposition (donc par homéomorphismes) sur l’espace R des
représentations de Γ dans G. Cette action est continue et commute avec
l’action de G, donc induit une action (par homéomorphismes) de Aut(Γ)
sur l’espace X . Le groupe Int(Γ) des automorphismes intérieurs de Γ agit
trivialement sur X , car, si γ ∈ Γ et ρ ∈ R, alors ρ ◦ iγ = ρ(γ) · ρ, et donc
[iγ .ρ] = [ρ], où iγ ∈ Int(Γ) désigne la conjugaison par γ. On obtient donc
une action (par homéomorphismes) du groupe Out(Γ) = Aut(Γ)/Int(Γ) des
automorphismes extérieurs de Γ sur l’espace X .

On va maintenant construire une compactification de X , reposant sur la
notion de vecteur de translation développée en section 3.
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4.2 Spectre marqué des vecteurs de translation.

On fixe un plat maximal A de X, de groupe de Weyl vectoriel W , et une
chambre de Weyl fermée C de A. L’action de G sur X préserve le type des
segments, donc le vecteur de translation v : G −→ C est bien défini (voir
section 3).

Le spectre marqué des vecteurs de translation d’une représentation ρ de

Γ dans G est la fonction v ◦ ρ : Γ −→ C. On munit l’espace C
Γ
des fonctions

de Γ dans C de la topologie produit, qui est métrisable de type dénombrable

(mais pas localement compacte). L’application V de R dans C
Γ
qui à une

représentation ρ associe son spectre v ◦ ρ est continue et invariante sous
l’action de G, car le vecteur de translation v l’est (voir prop. 3.3). Elle passe
donc au quotient en une application continue

V :
X −→ C

Γ

[ρ] 7→ v ◦ ρ .

Remarque (Spectre des longueurs). Dans toute cette section, on peut rem-
placer le spectre des vecteurs de translation V par le spectre des longueurs
de translation L = ||V||

L :
X −→ R

Γ
+

[ρ] 7→ ℓ ◦ ρ
où ℓ : G −→ R+ est la longueur de translation des isométries de X (cf.
section 1.1). Les compactifications obtenues alors sont moins fines.

4.3 Le théorème de compactification.

On rappelle que X désigne le plus gros quotient séparé de l’espace R =
Hom(Γ, G) sous G, qui s’identifie à l’espace Rcr/G des classes de représen-

tations complètement réductibles (section 4.1), et que V : X −→ C
Γ
est le

spectre marqué des vecteurs de translation (section 4.2).

Soit PC
Γ
le projectifié de C

Γ
, c’est-à-dire l’espace topologique quotient de

C
Γ − {0} par la relation d’équivalence u ≃ w si et seulement s’il existe un réel

positif non nul t tel que u = tw. Cet espace est séparé, à base dénombrable
(mais il n’est ni compact, ni localement compact). On note [w] la classe dans

PC
Γ
de w ∈ C

Γ − {0}, et P la projection canonique de C
Γ − {0} dans PC

Γ
,

qui est continue et ouverte.

Théorème 4.2. L’application continue

PV = P ◦ V : X − V−1(0) −→ PC
Γ
.

est “d’image relativement compacte à l’infini”, i.e. il existe un compact K
de X , contenant V−1(0), tel que PV(X −K) est relativement compact.

40



En particulier, elle induit une compactification (métrisable) X̃ de X ,

dont le bord ∂∞X̃ = X̃ − X s’identifie à une partie de PC
Γ
, vérifiant la

propriété suivante.

Une suite [ρi]i dans X converge dans X̃ vers un point [w] de ∂∞X̃ ⊂ PC
Γ

si et seulement si, d’une part, la suite [ρi]i sort de tout compact de X , et,
d’autre part, la suite [v ◦ ρi]i des spectres projectifiés converge vers [w] dans

PC
Γ
.

Si [w] ∈ ∂∞X̃ , alors [w] = [v ◦ ρ] avec ρ une action de Γ sur un imeuble
affine ∆ de type (A,W ), sans point fixe global. On peut de plus supposer que
cette action provient d’une représentation ρ non bornée de Γ dans G(Kω) ⊂
SLn(Kω), où Kω est un corps valué ultramétrique et ∆ est un sous-immeuble
de l’immeuble de Bruhat-Tits de SLn(Kω) préservé par G(Kω).

Remarques. 1. La compactification obtenue ne dépend pas du choix du com-
pact K. Le corps Kω est complet mais sa valuation n’est pas a priori discrète
(et l’immeuble impliqué n’est pas simplicial).

2. (Un critère de rigidité) En particulier, s’il n’existe pas d’action de Γ
sans point fixe global sur un immeuble affine de type (A,W ), ou s’il n’existe
pas de représentation ρ non bornée de Γ dans G(Kω) avec Kω corps valué
ultramétrique, alors l’espace X est compact.

3. (Injectivité du spectre) L’application V n’est a priori pas injective sur
X tout entier, ne serait-ce que parce que toutes les représentations à valeurs
dans un sous-groupe compact K de G ont le même spectre (nul). On renvoie
à [DaKi] pour des résultats sur l’injectivité (qui n’est pas utilisée ici) du
spectre des longueurs L (donc de V) et de son projectifié PL (donc de PV)
pour les représentations Zariski-denses dans G semisimple, dans le cas où
K = R.

Avant de démontrer ce théorème, on introduit quelques outils de base
venant de la géométrie CAT(0).

4.4 Fonctions de déplacement

On voit ρ : Γ −→ G comme une action de Γ surX (l’espace CAT(0) associé à
G). On appelle fonction de déplacement de ρ (relativement à la partie généra-

trice S) et on note dρ la fonction convexe continue
√∑

s∈S d
2
ρ(s), c’est-à-dire

la fonction
dρ : X −→ R+

x 7→
√∑

s∈S d(x, ρ(s)x)
2

On appelle minimum de déplacement de ρ (relativement à la partie généra-
trice S) et on note λ(ρ) le nombre réel positif

λ(ρ) = inf
x∈X

dρ(x),
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qui est un invariant de conjugaison. La fonction λ : R −→ R+ va nous
permettre de contrôler les représentations partant à l’infini dans le quotient
X , et de renormaliser le spectre des vecteurs V.

Notons ||·||S la longueur des mots sur Γ associée à la partie génératrice
finie S. La propriété suivante permet de majorer le spectre des longueurs de
translation ℓ◦ρ d’une représentation ρ en fonction de λ(ρ) et de la longueur
des mots.

Proposition 4.3. Pour toute représentation ρ : Γ −→ G, on a ℓ ◦ ρ ≤
λ(ρ)||·||S sur Γ.

Démonstration. Soit γ ∈ Γ. Pour tout x ∈ X on a d(x, ρ(γ)x) ≤ ||γ||Sdρ(x).
Donc ℓ(ρ(γ)) ≤ ||γ||Sdρ(x) pour tout x de X, d’où le résultat souhaité.

Pour tout réel positif D, notons RD l’ensemble des ρ de R tels que
dρ(x0) ≤ D, qui est un compact de R (car l’action de G sur X est propre),
et XD l’image par p continue du compact RD de R, qui est un compact de
X . On démontre facilement la propriété suivante.

Proposition 4.4. Si λ(ρ) < D alors il existe g ∈ G tel que g · ρ ∈ RD+2d.
En particulier [ρ] est dans le compact XD+2d.

Remarque. Il est clair que λ est semicontinue, mais elle n’est pas continue en
général quand X est un espace CAT(0) quelconque (par exemple, pas dans
le cas où X est le plan euclidien). On pourrait en fait démontrer avec un
peu plus de travail (mais nous n’en avons pas vraiment besoin pour ce qui
suit) que, dans le cadre où nous nous sommes placés ici (groupes réductifs
sur les corps locaux agissant sur leurs espaces associés) λ est continue sur R
et passe au quotient en une fonction continue propre sur X .

4.5 La démonstration du théorème de compactification 4.2

La preuve du théorème 4.2 repose essentiellement sur le lemme fondamen-
tal suivant, qui décrit le comportement asymptotique du spectre marqué
des vecteurs de translation d’une suite de représentations partant à l’infini
(sortant de tout compact) dans X , et donne une bonne partie de ce qu’on
veut.

Lemme 4.5. Soit (ρi)i∈N une suite dans R telle que λi = λ(ρi) → +∞.

Alors, quitte à extraire, 1
λi
v ◦ ρi tend vers w dans C

Γ
, avec w = v ◦ ρ où ρ

une action de Γ sur un immeuble affine ∆ de type (A,W ), sans point fixe glo-
bal. On peut de plus supposer que cette action provient d’une représentation
ρ non bornée de Γ dans G(Kω) ⊂ SLn(Kω), où Kω est un corps valué ul-
tramétrique et que ∆ est un sous-immeuble de l’immeuble de Bruhat-Tits de
SLn(Kω), préservé par G(Kω).

En particulier, w n’est pas identiquement nul.
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Démonstration. Comme G agit cocompactement sur X, quitte à conjuguer
chaque représentation ρi, on peut supposer qu’il existe un point xi de X, à
distance bornée (par d) de x0, tel que dρi(xi) ≤ λ(ρi)+

1
i . Soit ω un ultrafiltre

sur N, plus fin que le filtre de Fréchet. On considère le cône asymptotique
Xω de (X,x0,

1
λi
d) suivant l’ultrafiltre ω (voir section 1.6). C’est un im-

meuble affine complet de type (A,W ) (cf. Thm 1.16). Pour tout γ de Γ,
on a d(x0, ρi(γ)x0) ≤ ||γ||Sdρi(x0) ≤ ||γ||S(λ(ρi) + 1

i + 2d), où ||·||S désigne
la longueur des mots sur Γ associée à la partie génératrice finie S, donc la
suite 1

λi
d(x0, ρi(γ)x0), i ∈ N, est bornée. On peut donc considérer l’action

asymptotique ρω de Γ sur Xω, qui est définie par ρω(γ)[xi] = [ρi(γ)xi] pour
tous γ de Γ et [xi] de Xω. Notons dρω la fonction de déplacement de ρω (voir
section 4.4). Pour tout yω = [yi] ∈ Xω, on a dρω (yω) = limω

1
λi
dρi(yi), qui

est supérieur ou égal à 1, avec égalité si yω = [xi] = [x0]. Il en résulte que
l’action ρω n’a pas de point fixe global dans Xω.

D’après la proposition 3.5 (continuité asymptotique de v), pour tout γ
de Γ, on a 1

λi
v(ρi(γ)) converge vers v(ρω(γ)) dans C suivant l’ultrafiltre ω.

La suite 1
λi
wi converge donc dans C

Γ
, suivant l’ultrafiltre ω, vers w = v ◦ρω.

En particulier il existe une sous-suite extraite de wi convergeant vers w dans

C
Γ
.
Dans le cas où K = R ou C, on peut supposer que G est un sous-groupe

fermé auto-adjoint de SLn(K). Donc que X est un sous-espace totalement
géodésique passant par x0 de l’espace symétrique En associé à SLn(K).

Dans le cas où K est ultramétrique, on peut supposer que G est un sous-
groupe algébrique défini sur K de SLn, et d’après le théorème de plongement
de Landvogt [Lan, Thm. 2.2.1], l’immeuble de Bruhat-Tits X de G sur K se
plonge par une isométrie équivariante par G dans l’immeuble de Bruhat-Tits
En de SLn sur K. On identifie X à son image dans En.

Le cône asymptotique Xω de (X,x0,
1
λi
d) suivant l’ultrafiltre ω est donc

un sous-immeuble du cône asymptotique Eω de (En, x0,
1
λi
d) suivant l’ultra-

filtre ω. D’après ce qui a été fait dans la section 2 (voir la proposition 2.5
et la remarque qui suit, et le théorème 2.7), l’action asymptotique provient
en fait d’une représentation ρω de Γ dans G(Kω) ⊂ SLn(Kω), où Kω est un
corps valué ultramétrique et SLn(Kω) agit sur son immeuble de Bruhat-Tits.
Comme cette action n’a pas de point fixe global dans Xω, donc dans Eω, qui
est un immeuble affine complet (cf. Thm 1.16), ρω(Γ) n’est pas borné, et le
spectre des longueurs de translations ne peut être nul (voir [Par3, Coro. 3]),
donc w n’est pas identiquement nul.

On en déduit immédiatement la propriété suivante, qui permet de con-
trôler le spectre des longueurs L (donc également celui des vecteurs V) en
fonction de λ, à l’infini de X .

Corollaire 4.6. Il existe une partie finie F de Γ, un réel c > 0 et un réel
positif D0 tels qu’on a la propriété suivante.

43



Pour tout ρ de R, si λ(ρ) ≥ D0, il existe γ ∈ F tel que ℓ(ρ(γ)) > cλ(ρ).

Démonstration. Soit FN , N ∈ N une suite croissante de parties finies re-
couvrant Γ. Sinon pour tout entier N non nul, il existe ρN ∈ R tel que
λ(ρN ) ≥ N et pour tout γ de FN on a 1

λℓ(ρN (γ)) ≥ 1
N . Donc 1

λℓ ◦ ρN tend

vers 0 dans R+
Γ, ce qui est impossible par le lemme 4.5.

Remarques. 1) On a donc (pour λ(ρ) ≥ D0) l’encadrement

cλ(ρ) < max
γ∈F

ℓ(ρ(γ)) ≤ Cλ(ρ)

où C = maxγ∈F ||γ||S (cf proposition 4.3).

2) Une autre conséquence directe du corollaire 4.6, que nous n’utiliserons
pas, mais qui mérite d’être signalée, est que l’application “spectre marqué

des vecteurs de translation” V : X −→ C
Γ
est propre : en effet, si Q est

un compact de C
Γ
, pour D supérieur à D0 et à 1

c maxγ∈F,w∈Q ||w(γ)||, on a
que λ < D sur V−1(Q). Donc V−1(Q) est inclus dans le compact XD+2d

(proposition 4.4).

Fin de la preuve du théorème 4.2. Nous pouvons maintenant montrer l’ex-
istence du compact K tel que PV(X −K) est inclus dans un compact. Il suffit
de prendre K = XD pour D ≥ D0 +2d du corollaire 4.6. Notons Y = X −K
et Y = p−1(Y) = R− p−1(K).

D’après le corollaire 4.6, comme ρ ∈ Y implique λ(ρ) ≥ D − 2d ≥ D0

(d’après la proposition 4.4), on a que 1
λV(Y) ne rencontre pas l’ensemble

{w ∈ C
Γ | ∀γ ∈ F, ||w(γ))|| ≤ c} qui est un voisinage de 0 dans C

Γ
(en

particulier K contient V−1(0)). Donc l’adhérence C dans C
Γ
de 1

λV(Y) ne
contient pas 0.

Or 1
λV est d’image relativement compacte, car incluse dans le compact∏

γ∈Γ{u ∈ C; ||u|| ≤ ||γ||S} par la proposition 4.3.

Donc C est un compact de C
Γ − {0}, et P(C) est un compact de PC

Γ
,

contenant P( 1λV(Y)) = P(V(Y)) = P(V(Y)), ce qui conclut.

La construction (purement topologique) de la compactification de X in-
duite par PV définie hors d’un compact, continue, d’image relativement com-
pacte à l’infini (à valeurs dans un compact hors d’un compact) est décrite
en détail en section 1.7. Le reste des assertions du théorème 4.2 découle du
lemme 4.5.

4.6 Action de Out(Γ).

La compactification construite ci-dessus est intrinsèque, en particulier l’ac-
tion naturelle sur X du groupe Out(Γ) des automorphismes extérieurs de
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Γ se prolonge naturellement en une action sur le compactifié X̃ . Expli-
quons cela en détail : Le groupe Aut(Γ) agit par précomposition sur l’es-

pace C
Γ

des fonctions de Γ dans C. Cette action induit une action (par

homéomorphismes) sur PC
Γ
, et la projection P : C

Γ −→ PC
Γ
est Aut(Γ)-

équivariante. L’application V : X −→ C
Γ
est également Aut(Γ)-équivariante,

donc PV aussi. Donc l’action de Aut(Γ) sur X se prolonge continument à X̃
par l’action naturelle ci-dessus sur ∂∞X ⊂ PC

Γ
. Comme Int(Γ) agit triviale-

ment sur X , donc sur X̃ , l’action passe au quotient en une action de Out(Γ)
sur X̃ par homéomorphismes.

5 Représentations fidèles et discrètes.

On dit qu’une représentation de Γ dansG est fidèle et discrète si elle injective
et d’image discrète. Remarquons qu’une représentation fidèle et discrète de Γ
dans G n’a pas de point fixe global dans X, car Γ est infini et le stabilisateur
d’un point est compact. On note Rfd(Γ, G) ou Rfd l’espace des représenta-
tions fidèles et discrètes de Γ dans G.

5.1 L’hypothèse (H)

On dira qu’un groupe abstrait Γ vérifie l’hypothèse (H) s’il n’admet pas de
sous-groupe d’indice fini contenant un sous-groupe abélien distingué infini.
Si Γ′ est un groupe commensurable à Γ (c’est-à-dire si Γ∩Γ′ est d’indice fini
dans Γ et dans Γ′), alors Γ vérifie (H) si et seulement si Γ′ vérifie (H). Cette
hypothèse n’est pas très restrictive dans notre cadre, comme le montrent les
exemples suivants.

Si Γ est un sous-groupe discret Zariski-dense d’un groupe de Lie linéaire
semimple H, alors Γ vérifie (H) (voir [GoMi, Lemma 1.2]).

Ce qui suit montre que les groupes agissant de manière fidèle et discrète,
par automorphismes, sans orbite finie au bord sur un espace symétrique sans
facteur compact et sans facteur euclidien vérifient l’hypothèse (H).

On dira qu’un sous-groupe d’isométries d’un espace métrique CAT(0)
propre X est non virtuellement parabolique s’il n’a pas d’orbite finie dans le
bord à l’infini de X, sauf éventuellement dans le bord du facteur euclidien
X0 de X, ou, de manière équivalente, s’il n’a pas de sous-groupe d’indice
fini parabolique (i.e. admettant un point fixe global dans ∂∞X − ∂∞X0).
Si Γ′ est un sous-groupe de Isom (X) commensurable à Γ, alors Γ est (non)
virtuellement parabolique si et seulement si Γ′ l’est. Pour les sous-groupes de
G = GLn(R), agissant sur son espace symétrique X sans facteur compact as-
socié, cette notion correspond à celle de sous-groupe fortement irréductible,
i.e. ne préservant pas de réunion finie de sous-espaces vectoriels propres non
triviaux de R

n.
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Lemme 5.1. On suppose que X est un espace symétrique sans facteur com-
pact et que G agit par automorphismes de X. Soit Γ un sous-groupe discret
de G, possèdant un sous groupe abélien A distingué infini. Alors il y a deux
possibilités.

1. A possède un élément parabolique non trivial. Alors Γ admet un point
fixe global dans le bord à l’infini de X.

2. A n’a que des éléments semisimples. Alors M = ∩a∈AMin(a) est non
vide et se décompose de manière canonique en un produit C×R

k (avec
k > 0 minimal), de telle manière que tous les éléments a de A opèrent
sur M comme (id, a′), où a′ est une translation de R

k. Le groupe Γ
stabilise M , préserve le bord de R

k.

En particulier le groupe Γ a une orbite finie dans le bord à l’infini de X.

Corollaire 5.2. Si X est un espace symétrique sans facteur euclidien ni
compact, et si G agit par automorphismes, alors un sous-groupe discret non
virtuellement parabolique de G vérifie l’hypothèse (H).

Preuve du lemme. Le premier point découle de [Ebe, Corollary 4.4.5]. Sup-
posons maintenant que A n’a que des éléments semisimples. La première as-
sertion du deuxième point découle de [BGS, Lemma 7.1]. Comme A contient
au moins un élément non elliptique (car sinon, A est fini car il fixe M non
vide point par point et est discret), alors k 6= 0. Comme A est distingué
dans Γ, le groupe Γ stabilise M et préserve la décomposition M = C × R

k,
donc préserve le bord de R

k, qui est non vide car k > 0. Or le bord de R
k

est inclus dans un appartement de l’immeuble de Tits sphérique à l’infini de
X, donc il ne rencontre qu’un nombre fini de facettes à l’infini. Le groupe Γ
a donc une orbite finie dans le bord à l’infini.

5.2 Fermeture.

On suppose ici que Γ vérifie l’hypothèse (H) et que G est un groupe de Lie
linéaire.

Théorème 5.3 (Goldman-Millson). L’espace Rfd des représentations fidè-
les et discrète de Γ dans G est un fermé de l’espace R des représentations
de Γ dans G.

Démonstration. Si Rfd est non vide, alors Γ est linéaire donc il contient un
sous-groupe sans torsion Γ′ d’indice fini, d’après le lemme de Selberg (voir
par exemple [Alp]). Alors Γ′ n’a pas de sous-groupe abélien distingué non
trivial (car il vérifie (H) et n’a pas de sous-groupe fini non trivial), donc, par
Goldman-Millson (voir [GoMi, Lemma 1.1]), l’espace Rfd(Γ

′, G) est fermé.
Soit ρk une suite convergente de représentations fidèles et discrètes de

Γ dans G, de limite ρ. La restriction de ρ à Γ′ est donc fidèle et discrète.
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L’intersection de ker ρ et Γ′ est triviale, donc ker ρ est fini. Or 1 ∈ G n’est
pas limite d’éléments d’ordre inférieur à une constante donnée. La restriction
de ρk à ker ρ tend vers l’identité, donc est constante à partir d’un certain
rang. Comme ρk est fidèle pour tout k, on en déduit que ker ρ est trivial,
autrement dit que ρ est fidèle. De plus, on voit facilement qu’un sous-groupe
de G contenant un sous-groupe discret d’indice fini est discret, donc ρ est
discrète.

5.3 Compactification.

On suppose que le groupe Γ vérifie l’hypothèse (H).

Dans cette section on suppose que K = R ou C, et que G = G(K)0, où
G est un groupe algébrique linéaire connexe réductif défini sur K, agissant
sur son espace symétrique sans facteur compact associé X. (notons que, si
K = C le groupe G est le groupe des points réels du R-groupe réductif
connexe H obtenu à partir de G par restriction des scalaires).

Comme Rfd est un fermé de R (Théorème 5.3), il est stable par semisim-
plification et l’espace Xfd = p(Rfd) = (Rfd∩Rcr)/G est donc un sous-espace
fermé de l’espace X = Rcr/G. En particulier il est séparé, localement com-
pact, à base dénombrable.

La compactification X̃ de X construite précédemment (Théorème 4.2)

induit donc une compactification (métrisable) X̃fd de Xfd (qui s’obtient en

prenant simplement l’adhérence de Xfd dans X̃ , munie d’une action naturelle
de Out(Γ) (car Xfd est stable sous Out(Γ), donc son adhérence aussi).

En rang 1, cela redonne les compactifications connues ([FLP], [MoSh],
[Bes], [Pau1]).

Si x ∈ ∂∞X̃fd ⊂ PC
Γ
, alors x = [v ◦ρ], où ρ est une action sans point fixe

global de Γ sur un immeuble affine de type (A,W ), sans point fixe global.
Dans ce cas, F. Paulin a démontré que cette action est à stabilisateurs de
germes d’appartements virtuellement résolubles (voir [Pau3]).

Remarque. En fait, si on se restreint aux représentations fidèles et discrètes,
on peut construire la compactification un peu plus directement. En effet,
on peut montrer que les spectres de longueurs de représentations fidèles
et discrètes sont non nuls (on peut se ramener par semisimplification à
ρ d’adhérence de Zariski réductive, et cela découle alors du théorème de
Burnside, voir par exemple [Bass], [Ben]) et que la fonction “minimum de
déplacement” λ reste supérieure à ε > 0 sur Rfd. On montre alors de la
même manière qu’en section 4.5 que 1

λV(Rfd) est d’adhérence compacte,

incluse dans C
Γ − {0}. Le spectre projectifié PV des vecteurs de translation

est donc bien définie sur Xfd tout entier et à valeurs dans un compact.
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