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Résuḿe :
Cet article propose une méthode générique d’inférence

avec des règles implicatives graduelles et des entrées
floues. Les règles graduelles permettent de représenter
des contraintes sur un ensemble de possibles et sont
très intéressantes pour leur capacité d’interpolation. Nous
proposons une méthode d’inférence basée sur la notion de
système bien conditionné. Elle s’appuie sur l’inférence
à partir d’entrées rectangulaires dont le calcul s’avère
simple. Elle utilise une double décomposition : parα-
coupes pour se ramener à des entrées rectangulaires et par
partitionnement de ces coupes en régions rectangulaires
où seules deux règles s’appliquent à la fois.

Mots-clés :
Règles implicatives graduelles, entrées floues,

inférence, système bien conditionné, décomposition

Abstract:
A general approach to practical inference with gradual

implicative rules and fuzzy inputs is presented. Gradual
rules represent constraints restricting outputs of a fuzzy
system for each input. They are tailored for interpolative
reasoning. Our approach to inference is founded on the
use of well-conditioned fuzzy systems. It is based on the
computation of the fuzzy output under an interval-valued
input. A double decomposition of fuzzy inputs is done in
terms ofα-cuts and in terms of a partitioning of these cuts
according to areas where only two rules apply.

Keywords:
Implicative gradual rules, fuzzy inputs, inference, well

conditioned system, decomposition

Les procédés de production agricole et les
filières traditionnelles dans le domaine de
l’agroalimentaire comme la vinification ou la
fabrication du fromage sont des systèmes com-
plexes. Leur modélisation nécessite des ou-
tils de simulation et de supervision. La lo-
gique floue, interface entre le symbolique et le
numérique, est bien connue pour ses capacités

de représentation de l’incertitude des concepts.

D’un point de vue historique, les systèmes
d’inférence floue ont été conçus pour modéliser
une sortie continue avec des entrées symbo-
liques [6] : de la connaissance experte ap-
proximative vers le numérique. Ensuite, vint le
temps de l’apprentissage seulement guidé par
l’amélioration de la performance numérique.
Les systèmes flous étaient alors réduits à
de simples approximateurs universels et à la
modélisation approchée de fonctions. Notre
démarche s’inscrit dans une modélisation des
connaissances, l’interprétabilité des règles et du
raisonnement est donc essentielle. Ce retour aux
sources s’accompagne d’une rigueur dans le rai-
sonnement.

Les règles conjonctives [6], qui correspondent
à des valeurs d’entrée/sortie conjointement pos-
sibles, ne sont pas adaptées à une interprétation
logique. Nous avons présenté dans [5] les nom-
breux avantages des règles implicatives par rap-
port aux règles conjonctives. On peut notam-
ment mentionner qu’avec les règles conjonc-
tives, plus on a de règles dans une base de
règles, moins la sortie est précise même si ce
phénomène est masqué par la défuzzification.
De plus, la largeur des ensembles flous de sor-
tie peut biaiser le résultat. Les règles implica-
tives graduelles ont des propriétés intéressantes
d’interpolation[4] et sont compatibles avec la
logique. Parmi ces règles, les plus intéressantes



en pratique utilisent l’implication de Goguen,
car le résultat d’inférence est continu, et celle
de Resher-Gaines, car elle produit un ensemble
non flou en sortie. Les règles implicatives sont
adaptées à la modélisation de contraintes, elles
permettent donc de représenter des connais-
sances expertes [10].

Toutefois la manipulation de ces règles avec une
entrée approchée reste difficile. L’objectif de cet
article est de montrer que si le système de règles
est bien conditionné, les partitions sont alors in-
terprétables et l’inférence est simplifiée grâce à
une double décomposition, parα-coupes et par
partitionnement, de l’entrée.

La suite de l’article est organisée comme suit.
La section 1 rappelle les caractéristiques de ces
règles. Le mécanisme d’inférence est discuté
dans la section 2. En section 3, nous présentons
les conditions suffisantes à l’obtention d’un
système bien conditionné. Ensuite, en section
4, nous proposons une méthode permettant de
décomposer une entrée floue afin d’obtenir des
entrées rectangulaires et de limiter l’influence
des partitions. Pour finir, nous verrons en sec-
tion 5 en quoi cette décomposition permet de
simplifier l’inférence.

1 Règles implicatives

Les règles conjonctives [6] représentent des
exemples de ce qui est possible et où la proposi-
tion « x ∈ Ai »correspond à∀u ∈ U, δX(u) ≥
µAi

(u) où δX(u) est une distribution de pos-
sibilité garantie [3] etU l’univers d’intérêt.
Au contraire, les règles implicatives peuvent
être vues comme une application directe des
théories de Zadeh sur le raisonnement approché
[12]. Selon Zadeh, chaque grain de connais-
sance est considéré comme une restriction sur
un ensemble de possibles. La proposition« x ∈
Ai »peut alors être interprétée ainsi :

∀u ∈ U, πX(u) ≤ µAi
(u)

avecπX(u) une distribution de possibilité. Les
règles implicatives constituent une extension
de la logique classique. Au modus ponens
A ∧ ( A → B ) |= B de l’inférence lo-
gique correspond le modus ponens généralisé
[7] : A′ ∧ ( A → B ) |= B′, où |= représente
l’inférence logique.

Ce qui signifie que d’un fait approchéA′ et de
l’implication A → B, on est capable de déduire
une valeurB′ définie par :

µB′(v) = sup
u∈U

µA′(u)>(µA(u) → µB(v)) (1)

B′ restreint de façon certaine la valeur de la va-
riable de sortie. Les opérateurs de conjonction
> et d’implication→ ne sont pas indépendants.
Le choix de l’un détermine l’autre. L’agrégation
de ces règles se fait de manière conjonctive car
celles-ci représentent une possibilité non garan-
tie : des valeurs considérées comme possibles
par une règle peuvent être interdites par d’autres
règles.

Il existe différents types de règles implicatives
dont les principales sont : les règles à certitude
et les règles graduelles. Dans cet article, nous
étudierons exclusivement les règles graduelles.
Le comportement des règles implicatives
graduelles,« plus X est A, alors plusY est
B », dépend de l’implication choisie. Nous
considerons ici les implications suivantes :

– Resher-Gaines :a → b =

{

1 si a ≤ b
0 sinon

– Gödel :a → b =

{

1 si a ≤ b
b sinon

– Goguen :a → b =

{

min(1, b/a) si a 6= 0
1 sinon
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Figure 1 – Inférence avec une règle implicative
graduelle et une entrée précise

2 Le mécanisme d’inf́erence

Dans le cas de plusieurs règles implicatives, la
sortieB′ est donnée par :



B′ = A′o
n
⋂

i=1

(Ai → Bi) (2)

où o est l’opérateur de compositionsup-min.
LorsqueA′ est une entrée précise, les opérateurs
o et

⋂

commutent, la sortie peut alors s’écrire :

B′ =

n
⋂

i=1

((A′oAi) → Bi))

Cette écriture correspond à l’écriture FITA1,
cette méthode est facile à implémenter car elle
permet d’effectuer l’inférence règle par règle.

Cependant, lorsque l’entréeA′ est floue, la com-
mutation des opérateurso et

⋂

n’est plus pos-
sible, seule l’expression (2), qui correspond
à une inférence FATI2 est correcte : il faut
d’abord agréger toutes les règles avant de pou-
voir inférer. Actuellement, il n’existe pas de
méthode permettant de bien manipuler ce type
d’inférence avec des règles floues. Les tra-
vaux existants traitent seulement l’implication
de Resher-Gaines [11]. Une autre méthode a
été développée dans [1] pour l’implication de
Gödel mais elle impose des partitions dans les-
quelles les noyaux s’intersectent.

On remarque tout de même que pour un fait ap-
proché, l’inclusion suivante est vérifiée :

A′o

(

n
⋂

i=1

Ai → Bi

)

⊆
n
⋂

i=1

(

(A′ o Ai ) → Bi

)

La méthode FITA donne donc une approxima-
tion du résultat.

3 Syst̀eme bien conditionńe

Afin de simplifier le calcul de l’inférence, nous
cherchons à déterminer les conditions permet-
tant d’obtenir un système bien conditionné.
Alors, les résultats fournis par chaque règle à
partir d’informations locales situées dans le do-
maine défini par sa partie condition ne sont pas
affectés par les autres règles.

1FITA signifie ”First Infer Then Aggregate”
2FATI signifie ”First Aggregate Then Infer”

3.1 Définitions et résultats

Un système de règlesAi → Bi est bien condi-
tionné s’il comprend la règleAj → Bj et si
l’on retrouve le faitBj en sortie quand on a le
fait Aj en entrée :

Ajo
⋂

i

(Ai → Bi) = Bj

L’obtention d’un tel système est bien entendu
soumis à la forme des partitions de celui-ci.
Dans le cas général, cette équation n’est pas
vraie, et on a alors l’équation suivante :

Ajo
⋂

i

(Ai → Bi) = B′
j

avecB′
j ⊆ Bj. Le but est de trouver les par-

titions qui permettent d’avoir l’égalité entreB′
j

et Bj . On remarque que si on remplace toutes
les sorties d’un système par lesB′

i inférés, on a
directement un système bien conditionné com-
posé des entréesAi et des sortiesB′

i puisque
selon Morsi [9], l’équation suivante est vraie :

Ajo
⋂

i

(Ai → B′
i) = B′

j

La démonstration de Morsi utilise les propriétés
de l’implication résiduée [8] vérifiées par les
opérateurs de Gödel et Goguen et la relation :
⋂

i(Ai → Bi) =
⋂

i(Ai → B′
i)

démontrée dans [9]. Donc si on calcule pour
tout i les différentes sortiesB′

i et qu’on rem-
place lesBi parB′

i dans l’équation d’inférence,
alors le nouveau système de règles ainsi créé
est bien conditionné. Nous allons maintenant
chercher à déterminer quelles partitions permet-
traient d’obtenir un système bien conditionné.
Notons que la démonstration qui suit ne s’ap-
plique pas à Resher-Gaines mais reste valide
pour toutes les implications résiduées à partir
d’une t-norme continue.

3.2 Conditions suffisantes

En partant de l’équation (1), et puisque
l’agrégation des règles implicatives est
conjonctive, en prenant lemin comme



opérateur de conjonction, on a :

∀y,

sup
x∈U

µAi
(x)>min

j∈N

(

µAj
(x) → µBj

(y)
)

= µBi
(y)

Il est possible de déplacerµAi
(x) et la t-norme

T à l’intérieur dumin, ce qui nous donne :

∀y,

sup
x∈U

min
j∈N

(

µAi
(x)>(µAj

(x) → µBj
(y))

)

= µBi
(y)

On va chercher à déterminer les conditions
suffisantes pour cette égalité. PuisqueB′

i ⊆ Bi,
elle est équivalente à :

∀y, ∃x ∈ U,

min
j∈N

(

µAi
(x)>(µAj

(x) → µBj
(y))

)

= µBi
(y)

Ce qui nous donne par la suite les deux condi-
tions suivantes :

∀y, ∃x ∈ U,

∀j 6= k, µAi
(x)>(µAj

(x) → µBj
(y)) ≥ µBi

(y)(3)
et

∃k, µAi
(x)>(µAk

(x) → µBk
(y)) = µBi

(y) (4)

Si k = i, et que x ∈ Noyau(Ai), alors
l’équation (4) est vérifiée puisqu’on a :

µAi
(x)>(µAk

(x) → µBk
(y))

= µAi
(x)>(µAi

(x) → µBi
(y))

= 1>(1 → µBi
(y))

= µBi
(y)

On cherche maintenant à vérifier l’équation (3).
Si on se restreint au cas oùx appartient au
noyau deAi, alors on a la condition suffisante
suivante :
∀y, ∃x ∈ Noyau(Ai), ∀j 6= i,

µAj
(x) → µBj

(y) ≥ µBi
(y) (5)

car1>x = x. On a alors deux cas :

– soit µAj
(x) > µBj

(y) : alors l’équation (5)
n’est pas vraie en général. Si cette situation
est vérifiée pour toutx, le système ne sera pas
bien conditionné. On cherche donc à éviter
cette situation pour toutx.

– soit µAj
(x) ≤ µBj

(y) : alors l’équation (5)
est toujours respectée.

Afin de respecter cette condition, les partitions
doivent satisfaire la propriété suivante : il doit
exister un point du noyau pour chaque fonction
d’appartenance qui n’appartient pas au support
des autres ensembles. Soit en fait, comme nous
le voyons sur la figure 2,∃ x ∈ Noyau(Ai),
µAj

(x) = 0, ∀ j 6= i.

1

Ux
0

Ai−1 Ai Ai+1

Figure 2 – Exemple d’une partition floue cor-
respondant aux critères de bon conditionnement

Si nous imposons de plus la propriété sui-
vante : ∀ j 6= i, ∀ x ∈ Noyau(Ai),
µAj

(x) = 0, qui est notamment respectée par
les partitions floues fortes, alors évidemment le
système est bien conditionné. Mais on a aussi
une propriété plus forte : il suffit seulement
de choisir x dans le noyau deAi pour que
la sortie soit égale àBi. En effet, puisqu’on
a ∀x ∈ Noyau(Ai), µAj

(x) = 0, la relation
µAj

(x) → µBj
(y) est égale à1.

4 Simplification d’une entrée floue
par décomposition

Nous allons maintenant utiliser des partitions
floues fortes et nous servir des propriétés de bon
conditionnement pour simplifier l’inférence en
décomposant l’entrée de manière adéquate.
Nous allons étudier deux décompositions pour
voir comment celles-ci pourraient aider à sim-
plifier le mécanisme d’inférence. On notera
que ces décompositions sont possibles grâce au
principe suivant pour une relation floueR :



(A ∪ A′)oR = (AoR) ∪ (A′oR)

L’inférence est donc équivalente lorsqu’on
infère l’union de deux ensembles flous et lors-
qu’on infère ces ensembles séparément et qu’on
fait ensuite l’union de leurs résultats.

4.1 Décomposition parα-coupes

Une α-coupe deA est un intervalle défini
comme suit :∀α > 0,

IAα
= {x ∈ R|µA(x) ≥ α} = [Iαl, Iαr]

Selon le principe de décomposition, on a la re-
lation suivante :A =

⋃

αj∈]0,1] Aαj
× αj ouAαj

est une entrée rectangulaire de niveau1 dont la
largeur est l’α-coupeIAαj

. L’entrée floue ap-
proximée deA sera incluse entre les deux ap-
proximations (cf figure 3) :

⋃

j=1,...,n

αjAαj
⊆ A ⊆

⋃

j=1,...,n

αjAαj+1
(6)

La figure 3 montre les deux décompositions
possibles : par l’extérieur ou par l’intérieur.

1

0

α2

α3

α1
A’

U

IAα1

IAα2

IAα3

α1
A’

α2

α3

1

U0

IAα2

IAα3

IAα4

par l’intérieur par l’extérieur

Figure 3 – Décomposition parα-coupes

La décomposition par l’extérieur qui utilise
le support semble plus intéressante car elle
contient l’entrée approximée. La sortie ap-
prochée contiendra donc aussi la sortie réelle.
On peut imaginer aussi qu’il serait intéressant
de conserver les approximations supérieure et
inférieure pour pouvoir raisonner avec deux ap-
proximations comme avec les Rough Sets [2].

Comme nous le montre l’équation (6), le choix
du nombre d’α-coupes déterminera la précision

de l’approximation. Une entrée floue peut donc
être décomposée parα-coupes, le calcul de la
sortie pourra se faire en calculant la sortie pour
chaqueα-coupe et en faisant l’union de tous les
résultats.

4.2 Décomposition par partitionnement

On partitionne l’espace d’entrée avec les points
des extrémités des supports des sous ensembles
flous. On noteraEk les intervalles issus de la
décomposition. ChaqueEk est dans le support
d’au plus deux conditions floues (cf. figure 4).
Cette décomposition permet d’isoler les noyaux
pour lesquels, grâce à la notion de système bien
conditionné, l’inférence est facile à calculer.

0

1

E1 E2 E3 E4 E5

U

Figure 4 – Décomposition par partitionnement

En partant d’une entrée floueA′ sur une parti-
tion d’entrée, on effectuera une décomposition
par α-coupes pour simplifier l’entrée floue
A′. Ensuite, on limitera au support deA′ la
décomposition par partitionnement des sous-
ensembles flous d’entrée. On a donc la relation
suivante :

A′ =
⋃

α

(

α(
⋃

k=1,...,p Ek ∩ Aα)
)

oùp est le nombre d’intervallesEk.

5 Inf érence avec une entŕee rectan-
gulaire

La sortieB′ correspondante sera donc égale à :

B′ =
⋃

α

(

>(α
⋃

k=1,...,p B′
k)
)

avec B′
k = (Ek ∩ Aα)oR. > est la t-norme

liée à l’implication résiduée concernée. Grâce



à la décomposition par partitionnement, nous
obtenons des zones où l’influence de la par-
tition est limitée à deux de ses éléments au
plus. De plus, grâce à la décomposition parα-
coupes, nous obtenons une entrée rectangulaire.
Nous allons donc essayer de déterminer la sor-
tie inférée à partir d’une entrée rectangulaire.
Nous nous plaçons dans le cas le plus complexe
ou l’entrée subit l’influence de deux éléments
de la partition d’entrée et qu’elle se situe entre
les deux noyaux. On notera que lorsque l’entrée
rectangulaire se situe sur le noyau d’un élément
de la partition, le résultat est alors évident. Si
Ek ∩Aα est non vide et dans le noyau deAi, on
obtient soitBi en sortie (Gödel, Goguen) soit le
noyau deBi (Resher-Gaines).

5.1 Entrée rectangulaire de niveau1

Nous noterons l’intervalle concerné[il, ir].
La fonction d’appartenance d’une entrée rec-
tangulaire est définie parµ[il,ir] tel que :

µ[il,ir](x) =

{

1 si il ≤ x ≤ ir
0 sinon

L’entrée rectangulaire est située dans une zone
d’intersection de deux ensembles flous (Cf fi-
gure 6).

La sortie correspondante est égale à :

µB′(y) = sup
a≤x≤b

min
i=1,...,n

(

µ[il,ir]>µAi
(x) → µBi

(y)
)

Dans ce cas particulier, celle-ci est égale à :

µB′(y)= sup
a≤x≤b

min
(

µ[il,ir]>µAi
(x) → µBi

(y),

µ[il,ir ]>µAi+1
(x) → µBi+1

(y)
)

(7)

Cependant, puisque l’entrée est de type rectan-
gulaire, on a deux cas :
– soit µ[il,ir](x) = 0, alors on en déduit que

µB′(y) = 0 car 0 est un élément absorbant
pour la t-norme :0>x = 0.

– soitµ[il,ir](x) = 1, la formule (7) se simplifie
puisque1 est l’élément neutre de la t-norme
et qu’on a donc1>x = x. L’équation devient
alors :
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Ubx
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1
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b’a’ y V
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Bi+1

α2

α1

1

0

Bi

b’a’ y V

Bi+1

Conclusion Goguen

Figure 5 – Inférence avec deux règles implica-
tives graduelles et une entrée précise

µB′(y) = sup
il≤x≤ir

min
(

µAi
(x) → µBi

(y),

µAi+1
(x) → µBi+1

(y)
)

(8)

Ensuite le comportement de la sortieµB′(y)
dépend de l’implication résiduée choisie. Nous
étudierons les implications de Resher-Gaines,
Gödel et Goguen. La figure 5 rappelle le résultat
de l’inférence à partie d’une entrée précise en
présence de deux règles implicatives graduelles.

Pour Resher-Gaines, on voit que lorsque
l’entrée x se déplace entreil et ir, la sortiey
est telle que :µBi

(y) = µAi
(x). Donc lorsque

l’entrée est un intervalle[il, ir], alors la sortie
est un intervalle[i′l, i

′
r] en supposant que le pas-

sage de la règlei à la règlei + 1 est monotone.
La figure 6 nous montre l’inférence avec un in-
tervalle en entrée et l’implication de Resher-
Gaines. De la même manière, il est possible
d’inférer à partir d’une entrée rectangulaire en
utilisant l’implication de Gödel et de Goguen
(cf figure 6).

Nous venons de montrer qu’il est assez facile
d’inférer avec une entrée rectangulaire de ni-
veau1. Mais qu’en est-il pour une entrée rec-
tangulaire de niveauα ?

5.2 Entrée rectangulaire de niveauα

On part de l’équation (7). On a alors deux cas
à traiter, puisqueµ[il,ir](x) est la fonction d’ap-
partenance d’une entrée rectangulaire de niveau
α, on a soit :
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Figure 6 – Inférence avec deux règles implica-
tives graduelles et une entrée rectangulaire de
niveau1

– µ[il,ir](x) = 0 alorsµ′
B(y) = 0

– µ[il,ir](x) = α alors on obtient l’équation sui-
vante :

µB′(y)= sup
il≤x≤ir

min
(

α>µAi
(x) → µBi

(y),

α>µAi+1
(x) → µBi+1

(y)
)

Puisqueα et> sont indépendants dex et dei,
le système est équivalent à :

µB′(y)=α> sup
il≤x≤ir

min
(

µAi
(x) → µBi

(y),

µAi+1
(x) → µBi+1

(y)
)

Si on noteµB′

1
(y) le résultat de l’inférence avec

une entrée rectangulaire de niveau1, on a alors
l’équation suivante :µB′(y) = α>µB′

1
(y).

Cette formule est sensiblement similaire à la
formule avec une entrée d’un niveau de1. On
remarque queα va en fait avoir un effet limi-
tant sur la hauteur de la sortie. Aucun élément
de la sortie ne pourra être supérieur au niveauα
puisque le minimum est la borne supérieure des
t-normes. Ensuite, selon l’implication choisie,
la t-norme ne sera pas la même. Pour Resher-
Gaines et Gödel, la t-norme est le minimum.
La sortie est donc tronquée au niveauα, mais

a

Ai1

b U

Condition de la règle

0

Ai+1

αi

αj

1

0

Conclusion Resher-Gaines
Va’ b’

Bi Bi+1

αi
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Va’ b’

Bi Bi+1

Conclusion Gödel

αi

αj

1

0
Va’ b’

Bi Bi+1

Conclusion Goguen

αi

αj

Figure 7 – Inférence avec deux règles implica-
tives graduelles et une entrée floue décomposée
sur 3 niveauxαj < αi < 1

sa forme n’est pas changée. En ce qui concerne
Goguen, la t-norme est le produit. La sortie est
donc elle aussi tronquée au niveauα mais les
pentes externes au noyau sont changées (Cf fi-
gure 7).

On s’aperçoit que si on calcule les abscissesi′l et
i′r, on peut alors trouver la sortie de l’inférence
quelle que soit l’implication utilisée : Resher-
Gaines, Gödel et Goguen. On sait qu’on a les re-
lations suivantes pour toutes ces implications :
µAi

(ir) = µBi
(i′r) et µAi+1

(il) = µBi+1
(i′l).

Pour trouver les pointsi′l et i′r, il suffit donc de
faire l’intersection de la droitez = µAi+1

(il) et
de la fonction d’appartenanceµBi+1

pour trou-
ver i′l. Afin de trouveri′r, on effectuera les inter-
sections dez = µAi

(ir) et de la fonction d’ap-
partenance deµBi

. Une fois quei′l et i′r ont été
évalués, le calcul de la sortie est systématique
et dépend de l’implication choisie.

6 Conclusion

Cet article propose une méthode efficace per-
mettant d’inférer avec des règles implicatives
graduelles. En utilisant des résultats récents
sur les systèmes bien conditionnés, notre
méthode permet d’effectuer une inférence grâce
à une double décomposition. Une première
décomposition parα-coupes permet de sim-
plifier l’entrée floue en se ramenant à une
union d’entrées de type rectangulaire. Ensuite
la décomposition par partitionnement va nous
permettre de séparer la partition en éléments fa-
cilement inférables.



Cette méthode est intéressante car elle est
applicable à l’ensemble des règles implica-
tives graduelles. La décomposition par parti-
tionnement s’effectue sans perte d’information,
seule la décomposition parα-coupes induit
une approximation. Il sera intéressant d’étudier
l’impact de l’approximation résultant de la
décomposition parα-coupes. Dans le cas où la
fonction d’appartenance est linéaire une solu-
tion analytique exacte pourrait être fournie. En-
fin, une généralisation au cas multidimension-
nel sera nécessaire.
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