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RESUME. Des vecteurs de données arrivant en ligne considérés comme des réalisations indépendattesvecteur
aléatoire. On établit dans ce cadre un résultatcdavergence presque sire d’'un processus d'apprdiimatochastique
des facteurs de 'ACP de ce vecteur aléatoire. Quit pappliquer par exemple a I'analyse factorieleultiple. On étudie
ensuite le cas ou I'espérance mathématique dewueeiéatoire varie dans le temps selon un modeéézalre.

MOTS-CLES : analyse de données en ligne, approximatochastique, analyse en composantes principaleslyse
factorielle multiple.

1. Introduction

On observe caractéres quantitatifs saindividus : on obtient des vecteurs de donrges,z danskR’. On peut
effectuer une ACP du tableau de données. La métritjlisée, qui dépend des données, est a prieicqoque :
on peut souhaiter effectuer par exemple une ACPnéerou une analyse factorielle multiple (AFM) oweun
analyse canonique généralisée (ACG).

On considére ici le cas ou les vecteurs de donageent séquentiellement dans le temps : on obksgrau
tempsn. On a une suite de vecteurs de donizges, z, .. ..

Supposons dans un premier temps gue.,z ,... constituent un échantillon i.i.d. d'un vecteur abéa Z défini

sur un espace probabilig®, 1,P). Q représente une population d’ou on a extrait uragtifon. On peut définir
une ACP de ce vecteur aléatoire (ACPVA), présed#des le paragraphe 2, qui représente 'ACP effectué la
population, dont on va chercher a estimer au temlps résultats a partir de I'échantillon dont orpdise a ce
temps. Soi#) un résultat de 'ACPVA, par exemple une valeurpgpey un facteur (on considere ici le cas d’'un
facteur). On peut effectuer une estimation récersigé : disposant d’une estimatigiy de § obtenue a partir
des observations,...,z.1, On introduit I'observatiorz, et on définit a partir dé, etz, une nouvelle estimation
6.+1 de . On utilise pour cela un processus d’approximasitithastique défini dans le paragraphe 4, dont on
établit la convergence. Ce processus est une wessarhastique d’'une méthode itérative de gradiéfinie
dans le paragraphe 3. On présente des varian@sgtecessus dans le paragraphe 5.

Considérons dans un deuxiéme temps le cas ou dee lbévolue dans le temps. On étudie dans le parag@phe
le cas ou I'espérance mathématiqueZdearie dans le temps selon un modéle linéaire. ime simultanément
les parameétres du modele linéaire et le résultdéd@PVA par des processus d’approximation stocigast

2. ACP d’'un vecteur aléatoire

Soit un vecteur aléatoi2dans R. R° est muni d’'une métriqui. L’ACP du vecteur aléatoir consiste a : 1)
rechercher une combinaison linéaire des composasatesées d&, f * (Z-E(2)), f* appartenant au dud®” de
R’, de variance maximale sous la contrainte de nasatan f “M™f * =1 ; 2) rechercher une deuxiéme



combinaison linéaire des composanteZde’ (Z-E(Z)), non corrélée a la premiére, de variance maximsieis
la contraintéf M *f 2=1 ; 3) et ainsi de suite jusqu’a un rangu plus égal .

Lai®™ combinaison linéaire est appeléé®l¥ facteur ; on appelle égaleméftitfacteur le vecteur'. Soit

C=E((Z - E(2)(Z - E(2))) = E(zZ) - E(2)E(Z)

la matrice de covariance de Z' est vecteur propr#™ unitaire deMC associé & 1a°™®

propre.

plus grande valeur

Si Z a un ensemble fini dd réalisations, 'ACP d& équivaut a 'ACP usuelle du tableéiy,p) des réalisations,
le poids de chaque réalisation étant défini parehabilité.

3. Une méthode itérative de détermination des facteurs

On suppose dans ce paragraphe que la matrice daanmeC et la métriquéM sont connues.

< MCx, x > 1
La fonction F(X) =———— est maximale poux = f1 et minimale poux = f p’ de gradient
< X, X >M 1
G(x) =M - (MC - F(x)1)x
XM Iy

Pour déterminef?, on peut utiliser un processus de gradiy) défini récursivement par

X141 = Xn +an(MC = F(Xp )1 )Xy

Pour déterminer lespremiers facteurs, on peut utiliser le processusast :

X
n+1

_ i _ i iy
—orthM_l(Xn+an(MC F(Xn)I)Xn),|—L...,r.

X! =orth(y! ) signifie que (Xp...Xp,y) est obtenu & partir del¥y,y...Ya,y) par une
orthogonalisation de Gram-Schmidt au sensvife En supposant les plus grandes valeurs propres ME
i

distinctes, alors, pourl,..., r,le processu$H ) converge ver§', en prenant la suit@,) telle que

X”HM_]-

o 2
n>0, Za =00, — < 0, Za < o0,
n l / n
4. Approximation stochastique des facteurs

On suppose maintenant qE€Z), C et Msont inconnus et que I'on dispose d’une suite ddokeions(Z,...,
Z,,...)arrivant dans le temps et constituant un échantili.d. dezZ.

Soit, au temps, M, un estimateur dbl et ©, un estimateur d&(Z) fonctions deZ,,..., ... Soit



<B0XhXh

: ' i
Bn = Mn(ZnZn'=On®n’), Fn(Xp) = .
< Xp: Xp > 1
Mn
On définit le processus d’approximation stochagtigu
i

X
n+1

_ i _ [ Py
—orthM_l(Xn +an(Bn Fn(Xn)I)Xn),| 1..r.
n

Sous les hypothéses précédentes sur la(@d)tet les hypothéses complémentaires
e}
M, O R% - wm, lean”Mn -M|<w ps,
o0
o, -E@Z)0RT - o %an”en ~E@2)| < ps.

on établit a partir d'un théoréme démontré dans UB@8] la convergence presque slre du processus
i

(7 Ny versf pouri=1,..., r.

|

H Niim -1
n

Par exemple, dans le cas de I'analyse factorielltipte deZ, qui est une ACP d& avec un choix particulier de
métriqueM, on peut définir un processus d’approximation lséstique(M,) convergeant presque srement vers

M et établir alors la convergence presque sre mttiin du processuﬁX%,...,er]) vers les r premiers
facteurs [MON 06].

5. Variantes

1) Au pasn, on peut utiliser plusieurs observatiOZiﬁl,...,ZnrTh deZ. On définit alors :
B = Mp( ! n%nz Z.,.'-OnBn")
n n m K=1 nk“nk n~n /-

2) Au pasn, on peut utiliser toutes les observations faitisg|j'a ce pas. On définit alors :

1N

6. Cas ou l'espérance d&, est fonction du tempsn

On suppose que l'on dispose d'une suite d'obsemat{Z,,...,%,...) arrivant dans le temps telles que
E(Z,) = 6, dépende du temps n et que les vecteRys= Z, — E(Z,) constituent un échantillon i.i.d. d'un
vecteur aléatoir® de matrice de covariance C. Les facteurs de I'’A€R slont vecteurs propres 8&C.

Considérons le cas d’'un modéle linéaire d’évolutler’espérance d&, défini de la fagcon suivante.

Soit «9%,...,an les composantes de I'espérafigedeZ,. On suppose que pok¥l,..., p,



oK =< g uK > for* ukork

k ; k R
ﬂ est un vecteur inconnu éln un vecteur connu au temps gx composantes.

Pour estimer les paramétgélé , on utilise les processus d’approximation stodhaet(Brlf) tels que

K k k, kiok Sk
Bn+1: Bh —anUnWUp'By —Zp). k=1...,p.

soit ©K =< BK,UK >, 0, = (@}....0P), B, = Mp(ZnZn'-©1@p"). On définit le processugXy,....x ")
comme dans le paragraphe 3; on en établit la cgamee presque sire vers les facteurs de 'ACR éa

faisant des hypothéses complémentaires portaﬂﬁsmrlf [MON 08b].

7. Conclusion

Dans le cas ou la loi d&n’évolue pas dans le temps, on a défini un prased@pproximation stochastique des
facteurs et donné un résultat général de conveegguica été appliqué a I'ACP, 'AFM et 'ACG.

Ce résultat étend au cas de plusieurs facteuns easou I'espérance de Z et la métrique M sordrinaes un
résultat de convergence vers le premier factesglar I'espérance deest connue et la métriqi est I'identité
que l'on déduit d'un théoréme de Krasulina [KRA .7DRns le cas ou la métriqié est connue, la méthode
d’'orthogonalisation a été utilisée par Benzécril[B&] dans le cadre d’un autre processus.

Dans le cas ou I'espérance mathématiqu& deolue dans le temps selon un modeéle linéairea établi un
résultat de convergence qui a été appliqué a I'AGfPnée [MON 08b]. Dans une autre étude en préparabin
considere I'application a I'ACG ; on traite égalathie cas de modéles non linéaires.

On peut mettre en ceuvre ces processus pour effet#seACP en ligne de données arrivant en ligne.
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