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Résumé — Cet article décrit une méthode d’analyse de mélanges de sources spectrales lorsque des contraintes d’additivité et de
positivité sont imposées sur les coefficients du mélange. Nous définissons un modele bayésien hiérarchique permettant de traduire
ces contraintes qui sont alors prises en compte par méthode d’estimation bayésienne couplée & un échantillonneur de Gibbs.

L’algorithme résultant est illustré sur un mélange synthétique.

Abstract — This paper addresses the problem of spectral unmixing under positivity and additivity constraints for the mixing
coefficients. A hierarchical Bayesian model is introduced to satisfy these positivity and additivity constraints. A Gibbs sampler
is then studied to simulate samples distributed according to the posterior of the unknown parameters associated to this Bayesian
model. Simulation results conducted with synthetic data illustrate the performance of the proposed algorithm.

1 Introduction

Nous considérons dans cet article un probleme de sépa-
ration de sources spectrales qui est rencontré en :

1. chimie analytique ou le spectre d’absorbance d’une

substance multicomposantes est d’apres la loi de Beer-

Lambert un mélange linéaire des signatures spec-
trales des composantes pondéré par les concentra-
tions de ces composantes;

2. imagerie hyperspectrale ou le spectre de réflectance
issu d’un pixel de I'image est interprété comme un
mélange linéaire des réflectances de différents consti-
tuants de la zone géographique correspondant a ce
pixel. La pondération de chaque spectre dans le mé-
lange correspond a I’abondance du constituant.

Ainsi, sous hypothese de linéarité du mélange, le modele
d’observation s’écrit :

M
Yij = D CimSmj+ €ijs (1)
m=1

ol y; ; est le spectre du mélange observé a l'instant ¢ (i =
1,...,N) dans la 5™ bande spectrale (j = 1,...,L), N
est la taille de I’échantillon, M est le nombre de compo-
sants dans la substance observée et L est le nombre de
longueurs d’onde (ou le nombre de bandes spectrales). Le
coefficient ¢; ,,, est la contribution du mieme composant
chimique a I'instant ¢ et e; ; est un bruit additif modéli-
sant les erreurs de mesure et du modele. Les séquences de
bruit e; = [e; 1, ..., eLL}T sont supposées indépendantes,
identiquement distribuées (i.i.d.) suivant une loi normale
centrée de variance Ug,r Des notations matricielles stan-
dard permettent d’écrire pour les N observations dans les

L bandes spectrales :
Y = CS +E, (2)

ouY = [yi’j]i,j S RNXL, C = [Civm]i,m S RNXA/I, S =
[Sm.jlm.; € RM*L ot E = leijli; € RV*L En vertu de
considérations physiques évidentes, les vecteurs de concen-
trations ¢; = [¢; 1, -, cz-’M]T et les spectres s, = [Sm.1s - - -
sm,L]T, pourm =1,..., M, doivent vérifier des contraintes
de positivité. De plus, certaines analyses comme les ci-
nétiques chimiques [1] nécessitent que les coefficients de
concentration [¢; 1, . . ., ¢; a] solent soumis également & des
contraintes d’additivité. Le probleme de démixage spectral
étudié dans cet article consiste donc a estimer conjointe-
ment la matrice des concentrations C et la matrice des
spectres S sous les contraintes de positivité et d’additivité
suivantes :

sm.j 20 et cim 20, V(i,m,j), (3)
Zi\nlzl Ci,m =1 VZ

Dans [2], une méthode d’inférence bayésienne est propo-
sée pour réaliser la séparation de sources sous la contrainte
de positivité des sources et des coefficients de mélange.
Nous présentons dans ce papier, une méthode permettant
d’inclure également la contrainte d’additivité dans le mo-
dele bayésien, en proposant une loi a priori adéquate. De
plus, la prise en compte de cette contrainte d’additivité
va permettre de lever I'indétermination d’échelle (point
évoqué dans [3]).



2 Modele bayésien hiérarchique

2.1 Fonction de vraisemblance

Les propriétés statistiques du vecteur de bruit e; ainsi
que le modeéle de mélange linéaire (1) nous permettent
d’éerire y; ~ N (STci,02,1), avec yi = [yi1,-- - i)'
ou N(-,-) représente la loi normale et Iy, est la matrice
identité de taille L x L. En supposant 'indépendance entre
les vecteurs e, ..., ey, la vraisemblance des observations

Y est:
N T2
1 yi — Sef]]
f(Y|C,8,02) « ———exp [22 ,
Hi:l Ué,i i=1 206#’
. (4)
ono?=[02,,... ,aiN} . Ix]I* = x"x est la norme L2 et

 signifie “proportionnel a”.

2.2 Lois a priori des parametres

2.2.1 Coefficients de concentration

En utilisant les contraintes d’additivité introduites dans
(3), les vecteurs de régression peuvent étre décomposés
la f T oeint]” T = e, :
sous la forme ¢; = |a;,¢; pm| aveca; =[ci1,..., ¢ m—1)

M-1
et i =1— Zm 1 Ci,m. La lol a priori naturelle pour

les vecteurs a;, i = 1,..., N, est une loi uniforme sur le
simplex suivant® :

S = {ai
(5)

En supposant I'indépendance a priori entre les vecteurs a;,
laloi a priori pour la matrice d’abondance A = [ay, ..., ay]
s’écrit f(A) = Hf\il 1s(a;), ol 1g(-) est la fonction indi-
catrice définie sur le simplex S.

M-1
1, Aj,m, <1

m=1

ai,mz(), Vm:L...,M*

2.2.2 Spectres des sources

Plusieurs lois & support positif peuvent étre envisagées
comme lois a priori du spectre de chaque source. Pour
des raisons de simplifications calculatoires, il apparait tout
de méme judicieux de choisir une loi qui soit conjuguée.
Comme nous le verrons au paragraphe 3, il est en ef-
fet intéressant que la loi conditionnelle f (S|o’2 A 02)Y)
soit simple a simuler. Nous nous limiterons dans les para-
graphes 2.4 et 3 a décrire un modele basé sur une loi nor-
male tronquée. En revanche, au paragraphe 4, nous com-
parerons des résultats de démélange aveugle obtenus grace
a ce modele et des résultats obtenus lorsqu’une loi expo-
nentielle est choisie comme loi a priori pour les sources.

Une loi normale tronquée a support positif est donc
choisie comme loi a priori pour chaque source s,, :

sm|U§,m ~ N+(0L7 Js2,mIL)7 (6)

ol 0f, est le vecteur de L zéros et N (u, V') est une loi
normale tronquée positive de vecteur moyenne u et de ma-
trice de covariance V. La densité de probabilité de cette loi

INous remarquons que ce choix est équivalent & choisir des lois de
Dirichlet Djy (1,...,1) comme lois a priori pour ¢; (i =1,...,N).

+ a priori pour chaque variance o2

multivariée tronquée notée ¢ (-6, %) vérifie la relation :
¢+ (X|0a E) X ¢(X|97 2)1]1@& (X), (7)

ou ¢(-|0,3) est la densité de probabilité de la loi normale
multivariée usuelle sur R* de vecteur moyenne 6 et de ma-
trice de covariance ¥. En supposant I'indépendance entre
les spectres s,, (m =1,..., M), laloi a priori de S s’écrit :

M
H Sm|OL7J

m=1

7 (S|o?) W)

2

avec 07 = [02,,...,02 M]T

2.2.3 Variance du bruit

Des lois a priori conjuguées inverse Gamma sont choi-

E‘]’Sf‘ our 72 .
F e, 9 Pe

i e e~ 1 a9 o
Oci| pestbe ~IG (05

ou ZIgG (%, %) désigne la loi inverse Gamma de para-

metres 5 et w“ En supposant l'indépendance entre les
Varlances du brult o2,,i=1,...,N,laloi a priori de ?

s’écrit :

ez’

N

f (0’5 |peuwe) = Hf (Ug,i |peu¢e) .

=1

(10)

L’hyperparametre p, est fixé a p, = 2 tandis que 1, est
un hyperparametre ajustable comme dans [4].

2.3 Lois a priori des hyperparametres

Une loi conjuguée inverse Gamma est choisie comme loi
. En supposant I'indé-
pendance a priori entre les dlﬁerentes variances, la loi a
priori de l’hyperparamétre o2 sécrit :

ps s
f(o'g |p371/)5 H Ig( bmv? 2)

Les parametres ps et 15 sont fixés de maniere a obtenir
une loi a priori non informative.

La loi a priori de 1, est une loi non-informative de
Jeffrey qui traduit I’absence de connaissance concernant
cet hyperparametre :

71R+ (¢e)

f(We) = "

L’indépendance entre les différents hyperparametres per-
met d’exprimer la loi a priori du vecteur d’hyperpara-

metres ¢ = {Js,we} :
()] et

M 1
P) x H {ps+2
m=1 LOs;m
2.4 Loi a posterior: de ©

(11)

(12)

(13)

La loi a posteriori du vecteur de parametres inconnus
0= {A, S, crg,} peut étre calculée a partir de la structure
hiérarchique suivante :

f(©[Y) / F(Y|©) [ (O@)f(®)d®, (14)



ou f (Y|®) et f(®) ont été définies dans (4) et (13). De
plus, en supposant 'indépendance entre A, S et o2, le
résultat suivant peut-étre obtenu :

F(©]®) = f(A)f(S|o?) f(ollpeve),  (15)

ou f(A), f (S|e?) et f (o|pe, ve) ont été définies précé-
demment. Cette structure hiérarchique nous permet d’in-
tégrer le vecteur d’hyperparametre & = {1/Je, 0'3} de la loi
jointe f(©,®|Y) :

S

_L+tps
FaSay) I ([t Isnl?] 7 260
m=1
N N 341 T
1 7 S
les(ai)H <02> eXpl Ly ngc H ]
i=1 i=1 el &t

3 Méthodes MCMC

L’estimation des parametres d’intérét est effectuée en
utilisant des méthodes de Monte Carlo par chaines de Mar-
kov (MCMC). Compte tenu du nombre important d’in-
connues, nous utilisons l'algorithme de Gibbs pour la gé-
nération d’échantillons distribués suivant la loi a posteriori
f (A, S, Ug|Y). Les échantillons simulés sont ensuite uti-
lisés pour estimer les sources et les concentrations. Les
étapes principales de cet échantillonneur sont détaillées
ci-dessous.

3.1 Echantillonnage suivant f (A|S,o2Y)

D’apres le modele d’observation et de la loi a priori sur
les coefficients de mélange, nous pouvons écrire :

f (ai }Saoiiv}q) X

exp [_ 2= 1r(a;), (16)

2
ol
. -1
A= | (S—suu”)' (S SMuT)] ’
e, (17)
1 T
pi=A; |— (S—syu’) (yi— SM)] :
e,
avecu = [1,...,1]T € RM~1 Par conséquent, ai|S, agﬂ-, Vi

est distribué suivant une loi multivariée normale tronquée
définie sur le simplex S :

ai|sagg,ia}’i NNS (/J'mAZ) (18)

Lorsque le nombre de composants chimiques est relative-
ment faible, la génération des vecteurs a,;|S,062’i,y7; peut
s’effectuer grace & une étape classique de Metropolis Has-
tings (M-H). Pour des problémes de dimensions plus im-
portantes, le taux d’acceptation de 'algorithme de M-H
peut devenir tres petit, conduisant & de mauvaises pro-
priétés de mélanges. Dans ce cas, une stratégie alternative
basée sur un échantillonneur de Gibbs peut étre utilisée
(voir [5] et [6]).

3.2 Echantillonnage suivant f (ag‘A,S,Y)

La simulation suivant cette loi conditionnelle s’effectue

en deux étapes :

— Simulation suivant f (¢C|a§) qui est exprimée selon :

Npe 1K 1
¢e|0' NIg( 220_2>a (19)

i=1 &

— Simulation suivant f (agyz/}e, A, S,Y). En regardant
attentivement la loi jointe f( e,we,A’S Y) la loi
conditionnelle de 02 ;|c;, ¥e, S, y; est, pouri € {1,..., N},
la loi inverse Gamma suivante :

L+ pe e + HYz - Sc;r||2>

U?,i‘weaciasayi NZg ( 9 5 2

(20)

3.3 Echantillonnage suivant f (S|A, o2, Y)

Pour générer des échantillons distribués suivant la loi

conditionnelle des sources f (S|A o? Y) il est tres pra-
tique d’échantillonner suivant f (
niere suivante :

S|A 0'2 Y) de la ma-

— Simulation suivant f (0'§|S,A,0'§,Y). La loi condi-
tionnelle de la variance de chaque spectre source est

une loi inverse Gamma (m =1,..., M) :
2
oz,mtsww(L?i”“fm” ) 1)

— Simulation suivant f (S|o2, A,02,Y). La loi condi-
tionnelle de chaque spectre source f (sm |a'2 A, o? Y)
est une loi normale & support positif (m =1,..., M) :

Sm ‘O’ A O'e,Y N+ (Am,émIL) (22)

ou
— 62 [Z €i, m}T 2 9
=0 nl—”i ’ No,m = Z;,mv
6 = [ZfV o I B =
_Yi— Sfmc;r—m €0,m = OLv
€im = T’
(23)

et ot S_,, (respectivement c; _,,) représente la ma-
trice S (respectivement le vecteur ¢;) dans laquelle la
m'*™¢ colonne (respectivement dans lequel le m!e™e

coefficient) a été supprimée.

4 Tllustration et discussion

4.1 Meélange synthétique

Afin d’illustrer la méthode proposée, nous considérons le

cas d’une cinétique chimique faisant intervenir trois com-
posantes (M=3). Afin d’obtenir une forme de ces sources
similaire a celle des spectres d’absorption, celles-ci sont
simulées comme une superposition de motifs gaussiens et
lorentziens de parametres (position, amplitude et largeur)
choisis de fagon aléatoire. La réaction est observée a N =
15 instants sur L = 1000 longueurs d’onde (fréquences).



Nous avons également considéré que les coefficients de mé-
lange ont les méme profils d’évolution qu’une cinétique
chimique avec un seul intermédiaire réactionnel [3]. Un
bruit i.i.d. gaussien de moyenne nulle et de variance adé-
quate est ajouté a chaque spectre de mélange de sorte a
obtenir un rapport signal a bruit de 20dB. La figure 1
illustre une réalisation du mélange a l'aide de ce modele
synthétique.

1
4
: 0.8] source 1
8 [}
32 e 0.6 source 3
3 g
S 0.4
0 o
400 600 800 1000 1200 ® source 2
0.2
4 6}
2 10 20 30 40 50
5} temps (min)
§ 2 observation # 5
4
0
400 600 800 1000 1200
o 4 2
[}
o
g 2 i )\
2]
0

0
400 600 800 1000 1200 400 600 800 1000 1200
A (nm) A (nm)

FiG. 1 — Exemple de mélange synthétique simulé

La figure F1G. 2-a montre une comparaison entre les co-
efficients de mélange simulés et les estimateurs MMSE ob-
tenus pour une chaine de Markov de longueur Ny ¢ = 1000
incluant Ny ; = 500 itérations de chauffage. Les coeffi-
cients du mélange sont estimés correctement par la mé-
thode proposée tout en satisfaisant les contraintes de po-
sitivité et d’additivité et permet également de lever 1'in-
détermination d’échelle.

@

abondance
abondance

“ 10 20 30 40 50 © 10 20 30 40 50
temps (min) temps (min)

F1aG. 2 — Coefficients de mélange simulés (croix) et estimés
(cercles) avec un a priori gaussien positif (a) ou exponen-
tiel (b) sur les sources.

4.2 Choix de la loi a priori sur les sources

Un second point de la discussion concerne le choix de la
loi a priori sur les sources. Comme signalé précédemment,
plusieurs choix de lois a priori sont possibles, pourvu que
ces lois soient a support positif et permettent de traduire
des informations disponibles sur les sources. Le premier
modele proposé est fondé sur une loi normale tronquée
comme loi a prior: des sources. Une analyse similaire est

menée en choisissant une loi exponentielle € (-) de para-
metre O'S2’m :
| s
2 m,Jj
f (Sm|0‘s,,’n) = H 3 exP {02 } 1+ (Sm,j)-

j=18s:m s,m

En comparaison, sont représentés sur la F1G. 2-b les esti-
mateurs MMSE des concentrations fournis par le modele
bayésien basé sur cette alternative. Nous remarquons alors
que les résultats sont sensiblement meilleurs que ceux ob-
tenus avec une loi normale tronquée. Concernant la qualité
de ’estimation des sources, le tableau 1 récapitule le résul-
tat d’une simulation de Monte Carlo, avec 100 réalisations,
en conservant la méme matrice de concentrations mais en
générant aléatoirement des sources. Les performances sont
exprimées en terme d’erreur quadratique moyenne norma-
lisée, définie selon :

EQMN = (s = 8m.i)%/ D (sm)*
m,J m,j

gaussien positif | exponentiel
sources 0.0395 0.0117
concentrations 0.0355 0.0047

TaB. 1 — Erreur quadratique moyenne d’estimation des
sources et des concentrations pour deux lois a priori.

Cette amélioration de la qualité de Iestimation a la fois
des sources et des concentrations montre une meilleur adé-
quation de la loi exponentielle pour des signaux de spectro-
scopie d’absorption, comparée & une loi normale a support
positif.
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