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OPERATEUR CARRE DU CHAMP, SUBORDINATEURS
ET PROCESSUS DE DIRICHLET

Nous faisons quelques remarques et donnons des exemples sur la décom-
position de Fukushima et les fonctions qui sont des processus de Dirichlet

sur les trajectoires d'un processus de Markov.

‘1 - Soit X wun processus de Markov droit de type Lebesgue. On sait alors
(cf [1]1,[6]) que le domaine étendu DA est une algébre : f € DA => f2 € DA

et la martingale

t
otk - f(xt) - f (XO) - f Af(X_) ds
0 S

t
vérifie
(1) <f,Fs - \f;t (A€ - 2€ AE)(x_) ds.
La quantité positive
T(f,f) - af% - 2f af

définit 1'opérateur carré du champ (" sur les fonctionsde DA.

2 - Dans le cas des espaces de Dirichlet réguliers ou X est un processus
de Hunt symétrique par rapport a une mesure positive € -finie m, on
peut, sous 1'hypothése d'existence de, l'opérateur carré du champ,

faire des calculs analogues en prenant pour A le générateur au sens fort

dans Lz(m) (cf£ [1], pl60). Si f €D ,A on a encore (1) Pm p.s. et

2

les fonctions f & L.Z(m) telles que

2
‘ . 1 _m 2
2B(£,£) = iiz 12 {_k:o CE Ky = £ )] } < 4w

N 2N

sont les fonctions feD 2 \]—A ou \I-A est la racine carrée de
L

1'opérateur auto-adjoint défini non négatif -A sur L.Z(m). De telle

sorte que si f€D2A on a :
' L

+ : .
2€(£,6) = 2 < NAf , NCAE > = -2 < £,Af > = <m,I(£,£) >.
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[(\-A, D \J—A) est évidemment aussi le générateur au sens fort dans Lz(m)
.du seml-groupe subordonné par le subordinaceur stable unilatéral d'ordre 3].
On a alors la décomposition de Fukushima (cf [3]) :
s v . . .
Soit £ €D 2 J—A , £ une version quasi -continue de £, on a
L
N N

(2) t(Xt) - f(XO) = Mt + At

ou Mt est une fonctionnelle additive mar:ingale Llocale d'énergie finie

et At une fonctionnelle additive continue d'énergie nulle. Follmer [4]

a montré que les processus de la forme (2) appelés processus de Dirichlet

vérifiaient une formule d'Ito comme les seni-martingales.

3 - Dans le cas général d'un processus droit de type Lebesgue, l'opérateur

carré du champ peut étre défini sur un domaine plus large que DA , en effet
la décomposition de Fukushima s'étend de la fagon suivante (cf [2],[5],[8],

(71 :

- Soit H l'espace des différences de p-excessives bornées

a) si f e.cl oH , f= , g de classe Cl , u€H , alors
roLE(x, ) - £(x, — f ou (x)d < (chHe,cMHc >
< t. S
n i+l 1
2
+ pX [a(f o x)S]
0<s<t

ou (C")© est la partie martingale continue: de la semi-martingale u o X
et ou la limite est en probabilité lorsque le pas du partage Z%, de

[0,t] tend vers zéro.
b) Si de plus u est réguliere [ie. (Uuo?) =uo (X )] alors f est

un processus de Dirichlet sur les trajectoires de X :

(3) f(Xt) - f(XO) = At + Mt

t c
. , u,C
ou M, = /; g' o u(xs) ach)g + (s F)t

est une fonctionnelle additive martingale localement de carré intégrable

c .
(S F est la somme compensée gssociée a F(x,y) = £(y) - £(x) cf [2],(5]),
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et ou At est une fonctionnelle additive continue telle que :

I (A -~ A ) - 0
T Sia Y

en probabilité lorsque le pas du partage Gh tend vers zéro.

On peut alors dans le cas b) définir TI(f,f) par la densité de Motoo

de < M,M >\ c'est-a-dire par

(4) rf,f) =(g' o u)2 y(u,u) + N F2

ou N est le noyau de Lévy du processus X (par rapport a la fonctionnelle
additive canonique identique a t) et ou vy(u,u) est la densité de Motoo
de la fonctionnelle additive < (Cu)c,(Cu)C > -
La définition précise la plus générale du domaine de 1l'opérateur carré

du champ dépend donc de la possibilité d'une décomposition telle que (3).

4 - Tout se simplifie assez si X est sans diffusion au quel cas il est

naturel d'aprés ce qui précéde de définir I par :

(5) FOE,E)(x) =f(f(y) - £(x)) 2 Nix,ay) .
et son domaine par une conditionde finitude, par exemple :
(6) ‘ Up(P(f,f)) borné pour p>0 ' (Up résolvante de X)

Notons alors que DI et DV-A (au sens du domaine étendu du processus
subordonné XY du processus X par le subordinateur stable unilatéral

d'ordre %-, cf [9]) sont deux espaces vectoriels :

i) contenant les différences de p-excessives bornées pour X

ii) inf-stables.
(La propriété i) pour DI étant montrée en [5], les propriétés i) et ii)
pour DV-A étant démontrées en [9],[10]).

Cependant DI fait intervenir la quantité :

Pt - I
Jjﬂ1[——7?a— (£(.) - £(x))x)
t 40
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alors que DV-A fait intervenir la quantité

@
dat
A(Ptf -0 -3
t
et ces quantités ne sont pas en général comparables.

5 - Dans le cas des subordinateurs eux-mémes, la définition (5), s'écrit

ME,E)(x) = (/7 (£(x+y) - f(x))2 dv (y)
0

ou v est la mesure de Lévy. Comme v intéegre x - xAN1, les fonctions
bornéés holdériennes d'ordre %- sont dans Dr , et on peut montrer que
si v intégre x - MA 1 pour tout X : 0 < B < A g1, alors les
fonctions bornées holdériennes d'ordre %- pour « > B sont dans Dr et
sont des processus de Dirichlet sur les trajectoires. Le cas des stables

unilatéraux d'ordre o permet un résultat plus précis : on note V(a)
le noyau potentiel du subordinateur Y(“) stable unilatéral d'ordre

a € 10,1[.

Proposition 1 :

Si 0<% <B<agl etsi h bornée & support compact ne vérifie

2 .
pas une cordition de HSlder d'ordre 8 -5 dans L , alors u = v
est héldérienne d'ordre %- , appartient a DF[B& est un processus
de Dirichlet sur les trajectoires de y'®) mais n'est pas une semi-
martingale sur les trajectoires de Y{?)-

Démonstration :
L'expression explicite de V(a) permet de voir que
v(B) yla-B) L) si 0<B <agl

(propriété des puissances fractionnaires). Utilisant alors le fait que Y(B)

est en dualité avec son homologue décroissant pour la mesure de Lebesgue

avec le noyau-fonction

gB(y—x)

ou 9 est la densité de V(B) , on montre grdce a la représentation de

.
'

4



Revuz [11] que si u, définie comme dans 1'énoncé, était une semi-martingale

sur les trajectoires de Y(B) on aurait

u(x) = f gB(y-x) dn(y)
R

pour une mesure n et- la formule d'itération des noyaux potentiels

impliquerait que

h(x) =f g 4 (y-x) dn(y)
R B-’—'2~

ce qui entrainerait que h vérifie une condition de H5lder d'ordre - %

1
dans L.
Nous avons vu que les fonctions héldériennes d'ordre % sont dans
les domaines de 1l'opérateur carré du champ de tous les subordinateurs or
on sait que les trajectoires browniennes ne sont holdériennes d'ordre > sur

aucun intervalle, le résultat suivant est doncune améliorationdu précédent.

Proposition 2 :

Soit X une semi-martingale dans H’ sur (o, F ., @) et Y

un subordinateur sans partie continue sur (Q,, P,) de filtration

naturelle complétée (jQ)~

Alors pour P, presque tout w, fixé :

1) ll'application t - X (w;) est dans DI,

ii) le processus X, (w;) est un processus de Dirichlet

relativement & (j o Py

Nous disons qu'un processus est un processus de Dirichlet (en un sens
légérement plus large qu'en [4]) s'il est la somme d'une martingale de
carré intégrable et d'un processus Z N adapté de carré intégrable tel
que pour tQut t , et pour toute suite E’n de partages de [O0,t] ‘dont

le pas tend vers zéro, il existe une sous-suite En, telle que

ime 2 (Z,  -Z )%-0.
n' n' i+l i



Démonstration :
i) Ecrivons X = N + B la décomposition canonique de la semi-

martingale spéciale X , avec B0 =0

®
2 2 2
et E, [N +-(c/o laB "1 = [Ix]|°, < =
0 H
Posons H, = l]Y Y 4yl (a) , on a
s'’s
2 2
K, (X, by " Xy ) = Ej(H . X)]
s s

@©
< 2E f d<N,N > +f |dB|.f |as_|
ae ]YS,YS+y ] 0 a e]YS,YS+y]

d'ou par le théoréme de Fubini :

ff(x - %y )Zdv(y)ds
\<2EE[ff(<NN) —<NN>)d\J(Y)dS

+ B, f f (B, ,, - By ) dvly) ds]
X 0 Jo s s ,
en posant ﬁ% = JC Istl' d'ou

< zmlm2[ z (<N,N> - <NN> ) + B_ z (13Y - B, )]
O<sgt s s- O<sgt s s-

£ 2E

=2 2
1By [<NN >+ B1 = 2|X ||H2.

Il en résulte que pour lPl presque tout wy

R 2 . .
(X - X, ) duly)ds < + = d'‘ou le i).
ﬁ ﬁ)‘ Y5ty s ‘

ii) I1 est clair, B étant différence de deux processus croissants,
que pour  w, fixé, s - Bs(wl) est dans le domaine étendu de Y (cf
[91). I1 suffit donc de démontrer le ii) lorsque X est une martingale
de carré intégrable.
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a) Posons d'aprés la proposition 5 de [9]

z 1

At(a) =1
. O<sgt

(a) = (a).
1Yy, ¥, ] Iy v ]

Le processus At(a) a pour (jt' r 2)-projection prévisible duale

tf
1 (a) dv(y) ds
x[(‘) Yy € R* ]Ys'Ysﬂ/:l
+
et donc

t
(7) M (a) =1 (a) - f f 1 (a) dv(y) ds
t ]YO,Ytj 0 Jygrs Iy, Y +y ]

est une (gt, rl-)z)—martingale.

P
At(a)

Le potentiel du processus croissant At(a)
= P _ AP
E, [Am(a)|?t] - afa) = E, [AP(a)] 3t] AP(a)

est borné en module par 2 et il résulte de la formule de 1'énergie ([12]

pl73) que
£, [(A2(a))?] 4
d'ou

2
E, LM (a))"] < 5.

On en déduit que pour @z—presque tout  w, fixé, le processus déterministe

a - Ag(a) est intégrable pour dxa , et que
(>} -]
p,. 2 s P, v, 2 12
E, E, (fo Af(a) ax )” = E| E, f; (af(a))® d<x,x>_ g 4 ||x,||H2

et de méme pour a - Mt(a) avec

2 2
E, E, (fMt(a) ax)” < 5|lx ||HZ . -

(-] @
Posons A, = aP(a) ax et ’lei = M _(a) dX_, on a en
t 0 t a t 0 t a
intégrant la relation (7) par rapport a an :
N, N
(8) Xy =X, + Mt + AL \Pl A ‘PZ p-.S.

t 0 ‘o,
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b) D'aprés sa définition il est aisé de voir qu'ii existe une ‘?1 = ‘PZ-
version de la variable Mt qui est CF«, x t—mesurable. Il en résulte
que mt est une ( ’5"@ x jt' \Pl x Pz)—martingale. En effet, soit

F ¢ 7%, et G € G, d'aprés le théoréme de Fubini dans 1'in-
tégrale stochastique ([13] thm 5.44.) :

E, {1F mz[lG (j; Mt(a) dxa]}
= E {1F (/; E, [1G Mt(a)] d xa]}

ml {1F J; E, [1G Ms(a)] d xa]}

E, tﬁt 1 1]

I

l

li

E) E, [1, 1. M 1.
En conséquence, il existe une ‘Pl x’ [PZ - version de p’t qui est une
(( ’5: jt) , P ) - martingale cadlag.

c) Il résulte de (8) qu'il existe [Pl x ‘PZ - version (3’; x jt)+-adaptée
cadlag du processus 'A't.

Or le processus X est de variation quadi-atique nulle. En effet, si (ti)

t
est un partage de [0,t]
-]
a v 2 ’ ;AP p

E E, Z (A - Atn) = E (£, = AL (a) - ap (a)) 2] d<X,X > .

i i+l i 0 i i+l i
Oor E, = (AE (a) - AE (a)) tend vers zdéro en restant majoré par

i i+l i

P 2

E, (A (a))” £ 4.

Comme ?\'t est cadlag, il en résulte que X est continu donc

(’5:; x ? prévisible. Il résulte alors du lemme 7 page 413 de [12] que

?\'t est (Pl x fPZ - indistinguable d'un processus ?') ? - prev151ble

donc /f; jt - adapté.

d) Finalement la décomposition (8) peut s'écrire

n,
X, =X, +M +A
v, T e T

ou Kt est un processus conti,'m'x (?; ) - adapte de variation qua-

dratique nulle, et ou p’t est une (( 3:' 3t + ‘PZ)-martlngale
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cadlag (?'; x ?t) - adaptée donc une (CF; x jt) - martingale.

Il en résulte que

n A
Vs < t Ve € js E, (M 1.1 =E, (M, 1.] Pl ps.
donc pour pl~-preSque tout  w, le processus ﬁt est cadlag yt“
adapté et est une ( e Pz) martingale le long des rationnels donc

une ( ?t’ PZ) martingale.

En conclusion pour [P l—presque tout ml ) XY est un (7 £ /PZ)

prccessus de Dirichlet. t

N. BOULEAU

E.N.P.C.

28, rue des Saints-Peres
75007 PARIS
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