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� Þ�ì+×JâjðRÛpÖ�×jÚ8÷�Ö.á|Û,áfÜp×!ÛpÖ�×�Ø�Ù�×��!Ø�ß ×jÚ�Û�â�ÙfÞ�á�âoß æ,è�Ý × �0� êußµâ£Û�áfÚ�Û,êuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�ÛpÖ.á|ÛzÞùä�Ý ç.Ý Ýµâ�ÛpÖ�×Jâo×Üp×���ä�ß Üp×jæ,×jÚ�Û�â���Õ�Ö�×Jâo× Û£÷ZÙ���ä�×Jâ£Ûpß Ù+Ú.â�Ö.áJø+×ºÚ�ÙfÛ«ãP×j×jÚ3áfÚ.âo÷Z×jÜp×Jê�ß Ú�ÛpÖ�×-Ý ß Ûp×jÜ�á|Ûpä�Üp× õÕ�Ö�×/áfèuè�ÜpÙ�á+Ø�ÖÄØ�Ýµá+âpâoßµØjáfÝ Ý ì�ä.âo×Jê ÛpÙ4Ûpä�Ú�× �0� Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜzÞùÙ+Ü!á4ØjáfÚ.áfÝ�èPÙuÙ+Ý�ß¹â,ã�ì�ÛpÜpßµáfÝ«áfÚ.ê8×jÜpÜpÙ+Ü3íGâo×j×3ï{ä�ÜoÛ×�Û3áfÝ õ í ñJò+ò+ó�ô
� � ×Já|Û[�jä í ñJò+ò+ò�ô
� ü)×jì+×jÜ4íLþfÿ+ÿ�þ ô
� ü4áfÖ�Ý ß Ú áfÚ.ê ýZÝ ×jæ,æ,×jÚ.â)íLþfÿ+ÿ�þ ôoô Ù+Ü�ã�ì Ù+èuÛpß æ,ß �Já|Ûpß Ù+Ú íGâo×j×ï�áfä�æ,×«×�Û{áfÝ õ í ñJò+ò+ò�ô�� ýZÝµ×�æ,æ,×jÚ.â{áfÚ.ê � Ø�Ö�ä�ä�Üpæ»áfÚ.â�íLþfÿ+ÿ � ôoô¯õ ü�ß ÛpÖ�á�âo×�ÛZÙfÞ:è�ÜpÙ+èVÙ+ÜoÛpß Ù+Ú.á|Ý.áfÚ.ê,ß Ú�Ûp×jà+Ü�áfÝ�à�áfß Ú.âjðÙ+Ú�×!â£Ûpä.êuß ×Jâ-Ûpß æ,×�étêuÙ+æ»áfß Ú�âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú.âºÛpÙ3Ûp×Jâ£Û�Ö�Ù|÷ ÛpÖ�×�Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê)âoìuâ£Ûp×jæ Üp×Já+Ø¯Û�âºÛpÙ/á3èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú�íùß õ × õ ðêußµâpØ�Ö.áfÜpà+×,÷�ß ÛpÖ.êuÜ�áI÷�áfÝ ô¯õ Õ�Ö�×�Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ-è.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�â�áfÜp×,ÛpÖ�×jÚ�æ,Ù�êuß ç.×Jê�á+ØjØ�Ù+Ü�êuß Ú�àyÛpÙ3ÛpÖ�×yâoß æ�äuÝ¹á|Ûpß Ù+Ú.âjðÁß ÚÙ+Ü�êu×jÜ«ÛpÙ�Üp×Jêuä.Ø�×�ÛpÖ�×�æ»á|ëuß æ�ä�æ ×jÜpÜpÙ+ÜJð.Ù+Ü�ÛpÖ�×zâo×�ÛoÛpÝ ß Ú�à!Ûpß æ,×+ð:Ù+Ü«ÛpÙ�æ,ß Ú�ß æ,ß �j×,á!à+ß øf×jÚ/èP×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ.Ø�×�Ø�Üpß Ûp×jÜpßµá õÕ�Ö�×zêuß �!Ø�ä�Ý Ûtì�ß¹â�ÛpÙ»Û�Ü�á+ê�×�é­ÙI~)ãP×�Û£÷{×j×jÚ/èP×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ.Ø�×�áfÚ.ê�ÜpÙ+ã�ä.â£ÛpÚ�×JâpâjðVâoß Ú.Ø¯×�ÛpÖ�×zØ�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+ÝµÝ ×jÜ�âoÖ�Ù+ä�Ýµê�Ú�ÙfÛ Ù+Ú�Ý ìèP×jÜoÞùÙ+Üpæ ÷{×jÝ Ý2ÞùÙ+Ü�á�à+ß ø+×jÚ)Ú�Ù+æ,ß Ú.áfÝDâoß Ûpä.á|ÛpßµÙ+Ú íGØ�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.êuß Ú�à�ÛpÙ/á�à+ß øf×jÚ�êußµâpØpÖ.áfÜpà+×+ðwÜpÙ+ä�à+Ö�Ú�×JâpâºØ�Ùu×��!Ø¯ßµ×�Ú�ÛJð×�Û�Ø õ ô ð�ã�ä�Û�áfÝµâoÙºÞùÙ+Ü{á�ØjáfÚ.áfÝ�èVÙ�Ù+Ý.÷�ß ÛpÖ»æ,Ù�êuß ç.×Jê»êußµâpØ�Ö.áfÜpà+×Jâ2áfÚ.ê»è�Ö�ìuâoßµØjáfÝ.è.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�â õ � ä.Ø�Ö�áºÛpÜpßµáfÝ étáfÚ.ê�é­×jÜoÜpÙfÜáfè�è�ÜpÙ�á+Ø�Ö/ßµâ Ûpß æ,×�étØ�Ù+Ú.âoä�æ,ß Ú�à�áfÚ.ê�æ»áIì/Ú�ÙfÛ-Ý ×Já+ê/ÛpÙ3áyØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ ÷�ß ÛpÖ�áfÚ4á+êu×���ä.á|Ûp×zèP×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ.Ø�×zß Ú)×jø+×jÜpìØjá+âo× õ�� Û�ßµâ�áfÝµâoÙ3êuß �!Ø�ä�Ý Û�÷�ß ÛpÖ4ÛpÖ�ßµâ�áfè�è�ÜpÙ�á+Ø�Ö/ÛpÙ/è�Üp×JêußµØ¯Û-ÛpÖ�×�â£Û�áfã�ß Ý ß Û£ì�ÙfÞ�ÛpÖ�×!Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê4âoìuâ£Ûp×jæ ÞùÙ+Ü�ÙfÛpÖ�×jÜÛ£ì�èP×Jâ�ÙfÞÁèP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú.â õ
� ä�Ü�Ù+ã�åt×JØ¯Ûpß øf×-ßµâ�ÛpÙ!êu×jÜpß øf×�á,âoìuâ£Ûp×jæ»á|ÛpßµØºáfÚ.ê�áfÚ.áfÝ ì�ÛpßµØ�Ûpä�Ú�ß Ú�à!æ,×�ÛpÖ�ÙuêyÙfÞRÜpÙ+ã�ä.â£Û �0� Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�âZÞùÙ+Ü«á»ØjáfÚ.áfÝèPÙuÙ+Ý õ Õ�Ö�×,è�ÜpÙ+èPÙ�âo×Jê�Ûpä�Ú�ß Ú�à�æ,×�ÛpÖ�Ùuê�ßµâ ã.á+âo×Jê/Ù+Ú�à�áfß Ú)áfÚ.ê/è�Ö.á+âo×zæ»áfÜpà+ß Ú.âjðV÷�Ö�ßµØ�Ö)áfÜp×,Ø�Ýµá+âpâoßµØjáfÝ Ý ìyä.âo×Jê�ß ÚØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+ÝÁêu×Jâoß à+Ú�ÛpÙ�×jøfáfÝ ä.á|Ûp×-ÛpÖ�×�ÜpÙ+ã�ä.â£ÛpÚ�×Jâpâ«ÙfÞZá»Þù×j×Jêuã.á+Ø�ú�Ý Ù�Ù+è3÷�ß ÛpÖ�Üp×JâoèP×JØ¯Û�ÛpÙ�à�áfß Ú/áfÚ.ê3è�Ö.á+âo×�ø|áfÜpßµá|Ûpß Ù+Ú.âÙfÞ�ÛpÖ�×3Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê8âoìuâ£Ûp×jæ õ Õ�Ö�×Jâo×yß Ú.êußµØjá|ÛpÙ+Ü�â,áfÝµâoÙ)Üp×JØ�Ù|øf×jÜ,âoÙ+æ,×�è.áfÜoÛ,ÙfÞ�ÛpÖ�×�èV×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ.Ø�×�Üp×���ä�ß Üp×jæ,×jÚ�Û�â õ
� Ú.êu×j×Jê:ð:÷{×,âoÖ�ÙI÷ ÛpÖ.á|Û ÛpÖ�×Jâo×zÜpÙ+ã�ä.â£ÛpÚ�×Jâpâ�æ»áfÜpà+ß Ú.â áfÜp×zØ�Ý Ù�âo×jÝ ì�Üp×jÝµá|Ûp×Jê�ÛpÙ�ÛpÖ�×zÛpß æ,×�étêuÙ+æ»áfß Ú/èV×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ�Ø�×�ÙfÞÛpÖ�×�Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê�ØjáfÚ.áfÝ:èVÙ�Ù+Ý õ Õ�Ö�×�æ»á|ëuß æ�ä�æ ×jÜpÜpÙ+Ü�Ø�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.êuß Ú�à�ÛpÙ!áfÚ�ä�Ú�è�Üp×JêußµØ¯Ûp×Jê�èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú�ßµâ«âoÖ�Ù|÷�ÚÛpÙ�ãP×yêuß Üp×JØ¯ÛpÝ ì)Ý ß Ú�ú+×Jê4ÛpÙ3ÛpÖ�×�à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Ú áfÚ.ê)ÛpÖ�×yâo×�ÛoÛpÝ ß Ú�à/Ûpß æ,×!ÛpÙ/ÛpÖ�×�è�Ö.á+âo×!æ»áfÜpà+ß Ú�ÙfÞ�ÛpÖ�×yØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê

þ



âoìuâ£Ûp×jæ õ Õ�Ö�×Jâo×�æ»áfÜpà+ß Ú.âZáfÜp×�ÛpÖ�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×«ø+×jÜpìz÷{×jÝ ÝVâoä�ß Ûp×Jê�á+â2Ûpä�Ú�ß Ú�àzè.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�âRÞùÙ+Ü�á �0� Ø¯Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜZÙfÞdá�ØjáfÚ.áfÝèPÙuÙ+Ý õ
� ÚzÙ+Ü�êu×jÜÁÛpÙºÙ+ãuÛ�áfß Úzá à+×jÚ�×jÜpßµØDÛpä�Ú�ß Ú�àºæ,×�ÛpÖ�Ùuê:ð�á âoß æ,è�Ý ×�Ý ß Ú�×JáfÜ2æ,Ùuêu×jÝußµâRä.âo×Jê�ÛpÙ Üp×jè�Üp×Jâo×jÚ�ÛÁÛpÖ�×«ØjáfÚ�áfÝuèPÙ�Ù+ÝLð|ÛpÖ�×
� Ú�Ûp×jà+Ü�á|ÛpÙ+Ü � ×jÝµáIì!í ���ºô æ,Ùuêu×jÝLðf÷�Ö�Ù�âo×{è.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�âdØjáfÚ�ãV×{Ù+ãuÛ�áfß Ú�×Jêzêuß Üp×JØ�Û�Ý ìºÞùÜpÙ+æ è�Ö�ìuâoßµØjáfÝ�è�áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�âdÙfÞ.ÛpÖ�×ØjáfÚ.áfÝdèPÙuÙ+Ý{íGâo×j× � Ø�Ö�ä�ä�Üpæ»áfÚ.â�×�ÛºáfÝ õ í ñJò+ò+ò á ô
� �wß ÛpÜpßµØ�Ù�áfÚ.ê���ÜpÙ+æ,ß Ù+Ú íLþfÿ+ÿ � ã ôoô¯õ Õ�Ö�×,Ø�áfÚ.áfÝÁèPÙ�Ù+Ý ��� æ,Ùuêu×jÝÁßµâç.Ü�â£ÛZ×�ëuè�Üp×Jâpâo×Jêzß Ú!êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×JâpâDø|áfÝ ä�×Jâ�íùß õ × õ ð+ÛpÖ�× êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×JâpâRÛpß æ,× êu×jÝµáIìzáfÚ.ê,ß Ú�Ûp×jà+Ü�á|ÛpÙ+ÜDà�áfß Ú,ãP×JØ�Ù+æ,× ñIô¯õÕ�Ö�×-áfÚ.áfÝ ìuâoßµâZßµâ�ØjáfÜpÜpß ×Jê»Ù+äuÛ�Ù+Ú!ÛpÖ�ßµâ�êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ�âoìuâ£Ûp×jæ�ðuúf×j×jè�ß Ú�àzß Úyæ,ß Ú.ê!ÛpÖ�× ÞGá+Ø¯Û�ÛpÖ.á|Û�ÛpÖ�×-êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú.áfÝâoìuâ£Ûp×jæ(÷�ß Ý Ý�ãP×jÖ.áIø+×3ß Ú�á�âoß æ,ß ÝµáfÜ!÷{áIìÄá+â,ÛpÖ�×�êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ»Ù+Ú�×3÷�ß ÛpÖ ÛpÖ�×�áfè�è�ÜpÙ+è�Üpßµá|Ûp×yÛpÜ�áfÚ.â£ÞùÙ+Üpæ»á|Ûpß Ù+Ú.âÙ+Ú8Ûpß æ,×+ð{êußµâpØ�Ö.áfÜpà+×JâjðZáfÚ.ê ÷�á|Ûp×jÜ,Ý ×jø+×jÝµâ õ��0� Ø�Ù�×��!Ø�ß ×jÚ�Û�â�ÞùÙ+Ü!âoèP×JØ�ß ç.×Jê8à�áfß ÚÄáfÚ.ê8è�Ö.á+âo×yæ»áfÜpà+ß Ú.â,áfÜp×�ÛpÖ�×jÚáfÚ.áfÝ ì�ÛpßµØjáfÝ Ý ì�êu×jÜpß ø+×Jê�ÞùÜpÙ+æ ÛpÖ�× ��� æ,Ù�êu×jÝÁè.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�â õ Õ�Ö�×zß Ú�Ûp×jÜp×Jâ£Û ßµâ�ÛpÖ.á|Û ÛpÖ�×�Ûpä�Ú�ß Ú�à�Þ¹Ù+Üpæ�ä�Ýµá+â áfè�è�Ý ìyÛpÙáfÚ�ì�ØjáfÚ.áfÝVèVÙ�Ù+Ý:÷�ß ÛpÖ�à+ß ø+×jÚ�Ûpß æ,×�étêu×jÝµáJì�áfÚ.êyß Ú�Ûp×jà+Ü�á|ÛpÙ+Ü{à�áfß Ú õÕ�Ö�ßµâ,è.áfèV×jÜzÞùÙuØ�ä.âo×Jâ,Ù+Ú8ÛpÖ�×/Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý�ÙfÞºá4âoß Ú�à+Ý ×3ØjáfÚ.áfÝ�èPÙ�Ù+ÝLð{áfÚ.êÄßµâ,ß Ý Ý ä.â£ÛpÜ�á|Ûp×Jê8ã�ìÄâoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú.âzÙ+Ú á�Þùä�Ý Ý
� áfß Ú�Ûoé!�2×jÚ.áfÚ+Û�Ú�Ù+Ú�Ý ß Ú�×JáfÜ{æ,Ù�êu×jÝVÙfÞRázØjáfÚ.áfÝPèVÙ�Ù+ÝPÛ�áfú+×jÚ!ÞùÜpÙ+æ�ÛpÖ�× û � ýo�8Ûp×Jâ£Û«Øjá+âo×Jâºí­ýZÝ ×jæ,æ,×jÚ.â�×�Û�áfÝ õ ð ñJò+ò+ó�ô¯õü)×,ÛpÖ�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×»á+âpâoä�æ,×zÛpÖ.á|Û�ß Û�ßµâ-èPÙ�âpâoß ã�Ý ×zÛpÙ/êu×Jâoß à+Ú)×��!Ø�ß ×jÚ�Û�êu×JØ�×jÚ�ÛpÜ�áfÝ ß �j×Jê)Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�â ã.á+âo×Jê�Ù+Ú4ß Ú.êu×jèP×jÚuéêu×jÚ�ÛpÝ ì,Ûpä�Ú�×JêyØ�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�âDÞùÙ+Ü{×Já+Ø�Ö!èVÙ�Ù+ÝLðuáfÚ.ê�á+ê�êuß Ûpß Ù+Ú.áfÝVØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+ÝP×jÝ ×jæ,×jÚ+Û�â�á+ê�êu×Jê!ß Ú�Ù+Ü�êu×jÜZÛpÙzæ,ß Ú�ß æ,ß �j× èVÙ�Ù+Ýß Ú�Ûp×jÜ�á+Ø¯Ûpß Ù+Ú.â�íùÛpÖ�×jâo× ×jÝ ×jæ,×jÚ�Û�â�áfÜp× âoß æ,ß ÝµáfÜZÛpÙ�ÛpÖ�×-âoÙfé­ØjáfÝ Ýµ×jêN�£êu×JØ�Ù+ä�è�Ý ×jÜ�â���ÙfÞ � Ø�Ö�ä�ä�Üpæ»áfÚ.â í ñJò+òP�fôoô¯õ Õ�Ö�ßµâ{èPÙ+ß Ú�Ûßµâ�Ú�ÙfÛ�êu×jø+×jÝ Ù+èP×Jê�ß ÚyÛpÖ�ßµâ�è.áfèP×jÜ�Ù+Ü�ÛpÖ�×-Ø�Ù+æ,è.áfÚ�ß Ù+Úyè.áfèP×jÜJðuã�äuÛ«÷�ß Ý ÝwãV× ÛpÖ�×�âoä�ã�åt×JØ¯Û«ÙfÞdÞùäuÛpä�Üp×-Üp×Jâo×JáfÜ�Ø�Ö õýZÙ+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�â�ä.âoä.áfÝ Ý ì/ßµÚ�Ø�Ù+ÜpèVÙ+Ü�áIÛp×�Þù×j×Jêuã.á+Ø�ú�áfÚ.ê�Þù×j×Jê�ÞùÙ+Üp÷�áfÜ�ê:ð:ÛpÙ3êu×JáfÝD÷�ß ÛpÖ4è�Üp×JêußµØ¯Ûp×Jê�èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú.â õ Õ�Ö�ßµâè.áfèP×jÜ�Ù+Ú�Ý ì�Ø�Ù+Ú.âoßµêu×jÜ�âZÞù×j×Jêuã.á+Ø�ú�Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ýwêu×Jâoß à+Úwð�ÛpÙ»êu×JáfÝ:÷�ß ÛpÖ�ä�Ú�è�Üp×JêußµØ¯Ûp×JêyèV×�ÜoÛ�äuÜpã.á|ÛpßµÙ+Ú�â õ
� Ð�Í�ÎdÏRÐ��������y��ÓDÎÁÔ
�����
� ÜpÜpß à�á|Ûpß Ù+Ú�ØjáfÚ.áfÝµâRáfÜp×{ä.âoä.áfÝ Ý ì�Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê�ä.âoß Ú�à Ù+Ú�×�ÙfÞ�ÛpÖ�×�Ût÷{Ù ÞùÙ+Ý Ý ÙI÷�ß Ú�à-Ø�Ýµá+âpâoßµØjáfÝ�Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý�èVÙ+Ý ß ÛpßµØjâ�íGî/áfÝµá|Û�×�ÜpÜp××�Û�áfÝ õ ð ñJò+ò+ó�ô
	
•
êußµâ£Û�áfÚ+ÛzêuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+ÝLðd÷�Ö�×jÜp×,ÛpÖ�×!ä�è.â£ÛpÜp×Jáfæ Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+ÝDø|áfÜpßµáfã�Ý ×Jâ-áfÜp×,æ»áfÚ�ß è�ä�Ýµá|Ûp×Jê�ÛpÙ�Ø¯Ù+Ú�ÛpÜpÙ+ÝZá÷{á|Ûp×jÜ�Ý ×jø+×jÝ:Ý ÙuØjá|Ûp×Jêyá|Û�ÛpÖ�×�êuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ7×jÚ.êyÙfÞdÛpÖ�×-èPÙuÙ+ÝLð

•
Ý ÙuØjáfÝ�ä�è.â£ÛpÜp×JáfæqØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+ÝLð|÷�Ö�×�Üp×{ÛpÖ�×�êuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý�ø|áfÜpßµáfã�Ý ×JâÁáfÜp×{æ»áfÚ�ß è�ä�Ýµá|Ûp×Jê�ÛpÙºØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ýuá�÷�á|Ûp×jÜÝ ×jøf×jÝwÝ ÙuØjá|Ûp×Jê�åtä.â£Û«ä�è.â£ÛpÜp×Jáfæ õ
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yr = τdQr/Ad

ÛpÖ�×�Üp×�Þù×jÜp×jÚ.Ø�×÷�á|Ûp×jÜ�Ý ×jøf×jÝdêu×jø�ßµá|Ûpß Ù+Úwð
y∗ = y/yr
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u∗

2
= u2/Qr

ÛpÖ�×ºêuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ{êuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ êußµâpØpÖ.áfÜpà+×+ð�áfÚ.ê
p∗ = p/Qr
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(s∗) = −1/s∗
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(
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(δg)
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K1(s)G1(s) = K∗

1
(s∗)G∗

1
(s∗)
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1
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1
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K∗

1
(s∗)G∗

1
(s∗)ßµâd×jø|áfÝ ä.á|Ûp×JêºÙ+Ú-ÛpÖ�×{ß æ»áfà+ß Ú.áfÜpì á|ëußµâ

s∗ = jω∗
ðI÷�Ö�×jÜp×

ω∗
ßµâ:Û�Öu×�êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ:ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì-áfÚ.ê

j
ÛpÖ�×{ß æ»áfà+ß Ú.áfÜpìÚ�ä�æ�ãV×jÜ«âoä.Ø�Ö�ÛpÖ.á|Û

j2 = −1
õ Õ�Ö�ßµâ�Ý ×Já+ê�â{ÛpÙ 	

|K∗

1
(jω∗)G∗

1
(jω∗)| =

k∗p
ω∗

√

1 +
1

T ∗2

i ω∗2

í �fô

arg(K∗

1
(jω∗)G∗

1
(jω∗)) = −180−

180

π
ω∗ +

180

π
arctan(T ∗

i ω
∗).

í ó�ô
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K∗

1
G∗

1

ßµâ�ê�×jè�ßµØ¯Ûp×Jê3ß Ú��Áß à õ � õ Õ�Öu×�à�áfßµÚ�ÙfÞRÛpÖ�×�Ù+èP×jÚué­Ý Ù�Ù+èêu×JØ�Üp×Já+âo×Jâ�÷�ß ÛpÖ�á�âoÝ Ù+èP×�ÙfÞ
−40

ê�ï�èV×jÜ êu×JØjá+êu×-ÞùÙ+Ü�ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ß ×Jâ«Ý Ù|÷Z×jÜ«ÛpÖ.áfÚ
1/T ∗

i

íGêu×jÚ�ÙfÛp×Jê/ã�ì
(−2)

ô ðPÛpÖ�×jÚ÷�ß ÛpÖ�á�âoÝ Ù+èP×�ÙfÞ
−20

ê�ï èP×jÜºê�×JØjá+êu×�ÞùÙ+Ü«ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ß ×Jâ�Ö�ß à+Ö�×jÜ«ÛpÖ.áfÚ
1/T ∗

i

íGêu×jÚ�ÙfÛp×Jê3ã�ì
(−1)

ô¯õ Õ�Ö�×�è�Ö.á+âo×�ÙfÞÛpÖ�× Ù+èV×jÚué­Ý Ù�Ù+è!â£Û�áfÜoÛ�âZÞùÜpÙ+æ
−180◦
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ω∗

c

ð2áfÚ.ê)ÛpÖ�×!ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì�÷�Ö�×jÜp×»ÛpÖ�×�è�Ö.á+âo×ÙfÞDÛpÖ�×,Ù+èP×jÚué­Ý Ù�Ù+è/×���ä.áfÝµâ
−180◦

ðwêu×jÚ�ÙfÛp×Jê
ω∗

180

õ Õ�Ö�×Jâo×�Û£÷{Ù�ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ß ×Jâ áfÜp×zØ�Üpß ÛpßµØjáfÝRÙ+Ú�×Jâjð:âoß Ú.Ø�×�ÛpÖ�×,è�Ö.á+âo×æ»áfÜpà+ß Úyßµâ�×jø|áfÝ ä.á|Ûp×Jê!ÞùÙ+Ü
ω∗ = ω∗

c

áfÚ.ê�ÛpÖ�×-à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Úyßµâ�×jøfáfÝ ä.á|Ûp×Jê!ÞùÙ+Ü
ω∗ = ω∗

180

õÕ�Ö�×yÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì
ω∗

180

ØjáfÚÄãP×3×Já+âoß Ý ì áfè�è�ÜpÙIëuß æ»á|Ûp×Jê ß Þº÷{×3á+âpâoä�æ,×yÛpÖ.á|Û
arctan(T ∗

i ω
∗

180
) ≈ π/2

õ � ä.ØpÖ�áfÚáfè�è�ÜpÙIëuß æ»á|Ûpß Ù+Ú�ßµâ�ø|áfÝµßµê�ß Þ
1/T ∗

i ¿ ω∗

180

ðuÛ£ì�è�ßµØjáfÝ Ý ì!ß Þ
T ∗

i À 1
õ Õ�Ö�×jÚwðuä.âoß Ú�àÈ�o� õ í ó�ô ð�Ù+Ú�×ºà+×�Û�â 	

ω∗

180
=

π

2
.

í ò�ô
Õ�Ö�×�ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì

ω∗

c
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−20

ê�ï � êu×JØjá+êu×»ÛpÙ|÷�áfÜ�ê�â-ÛpÖ�×yãPÙfÛoÛpÙ+æ�ðDáfÚ.êÛpÖ�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×�÷�ß Ý ÝdÜp×Jâoä�Ý Û�ß Ú/Ý Ù|÷Z×jÜpß Ú�à»ÛpÖ�×�Ø�ÜpÙ�âpâoÙ|øf×jÜ�Þ¹Üp×���ä�×jÚ.Ø�ì
ω∗

c
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��ä.áfÚ�Ûpß ç.×Jê õ
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c

∆Φ

1

T∗
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�Áß à+ä�Üp× � 	 � Ø�Ö�×jæ»á|ÛpßµØ-ï{Ùuêu×ºè�Ý ÙfÛ«ÙfÞ
K∗

1
G∗

1

ÞùÙ+Ü«êußµâ£Û�áfÚ�Û«êuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ7Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý

½ÒË����o�o 2¡%�o¢�¢5£�¡çÃNâV�V§��6¨éèç§5 %êªë¥®°§��¶®°�VÏì½�ê6®°¦=£åÌÎ®U¡%¨o§��V¦
�w×�Û{ä.â{âoèV×JØ�ß Þùì»á�êu×Jâoß Üp×Jê,à�áfß Ú!æ»áfÜpà+ß Ú

∆G
íùß Ú�ê�ï ô¯õuû â{êu×jè�ßµØ¯Ûp×Jê!ß Ú��Áß à õ � ð�ãP×�Ût÷{×j×jÚ

ω∗

c

áfÚ.ê
ω∗

180

ð�ÛpÖ�× ï{Ù�êu×êußµáfà+Ü�áfæ�ßµâ�Ø�Ý Ù�âo×�ÛpÙ,á�Ý ß Ú�× ÙfÞRâoÝ Ù+èP×
−20

ê�ï èP×jÜ�êu×JØjá+êu× õ Õ�Ö�×ºÜp×jÝµá|Ûpß Ù+Ú!ãP×�Û£÷{×j×jÚ!Û�Öu×-Ø�ÜpÙ�âpâoÙ|øf×jÜDÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì
ω∗

cáfÚ.ê
ω∗

180

ßµâ�ÛpÖ�×jÚ�à+ß øf×jÚyã�ì 	
ω∗

c = ω∗

180
10−

∆G

20 .
í ñ ÿ ô

Õ�Ö�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×�ÛpÖ�×�Ø�ÜpÙ�âpâoÙ|øf×jÜZÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì!ßµâ«êuß Üp×JØ¯ÛpÝ ì!Üp×jÝµá|Ûp×Jê!ÛpÙzÛpÖ�×-à�áfß Úyæ»áfÜpà+ß ÚyÙfÞdÛpÖ�×�Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jêyâoìuâ£Ûp×jæ õ
í�âoß Ú�àzÛpÖ�×�êu×�ç.Ú�ß Ûpß Ù+Ú�ÙfÞÁÛpÖ�×ºè�Ö.á+âo×ºæ»áfÜpà+ß Ú

∆Φ
ðuÛpÖ�×-è�Ö.á+âo×ºÙfÞdÛpÖ�×-Ù+èP×jÚué­Ý ÙuÙ+èyá|Û�ÛpÖ�×�Ø�ÜpÙ�âpâoÙ|øf×jÜZÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì

ω∗

cßµâ�à+ß ø+×jÚyã�ì 	
arg(K∗

1
(jω∗

c )G
∗

1
(jω∗

c )) = −180 + ∆Φ.ýZÙ+æ�ã�ß Ú�ß Ú�à,÷�ß ÛpÖ¹�o� õ í ó�ô ðuÛpÖ�ßµâ�Ý ×Já+ê�â{ÛpÙ 	

∆Φ =
180

π
(arctan(T ∗

i ω
∗

c )− ω∗

c ) .
í ñ+ñIô

û êu×jÝµáIì�ßµÚ4ÛpÖ�×!Ù+èP×jÚué­Ý ÙuÙ+è)Ý ß æ,ß Û�â�ÛpÖ�×�á+Ø�Ö�ß ×jø|áfã�Ý ×»è�Ö.á+âo×»æ»áfÜpà+ß Ú õ³� Ú.êu×j×Jê:ðÁÞùÙ+Üzá3âoß æ,è�Ý ×!ß Ú�Ûp×jà+Ü�á|ÛpÙ+Ü�âoìuâ£Ûp×jæ÷�ß ÛpÖ�Ù+äuÛ3áÄêu×jÝµáJì�ð�ÛpÖ�×4æ»á|ëuß æ�ä�æ á+Ø�Ö�ß ×jøfáfã�Ý ×/è�Ö.á+âo×)æ»áfÜpà+ß Ú�ßµâ
90◦

õ ��Ù+Ü�áfÚ�ß Ú+Û�×�à+Ü�á|Û�Ù+Ü�÷�ß ÛpÖ êu×jÝµáIì+ð«ÛpÖ�×æ»á|ëuß æ�ä�æ%è�Ö.á+âo×yæ»áfÜpà+ß Ú8ßµâzÙ+ãuÛ�áfß Ú�×Jê8÷�Ö�×jÚ
arctan(T ∗

i ω
∗

c ) ≈ π/2
ð{÷�Ö�ßµØpÖÄà+ß ø+×Jâ,áfÚÄäuè�èV×jÜ,ãVÙ+ä�Ú.ê8ÙfÞ«Û�Öu×á+Ø�Ö�ß ×jø|áfã�Ý ×ºè�Ö.á+âo×ºæ»áfÜpà+ß Ú�ß ÚyÞùä�Ú.Ø¯Ûpß Ù+Ú�ÙfÞÁÛpÖ�×-êu×Jâoß Üp×Jê�à�áfß Úyæ»áfÜpà+ß Ú 	

∆Φmax = 90−
180

π
ω∗

c = 90(1− 10
−
∆G

20 ).
í ñ þ ô

Õ�Ö�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×+ðuÛpÙ»Ûpä�Ú�×-ÛpÖ�× �o� Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜJðuÙ+Ú�×�Ú�×j×Jê�â�ÛpÙ!âoèV×JØ�ß Þùì�á»êu×Jâoß Üp×Jêyè�Ö.á+âo×�æ»áfÜpà+ß Ú
∆Φ

âoæ»áfÝ Ý ×jÜ�ÛpÖ.áfÚ�ÛpÖ�×æ»á|ëuß æ�ä�æ á+Ø�Ö�ß ×jø|áfã�Ý ×ºè�Ö.á+âo×ºæ»áfÜpà+ß Ú
∆Φmax

õ Õ�Ö�×jÚwð
T ∗

i

âoÖ�Ù+ä�Ýµê�ãP×�Ø�Ö�Ù�âo×jÚ�á+â 	

T ∗

i =
1

ω∗

c

tan
( π

180
∆Φ + ω∗

c

)

.
í ñ�
�ô

�



ÕÁáfã�Ý × ñ\	°� ß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ �0� Ø�Ù�×��!Ø�ß ×jÚ+Û¯â
(k∗p, T

∗

i )
ÞùÙ+Ü«êuß ~V×jÜp×jÚ�Û«ø|áfÝ ä�×Jâ�ÙfÞ

∆G
áfÚ.ê

∆Φ/∆Φmax

∆G
∆Φ/∆Φmax

Õ,ê�ï ó ê�ï ñ ÿ,ê�ï ñ þzê�ï ñ � ê�ïÿ õ �
(0.728, 3.08) (0.557, 3.13) (0.427, 3.38) (0.328, 3.80) (0.254, 4.39)ÿ õ Õ
(0.749, 3.92) (0.581, 4.03) (0.452, 4.39) (0.352, 4.98) (0.275, 5.80)ÿ õ �
(0.766, 5.30) (0.600, 5.49) (0.471, 6.03) (0.370, 6.88) (0.291, 8.05)ÿ õ ó
(0.778, 8.04) (0.614, 8.36) (0.485, 9.23) (0.384, 10.57) (0.304, 12.42)ÿ õ ò
(0.785, 16.18) (0.622, 16.86) (0.494, 18.67) (0.392, 21.45) (0.311, 25.24)

� Ú�×ºØjáfÚ!Ú�Ù|÷�Ø�Ù+æ,è�äuÛp×�ÛpÖ�× è�ÜpÙ+èVÙ+ÜoÛpß Ù+Ú.á|ÝPà�áfß Ú!ÙfÞwÛpÖ�×ºØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ õ � ß Ú.Ø�×ºá|Û{ÛpÖ�×ºØ�ÜpÙ�âpâoÙ|øf×jÜDÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì+ð�Ù+Ú�× Ö.á+â
|G∗

1
(jω∗

c )K
∗

1
(jω∗

c )| = 1
ð%�o� õ í �fô à+ß øf×Jâ 	

k∗p =
T ∗

i ω
∗2

c
√

1 + T ∗2

i ω∗2
c

.

ýZÙ+æ�ã�ß Ú�ß Ú�àzÛpÖ�ßµâ�÷�ß ÛpÖ¹�o� õ í ñ�
�ô ðuÙ+Ú�×-à+×�Û�â 	
k∗p = ω∗

c sin
( π

180
∆Φ + ω∗

c

)

.
í ñ � ô

Õ�Ö�×jÚwðD÷�ß ÛpÖ ÛpÖ�×�áfè�è�ÜpÙJëuß æ»á|Ûp×�æ,Ùuêu×jÝºíLþ ô ðDÙ+Ú�×�æ»áIì�Ø�Ù+æ,è�äuÛp×�ÛpÖ�×�Ø�Ù�×��!Ø�ß ×jÚ+Û�âzÙfÞ�á�êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâzêußµâ£Û�áfÚ�ÛêuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ �0� ÷�ß ÛpÖ3êu×Jâoß Üp×Jê�à�áfß Ú�áfÚ.ê�è�Ö.á+âo×ºæ»áfÜpà+ßµÚ�â�ä.âoß Ú�à��o��â õ í ò�ÐPñ ÿ ô áfÚ.ê4í ñ�
�ÐPñ � ô¯õÕÁáfã�Ý × ñ à+ß ø+×Jâ{ÛpÖ�×-ø|áfÝ ä�×Jâ�ÙfÞRêuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ �0� Ø�Ùu×��!Ø�ß ×jÚ+Û�â{ÞùÙ+Ü«êuß ~V×jÜp×jÚ�Û�Ø�Ù+ä�è�Ý ×Jâ
(∆G,∆Φ/∆Φmax)

õ
¤¥£+¢�®yã¶ÌÎ®U¡%¨o§��
Õ�Ö�×�êu×jÝµáIì)æ»áfÜpà+ß Ú4ÙfÞ�á/Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê�âoìuâ£Ûp×jæ ßµâ-ÛpÖ�×�æ»á|ëuß æ�ä�æ á+ê�êuß Ûpß Ù+Ú.áfÝ{êu×jÝµáIì)ß Ú4ÛpÖ�×�Ý Ù�Ù+è âoä.Ø�Ö4ÛpÖ.á|Û�ÛpÖ�×âoìuâ£Ûp×jæ7Üp×jæ»áfß Ú.â�â£Û�áfã�Ý × õ°� Ú.êu×j×Jê:ð.á»êu×jÝµáJìyêu×JØ�Üp×já+âo×Jâ{ÛpÖ�×-è�Ö.á+âo×ºè�ÜpÙ+èPÙ+ÜoÛpß Ù+Ú.áfÝ Ý ì,ÛpÙzÛpÖ�×ºÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì õ Õ�Ö�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×+ðâoß Ú.Ø�×-ÛpÖ�×�è�Ö.á+âo×�æ»áfÜpà+ß Ú3à+ß øf×Jâ�ÛpÖ�×zá+ê�êuß Ûpß Ù+Ú.áfÝdè�Ö.á+âo×�áIø|áfß Ýµáfã�Ý ×-ãP×�ÞùÙ+Üp×�ß Ú.â£Û�áfã�ß Ý ß Û£ì+ð.ÛpÖ�×zêu×jÝµáIìyæ»áfÜpà+ß Ú3ØjáfÚ/ãP×Ø�Ù+æ,è�äuÛp×Jêyã�ì!ÛpÖ�×-Ü�á|Ûpß ÙzÙfÞÁÛpÖ�×-è�Ö.á+âo×ºæ»áfÜpà+ß Ú�ß Ú�Ü�á+êußµáfÚ.â�ÙIø+×jÜ{ÛpÖ�×�Ø�ÜpÙ�âpâoÙ|øf×jÜZÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì 	

∆τ∗ =
π

180

∆Φ

ω∗

c

.

� ß Ú.Ø�×yÛpÖ�×jÜp×�ßµâ»á�æ»á|ëuß æ�ä�æ(áIø|áfß Ýµáfã�Ý ×yè�Ö.á+âo×yæ»áfÜpà+ß Úwð2ÛpÖ�×3æ»á|ëuß æ�ä�æ6ê�ßµæ,×�Ú.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ»êu×jÝµáJì æ»áfÜpà+ß Ú8ÙfÞ�ÛpÖ�×Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê�âoìuâ£Ûp×jæ ßµâ�à+ß ø+×jÚyã�ì 	
∆τ∗

max
=

π

180

∆Φmax

ω∗

c

.
í ñ"�+ô

ýZÙ+Ý Ý ×JØ¯Ûpß Ú�à±�o��â õ í ñ ÿ ô ð:í ñ þ ô ðuáfÚ.ê�í ñ"�+ô Ý ×Já+ê�âDÛpÙ�ÛpÖ�× ÞùÙ+Ý Ý Ù|÷�ß Ú�à�Üp×Jâoä�Ý Û 	 ÛpÙzÙ+Ú�×�à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Ú
∆G

Ø�Ù+ÜpÜp×JâoèVÙfÚ.ê�âZáêuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×JâpâDØ�ÜpÙ�âpâoÙ|øf×jÜRÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì
ω∗

c

ð�áºæ»á|ë�ß æ�ä�æ è�Ö.á+âo×«æ»áfÜpà+ß Ú
∆Φmax

ð�áfÚ.ê»á-æ»á|ëuß æ�ä�æ�êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâêu×jÝµáIì!æ»áfÜpà+ß Ú
∆τ∗

max

íGâo×j×�ÕÁáfã�Ý ×�þ ô¯õ
ÕÁáfã�Ý ×�þ 	]� ß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ�Ø�ÜpÙ�âpâoÙIø+×jÜ{ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì

ω∗

c

ð.æ»á|ë�ß æ�ä�æ è�Ö.á+âo×-æ»áfÜpà+ß Ú
∆Φmax

áfÚ.êyæ»á|ëuß æ�ä�æ êuß æ,×jÚuéâoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ�êu×jÝµáIì!æ»áfÜpà+ß Ú
∆τ∗

max

ÞùÙ+Ü«êuß ~V×jÜp×jÚ+Û«à�áfß Úyæ»áfÜpà+ß Ú.â
∆G

∆G
íGê�ï ô � Õ ó ñ ÿ ñ þ ñ � ñ Õ

ω∗

c

ÿ õ ò+ò�ñ ÿ õ �|óP� ÿ õ Õ�þ � ÿ õ � òP� ÿ õ 
+ò=� ÿ õ 
�ñ�
 ÿ õ þ � ò
∆Φmax
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◦
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◦
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◦
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◦

Õ �
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� þ
◦

� Õ
◦

∆τ∗
max

ÿ õ �fó ñ ñ+õ �uñ þ õµñ Õ þ õ ò+ó � õ ÿ ñ �uõ 
 ÿ
Õ�Ö�×�Ø�ÜpÙ�âpâoÙIø+×jÜÁÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ìzØ�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.ê�âÁÛpÙºÛpÖ�× âoìuâ£Ûp×jæ ã.áfÚ.êu÷�ßµê�ÛpÖ õ Õ�Ö�ßµâ2ÞùÜp×Y��äu×jÚ.Ø�ìzßµâDá-æ,×Já+âoä�Üp×�ÙfÞVÛpÖ�×�Ûpß æ,×�éêuÙ+æ»áfß Ú�èV×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ.Ø�×�ÙfÞZÛpÖ�×»Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê�ØjáfÚ.áfÝRèPÙuÙ+ÝLðwâoß Ú.Ø�×zèV×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú.â�Ù�ØjØ�ä�ÜpÜpß Ú�àyá|Û-á�ÞùÜp×���ä�×jÚ�Ø�ì/Ö�ß à+Ö�×jÜÛpÖ.áfÚ

ω∗

c/τd
Ü�á+ê � â�÷�ß Ý ÝwÚ�ÙfÛ�ãV×-×��!Ø�ß ×jÚ+ÛpÝ ì�Üp×oåt×JØ¯Ûp×Jêyã�ì!ÛpÖ�×�Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ õ ��Ù+Ü�×�ë�áfæ,è�Ý ×+ðu÷�ß Û�Ö ∆G = 10

ê�ï ð�ÛpÖ�×

ó
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(−1,0) 

�Áß à+ä�Üp× �2	°î ì2��ä�ßµâ£Û�è�Ý ÙfÛ�ÙfÞwÛpÖ�×ºÙ+èP×jÚ�Ý ÙuÙ+è
K∗

1
(jω∗)G∗

1
(jω∗)

ÞùÙ+Ü
∆G = 10

ê�ï�áfÚ.êyêuß ~V×jÜp×�Ú�Û�ø|áfÝ ä�×Jâ{ÙfÞdè�Ö.á+âo×æ»áfÜpà+ß ÚyÜ�á|Ûpß Ù
∆Φ/∆Φmax ∈ [0.5, 0.9]

õ
êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×JâpâDØ�ÜpÙ�âpâoÙIø+×jÜÁÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì�ßµâZáfãPÙ+äuÛZÿ õ � ð+÷�Ö�ßµØ�Ö,æ,×JáfÚ.âRÛpÖ.á|ÛZèV×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú.âRÙuØjØ�ä�ÜpÜpß Ú�à-á|ÛDÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ß ×JâÖ�ß à+Ö�×jÜ�ÛpÖ.áfÚ

0.5/τd
Ü�á+ê � â�ØjáfÚ�Ú�ÙfÛ�ãP×-×��!Ø�ß ×jÚ+ÛpÝ ìyá|ÛoÛp×jÚ�ä.á|Ûp×Jêyã�ì!ÛpÖ�×�Ø�Ù+Ú+Û�ÜpÙ+Ý Ý ×jÜ õÕ�Ö�×»æ»á|ëuß æ�ä�æ è�Ö.á+âo×!áfÚ.ê4êu×jÝµáIì/æ»áfÜpà+ß Ú.â-áfÜp×!áyæ,×Já+âoä�Üp×,ÙfÞ�ÛpÖ�×»æ»á|ëuß æ�ä�æ á+Ø�Ö�ß ×jø|áfã�Ý ×,ÜpÙ+ã�ä.â£ÛpÚ�×JâpâºÙfÞ�ÛpÖ�×Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê,âoìuâ£Ûp×jæ ÞùÙ+Ü{á-à+ß ø+×jÚ»à�áfß Ú»æ»áfÜpà+ß Ú õ �.Ù+ÜD×�ë�áfæ,è�Ý ×+ð�÷�ß ÛpÖ

∆G = 10
ê�ï ð+ÛpÖ�×�æ»á|ëuß æ�äuæ�è�Ö.á+âo×«æ»áfÜpà+ß Úßµâ

∆Φmax = 65◦
õ Õ�Ö�×zæ»á|ëuß æ�ä�æ�êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ êu×jÝµáIì�æ»áfÜpà+ß Ú3ßµâ

∆τ∗
max

= 2.16
ð:÷�Ö�ßµØpÖ�æ,×JáfÚ.â«ÛpÖ.á|Û ÞùÙ+Üºáè�Ö.á+âo×-æ»áfÜpà+ß Ú�Ü�á|Ûpß Ù,ÙfÞDÿ õ � ð

∆Φ = 0.7∆Φmax = 43
◦
ð�ÛpÖ�×�êu×jÝµáIì�ÙfÞRÛpÖ�×�ØjáfÚ.áfÝwèPÙ�Ù+ÝdØjáfÚ3ãP×�ß Ú.Ø�Üp×Já+âo×Jê�ã�ì ñ"� ÿ

� í
0.7× 2.16 = 1.5

ô ÷�ß ÛpÖ�ÙfäuÛ�êu×Jâ£Û�áfã�ß Ý ß �jß Ú�àzÛpÖ�×�Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jêyâoìuâ£Ûp×jæ õ
ï ã6ðZâV§�¦\ �«W¢��° 
Õ�Ö�×2à�áfß Ú-áfÚ.ê è�Ö.á+âo×2æ»áfÜpà+ß Ú.â:ØjáfÚ-áfÝµâoÙ�ãV×Dêu×jè�ßµØ¯Ûp×JêºÙ+Ú-á î ì2��ä�ßµâ£Ûwè�Ý ÙfÛJðJ÷�Ö�×jÜp×RÛpÖ�×DÙ+èP×jÚué­Ý ÙuÙ+è

K∗

1
(jω∗)G∗

1
(jω∗)ßµâÁè�Ý ÙfÛoÛp×Jê�ß Ú�ÛpÖ�×�Ø�Ù+æ,è�Ý ×�ë�è�ÝµáfÚ�×ZÞùÙ+Ü

ω∗ ∈ [0,+∞)
õ'� Ú�ÛpÖ�ßµâÁè�Ý ÙfÛJð|ÛpÖ�×{à�áfß ÚzáfÚ.ê�è�Ö.á+âo×Zæ»áfÜpà+ß Ú.âÁØjáfÚ�ãP×�êuß Üp×JØ¯ÛpÝ ì×jø|áfÝ ä.á|Ûp×Jê:ðPâoß Ú.Ø�×-ÛpÖ�×jìyÜp×jè�Üp×Jâo×jÚ�Û�á»æ,×Já+âoä�Üp×-ÙfÞRÛpÖ�×zê�ß¹â£Û�áfÚ.Ø¯×�ãV×�Ût÷{×j×jÚ�ÛpÖ�×�Ù+èP×jÚué­Ý Ù�Ù+è3áfÚ.êyÛpÖ�×�Ø�Üpß Û�ßµØjáfÝwèPÙ+ß Ú�Û

(−1, 0)
õ ü�Ö�×jÚyÛpÖ�×-Ù+èP×jÚué­Ý Ù�Ù+è�Ø¯ä�Üpø+×-Ø�ÜpÙ�âpâo×JâZÛpÖ�ßµâ�èPÙ+ß Ú�ÛJð�ÛpÖ�×�âoìuâ£Ûp×jæ ãP×JØ�Ù+æ,×Jâ�ä�Ú.â£Û�áfã�Ý × õ

�Áß à õo� à+ß ø+×JâZÛ�Öu× î ì2��ä�ßµâ£Û�è�Ý ÙfÛ«ÙfÞÁÛpÖ�×-Ù+èP×jÚué­Ý Ù�Ù+è�ÙfÞÁÛpÖ�×�êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ�âoìuâ£Ûp×jæ7÷�ß ÛpÖ3êuß ~V×jÜp×jÚ�Û �0� Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�âÖ.áIø�ß Ú�àzÛpÖ�×�âpáfæ,×-à�áfß Úyæ»áfÜpà+ß Ú
∆G = 10

ê�ï ð.áfÚ.ê3ê�ß ~V×�Üp×jÚ�Û�è�Ö.á+âo×-æ»áfÜpà+ß Ú.â õ � Ú�×-Ù+ã.âo×jÜpøf×Jâ{ÛpÖ.á|Û«ÛpÖ�×-Ûpä�Ú�ß Ú�àæ,×�ÛpÖ�Ùuê ß Ú.êu×j×Jê Ý ×Já+ê�â-Û�Ù/ÛpÖ�×�êu×Jâoß Üp×Jê4à�áfß Ú æ»áfÜpà+ß Ú 	 ÛpÖ�×yÙ+èP×jÚué­Ý Ù�Ù+è.â�Ø�ÜpÙ�âpâ-ÛpÖ�×yÚ�×jà�á|Ûpß øf×�Üp×JáfÝ{á|ëuß¹â�áfÜpÙ+ä�Ú.ê
−0.320

õ Õ�Ö�ßµâºÝ ×Já+ê�â ÛpÙ3áyà�áfß Ú)æ»áfÜpà+ß Ú�ÙfÞ
δg = 1/0.320 = 3.125

ðÁØ�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.êuß Ú�à!ÛpÙ3áyà�áfß Ú)æ»áfÜpà+ß Ú�ß Ú�ê�ï
∆G = 20 log

10
(3.125) = 9.9

ê�ï õ Õ�Ö�× è�Ö.á+âo×�æ»áfÜpà+ß Ú�ØjáfÚ�ãP×ºØ�Ö�Ù�âo×jÚ!ãP×�Û£÷{×j×jÚyÿzáfÚ.ê
∆Φmax

õ �Áß à õ0� êu×jè�ßµØ¯Û�âÛpÖ�×�Ù+èV×�Úué­Ý ÙuÙ+è.â
K∗

1
G∗

1

Ø�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.êuß Ú�à�ÛpÙ�Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�âÁ÷�ß ÛpÖ!á à�áfß Úzæ»áfÜpà+ß ÚzÙfÞ ñ ÿºê�ï8áfÚ.êzè�Ö�á+âo×�æ»áfÜpà+ß Ú.âÁÜ�á|Ûpß Ù�â
∆Φ/∆Φmax

ãP×�Û£÷{×j×jÚ3ÿ õ � áfÚ.ê�ÿ õ ò�õ
½ÒË����o�o 2¡%�o¢�¢5£�¡ç¤¥£+¦P§�¨o�¶À��0¡ç½¹�Z�o¢±¿¾�0À³»Á©V��ÂÄÃ±£+¦\ ¥��®°�V®°¢¹Å
�w×�Ûºä.â-Ø�Ù+æ,è�äuÛp×�ÛpÖ�×,è.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�â«ÙfÞ�á �0� Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�ÞùÙ+Ü ÛpÖ�ßµâºØjáfÚ.áfÝRèPÙuÙ+ÝÁ÷�ß ÛpÖ4á�à�áfß Ú/æ»áfÜpà+ß Ú�ÙfÞ ñ ÿ�ê�ï õy� ÚÛpÖ�ßµâ»Øjá+âo×+ð2ÛpÖ�×yæ»á|ëuß æ�ä�æ%è�Ö.á+âo×yæ»áfÜpà+ß Ú ßµâ

∆Φmax = 61◦
íGÕÁáfã�Ý ×/þ ô áfÚ.ê ÷�ß ÛpÖ á�è�Ö.á+âo×yæ»áfÜpà+ß Ú8Ü�á|Ûpß Ù�ÙfÞ

∆Φ/∆Φmax = 0.7
ðuÛpÖ�×-è�Ö.á+âo×ºæ»áfÜpà+ß Ú�ßµâ

43◦
õÕ�Ö�×-Ûpä�Ú�ß Ú�à»æ,×�ÛpÖ�Ù�ê�à+ß øf×Jâ�ÛpÖ�×-ÞùÙ+Ý Ý Ù|÷�ß Ú�à»êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ �0� è.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�â 	

k∗p = 0.471
áfÚ.ê

T ∗

i = 6.03
íGÕÁáfã�Ý ×ñIô¯õ

ò
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∆Φ 

�Áß à+ä�Üp×�Õ 	 ï{Ùuêu×-è�Ý ÙfÛ«ÙfÞ
K1G1

÷�ß ÛpÖ�ÛpÖ�×�Ý ß Ú�×JáfÜpß �j×Jê � áfß Ú�Ûoé!�2×jÚ.áfÚ�Û«æ,Ùuêu×jÝZí-Ô ô áfÚ.ê ��� æ,Ù�êu×jÝZí ÐÈÐuô ÞùÙ+Ü«èVÙ�Ù+Ý
� ÙfÞ û � ýo��Õd×Jâ£Ûºý{áfÚ.áfÝ ñ ðuÖ�ß à+Ö��.Ù|÷ Ø�Ù+Ú.êuß Ûpß Ù+Ú.â õ
í�âoß Ú�à»ÛpÖ�× ��� æ,Ù�êu×jÝwè.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�â�ÙfÞRÛpÖ�×�èVÙ�Ù+ÝdáfÚ.ê¹�o��â õ í �"Ð Õ ô ðuÛpÖ�×zêuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú.áfÝwè.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�â�áfÜp×�Ø�Ù+æ,è�äuÛp×Jêá+â

kp = 0.471× 546/238 = 1.08
æ

2 � â�áfÚ.ê Ti = 6.03× 238 = 1430
â õü�ß ÛpÖ ÛpÖ�Ù�âo×�è.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�âjðÁÛpÖ�×�Üp×JáfÝ�âoìuâ£Ûp×jæ Üp×jè�Üp×Jâo×�Ú�Ûp×Jê�ã�ì�Ý ß Ú�×JáfÜpß �j×Jê � áfß Ú�Ûoé!�2×jÚ.áfÚ+Û,×���ä.á|Ûpß Ù+Ú.â�Ö.á+âzá/à�áfß Úæ»áfÜpà+ß Ú»ÙfÞ ñ ÿ õ � ê�ï�áfÚ.ê!á�è�Ö.á+âo×«æ»áfÜpà+ß Ú!ÙfÞ

42.2◦
õ �Áß à õ Õ�êu×jè�ßµØ¯Û�âDÛpÖ�×ºï{Ùuêu×�è�Ý ÙfÛ�âZÙfÞ:ÛpÖ�× Ù+èP×jÚ!Ý Ù�Ù+è!÷�ß ÛpÖ!ÛpÖ�×

��� æ,Ùuêu×jÝ2áfÚ.ê/÷�ß ÛpÖ�ÛpÖ�×»Ø�Ù+æ,è�Ý ×�Ûp×zÝ ß Ú�×JáfÜ æ,Ù�êu×jÝRÙ+ãuÛ�áfß Ú�×Jê3ÞùÜpÙ+æ � áfß Ú+Ûoé!�2×jÚ.áfÚ�Ûº×���ä.á|Ûpß Ù+Ú.â�ÞùÙ+Ý Ý ÙI÷�ß Ú�à¹�wß ÛpÜpßµØ�ÙáfÚ.êÓ��ÜpÙ+æ,ß Ù+Ú�íLþfÿ+ÿ � á ô¯õ � Ú.Ø�×�áfà�áfß ÚwðuÛpÖ�×�áfè�è�ÜpÙJëuß æ»á|Ûp×Jê�ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì�Üp×JâoèPÙ+Ú.âo×-ÙfÞRÛpÖ�×�Ù+èP×jÚué­Ý Ù�Ù+è�ßµâ�ø+×jÜpìyØ�Ý Ù�âo×ÛpÙzÛpÖ�×-Üp×JáfÝ:Ù+Ú�× õÕ�Ö�ßµâ�Ûpä�Ú�ß Ú�à!Üpä�Ý ×-Ö.á+â�ãP×j×jÚ�Ûp×Jâ£Ûp×JêyÙ+Ú�æ»áfÚ�ìyêuß ~V×jÜp×jÚ�Û�ØjáfÚ.áfÝµâ«áfÚ.êy×�~V×JØ¯Ûpß ø+×jÝ ì�Ý ×Já+ê�â�ÛpÙ,ÛpÖ�×�êu×Jâoß Üp×Jêyà�áfß Ú�áfÚ.êè�Ö.á+âo×ºæ»áfÜpà+ß Ú.â õ
Ö!ÏRÐ±× Ø Ð���Ò³�:ÎÁÍ³���+��µÙ´-ÏUÚ�Ô�Í³��ÎÁÐñß ÔY×Ü�oò/Û Ð±×Ü´�Ô�ÍóÞÉ��ÏU·|Ð-Ï°×Ü´�ÍyÓ]�
�w×�Û!ä.â»Ú�ÙI÷ â£Ûpä.êuì ÛpÖ�×3ß Ú2�.ä�×jÚ.Ø�×3ÙfÞ ÛpÖ�×3à�áfßµÚ áfÚ.ê8è�Ö.á+âo×3æ»áfÜpà+ß Ú.âzÙ+ÚÄÛpÖ�×�Ûpß æ,×�étêuÙ+æ»áfß ÚÄãV×jÖ.áJø�ß Ù+Ü»ÙfÞ ÛpÖ�×Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê�ØjáfÚ.áfÝdèPÙ�Ù+Ý õ Õ�Ö�ßµâ�â£Ûpä.êuì�ßµâ«ã.á+âo×Jê�Ù+Ú/êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ�âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú3Üp×Jâoä�Ý Û�âjðP÷�ß ÛpÖ/á»à+×jÚ�×jÜpßµØ�âpØ�×jÚ.áfÜpß Ùß Ú.Ø�Ý ä.êuß Ú�à)á/â£Ûp×jè Ø�Ö.áfÚ�à+×!ÙfÞ�ÛpÖ�×yêuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ Ý ×jø+×jÝ{âo×�Ûoé­èPÙ+ß Ú�Ûyí

y∗sp
Ø�Ö.áfÚ�à+×JâºÞùÜpÙ+æ ÿ�ÛpÙ ñ á|Û�Ûpß æ,×

t∗ = 0
ô ðÞùÙ+Ý Ý Ù|÷Z×Jêyá|Þ¹Ûp×jÜ � ÿ�Ûpß æ,×-ä�Ú�ß Û�â�ã�ì!á,â£Ûp×jè�Ø�Ö�áfÚ�à+×ºÙfÞwÛpÖ�×�êuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú)í

p∗ = 1
á|Û{Ûpß æ,×

t∗ = 50
ô¯õÕ�Ö�×�âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú�ßµâ�â£ÛpÙ+è�èP×Jê�á|Þ¹Ûp×jÜ ñ ÿ+ÿ�Ûpß æ,×-ä�Ú�ß Û�â õÕ�Ö�× âoìuâ£Ûp×jæ�ßµâ{âoß æ�ä�Ýµá|Ûp×Jê»Ù+Ú�î/á|ÛpÝµáfã»ÞùÙ+Ü{êuß ~V×jÜp×jÚ�Û�Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�âjð+÷�ß ÛpÖyêuß ~V×jÜp×jÚ�Û{à�áfß Ú�áfÚ.ê»è�Ö.á+âo×«æ»áfÜpà+ß Ú.â õ Õ�Ö�×à�áfß Ú!æ»áfÜpà+ß Ú!ßµâ{×�ëuè�Üp×Jâpâo×Jê,ßµÚyê�ï í¹ÞùÜpÙ+æ�Õ�ÛpÙ ñ � ê�ï ð�÷�Ö�ßµØpÖyØ�Ù+ÜpÜp×JâoèVÙfÚ.ê�â2ÛpÙ,áfã.âoÙ+Ý äuÛp×�à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Ú.â2ÞùÜpÙ+æ þºÛpÙ

�+ô ð�áfÚ.ê�ÛpÖ�×-è�Ö.á+âo×ºæ»áfÜpà+ß Ú�ßµâ«âoèP×JØ�ß ç.×Jêyã�ì!ÛpÖ�×-Ü�á|Ûpß Ù
∆Φ/∆Φmax

õ
Ë=��ôDâ6£+�V¬3£õ�0À� %ê6£öë¥®°§��ìÌÎ®U¡%¨o§��

∆GÕ�Ö�×�ØpÖ�Ù+ßµØ�×�ÙfÞ2á»à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Ú�êuß Üp×JØ¯ÛpÝ ìyß Ú2�.ä�×jÚ.Ø�×Jâ�ÛpÖ�×�æ,ß Ú�ß æ�ä�æ øfáfÝ ä�×-ÙfÞ
y∗(t∗)

ß Ú3Üp×JâoèPÙ+Ú.âo×ºÛpÙ!á,ä�Ú�ß Ûºâ£Ûp×jèèP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú õ Õ�Ö�ßµâzßµâ,ß Ý Ý ä.â£ÛpÜ�á|Ûp×Jê ß Úç�Áß à õ�� ðD÷�Ö�×jÜp×!Û�Öu×yÛpß æ,×�Üp×JâoèPÙ+Ú.âo×�ÙfÞ«ÛpÖ�×3êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×JâpâzØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jêâoìuâ£Ûp×jæ ßµâ»êu×jè�ßµØ¯Ûp×Jê ÞùÙ+Ü»êuß ~V×jÜp×jÚ+Û!êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ �0� Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�â�Ö.áIø�ß Ú�à�ÛpÖ�×3âpáfæ,×yà�áfß Ú æ»áfÜpà+ß Ú
∆G = 10ê�ï áfÚ.ê�êuß ~V×jÜp×jÚ+Ûyø|áfÝ ä�×Jâ»ÙfÞ-è�Ö.á+âo×/æ»áfÜpà+ß Ú õÁ� Ú�ÛpÖ�ßµâ�Øjá+âo×+ð{ÛpÖ�×/æ»á|ëuß æ�ä�æ>êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ!êu×jø�ßµá|Ûpß Ù+ÚÄÞùÜpÙ+æ×���ä�ß Ý ß ã�Üpß ä�æ ß ÚyÜp×JâoèVÙ+Ú.âo×�ÛpÙ»á,ä�Úuß Û�â£Ûp×jèyèV×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú�ßµâ�×���ä.áfÝVÛpÙ!þ õÕ�Ö�×yâpáfæ,×�ãP×jÖ.áIø�ß Ù+Ü�ßµâ�Ù+ã.âo×jÜpø+×Jê4÷�Ö�×jÚ ÛpÖ�×�âoìuâ£Ûp×jæ ßµâzâoß æ�ä�Ýµá|Ûp×Jê4ÞùÙ+Ü,êuß ~V×jÜp×jÚ�ÛzøfáfÝ ä�×Jâ�ÙfÞ«ÛpÖ�×�à�áfß Ú æ»áfÜpà+ß Ú

∆G
	 ÞùÙ+Ü«á�à+ß ø+×jÚyø|áfÝ ä�×ºÙfÞ

∆G
ðuÛpÖ�×ºæ»á|ëuß æ�ä�æ êu×jø�ßµá|Ûpß Ù+ÚyÙfÞ

y∗(t∗)
ßµÚyÜp×JâoèPÙ+Ú.âo×�ÛpÙ»ázä�Ú�ß Û«â£Ûp×jè�èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Úßµâ»áfÝ æ,Ù�â£ÛzÛpÖ�×3âpáfæ,×�÷�Ö.á|Ûp×jøf×jÜzÛpÖ�×/ØpÖ�Ù�âo×jÚ8è�Ö.á+âo×�æ»áfÜpà+ß Ú8Ü�á|Ûpß Ù õ Õ�Ö�ßµâzßµâ»êu×jè�ßµØ¯Ûp×JêÄß Ú��Áß à õÄó ðZ÷�Ö�×jÜp×yÛpÖ�×æ»á|ëuß æ�ä�æ7×jÜpÜpÙ+Ü�Ù+Ú

y∗
ßµâ�êu×jè�ßµØ¯Ûp×Jê�á+â�á�Þùä�Ú.Ø¯Ûpß Ù+Ú�ÙfÞ

∆G
ÞùÙ+Ü«êuß ~V×jÜp×jÚ�Û«ø|áfÝ ä�×Jâ�ÙfÞ

∆Φ/∆Φmax

õ

ñ ÿ
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max

 

�Áß à+ä�Üp× �P	�� ß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ�Ý ß Ú�×JáfÜ�âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú4ÞùÙ+Ü
∆G = 10

ê�ï�áfÚ.ê ê�ß ~V×�Üp×jÚ�ÛzøfáfÝ ä�×Jâ-ÙfÞ�ÛpÖ�×�è�Ö.á+âo×!æ»áfÜpà+ß ÚÜ�á|Ûpß Ù
∆Φ/∆Φmax ∈ [0.5, 0.9]

õ
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1.32 

�Áß à+ä�Üp× ó%	�� ß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ«æ»á|ëuß æ�ä�æ ×jÜpÜpÙ+Ü�á+â�á,Þùä�Ú.Ø¯Ûpß Ù+Ú/ÙfÞ
∆G

áfÚ.ê3êuß ~V×jÜp×jÚ�Û øfáfÝ ä�×Jâ�ÙfÞ2ÛpÖ�×�è�Ö.á+âo×�æ»áfÜpà+ß ÚÜ�á|Ûpß Ù
∆Φ/∆Φmax ∈ [0.5, 0.9]

õ
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�Áß à+ä�Üp× ò%	o� ß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ�Ý ß Ú�×JáfÜ�âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+ÚyÞùÙ+Ü
∆Φ = 0.7∆Φmax

áfÚ.êyø|áfÝ ä�×Jâ�ÙfÞÁÛpÖ�×�à�áfß Úyæ»áfÜpà+ß Ú
∆G

ÞùÜpÙ+æ
Õ�ÛpÙ ñ � ê�ï�÷�ß ÛpÖ�ß Ú.Ø�Üp×jæ,×jÚ+Û«ÙfÞDþzê�ï õ
Õ�Ö�×-à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Ú�ÛpÖ�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×-êuß Üp×JØ¯ÛpÝ ìyêu×�Ûp×jÜpæ,ß Ú�×Jâ�ÛpÖ�×�æ»á|ëuß æ�ä�æ êu×jø�ßµá|Ûpß Ù+ÚyÙfÞ

y∗
ß Ú�Üp×JâoèPÙ+Ú.âo× ÛpÙ!á,ä�Ú�ß Û â£Ûp×jèèP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+ÚwðIêu×jÚ�ÙfÛp×Jêºã�ì

e∗
max

= max |y∗−y∗sp|
õ ��Ù+Üdá«ØjáfÚ.áfÝfèPÙuÙ+Ý+Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê ÷�ß ÛpÖ�á�êußµâ£Û�áfÚ�ÛÁêuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ �0�Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜÁ÷�ß ÛpÖ,á à+ß ø+×jÚ�à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß ÚwðfáfÚzä�Ú�ú�Ú�Ù|÷�Úzâ£Ûp×jè,èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú�ÙfÞ

Qp

æ
3 � âR÷�ß Ý ÝuÝ ×Já+ê-ÛpÙ-áºêuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú.áfÝ×jÜpÜpÙ+Ü{ÞùÙ+Ü�ÛpÖ�×�êuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ7÷{á|Ûp×jÜ�Ý ×jø+×jÝ:ÙfÞ 	

emax =
e∗
max

τdQp

Ad

í ñ Õ ô
÷�Ö�×jÜp×

e∗
max

ßµâ�à+ß ø+×jÚ�ã�ì��Áß à õ2ó�õ ��Ù+Ü
∆G = 10

ê�ï ðuÙ+Ú�×ºà+×�Û�â
e∗
max

= 2
õ ��Ù+Ü�Ö�ß à+Ö�×jÜ�à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Ú.âjð�ÛpÖ�×-×�~V×jØ¯ÛÙfÞRÛpÖ�×�è�Ö.á+âo×-æ»áfÜpà+ß Ú�Ü�á|Ûpß Ù»ãP×JØ�Ù+æ,×Jâ�ø�ßµâoß ã�Ý ×+ð�ÛpÖ�×jÚ3Ù+Ú�×�ØjáfÚ3ä.âo×�áfÚ/áIøf×jÜ�áfà+×ºø|áfÝ ä�×-ÙfÞ

e∗
max

ÛpÙ�êu×�Ûp×jÜpæ,ß Ú�×-ÛpÖ�×à�áfß Úyæ»áfÜpà+ß Ú õ
� ä.Ø�Öyá�Üp×Jâoä�Ý Û�×jÚ.áfã�Ý ×JâZä.âZÛpÙ,áfÚ.âo÷{×jÜZÛpÖ�× ç.Ü�â£Û{èVÙ+ß Ú+Û�ÙfÞwÛpÖ�×ºêu×Jâoß à+Ú�Üp×���ä�ß Üp×jæ,×jÚ�Û�â 	 ÛpÖ�×jÜp× ßµâ�á�æ,ß Ú�ß æ»áfÝ:êuß æ,×jÚuéâoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ-×jÜpÜpÙ+Ü�ÙfÞ ñ+õ 
 þ4í¹ÞùÙ+Üzá/êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ�÷�ß ÛpÖ.êuÜ�áI÷{áfÝZÙfÞ ñIô ðÁÛpÖ.á|Û,ØjáfÚ�Ú�ÙfÛ�ãP×�Üp×Jêuä.Ø�×Jê4ä.âoß Ú�à�áfÚ�ì4â£Û�áfã�Ý ×êußµâ£Û�áfÚ�Û,êuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ �0� Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜyíGâo×j× û è�èV×jÚ.êuß ë ��� ÞùÙ+Ü,êu×�Û�áfß Ýµâ ô¯õ Õ�Ö�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×+ðRß Þ�ÛpÖ�×�Üp×���ä�ß Üp×Jê4æ»á|ëuß æ�ä�æêuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×JâpâR×jÜpÜpÙ+ÜRßµâ2à+Üp×Já|Ûp×jÜÁÛpÖ.áfÚ ñ+õ 
 þuð|ÛpÖ�×«Ø�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.êuß Ú�à à�áfß Úzæ»áfÜpà+ß ÚzÙfÞPÛpÖ�×«Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ2ØjáfÚ,ãP×�Ù+ãuÛ�áfß Ú�×JêÞùÜpÙ+æÑ�Áß à õ2ó�õU� Þ:ÛpÖ�×�Üp×���ä�ß Üp×Jê,æ»á|ëuß æ�ä�æ êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×JâpâD×jÜpÜpÙ+ÜDßµâ{âoæ»áfÝ Ý ×jÜ2Û�Ö�áfÚ ñ+õ 
 þuðfÛpÖ�×ºê�×Jâoß à+Ú�âoèP×JØ�ß çPØjá|Ûpß Ù+Ú.âØjáfÚ�Ú�ÙfÛ�ãP×ºÞùä�Ý ç.Ý Ý ×Jêy÷�ß ÛpÖ3á �0� Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ õ
Ë=��ôDâ6£+�V¬3£õ�0À� %ê6£÷½�ê6®°¦=£åÌÎ®U¡%¨o§��

∆Φ

�w×�Û�ä.â{Ú�ÙI÷�ÞùÙuØ�ä.â{Ù+Ú»ÛpÖ�× ß Ú2�.ä�×jÚ.Ø�× ÙfÞwÛpÖ�× è�Ö.á+âo×�æ»áfÜpà+ß Ú!Ù+Ú»ÛpÖ�× Ûpß æ,× Üp×JâoèPÙ+Ú.âo× õ ��Ù+Ü�á�à+ß ø+×jÚ!à�áfß Ú!æ»áfÜpà+ß Úwð�áâoæ»áfÝ Ý ×jÜ�è�Ö.á+âo×�æ»áfÜpà+ß Ú3Ü�á|Ûpß Ù
∆Φ/∆Φmax

êu×JØ�Üp×Já+âo×Jâ�ÛpÖ�×�Ûpß æ,×�ÛpÙ�Üp×Já+Ø�Ö�ÛpÖ�×�×���ä�ß Ý ß ã�Üpß ä�æ�á|Þ¹Ûp×jÜ èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+ÚÝ ×Já+êuß Ú�à�ÛpÙ�á���ä�ßµØ�ú+×jÜwÜp×JâoèPÙ+Ú.âo×�íGâo×j×o�Áß à õ°�fô¯õ �Áß à õÁò êu×jè�ßµØ¯Û�â:ÛpÖ�×2Ûpß æ,×ZÜp×jâoèVÙ+Ú.âo×RÙfÞ�ÛpÖ�×Zêuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×JâpâwØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jêâoìuâ£Ûp×jæ7ÞùÙ+Ü ázç�ëu×Jê�è�Ö.á+âo×-æ»áfÜpà+ß Ú�Ü�á|Ûpß Ù
∆Φ = 0.7∆Φmax

áfÚ.ê�êuß ~V×jÜp×jÚ�Û�øfáfÝ ä�×Jâ�ÙfÞÁÛpÖ�×�à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Úwð�Þ¹Ù+Ü«ÛpÖ�×âpáfæ,×�âpØ�×jÚ.áfÜpß Ù!íGâ£Ûp×jè!Üp×JâoèPÙ+Ú.âo×JâRÛpÙ�Üp×�Þù×jÜp×jÚ.Ø�×«Ý ×jø+×jÝPáfÚ.ê,èV×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú ô¯õ Õ�Ö�×�Ûpß æ,×�Üp×JâoèVÙ+Ú.âo×JâDáfÜp×6��ä.áfÝ ß Û�á|Ûpß ø+×jÝ ìâoß æ,ß ÝµáfÜ�ÞùÙ+Ü«Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ýµ×�Ü�â{Ö.áIø�ß Ú�àzÛpÖ�×�âpáfæ,×ºèuÖ.á+âo×-æ»áfÜpà+ß Ú�Ü�á|Ûpß Ù õÕ�Ö�×jÜp×�áfÜp×-Û£÷ZÙ�ß Ú�Ûp×jÜp×Jâ£Ûpß Ú�à���ä.áfÚ�Ûpß Ûpß ×Jâ�ÛpÙyâ£Ûpä.êuì 	 ÛpÖ�×�Û�ß æ,×�ÛpÙ!Üp×Já+Ø�Ö�ÛpÖ�×�Üp×�Þù×jÜp×jÚ.Ø�×�÷{á|Ûp×jÜ�Ý ×jø+×jÝRá|Û
±10

� ß ÚÜp×JâoèPÙ+Ú.âo×zÛpÙ/áfÚ)ä�Ú�ú�Ú�Ù|÷�Ú4èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú4áfÚ.ê�ÛpÖ�×»øfáfÝ ä�×,ÙfÞ{ÛpÖ�×»Ù|ø+×jÜ�âoÖ�Ù�Ù|Û-ß Ú4Üp×JâoèPÙ+Ú.âo×zÛpÙ/á�â£Ûp×jè�Ø�Ö.áfÚ�à+×,ÙfÞÛpÖ�×»÷{á|Ûp×jÜ-Ý ×jøf×jÝDâo×�Ûoé­èPÙ+ß Ú�Û õ í�âoä.áfÝ Ý ì3ÞùÙ+Ü-ß ÜpÜpß à�á|Ûpß Ù+Ú�ØjáfÚ.áfÝ2Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+ÝLðVÛpÖ�×jÜp×»áfÜp×zÚ�Ù3Ø�Ö.áfÚ�à+×Jâ ß Ú�ÛpÖ�×»÷{á|Ûp×jÜ-Ý ×jøf×jÝâo×�Ûoé­èPÙ+ß Ú�ÛJðwã�äuÛ-ÛpÖ�ßµâ-æ»áJì/Ö.áfè�èP×jÚ)ßµÚ4âoÙ+æ,×»Øjá+âo×Jâ õ±� Ú�á+ê�êuß Ûpß Ù+Úwð:ÛpÖ�×»ÙIø+×jÜ�âoÖ�Ù�ÙfÛºáfÝµâoÙ�à+ß øf×Jâ-á�æ,×Já+âoä�Üp×,ÙfÞZÛpÖ�×âo×jÚ.âoß Ûpß ø�ß Û£ì»ÛpÙ»âo×jÚ.âoÙ+Ü�Ú�Ù+ßµâo× 	 ß ÞÁÛpÖ�×ºÙ|ø+×jÜ�âoÖ�Ù�Ù|Û�ßµâ{ÛpÙuÙzÝµáfÜpà+×+ð�ÛpÖ�×�âoìuâ£Ûp×jæ Ûp×jÚ.ê�â{ÛpÙ,ãV×-âo×jÚ.âoß Ûpß ø+×�ÛpÙ»ÚuÙ+ß¹âo× ÷�Ö�ßµØ�Öá�~V×JØ¯Û�â{ÛpÖ�×-÷�á|Ûp×jÜ�Ý ×jø+×�Ýdâo×jÚ.âoÙ+Ü�âºí���Ü�áfÚ�ú�Ý ß Úy×�Û�áfÝ õ ð.þfÿ+ÿ�þ ô¯õÕ�Ö�×!êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ Ûpß æ,×»ÛpÙ3Üp×Já+Ø�Ö�ÛpÖ�×»Üp×�Þù×jÜp×jÚ.Ø�×,÷�á|Ûp×jÜ-Ý ×jø+×jÝZá|Þ¹Ûp×jÜ�á�â£Ûp×jè4èV×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú
t∗
10

ßµâ�êu×jè�ßµØ¯Ûp×Jê4ß Ú
�Áß à õ�ñ ÿzá+â�á�Þùä�Ú.Ø�Û�ß Ù+ÚyÙfÞwÛpÖ�×ºè�Ö.á+âo×ºáfÚ.ê!à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Ú.â õ ü�ß ÛpÖ

∆Φ = 0.7∆Φmax

áfÚ.ê
∆G = 10

ê�ï ð�Ù+Ú�× à+×�Û�â

ñ þ
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increasing ∆G 

�Áß à+ä�Üp× ñ ÿ 	U� ß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ{Ûpß æ,×
t∗
10

á+â�á�Þùä�Ú�Ø¯ÛpßµÙ+ÚyÙfÞ
∆Φ/∆Φmax

áfÚ.ê�ø|áfÝ ä�×Jâ�ÙfÞdÛpÖ�×-à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Ú
∆G

ÞùÜpÙ+æ
Õ�ÛpÙ ñ � ê�ï�÷�ß ÛpÖ�ß Ú.Ø�Üp×jæ,×jÚ+Û«ÙfÞDþzê�ï õ

t∗
10
= 13

õ Õ�Ö�ßµâ�æ,×JáfÚ.â�ÛpÖ.á|Û«ÛpÖ�×�âo×¯ÛpÛpÝ ß Ú�à,Ûpß æ,×�á|Þ¹Ûp×jÜ�á,èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Úy÷�ß ÝµÝwãP×�áfãPÙ+äuÛ ñ�
 Ûpß æ,×Jâ�ÛpÖ�×-Ûpß æ,×�êu×jÝµáJìÞùÙ+Ü«âoä.Ø�Ö�á,Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ õ
�Áß à�â õRó áfÚ.ê ñ ÿº×jÚ.áfã�Ý ×«ä.â2ÛpÙ�è�Üp×JêußµØ¯ÛDÛpÖ�×«Ûpß æ,×�étêuÙ+æ»áfß Ú»èP×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ.Ø�×�ÙfÞwá-à+ß øf×jÚ �0� Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ2ÞùÜpÙ+æ ÛpÖ�×«øfáfÝ ä�×ÙfÞZß Û�â à�áfß Ú�áfÚ.ê/è�Ö.á+âo×�æ»áfÜpà+ß Ú.â õ ï{äuÛºß Û�áfÝµâoÙ�è�ÜpÙIø�ßµêu×Jâ á�÷{áIìyÛpÙ�êu×Jâoß à+Ú)Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�â«ã.á+âo×Jê/Ù+Ú3Ûpß æ,×�étêuÙ+æ»áfß Úêu×Jâoß à+ÚyÜp×���ä�ß Üp×jæ,×jÚ�Û�â õû â�ß Ú�ÛpÖ�×yØjá+âo×!ÙfÞ�ÛpÖ�×�æ»á|ëuß æ�ä�æ ×jÜpÜpÙ+ÜJðÁÙ+Úu×�æ»áIì)×jø|áfÝ ä.á|Ûp×»ÛpÖ�×yæ,ß Ú�ß æ�ä�æ Ûpß æ,×!ÛpÙ�Üp×Já+Ø�Ö4ÛpÖ�×�÷�á|Ûp×jÜ�Ý ×jøf×jÝâo×�Ûoé­èPÙ+ß Ú�Ûºá|Þ¹Ûp×jÜ-á�â£Ûp×jè�èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú8íGâo×j×,ÕÁáfã�Ý × 
�ô¯õ Õ�Ö�ßµâ«Ûpß æ,×,ßµâ�Ù+ãuÛ�áfß Ú�×Jê/ã�ì/êu×�ç.Ú�ß Ú�à�á!æ,ß Ú�ß æ�ä�æ è�Ö.á+âo×æ»áfÜpà+ß ÚyÜ�á|Ûpß ÙzÙfÞ2ÿ õ � ð�÷�Ö�ßµØ�Ö�ßµâ�Ú�×JØ�×JâpâpáfÜpì,ÞùÙ+Ü�à+Ù�Ù�ê!èP×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ.Ø�× õ

ÕÁáfã�Ý × 
%	 �wÙI÷{×jÜ�ãPÙ+ä�Ú.ê�Ù+Ú
t∗
10

ÞùÙ+Ü«êuß ~V×jÜp×jÚ+Û«à�áfß Úyæ»áfÜpà+ß Ú.â
∆G

∆G
íGê�ï ô ñ þ � Õ ó ñ ÿ ñ þ ñ � ñ Õ

t∗
10


�õ þ �ø
�õ � ÿ 
�õ ò ÿ � õ �I� Õ õ ÿ ��õ � ÿ ò�õ ó ÿ ñ þ õ �5ñ"�uõ ò
�Áß à õZñ+ñ à+ß ø+×Jâ:ÛpÖ�×ZøfáfÝ ä�×DÙfÞuÛpÖ�×ZÙ|ø+×jÜ�âoÖ�Ù�ÙfÛ

max |y∗sp − y∗|
ß Ú�ÛpÖ�×ZÜp×JâoèPÙ+Ú.âo×2ÛpÙ á«â£Ûp×jè�Ø�Ö.áfÚ�à+×DÙfÞuÛpÖ�×�ê�Ù|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ÷�á|Ûp×jÜ{Ý ×jøf×jÝ:âo×�Ûoé­èPÙ+ßµÚ+Û�á+â{á�Þùä�Ú.Ø¯Ûpß Ù+Ú�ÙfÞwÛpÖ�× è�Ö.á+âo× æ»áfÜpà+ß Ú»Ü�á|Ûpß ÙzáfÚ.ê»ÞùÙ+Ü�êuß ~V×jÜp×jÚ�Û�øfáfÝ ä�×JâZÙfÞwÛpÖ�× à�áfß Ú!æ»áfÜpà+ß Ú õÕ�Ö�× ÝµáfÜpà+×jÜ2ÛpÖ�× à�áfß Ú!æ»áfÜpà+ß Úwð+ÛpÖ�×ºâoæ»áfÝ Ý ×jÜZÛpÖ�×�Ù|ø+×jÜ�âoÖ�Ù�ÙfÛJð�áfÚ.ê»ÛpÖ�× âpáfæ,× áfè�è�Ý ß ×JâZÞùÙ+ÜZÛpÖ�× èuÖ.á+âo× æ»áfÜpà+ß Ú»Ü�á|Ûpß Ù õ

»�«V«W¢�§�¬3®' %§5�o�¼ 2�¾«��Z�o¢N¿¾�0À³»Á©V��ÂÄÃ±£+¦\ ¥��®°�6®°¢ÓÅ
�w×�Û-ä.âºØ�Ù+Ú.âoßµêu×jÜ�ÛpÖ�×,×�~V×JØ¯Û-ÙfÞ�áyâoæ»áfÝ ÝRä�Ú�è�Üp×JêußµØ¯Ûp×Jê/èV×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú/×���ä.áfÝÁÛpÙ

Qp = −0.05
æ

3 � âjðVß Ú)Ù+Ü�êu×jÜ�ÛpÙ×jø|áfÝ ä.á|Ûp×�ÛpÖ�×«øfáfÝ ßµêuß Û£ìzÙfÞVÛpÖ�×�áfè�è�ÜpÙ�á+Ø�Ö,ß Ú!á���ä.á+âoß é­Ý ß Ú�×JáfÜDØ�Ù+Ú�Ûp×�ë�Û õ Õ�Ö�×�Ø�Ù+æ,è.áfÚ�ß Ù+Ú,è.áfèV×jÜD÷�ß Ý ÝVØ�Ù+Ú.âoßµêu×jÜDæ,Ù+Üp×êuÜ�á+â£ÛpßµØºØpÖ.áfÚ�à+×Jâ�ß Ú3êußµâpØpÖ.áfÜpà+×+ð�ÛpÖ.á|Û�áfÜp×º×�ëuè�Ý ßµØ�ß ÛpÝ ì!Û�áfúf×jÚyß Ú�ÛpÙ!á+ØjØ�Ù+ä�Ú+Û�ß ÚyÛpÖ�×-ÜpÙ+ã�ä.â£Û«êu×Jâoß à+Úyæ,×�ÛpÖ�Ùuê õÕ�Ö�×�ç.Ú.êuß Ú�à�â�ÙfÞDÛpÖ�×zè.áfèP×jÜ ×jÚ.áfã�Ý ×�ä.â�ÛpÙyØ�Ù+æ,è�äuÛp×�ÛpÖ�×zøfáfÝ ä�×�ÙfÞ2ÛpÖ�×zæ»á|ëuß æ�ä�æ�÷{á|Ûp×jÜ Ý ×jø+×jÝRêu×jø�ßµá|Ûpß Ù+Ú3ÞùÜpÙ+æ×���ä�ß Ý ß ã�Üpß ä�æ Ø�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙfÚ.êuß Ú�à�ÛpÙ,ÛpÖ�ßµâ�÷�ß ÛpÖ.êuÜ�áI÷�áfÝPÞùÙ+Ü�ÛpÖ�×ºÙ+ãuÛ�áfßµÚu×Jê �0� Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ýµ×�Ü�÷�ß ÛpÖ ñ ÿzê�ï�à�áfß Úyæ»áfÜpà+ß Ú õ
� Ú3ÛpÖ�ßµâ Øjá+âo×+ð.ÛpÖ�×�Üp×�Þù×jÜp×jÚ.Ø�×�÷�á|Ûp×jÜ�Ý ×jø+×jÝÁêu×jø�ßµá|Ûpß Ù+Ú/ßµâ

yr = Qp × τd/Ad = 0.05 × 238/546 = 0.022
æ õ Õ�Ö�×æ,ß Ú�ß æ�ä�æ ×jÜpÜpÙ+ÜJð�Ù+ãuÛ�áfß Ú�×Jê!ÞùÙ+Ü��j×jÜpÙ,à�áfß Ú�æ»áfÜpà+ß Úyßµâ{ÛpÖ�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×

1.32× yr = 0.029
æ õû ØjØ�Ù+Ü�êuß Ú�à»ÛpÙ¹�Áß à õ�ó ð:á �0� Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�÷�ß ÛpÖ ñ ÿ�ê�ïÇà�áfß Ú/æ»áfÜpà+ß Ú/Ý ×Já+ê�â«ÛpÙ�á!æ»á|ëuß æ�ä�æ êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ�×jÜpÜpÙ+ÜÙfÞ�þ õ�û è�è�Ý ßµØjá|Ûpß Ù+Ú)ÙfÞ]�o� õ í ñ Õ ô à+ß øf×Jâ�ÛpÖ�×,æ»á|ëuß æ�ä�æ êuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ�÷�á|Ûp×jÜ Ýµ×�ø+×jÝDêu×jø�ßµá|Ûpß Ù+Ú/ÞùÜpÙ+æ�×���ä�ß Ý ß ã�Üpß ä�æ

emax = 2× yr = 0.044
æ õ

�Áß à õ ñ þ3Ø�Ù+æ,è.áfÜp×Jâ�á�Þùä�Ý Ý � áfß Ú�Ûoé!�2×jÚ.áfÚ�Û�Ú�Ù+Ú�Ý ß Ú�×JáfÜzâoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú�ÙfÞ�ÛpÖ�×yØ�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê�âoìuâ£Ûp×jæ ÷�ß ÛpÖ8á/Ý ß Ú�×JáfÜ ���æ,Ùuêu×jÝÁâoß æ�ä�Ýµá|Û�ß Ù+Ú õ Õ�Ö�×�âpáfæ,è�Ý ß Ú�à,Ûpß æ,×�ß Ú3ãPÙfÛpÖ/Øjá+âo×Jâ�ßµâ6Õ!âo×JØ�Ù+Ú.ê�â{ÛpÙ!æ,ß æ,ßµØ�á»Ø�Ù+Ú�Ûpß Ú�ä�Ù+ä.â�Ûpß æ,×�Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜû â£ÛpÜ[�+æ áfÚ.ê�ü�ß ÛoÛp×jÚ�æ»áfÜpú4í ñJò+ò ÿ ô¯õ Õ�Ö�×�Ú�Ù+Ú�Ý ß Ú�×JáfÜ�âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú3ßµâ�êuÙ+Ú�×�ä.âoß Ú�à � � ý í � ß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú/ÙfÞ � ÜpÜpß à�á|Ûpß Ù+Ú
ñ�
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increasing ∆G 

�Áß à+ä�Üp× ñ+ñ\	 �ZáfÝ ä�×�ÙfÞPÛpÖ�×«ÙIø+×jÜ�âoÖ�Ù�ÙfÛRÞùÙ+ÜRÛpÖ�×�â£Ûp×jè»ÙfÞVÜp×�Þù×jÜp×jÚ.Ø�×�êuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×JáfæqÝ ×jø+×jÝ.á+â2á Þùä�Ú.Ø¯Ûpß Ù+Ú»ÙfÞ
∆Φ/∆ΦmaxáfÚ.ê�øfáfÝ ä�×Jâ�ÙfÞdÛpÖ�×-à�áfß Úyæ»áfÜpà+ß Ú

∆G
ÞùÜpÙ+æ¶Õ�ÛpÙ ñ � ê�ï�÷�ß ÛpÖ�ß Ú.Ø�Üp×jæ,×�Ú�Û«ÙfÞ2þzê�ï õ

ý{áfÚ.áfÝµâ ô ð«á�Ø�Ù+æ,è�äuÛp×jÜ�è�ÜpÙ+à+Ü�áfæ(êu×jø+×jÝ Ù+èP×Jê ã�ì�ýZ×jæ»áfà+Üp×�Þ£ð�âoÙ+Ý ø�ß Ú�à�ÛpÖ�×�Ø�Ù+æ,è�Ý ×�Ûp×/Ú�Ù+Ú�Ý ß Ú�×JáfÜ � áfß Ú+Ûoé!�2×jÚ.áfÚ�Û×���ä.á|Ûpß Ù+Ú.â�÷�ß ÛpÖyÛpÖ�×�âo×jæ,ß é­ß æ,è�Ý ßµØ�ß Û � Üp×jßµâpâoæ»áfÚ�ÚyâpØ�Ö�×jæ,×!íGî/áfÝµá|Ûp×jÜpÜp×ºáfÚ.êyï�áfä�æ,×+ð ñJò+òP�fô¯õÕ�Ö�×�æ»á|ë�ß æ�ä�æ%êu×jø�ßµá|Ûpß Ù+Ú�ÞùÜpÙ+æ ×���ä�ß Ý ß ã�Üpß ä�æ ß Ú ÛpÖ�×�Øjá+âo×!ÙfÞ«ÛpÖ�×yÚ�Ù+Ú�Ý ß Ú�×JáfÜzâoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú æ,Ùuêu×jÝ�ßµâzÿ õ ÿ � � æ�ð÷�Ö�×jÜp×Já+âZÛpÖ�×-è�Üp×JêußµØ¯Ûp×Jêyø|áfÝ ä�×ºßµâ«ÿ õ ÿ �\� æ õü�ß ÛpÖ8á3è�Ö.á+âo×!æ»áfÜpà+ß Ú�Ü�á|Ûpß Ù3ÙfÞ�ÿ õ � ðdÛpÖ�×yêuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ-Ûpß æ,×!ÛpÙ/Üp×Já+Ø�Ö
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ßµâ�×���ä.áfÝDÛpÙ ñ�
�õ Õ�ðÁ÷�Ö�ßµØ�ÖØ�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.ê�â{ÛpÙ�á»êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú.áfÝ:Ûpß æ,×�ÙfÞ
t10 = 13.6 × 238 = 3237

â õ Õ�Ö�ßµâ�Ûpß æ,×�ßµâ«è�ßµØ¯Ûpä�Üp×Jê�Ù+Ú��Áß à õ ñ þzã�ì�áØ�ÜpÙ�âpâ õï{ÙfÛpÖ�Ý ß Ú�×JáfÜ�áfÚ.êyÚ�Ù+Ú�Ý ß Ú�×JáfÜ�Ûpß æ,×�êuÙ+æ»áfß Ú3âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú.â«áfÜp×ºÜ�á|ÛpÖ�×jÜ�Ø�Ý Ù�âo× õ Õ�Ö�×-øfáfÝ ä�×Jâ�Ù+ãuÛ�áfß Ú�×Jêyã�ì!ÛpÖ�×�Ý ß Ú�×JáfÜè�Üp×JêußµØ¯Ûpß Ù+Ú�Ö.áIøf×ºÛpÖ�×�âpáfæ,×-Ù+Ü�êu×jÜ�ÙfÞ2æ»áfà+Ú�ß Ûpä.êu×�á+â�ÛpÖ�Ù�âo×-Ù+ãuÛ�áfß Ú�×Jê�ÞùÜpÙ+æ ÚuÙ+Ú�Ý ßµÚu×JáfÜ�âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú õo� Ú�ÞGá+Ø¯ÛJð�ÛpÖ�×âoæ»áfÝ ÝVæ,ßµâoæ»á|Û�Ø�Ö�ÛpÖ.á|Û�áfè�èV×JáfÜ�âZßµâ�êuä�×ºæ,Ù+Üp×�ÛpÙ�ÛpÖ�×-âoß æ,è�Ý ß çPØjá|Ûpß Ù+ÚyÙfÞwÛpÖ�×ºÝ ß Ú�×JáfÜ�æ,Ùuêu×jÝDíùä.âo× ÙfÞdÛpÖ�× ��� æ,Ùuêu×jÝß Ú.â£Ûp×Já+êyÙfÞ2ázæ,Ù+Üp×-Ø�Ù+æ,è�Ý ×�ë�Ý ß Ú�×JáfÜ«æ,Ùuêu×jÝ ô ÛpÖ.áfÚyÛpÙ,ÛpÖ�×-Ú�Ù+Ú�Ý ß Ú�×JáfÜpß Ûpß ×Jâ õDû Ú3á+ØjØ�ä�Ü�á|Ûp×ºÝ ß Ú�×JáfÜ�æ,Ùuêu×jÝwÙfÞ � áfß Ú+Ûoé
�2×jÚ.áfÚ�Û«×���ä.á|Ûpß Ù+Ú.â�÷{Ù+ä�Ýµêyà+ß ø+×-á,øf×jÜpìyØ�Ý Ù�âo×ºÜp×Jâoä�Ý Û�ÛpÙ,ÛpÖ�×-Ú�Ù+Ú�Ý ß Ú�×JáfÜ«âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú õ Õ�Ö�×�áfè�è�ÜpÙ�á+Ø�Ö�ßµâ�ÛpÖ�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×ø|áfÝ ßµê�á|Ûp×Jê�ß Ú8áÒ��ä.á+âoß é­Ý ß Ú�×JáfÜ�Ø�Ù+Ú�Ûp×�ë�ÛJð2âoß Ú.Ø�×�ß Û,×jÚ.áfã�Ý ×Jâ-ÛpÙ�Ö.áIøf×yá3à+ÙuÙuê4è�Üp×JêußµØ¯Ûpß Ù+Ú�ÙfÞ«ãVÙfÛpÖ�ÛpÖ�×�æ»á|ëuß æ�ä�æ×jÜpÜpÙ+Ü-áfÚ.ê)ÛpÖ�×!âo×�ÛoÛpÝ ß Ú�à3Ûpß æ,× õ Õ�Öu×!Ú�Ù+Ú�Ý ß Ú�×JáfÜ-×�~V×JØ¯Û�â�áfÜp×zÛ�áfú+×jÚ4ß Ú�ÛpÙ/á+ØjØ�Ù+ä�Ú�Û�ß Ú)ÛpÖ�×�Ø�Ù+æ,è.áfÚ�ß Ù+Ú)è.áfèV×jÜ-ã�ìØ�Ù+Ú.âoßµêu×jÜpß Ú�àzøfáfÜpß Ù+ä.âZÝ ß Ú�×JáfÜ�æ,Ù�ê�×jÝµâ�ÞùÙ+Ü«êuß ~V×jÜp×jÚ+Û«Üp×jà+ß æ,×Jâ õ
� Ð�ÍyÓ]��Ò³�dÔ�Ð�Í
Õ�Ö�× è.áfèP×jÜ{Ö.á+âZè�Üp×Jâo×jÚ+Û�×jê�áfÚ.ê»øfáfÝ ßµê�á|Ûp×Jê!á�æ,×�ÛpÖ�ÙuêuÙ+Ý Ù+à+ì�ÛpÙ,êu×Jâoß à+Ú!×��!Ø�ß ×jÚ�Û �0� Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�âRÞùÙ+Ü�áfÚ!ß ÜpÜpß à�á|Ûpß Ù+ÚØjáfÚ.áfÝ:èPÙ�Ù+ÝLðuã.á+âo×Jê�Ù+Ú3á,âoß æ,è�Ý ×-áfè�è�ÜpÙIëuß æ»á|Ûpß Ù+Ú�ÙfÞÁÛpÖ�× � áfß Ú�Ûoé!�2×jÚ.áfÚ�Û�æ,Ù�êu×jÝ õÕdä�Ú�ß Ú�à�Üpä�Ý ×JâRÞ¹Ù+Ü{êußµâ£Û�áfÚ+Û{êuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ �0� Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�âÁÞùÙ+ÜZá-ØjáfÚ.áfÝ�èPÙ�Ù+Ý�Ö.áIøf×�ãV×j×jÚ»êu×jÜpß ø+×Jêzã�ìzâoèV×JØ�ß Þùì�ß Ú�à-à�áfß ÚáfÚ.ê�è�Ö.á+âo×�æ»áfÜpà+ß Ú.â õ Õ�Ö�×�Ý ß Ú�úyãV×�Ût÷{×j×jÚ�ÛpÖ�×Jâo×�ÜpÙ+ãuä.â£ÛpÚ�×Jâpâ«æ»áfÜpà+ß Ú.â�áfÚ.êyÛpÖ�×�Ûpß æ,×�étêuÙ+æ»áfß Ú3èP×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ.Ø�×-Ö.á+âãP×j×jÚ�×jæ,è�Ö.á+âoß �j×Jê:ðÁ÷�Öuß¹ØpÖ�à+ß ø+×Jâ ÛpÖ�×!×jÚ�à+ß Ú�×j×jÜ-ÛpÖ�×!áfã�ß Ýµß Ûtì�ÛpÙ�Ûpä�Ú�×»ÛpÖ�×�Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+ÝµÝ ×jÜ-á+ØjØ�Ù+Ü�êuß Ú�àyÛpÙ/Öuß¹â�âoèP×JØ�ß çPØÜp×���ä�ß Üp×jæ,×jÚ�Û�â õ Õ�Ö�×Jâo×»Üp×���ä�ß Üp×jæ,×jÚ�Û�â-ß Ú.Ø�Ý ä.êu×»ÛpÖ�×!æ»á|ëuß æ�äuæ ×jÜpÜpÙ+Ü�á|Þ¹Ûp×jÜ�áfÚ�ä�Ú�è�Üp×JêußµØ¯Ûp×Jê4èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú4Ö.á+âÙuØjØ�ä�ÜpÜp×Jê�áfÚ.ê�ÛpÖ�×ºÛpß æ,×ºÛpÙ,Üp×Já+Ø�Ö!Û�Öu×-÷�á|Ûp×jÜ�Ý ×jø+×jÝwâo×�Ûoé­èPÙ+ß Ú�Û«á|Û
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�Áß à+ä�Üp× ñ þ 	Òî Ù+Ú�Ý ß Ú�×JáfÜ!æ,Ùuêu×jÝ âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú í � �ªÔ ô øuâ»Ý ß Ú�×JáfÜ!æ,Ùuêu×jÝ âoß æ�ä�Ýµá|Ûpß Ù+Ú í ���ùÐ�Ðuô ÙfÞºÛpÖ�×�êußµâ£Û�áfÚ�ÛêuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ �0� Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜPÛpÙ�á�êuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ�÷�ß ÛpÖ.êuÜ�áJ÷�áfÝLðJèPÙ�Ù+Ý � ÙfÞ û � ýo��Õd×Jâ£ÛRý{áfÚ.áfÝ ñ ðJÖußµà+ÖW�.Ù|÷4Ø�Ù+Ú.êuß Ûpß Ù+Ú.â
Õ�Ö�×yáfãVÙIø+×»Ûpä�Ú�ß Ú�à)Üpä�Ý ×Jâzáfè�è�Ý ì)Þ¹Ù+Ü,á�ØjáfÚ.áfÝ{èPÙ�Ù+Ý�áfè�è�ÜpÙJë�ß æ»á|Ûp×Jê)ã�ì�á ��� æ,Ù�êu×�Ý�÷�ß ÛpÖ8á/à+ß ø+×jÚ8êu×jÝµáJì�áfÚ.êã.á+Ø�ú�÷{á|Ûp×jÜ!áfÜp×Já õ�ö Ù|÷{×jøf×jÜJð{ÛpÖ�ßµâ»æ,Ù�êu×jÝ«ßµâ!áfÚ�áfè�è�ÜpÙIëuß æ»á|Ûpß Ù+ÚÄÙfÞºÜp×JáfÝ ß Û£ìÄáfÚ.êÄß Û�â!è.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�âzøfáfÜpì ÷�Ö�×jÚÖ�ìuêuÜ�áfä�Ý ßµØ�è.áfÜ�áfæ,×�Ûp×jÜ�â2ÙfÞVÛpÖ�×�èVÙ�Ù+Ý.ø|áfÜpì�íù× õ à õ Û�Öu×ºêußµâpØpÖ.áfÜpà+×+ðfÛpÖ�×«ÞùÜpßµØ¯Ûpß Ù+Ú�Ø�Ù�×��!Ø�ß ×jÚ�ÛJð+ÛpÖ�× êuÙ|÷�Ú�â£Û�Üp×jáfæ ÷�á|Ûp×jÜ×jÝ ×jø|á|Ûpß Ù+ÚwðÁÛpÖ�×�èPÙ�Ù+ÝZà+×jÙ+æ,×�ÛpÜpì+ðÁ×�Û�Ø õ ô¯õ�û âzáfÝ Üp×Já+êuì�æ,×jÚ+Ûpß Ù+Ú�×Jê�ß Ú�ÛpÖ�×yêu×Jâoß à+Ú âoèP×JØ�ß çPØjá|Ûpß Ù+Ú.âjðdÛpÖ�×yØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜâoÖ�Ù+ä�Ýµê�ãP×,ÜpÙ+ã�ä.â£ÛºÛpÙyÛ�áfúf×»á+ØjØ�Ù+ä�Ú�ÛºÙfÞZÛpÖ�×Jâo×,øfáfÜpßµá|Ûpß Ù+Ú.â õ�� Ú.êu×j×Jê:ðwÛpÖ�×,è�Ü�á+Ø¯ÛpßµØjáfÝRè�ÜpÙ+ã�Ý ×jæ ßµâ ÛpÖ.á|Û-÷{×»âo×JáfÜ�ØpÖÞùÙ+Ü{á�ä�Ú�ßS��ä�× Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ2ÞùÙ+Ü�áºÞGáfæ,ß Ý ì,ÙfÞdâoìuâ£Ûp×jæ»â íù× õ à õ á�ØjáfÚ.áfÝ.èVÙ�Ù+Ý.Ù+èV×�Ü�á|Û�ß Ú�à�á|Û�êuß ~V×jÜp×jÚ�Û�êußµâpØ�Ö.áfÜpà+×Jâ ô¯õ Õ�Ö�ßµâÜpÙ+ã�ä.â£Û«Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ{Ûpä�Ú�ß Ú�à,ßµâ�×�ë�áfæ,ß Ú�×Jê�ß ÚyÛpÖ�×�Ø�Ù+æ,è.áfÚ�ß Ù+Úyè�áfèV×jÜ õ
ú ÓUû»ÍyÐ6Ý¼����Ñ³Ú±×Ü��Í�Î'�
Õ�Ö�×�áfäuÛpÖ�Ù+Ü�â�á+Ø�ú�Ú�Ù|÷�Ý ×Jêuà+×�ÛpÖ�×-ç.Ú.áfÚ.Ø�ßµáfÝwÖ�×jÝ è�ÙfÞ{ýZ×jæ»áfà+Üp×�ÞRáfÚ.ê ��îVü«û ÛpÖ�ÜpÙ+ä�à+Ö�ÛpÖ�×�Ø�Ù+Ý ÝµáfãPÙ+Ü�á|Ûpß ø+× è�ÜpÙ+à+Ü�áfæû �%� ûVý í û ��Ú

◦
þ õ ü)×�ÛpÖ.áfÚ�úyÙ+ä�Ü Ø�Ù+Ý Ý ×Jáfà+ä�×Jâ«áfÚ.ê�×JâoèV×JØ�ßµáfÝ Ý ì¹þ+×jáfÚué � ß ×jÜpÜp×�ï�áfä�æ,×�ÞùÙ+Ü«ÞùÜpä�ß ÛoÞùä�ÝRêußµâpØ�ä.âpâoß Ù+Ú.âÙ+Ú�ÛpÖ�×-è.áfèP×jÜ õ

ÿ ÐºÎ'´ºÎÁÔ�Ð�Í³�
Õ�Ö�×ºÞùÙ+Ý Ý ÙI÷�ß Ú�à»âoì�æ�ãPÙ+Ýµâ�áfÜp× ä.âo×Jêyß ÚyÛpÖ�ßµâ�è.áfèP×jÜ 	
∗ � âoä�èP×jÜ�âpØ�Üpß èuÛ�ÞùÙ+Ü«êuß æ,×jÚ.âoß Ù+Ú�Ý ×Jâpâ�ø|áfÜpßµáfã�Ý ×Jâ �
Ad

� êuÙ|÷�Ú�â£Û�Üp×jáfæ7ã.á+Ø�ú�÷{á|Ûp×jÜ�áfÜp×Jázß Úyæ
2
�

emax
� æ»á|ëuß æ�ä�æ ÷{á|Ûp×jÜ�Ý ×jø+×jÝwêu×jø�ßµá|Ûpß Ù+Úyß Ú�Üp×JâoèPÙ+Ú.âo×�ÛpÙ!á,êußµâpØ�Ö.áfÜpà+× èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú �

Gi(s)
� ÛpÜ�áfÚ.â£Þù×jÜ�Þùä�Ú.Ø¯Ûpß Ù+Ú.â �

j � Ø�Ù+æ,è�Ý ×�ë�Ú�ä�æ�ãP×jÜ j2 = −1
�

K1
� Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ{ÛpÜ�áfÚ.â£Þù×jÜ�Þùä�Ú.Ø¯Ûpß Ù+Ú �

kp
� èuÜpÙ+èVÙ+ÜoÛpß Ù+Ú.á|ÝVà�áfß Úyß Ú�æ

2 � â �
p � êuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ7èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Úyß Ú�æ

3 � â �
Qp

� èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú�êußµâpØpÖ.áfÜpà+×ºß Úyæ 3 � â �
Qr

� Üp×�Þù×jÜp×jÚ.Ø�×-êußµâpØ�Ö.áfÜpà+× ß Úyæ 3 � â �
q � Üp×jÝµá|Ûpß ø+×ºêußµâpØ�Ö.áfÜpà+× ß Ú�æ 3 � â �
s � �dáfè�Ýµá+Ø�× øfáfÜpßµáfã�Ý × ß Ú3â −1

�
Ti
� ß Ú�Ûp×jà+Ü�áfÝVÛpß æ,×-ß Ú3â �

t � Ûpß æ,×-ß Ú3â �
ñ"�



t10
� âo×�ÛoÛpÝ ß Ú�à,Ûpß æ,×�á|Þ¹Ûp×jÜ«á,â£Ûp×jè�èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Úyß Ú3â �

u1
� ä�è.â£ÛpÜp×Jáfæ Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý:ø|áfÜpßµáfã�Ý × ß Ú�æ

3 � â �
u2

� êuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý:ø|áfÜpßµáfã�Ý × ß Ú�æ
3 � â �

v � ß Ú�Ûp×jà+Ü�á|Ûpß Ù+Ú�ø|áfÜpßµáfã�Ý × �
y � Üp×jÝµá|Ûpß øf×º÷�á|Ûp×jÜ�×jÝ ×jøfá|Ûpß Ù+Ú�ßµÚyæ �
yr

� Üp×�Þù×jÜp×jÚ.Ø�×º÷�á|Ûp×jÜ�Ý ×jø+×jÝdê�×jø�ß¹á|Ûpß Ù+Ú�ß Ú�æ �
ysp

� ÷�á|Ûp×jÜ�Ý ×jøf×jÝdâo×�Ûoé­èPÙ+ß Ú�Û«êu×jø�ßµá|Ûpß Ù+Úyß Ú�æ �
∆G � à�áfß Úyæ»áfÜpà+ß Úyß Ú�ê�ï �
∆Φ � è�Ö.á+âo×ºæ»áfÜpà+ß Úyß Ú�êu×jà+Üp×j×Jâ �
∆Φmax

� æ»á|ëuß æ�ä�æ è�Ö.á+âo×ºæ»áfÜpà+ß Úyß Ú�êu×jà+Üp×j×Jâ �
∆τ � êu×jÝµáJì!æ»áfÜpà+ßµÚ�ß Ú3â �
∆τmax

� æ»á|ëuß æ�ä�æ êu×jÝµáIì!æ»áfÜpà+ß Úyß Ú�â �
δg � áfã.âoÙ+Ý äuÛp×ºà�áfß Úyæ»áfÜpà+ß Ú �
ω � ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì�ß ÚyÜ�á+ê � â �
ω180

� ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì!÷�Ö�×jÜp× ÛpÖ�×-è�Ö.á+âo×ºÙfÞÁÛpÖ�×ºÙ+èV×jÚué­Ý Ù�Ù+è�×���ä.áfÝµâ −180◦ ß Ú�Ü�á+ê � â �
ωc

� Ø�ÜpÙ�âpâoÙ|øf×jÜZÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì�ß ÚyÜ�á+ê � â �
τd

� Ûpß æ,×�étêu×jÝµáIì»ÞùÙ+Ü«êuÙI÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ7è�ÜpÙ+è.áfà�á|Ûpß ÙfÚ�ß Ú3â �

ú ��� ��ÍyÑyÔ�� Ì���Ìy× � ´�ÓDÎ Ð�·��È´�Ô�ÍzÎyò
	õ��Í³´�Í�Î �¼�dÓ{Ô�����´ºÎÁÔ�Í³Ú µ Ð»Ñ����<Ð�Í Î��³�
Ö!ÏU��
,Ò³��ÍyÓ�� Ø¶��� � Ð�Í³�+�
Õ�Ö�× � Ú�Ûp×jà+Ü�á|ÛpÙ+Ü � ×jÝµáIì�æ,Ù�êu×jÝµâ-÷{×jÝ ÝDÛpÖ�×!Ý Ù|÷ ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì�ãP×jÖ.áIø�ß Ù+Ü�ÙfÞ�ÛpÖ�×�ØjáfÚ.áfÝDèPÙuÙ+Ý õ�ö Ù|÷{×jøf×jÜJðdÛpÖ�×jÜp×!ßµâ�áêußµâpØ�Üp×jè.áfÚ.Ø�ì»ß Ú�Ö�ß à+Ö�ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ß ×Jâ õ Õ�Ö�×-ØjáfÚ.áfÝVÛpÜ�áfÚ.â£Þù×jÜ�ÞùäuÚ.Ø¯Ûpß Ù+Ú3Ù+ãuÛ�áfß Ú�×Jê!ÞùÜpÙ+æ � áfß Ú�Ûoé!�2×jÚ.áfÚ+Û«×���ä.á|Ûpß Ù+Ú.â�Ö.á+âá!Ú�Ù+Ú��j×jÜpÙ�â£Û�á|ÛpßµØ�à�áfß Ú/ß Ú/Ö�ß à+Ö3ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ß ×Jâjð:Ø�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.êuß Ú�à,ÛpÙ!ÛpÖ�×zÖ�ìuêuÜ�áfä�Ý ßµØ-ß Ú�Ûp×jÜ�á+Ø¯Ûpß Ù+Ú3ÙfÞZä�è.â£ÛpÜp×Jáfæ áfÚ.êêuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ è�ÜpÙ+è.áfà�á|Ûpß Ú�à�÷�áIø+×Jâ õÕ�Ö�× � Ú�Ûp×jà+Ü�á|ÛpÙ+Ü � ×jÝµáIìÓºP×jÜpÙ3í ��� º ô æ,Ùuêu×jÝwè�Üp×Jâo×jÚ�Ûp×Jêyß ÚÓ�wß ÛpÜpß¹Ø¯Ù!áfÚ.ê¹��ÜpÙ+æ,ß Ù+Ú4í­þfÿ+ÿ � ã ô æ,Ùuêu×jÝµâ�ÛpÖ�×-èVÙ�Ù+Ýwêuì�éÚ.áfæ,ßµØjâ2ã�ìzáfÚ,ß Ú�Ûp×jà+Ü�á|ÛpÙ+ÜJðfá-êu×jÝµáIì�áfÚ.ê,áD�j×jÜpÙ.ð+Ø�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.êuß Ú�à�ÛpÙ�áºâ£Û�á|Ûpß¹Ø{à�áfß Ú,ÙuØjØ�ä�ÜpÜpß Ú�à ß Ú»Ö�ß à+ÖzÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ß ×Jâ õÕ�Ö�ßµâ�æ,Ùuêu×jÝ:Ý ×Já+ê�â{ÛpÙ,ÛpÖ�×ºÞùÙ+Ý Ý ÙI÷�ß Ú�à»áfè�è�ÜpÙIëuß æ»á|Ûpß Ù+Ú.âZÙfÞÁÛpÜ�áfÚ.â£Þù×jÜ{Þùä�Ú.Ø¯Ûpß Ù+Ú.â

G1

áfÚ.ê
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G1(s) ≈

(

1

Ads
+ p21∞

)

e−τds
í ñ��fô

G2(s) ≈ −
1

Ads
− p22∞

í ñJó�ô
Õ�Ö�×ºØ�Ùu×��!Ø�ß ×jÚ+Û�â{ÙfÞwÛpÖ�× ��� º�æ,Ùuêu×jÝ:ØjáfÚ�×jß ÛpÖ�×jÜ�ãV×ºØ�Ù+æ,è�äuÛp×Jê�áfÚ.áfÝ ì�ÛpßµØjáfÝ Ý ìzÞùÙ+Ü�èPÙ�Ù+Ýµâ{÷�ß ÛpÖ�ä�Ú�ß ÞùÙ+Üpæ à+×jÙ+æ,×�ÛpÜpìíGâo×j×D�wß ÛpÜpßµØ�ÙzáfÚ.ê���ÜpÙ+æ,ß Ù+Ú�íLþfÿ+ÿ � ã ôoô Ù+ÜZç�ÛoÛp×Jê�Ù+Ú!ÛpÖ�×ºØ�Ù+æ,è�Ý ×�Ûp× � áfß Ú�Ûoé!�2×jÚ.áfÚ�Û�Ú�ä�æ,×jÜpßµØjáfÝPÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì,Üp×JâoèPÙ+Ú.âo×ß Ú�æ,Ù+Üp×-Ø�Ù+æ,è�Ý ×�ëyØjá+âo×Jâ õ
�w×�Û�ä.â�×�ë�áfæ,ß Ú�× ÛpÖ�×ºß æ,è.á+Ø¯Û�ÙfÞdÛpÖ�×��j×jÜpÙzÙfÞdÛpÖ�× ��� º3æ,Ù�êu×jÝ:Ù+Ú!ÛpÖ�×ºÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì»Üp×JâoèVÙ+Ú.âo×�ÙfÞdÛpÖ�×�âoìuâ£Ûp×jæ õ Õ�Ö�ßµâ
�j×jÜpÙ,ß Ú.êuä.Ø�×Jêyã�ì!ÛpÖ�×�Ø�Ù+Ú.â£Û�áfÚ+Û«à�áfß Ú�á|Û«ß Úuç.Ú�ß Ûtìyæ,Ùuêuß ç.×Jâ�ÛpÖ�×-à�áfß ÚyÙfÞÁÛpÖ�× ��� æ,Ùuêu×jÝdá|Û«ázÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì�êu×jÚ�ÙfÛp×Jê
ωm

õ í�âoß Ú�àzÛpÖ�× ��� º/æ,Ùuêu×jÝwáfè�è�ÜpÙIëuß æ»á|Ûpß Ù+Úwð�ÛpÖ�ßµâ�ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì!ßµâ�à+ß ø+×jÚyã�ì

ωm =
1

Adp21∞

�w×�Û
ω180 = π/2τd

êu×jÚ�ÙfÛp×DÛpÖ�×DÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ìº÷�Ö�×jÜp×2ÛpÖ�×Zè�Ö.á+âo×ZÙfÞuÛpÖ�×{âoìuâ£Ûp×jæ ×���ä.áfÝµâ
−180◦

õ Õ�Ö�×DÛpä�Ú�ß Ú�à«ÞùÙ+Üpæ�ä�Ýµá+âêu×jø+×jÝ Ù+èP×Jê�ß ÚyÛpÖ�×-è.áfèP×jÜ«á+âpâoä�æ,× ÛpÖ.á|Û�ÛpÖ�× ��� æ,Ùuêu×jÝ:ßµâ�ø|áfÝ ßµê�ä�èyÛpÙ,ÛpÖ�ßµâ�Þ¹Üp×���ä�×jÚ.Ø�ì
ω180

õÕ�Ö�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×+ð�ß ÞwÛpÖ�× ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì
ωm

ßµâ{Ö�ß à+Ö�×jÜZÛpÖ.áfÚ
ω180

ð�ÛpÖ�×jÚ�ÛpÖ�×�Ûpß æ,×�étêuÙ+æ»áfß Ú�èP×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ.Ø�×«ÙfÞwÛpÖ�×ºØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×JêØjáfÚ.áfÝVèVÙ�Ù+ÝVßµâ�Ý ß Ú�ú+×Jê!ÛpÙzÛpÖ�× Ûpß æ,×�étêu×jÝµáIì+ð�áfÚ.ê!ÛpÖ�× �0� Ûpä�Ú�ß Ú�à,Üpä�Ý ×Jâ{è�ÜpÙ|ø�ßµêu×Jê�áfãVÙIø+×ºØjáfÚ�ãV×ºä.âo×Jêyêuß Üp×JØ¯ÛpÝ ì õ � ÚÛpÖ�×«Ø�Ù+Ú�ÛpÜ�áfÜpì+ð|ß Þ
ωm < ω180

ß ÛDßµâ2Ú�ÙfÛ2ÛpÖ�×«êu×jÝµáIì�ÛpÖ.á|ÛDÝ ß æ,ß Û�âRÛpÖ�×«èP×jÜoÞùÙ+Üpæ»áfÚ.Ø�×�ÙfÞPÛpÖ�×«ØjáfÚ.áfÝLðfã�äuÛDÛpÖ�×�Ù�âpØ�ß Ý Ýµá|Ûpß Ú�àæ,Ùuêu×Jâ õU� ÚyÙ+Ü�êu×jÜZÛpÙzè�Üp×jø+×jÚ�Û{ÛpÖ�×ºÙ�âpØ�ß Ý Ýµá|Ûpß Ù+Ú.âDÛpÙ,êu×Jâ£Û�áfã�ß Ý ß �j× ÛpÖ�×-Ø¯Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê�âoìuâ£Ûp×jæ�ð�ÛpÖ�×jì�âoÖ�Ù+ä�Ýµê!ãP× ç.Ý Ûp×jÜp×Jê õÕ�Ö�ßµâ«ßµâ Ø�Ýµá+âpâoßµØjáfÝ Ý ìyêuÙ+Ú�×�÷�ß ÛpÖ�á,ç.Ü�â£Û Ù+Ü�êu×jÜ«Ý ÙI÷�é­è.á+âpâ�ç.Ý Ûp×jÜJð:âo×�× � ØpÖ�ä�ä�Üpæ»áfÚ.â«×�ÛºáfÝ õ í ñJò+ò+ò ã ô
� ü)×jìf×jÜzíLþfÿ+ÿ�þ ô¯õö Ù|÷Z×jø+×jÜJðÁÙ+Ú�×�âoÖ�Ù+ä�Ýµê4Ú�ÙfÛpßµØ�×»ÛpÖ.á|ÛzØjáfÚ.áfÝDèVÙ�Ù+Ýµâ�áfÜp×»ä.âoä.áfÝ Ý ì4Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jê)÷�ß ÛpÖ8êußµâpØ�Üp×�Ûp×�éLÛpß æ,×!Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ�â õ³� ÚÛpÖ�ßµâZØjá+âo×+ð�áfÚ!áfÚ+Ûpß étáfÝ ßµá+âoß Ú�à ç.Ý Ûp×jÜZßµâDß æ,è�Ý ×jæ,×jÚ+Û�×jê,ÛpÙ-ç.Ý Ûp×jÜ{âoß à+Ú.áfÝµâR÷�ß Û�Ö!á ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ìzÖ�ß à+Ö�×jÜ2ÛpÖ.áfÚ,ÛpÖ�× î ì2��ä�ßµâ£Û
ñ Õ



ÞùÜp×���ä�×jÚ.Ø�ì
ωN = π/Ts

ðÁ÷�ß ÛpÖ
Ts

ÛpÖ�×�âpáfæ,è�Ý ß Ú�à�Ûpß æ,× õ Õ�Ö�×jÜp×�Þ¹Ù+Üp×+ðÁß Þ
ωN < ωm

ðdÛpÖ�×jÜp×!ßµâ-Ú�Ù/Ú�×j×Jê)ÛpÙ�ç.Ý Ûp×jÜÛpÖ�×ºÙ�âpØ�ß Ý Ýµá|Ûpß Ú�à�æ,Ù�êu×Jâ õ Õ�Ö�× Ù+Ú�Ý ì!Øjá+âo× ÷�Ö�×jÜp× ß Û�æ»áIì»ãP×ºÚ�×jØ�×JâpâpáfÜpìzÛpÙ»á+ê�ê�á�ç.Ý Ûp×jÜ�ÛpÙ�ÛpÖ�×-Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜZßµâ�÷�Ö�×jÚ
ωm < ω180

áfÚ.ê
ωm < ωN

õ Õ�Ö�ßµâ�âoèP×JØ�ß çPØºèPÙ+ß Ú�Û«ßµâ�Ú�ÙfÛ�êu×�ø+×jÝ Ù+èP×Jêyß Ú�ÛpÖ�×-è.áfèV×jÜ õ
ú ��� ��ÍyÑyÔ�� ÌdÌ�� � Ð±× � Ò!Î'´ºÎÁÔ�Ð�Í Ð�·�Î��³� µ Ô�ÍyÔY×Ü´��éÛ ÔY×Ü��Í³�dÔ�Ð�Í³�����+����ÏÁÏRÐ-Ï
·|Ð-Ï¶´��zÎ'´��¹��� ÞÇÌ � Ð�Í�ÎdÏRÐ�������Ï
�w×�Û!ä.â»Ø�Ù+Ú.âoßµêu×jÜzÛpÖ�×3ÝµáfÜpà+×Jâ£Û,è�ÜpÙ+èPÙ+ÜoÛpßµÙ+Ú�áfÝ�Ø�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+ÝµÝ ×jÜ,âoä.Ø�Ö8ÛpÖ.á|Û»ÛpÖ�×/âoìuâ£Ûp×jæ%Üp×jæ»áfß Ú.â»â£Û�áfã�Ý ×+ðZß Ú Ù+Ü�êu×jÜzÛpÙÙ+ãuÛ�áfß Ú4ÛpÖ�×�æ,ß Ú�ß æ»áfÝ{×jÜpÜpÙ+Ü-ß Ú�ÛpÖ�×yêuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ ÷�á|Ûp×jÜ�Ý ×jø+×jÝ{á|Þ¹Ûp×jÜzá�â£Ûp×jè�èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+Ú õ/û ØjØ�Ù+Ü�êuß Ú�à�ÛpÙ/ÛpÖ�×
î ì2��ä�ßµâ£ÛZâ£Û�áfã�ß Ý ß Û£ìzØ�Üpß Ûp×jÜpß Ù+Ú�í���Ü�áfÚ�ú�Ý ß Ú,×�ÛZáfÝ õ ð�þfÿ+ÿ�þ ô ð|ÛpÖ�×�ÝµáfÜpà+×Jâ£ÛDá+êuæ,ßµâpâoß ã�Ý ×�è�ÜpÙ+èVÙ+ÜoÛpß Ù+Ú.á|Ý�Þ¹×j×Jêuã.á+Ø�úzØ�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜà�áfß Ú3ßµâ

k∗p = π/2
õV� Ú.êu×�×Jê:ðPÛpÖ�×,â£Û�áfã�ß Ý ß Ûtì�Ý ß æ,ß Ûºßµâ�Ù+ãuÛ�áfß Ú�×JêyÞùÙ+Ü

k∗p
âoä.ØpÖ3ÛpÖ.á|Û

k∗pe
−jω∗/(jω∗) = −1

ðPß õ × õ ÞùÙ+Ü
ω∗ = π/2

ð�áfÚ.ê
k∗p = ω∗

õ
�w×�Û-ä.âºÚ�Ù|÷ Ø�Ù+æ,è�äuÛp×zÛpÖ�×!Ø�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.êuß Ú�à�×jÜpÜpÙ+Ü ß Ú)ÛpÖ�×»êuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ�÷�á|Ûp×jÜºÝ ×jø+×jÝDá|Þ¹Ûp×jÜ�áyâ£Ûp×jè4èP×jÜoÛpä�Üpã.á|Ûpß Ù+ÚÞùÙ+Ü«ÛpÖ�×zâoìuâ£Ûp×jæ Ø�Ù+Ú�ÛpÜpÙ+Ý Ý ×Jêy÷�ß ÛpÖ3ÛpÖ�ßµâ�è�ÜpÙ+èPÙ+ÜoÛpß Ù+Ú.áfÝdØ�Ù+Ú+ÛpÜpÙ+Ý Ý ×jÜ õ�� ä�Üpß Ú�àyá,Ûpß æ,×�èP×jÜpß Ùuê�Ý ×Jâpâ�ÛpÖ.áfÚ/Ù+Ü«×���ä.áfÝwÛpÙÛpÖ�×�Ûpß æ,×-êu×jÝµáJì+ð�Ú�Ùz÷�á|Ûp×jÜ�ØjáfÚ!Üp×Já+Ø�Ö»ÛpÖ�×ºêuÙ|÷�Ú.â£ÛpÜp×Jáfæ�×jÚ.ê!ÙfÞwÛpÖ�×ºØjáfÚ.áfÝLð+ÛpÖ�×jÜp×�ÞùÙ+Üp×«ÛpÖ�×º÷{á|Ûp×jÜ{Ý ×jø+×jÝ:êu×JØ�Üp×Já+âo×Jâá+â�ß Ûº÷{Ù+ä�Ýµê3ß Ú�Ù+èV×jÚ�é­Ý ÙuÙ+èwðPß õ × õ

y∗(t∗) = −t∗
õ Õ�Ö�×jÚwð

u∗
1
(t) = −k∗py

∗(t∗)
ÞùÙ+Ü

0 ≤ t∗ ≤ 1
õ �.Ù+Ü

1 ≤ t∗ ≤ 2
ðÙ+Ú�×ºà+×�Û�â 	

y∗(t∗) = −t∗ +

∫ t∗

1

u∗
1
(v − 1)dv

Õ�Ö�ä.â
y∗(t∗) = −t∗ + k∗p

(t∗ − 1)2

2Õ�Ö�×»Ûpß æ,×yØ�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.êuß Ú�àyÛpÙ3ÛpÖ�×�æ,ß Ú�ß æ�äuæ ÷{á|Ûp×jÜ�Ý ×jøf×jÝ{ßµâ�à+ß øf×jÚ�ã�ì
dy∗/dt∗ = 0

ðR÷�Ö�ßµØ�Ö�Ý ×Já+ê�â-ÛpÙ
t∗
min

=
1 + 1/k∗p = 1 + 2/π ≈ 1.64

áfÚ.ê�ÛpÖ�×�Ø�Ù+ÜpÜp×JâoèPÙ+Ú.êuß Ú�à
y∗
ßµâ�à+ß ø+×jÚ�ã�ì 	

y∗(t∗
min
) = −1−

1

π
= −1.32
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