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Régression non-paramétrique fonctionnelle:
Expressions asymptotiques des moments

Laurent Delsol
L.S.P. Université Paul Sabatier 31062 Toulouse France

Abstract : Recent works on functional nonparametric régression explicit the asymptotic
law of the kernel estimator of the régression function. This article aims to get from these
results asymptotic expressions of the moments, which lead to asymptotic expressions of L9
errors of this estimator. The results provided are available for both independent and a-

mixing functional datasets and may be easily applied to the classical multivariate case.

Résumé : Dans la littérature récente on trouve des résultats concernant la loi asympto-
tique explicite de l’estimateur à noyau de la fonction de régression. Cet article a pour objectif
d’établir à l’aide de ceux-ci l’expression asymptotique des moments de cet estimateur. Ces
résultats sont établis dans le cas où la variable explicative est fonctionnelle mais peuvent
tout aussi bien s’appliquer au cas où elle est vectorielle. Les résultats contenus dans ce papier
pourront être utilisés dans l’optique du choix du paramètre de lissage optimal pour l’erreur
IA

Mots-clés : données fonctionnelles, régression non-parametrique, expressions asympto-
tiques, erreurs L9, moments, uniforme intégrabilité.

1 Introduction

Avec les progrès des appareils de mesure, le statisticien dispose souvent de données
mesurées sur des grilles de plus en plus fines les rendant intrinsèquement fonctionnelles.
C’est pourquoi une nouvelle branche des statistiques traitant de données fonctionnelles a vu
le jour. Cet article s’inscrit dans cette démarche en s’intéressant plus particulièrement au
problème de la régression par rapport à une variable explicative fonctionnelle. Ce sujet a
déjà été largement étudié dans le cas linéaire (voir [14] en ce qui concerne le modèle linéaire
fonctionnel et [3] par rapport à l’étude de processus linéaires pour plus de références). Dans
le cas non-paramétrique (c’est à dire lorsque l’on fait seulement des hypothèses de régularité
sur la fonction de régression) les premiers résultats proviennent de [7]. Plus récemment,
[13] puis [8] et [5] ont montré la normalité asymptotique de l’estimateur à noyau de la
fonction de régression; les deux derniers donnant une expression explicite des termes de
biais et de variance. Cet article a pour objectif de compléter l’éventail de ces propriétés
asymptotiques en exprimant les termes asymptotiquement dominants des moments centrés
et des erreurs L9 de l’estimateur à noyau. Ces résultats innovants dans le cas fonctionnel
le sont également dans le cas vectoriel puisque si à ma connaissance le risque L2 a été
abondamment étudié (notamment par [4] et [10]), les seuls travaux explicitant le risque L1
sont établis par [17] dans le cas réel et ”fixed design”. En plus de leur utilisation comme
simples outils de calcul, ils peuvent se révéler particulièrement intéressants dans l’optique
du choix optimal du paramètre de lissage par rapport aux erreurs L9.



44

où Y est une variable aléatoire réelle et X une variable aléatoire à valeurs dans l’espace
fonctionnel semi-métrique (E, d). On ne fait aucune hypothèse sur la forme de l’opérateur r si
ce n’est des hypothèses de régularité, c’est pourquoi notre modèle est dit non-paramétrique.
Enfin, on considère un échantillon constitué de n paires (Xi,Yi) qui suivent la même loi
que (X, Y). Si dans un premier temps nous supposerons que ces paires sont indépendantes,
nous nous attacherons par la suite à généraliser notre approche au cas a-mélangeant. Notre
motivation à généraliser nos résultats à ce type de dépendance provient notamment de
la volonté de pouvoir les utiliser dans l’étude de séries temporelles à travers l’approche
introduite par [1].

On considère un élément x de l’espace E et on estime r (x) par l’estimateur à noyau
suivant :

où hn et K seront précisés ultérieurement. Cet estimateur a été introduit et abondamment
étudié dans [9] comme une généralisation de celui de Nadaraya-Watson au cas de variables
explicatives fonctionnelles.

Le paragraphe 2 rassemble des résultats généraux concernant la convergence de cer-
tains moments de cet estimateur obtenue à partir de résultats d’uniforme intégrabilité et de
convergence en loi. De ces résultats on pourra déduire dans le paragraphe 3 des résultats plus
importants en terme de retombée statistique, en particulier le Théorème 3.2 qui donne les
expressions asymptotiques des erreurs L9 de l’estimateur à noyau étudié. On explicitera les
termes dominants de ces erreurs lorsque q est entier. Enfin on étudiera succintement le cas
vectoriel standard pour lequel certaines simplifications sont à noter. Par souci de lisibilité
et de clarté, les démonstrations des résultats des deux sections précédentes seront données
en annexe.

2 Résultats généraux de convergence des moments
Dans un premier temps, par souci de clarté, nous allons nous restreindre au cas où

les paires (Xi,Yi) sont indépendantes. Nous verrons ensuite qu’en rajoutant certaines hy-
pothèses il est possible de généraliser les résultats au cas où elles sont «-mélangeantes. Cela
peut être utile pour faire de la prévision dans le cadre de séries temporelles (voir Partie IV
de [9]).

2.1 Le cas indépendant
2.1.1 Notations et principales hypothèses

Dans ce paragraphe nous reprenons les notations et les hypothèses introduites dans [8]
qui nous seront utiles dans notre étude. Pour commencer, il nous faut introduire quelques
fonctions qui joueront un rôle clef dans nos résultats.

4> (s) = E [(r (X) — r (x)) |d (X, x) — s],
F (h) = P (d (X, x) < h), Th (s) =
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Nos premières hypothèses portent sur le modèle :

r est borné sur un voisinage de x que l’on notera Vx, (2)
F (0) = 0, <t> (0) = 0 et (j)' (0) existe, (3)
al (x ) = E [e2 | X = x] est continue sur un voisinage de x et al a2e (a;) >0, (4)
Vs 6 [0; 1], lim rhn (s) = r0 (s) avec r0 (s) ± lr0;ii (s). (5)

L’hypothèse (3) permet de donner l’expression exacte des constantes là où une hypothèse
standard de type Lipschitz ne donnerait que des ordres de grandeur. On pourra aussi re-

marquer que les hypothèses faites sur la loi de X ne se font qu’à travers des probabilités de
petites boules et que la condition (5) est vérifiée par de nombreux processus standards (voir
[8]). La deuxième partie de l’hypothèse assure que la constante Mo définie plus loin est strie-
tement positive. Ensuite, on introduit une hypothèse portant sur le moment conditionnel
d’ordre p de e sachant X. Par souci de simplicité on fait l’hypothèse :

3p>2, 3M>0, E[\e\p/X]< M p.s.. (6)

On peut remarquer que si e est bornée p.s. ou si elle est indépendante de X et a un moment
d’ordre p alors cette hypothèse est vérifiée. Enfin il nous faut faire quelques hypothèses
concernant notre estimateur à noyau :

ü = O , lim nF (hn) = +00,
n—»+00y/nF {hr

K a un support compact, est C1 et décroissante sur ]0; 1[ , K (1) > 0.

Il semble intéressant de faire quelques commentaires sur 1’ hypothèse (6) :
Remarque : On utilise seulement l’hypothèse (6) pour montrer que :

Vs < p, Vi > 0, E K d(x,X)
hrt.

= 0 E \K
d (x, X)

(7)

(8)

Comme K est à support compact dans [0; 1], on peut démontrer les résultats de cet article
sous l’hypothèse moins restrictive

3p > 2, 3p > 0, 3M > 0, E [|e|p ] X] %(*,*)<,*} < M P-s-

Nos résultats seront exprimés à l’aide des constantes suivantes :

M0 = (k (1) - £ (sK (s))' r0 (s) ds^j , Mj = 0| (1) - J (&)' (s) r0 (s) ds^j ,j = 1,2,
et de la variable aléatoire

Zn := —=■■■ a/nF {r (x) - r (x) - Bn)
y/M2aj

où Bn = hn<t)' (0)
Pour toute la suite de cet article on introduit une variable aléatoire gaussienne centrée réduite
indépendante de (Xi,Yi) que l’on notera W. On notera G sa fonction de répartition
et g sa densité.
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2.1.2 Convergence des moments

A partir de la convergence en loi et de l’uniforme intégrabilité de \Zn\ pour 0 < l < p,
on obtient la convergence des moments présentée dans le théorème suivant.

Théorème 2.1. On suppose que les couples (Xi,Yi) sont indépendants, que les hypothèses
(2)-(8) sont vérifiées, alors pour tout 0 < q < p

E[|zn|gînui°°E[|iuH.
De plus si q E N alors on a aussi E [Z-*] n_it00 E [Wq].
Démonstration. La preuve repose sur les lemmes suivants :

Lemme 2.2. ( Voir [8] Théorème 1 )
Si les hypothèses (2)-(5) et (7)-(8) sont vérifiées et si les paires (Xi,Y{) sont indépendantes
alors

zn4^(o,i).
Lemme 2.3. Si les couples (Xi, Yi) sont indépendants, si (2), (3) et (5)-(8) sont vérifiées,
si 0 < q < p, alors \Zn\q est uniformément intégrable.
Le Lemme 2.2 implique que Zn converge en loi vers W. Par conséquent puisque x i—> \x\q est
continue sur R, on a également la convergence en loi de \Zn\q vers \W\q. De plus le Lemme
2.3 implique que \Zn\q est uniformément intégrable. On obtient donc :

E[|Zn|9] nTft°° E [|VP|9].

Pour obtenir la seconde partie du théorème il suffit de remarquer que lorsque q est un entier
naturel Zq est uniformément intégrable puisque \Zn\q l’est et converge en loi vers Wq puisque
x xq est continue sur R. □

2.2 Le cas ct-mélangeant
Lorsque l’on s’intéresse à certains problèmes, l’hypothèse d’indépendance des variables

ne peut être conservée. C’est par exemple le cas lorsque l’on étudie une série temporelle.
Typiquement, on veut prévoir certaines des valeurs futures à partir des valeurs dont on
dispose. On considère la série temporelle comme un processus a temps continu ((t)te[o tN]-
On découpe ensuite ce processus en N variables fonctionnelles dépendantes définies sur

[0,r] par £; (x) := Cir+x- Cette idée a été initialement introduite dans [1]. Dans ce contexte,
on propose le modèle de régression suivant prenant en compte la totalité de la trajectoire
passée :

H(Çi)=r(ti-i) + Ci,

où H est un opérateur connu à valeurs réelles défini sur C° ([0, r]). Un exemple standard
d’utilisation de ce modèle est le cas où H (£) = £ (to). On retrouve le modèle de régression
(1) en remplaçant (Xi,Yi) par (£i_i, H (fii)). Par conséquent, l’étude de séries temporelles
peut être vue comme un problème de régression avec des données dépendantes. Pour pou-
voir utiliser nos résultats dans ce contexte il faut prendre en compte la dépendance des
variables fonctionnelles. On supposera qu’elles sont a-mélangeantes. Ce cas le plus général
de dépendance faible entre les variables a été largement étudié notamment dans [2], [15] et
il
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2.2.1 Notations et hypothèses supplémentaires
Dans le cas où les variables sont dépendantes il nous faut pouvoir contrôler la somme

des covariances ; on utilise pour cela l’hypothèse :

U

3u < p, 3M, Vqj € N, qj < u,
j=i

max E
1 <ij <n

U

3=1

< M p.s.. (9)

On peut faire une remarque semblable à celle sur l’hypothèse (6) par rapport à l’hy-
pothèse (9) et l’affaiblir un peu. Il nous faut également des hypothèses supplémentaires
concernant la dépendance de nos variables. On suppose que les n paires (Xi, Yi) sont a-
mélangeantes (voir [16] p34, Notation 2.1) avec des coefficents de mélange arithmétiques
d’ordre a. Il nous faut encore introduire quelques notations :

VA; > 2, Ofc (s) := max f max P (d (Xi, ,x) < s, 1 < j < k), Fk (s)

S’ajoutent également des hypothèses portant sur les fonctions et l’ordre a des coefficients
de mélange.

31 <p,Wk < t, 3z/fc > 0, Ofc (s) = O (jF (s)1+I/fc^ et a > max (k — 1)
2<k<t

(1 + uk)p-t
"k (P ~ t)

. (io)

37 > 0, nF'+'i (hn) +oo et o > —1-1.
7

(H)

On peut remarquer en ce qui concerne l’hypothèse (10) que, par définition de @fc, 0 < Vk <
A: — 1 et que par conséquent la deuxième partie implique que a > 2.

Il est intéressant de noter que les coefficients géométriques sont arithmétiques d’ordre a
quelque soit a. On peut donc supprimer, si les coefficients de mélange sont géométriques, les
conditions portant sur a des hypothèses précédentes.

2.2.2 Convergence des moments

Théorème 2.4. On suppose que les couples (Xi,Yi) sont arithmétiquement a-mélangeants
d’odre a et que les hypothèses (2)-(ll) sont vérifiées . On a alors, pour tout 0 < q <
ri I min(t,u) 1

L 2 J
E[|Zn\q) n^t°°E[|W\q}.

De plus si q N alors on a aussi E [Z%] E [Wq].
Démonstration. Le schéma de la preuve est le même que celui la démonstration du Théorème
2.1, en remplaçant les Lemmes 2.2 et 2.3 par les lemmes suivants.

Lemme 2.5. (Voir [5] Théorème 2.2) Si les hypothèses (2)-(ll) sont vérifiées, alors

(0,1).
Lemme 2.6. Si les couples (Xi,Yi) sont arithmétiquement a-mélangeants d’ordre a, si
(2), (3), (5)-(ll) sont vérifiées et si 0 < q < 2 j ? alors \Zn\q est uniformément
intégrable.
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3 Expression asymptotique des moments et erreurs hq
3.1 Résultats principaux

A partir des résultats généraux de la partie précédente, il est possible de donner l’ex-
pression asymptotique des moments centrés de l’estimateur à noyau mais aussi celle des
moments de r (x) — r (x) et donc celle des erreurs IA. Intéressons nous tout d’abord à l’ex-
pression asymptotique des moments centrés de l’estimateur à noyau. Les lemmes dont nous
avons eu besoin pour montrer les résultats précédents permettent d’en exprimer les termes
dominants.

Théorème 3.1. Sous les hypothèses du Théorème 2.1 avec Z = p ou celles du Théorème
2-4 avec 1 — 2 j } pour tout q e N tel que 0 < q < Z, on a :

E [(r (a;) — E [f (a;)])9] ( I A
VV nF(hn)M* )

E [Wq] + o {—1—\{nF (hn))

Remarque : Le résultat donné dans le Théorème 3.1 provient d’un résultat plus général
qui permettrait d’énoncer un théorème équivalent pour les moments absolus d’ordres non
nécessairement entiers (voir la preuve du Théorème 3.1 en annexe).

D’un point de vue statistique dans une perspective de choix de fenêtre, on s’intéresse plus
souvent aux erreurs IA c’est à dire aux moments absolus de r (x) — r (x). Dans cette optique
on établit les expressions asymptotiques des moments de f(x) — r (x). C’est l’objectif du
corollaire suivant dans lequel nous préciserons les constantes selon la parité de l’exposant.
En particulier, le cas impair nous amène à introduire les deux suites de polynômes suivantes :

*W| (u) = iuLo am,lU2l+1 et Q2m+1 («) = Sft bm,lU21, OÙ

0"m,l

6t bmt 1

(2m + 1)!
(21 + l)!2(m~*) (m-l)\

E
j=m—Z+l L

+C.

2*j\y-'Æj+l
2™+l 23+l-m (j + l- m)\

2(rn—/)+l rym—l
2m+l z l)\,

2j (2j)!2J+t~m (j + f — m)!
ÿj\(2 (j+l-m))!

ainsi que la fonction tpm (u) = (2G (u) — 1) P2m+i (u) + 2g (u) Q2m+i (u) (avec la convention
qu’une somme sur un ensemble vide d’indices est nulle).
Théorème 3.2. Sous les hypothèses du Théorème 2.1 avec Z = p ou celles du Théorème
2.4 avec Z — 2 } on a :

(i) V 0 <q<Z,

E [|f (x) — r (x)|9] = E

(ii) Vm e N, 2m < Z,

M2af
nF (hn) M2

+ O
1

(nF (hn))'

E = E \MÎ (tt<
2 (m—fc)

(2m)! ^2(m-fc)
(2 (m — fc))!fc!2fc (nF (hn))k

+ o
1

(nF (hn))



49

(iii) Vm G N, 2m + 1 < t,

E f |r {x) — r {x)|2m+1 j M2<t2 \m+h , (hn<t/ (0) M0y/nF {hn)
M?nF(hn)J ^

+ o (——\{nF{hn))

Remarque : le résultat (i) du Théorème 3.2 provient d’un résultat plus général qui implique
également le même résultat sans les valeurs absolues de part et d’autre de l’égalité lorsque q G
N (voir la preuve du (i) en annexe pour plus de détails). De là, on peut obtenir l’expression
des moments d’ordre entier de r (x) — r {x) (voir la preuve de (ii) en annexe pour plus de
détails).

3.2 Cas particulier : erreurs L1 et L2
Pour illustrer les résultats (ii) et (iii), on peut donner les expressions asymptotiques des

erreurs L1 et L2 :

Corollaire 3.3. Si les hypothèses du Théorème 3.2 sont vérifiées, alors on a :

E[|r(x) -r(x)|] =
M2al

et

M?nF{hn)

M,

•00
hn<t>' (0) Moy/nF (hr

\[M\2(71
+ O

y/nF (hn) 1 ’

E [| r (x) - r (x)|2] = (0) h +
M2cl

MfnF {hr
+ o

nF {hr
On peut noter l’expression relativement simple de l’erreur L1 puisque dans ce cas ,

0o (u) = 2uG {u)+2g {u)—u. D’un point de vue statistique, on remarque que pour minimiser
ces erreurs il va falloir choisir hn de façon à équilibrer des termes croissants et d’autres
décroissants en hn.

3.3 Cas particulier : E =

Les résultats précédents sont donnés dans le cas général où la variable explicative est
fonctionnelle. Ils s’appliquent donc bien entendu au cas où elle est à valeurs dans Rd. Voyons
à présent ce que deviennent nos hypothèses et nos résultats dans ce cas particulier. Si on
suppose qu’il existe t < p tel que pour tout k < t, Xi et {X^,..., Xik ) admettent des
densités / et Cfc {ij, 1 < j < k) continues au voisinage de x et telles que f {x) >0, alors on
montre facilement que

F {hn) = / {x) hdn (1 + o (1)) et 0fc (K) = O (hknd).
Par conséquent l’hypothèse (5) portant sur Thn est toujours vérifiée avec tq (s) = sd. De plus
la première partie de l’hypothèse (10) est vérifiée avec h%m k — Enfin, on peut remplacer
F {hn) par / {x) h^ dans les hypothèses et les résultats, ce qui donne les hypothèses :

hVrd — O (— ) , lim nhd = +oo, (12)
\n J n—>+oo ni \ j

> 0, a > (13)(p-t)

37 > 0, nhd(1+^ {hn) —► +oo et a > —fl.
7

(14)
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On remarque que les constantes ne dépendent plus de la loi de X

M0 = d J sdK (s) ds , Mj — d s^1Kj (s) ds, j = 1,2.J0 J0

Le Théorème 3.2 devient donc :

Corollaire 3.4. Sous les hypothèses (2)-(6), (8) et (12) dans le cas indépendant avec i = p
ou en y ajoutant (9), (13) et (14) dans le cas arithmétiquement a-mélangeant avec £ =

2 on a :

(i) V0<s<2[^],
E [\r (x) - r (x) |s] = E hnj>' (0) + W

(ii) Vm e N, 0 < 2m < 2 j ;

m

E [|r (®) -r(x) |2m] =

M\ V nf (x) h^M2 ('Hu

«/r \ k / \ 2 (m—k)HS (^(0)) (2«)!
k=o (2 (m - k))\k\2k (/ (x))

Vm G N, 2m #1 < 2 rmm0>u)j ?

h2(m-k)-dkn-k + 0

E [|r (x) ~ r (x)|2m+1î = |-Jip!_[^B /'fti.+V(0)^oyÆ7W>\
+ o

1

(^n)m+*

Remarque : ces résultats généralisent à des moments d’ordre quelconque ceux donnés par
[10] pour l’erreur L2 et par [17] pour l’erreur L1.

4 Conclusion et perspectives
Grâce à l’expression explicite de la loi asymptotique de l’estimateur à noyau, on a pu

obtenir les expressions asymptotiques des moments. Ces résultats sont très motivants car ils
ouvrent d’intéressantes perspectives, en particulier vis-à-vis du choix de fenêtre au travers de
l’erreur L9. Il serait notamment intéressant d’étudier comment l’estimateur se comporte sur
des données réelles lorsque l’on choisit d’utiliser d’autres critères que l’erreur L1 ou L2. De
plus les résultats établis sont innovants dans le cadre fonctionnel général mais aussi dans le
cadre vectoriel où ils s’appliquent sous des hypothèses plus simples. Il serait enfin intéressant
de compléter ces résultats en donnant des résultats concernant les erreurs intégrées.
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6 Annexe

Dans les preuves suivantes nous noterons C les constantes positives quelconques par
souci de simplicité. On sera amené à utiliser plusieurs fois l’inégalité suivante portant sur
la covariance de variables a-mélangentes établie dans [16] ((1.12b) p 10). Si Xi E Lp et
Xj e hq avec 1 < p, q < oo, alors en définissant r par ) + ^ ^ = 1 on a :

ICm,(Xt, Xj)\ < Bq (a (|i -: j|))i 11*4 ||4||,, (15)
où Bq est une constante positive. On introduit les variables

b mËÊS^Xi,‘x)\ § „fd(Xi,x)\ rr riinE[Ai>n] - AiinE[rijn]J j , || - ^ .
Il est établi dans [8] que sous (3) et (5) on a :

ftrl
E [Ai>r

- r (x) = Bn + o (hn).

On en déduit facilement (voir [5] pour les détails), grâce à (7), que

Mi HpdZn —

VMï^I f (x) E [f (x)
o(l)

On introduit les variables

Wih = YiK {d{Xi,x)\m
( d(Xi,x)\
l h )m(d(Xitx)} E|[YiK |

édpCi,x)\l

V h J F (h) l h J F (h)
' i,h — i

On utilisera par la suite pour plus de clarté la notation

nF (hr y

Remarque : Attention, on utilise ici la même notation que dans le cas multivarié pour le
dénominateur de l’estimateur à noyau mais ici / n’estime pas la densité.
On a alors :

Ui,n —

Wii,hn

y/nF (hn)
et ZY). —

Ml ÏM wj
y/nF (hn) M2o\ f (a;) E [/ (x)

+ o(l).

Preuve du Lemme 2.3 : Nous allons montrer que Zn a tous ses moments d’ordre g < p
bornés, ce qui impliquera que Z% est uniformément intégrable pour tout g < p. On va utiliser
la décomposition suivante :

E[\Zn\q] = E[|Z|gl
< C + E

Ml E7-1 Ui,n
9

/ (x) E [f (*)]
+ ■ E

Mi TmÊÈ
V%2/iE \fà)

C + Aitn + A.2,n (16)
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Il nous faut à présent montrer que les suites A\tn et A2^n sont bornées. On s’intéresse dans
un premier temps à la majoration de A\tU.
Première étape : majoration des moments du numérateur. Prouvons tout d’abord que pour
tout 0 < q < p,

E E»’*
||i

<n

o([raF(fcn)]*). (17)

En fait tout repose sur le lemme suivant :

Lemme 6.1. Si les couples (Xi,Yi) sont indépendants, sous les hypothèses (2), (6), (7) et
(8), pour tout 0 < q < p il existe des constantes K\ et K2 telles que pour tout l e N et h
assez petit (tel que B (x, h) C Vx ) on a :

E <K1(q)lF(h) + K2(q) (lF(h))* .

Preuve du Lemme 6.1 : On peut remarquer qu’en utilisant les hypothèses (2), (6) et (8)
et en conditionnant par X, on a pour tout q < p :

< CE
V h )

< CF [h).

On va décomposer la preuve suivant les valeurs de q.

Preuve du lemme pour q = 2 : On peut montrer assez aisément que lemme est vrai pour
q = 2. En effet, puisque les W^h sont centrées et indépendantes et de même loi, on a :

E = l E

(d(Xi,xy) 1 E K
( d(Xj,a;)\

V h / F (h) ^ h )\
-K d(Xi,x)\ 1

h F (h)
E YiK d{Xi,x)

h

< Cl {E

-2E

< Cl E

(r (Xi) + t,)*K,fd{X,’x] + E K2
d (Xi,x)

h

K

< CIF (h).

r(Xi) + ei)K:

2 f d {Xi, X

2 f d (-^ij
~h

h

On obtient les dernières lignes en utilisant les hypothèses (2), (6) et (8) qui impliquent qu’en
conditionnant par Xi, pour u € {0,1,2} et s > 0, on a :

E Y^K* d(Xi,x)
h

<C F (h).

□
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Preuve du lemme pour 0 < q < 2 : On démontre ensuite le lemme pour q < 2 en utili-
sant l’inégalité de Hôlder :

E Êw» < | E £w<,.
§

<K3(q) (lF(h))*.

□

Preuve du lemme pour q > 2 : On va se servir des résultats L2 pour obtenir ceux d’ordre
q < p par récurrence. En s’inspirant d’une preuve de [12] et de [6], on va montrer que si
l’inégalité précédente est vérifiée pour g = m > 2 et m 6 N, alors elle l’est pour q =
m + v, 0 < v < 1. On définit Ci,h de la façon suivante :

1 m+u~

Cl,h = E gwu
i=i

ainsi que
i

Si,h = J2Wi^^h=z
i-1

£ W
i=l+1

On veut montrer que pour tout m et v il existe des constantes K\ et K2 telles que

Ci,h < Ki(m + 1y) IF (h) + K2 (ra + v) (IF (h)) .

Montrons dans un premier temps qu’il existe des constantes A\ et A2 positives et indépendantes
de l et de h telles que

E
A \m+v

Si,h + Si,h\ < 2Cl,h + Al (IF (h))^ + A2 (IF (h))“** .

E \Si,h + Si,h\
I m+u

[i | i m / 1 A \vl'S'z,/» + Si,h\

< 2Ci,h + E £ CL|s,,hr- |A,fc| + £ci |s,,kp'|âw
J=0 j=1

im-j+i/

Dans ce qui suit Bi, ..., B$ désignent des constantes indépendantes de l et de h. En utilisant
l’indépendance de nos variables, une inégalité de Hôlder puis l’hypothèse de récurrence au
rang m on obtient :

’

,i 1 a 1 rn+u-j' r i „ nm+i/-j
= e[|S^|jJe I**]
< pEos^n- [Eds^ni2^
< (üCi (m) IF {h) + K2 (m) (IF (*))“)
< Bx{lF{h))^ +B2{lF{h))^ .

Avec un raisonnement identique on obtient, pour 0 < j < m — 1 :

E IC l^+I/ m-j
< B\ (IF {h))^ + B2 (IF (h))****.
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On a donc

■ + Si,h\ <2Clth + B3{lF(h)) "* +BA(lF{h)Y

On peut maintenant majorer le terme C2i,h■

G21, h I E \Si,h + J
I m+u

< 2Ci>h + Ai(lF(h)) ™ +A2 (IF (h))'

Par conséquent on obtient en remplaçant 21 par 2r

C2r,h
< 2C2r-i)h + Ax (2r~1F {h))^ + A2(2r~1F ih))^
< 4C2r-2ih + A1(2r-lF(h)f^ + +A2(2r-1F(h))m^ (l +
< tc^ + a, (r^Fih))”^bj
I H< 2C+h + {"' 2 + 1 2

2~^r 2mi^
< B52rF(h) + B6{2rF(h))^

car 1 <
— rn21L et G\,h < CF (h). On écrit maintenant l en base 2 :

1 = 2r + a12r“1 + ... + ar < 2r + 2r~1 + ... + 1 < 2r+1,

où les ai valent 0 ou 1. On peut alors majorer Gi$ en décomposant la somme de l termes
en une somme de 2r termes, une autre de ai2r~1 termes et ainsi de suite. On utilise ensuite
l’inégalité de Minkowski pour obtenir :

Ci,h < E |Kj .771+1/ \ m+u m+u| \ m++ (E S2r— 1

( B52r~jF (h) + B6 (2r~jF (h))üo '

XI (Ba-’F (h)) "+-+y, {B<> {r~iF m) '
j=o j=o '

< B72rF(h) + Bs2rJ^F (h)^
< K\(m + v) IF (h) + K2 (m + u) (IF (h)) * .

+ ••• + ( E |
m+u

im+u]r
i -i m+u

On passe de la deuxième ligne à la troisième en utilisant l’inégalité |a + b\v < \a\v + \b\u
lorsque 0 < v < 1. Ensuite on obtient la quatrième ligne en utilisant l’inégalité (a + b) <
2lal + 2lbl pour tout a et b positifs. Les constantes B7 et Bs dépendent dope clairement de
u. La propriété étudiée est héréditaire, donc vraie pour tout exposant 0 < q < p. □

La preuve est ainsi achevée. □
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ün utilisant le îemme precedent avec i = n et n = nn on ootient qu il existe üi et J\2
telles que

SK*. < Ki {q) nF (hn) + K2 (q) (nF (hn)) •

< K3(nF{hn))î,
La dernière ligne provient du fait que si q < 2, K\ = 0 (voir la preuve du lemme 6.1) et
sinon nF (hn) —> +00 donc le premier terme est négligeable devant le deuxième. On peut en
déduire que pour tout 0 < q < p il existe une constante C (q) telle que

supE = supE
n

1

y^=
y/nF (hn

«i,hn <C(q).

Deuxième étape : bornes pour A\,n. On peut montrer sous l’hypothèse (8), que l’on a
E \f (x) > K (1). Par conséquent, on en déduit qu’on a

\f(x)\ = |/(*)-e[/(x)]+e[/(x)]| 1)/(æÆè[/>)]!<-

p.s.-

K(1)"-
On déduit facilement de l’étape précédente et de ce qui précède que pour tout 0 < q < p il
existe une constante C (q) strictement positive telle que

supAi,n <C(q).
n

On doit à présent majorer >t2,n, pour cela on utilise la majoration suivante :

(18)

A2 ,n -- O j E
y/nF (hn)f\

E /(x)
+ 0 E y/nF (hn)

E [/(x)
+ OtPl|/(x)-E|/W||>

1|/(æ)-E[/»]|>

K{ 1)

^/(x^E^x)]^^

= y/nF {hn)q {V (E [If (x)|91 |/(aï)_E[/(*)]i>^ii

On obtient la dernière majoration en se servant de la minoration de E |/ (x)| par K (1).
L’idée est maintenant d’utiliser l’hypothèse (6) qui permet d’établir que

E[| r(x)\t}\X1,...,Xn]<Mp.s..
On en déduit à partir de (19) la majoration suivante.

A2,n < Cy/nFJhn^F ( 1/(x) — E [/ (x)T| >
K(l)

< Cy/nF (h.

< CE

E /{x)-E /(x) 2q

mxi

V^ô(/{x)-E[/(x)
Pour conclure on remarque que la preuve du Lemme 6.1 peut etre facilement adaptée afin
de prouver qu’il existe une constante C2 (q) telle que

supE [|y/nF(hn) (J(x) - E J/ (x)]) | ] <C2(q).
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On en déduit aisément qu’il existe une constante C0 (q) telle que

SUp A.2,n < Co (g) . (20)

On déduit aisément de (18) et (20) que les moments d’ordre | > 1 de \Zn\q sont bornés.
Etape finale : uniforme intégrabilité de Zn. Ce qui précède va nous permettre de montrer
que pour tout 0 < q < p, \Zn\q est uniformément intégrable.

lim limsupE [\Zn\9 l{\zn\q>M]M ►+O0 Yi—►-j-oo

formément intégrable.

< lim
M—++C30

< lim
M—>+00

< lim
M—►+00

= 0.

■+OO E[|zn|9:

siH*

* rmzjn i-*

□

Preuve du Lemme 2.6 ; La preuve est semblable à celle du Lemme 2.3 et repose sur le
lemme suivant :

Lemme 6.2. Si les couples (Xi,Yi) sont arithmétiquement a-mélangeants d’ordre a, sous
les hypothèses (2), (6)-(10) et si il existe 7 > 0 tel que nF1+7 (hn) —> +00, alors pour tout
0<q<2 T ZZHüliiüll n existe une constante K telle que pour tout l G N et h G K on a :

E < K (q) (nF(hn))2 .

Preuve du Lemme 6.2 : On s’inspire d’une preuve de [18]. On va décomposer la preuve
suivant les valeurs de q. On démontrera le lemme par récurrence pour des puissances paires :

q = 2m < 2 si (9) et (10) sont vérifiées.

A partir de la majoration pour les exposants pairs on déduit celle pour les exposants
inférieurs grâce à une inégalité de Hôlder.

Preuve du lemme pour q = 2m : Pour simplifier les notations on définit pour tout i E
N*, Wn+ithn = 0 p.s.. Commençons tout d’abord par remarquer que dans notre cas les valeurs
absolues ne sont plus nécessaires et développons. On notera dans nos calculs Cf^92’

, , , les roeffieients du mnltinome.
gi'-Q2 '■■■■qk'-

2m~

, les coefficients du multinome.

n

E = E

= E e ^ ,“nw'’L
4j>E?=i 9i=2m i=l
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On fait la décomposition suivante :

n 2m

E E1^»
i=1

1 E E E 1 92 ! •••) Qk
°2m

Qj, Qj > 1
ELi Qj I 2m

E UK,
l<ii<---<ik<n j=l

E E
Qj, Qj > 1
ELi Qj = 2m

Hi n E E n m,
J=1

(21)

On continue ensuite par l’étude de la partie finale de l’expression précédente.
k k

E E n»R> IA M E FKE
l<h<---<ik<n j=i l<ii<-"<ifc <n M J

n

^ E E E

k

il =1 15:61 »e2 —1

On va montrer par récurrence sur m que cette dernière majoration est bornée quelque
soient k et qj, 1 < j < k de la manière suivante :

k

(Hm} : VA; < 2m, Wqj G N*, qj■ — q < 2m, 3C\, C2 > 0, Vn G N,

E E
il =1 l<ei,e2,...,efc_i<n

E nWqj • 1M
i=1

^(nFC/in))*.

On va dans un premier temps montrer que dans le cas où m = 1 l’hypothèse de récurrence
est vraie.

Preuve de (H\) : Dans le cas où m = 1 on peut avoir q = 1 ou q = 2. Dans un premier
temps notons pour tout m G N, si q = 1 alors la majoration est vérifiée puisque les Withn
sont centrés. En effet q = 1 implique fc = 1 on a donc :

n |E [Wi^nll = 0 < Ci (nF (hn))% .

On peut montrer assez aisément que (Hi) est vérifiée lorque q — 2 en utilisant notamment
les hypothèses (9) et (10) qui permettent de contrôler les covariances. Dans la preuve du
Lemme 6.1 on a montré que

EEIVyJ <CnF(h„).
i-1

Il nous suffit donc de montrer que

Tl

E E \nWi,hnWi+jihn}\ < C nF (hn).
i=ll<j<n
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Pour ce faire, pour toute suite un, on peut faire la décomposition suivante :

s ■ — A + B, (22)
i—1 l<j<n

A = EIU Ei<i<Un JE\Wi,hnwi+jthn]\ et B = EILi Eun<j<n-1 Ie[Wi,hnwi+j,hj|.
Etudions tout d’abord A :

A < £ £ e fais+jik(K (±&+j-x)■ WÊÊÊ L \ hn J \ hni= 1 l<i<u.

+ Ê E E
Î=1l<J<t£n

Tl

+ È E 1
t=l l<J<Un

E H d(X!,x)
Ü

F (A*

^ ^ /d (Xi+i, rc)

■ra

hr,

d (JCj, x) ^ ^ d (-Aj-i-j, x)

'e [nür
F (An)

■1 d(Xi ,x)
Hn

+ E E Ep+*i*i=l l<J<Un ^

d(X{i(d,x)

F{hn)

E \k

E \yxK

d(-Xj ,x)
hn

F (h

|E|Yiüf d(Xi,x)
hn

Mm f (A„)

s cE E E
i=l l<j<un

AT d{Xj,x)\ (d(Xi+j,x)

£ CE E e^w
Î = 1 l<j<ttn

< Cnujè2 (hn).
On obtient la quatrième ligne avec les hypothèses (2), (6), (9) et (8) en conditionnant par

w.jy.
Obtenons à présent une majoration pour B. Une application de l’inégalité (15) pour des

variables a-mélangeantes qui ont des moments d’odre p donne

\nWi,hnWjihn]\ < C[a(f* F {K)* ■

Par conséquent on peut majorer B. On a pour tout r/ suffisamment petit :

n

B = E E iïw.a.wwii
i= 1 wn<j<n —1

n

< cE E
i= 1 un<j<n—1

°(p-g)

(23)1

< CF (An) p n k
un<k<n—l

< CF{hn)ïnun p

< CF{hn)ïrmn p ,

E fi
un<fc<n—1

(24)

puisque • + 1 + p < 0 pour rj > 0 assez petit d’après (10).
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En combinant (22), (23) et (24) on obtient
Tl / a(p 2)

£ |E [Wi,hnWi+jthJ| < Cn [un®2 {K) + F (hn)ï u~ v ++V
i=11<j<n '

On prend un de façon à équilibrer les deux termes de droite :

_ (-F(frn))
(©2 {hn))^W^p

On a donc

E E
i=1 1<j<ra

2 *(p-2)—yp—p
< Cn (F (hn)) o(pH|jr,JP ©2 (hn) “Cp-2)-ip

<

<

<

Cn(F(hn))
Cn (F (hn))
CnF{hn)

2+(l+ t')(o(p-2)-np-p)
a(p-2)-r;p

■i i 2-p+i/(a(p-2)-r;p-p)
"i a(p-2)-r)p

On finit la preuve en remarquant que pour q > 0 assez petit 2 —p+i/ (a (p — 2) — qp — p) > 0
d’après l’hypothèse (10) et que F (h) < 1.

□

On vient de montrer que l’hypothèse de récurrence est vraie au rang m = 1. La prochaine
étape est de montrer qu’elle est héréditaire.

Preuve de l’héréditarité de (Hm) : On va maintenant supposer que l’hypothèse de récur-
rence est vérifiée au rang m > 1 et on va démontrer qu’alors elle est vraie au rang m + 1.
L’idée est de faire le même type de raisonnement que dans la preuve de (H{). On va utili-
ser des inégalités sur les covariances de variables aléatoires a-mélangeantes en prenant bien
soin de choisir les indices les plus éloignés possibles. On se fixe k < 2m + 2 et le vecteur
d’exposants qj e N*, 1 < j < k tels que q = Y'S*Qj < 2m + 2. A cause d’une précédente
remarque on peut aussi supposer que q > 2 puisque si q = 1 la majoration à démontrer est
toujours vérifiée.

SVI1wJVit

E
h

i=1

n k— 1 n

1 EEE E
ii=l s=l es=l l<e3<es,j^s

E
k

TT wqjil WmkïMm
jm%

Pour plus de clarté, on s’intéresse dans un premier temps à la majoration de la partie finale
du membre de droite de l’inégalité précédente.

EE E
il =1 es=l l<ej<es ,j^s

Tl un

I EE E
ii=l es=l l<ej<es,j^s

I A + B.

Ù+Ei=l el’hniw
j=i

k

n wqj . IilH
B

*1+X)i=l eUhn

n n

E E E
ii=l es=itn + l 1 ^Sj<es,j^s

TT wqiTT mm
j=i
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On va étudier et borner séparément A et o • a
• ui .. , „ „ . , 1 -o. En ce qui concerne A, cnrv,~. , . ,variables sont pas très éloignés on utilise les hypothèses (9) et (10) m e les indlces des

A = EE E
il = 1 es—11 <ej<es,j^s

E E

K

1 tyq* I Y. Y.
A e, h I 'A'*i> ■A*i+ei> . . . Y
3=1 1+2^i=i ii+E(=i '

^ CEE E
il—1 6S=1 l<ej <e3 ,jj£s

.feii

Passons maintenant à une majoration de B qui utilise l’inégalité (15).

(27)

71 71

b s E E E
*1=1 ea=un+l l<ej<ea,jj^s

E

3=1
i+££i e«,fcn [ w**

1 ^T:iz\ev,hn

+ a (is
I ^fi = 1 QV

_ ^t; =s+l QV
TT Wq*
fJi h-tsgzUvM

Sî_i ST

n »?
j=s+l

1+E«=Î ev,hn

< E E
*1=1 l<ej<n,j<s

TTw9311 h+JZiZl
3=1

+EiIÎ a, A E E
*0=1 l<e3<n,j>a

E

Ef-.+i *i

n
J=s+1 tsv-s+1

n n

+ S S S <*(e8)VF£'(h™
*1=1 es=un+l l<ej<es,jjts

< Si + B2

Pour continuer et majorer Si on fait le constat suivant : de deux choses l’une, soit s = 1 et
Qi = 1 ou s = k — 1 et qk = 1 et alors l’une des deux espérances est nulle car les Wi h sont
centrées, soit l’hypothèse de récurrence (Hm) permet d’obtenir les majorations suivantes où
les Kj sont des constantes indépendantes de n :

E E
*1=1 l^Cj<Tl,j<S

E n\Vqj<i+E£i*.N
3=1

E E
*o=l l<ej <n,j>s

E TT wqjH, <o+££;+J=S+1

K1y/ÏF(hnf'’=iq\ (28)

K2 \JnF (hny^v=‘+1 qv. (29)

En effet, on peut montrer que dans le cas où aucune des espérences n’est nulle, on a s < 2m.
On a directement s < k — 1 < 2m + 2 — 1 = 2m + 1. Si k = 2m + 2ets = fc — 1 alors

qj = 1, VI < j < 2m + 2 et alors la seconde espérance est nulle. On a donc k < 2m + 2 ou
s < k — 1 et donc s < 2m. On peut montrer de la même manière que k-s < 2m. On montre
également que lorsque B\ ^ 0, on a qj < 2m (on sait que £É=1 qj < 2m + 2 et que

X^Uh-i Qj - 2 PuisQue soit s < k - 1, soit qk > 2) et Yli=s+i Qj < 2m. A partir de ce qui
précède on remarque que soit B\ = 0, soit q > 4 (puisque YÎmà+1 qj > 2 et Ej.i Qj > 2).
Tout cela nous permet d’appliquer (Hm) pour obtenir les majorations précédentes. A partir
des inégalités (28) et (29) on aboutit à :

B\ < K3\/nF (hn)q (30)
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La dernière ligne provient du fait que q = 5^i=i Qi- L’hypothèse (10) permet d’obtenir que
si r] > 0 est assez petit,alors k — 1 — + 77 < 0 et d’aboutir à la majoration suivante (où
C ne dépend pas de n) :

n

b2 < n Y, iÎTM*.)^ FÎ (hn)
is=un

< Cn è îfc-2_a£?1+1+7?r1-,?Fp (hn)
i=un

n

< Cn(un)k-2-aE^+1+ri Fi (hn) Y rl~V
i=un

< Cn(un)k-l~aE^+ri Fi (hn). (31)
On peut facilement voir que les majorations (27) et (31) sont respectivement croissantes et
décroissantes par rapport à un. L’idée est maintenant de choisir un de façon à équilibrer les
ordres de grandeurs de ces majorations. On choisit donc

Un (F (hn))^J
(1+1/fc)

Avec ce choix de un on aboutit à la majoration suivante :

A + B2<Cn (F (hn))
(fc-l)[q-p(l + l/fc)l + 1+Vk

En utilisant (10) on peut voir que (k — 1) [q — p (1 + Vk)] + Vk (o (p — q) — VP) > 0 si 77 est
assez petit et on a donc

A + B2 < CnF (hn).

On déduit aisément de (25), (26), (30) et (32) la majoration suivante :

ÛK+m« E E

3=1
1+Ei=i

(32)

< K^nF (hn)q+K5nF (hn) (33)

< C\yJnF (h)q.
La dernière ligne provient du fait que q > 2 et nF (hn) —> +00.

(34)

□

On en conclut donc que la propriété (Hm) est héréditaire et donc qu’elle est vraie pour

tout m G N* tel que m < sous jes hypothèses (9) et (10). On conclut directement
à partir de (34) et (21) que

E

2m

< C\ (nF (hn))m.

□

□

Ainsi (17) est établie et la preuve de ce lemme peut être achevée comme celle du Lemme
2.3. □
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Preuve du Théorème 3.1 : On remarque que E [r (z)] = r (z) +Bn+o (hn)-\-0 {^nF^h ^ )
(voir [8] pour plus de détails dans le cas indépendant). De plus ceci reste vrai sous nos
hypothèses lorsque u > 1 (par conséquent E [r (x) |Xi,..., Xn\ < M p.s.) avec la même
décomposition et les résultats de [5] concernant la variance fe / (z) et la covariance de / (z)
et de g (z) .Donc

= sJ-mÎÏ*1' W “E 1# W1) + '° (kWnFM + ° (V„F J,„:) •

On a donc que Un := (æ) ~ E (2;)]) “ Zn+o (1) puisque y/nF (hn)hn < C et
par conséquent, lorsque l G N, Uln est uniformément intégrable et converge en loi vers Wl où
W est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite puisque (Zn)l possède ces propriétés.
En effet, \Un\l < 2l \Zn\l + o(l) et ce majorant est uniformément intégrable puisque |Znf
l’est . De plus il est clair que Un converge vers W en loi à cause de la convergence de Zn et
comme x i—> x1 est continue sur R on en déduit que Uln converge en loi vers W1. On obtient
donc de la même manière que dans la preuve des Théorèmes 2.1 et 2.4 :

E ( InF {hn)Ml
VV (r (x) — E [f (x)]) nF+°° e [W1] .

On peut obtenir des résultats similaires avec les valeurs absolues et sans supposer que l est
entier. En effet, pour tout l € [0; p[, |17n| est uniformément intégrable et converge en loi
vers \W\l où W est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite puisque \Zn\l a ces
propriétés. On obtient donc de la même manière que dans la preuve des Thérèmes 2.1 et
2.4 :

E nF(hn)Ml (f (z) -E[r (z)])
►+oo

E

□

Preuve du Théorème 3.2 : Preuve de (i) : On part du fait que

Tn m nF(hn)Ml
mm (f (x) — r (x)) Zn

nF (hn) Ml
M2a?

Br,

Les Lemmes 2.2 et 2.3 ou 2.5 et 2.6 montrent que \Zn\q est uniformément intégrable et
que Zn converge en loi vers W. L’hypothèse (7) permet d’obtenir que Cn = \JnF'M^^Bn
est borné par une constante C. Une des conséquences de ceci est que Tn est uniformément
intégrable puisque l’on peut montrer que

Tn < 2«
nF (hn) Ml D

M2o\
+ 2q\Zn\q,

et remarquer que le majorant est uniformément intégrable. D’autre part on se fixe e > 0 et
on fait la décomposition suivante :

E[|Zn + CnH-E[|W + CnH
E \\Zn + Çn\q l|Zn|<M] — E [IW + Cn|9 l|W|<Af]

+ E [IZn + <Cn|9 1|Z„|>m] — E [IW + Cn|9 l|W|>Af] (35)
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Dans un premier temps on remarque que \Zn\ > M (respectivement \ W\ > M) implique que
|Zn + Çn| > M — C (respectivement \W + (n\ > M — C). On peut donc majorer la dernière
ligne de (35) :

|E [|Zn + Çn\q 1|^„|>m] — E [\W + Cn|9 1|w|>m] |
< E fjZn + Çn|9 1|Zn+Çn\>M-c\ + E [\W + Cn|9 l|W+Cn|>M-c] •

Enfin, l’uniforme intégrabilité de Tn et de \W + (n\q permet d’obtenir pour M assez grand
(M > Mo), les majorations suivantes :

limsupE [|Zn + Cn\q l|zn+Cnl>M-c] < limsupE [|W + Çn\q l\w+çn\>M-c\ < J. (36)
n—>+oo «5 n—»+oo O

On introduit la famille de fonctions Tc,m — {/c,M (®) = lj*|<m 11 + C\q , ICI < c}. On uti-
lisera le lemme suivant :

Lemme 6.3. Soit f : R —> R une fonction continue et soit

Fc,M,f ~ {fç,M (x) — l|x|<m/ (x + C) > ICI < C) .

Si Zn converge en loi vers Z (dont la loi n’a pas d’atome) alors

sup |E [fc,M {zÆ E [/C,M (Z)]\ - 0.
■ci<c

Preuve du Lemme 6.3 ; On va s’inspirer très fortement de la preuve du Théorème de
Helly-Bray ou Portemanteau. Par soucis de clarté on notera /ç = /ç,m- Remarquons tout
d’abord que puisque / est continue, elle est bornée et uniformément continue sur tout com-
pact donc notamment sur JC — [—M — C\ M + C] :

Ve > 0,35fte > 0, Vzi,Z2 G IC, \zi — Z2\ < Sf>e =ï |/ (zi) — / (z2)\ < e-

En notant que k (z) = f (z + C) si \z\ < M, on a pour tous Z\,Z2 G [—M; +M] :

ki + C - C - «2I = krç 1 < <5/,e =» I fa ki) - k (^2) | = 1/ ki + C) - / k2 + 01 < e (37)
Soit e > 0 fixé. Comme [—M; +M] est un compact, on peut le recouvrir par un nombre fini
d’intevales Aj de longeur strictement plus petite que Sf)€ :

[—M; +M] C^=1 Aj, V), z\, Z2 G Aj =>■ \z± — Z2\ < Sf,e-
Pour toute fonction k l’idée est de construire à partir de la remarque (37) une fonction en
escaliers k,e telle que supz |k k) — fç,e k)| < e. On la définit de la manière suivante :

j

k,e (0 =^2k kl) (0 ^-Aj k),
3=1

où Zj est un point de AjC\[—M\ M]. Pour obtenir le résultat recherché on fait la décomposition
suivante :

sup |E[/c(Z»)]-E[/c(Z)]|
m<o

= sup |E [/c {Zn)\ - E [/{,e (Zn)] + E |B (Zn)] - E■ (Z)] + E■ (Z)\ - E (/c (Z)]|
ICI<c

< sup |E [k (Zn)} - E [/c,£ (Zn)\ I + sup |E [/c,e (Zn)} - EM (Z)} I
ICI<C ICI<C

+ sup |EH (Z)) - E |/c (Z)]|
ICI<C

2e + sup |E[/f>e(Zn)]-E[/c,e(Z)]|.
mm

< (38)
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On obtient la dernière ligne en utilisant que fç,e est proche de fç. Pour conclure il faut
montrer que le dernier supremum tend vers 0.

sup |E[/c,e(Zn)]-E[/c,e(Z)]
|Cl<C

= sup
1

E
j

T f( (zj) (l^n[-M;+M] (Zn) ~ lA,n[-M;+M] (Z))
j=1

J

= sup V |/c (^)l |P (zn E Aj n [—M; +M}) —JmM G Afm [«M; +M])\
HR

O ^ |P (Zn e Aj n [—M; +M]) - P (Z G Aj n [r'M; +M])|
o(l).

Les dernières lignes proviennent du fait que / est bornée sur /C et que puisque Zn converge
vers Z en loi chacune des quantités P (Zn G Aj fl [—M; +M]) — P [Z G Aj fl [—M; +M])
converge vers 0 lorsque n —> +oo car la loi de Z n’a pas d’atomes. On en conclut donc que :

Ve > 0,3N0, Vn > N0, sup |E [/c>e (Zn)\ - E [/c,e (Z)]\ < e. (39)
mm

On obtient directement en utilisant (38) et (39) que

Ve > 0, BN0, Vn > N0, sup |E [/c (Zn)] - E [/c (Z)}\ < 3e,
H

ce qui achève la preuve.
□

En appliquant le lemme précédent à la famille Tq,m on en conclut que, pour tout M :

|E[/(n,M(2n)]-E[/(n,MWji < sup \E[f<M(Zn)]-E[fCM(W)}\
ICI <c

= o(l).

Par conséquent il existe Nq tel que pour tout n > No on a

|E [/<.,« (Z»)I - E [/<„,« B 1 |- (4°)
On aboutit ansi à partir de (35), (36) et (40) à la conclusion suivante :

Ve > 0, 3N0, Vn I N0) |E [\Zn + Cn|9] - E [\W + Cn|9f < e.

Ceci achève la preuve du (i). Avec un raisonnement identique on peut obtenir des résultats
semblables sans les valeurs absolues lorsque g € N. Il suffit d’utiliser le lemme avec la famille
{/c ,M (®) =1 !|*| <M (x + C)q > ICI ^ C} et de remarquer que

|E \(Zn + Cn)9 l|Zn|>Af] I < E [IZn + Cn|9 1|Z„|>m]
□

Preuve de (ii) : Dans le cas où q est un entier pair l’erreur L9 est le moment d’ordre q de
r (a;) — r (x) ; on peut donc se passer des valeurs absolues. On va montrer un résultat plus
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général que (ii) : sans les valeurs absolues et pour q = l entier quelconque. On a comme
conséquence de la deuxième partie de la preuve de (i) le résultat :

E (f (x) — r (x)y E W
M2ai

nF (hn) Ml

cïE [wk

Br
0nF{hn))*

k=0

M2al
nF (hn) Ml (Bn)l~k+o

(■nF(hn)Y

On peut à présent remarquer que les moments impairs de W sont nuis tandis que ceux
d’odre 2p valent On en déduit aisément que l’on a :

E ^(f (x) — r (:r))M
yi C2P ( M2o\ y (2p)l ( ,, (Q) MohI * \MlnF(hn)J 2Pp\ H ° Mihrp=o

= E
p=o

M2a2£\p (Mq ,

Ml J V Mi
(0)

l—2p l\

l — 2p

ht2p

1

(nF (hn)Y

+ o
1

(l~ 2p)!p!2P (nF (hn))p ^ (nj? (/*n))é
1MpMl~2p (# (0))l~2p (YY l\ hl~2p

“o Mi ^ * 2p)\p\2P (nF (hn))p +°\(nF (hn))>

Ceci achève la preuve. En effet il suffit de remplacer l par 2m pour obtenir (ii)
Preuve de (iii) ; On déduit du (i) que

□

EprW-rWI2^1] = (yQIÏMlnF (hn)

1

2rn+l

E MlnF (hr
M2ai

-Bn + W

2m+l"

°
'

(nF (hn))m+5
Pour simplifier les calculs on introduit la notation

Un =
MlnF (hT Br,.

MM

Il nous faut donc exprimer plus précisément l’espérance de droite.

-Un r+OO

-Un
E\\Un + W\

2m+l
r-koo

(Un + w)2Tn+1 —=dw + / (Un + Vü)2m+1s/2â

E CL+l(Un)2m+1-kh

r —oo

2m+l

e 2
dw

k=0

'-Un „„k

Ik~ ~ J
On utilisera le lemme suivant :

wn'e 2 f+°° wke “dw + / ^— dw.
V2tt '-Un V2n
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Lemme 6.4. Pour tout k entier naturel on a :

*2 (fc-j) 2kk\
w = 2

/2fc = -2^(J/n)^(C/r,
i=o

2fefc! (2 (fc- j))! 2kk\ '

avec la convention qu’une somme sur un ensemble vide d’indices est nulle.

Preuve du Lemme 6.4 : Par des arguments de parité, on voit aisément que :

hk = 2 urk—j=Jo \f2^

P+OO

dw et l2k+i = 2 / wJm
2k+l

V2n
dw.

On va raisonner par récurrence sur k. Etudions tout d’abord les hk-
Pour k = 0, il est évident que Iq = 2G (Un) — 1.
On suppose que la propriété est vraie pour k = r, et on veut montrer qu’elle est vraie pour
k = r + 1.

L2(r+l) = 2 / w
Jo

2(r+l) I

= 2

V2tt
Un

dw

,2r+l '
V2tt

+ (2r +1) l2r

= (2r -f 1) I -2g (Un) ^ (Un)
V i=o

-2g(Un)U™

2rr! (2 (r — _,'))! + Wn)

h(r+l) =
3=0

2{r+i-j)-i (2 (r + 1))!2’-+1~J (r + 1 - j)!
2r+1 (r + l)!(2 (r + 1 — j))\

+ [2G {Un) — 1] (2 (r + 1))!
2r+i (r + l)!

La propriété est donc héréditaire, vraie pour k — 0 donc vraie pour tout k G N. On établit
le résultat pour hk+i de la même manière. Il est clair que I\ = 2g (Un) et d’autre part

■^2(r+i)+i = ' 2U^r+1^g (Un) + 2 (r + 1) hr+i■

□

En remplaçant Ik par son expression, on obtient en gardant comme convention qu’une
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somme sur un ensemble d’indices vide est nulle :

|2m+le[mw,I2”+i] = £ [cti+i (^«)2<m“‘HI hk + cl!*\ (unfm-k> /»+1]
k=0

[2G(Vn)-i\jfclkm+ffff(Un)
+ 2g (Un) {■ (Un)2^ mgfc$

2(m—fc)+l

2kk\
'2m+12k~j (k - j)\J=0 k=j v J>

_ V' l )2(m-j) V'' (2fc)!2fc~J (fc - j)\n) 2^ °2m+l 2kk\(2(k-j))\j-o k-j+1 v v
[2G (Un) 11] P2m+1 (E7n) + 2p (Un) Q2m+1 (C^n) •

On en déduit facilement le résultat recherché.

Ainsi s’achève la preuve du Théorème 3.2.

□

□
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