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Régression non-paramétrique fonctionnelle:
Expressions asymptotiques des moments

Laurent Delsol
L.S.P. Université Paul Sabatier 31062 Toulouse France

Abstract : Recent works on functional nonparametric regression explicit the asymptotic
law of the kernel estimator of the regression function. This article aims to get from these
results asymptotic expressions of the moments, which lead to asymptotic expressions of 1.4
errors of this estimator. The results provided are available for both independent and -
mixing functional datasets and may be easily applied to the classical multivariate case.

Résumé : Dans la littérature récente on trouve des résultats concernant la loi asympto-
tique explicite de 'estimateur a noyau de la fonction de régression. Cet article a pour abjectif
d’établir & l'aide de ceux-ci l'expression asymptotique des moments de cet estimateur. Ces
résultats sont établis dans le cas ol la variable explicative est fonctionnelle mais peuvent
tout aussi bien s’appliquer au cas ot elle est vectorielle. Les résultats contenus dans ce papier
pourront étre utilisés dans 'optique du choix du parametre de lissage optimal pour I'erreur
La.

Mots-clés : données fonctionnelles, régression non-parametrique, expressions asympto-
tiques, erreurs L9, moments, uniforme intégrabilité.

1 Introduction

Avec les progrés des appareils de mesure, le statisticien dispose souvent de données
mesurées sur des grilles de plus en plus fines les rendant intrinsequement fonctionnelles.
C’est pourquoi une nouvelle branche des statistiques traitant de données fonctionnelles a vu
le jour. Cet article s’inscrit dans cette démarche en s’intéressant plus particulirement au
probléme de la régression par rapport & une variable explicative fonctionnelle. Ce sujet a
déja été largement étudié dans le cas linéaire (voir [14] en ce qui concerne le modele linéaire
fonctionnel et [3] par rapport & I'étude de processus linéaires pour plus de références). Dans
le cas non-paramétrique (c’est & dire lorsque l'on fait seulement des hypotheses de régularité
sur la fonction de régression) les premiers résultats proviennent de [7]. Plus récemment,
(13] puis [8] et [5] ont montré la normalité asymptotique de l'estimateur & noyau de la
fonction de régression; les deux derniers donnant une expression explicite des termes de
biais et de variance. Cet article a pour objectif de compléter I'éventail de ces propriétés
asymptotiques en exprimant les termes asymptotiquement dominants des moments centrés
et des erreurs L? de 'estimateur & noyau. Ces résultats innovants dans le cas fonctionnel
le sont également dans le cas vectoriel puisque si 4 ma connaissance le risque L? a été
abondamment étudié (notamment par [4] et [10]), les seuls travaux explicitant le risque L
sont établis par [17] dans le cas réel et "fixed design”. En plus de leur utilisation comme
simples outils de calcul, ils peuvent se révéler particuliérement intéressants dans l'optique
du choix optimal du parameétre de lissage par rapport aux erreurs LY.



ol Y est une variable aléatoire réelle et X une variable aléatoire & valeurs dans l'espace
fonctionnel semi-métrique (£, d). On ne fait aucune hypothese sur la forme de 'opérateur r si
ce n’est des hypotheses de régularité, c’est pourquoi notre modele est dit non-paramétrique.
Enfin, on considére un échantillon constitué de n paires (X;,Y;) qui suivent la méme loi
que (X,Y). Si dans un premier temps nous supposerons que ces paires sont indépendantes,
nous nous attacherons par la suite & généraliser notre approche au cas a-mélangeant. Notre
motivation & généraliser nos résultats a ce type de dépendance provient notamment de
la volonté de pouvoir les utiliser dans I'étude de séries temporelles & travers I’approche
introduite par [1].

On considere un élément = de I'espace E et on estime r(z) par 'estimateur & noyau

suivant :
_ T vk (4)
BRI

ol h,, et K seront précisés ultérieurement. Cet estimateur a été introduit et abondamment
étudié dans [9] comme une généralisation de celui de Nadaraya-Watson au cas de variables
explicatives fonctionnelles.

Le paragraphe 2 rassemble des résultats généraux concernant la convergence de cer-
tains moments de cet estimateur obtenue & partir de résultats d'uniforme intégrabilité et de
convergence en loi. De ces résultats on pourra déduire dans le paragraphe 3 des résultats plus
importants en terme de retombée statistique, en particulier le Théoréme 3.2 qui donne les
expressions asymptotiques des erreurs L9 de l'estimateur & noyau étudié. On explicitera les
termes dominants de ces erreurs lorsque ¢ est entier. Enfin on étudiera succintement le cas
vectoriel standard pour lequel certaines simplifications sont & noter. Par souci de lisibilité
et de clarté, les démonstrations des résultats des deux sections précédentes seront données
en annexe.

il )

2 Résultats généraux de convergence des moments

Dans un premier temps, par souci de clarté, nous allons nous restreindre au cas ou
les paires (X, Y;) sont indépendantes. Nous verrons ensuite qu’en rajoutant certaines hy-
pothéses il est possible de généraliser les résultats au cas ou elles sont a-mélangeantes. Cela
peut étre utile pour faire de la prévision dans le cadre de séries temporelles (voir Partie IV
de [9]).

2.1 Le cas indépendant

2.1.1 Notations et principales hypothéses

Dans ce paragraphe nous reprenons les notations et les hypotheses introduites dans (8]
qui nous seront utiles dans notre étude. Pour commencer, il nous faut introduire quelques
fonctions qui joueront un réle clef dans nos résultats.

¢ (s) =E[(r (X) —r(x)) |d(X,z) = 3],

Fh)=Pd(X,z)<h), m(s)= 1;((1‘;15))‘
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Nos premieres hypothéses portent sur le modele :

r est borné sur un voisinage de z que 'on notera V,, (2)
F(0)=0, ¢(0) =0et ¢'(0) existe, (3)
el =I1 [52 Lt = w} est continue sur un voisinage de et o2 := o2 () > 0, (4)
Vs € [0;1], n-l-lg-]m Tha (8) = To (5) avec 7o (5) # 1o,y (s) . (5)

L’hypothése (3) permet de donner l'expression exacte des constantes la oll une hypothése
standard de type Lipschitz ne donnerait que des ordres de grandeur. On pourra aussi re-
marquer que les hypotheses faites sur la loi de X ne se font qu’a travers des probabilités de
petites boules et que la condition (5) est vérifiée par de nombreux processus standards (voir
[8]). La deuxiéme partie de I’hypothese assure que la constante My définie plus loin est stric-
tement positive. Ensuite, on introduit une hypothese portant sur le moment conditionnel
d’ordre p de € sachant X. Par souci de simplicité on fait 'hypothese :

Ip>2 3IM >0, E[eff/X] < M ps.. (6)

On peut remarquer que si € est bornée p.s. ou si elle est indépendante de X et a un moment
d’ordre p alors cette hypothese est vérifiée. Enfin il nous faut faire quelques hypotheses
concernant notre estimateur a noyau :

]
Bo=0'"—=—) Bm nF (k)= too, )
nkF (h'n) n—+o0
K a un support compact, est C* et décroissante sur J0; 1], K (1) > 0. (8)

Il semble intéressant de faire quelques commentaires sur 1 hypothese (6) :
Remarque : On utilise seulement I’hypothese (6) pour montrer que :

(5] o 52

Fon hn
Comme K est & support compact dans [0; 1], on peut démontrer les résultats de cet article
sous '’hypothése moins restrictive

I
Vs<p W >0,E |:€|£

Ip>2,3p>0,3M >0, E[leff | X] g x)<u) < M ps..

Nos résultats seront exprimés a 'aide des constantes suivantes :

1 1
Mo = (K= [ K m)ds) 3= (00 - [ () () (0)ds) i =12,
et de la variable aléatoire

e = A\/nF(hn) (F(z) —7(z) — By)
A/ MQG’E
ol B, = hn¢' (0) 352
Pour toute la suite de cet article on introduit une variable aléatoire gaussienne centrée réduite
indépendante de (X;, Yi)lgi,j<n que 1'on notera W. On notera G sa fonction de répartition
et g sa densité.
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2.1.2 Convergence des moments

A partir de la convergence en loi et de I'uniforme intégrabilité de |Zn|l pour 0 <[ < p,
on obtient la convergence des moments présentée dans le théoréme suivant.

Théoréeme 2.1. On suppose que les couples (X;,Y;) sont indépendants, que les hypothéses
(2)-(8) sont vérifiées, alors pour tout 0 < g < p

E[|Za)] "SCE(W]Y).

De plus si q € N alors on a aussi E[Z2] "3 E[W9].
Démonstration. La preuve repose sur les lemmes suivants :

Lemme 2.2. ( Voir [8] Théoréme 1 )
Si les hypothéses (2)-(5) et (7)-(8) sont vérifiées et si les paires (X;,Y;) sont indépendantes
alors

Z, S N (01).

Lemme 2.3. St les couples (X;,Y;) sont indépendants, si (2), (3) et (5)-(8) sont vérifiées,
si0 < q < p, alors |Z,|? est uniformément intégrable.

Le Lemme 2.2 implique que Z,, converge en loi vers W. Par conséquent puisque z — |z|? est
continue sur R, on a également la convergence en loi de |Z,|? vers |W|?, De plus le Lemme
2.3 implique que |Z,|? est uniformément intégrable. On obtient donc :

E(|Z,|) "2 E(W].

Pour obtenir la seconde partie du théoréme il suffit de remarquer que lorsque g est un entier
naturel Z7 est uniformément intégrable puisque |Z,|? I’est et converge en loi vers W4 puisque
z — z9 est continue sur R. O

2.2 Le cas a-mélangeant

Lorsque I'on s’intéresse a certains probléemes, I'hypothese d’indépendance des variables
ne peut étre conservée. C'est par exemple le cas lorsque 'on étudie une série temporelle.
Typiquement, on veut prévoir certaines des valeurs futures & partir des valeurs dont on
dispose. On considere la série temporelle comme un processus a temps continu (), [0,7N]-
On découpe ensuite ce processus en N variables fonctionnelles dépendantes définies sur
[0, 7] par & (z) := Cirtz. Cette idée a été initialement introduite dans [1]. Dans ce contexte,
on propose le modele de régression suivant prenant en compte la totalité de la trajectoire
passée :

H (&) =7 (§im1) + €,

ol H est un opérateur connu a valeurs réelles défini sur C° ([0, 7]). Un exemple standard
d'utilisation de ce modele est le cas ot H (£) = £ (tg). On retrouve le modele de régression
(1) en remplagant (X;,Y;) par (§i—1, H (&)). Par conséquent, I’étude de séries temporelles
peut étre vue comme un probléme de régression avec des données dépendantes. Pour pou-
voir utiliser nos résultats dans ce contexte il faut prendre en compte la dépendance des
variables fonctionnelles. On supposera qu’elles sont a-mélangeantes. Ce cas le plus général
de dépendance faible entre les variables a été largement étudié notamment dans [2], [15] et
(16].
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2.2.1 Notations et hypothéses supplémentaires

Dans le cas ou les variables sont dépendantes il nous faut pouvoir contréler la somme
des covariances; on utilise pour cela I'hypothése :

u u
Ju < p, 3M, ¥g; € N, Zru <u, max B || H | X1, Xn| SMps.  (9)
J=1 j=1
On peut faire une remarque semblable & celle sur I'hypothese (6) par rapport & I'hy-
pothése (9) et l'affaiblir un peu. Il nous faut également des hypotheses supplémentaires
concernant la dépendance de nos variables. On suppose que les n paires (X;,Y;) sont a-
mélangeantes (voir [16] p34, Notation 2.1) avec des coefficents de mélange arithmétiques
d’ordre a. Il nous faut encore introduire quelques notations :

1
1<i1 < <ig<n J

Vk22,®k(s)::max( max P(a'.(X'.a:)gs.lﬁjgk),Fk(s))

S’ajoutent également des hypotheses portant sur les fonctions ©, et l'ordre a des coefficients
de mélange.

(1+w)p—t
vk (p—1)

t<p VE<t I >0,0k(5)=0(F(s)'"™) et a> max (k—1) . (10)
2<k<t

2
3y >0, nF'*7 (hy) - +ooet a> = + 1. (11)

/

On peut remarquer en ce qui concerne 'hypothese (10) que, par définition de O, 0 < vy, <
k — 1 et que par conséquent la deuxiéme partie implique que a > 2.

11 est intéressant de noter que les coefficients géométriques sont arithmétiques d’ordre a
quelque soit a. On peut donc supprimer, si les coefficients de mélange sont géométriques, les
conditions portant sur a des hypothéses précédentes.

2.2.2 Convergence des moments

Théoréme 2.4. On suppose que les couples (X;,Y;) sont arithmétiquement c-mélangeants
d’odre a et que les hypothéses (2)-(11) sont vérifiées . On a alors, pour tout 0 < q <
2 [min!t,u ]

2

E(1Z:["] "STE[W.
De plus si q € N alors on a aussi E 23] "2 E [W9).
Démonstration. Le schéma de la preuve est le méme que celui la démonstration du Théoréme

2.1, en remplacant les Lemmes 2.2 et 2.3 par les lemmes suivants.

Lemme 2.5. (Voir [5] Théoréme 2.2) Si les hypotheéses (2)-(11) sont vérifiées, alors
Z, S N(0,1).

Lemme 2.6. Si les couples (X;,Y;) sont arithmétiquement a-mélangeants d’ordre a, si
(2), (3), (5)-(11) sont vérifiées et si 0 < q < 2 [m’—”—ét—ul] , alors |Z,|" est uniformément
intégrable.
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3 Expression asymptotique des moments et erreurs L¢

3.1 Résultats principaux

A partir des résultats généraux de la partie précédente, il est possible de donner 'ex-
pression asymptotique des moments centrés de l'estimateur & noyau mais aussi celle des
moments de 7 () — r (x) et donc celle des erreurs L. Intéressons nous tout d’abord & l'ex-
pression asymptotique des moments centrés de I'estimateur 4 noyau. Les lemmes dont nous
avons eu besoin pour montrer les résultats précédents permettent d’en exprimer les termes
dominants.

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1 avec £ = p ou celles du Théoréme
2] avec £=2 [%}, pour tout g € N tel que 0 < g < £, on a :

E[(? (2) - E[f (z))] = ( ﬁ@) E W) +0 (m) .

Remarque : Le résultat donné dans le Théoréme 3.1 provient d'un résultat plus général
qui permettrait d’énoncer un théoréme équivalent pour les moments absolus d’ordres non
nécessairement entiers (voir la preuve du Théoréme 3.1 en annexe).

D’un point de vue statistique dans une perspective de choix de fenétre, on s’intéresse plus
souvent aux erreurs L9 c’est a dire aux moments absolus de 7 (z) — r (). Dans cette optique
on ¢tablit les expressions asymptotiques des moments de 7 (z) — r (z). Cest l'objectif du
corollaire suivant dans lequel nous préciserons les constantes selon la parité de ’exposant.
En particulier, le cas impair nous améne & introduire les deux suites de polynomes suivantes :

Pyt (U) 2 erio am.lu2l+1 et Qomt1 (u) = E:}ZU bm‘iuﬂg oll

(2m + 1)!
Bl (21 + 1)120m=D (m — I)!
i ~ 24 41 i (2pitEm (G4 ] — )]
LE 25+1 J 2 i g
b= [sz“%!*m G+I-m) TFFL o 2051(2(j +1—m))!

J=m=I{+41
g lon ki I

ainsi que la fonction ¥, (u) = (2G (u) — 1) Pamy1 (u) + 29 (u) Q2m+1 (1) (avec la convention
qu’une somme sur un ensemble vide d’indices est nulle).

Théoreme 3.2. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1 avec £ = p ou celles du Théoréme

2.4 avec £ =2 [-"—‘ﬂ(-t—”l}, on a:

2

() Y0<qg<d,
H /i MO M2§€2 _1—
E[|f (z) = r(2)|*] =E | |hno (U)E‘FW nF (hn) M2 O((np(hn))%)’
(i) Vm € N, 2m < £,
AN ETTE | -
o] - S LS Oy e 1y
E ||# (z) - r(2)| } =2 (2 (m — k))'k!2* (nF (hn))* +O((nF(hn))"’“ ‘

k=0
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(it) Ym e N, 2m + 1 < £,

. ” Mpa? N\ (R4 (0) Mor/nF (he)
el o] = () e (=R

1
ot ((nF(hnn“%)'

Remarque : le résultat (i) du Théoréme 3.2 provient d’un résultat plus général qui implique
également le méme résultat sans les valeurs absolues de part et d’autre de 1'égalité lorsque ¢ €
N (voir la preuve du (i) en annexe pour plus de détails). De 1, on peut obtenir I’expression
des moments d’ordre entier de # (z) — 7 (z) (voir la preuve de (ii) en annexe pour plus de
détails).

3.2 Cas particulier : erreurs L! et L2

Pour illustrer les résultats (ii) et (iii), on peut donner les expressions asymptotiques des
erreurs ! et L2 :

Corollaire 3.3. Si les hypothéses du Théoréme 3.2 sont vérifiées, alors on a :

. B Myo? [ had! (0) Myy/nF (hy) 1
El7@) =r @l = 3 r (g ¥ ( V/Mz0? ) o ( nF (hn)) '

o 2 [T M, L1 3 Ivhafz -
E [If @) - ()] = (E‘-” © hn) T MEnF () T (nF(hn))'

On peut noter I'expression relativement simple de l'erreur L' puisque dans ce cas ,
Yo (1) = 2uG (u)+2g (u) —u. D’un point de vue statistique, on remarque que pour minimiser
ces erreurs il va falloir choisir h, de fagon a équilibrer des termes croissants et d’autres
décroissants en h,.

et

3.3 Cas particulier : £ = R?

Les résultats précédents sont donnés dans le cas général ot la variable explicative est
fonctionnelle. Ils s’appliquent donc bien entendu au cas ou elle est & valeurs dans R%. Voyons
a présent ce que deviennent nos hypothéses et nos résultats dans ce cas particulier. Si on
suppose qu'il existe ¢ < p tel que pour tout k¥ < t, X; et (X;,,...,X;,) admettent des
densités f et cx (i, 1 < j < k) continues au voisinage de x et telles que f () > 0, alors on
montre facilement que

F (hn) = f(z) B (1 +0(1)) et O (k) = O (BEd).

Par conséquent I'hypothese (5) portant sur 75, est toujours vérifiée avec g (s) = s%. De plus
la premiére partie de I'hypothese (10) est vérifiée avec v, = k — 1. Enfin, on peut remplacer
F (hy) par f (z) he dans les hypothéses et les résultats, ce qui donne les hypothéses :

1

At =10 (#) , lim nh? = 400, (12)
n n—+o00
tlp—1)

3t>0,a > —-, 13
(p—1) (13)

2
y > 0, nhH) (h) — +oo et a > = +1. (14)
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On remarque que les constantes ne dépendent plus de la loi de X :

1 X
Mg:df K (s)ds Mj:df s41KT (s)ds, j=1,2.
0 0

Le Théoréme 3.2 devient donc :

Corollaire 3.4. Sous les hypotheses (2)-(6), (8) et (12) dans le cas indépendant avec £ = p
ou en y ajoutant (9), (13) et (14) dans le cas arithmétiquement a-mélangeant avec ¢ =

2 [———lmi“gt’“ ], ona:

(i)vos“g[m;t'_uz}

L]

8

B[ (0) = r @] = | hnd! 0) 32 + Wy | 220
1 e |

!

_f_MzU?) My i 1
M? ( 0) (2) o —k+o( 1 )
- )

i
+o
(@5

raks|

(ii) Ym € N, 0 < 2m < 2 [mf—“l]

e

E (@) - r @] = 3

= (@0m—E)K2E(f ()"

(iit) Ym € N, 2m+1<2[

Mz"? )m%wm( htty m)Mm/nf(x'))

a 2m+1
E [|r (z) — 7 (2)| (M Tnf (@ \/MN?

O (—)
(nhd)™*?

Remarque : ces résultats généralisent a des moments d’ordre quelconque ceux donnés par
[10] pour l'erreur 1.2 et par [17] pour 'erreur IL1.

4 Conclusion et perspectives

Grace a l'expression explicite de la loi asymptotique de P'estimateur & noyau, on a pu
obtenir les expressions asymptotiques des moments. Ces résultats sont trés motivants car ils
ouvrent d’intéressantes perspectives, en particulier vis-a-vis du choix de fenétre au travers de
I'erreur 9. Il serait notamment intéressant d’étudier comment l'estimateur se comporte sur
des données réelles lorsque 1'on choisit d'utiliser d’autres critéres que l'erreur L' ou L2. De
plus les résultats établis sont innovants dans le cadre fonctionnel général mais aussi dans le
cadre vectoriel ot ils s’appliquent sous des hypotheses plus simples. Il serait enfin intéressant
de compléter ces résultats en donnant des résultats concernant les erreurs intégrées.
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6 Annexe

Dans les preuves suivantes nous noterons C les constantes positives quelconques par
souci de simplicité. On sera amené & utiliser plusieurs fois I'inégalité suivante portant sur
la covariance de variables a-mélangentes établie dans [16] ((1.12b) p 10). Si X; € L? et
X; € L7 avec 1 < p,g < 0o, alors en définissant r par % 9k ]5 e % = l'on'a:

|Cov (X, X;)| < Bo (e (li — 30)7 1 X:l, 1%, » (15)

ou By est une constante positive. On introduit les variables

B B F (hn) /RF ()

Il est établi dans [8] que sous (3) et (5) on a :

E [ 5

ElArn] r(z) = B, +0(hn).

On en déduit facilement (voir [5] pour les détails), grace a (7), que

M, DN

g VML3? § (2)E [} (2)]

+o(1).

On introduit les variables

Lo B & (452 (X, 2)\ E[¥ik (4%
Wi’han(d({:’w)) [g(h; )]K(d(}i x)) | F((h) )

On utilisera par la suite pour plus de clarté la notation :

n

5 i
flz) = m ;Ai‘n-

Remarque : Attention, on utilise ici la méme notation que dans le cas multivarié pour le
dénominateur de l’estimateur & noyau mais ici f n'estime pas la densité.
On a alors :

Uzn Wl h.n Zz —3 W‘th

~ \/nF (hn) e M202 f(g;)]E[ J

Preuve du Lemme 2.3 : Nous allons montrer que Z, a tous ses moments d’ordre g < p
bornés, ce qui impliquera que ZJ est uniformément intégrable pour tout ¢ < p. On va utiliser
la décomposition suivante :

+o(1).

E[|Za|"

q i = q i =
E (|2, TP preny 2 LA LS PR R TeenY

MI E?:l Ui,n, T
VM:0? f (2)E [f (2)]

q

IN

1|f(r)—E[f(z)]sﬂ¥l}

C+E
M, Z? 1Uzn
2 £ F K(1
F |: v/ Mao? f(:c [f (z) ] l|f(1)*E[f(I)]>w—-§-l]

= C+ Al,n St AZ‘n (16)
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Il nous faut & présent montrer que les suites A; ,, et A, , sont bornées. On s’intéresse dans
un premier temps a la majoration de A; ,,.
Premiére étape : majoration des moments du numérateur. Prouvons tout d’abord que pour
tout 0 < g <p,

]E [

n
2 Wi,
1=1

q

=0 (InF (ha))?). (17)

En fait tout repose sur le lemme suivant :

Lemme 6.1. Si les couples (X;,Y;) sont indépendants, sous les hypothéses (2), (6), (7) et
(8), pour tout 0 < q < p il existe des constantes K, et Ky telles que pour tout | € N et h
assez petit (tel que B (z,h) CV;) on a : '

!
E { > Win
i=1

q
] < K1 (q) IF (h) + K1 (g) (IF (h))® .

Preuve du Lemme 6.1 : On peut remarquer qu'en utilisant les hypotheses (2), (6) et (8)
et en conditionnant par X, on a pour tout ¢ < p :

2l o]
<\ CrR:

E[|Winl®]

IA

On va décomposer la preuve suivant les valeurs de ¢.

Preuve du lemme pour g = 2 : On peut montrer assez aisément que lemme est vrai pour
g = 2. En effet, puisque les W}, sont centrées et indépendantes et de méme loi, on a :

E {(i w,-,h)z} = 1E[Win)]

- ok (45 b (4052
R ()

h
e (5] e (2252
22 |(r(x) + e & (122D |
< CIE [K2 (@)J
< CIF(h).

On obtient les derniéres lignes en utilisant les hypothéses (2), (6) et (8) qui impliquent qu’en
conditionnant par X;, pour u € {0,1,2} et s >0, on a:

E {Y}“KE (@)J =C F(h).
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Preuve du lemme pour 0 < ¢ < 2 : On démontre ensuite le lemme pour g < 2 en utili-
sant l'inégalité de Holder :
q

[}
E [ > Win
i=1

Preuve du lemme pour g > 2 : On va se servir des résultats L? pour obtenir ceux d’ordre
g < p par récurrence. En s’inspirant d’une preuve de [12] et de [6], on va montrer que si
I'inégalité précédente est vérifiée pour ¢ = m > 2 et m € N, alors elle l'est pour ¢ =
m+ v, 0 < v < 1. On définit C; p, de la fagon suivante :

1
Z Wi
i=1

)
2 Wi
i=1

27y #
D < K (q) (IF (b))}

O

m+v

Cn=E [

ainsi que

L 2l
Sin=2 Win, Stn= Y Win.
i=1

i=l+1
On veut montrer que pour tout m et v il existe des constantes K et K telles que

Cin < Ky (m+v)IF (h) + K3 (m+v) (IF (R)) 7T .

Montrons dans un premier temps qu'il existe des constantes A; et A, positives et indépendantes
de | et de h telles que

A m+v mtu m+y
E “Sf,h - St,h‘ <2Ch+ AL (IF(h) ™ + A (IF(h)) =
74 m+v . m - . v
E Usg,h +5u) | < B[S+ S| (15wl +]5u])]
W : . |m—j D, A me=j+v
< 20, +E Z C 18 s Sl,h‘ +> Ch|Snf !Suz‘
3=0 =1
Dans ce qui suit By, ..., Bg désignent des constantes indépendantes de [ et de h. En utilisant

I'indépendance de nos variables, une inégalité de Holder puis I'hypothése de récurrence au
rang m on obtient :

E [|Sa.hFj &S'Lh|m+u‘j]

E[Sua] E Us’m

'm+u—_1]

< ESaIF Efsam T
< (K (m)IF (h) + Kz (m) (F (1) %) 7

m+

< Bi(IF (W)™ +B:(IF (h)"F .
Avec un raisonnement identique on obtient, pour 0 < j < m —1 :

m4v m+v

B [Isual™ [$u] "] < By @F () 4 B2 1 )
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On a donc
& J;E
B {[sun+ S0 "] < 2Cun + B4 0P () F* 4+ Bo 0 ()™
On peut maintenant majorer le terme Cly j.

b m—+v
E “sz.h + 1| ]

2Cin + A1 (IF (R)) ™" + A5 (IF (h))™

Can

_‘Ii

IA

Par conséquent on obtient en remplagant 2/ par 27

Car n
< Wyorp+ 41 (FTIF ()T + Ay (27F ()7
< 4Cyr-2p+ A; (2771F (R)) e (1+ e : )+A2 (20 1F(h))q—u (H—,;Q—,)

r—1] k r—1 k
< VCLA+ A (TR (%) Ap (271F () F ( 2 )
1h+ A1 ( (h) (gﬂ ez + 4z ( (h)) ; e
A Pl ﬁ?x_u pl 2;!_',
< oo 1(21 F(zh)) +Az(21 F(Qh))
- ~ e

< Bs2F(h) + Bs (2'F (k)T

car 1 < Mtk < ¥ ot C) ), < CF (k). On écrit maintenant [ en base 2 :

[ =197 gy 27 = 10 T B s T o L e T

ol les a; valent 0 ou 1. On peut alors majorer Cj; en décomposant la somme de [ termes
en une somme de 2" termes, une autre de a;2" "' termes et ainsi de suite. On utilise ensuite
I'inégalité de Minkowski pour obtenir :

Cin < [(E[Seral™]) ™ + (& [lsw-sa™]) ™+ (& isia]) ]

J m-+v
[E (852“3"1?(!1) + By (2f‘jF(h))ﬂF) m”}

IA

=0

IA

) m+v
2(3521‘—3}7 m+u (BG Qr_jF(h))EF)mh’:]

j=0 =t

mty

< By2"F (h) + Bs2™ 52 F () "F"
K1 (m+ V) UF (h) + K5 (m + v) (IF (h)) T

IA

On passe de la deuxiéme ligne a la troisieme en utilisant l'inégalité |a + b/* < |a|” + [b]”
lorsque 0 < v < 1. Ensuite on obtient la quatrieme ligne en utilisant 'inégalité (a + bfs
2'a! + 2!6! pour tout a et b positifs. Les constantes By et Bg dépendent donc clairement de
v. La propriété étudiée est héréditaire, donc vraie pour tout exposant 0 < g < p. O

La preuve est ainsi achevée. a
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En utiisant le lemme precedent avec [ = n et h = h, On obtlent qu’ll existe K et Ko

telles que
n q

Z Win,

i=1
La derniére ligne provient du fait que si ¢ < 2, K; = 0 (voir la preuve du lemme 6.1) et
sinon nF (h,) — +0c donc le premier terme est négligeable devant le deuxieme. On peut en
déduire que pour tout 0 < g < p il existe une constante C (g) telle que

zu,nq]_supn[zm

i=1
Deuxiéme étape : bornes pour A;,. On peut montrer sous hypothése (8), que l'on a

K1 (q) nF (hy) + K2 (q) (nF (hy))?

IN

K3 (nF (ho))?.

IA

q
<C{g).

sup]E [

E [f (1)} > K (1). Par conséquent, on en déduit qu'on a

|f(”’J|-1llf(ﬂ—ﬂ[fmﬂsiiﬂ - if(‘“)‘E[f(z)]+E[f($)ﬂull\f(x)-~{f Jl<5R
< ‘_2“105
K1)

On déduit facilement de 1'étape précédente et de ce qui précede que pour tout 0 < g < p il
existe une constante C (g) strictement positive telle que

On doit & présent majorer Az, pour cela on utilise la majoration suivante :

( |: ‘/HF— ‘f(:t) L._f(a:)]|> ]) L) (E[ m

sup A1 < C(q). (18)
Azn il
2 sfiw] }

L ql- r g o
Eff@]| VOl

E[f
F ()’ (0 [{r(r|1 -] K40 D+O(P(lf(m)-—E[f(:z:)”>£(—2(H)))(19)

On obtient la derniére majoration en se servant de la minoration de E { Tt (I)} par K (1).

L’idée est maintenant d’utiliser I’hypothése (6) qui permet d’établir que
E[If (@) |X1,...,Xn] < Mpas..

On en déduit & partir de (19) la majoration suivante.

tan < CVaFT)E([i @) -5 [j @] > £2)
< CWE“(I) "If(_[lf;(”“q] A
< CE[|VaF(k) (f2) -E[f(@))[]-

Pour conclure on remarque que la preuve du Lemme 6.1 peut etre facilement adaptée afin
de prouver qu'il existe une constante C; (g) telle que

supE [|VaF ) (f (=) -E[f@)])[] < 2 (9).



56

On en déduit aisément qu’il existe une constante Cj (g) telle que
sup Az, < Co (g) . (20)
n
On déduit aisément de (18) et (20) que les moments d’ordre £>1de |Z,|? sont bornés.

Etape finale : uniforme intégrabilité de Z,. Ce qui précéde va nous permettre de montrer
que pour tout 0 < ¢ < p, |Z,|? est uniformément intégrable.

lim limsupE [|Z,|" 1z, 95a3] < lim limsup(E [|Zn]p])% (P(|Z,|? > M))' ™%
M—+400 ntoo

M—4+0 natoo

-3
lim limsup (C (p))? (%ﬂ) :

=
M—+00 p—4o00 9
< lim C@pM T
T Mo+ (p)
= 0.

Par conséquent limps—, . limsup,_, E [lan" 1{|2,,|?>M}] = 0 et donc |Z,|% est uni-
formément intégrable.
0O

Preuve du Lemme 2.6 : La preuve est semblable & celle du Lemme 2.3 et repose sur le
lemme suivant :

Lemme 6.2. Si les couples (X;,Y;) sont arithmétiquement a-mélangeants d’ordre a, sous
les hypothéses (2), (6)-(10) et si il existe v > 0 tel que nF**7 (h,) — +oc, alors pour tout
fi=tg =2 [M"Qt—“l} il existe une constante K telle que pour tout le N et he R on a :

n
> Wi,
=1

!

Preuve du Lemme 6.2 : On s’inspire d'une preuve de [18]. On va décomposer la preuve
suivant les valeurs de g. On démontrera le lemme par récurrence pour des puissances paires :
g=2m=2 {m;”z(‘—“l], si (9) et (10) sont vérifiées.

A partir de la majoration pour les exposants pairs on déduit celle pour les exposants
inférieurs grace a une inégalité de Holder.

} < K (g) (nF (ha))? .

Preuve du lemme pour ¢ = 2m : Pour simplifier les notations on définit pour tout i €
N*, Watin, = 0p.s.. Commengcons tout d’abord par remarquer que dans notre cas les valeurs
absolues ne sont plus nécessaires et développons. On notera dans nos caleuls C§} 9% % =

—2m)l_os coefficients du multinome.

q1lgal...qx!
2m v 2m
= E|[[Y Wi,
=

el ¥ omeew][wa,

95,271 95;=2m =t

E

i Win,
1=1
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On fait la décomposition suivante :

2m

2m
w| | = E[X T e ¥ [Iwn
E=1 {qj qj>1 1<i)1 < <ig<n j=1
k
Zj=1§'j:2m

k
Z 7 ot Y E([[wE.|@)
{q,, Tl 1<i <—<ipsn | i=1
Z;=1‘JJ =2m

On continue ensuite par I’étude de la partie finale de 'expression précédente.

3) HWS’. < T k[T
j=1

1<i1 <+ <ip<n 1<iy < <ig<n

n k
L > E Jl;[ Wf’+ZJ =

=l 1<e; eq....,Lp—1 SN

A

IA

On va montrer par récurrence sur m que cette derniére majoration est bornée quelque
soient k et g;,1 < j < k de la maniére suivante :

k
(Hp) : Vk < 2m, Vg €N, Y q; =q<2m,3C1,C; >0, ¥n €N,

=1
> X HWQ’ || £CLOF (ho))E
i1=11<ej,e3,..,6—1<N

On va dans un premier temps montrer que dans le cas ot m = 1 'hypothése de récurrence
est vraie.

Preuve de (H;) : Dans le cas ot m = 1 on peut avoir ¢ = 1 ou ¢ = 2. Dans un premier
temps notons pour tout m € N, si ¢ = 1 alors la majoration est vérifiée puisque les W, p,
sont centrés. En effet ¢ = 1 implique ¥ = 1 on a donc :

n|E[Win ]l =0 < Cy (nF (hn))}

On peut montrer assez aisément que (H ) est vérifiée lorque g = 2 en utilisant notamment
les hypothéses (9) et (10) qui permettent de contréler les covariances. Dans la preuve du
Lemme 6.1 on a montré que

Z]E W2, ] < C nF (hs).

Il nous suffit donc de montrer que

3 Y [EWin, Wisin,ll < C nF (hn).

i=11<5<n
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Pour ce faire, pour toute suite u,, on peut faire la décomposition suivante :

Z Z |E [Win, Wisin,]l < A+ B,

(22)
i=11<j<n
ot A=301 3 cicu [EWin, Witsn, )l et B=3 1) Y v <i<n—1 B [Win, Wiginal-
Etudions tout d’abord A :
2 i d(X1.2 2
d(X;,x) d(Xit,) E[K( 5 )]
A< zzman( )K( ;
; 1<jSu, - hn b F (hy)
n i i d( X1,z 2
b3 (2 o (4o C{”K(LHJH)
: : N
i=11<j<un z
=4 o d(X;,x
. : 4(Xe.2) d(XW 2 ,_ t[YlK(J)ﬁTl)]
il Ll Sl e F(h F ()
i=11<j<u, - L
E d an) z+J!I) Xl - )] E [YIK (d()rfl x))]
+ E \Yzﬂl K
Siijen, F (hn)
o . {K(d(Xt,z))K(d(XHJ m))}
» b, i
i=1 1< <un
< CY), ) 6(h)
i=1 1<) <un
< CnunB: (hy) . (23)

On obtient la quatrieme ligne avec les hypotheses (2), (6), (9) et (8) en conditionnant par

(Xi, X;)-

Obtenons & présent une majoration pour B. Une application de I'inégalité (15) pour des
variables a-mélangeantes qui ont des moments d’odre p donne

. .
|E[Win W)l < Cla(li— )7 F(ha)?.

Par conséquent on peut majorer B. On a pour tout 5 suffisamment petit :

B

puisque — (p 2

IA

IA

IA

=

Y S MWl

i=1 un<j<n-1

IR
i=1 up<j<n-1

CF (hy)? n

a()]F F (ha)?

b

up<k<n-—1
__‘;_“‘Fp"g}-l;;.]

a(p-2)

k™7

=

>

Un<k<n-1

(24)

+ 147 < 0 pour 5 > 0 assez petit d’apres (10).
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En combinant (22), (23) et (24) on obtient

n

Z Z “E[vvzhn z+]hﬂ]|<cn (unGZ(h )+F(h) Un

i=1 1<j<n

ET%)

ﬂp;_n_,_;_,,)

On prend u, de facon & équilibrer les deux termes de droite :

v = {F (b)) T
(02 (k)57

On a done
n 2 a(p—2)—np—p
Z B [Wipa Wisshall < Cn(F (ha) T O (hy) 075
ey e 34+ (1+v)(alp=2)~np—p)
< Cn(F (hn)) LS
< On(F (ha))
< CnF(hn)

On finit la preuve en remarquant que pour i > 0 assez petit 2—p+v(a(p—2) —np—p) > 0
d’aprés 'hypothése (10) et que F (h) < 1.
O

On vient de montrer que '’hypothése de récurrence est vraie au rang m = 1. La prochaine
étape est de montrer qu'elle est héréditaire.

Preuve de I’héréditarité de (H,,) : On va maintenant supposer que ’hypothése de récur-
rence est vérifiée au rang m > 1 et on va démontrer qu’alors elle est vraie au rang m + 1.
L’idée est de faire le méme type de raisonnement que dans la preuve de (H;). On va utili-
ser des inégalités sur les covariances de variables aléatoires a-mélangeantes en prenant bien
soin de choisir les indices les plus éloignés possibles. On se fixe k < 2m + 2 et le vecteur
d’exposants ¢; € N*,1 < j < k tels que ¢ = Z;;l ¢; < 2m+ 2. A cause d'une précédente
remarque on peut aussi supposer que g > 2 puisque si ¢ = 1 la majoration a démontrer est
toujours vérifiée.

n k
=|[we

Z Z i1 +Zf;11 e1,hn

i1=11<ey,€2,....ep—1512 j=1

n k=1 n k
P39IP v - -
= E un_Z( 1o (25)

=ls=1e,=11<¢;<es,j7#s j=1

Pour plus de clarté, on s'intéresse dans un premier temps a la majoration de la partie finale
du membre de droite de I'inégalité précédente.

n n k
= |TTwe
Z Z Z . “"’El 1 €y hn
h1=les=11<e;<e,; j#s J=1
n Up k k
=R 3 Elw D e s
- 1+ et hn + nd—}: L enhn
i1=les=11<e;<e,,j#s =il i1=les=un+11<e;<e,,j#s j=1

Il

A+B. (26)
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On va étudier et borner séparément 4 et B. En ce qui concerne A, comme les indices des
variables sont pas trés éloignés on utilise les hypotheses (9) et (10).

k

= q
A = ZZ Z E|E HW13+§:: leih |X€1»Xz'1+ela--‘1 X‘i1+}:f:'le
i1=1es,=11<e; <e,,j#s j=1
n Up
S €23 X k)
i1=les=11<e;<es j#s
< Cnuﬁ”lFl""’" (). (27)

Passons maintenant & une majoration de B qui utilise I'inégalité (15).

n n 2 k
By Y X (E[Iw e| I we
- ( t +Ev 150 n 143 lev An
11=les=un+l 1<e;<e,,j#s s=it j=s+1
k
T a0y Ereeridu g
S s Pt T B ;
+ a(is) » g HWq H W ok
i S e h ; 11+37 ] euibin
j= j=s+ p
Tl Tiset1 9
n ] n k
=N E[IWY 5 3 e
= i1+3032] evibn | | - DR ey iy
1=11< Jj=1 ip=11<e; <n,j>s J=s+1

+ Y Z Z a(es) " F3 (k)

i1=1es=un+11<e;<e,,j#s

< B+ B;

Pour continuer et majorer By on fait le constat suivant : de deux choses I'une, soit s = 1 et
g1 =1lous=k—1et g =1 et alors l'une des deux espérances est nulle car les W; ; sont
centrées, soit I'hypothése de récurrence (H,,) permet d’obtenir les majorations suivantes oti
les K; sont des constantes indépendantes de n :

8

Ky /rF ()= (28)

12— l<e; J<s 3 ]]::-Il Wij“'Zi;; elhn =
Z Z E ]__[ u/ ‘?J ZJ ek = K? mztm:*} ‘i'v- {29)
ig=11<Le;<n,j>s j=s+1 =s+1 Evsfin

En effet, on peut montrer que dans le cas ol aucune des espérences n’est nulle, on a s < 2m.
On a directement s < k—1<2m+2-1=2m+1.Sik=2m+2et s =k —1 alors
g; = 1,V1 < j < 2m + 2 et alors la seconde espérance est nulle. On a donc k < 2m + 2 ou
§ < k—1et donc s < 2m. On peut montrer de la méme maniere que k— s < 2m. On montre
également que lorsque B; # 0, on a Y ;_, ¢; < 2m (on sait que ZLI g; < 2m + 2 et que
E;:s“ g; = 2 puisque soit s < k — 1, soit gx = 2) et Zf=s+1 q; < 2m. A partir de ce qui
précede on remarque que soit By = 0, soit ¢ > 4 (puisque E;=s+] g; = 2et ijl gy = 2).
Tout cela nous permet d’appliquer (H,,) pour obtenir les majorations précédentes. A partir
des inégalités (28) et (29) on aboutit & :

Bi < K3\/nF (hn) (30)

|
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La derniére ligne provient du fait que g = Zle g;. L'hypotheése (10) permet d’obtenir que
si ) > 0 est assez petit,alors k — 1 —a®24 +1n < 0 et d’aboutir & la majoration suivante (ol
C' ne dépend pas de n) :

n
By, < n Z 7;5_2(1' (is)%‘F% (hn)

< Cn Z ik72—aE;’:-3+1+7?1-—1—17F% (hn)
1=Un
e "
< On(un) P F RS () 30T
< Cn(u)! TR (hy). (31)

On peut facilement voir que les majorations (27) et (31) sont respectivement croissantes et
décroissantes par rapport & u,. L’idée est maintenant de choisir u, de facon & équilibrer les
ordres de grandeurs de ces majorations. On choisit donc

g—p(1+vyg
Up = (F(hn))?(P_-Lﬂ—_w% .
Avec ce choix de u,, on aboutit & la majoration suivante :

(k=1)[g—p(1+¥
A+By; <Cn(F (hn))—#&z p_q)_qpk}l+1+w¢ )

En utilisant (10) on peut voir que (k—1)[g—p(1+ )] + vk (a(p—q) —np) > 0 si 5 est
assez petit et on a donc

A+ By < CnF (hy). (32)

On déduit aisément de (25), (26), (30) et (32) la majoration suivante

k
n 3 E|]] WL LT < K4\/nF (hy) +KsnF(h,)  (33)
128 iz iy <n | | 721 s g
< CivaF M) (34)
La derniére ligne provient du fait que g > 2 et nF (h,) — +oc. O

On en conclut donc que la propriété (H,,) est héréditaire et donc quelle est vraie pour
tout m € N* tel que m < [T’—"g(i—“l] sous les hypotheses (9) et (10). On conclut directement
4 partir de (34) et (21) que

2m

E < G (nF (ha))™.

n
2 Wan,
i=1

|
O

Ainsi (17) est établie et la preuve de ce lemme peut étre achevée comme celle du Lemme
2.3 O
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Preuve du Théoréme 3.1 : On remarque que E[f (z)] = r () +B,+o0(h,)+0 (#h))
(voir [8] pour plus de détails dans le cas indépendant). De plus ceci reste vrai sous nos
hypothéses lorsque v > 1 (par conséquent E [ (z) |X1,..., X,,] € M p.s.) avec la méme

décomposition et les résultats de [5] concernant la variance fe i (x) et la covariance de f (x)
et de g (x).Done

ﬂF(h-n)‘Ml"

On a done que Uy, i= 1/ 25020 (7 () — E[f (2)]) = Zn+0(1) puisque y/nF (hn)hin < C et

202
par conséquent, lorsque [ € N, U!, est uniformément intégrable et converge en loi vers W' ofl
W est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite puisque (Zn)l posseéde ces propriétés.
En effet, [U,|' < 2/1Z,|' + 0(1) et ce majorant est uniformément intégrable puisque |Z,|"
I'est . De plus il est clair que U, converge vers W en loi 4 cause de la convergence de Z, et
comme x — z! est continue sur R on en déduit que U4 converge en loi vers W!. On obtient
donc de la méme maniére que dans la preuve des Théorémes 2.1 et 2.4 :

l
3 (1/%( (z) ~E[f ()1)) e g (W]

On peut obtenir des résultats similaires avec les valeurs absolues et sans supposer que [ est
entier. En effet, pour tout [ € [0;p], |Un|t est uniformément intégrable et converge en loi
vers {W\z ot W est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite puisque |Zn\l a ces
propriétés. On obtient donc de la méme maniére que dans la preuve des Théremes 2.1 et

il
1

s [\WV] )

Preuve du Théoréme 3.2 : Preuve de (i) : On part du fait que

2
T, =‘\/%(m>—r(wn

Les Lemmes 2.2 et 2.3 ou 2.5 et 2.6 montrent que |Z,|? est uniformément intégrable et

que Z, converge en loi vers W. L’hypothese (7) permet d’obtenir que ¢, = %

est borné par une constante C'. Une des conséquences de ceci est que T}, est uniformément
intégrable puisque 'on peut montrer que

q

nF (hn) M 1
= L T
Mzaf =

Zn+

nF (hy) M2

q
Mza'z +2q|Z‘nlq|

TiL o5 DI By

et remarquer que le majorant est uniformément intégrable. D’autre part on se fixe € > 0 et
on fait la décomposition suivante :
E “Zn - Cnlq] —E [“V * <n|q]
= E[|Zn+ 'Yz, <] —E[[W + Gl Liwi<u]
+ E[|Zn+ Gl Yz om] —E[IW + Gl Lwi>m) (35)




63

Dans un premier temps on remarque que |Z,| > M (respectivement |W| > M) implique que
|Zn + | > M — C (respectivement |W + (| > M — C). On peut donc majorer la derniere
ligne de (35) :
[E[12n + Gal* Liza>m] — E[[W + Gal? Liwis>n] |
< E[|Zn+ 6l Yz, 4¢a>m—c] FE[IW + Gl Lwaca>m—c] -

Enfin, I'uniforme intégrabilité de 7}, et de |[W + (,|* permet d’obtenir pour M assez grand
(M > My), les majorations suivantes :

: & 5 €
limsupE [|Zn +6nl? 1z, 4¢ni>M—c] < =, limsupE [|W + ¢, 1|W+,;“|>M,C] < =. (36)
n—+o0o 3 n—+00 3

On introduit la famille de fonctions Fo y = {f; M (2) = Lgenmr 2+ €%, (¢ < C} On uti-

lisera le lemme suivant :

Lemme 6.3. Soit f: R — R une fonction continue et soit
Fenug = {fen (@) = Yzj<arf (& +C),

Si Z,, converge en loi vers Z (dont la loi n'a pas d’atome) alors

sup |E [fem (Zn)] —E[fe,m (2)]| = 0.
¢lsC

Preuve du Lemme 6.3 : On va s’inspirer trés fortement de la preuve du Théoreme de
Helly-Bray ou Portemanteau. Par soucis de clarté on notera f. = f¢ ar. Remarquons tout
d’abord que puisque f est continue, elle est bornée et uniformément continue sur tout com-
pact done¢ notamment sur K = [-M — C; M + C] :

Ve > 0,385 >0, Vz1,22 € K, |21 — 22| < b5 = |f(21) — f(22)| < e
En notant que f¢ (z) = f (2 + ¢) si [z| £ M, on a pour tous z1, 23 € [-M;+M] :
|21 +¢ = ¢ — 22| = |21 — 22| < b5,e = |f¢ (21) = fe (z2)| = |f (1 + () — fz+ ()| <e (37
Soit € > 0 fixé. Comme [—M;+M] est un compact, on peut le recouvrir par un nombre fini
d’intevales A; de longeur strictement plus petite que dy,. :
[—M;+M] CJ_; A}, V), 21,22 € Aj = |21 — 22| < bp.c.

Pour toute fonction f. 'idée est de construire & partir de la remarque (37) une fonction en
escaliers f¢ . telle que sup, |fe (2) — fe.c (2)] < €. On la définit de la maniere suivante :

feue(z ch %) Lmmaa (2) 14, (2),

7=1

ol z; est un point de A;N[—M; M]. Pour obtenir le résultat recherché on fait la décomposition
suivante :

i?&%iﬁlfc (Zn)] = E[fc (2)]
_ |Cslu<% E (£ (Zn)] = E[fe.e (Zn)] + E[fe.e (Zn)] — E[fe,c (2)] +E [fe.e (2)] —E[f¢ (2)]]

< sup [E[fc (Z)] — Elfce (Za)]l + sup [E[fe.e (Za)] — E [fc.e (2)]]
Icl<C lcl<c
+l?|u<1:(': [E [fe,c (Z2)] —E[fe (2)]
< 2+ sup [E[fee(Zn)] = E[fee (2)]]. (38)

[Kl<c
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On obtient la derniere ligne en utilisant que f. est proche de f¢. Pour conclure il faut
montrer que le dernier supremum tend vers 0.

sup ![E [fC.E (Zn)] =1 [fC‘c (Z)”
IKl<C

= sup
[¢l<C

o
E [Z Fe (23) (Lasni-maa) (Zn) = La,n= a0 (Z))] ‘
=1
o

= sup D |fc ()| [P (Zn € 43N [-M;+M]) —P(Z € A; N [-M; +M])|

I<1<C =3

i
— () (Z [P(Zn € AN [-M;+M]) -P(Z € 4; N [-M; +Mf}))
j=1
= gl
Les dernieres lignes proviennent du fait que f est bornée sur K et que puisque Z, converge
vers Z en loi chacune des quantités P (Z, € A; N[-M;+M]) — P(Z € A; N [-M; +M])

converge vers () lorsque n — +oc car la loi de Z n’a pas d’atomes. On en conclut done que :

Ve > 0,3No,Vn > No, sup |E [fe.c (Zn)] — E[fee (2)]] <e. (39)
I¢l<C

On obtient directement en utilisant (38) et (39) que

Ve > 0,3Np,¥n > Ny, sup [E[f; (Z.)] — E[fc (2)]] < 3¢,
Kl<c

ce qui acheéve la preuve.

O
En appliquant le lemme précédent a la famille F¢ ps on en conclut que, pour tout M :
[E [fenps (Zn)] = E [fe, 00 (W)]| < o B [fe,m (Zn)] = E[fe.nr (W]
= o (1)
Par conséquent il existe Ny tel que pour tout n > Ny on a
B Feu, (Z0)] = Efeome (W) < 5. (40)

On aboutit ansi a partir de (35), (36) et (40) & la conclusion suivante :
Ve > 0, 3N, ¥n = No, |E[|Zs + Gl*] = E[|W + G| < e

Ceci acheve la preuve du (i). Avec un raisonnement identique on peut obtenir des résultats
semblables sans les valeurs absolues lorsque ¢ € N. Il suffit d’utiliser le lemme avec la famille
{femr (@) = Ligem (@ + €)%, €| < C} et de remarquer que

|E[(Zn + ) Yizoi>m] | SE[|1Zn + Cal* Lz, 5 1]
Od

Preuve de (ii) : Dans le cas ol g est un entier pair 'erreur L7 est le moment d’ordre g de
7(z) — r(z); on peut donc se passer des valeurs absolues. On va montrer un résultat plus
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général que (ii) : sans les valeurs absolues et pour ¢ = [ entier quelconque. On a comme
conséquence de la deuxieme partie de la preuve de (i) le résultat :

!
MQU? It
i KW\/ AT +Bn) } o ((nF(hn))' )

l Moc? £ 1—k !
Ck]E WR: # Bn B En e
g l [ ] ( RF(hn) Mrl?) ( : i ((nF (h’”))i)

k=0

E[(7(2) - r @)]

%

On peut & présent remarquer que les moments impairs de W sont nuls tandis que ceux

d’odre 2p valent 2&,%!. On en déduit aisément que l'on a :

E[(7(2) -7 ()]

] 2 P =2
2p M2Ue (2p)! L/ % ;
i (anmn)) 2 (90 Mlh“) H((nF(hn))‘f)

wf~

Il
=

p=0
e N PR hi-% 1
-2 (5) (2¢0)  ammwmar ((nF(h)))
Oy Y ACA e C O i 1
N M (= 29)p12 (nF ()" ° (m) ‘
Ceci acheéve la preuve. En effet il suffit de remplacer | par 2m pour obtenir (ii). O

Preuve de (iii) : On déduit du (i) que

2m+1 2m+1
i . M;o? MnF (hn
Bl ) S n (e S ( an;“o(hn)) E[ ;fw(g B W ]
+o (_——Mu—l )
('RF (hn))m+‘% .

Pour simplifier les calculs on introduit la notation

| M2nF (hy)
Ua = || B

Il nous faut donc exprimer plus précisément 'espérance de droite.

o, e 5
]E[UR+W2"‘“] = —f FII g AT R Uit = g
| | % ( ) = o ( ) o

2m+1
= Z C§m+1 (Un)2m+]_k Iy,
k=0
ou

=Un .,k — %2 +oo  k— X

wre 2 w e 2
= *f dw +f dw.
= V2T U, V27

On utilisera le lemme suivant ;
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Lemme 6.4. Pour tout k entier naturel on a :

I = 2 : yak-s) 2K
2k+1 - H)ZD mu
=
I = 29 (Ua) 3" (Ut @O =gty (2R)
2 = —2g( Zu(n FREE—) T [ (n)_]Qkkl
=

avec la convention qu'une somme sur un ensemble vide d’'indices est nulle.

Preuve du Lemme 6.4 : Par des arguments de parité, on voit aisément que :

[t}

w? W

LIPS TR k€T
ng=2f W ——dw et I —-2/ w dw.
0 v 27 S I \/27‘1’

On va raisonner par récurrence sur k. Etudions tout d’abord les Iay.

Pour k = 0, il est évident que Iy = 2G (U,) — 1.

On suppose que la propriété est vraie pour k = r, et on veut montrer qu’elle est vraie pour
k=r+1.

Un =
e
Lo, = Qf wirt1) dw
2(r+1) A o

nﬁa

=
_ _wtrt & r
= Q[u \/Q_T_r_ 3 +(2 +1)12r
r— 8 | !
= (2r+1)(-2¢ Un)Z(Un %Hzc(m—ll (221;)1
*29 (U’n) U3r+l

. = (rH—i-1 R+ 1)1 (r 41— )1

Py — fQQ(Un)jg(Un) o 2t (r+ D) (2(r+1—j))
(2(r+ 1))
+ 26 W) =l ey

La propriété est donc héréditaire, vraie pour k = 0 donc vraie pour tout k € N. On établit
le résultat pour Iox1 de la méme maniére. Il est clair que I; = 2g (U,,) et d’autre part

Ly = 2EgU) +2(r +1) L.
a

En remplagant I, par son expression, on obtient en gardant comme convention qu’une
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somme sur un ensemble d’indices vide est nulle :

m

E [|Un n W‘2m+1:| _ Z [sz+1 (Un )2(m~—k)+1 e +C§§;11 (Un)Z(m—k) e
k=0
(2k)! -k
S JCARE e MR- Y
k=0

mo 2Kk
+ 29(Un){ Z ()™ 2 2022::111 257 (k— j)!

m—1
i) (2k)12%=3 (k — j)!
720 J ;};10"’“*1 PRG-I )
=[2G (Un) = 1) Pam+1 (Un) +29 (Un) Qams1 (Un)

On en déduit facilement le résultat recherché.

Ainsi s’acheve la preuve du Théoreme 3.2. o
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