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Résumé — il s’agit du calcul d’une borne de Cramér-Rao Bayesienne (BCRB) associée a l’estimation
des gains complexes pour un canal évoluant dans le temps de type Rayleigh et de spectre de Jakes. Ce
type d’estimateur est présent dans les récepteurs OFDM qui sont soumis a un fort étalement Doppler.
Une expression analytique de la BCRB est détaillée, permettant une analyse des performances optimales
en terme d’Erreur Quadratique Moyenne qu’'un estimateur efficace peut atteindre. La borne d’estimation
BCRB est donnée sous forme analytique, puis sous une forme approchée (modifiée), plus simple & évaluer,
pour les scénarios «en-ligne» et <«hors-ligne» et, avec et sans connaissance des symboles OFDM (DA:
data-aided et NDA: non-data-aided)

Abstract — In this paper, we consider the Bayesian Cramer-Rao bound (BCRB) for the dynamical
estimation of multi-path Rayleigh channel complex gains in data-aided (DA) and non-data-aided (NDA)
OFDM systems. This bound is derived in an on-line and off-line high Doppler scenarios assuming time-
varying complex gains within one OFDM symbol, assuming the availability of prior information. In NDA
context, whereas this true BCRB is hard to evaluate, we present a closed-form expression of a BCRB, i.e.,
the Modified BCRB (MBCRB). We discuss, based on the theoretical and simulation results, the benefit of
using the a priori information and, the past and the future observations for the complex gains estimation.

1 Introduction les retards connus a la réception, une catégo-
rie d’algorithmes cherche a estimer directement
les variations temporelles des gains complexes
dans les systemes OFDM [2] [3] [4]. Les per-

formances des systemes OFDM sont fortement

Dans le cas des systemes de communication
radio-mobile large bande a modulation OFDM,
lorsque le canal a des variations temporelles a

Iinterieur d’'un symbole OFDM, l'orthogona-
lité entre les sous-porteuses est brisée, ce qui
entraine de I'Interférence Entre sous-Porteuses
(IEP), et de fortes dégradations des performances
d’estimation du canal et de détection des sym-
boles. L’estimation dynamique du canal [5] est
une fonction fondamentale, puisque le canal ra-
dio est sélectif en fréquence et variant avec le
temps. L’estimation du canal peut se résumer a
estimer certains parametres physiques de pro-
pagation, tels que les retards et les gains com-
plexes des trajets. Dans les transmissions radio-
fréquences, les retards sont quasi-invariants sur
plusieurs symboles OFDM, mais les gains com-
plexes peuvent changer de maniere significative,
méme a l'intérieur d’un symbole OFDM. En
exploitant la nature du canal et en supposant

liées a la qualité de l'estimation du canal ef-
fectuée en téte de réception. Les performances
optimales qu’atteindrait un estimateur efficace
peuvent étre données par la famille des bornes
de Cramér-Rao. Dans le cadre du classique ca-
nal de Rayleigh, les parametres a estimer ne
sont plus déterministes, et une approche Baye-
sienne est nécessaire. La borne de Cramér-Rao
Bayesienne est alors adaptée & ce probleme.

Dans cette contribution, nous étudions la BCRB

relative a 'estimation des gains complexes d’un
canal de Rayleigh avec un spectre de Jakes dans
un syteme OFDM. On distingue deux différents
cas pour les variations temporelles du canal :
gains complexe «variant» et «invariant» dans le
temps a l'intérieur d’un symbole OFDM. Dans
[1], on a détaillé Iexpression de la BCRB as-



sociée a 'estimation des gains complexes inva-
riant dans un symbole OFDM. Concernant le
cas d’'un canal variant dans un symbole OFDM,
nous présentons les expressions explicites de la
BCRB et sa variante, BCRB Modifiée (BCRBM),
pour les scénarios «en-ligne» et «hors-ligne» et,
avec et sans connaissance des symboles OFDM
(DA : data-aided et NDA : non-data-aided).

2 Modele

Le modele considéré a la réception, apres I’étape

de FFT due a la démodulation OFDM peut se
résumer [3] pour chaque symbole OFDM a :

Yoy = Hm) Xm) + W) (1)

olt X(p), Y(n) €0 W(y) sont des vecteurs N x 1
contenant respectivement, pour I’ensemble des
N sous-porteuses du n-eme symbole OFDM, les
symboles émis (variance unité), les symboles es-
timés en sortie de FFT, et les échantillons de
bruit blanc complexe Gaussien (variance o?).
La matrice N x N du canal équivalent, H,),
contient la moyenne temporelle des gains en
fréquence du canal [H(n)} g SUT la diagonale,

et les coefficients de I'IEP [H(n)]km, k # m,
ailleurs, donnés par :

[H(")}k,m =
L N-1
L —jen (2t - ym n jom kg
N Z e N T2 Z o) (qTs)e N (2)
=1 q=0

ou L est le nombre de trajets du canal de Ray-
leigh, a; est le gain complexe du [-éme trajet,
71 est le [-eme délai normalisé par la période
d’échantillonnage T (donc 7; n’est pas entier).
Les L gains complexes sont non corrélés Gaus-
siens complexes avec un spectre de Jakes, i.e.,
E[ay(q1Ts) o (g2T5)] = 02, Jo (27 faTs(q1 — q2))
ou fy est la fréquence Doppler maximale et Jo(-)
est la fonction de Bessel d’ordre 0. La puis-
sance totale du canal est normalisée a 1, i.e.,

L 2
El:l Uaz =1

Etant donné que le nombre d’échantillons Lv
(v = N + Ny, Ny la longueur du préfixe cy-
clique) des gains complexes & estimer est supé-
rieur au nombre d’équations d’observation N,
il n’est pas efficace d’estimer les variations tem-
porelles des gains complexes a l'intérieur d’un
symbole OFDM en utilisant directement le mo-
dele d’observation (1). Nous avons plutét inté-
rét a représenter les variations temporelles des

gains complexes a l'intérieur d’un symbole OFDM

par un modele plus compact. Cette modélisa-
tion nous permet de mener le calcul de BCRB
qui ne nous avait pas paru faisable directement.

La variation temporelle de chaque gain com-
plexe (dans un symbole OFDM) est modélisée
par un polynéme donnée par [2] :

o = agh +g" = QT +g" @)
1
G~ (o) e ¥
T
avec ¢\ = [cgrfl), ...,cg\ri)ﬂ sont les N, coeffi-

cients de la courbe polynomiale, Q est une ma-
trice No x v d’éléménts [Qlx,,, = (m — Ny —
1)1 ¢ ¢ est I'erreur du modele de ma-
trice de corrélation donnée par :

E[ (m) l(nme]

- L -SRYWL-ST) )

MMSE”

avec s = Q" (QQ") ' Qet RY) =B {O‘E")aE"”’)H]

ou [Rg)l)]k,m = o'glJO 27 faTs (k —m +p’U)> .

Dans le cadre de cette régression polynomiale,
le modele d’observation dans (1) pour le n-ieme
symbole OFDM peut étre réécrit comme :

Yy = Kwm) em)+wWm) (6)
T T
olicy) = [c§") N c%n) ] est un vecteur LN, x

L et ICy,) est une matrice N x LN, qui dépend
des délais et des symboles émis [2].

3 Expression de la BCRB

Soit €(y) un estimateur sans biais de ¢ en
utilisant I’ensemble des mesures y. Deux stra-
tégies d’estimation pour c sont traditionnelle-
ment envisagées : la premiere est basée sur un
traitement «hors-ligne» alors que la seconde uti-
lise un traitement «en-ligne». Dans un scénario
«hors-ligne», le récepteur attend l’acquisition
d’un bloc complet de K observations, i.e., y =

[y(l)T7 - y(K)T]T, pour estimer ¢ = [C(l)T, N TS

Dans un scénario «en-ligney, le récepteur estime
C(n) en utilisant seulement les échantillons pré-
cédemment acquis [y(l)T, ...,y(nfl)T]T et I’ob-

T]T.

servation courante y ., , i-€., ¥ = [y1)” s ¥ () |”

La BCRB est I'inverse de la Matrice Bayesienne
d’Information (MBI), notée ici B, qui peut étre
écrite comme suit :

B = Ec[Fi(c)] + Ec[ — AS In(p(e))] (7
Fi(c) = Eyc[ - AL in(p(ylo))] (8)
avec p(c) est la probabilité a priori et Fi(c)
est la Matrice d’Information de Fisher (MIF).
AF est l'opérateur de dérivée partielle du se-

o o2 i
fom = OTyT 0l En utili

sant les propriétés de la transformation de pa-
rametres définies en [6] et la relation (3), on

cond ordre, i.e., [A;,‘]



peut déduire a partir de la BCRB pour c, la
BCRB de a = [a)7, ...,y T]7, ot ey =

T 71T
[agn) ,...,oc(L") ] , comme suit :
BCRB(a) = (Vcapel) BCRB(c)(Veay,) + E[¢6"]

= Q BCRB(c) Q" + MMSE
9)
ol Vx est l'opérateur de dérivée partielle du
premier ordre, Q = blkdiag{QT,...,QT} est
une matrice K Lux K LN,. Le calcul de la BCRB
«hors-ligne» et «en-ligne» est donc donné par :

BCRB(a(n))horsfligne = FPI‘(BCRB(Q) [7,(77.),1(71)]) (10)
BCRB((k))en—tigne = TY(BCRB(Q)[i(K),i(K)]> (11)

avec i(n) = 1+ (n — 1)Lv : nLv la séquence
des indices ott n € [1, K] et X[ki:ka,mi:ms] la
sous-matrice de X des lignes ky a ko et des co-
lonnes my a ms. Finalement, on peut résumer
qu’a partir de la BCRB des coefficients polyno-
miaux BCRB(¢) on obtient la BCRB des gains
complexes BCRB(a). Dans la suite, on détaille
le calcul de la BCRB pour un systeme OFDM
sans connaissance des données (NDA). Pour le
contexte DA, on déduira I'expression de la vraie
BCRB a partir du calcul de la BCRBM obtenue
en NDA.

Calcul de E.[Fi(c)]
le bruit w = [W(l)T, ey W(K)T]T est blanc et les

symboles OFDM transmis x sont indépendants,
on peut écrire :

K
A l7L ylc) z{:

Il est important de noter que A¢ in(p(y|c)) est
une matrice K LN, x K LN, diagonale par blocs
dont le n-eme bloc de taille LN, x LN, est donné
par AEEW; In(p(Y(nylcm)))- En outre, en raison
de la circularité du bruit d’observation, I'espé-
rance de Acé"; In(p(y Y(n) |c(n))) par rapport Yn)
et ¢,y ne dépend pas de c(,,). On obtient donc :

: En utilisant le fait que

PYmylemy))  (12)

Ec[Fi(c)] = blkdiag{J,J,....dJ} (13)

ou J est une matrice LN, x LN, définie par :

Aci) n(p(y (o le))] (14)

En utilisant le théoreme des probabilités to-
tales, le logarithme de la fonction de vraisem-
blance dans (14)peut s’exprimer sous la forme :

= ln( Z p(y<n)\X(n)vc(n))p(x(m))

*(n)

J = Eyc|-

n(p(y (nylemy))

ou le vecteur y , sachant x(,) et ¢(,) est com-
plexe Gaussien de moyenne m,) = KC(,yc(y) et
de matrice de covariance o?Iy.

Etant donné que chaque élément du vecteur
m,,) dépend de toutes les composantes de x),
le calcul de J est une tache tres complexe. Par
conséquent, on se contente de calculer la BCRB
Modifiée (en fixant x(,)). En suivant le méme
raisonnement que précédemment, on obtient :

E.[G(c)] = I} (15)

ot G(c) est la Matrice d’Information de Fisher
(MIF) modifiée et J,, est une matrice LN, x
LN, définie et donnée par :

blkdiag { T, I, ...,

I = Eyxe[ = Ac) 1n(p(Y () Xy €()))]
= LB (K K| = waFIME (16)

ol M et F sont deux matrices de tailles respec-
tivement NN, x NN, et NN, x LN, définies
dans [2].

Calcul de E.| — A In(p(c))] : D’aprés (4), ¢
est un vecteur complexe Gaussien centré de ma-
trice de covariance R, de taille K LN.x KLN,,
onobtient donc: E¢[—ASIn(p(c))] = R;".
Ainsi, on obtient :

BCRBM(c) = (blkdiag T S, S, N e Rgl) -
a7)
et ensuite BCRBM () & partir de (9).

Dans le contexte DA, les symboles de données
transmis x(,,) sont connus au récepteur et donc
un moyennage sur les données n’est pas néces-
saire. Ainsi, la matrice J est calculée comme J,,
mais sans faire une moyenne sur les symboles
de données x(,) et par conséquent, cette ma-
trice dépend du n-eme symbole OFDM trans-
mis. D’ott, J(;,) est donnée par :

— 5 Fl MF(y (18)

1 H
Ty = SKmKm

N2 2
ol la matrice F,) est calculée comme la ma-
trice F mais en remplacant f; par diag{x(,)}f;.
A nouveau, la BCRB pour l'estimation de a
est obtenue & partir (9). Il est important de no-
ter que la BCRB pour l'estimation de a dans le
contexte DA dépend de la séquence des données
transmise x.

4 Simulations

Nous présentons des résultats avec un sys-
teme OFDM tel que : N = 128 sous-porteuse,
N, = 16 échantillons de garde. Le canal de Ray-
leigh est issu de [2] [1], il est composé de L = 6
trajets. On considere le cas d’un étalement Dop-
pler élevé 0.05 < f;T < 0.5et 2 < N. <5 pour
la modélisation polynomiale.



=@ BCRBM en-ligne

m— BCRBM hors—ligne K=3
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Longueur du bloc d’observation K

F1c. 1 — BCRB en fonction de K pour RSB =
10dB, fqT =0.1 et N, =2

Fig 1 représente les BCRBM «en-ligne» et «hors-

ligne» en fonction de l'indice temporel, pour
plusieurs longueurs de bloc d’observations K
avec fy1T' = 0.1, N. = 2 et RSB = 10dB. Concer-
nant le contexte «hors-ligne», les meilleures per-
formances d’estimation des gains complexes sont
atteintes en milieu de bloc, tandis que ’estima-
tion & la frontiere du bloc est la plus mauvaise.
De méme dans le contexte «en-ligne», lorsque
le nombre d’observation augmente, I’estimateur
prend en compte plus d’informations et de ce
fait 'estimation peut étre améliorée. Ainsi la
borne décroit et converge vers une asymptote,
due au bruit d’observation. Cependant, afin d’at-
teindre I’asymptote, il suffit d’utiliser seulement
les 3 symboles OFDM précédents pour un canal
a grande variation (fyT = 0.1).

On va maintenant étudier le comportement
de la borne en fonction de N, et du RSB sur
un bloc d’observations de longueur K = 10.
La Fig 2 donne la BCRBM, pour un fort éta-
lement Doppler fyT' = 0.5, en fonction de N,
pour RSB = 15dB, 25dB et 35dB. On observe
que, selon la valeur du RSB, la borne ne décroit
pas toujours en fonction de N.. Pour RSB =
15dB, 25dB et 35dB, le minimum de la borne
est obtenu respectivement en utilisant un poly-
nome de N. = 3, 4 et 5 coefficients. Cela est du
aux derniers coefficients qui sont négligeables
par rapport au niveau de bruit et seront mal
estimés en présence de bruit. Par conséquent,
afin d’avoir une bonne estimation des variations
temporelles des gains complexes en passant par
une approximation polynomiale, on peut opti-
miser le nombre de coefficients du polynéme en
fonction du RSB et de f47T'. Cette optimisation
donne le meilleur compromis pour limiter les
contributions de ’erreur de modélisation et du
bruit d’observation. On peut par conséquent in-
troduire une nouvelle BCRB (NBCRB), qui est
indépendante de N., définie comme suit :

NBCRB(a) = n}Vm(BCRB(a)) (19)

10~

—e—BCRB en-ligne K=10

—&—BCRB hors-ligne pour n=5 et K=10

RSB=15dB

—%

107°

EQM

10

RSB=35dB

2 3 4
N

c

Fia. 2 — BCRB en fonction de N, pour f;T =
0.5 et RSB = 15dB, 25dB et 35dB

avec n]zvm() est le minimum par rapport a N..
g

En conclusion, On a fourni des expressions de
la BCRB pour 'estimation des gains complexes
«variants» a l'intérieur d’'un symbole OFDM.
Nous avons proposé une nouvelle BCRB (NB-
CRB) et nous avons démontré qu’une bonne
estimation des variations temporelles des gains
complexes peut étre obtenue en choisissant le
nombre de coefficients de la modélisation poly-
nomiale selon le niveau de bruit et 1’étalement
Doppler. Ces bornes sont utiles pour analyser
la performance des estimateurs des gains com-
plexes pour les scénarios «en-ligne» et «hors-
ligne» et, avec et sans connaissance des sym-
boles OFDM (DA :data-aided et NDA :non-
data-aided) [2]. En outre, nous avons montré
Pintérét (et chiffrer le gain potentiel) d’utiliser
les symboles OFDM précédents dans le proces-
sus d’estimation du canal.
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