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Résune —Un probléme important en statistique est la détermimadioine loi de probabilité jointe a partir de ses lois magagées. Dans le cas
bidimensionnel, les lois de probabilite marginafeér) et f2(y) sont reliées a la loi jointg(x, y) par les intégrales suivant les lignes horizontale
et verticale (les deux axesety ). Ainsi, le probléme de la détermination diéx, y) connaissanfi (x) et f2(y) est un probleme inverse mal posé.
En statistique la notion deopuleest introduite pour obtenir une solution a ce problemeptéibleme similaire en tomographie a ray&nest la
reconstruction d’'une imagg(x, y) représentant la répartition de la densité d’'une quastitintérieur de I'objet & partir de ses deux projenso
horizontale et verticalef: (x) et f2(y). Il existe aussi un grand nombre de méthodes pour de tdidgunes fondées sur la transformée de Radon.
Dans cet article, nous montrons les liens entre la notiorogele et celle de la tomographie a rayon X et voyons si on piliger les méthodes
d’un domaine a l'autre.

Abstract — An important problem in statistics is to determine a joinblmability distribution from its marginals. In 2D case, theminal
probability density functiongi(x) and f2(y) are related to their joint distributiofi(x, y) via the horizontal and vertical line integrals. So, the
problem of determining (x, y) from fi(x) and f2(y) is an ill-posed inverse problem. In statistics the notiocafulais exactly introduced to
obtain a solution to this problem. Interestingly, this isca& problem encountered in X ray tomography image recartgtruwheref (z, y) is

an image representing the distribution of the material iigasid f1 () and f2 (y) are the horizontal and vertical line integrals. In this pape

try to link the notion of copula to X ray Computed TomograplBi{ and to see if we can use the methods used in each domaie dthér one.

zm

1 Introduction

Le motcopulevient du latin signifiantien, union En statis-
tique, une copule est une fonction qui relie une loi muligar
et ses lois marginales [9]. Les copules sont utilisees ganrs
sieurs domaines, en mathématiques financieres, scienges
ronnementales [6], en bioinformatique [5]. Il s'avere das
copules sont de puissants outils pour modéliser la strecta

dépendance entre deux ou plusieurs quantités et offlent p Probleme directe : Probleme inverse :
sieures possibilites dans la construction de la loi joip@ti- Donnéef (z,y) trouver  Donnéeg (x) et f2(y)
culierement avantageuse dans le cas des modéles noiegeuss fi(z) et fa(y) déterminef (z, y)
3,10, 11]. ) , _

Dans le cas 2D, en considérant la densité de probalilités FiG. 1 - Problemes directe et inverse

f(z,y) comme une image, les densités de probabilité margi-
nalesf;(x) et f2(y) sont les intégrales suivant les lignes hori-
zontale et verticale : nous représentons pgfx, y) la répartition spatiale de la den-
sité d’'une section de corps, un modele simple, liant ure pr
fi(z) = /f(x,y) dy et fa(y) = /f(x,y) dr (1) Jjectionpy(r) dans une directiof a f(x,y) est donnée par la
transformée de Radon :

On observe bien que le probleme de la déterminatiof(aey)

a partir def (z) et f2(y) est un probleme inverse mal posé [4].
Nous verrons plus tard que toutes les fonctions de la forme po(r)= /L fz,y) di @)
r,6
f(z,y) = fr(@) f2(y) Q(z, y) @) = flx,y)d(r — xcosf — ysind) dx dy.
ouQ(z,y) = c(Fi(x), Fa(y)), avecFy (z) et Fy(y) les fonc- R
tions de répartition d¢; (x) et def2(y) et ouc(u, v) étantune  Si maintenant, nous considérons seulement deux projectio
densité deopule sont des solutions a ce probleme. horizontaled = 0 et verticaled = x/2, nous aboutissons a

En 1917, Johann Radon introduit la transformée de Radodes relations entre les deux probléemes. L'objectif ppatide
[8] qui sera utilisée plus tard en tomographie [1] a ray®nSi  cet article est de montrer en détails ces relations. Nodrall



est alors organisé comme suit : Dans la deuxieme partigs noet donc

présentons brievement une définition, des proprietésussi
une méthode de génération d'une copule. Dans la trosie
partie, nous présentons les méthodes classiques destaoon
tion d'images en tomographie, fondées sur l'inversion ae |
transformée de Radon. La quatrieme partie se focalisdasur
présentation de la nouvelle approche que nous proposess, ¢
a-dire le lien entre les deux précédentes parties.

Enfin, on présentera quelques resultats préléeminairepea-
rant les differentes méthodes obtenues a I'aide de tagieiel
Copula-Tomographgn développement.

2 Copule

Nous donnons quelques définitions et propriétés impteta
des copules pour la suite. Premiérement, on noterd'pary)
une fonction de répartition bivariée, pfx, y) sa densité de
probabilité, parF; (z), F»(y) ses fonctions de répartition
marginales etf;(x), f2(y) leurs densités de probabilités res-
pectives et les relations suivantes :

Faw) = [ [ s dsa
flzy) = %;

A@ = [ 5 d = Flecoy
Faoly) = / f2(t) F(o0,y);
hw = 8D /fxy dy:
f2(y) 8F2 /fary

qui lient ces différentes fonctlons.

Copule bivariée : Une copule bivarie€' est une fonction de
[0,1]* dans|0, 1] telle que :

o Vu,v € [0,1],C(u,0) =0=C(0,v);
eVu,vel0,1],C(u,1)=u et C(l,v)=wv

o Yy, ug, vy, v avecl < uy < ug < letd < vy <wgy <1,
ona:

C(ug,v2) — C(ug,v1) — C(u1,v2) + C(ug,v1) > 0.

Théoreme de Sklar : Soit F' une fonction de répartition de
deux variables aléatoire’s etY ayant comme fonctions mar-
ginales univariéeg’ et F». Alors il existeune copuleC telle
que :F(z,y) = C(Fi(x), F»(y)). Réciproquement pour des
fonctions univariéeg’;, F»> et une copule’, la fonctionF’ est
une fonction de répartition dont les marginales sbnet F;.
De plus, si les fonctions marginales sont continues, atoce4
puleC estunique, et donnée par
C(u,v) = F(F{ ' (u), F5 ' (v)).

Définition 2.0.1. Densit de copule :

A partir du theoreme pécedent et, ené&rivant (4), ladensite
d’une copulebivariée est
0*C
dudv

(4)

f(F (), Fy ' (v)
i (FT ) f2 (Bt (v)

®)

c(u,v) =

[, y) = fi(z) f2(y) e(F:
Yu) ety = Fy ' (v).

Un exemple de copules usuelles est la copuled@pendance
C(u,v) = uv avec sa densité(u, v) = 1, (u,v) € [0,1]°.

Proposition 1. Une copule quelconqué(u, v), satisfait I'inégalite
W(u,v) < C(u,v) < M(u,v), @)

ou M (u,v) est lacopule de Féchet-Hoeffding minimalegou
copule comonotone) :

M (u,v) [0,1]%, (8)

et W (u,v) est lacopule de Fechet-Hoeffding maximal€ou
copule contra-monotone) :

W (u,v)

1(z), F2(y)) (6)

ouz = Fy

= min(u,v), (u,v) €

= max{u+v—1,0}, (u,v)€[0,1°. (9)

Il'y a plusieurs familles de copules parmilesquellesctgsules

archimédiennesqui forment une des classes les plus impor-
tantes (voir [7] pagd 09) généralisant les copules usuelles et
simple d’utilisation car s'ajustant a plusieures comporénts
de dépendance. Elles peuvent s’écrire sous la forme

C(u,v) = ¢~ (p(u) + ¢(v)) (10)

ou ¢(.) est une fonction strictement décroissante et convexe
telle quep(1) = 0 appelé la génératrice. La fonction de répartition
peut aussi s'écrire dans ce cas sous la forme
F(z,y) = ¢~ (o(Fi(2) + o(F2(y))) - (11)
Construction des copules par la nethode d’inversion : C’est
une méthode directement basée sur le théoreme de Eidait
donnéeF(x,y) la fonction de répartition jointe de deux va-
riables aléatoireX etY avecF;(z) et F»(y) leurs fonctions
marginales, toutes sont supposées continues, la copukseo
pondante peut étre construite en utilisant I'unique tiamsa-
tion inverse (Transformation quantile)= 7, *(u),y = F, *(v),

par
C(u,v) = F(F{ (u), Fy ' (v)), (12)

avecu, v uniformes sufo, 1].

3 Tomographie

En tomographie a rayons X pour une géomeétrie paraltgie,
a respectivement la transformée de Radon (TR) et son iewvers

p(r,0) = / flx,y)d(r — xcos® — ysinh) dx dy;
R2
ap(r 0)
f@y) = / / r—zcos@ y sin drd@ (13)

qui sont les principaux outils utilisés, pour la reconstion
d’'image. Nous présentonsici brievement les principaléthodes
classiques en tomographie a rayons X.



En commencant par decomposer la transformée inverse @ si on notef; = pg et fo = p./, nous déduisons des relations

Radon a I'aide des opérateurs suivants :

_ Ip(r,0)

DérivationD :  py(r) = o
T

Hilbert Transform : ﬁ(r’,é):l/ p(r,6) dr,
"l =)

L 1 T
Rétroprojectior3 : f(z,y) = 2—/ D(z cosf + ysind, 0) do.
0

T
Ensuite, en définissant
P(Q,0) = /p(r, 0) exp [—jQr] dr
et en utilisant les propriétés de la transformée de FoUriet
de la dérivatiorD :
P(Q,0) = QP(Q,0)
et les relations entre la transformée de Hillggret 7 :
P(Q,0) = sign (Q)QP(Q, 0) = Q] P(2, ),

nous obtenons facilement les relations suivantes :

f(a,y) = BHDp(r,0) = BF |9 Fip(r.0)
et la méthode classique &Retroprojection Filtee(RPF) :

(14)

p(r,0) | TF Filtre TFI
—

. p(r,0) | Rétroprojectior f (z.y)
Fi 1€

Fi! B

De méme, si nous définissons

b(x,y) = S / p(xcosd + ysinb, ) df (15)
271— 0
alors, il est montré que
b(z,y) = f(z,y) * h(z,y) (16)

oux est I'opération de convolution en 2D et

h(z,y) = 1/va? +y2.

Notant que.(z, y) décroit tres rapidement avee= /x2 + y2,
on peut uitiliserb(x,y) comme une bonne estimation ge
C’est la méthode de rétroprojection (simple RP). Enegéle,

suivantes pour le probleme inverse concernant la détextioin

de f(x,y) a partir def, (z) et fa(y) :
Rétroprojection :

Fl) = 3 (7(@) + o)) a7)

Rétroprojection filtr ée :

Of1 (ot Ofa (o
Fley) = % </%dx+/zy7£yy)dy> (18)

qui peut étre aussi implémentée dans le domaine de Fourie

Foy) = / eI sign (u) ( / =7 ) () dx) du +

—i—/e“”” sign(v) (/ eI fo(y) dy) dv
_1 / ety ( / eI f, () dx) du+
w4 [ermol ([ ar) a.

5 Utilisation des copules en tomographie

La définition et la notion de copule nous donne une possi-
bilité pour proposer une nouvelle méthode pour la tomegra
phie & rayon X. Considérons le cas de deux projectionssDan
ce cas, on peut proposer une premiere utilisation de lanoti
de copule correspondant a I'une des copules usuelles,-la co
pule indépendante. La méthode qui en découle est cella de
Rétroprojection Multiplicative RPM) :

[z, y) = fi(z) f2(y). (19)

Ce nom est choisi naturellement en comparant les deuxiegsat
(17) et (19). Les figures (voir Fig.2) comparant ces métkode
montrent qu’au moins une image obtenue par RPM est mieux
que la RP classique et s’ajuste tres bien avec les margir@ie
peut faire encore mieux si nous utilisons une autre copuée qu

dans les problemes de tomographie, si nous avons un gratal copule indépendante par la méthode d&édroprojection
nombre de projections uniformément distribuées sur terin Copule RPCO) :

valle d’angl€l0, 7], la méthode de la rétroprojection filtrée (RPF)
ou méme de larétroprojection (RP) simple, fournissettatenes
solutions. Mais, quand il y a seulement deux projections ces
methodes ne fournissent pas de solutions adéquates.

f(@,y) = [i(@) f2(y) ¢ (Fi(z), Fa(y)) - (20)

Ici, le choix de copule est équivalent & l'introductiorude
informationa priori sur la fonction a reconstruire. Nous sommes
entrain de chercher le lien entre les differentes copulésrea-
ture de l'informationa priori correspondante.

Atitre d’exemple, nous fournissons I'expression de la depu
gaussienne :

A ORI 9ng 42
A ds dt
UL Uy R Ee LA

[ee]

4 Lien entre la notion de copule
et la tomographie

Maintenant, considérons le cas particulier ou il y a sewst
deux projection® = 0 etd = /2. Alors

po(r) = [[ £estr— 5y wdy = [ fr0) ey
perar) = [ [ )it =y dody = [ o) ao

avec les valeurs du coéfficient de corrélatioe- —1,0, 1 cor-
respondant respectivement aux copuldd(u,v), I(u,v) et

M (u,v), etaussid = —L—.
1—p2



La densité de la copule gaussienne est :

2
cp(u,v) = Aexp {
Et donc la fonctionf (z, y) recherchée dans ce cas est :

(p21,2 2y2)

((px)? = 2pzy + (py)Q)} :

—2pxy +p
2(1 = p?)

avecd ! (u) = z et®!(v) = y. Dans ce cas, l'information
a priori apportee dans la procédure de l'inversion est laue
fonction recherchée est une gaussienne avec un coeffaéent
correlation égale a. C’est une informatiora priori tres forte
et pas réealiste en pratique.

nonn

f(x,y) = Afi(x) f2(y) exp {—

Originalel RPf (z,9) RPFf (z,y)
RPMfa“y RPCOfa“y

Or|g|nale2 RPf (z,9) RPFf (z,y)
RPM f(z,y) ~ RPCOf(x,y)

FiGc. 2— Comparaison respective entre RP, RPF, RPM et RPC(Qo]

sur deux exemples.

Nous constatons que les images reconstruites avec la RPM et
la RPCO sont mieux que celles obtenues avec la RP et la RAEZ]

De plus, les deux marginales sont aussi modélisées tefrec
ment. L'image originale est bien reconstruite dans le pegmi

cas avec la RPCO ou on utilise I'information a priori pottsur

la connaissance du coefficient de corrélation et le choilade
copule gaussienne. Mais comme on peut I'observer, dansle ca
du deuxiéme exemple avec seulement deux projections on ne
peut pas reconstruire un objet de forme complexe. Nous avons
besoin de plus de projections. Nous sommes en train d’'&tend
I'utilisation de copule pour le cas ou il y a plus de deux pro-
jections. Une autre voie a explorer est I'utilisation deégion
d’entropie comme informatioa priori qui a été déja utilisé en
[12].

6 Conclusion

Notre contribution principale dans cet article est de teuv
un lien entre la notion deopuleen statistique et la tomogra-
phie par rayon X. Pour cela, nous avons présenté briemem
les copules bivariée et le probleme de la reconstructiomedje
en tomographie. Nous avons alors établi un lien entre leg de
probléemes de i) détermination d’'une densité de prokéldinte
bivariées a partir de ses deux marginales et ii) la recoost
tion d'image a partir de seulement deux projections, loriz
tale et verticale. Nous avons montré que dans les deux cas,
nous avons le méme probléme inverse de déterminatiamed’u
fonction de densité bivariée (une image) a partir desgreles
linéiques. Nous travaillons toujours sur cette idée esagant
de la généraliser, au cas de plusieurs projections.
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