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1 DEFINITIONS ET RESULTAT PRINCIPAL.

Nous définissons les doubles sommes de Sylvester et les sous-résultants et donnons quelques unes de
leurs propriétés.

Le résultat principal de 'article est de préciser les relations entre ces deux notions.

Soient A et B deux familles finies d’éléments d’un corps K, de cardinalité m et n ; on définit le résultant
de A et B par

RAB):= ][] (a-b).

acA,beB
Notons que si AN B # 0,
R(A,B) =0,
que
R(A, (Z)) =1,
et que

R(X,ANB) = ged(R(X, A), R(X, B)).

1.1  Doubles sommes de Sylvester.

Si A est un ensemble fini et C est un sous-ensemble de A de cardinalité p, on utilisera la notation.
cc,C

Si A et B sont deux ensembles finis et p et ¢ deux entiers vérifiant p + ¢ < min(#B, #A), on définit
la double somme de Sylvester d’exposant (p,q), notée Sylv? par

R(C,D)R(A\ C,B\D)
R(C,A\C)R(D,B\D)’

SyWU(A,B)(X):= >  R(X,C)R(X,D)
CC, A
Dc; B
Remarque 1.1 Les doubles sommes de Sylvester ont les propriétés suivantes.
1. Le degré de Sylv?"?(A,B)(X) par rapport & X est < p+q.
2. Sylv>°(A,B)(X) = R(A,B).

3. Les double sommes de Sylvester non nulles de plus petit degré sont un pged de R(X,A) et
R(X,B). Plus précisément, si j est le nombre d’éléments de A N B,

(a) pour tous p, g tels que j = p + ¢, SylvP"?(A,B)(X) est un pged de R(X,A) et R(X,B),

(b) pour tous p, g tels que j > p+ ¢, Sylv?"?(A,B)(X) = 0.
Les propriétés 1 et 2 sont vraies par définition. Les propriétés 3(a) et 3(b) proviennent du fait que si
4(C) =p.4(D) = ¢,
-sip+¢=4AnNB),CUD=ANB,

R(X,C)R(X,D) = R(X, AN B) = ged(R(X, A), R(X, B)),
—-si(p+g¢=H#(ANB)et CUD # ANB) ousip+q<t(ANB),
R(A\C,B\D) =0,

puisque (A\ C)N (B \ D) # 0.



1.2 Sous-résultants.

Soient A et B deux polynémes unitaires de degré respectif m et n, avec n < m.

m n

A= Zakxm*k B= ZﬁkX”*k.

k=0 k=0
Pour j < n —1, Sylv; (A, B) désigne la matrice dont les lignes sont les coordonnées des polynémes
Xn=1=iA .. A B,...,X™ I B (dans cet ordre), dans la base {X™*"=i=1 1} de K[X]. C’est
une matrice d’ordre (m +n — 2j) x (m+n — 7).
Pour j < n —1, le sous-résultant d’indice j de A et B, noté Sres;(A, B)(X), est le déterminant de la
matrice M;(A, B), dont les (m +n — 2j — 1) premieres colonnes sont celles de Sylv, (A, B), la derniere
(la (m +n — 2j)-ieme) est formée des polynomes X" 1=7A ... A B,...,X™ 17/ B (dans cet ordre).
On a donc

1 a1 as a3z --- Qmtn—2j—2 Xn—i—lg

0 1 «a a --- Qm4n—2j-3 Xni724

e o ° ° Qm—j—1 A
Sres; (A, B)(X) =

e o o o .- Bn—j—1 B

0 1 Bi B2 - Bmin-2-3 X" 2B

1 B B2 B3 - Bmin—2j—2 X™I7B

avec la convention : oy; = 0 pour ¢ > m et §; = 0 pour i > n. Soit, pour k < j, iy ;(A, B) le mineur
d’ordre (m +mn — 2j) x (m +n — 2j) extrait de Sylv,(A, B) construit sur les m +n — 2j — 1 premiéres
colonnes et la (m+n—j—k)-ieme colonne. Alors, en développant le déterminant de la matrice M; (A, B)
par rapport a sa derniere colonne, on trouve

J
Sres; (A, B)(X) =Y ;X"
k=0

On définit e, = (—1)F/2 = (=1)kk=1)/2,

Remarque 1.2  Les sous-résultants ont les propriétés suivantes.
1. Le sous-résultant Sres;(A, B)(X) est un polynéme de degré < j.

2. Sresg(A, B)(X) = e, R(A,B), olt A et B sont les deux familles finies données par les racines de
A et de B dans un corps algébriquement clos contenant K.

3. Le sous-résultant non nul de plus petit degré est un pged de A et B.
4. Pour tout C polynome de degré c,

Sres;1.(AC, BC)(X) = C(X)Sres;(4, B)(X).
Les trois premiéres propriétés sont similaires a celles des doubles sommes de Sylvester notées dans

la remarque 1.1, leurs démonstrations sont données dans [2]. La derniére propriété se montre via un
calcul de déterminant.



1.3 Le résultat principal.

Soient A et B deux polynomes unitaires de degrés respectifs m et n, et A et B les deux familles finies
données par les racines de A et de B dans un corps algébriquement clos contenant K. On a

A=R(X,A) , B=R(X,B).

Le résultat principal de l'article est ’égalité (a une constante pres) entre les sous-résultants de A et B
et les doubles sommes de Sylvester des familles A et B.

Théoréme principal. Soit j < n < m; pour tous p,q tels que p + q¢ = j, Sres;(A,B)(X) et
SylvP”4(A,B)(X) sont égauzx d une constante prés. Plus précisément,

(—1)pim=g, (i) ) Sres;(A, B)(X) = Sylv??(A, B)(X).

Ce théoréme, énoncé par Sylvester, est prouvé dans [4], ainsi que dans [1]. La preuve de [4] s’appuie
sur les fonctions de Schur, les multifonctions de Schur et leurs propriétés. La preuve de [1] travaille
avec des matrices. Nous présentons une preuve simple par récurrence sur n.

2 DEUX PROPRIETES DES SOMMES DE SYLVESTER.

Nous redonnons ici les démonstrations de deux propriétés des sommes de Sylvester (voir [4]).

Soit A un ensemble fini d’éléments d’un corps. Si a € A, on note a l'ensemble {a} et A\ a 'ensemble

A\ {a}.

Pour tout polynéme A, on note c;(A) le coefficient du terme de degré j de A.
Proposition 2.1  Soient j < n < m; pour tous p,q tels que j =p+q, et b€ B;
SylvP4(A, B)(b) = (—1)" 7 A(b)c; (Sylv”9(A, B\ b)(X))

Preuve.
SYWPU(AB)b) = Y RO, C)R(b’D)gég’ i)\R é?l%\(g’ : t Bi
Cc,A ’ |
Dc,B

s R(C,D)R(A\C,(B\b)\D)
(=DmIAG) D R(C,A\ C)R(D, (B\b)\D)
Cc,A
D¢, B

En effet, si b € D, alors, tous les termes qui contiennent R(b, D) sont nuls; si b ¢ D, alors

R(b,C)R(A\ Cvl?b\DD) = (=) PAM)R(A\C,(B\b)\D),
s = CD'romw

Ce qui donne le résultat, car le coefficient de degré j de Sylv”?(A, B \ b)(X) est

R(C,D)R(A\C,(B\b)\D)
2 R(C,A\ C)R(D,(B\b)\D).

Ccy A
Dc,B\b



Proposition 2.2
1. Sin<m etp+q=n, alors

SylvP (A, B)(X) = (—1)Pm—) (n

2. Sin=m=p+q, alors

Sylv?4(A, B)(X) = (”;1> A(X) + (”_ 1) B(X).

La preuve de la proposition 2.2 utilise le lemme suivant.

Lemme 2.3

1. Soient j < n < m; pour tous p,q tels que j =p+q, et a € A;
Sylv®4(A, B)(a) = (=1)" B(a)c; (Sylv"*(A \ a, B)(X))
2. Soient j =n = m; pour tous p,q tels que j =p+q, Si q # 0, pour tout a € A ;
SylvP(A, B)(a) = (~1)" B(a)c;—1 (Sylv"* ™" (B, A\ a)(X))
3. Soient j =n = m; pour tous p,q tels que j =p+q, Si p # 0, pour tout b € B ;
Sylv"(A, B)(b) = (—~1)?A(b)e;j—1 (Syv®"~ (A, B\ b)(X))

Preuve.

1. 7 <n < m. On remarque que p < m.

R(C,D)R(A\ C,B\D)

Sylv??(A,B)(a) = > R(a, C)R(a7D)R(C A\C)RD B\D)
Cc,A\a ’ ’
Dcg,B
Or,
R(A\ C.B\D) = R(a,B\ D)R((A\ a)\ C,B\ D),
R(C,A\ C) = R(C, (A \ a)\ C)R(C,a).
D’ou
B R(a,C)R(C.D)R((A\ a)\ C.B\ D)
SWUAB)) = B 3 FE (a\a)\ O, C)(-17R(D.B\ D)
CcCp,A\a
Dc,B
B ] R(C.D)R((A\a)\ C,B\ D)
= B@CED" ). RE.(A\a)\ ORD.B\D)
CCpA\a
D¢, B

= B(a)(=1)’c;(Sylv*(A \ a, B)(X))



2. j=n=m=p+gq.

3 R(a,C)R(a,D)R(C,D)R(A\ C,B\ D)

Syl (A, B)(a) = R(C,A\C)R(D,B\D)

Cc,A\a
Dc, B
Posons
M R(a,C)R(a,D)R(C,D)R(A\ C,B\ D)
B R(C,A\ C)R(D,B\D)
Alors,

A\a)\C,B\D)R(a,B\D)
R

a)R(D,B\ D)
\a)\C,B\D)

= (=1)"B(a)

Onpose C'=(A\a)\Cet DP=B\D;onma#C' =m—-1—-p=g—1et C' C A\ aq, ainsi
que #D' =p et D’ C B.

R(C', D)R((A\a)\C', B\ D)
R((A\a)\C,C)R(B\ D' D)
(=)*R(D, C) (1)’ R(B\D', (A\a)\ C')
(=1)7R(C',(A\a) \ C)(-1)°R(D", B\ D)

M = (-1)’B(a)

= (=1)"B(a)

avec a = (¢ —1)p,B=plg—1),y=plg—1),0 =gpet a+f+vy+Jd=p (mod 2). Donc,

RD, C)RB\ D', (A\a)\ C')

M= B0) 5@ (A\a)\ C)RD. B\ D)
Or,
. R(D'.C)R(B\D'.(A\ )\ C)
GoEMTIEANON) = Y, RG A\ ORD.B\D)
C’ Cg-1 A \ a
D'c,B

Ce qui implique
SylvP (A, B)(a) = (~1)" Bla)e; 1 (Sylv"* (B, A \ a)(X)).

3. j=n=m=p+q.

R(b,C)R(b,D)R(C,D)R(A \ C,B\ D)

SVPIAB)(D) = Y R(C,A\C)R(D,B\D)

Cc, A
Dc,B\b

Posons _ R(b,C)R(b,D)R(C,D)R(A \ C,B\ D)

N= R(C,A\ C)R(D,B\D)




Alors,

R(b, C)(f)(%f%\b D DED

R(C,D)R(A(
R(C,A\ C)R(D, (

—  A®b)

On pose C'=A\Cet D'=(B\b)\D;ona#C =qet C' C A, ainsi que #D’ =p —1 et
D' CcB\b.

R(C'.D)R(A\ C'.(B\}) \ D)
R(A\C,C R( )\ D/, D)

H(C DAL G (B 1)\ D)
MR A \ C/)(—1)#=DaR(D’, (B\ ) \ D’
(1 U DIRANC B\ D)

R(C", A\ C)R(D',(B\b)\D)

N o= Al

A(b)

X
=

Or,

_ R(C.D)RA\ O (B\)\ D)
GAEMITIABD = DL RG A\ C)RD. (B 5\ D
C'c, A
D', B\b

Donc,
Syl (A, B)(b) = (—1)7A(b)c;—1 (Sylv* ' (A, B\ b)(X))

Preuve de la proposition 2.2.— On fait une double récurrence sur n et m.
Si m < m, on considere la propriété F,, , suivante : pour tous A et B de cardinal respectif m et n, et
tous p,q tels que p+qg=n

SylvPI(A, B)(X) = (—1)P(m—m) (n

p) B(X).

On considere aussi la propriété G, suivante : pour tous A et B de cardinal n et tous p,q tels que
ptg=mn
SylvP1(A,B)(X) = (n ; 1) A(X) + (n; 1) B(X).

— Initialisation.
— Pour prouver F,, o avec m > 0, on remarque que p+q =n = 0, donc p = ¢ = 0 et on a d’une part

Sylv° (A, B)(X) = R(A4,0) =1

d’autre part,

(—1yptm=m) (Z) B(X) = R(X,0) = 1.

Ce qui prouve que F,,  est vraie.
— Pour prouver Gy, il faut prendre n =1=p+q.



Csip=1:SyvO(AB)(X) = X —a = A(X), et (”;1> A(X) + <”_ 1) B(X) = A(X),

car <n—1> = <O> =0.
p p
~sig = 1:Syv"(A,B)(X) = B(X), et <” ; 1 A(X) + <
(") =)o
q q
— 51 0 <n < m, montrons F,, ,, en supposant F,_1 , vérifiée ainsi que G,, Pour tout a € A,
Sylv”1(A,B)(a) = (—1)Pc;(Sylv"?(A \ a,B)(X))B(a)

(c’est le lemme 2.3, 1)
1°F cas. m—1>n = p+q: on applique Fp,_1 ., : Sylv?"?(A\a,B)(X) = (—1)pP(m—1—n) (Z) B(X)
et donc

Sy (A B)(@) = (-1 (1) B)

Les polynémes Sylv”?(A,B)(X) et (—1)P(m=n) Z B(X), qui sont de degré p+¢q = n < m,
prennent les mémes valeurs en les m points de A : ils sont donc égaux.

28Me cog iy l=n= p+q : il s’agit de montrer F,, 41 . Pour cela, on applique G, 8 A\ a et B

(A est de cardinal n 4+ 1 et B est de cardinal n).

SylvP (A \ a, B)(X) = (”; 1) %* <”;1> B(X).

ca(Syv" (A \ o, B)(X)) = (n;1> i (n;1> - <Z>

sy (A, B)(a) = (-1 (7 ) @) = (-0 (7)) Aa)

On déduit

et

p p

la derniere égalité provenant de m —n = 1.
On a a nouveau deux polynoéme de degré p+q = n qui coincident aux m points de A, avec m > n;
ces deux polyndmes sont donc égaux.

— Montrons G,,4+1 lorsque G,, est vrai : on a alors F, 11, (voir ci-dessus).
On calcule pour tout a € A et tout b € B, Sylv”"?(A,B)(a), et SylvP’?(A,B)(b), qu’on compare a

()2 () 2o ((3) 4+ () )0

— Sig=0:Sylv""%*(A,B)(X) = A(X), Sylv?"*(A,B)(a) = 0 et Sylv"?(A,B)(b) = A(b);

(3) A+<njl) B) (a) = 0 car <n11> o,

8) A+ (nj—l) B) (b) = A(D) car (nil) =0.
=n: Sylv??(A,B)(X) = B(X), Sylv?""?(A,B)(a) = B(a) et Sylv""!(A,B)(b) = 0;

q
nj—l) A+<8) B) (a) = B(a) car <nil o,

1



(222) () )=o) »

— Sip#0et g0, dapres le lemme 2.3, 2,
Syl (A, B)(a) = (—1)" B(a)e; 1 (Sylv™'~ (B, A\ a)(X))
On peut appliquer F, 41, au quadruplet (n 4+ 1,n,p,q — 1) pour B et A\ a. On a donc
Sylv”4~1(B, A\ a)(X) = (~1)? (
d’oti I'on déduit
ca(Syv ! (B, AN 0)(0) = (<17 (7).

Dol
Sylv?4(A, B)(a) = (Z) B(a)

((3) 2+ () )= () oo

De méme, d’apres le lemme 2.3, 3,

Par ailleurs,

SylvP4(A, B)(b) = (=1)7A(b)c;_1 (Sylv?? (A, B\ b)(X))
On peut appliquer F,, 41, au quadruplet (n+1,n,¢,p — 1) pour A et B\ b.

n

Sylvi? (A, B\ B)(X) = (~1)? ( ) A(X)

Sylv”(A, B)(a) = (”) A(b)

()2 z) ) (1) 0

Par ailleurs,

Dans ces 3 cas, qui couvrent tous les cas possibles, les deux polynoémes (Z) A+ <Z) B et

SylvP?(A,B), qui sont tous les deux de degré p + g = n + 1, coincident aux 2(n + 1) points de

A et B. Ils sont donc égaux.

3 DEUX PROPRIETES DES SOUS-RESULTANTS.

Les sous-résultants se comportent comme les doubles sommes de Sylvester :

proposition 2.1 et de la proposition 2.2, 1.

Proposition 3.1 Si b est une racine de B, alors, pour tout 0 < j <n < m,

Sres; (A, B)(b) = (—1)™ 7 A(b)c; (Sresj (A, XB_b> (X)) .

on a l’anologue de la



Preuve.— Démontrons Sres; (4, B)(b) = (—1)" 77 A(b)c;+1Sres;11 ((X —b)A, B).
Supposons tout d’abord que j < n—1; on remarque les faits suivants, si j <n—1let1 </ <nm—j—1:

1. ona:
Xn-UtD=t(X —p)A = Xn-UTD=H14 _pxn-GHD)-L4
= XnIit4—pxn-i-(Hb Yy

m
2. 851 A= Z apX™ " alors
k=0

(X =)A= 0oX"™ ™+ (a — ap_1b) X" TF — ayb
k=1

Donc, si, dans la matrice M;(A, B), pour 1 < ¢ < g — j — 1, on remplace la (-ieme ligne L, par la

combinaison linéaire de lignes Ly — bL1, on obtient une matrice M} (A, B) vérifiant det M}(A, B) =

det M; (A, B) et dont

— les (n — 1 — j) premieres lignes sont les (n — 1 — j) premiéres lignes de M;4+1((X —b)A, B);

— les (m—j) = (m+1—(j+1)) dernieres lignes sont les (m — j) dernieres lignes de M1 ((X —b)A, B)
(matrice qui a une ligne de moins que la matrice M;(A, B)).

Si on spécialise la matrice M} (A, B) en b, (ce qui ne touche qu’a sa derniére colonne), alors, cette

derniére colonne présente des zéros partout sauf sur la ligne n — j. En position n — j, on trouve A(b).

On développe le déterminant de M’(A, B)(b) le long de cette derniére colonne, ce qui donne

det(M](A, B)(b)) = det(M; (A, B)(b)) = Sres; (A, B)(b) = (—1)™ A(b) det(N)

(=

ou N est la matrice obtenue a partir de M (A, B) en supprimant la (n — j)-itme ligne et la derniére
colonne, ce qui donne exactement N = fu; 41, ]+1(( —b)A, B) et det(N) = c¢;415res;+1((X —b)A, B).
Ce qui termine la preuve dans le cas j < n — 1.
Si maintenant j = n — 1, alors Sres,,_1(4, B)(b) = (—=1)™ " T1A(b), et Sres,((X — b)A, B)(X) = Q,
donc, ¢, (Sres, (X — b)A,B) = 1 et Sres,_1(A4, B)(b) = (—1)™ 77 A(b)c,(Sres, (X — b)A, B), puisque
j=n-—1
On a démontré

SI‘GSj(A,B)(b) = (—1)m_JA(b)cj+1(Sresj+1 ((X - b)A, B))

Pour obtenir la proposition il suffit d’utiliser

Sres;11((X —b)A, B)(X) = (X — b)Sres; <A, XB—b> (X),

qui est un cas particulier du point 4 de la remarque 1.2 m

Proposition 3.2
Sres, (A, B)(X) = epm—nB(X).

Preuve.— La preuve est une conséquence immédiate de la définition des sous-résultants. m

Remarque 3.3 Notons qu’il n’y a pas d’équivalent de la proposition 2.2, 2 : les sous-résultants ne
sont pas définis pour n = m.

10



Conséquence 3.4 De la proposition 3.1 on déduit, pour j = n — 1, par interpolation de Lagrange :

Sres,—1(4, B)(X) = i:(—1)7“*“+1A(bi)cH (A, B >Hm(X—bj>

N X =0/ TL(bi = bj)
- Zn:(—l)’”—"ﬂ R(bi, A)R(X,B — b;)
i=1 R(bi,B—b;)

ce qui est exactement le théoréme principal avec le quadruplet (m,n,0,n — 1). En effet, en appliquant
ce théoreme principal pour ce quadruplet, on a

" R(X,B —b;)R(A, ;)
i:Zl R(B — b, b;)
= R(X,B—b)(—1)™R(b;, A)
a ; (=) 1R(b;; B\ b;)
= Sres,_1(4, B)(X).

Sylv®" (A, B)(X)

4 PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL.

Rappelons 'énoncé du théoreme, avec les notations ci-dessus.

Théoréme 4.1 Soient j <n <m et p,q tels que p+ q = j, alors
Sylv??(A, B)(X) = (—1)P" e, ( ; ) Sres; (A, B)(X).

Remarque 4.2 A partir de la proposition 3.1 et de la proposition 2.1, avec ces notations, on a les
deux égalités similaires suivantes : si j <n — 1, alors

Sresj(/LB)(b) = (fl)m*jA(b)cj(Sresj (A, %) (X)

SylvP (A, B)(b) = (=1)""TA(b)c;(SylvP!(A, B\ b)(X)).

La mise en parallele de ces deux résultats conduit a la preuve par récurrence sur n du théoreme 4.1.
En effet, si le théoreme est vérifié pour tout B,,_; de cardinal n — 1, il est vérifié par B \ b pour tout
b € B. Les coefficients dominants de deux polynémes égaux étant égaux. on obtient, par interpolation
aux n éléments de B, que le théoréme est vrai pour B.

Preuve.— On rappelle que, sip+q¢=n <m,
SVIABX) = () () By (x),
Sres, (A, Bp)(X) = em—nBn(X).

pour toute famille B,,, ceci d’apres la proposition 2.2, 1 et la proposition 3.2, ce qui implique le théoreme
pour j = n.

Pour le cas général, on fait une démonstration par récurrence sur n. L’hypothese de récurrence H,, est
la suivante.
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Vj < n, ¥(p,q) € IN? avec j = p + ¢, pour toute famille B, de cardinal n, si B, = R(X,B,,),
Syv” (A, By )(X) = e (~ 1P (zjo) Sres; (4, By)(X)),

La propriété H; est vérifiée, car alors p=¢ =0, B; = b,

Sylv™*(A,0)(X) = R(A,b)=(-1)"A(b),
Sresp(A,0)(X) = enR(Ab) = (—=1)"e, A(D);

par la remarque 1.1, 2. et la remarque 1.2, 2. D’ot, SylvO’O(A,b)(X) = &, Sresg (4, b)(X).

Pour montrer H,, si j #n — 1, on applique H,,_1, ce qui donne pour tout b € B,

SylvP (A, By, \ b)(X) = & (—1)P(m=9) (;) Sres, (A, Xij> (X).

Les coefficients des termes de degré j de ces deux polynomes sont donc égaux. Or, d’apres les propo-
sitions 2.1 et 3.1, pour tout b € B,,,

Sy I(A,B,)(B) = (~1)" T Ab)e, Sy (A, B, \ b)(X))
Sres; (A, Ba)(0) = (=1)" A@)e; (Sres; (4, ;) (X))

Donc, pour tout b € B,

SIVUABID) = ()" AD (10 (1) ¢ (sresy (457 ) 00)

= ey (1 (1) e (4,50

la premiere égalité se déduisant de I’hypothese de récurrence, la deuxieme de la proposition 3.1. Les

deux polynomes Sylv”?(A, B,,)(X) et &,,_j(—1)P(m=p=a) < ) Sres; (A, By,)(X), qui sont tous les deux

J
p
de degré j < n — 1, coincident aux n points de B,, ils sont donc égaux.

Pour montrer H,, lorsque j = n — 1, on remarque que le théoréme est vrai pour le couple (A, B,, \ b)
et 7 =n — 1. Ce qui permet d’écrire

SylvP (A, B, \ b)(X) = em_n_1(—1)Pm=D (”; 1) Sres,_1 (A, XBj b) (X).

Mais d’apres la proposition 3.2

By, Bn(X
Sresn,1 (A, )(—b) (X) = E€m—-n—1 e (_ b) .
Donc,
Y] — (_1\p(m—n—1) n—1 Bn(X)
Sy (A, B\ 0)(0X) = (-1 (1) Bl
et

¢; (Sylv” (A, By \ b)(X))

(—1)p(m=n=1) (n; 1) ]



En appliquant la proposition 2.1 et la proposition 3.1 on a

Sylv”9(A,B,,)(b) »

(—1)m= =L A(b) (—1)ptm—n=D) [ T 1)
(—1)™ "1 A(b)e,_1 (Sresn,1 A, B )(X))

Sres,,—1(4, B,,)(b)

ce qui donne
Sres,,_1(A, Bp)(b) = (=)™ "t A(b)em_n_1

Donc,

Sylv?9(A,B,)(b) = em—n—1 (—=1)™ " 1Sres,_1 (A, B,)(b)

Les polynomes Sylv”?(A,B,,) et e,_n_1(—1)""""1Sres,,_1(A, B,), qui sont tous les deux de degré
p+ g =n—1, coincident aux n points de B : ils sont donc égaux. [
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