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DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈMEINTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ETCLONAGES DE L'ÉTAT INITIALOlivier Lablée
Résumé. � Cet artile propose une étude de la dynamique quantique del'équation de Shrödinger en temps long d'un hamiltonien sur L2(R2) aveun état initial loalisé dans une zone régulière.A l'instar de la dimension un,sur des éhelles de temps ourtes, la dynamique quantique suit en premièreapproximation (dans la limite semi-lassique h → 0) la dynamique lassiqueassoiée. Mais ontrairement à la dimension 1, ette dynamique n'est pastoujours périodique, e qui amène à des questions de théorie diophantiennedes nombres. Sur des éhelles de temps plus longues, il apparaît des nouveauxphénomènes purement quantiques de périodiité du paquet d'onde initial. Surune des éhelles de temps d'ordre 1/h le paquet d'onde initial se reforme enun ertain nombre de lones de l'état initial.1. Introdution1.1. Motivation. � En méanique quantique non relativiste l'état d'un sys-tème est régi par l'équation de Shrödinger sur la variété riemanienne (M,g) :

ih
∂ϕ(t)

∂t
= Phϕ(t)ave Ph un opérateur pseudo-di�érentiel sur L2(M) (par exemple Ph :=

−h2

2 ∆g + V ). En dimension 1 ou dans des situations omplètement intégrableon sait généralement bien dérire les états stationnaires, qui orrespondent auxvaleurs propres de l'opérateur Ph. Par linéarité, on a don, en prinipe, aèsaux solutions générales de l'équation de Shrödinger. Pourtant la dynamiquedes solutions (omportement lorsque le temps évolue) reste sur bien des as-pets mystérieuse. Dans un ontexte général on s'attend à e qu'un état initialMots lefs. � Dynamique quantique, système intégrables, analyse semi-lassique, équa-tion de Shrödinger.



2 OLIVIER LABLÉEloalisé suive en première approximation (dans la limite h → 0) la trajetoirelassique assoiée. Des versions de es a�rmations existent dans la littératurephysique pour des éhelles de temps très ourtes. En dimension 1 ou dansdes situations omplètement intégrable on s'attend à beauoup mieux. Pourdes éhelles de temps beauoup plus longues (de l'ordre de 1/hs ave s > 0)un phénomène de renaissane du paquet d'onde initial apparaît. Ce phéno-mène a été réemment mis en évidene par les physiiens ([Av-Pe℄, [LAS℄,[Robi1℄, [Robi2℄, [BKP℄, [Bl-Ko℄). Mathématiquement, le as d'un feuille-tage lassique régulier et le as des singularités de type elliptiques en dimension1 [He-Ro℄ ont été traité par M. Combesure et D. Robert [Co-Ro℄, [Rob℄,par T. Paul [Pau1℄, [Pau2℄, et aussi dans [Lab1℄. Cette artile est le pendantdes es travaux en dimension 2. Le as de la dimension 1 près d'une singularitéhyperbolique est traité dans [Lab1℄, [Lab3℄, voir aussi [Pau3℄.1.2. Rappels des résultats onnues sur la dimension 1. � Un veteurinitial ψ0 loalisé dans une zone régulière suit la dynamique lassique assoiéeà p, 'est à dire une trajetoire elliptique et périodique ave une période
Tcl indépendante de h. Ensuite sur des éhelles de temps plus grandes unenouvelle période non géométrique apparaît. Cette période Tren (dite périodede renaissane) est de l'ordre de 1/h ; le veteur ψ (Tren) reprend sa formeinitial ψ0. Enore plus surprenant quand on observe e qui se passe aux temps
p
qTren, où p

q est une fration rationnelle, on onstate qu'il y a un phénomènede lonage du veteur initial : en quelque sorte que le veteur ψ (p
qTren

) s'éritomme une ombinaison linéaire omplexe �nie de translaté du veteur initial
ψ0. Dans e hapitre on arrive à dérire es oe�ients omplexes : on arrive,suivant les propriétés aritheoétiques de la fration p/q à donner le nombre deoe�ients non nuls et la valeur de leurs modules.1.3. La dimension 2. � Ii l'hamiltonien de la dynamique est un opérateurauto-adjoint ave domaine inlus dans L2

(
R2
)
; et ayant un spetre disret dutype F (hZ, hZ), F étant un polyn�me réel à deux indéterminées. A l'instar dela dimension 1, un veteur initial ψ0 loalisé suit en première approximation ladynamique lassique assoiée à l'hamiltonien de départ. En dimension 2, ettedynamique est nettement plus omplexe. Le �ot hamiltonien s'enroule autourd'un tore de dimension 2, il y a alors deux périodes lassiques (qui sont d'ordre

O(1)). La présene des deux périodes lassiques ompliquent nettement laompréhension de l'évolution de la fontion d'auto-orrélation pour les éhellesde temps ourtes. On propose d'abord une étude de la dynamique quantiqueen fontion de la ommensurabilité de es deux périodes lassiques ; e quinous amène à quelques disussions de théorie des nombres. Lorsque on regardela dynamique sur des éhelles plus grandes il y a 3 périodes de renaissane



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL3(d'ordre 1/h) qui apparaissent. Sous une hypothèse de ommensurabilité entrees 3 périodes on arrive à érire des analogues des théorèmes de renaissanedu as uni-dimensionnel [Co-Ro℄, [Rob℄, [Pau1℄, [Lab1℄.2. Préliminaires2.1. Fontion d'auto-orrélation. � De manière générale, on sait qu'apartir d'un opérateur auto-adjoint Ph sur un espae de Hilbert séparable H,on peut lui assoier le groupe unitaire fortement ontinu :
U(t) =

{
e−i t

h
Ph

}

t∈R

.Ce groupe dynamique donne diretement la dynamique quantique assoiée à
Ph ; en e�et pour tout état initial ψ0 ∈ H, l'évolution quantique du veteur ψ0par l'hamiltonien Ph au ours du temps est donnée par

ψ(t) = U(t)ψ0 ∈ H.Suivant une idée répandu dans les artiles de physique théoriques ([Av-Pe℄,[LAS℄, [Robi1℄, [Robi2℄, [BKP℄, [Bl-Ko℄), pour omprendre l'évolution dela dynamique on dé�nit un analogue quantique de la fontion de retour dePoinaré.Dé�nition 2.1. � On dé�nit la fontion d'auto-orrélation r de l'hamilto-nien Ph et de veteur initial ψ0 par :
r(t) := 〈ψ(t), ψ0〉L2 ;et la fontion d'auto-orrélation semi-lassique par :

a(t) := |r(t)| = |〈ψ(t), ψ0〉L2 | .Cette quantité mesure en quelque sorte dans la dynamique le retour surl'état initial. Si le veteur ψ(t) est omplètement déloalisé par rapport auveteur initial ψ0 alors la fontion a(t) est nulle ; si par ontre le veteur ψ(t)est loalisé la fontion a(t) est alors égale à 1.2.2. Hamiltonien du modèle. � On prend omme hamiltonien quantique,l'opérateur :
Ph := F (P1, P2)où F est un polyn�me de R [X,Y ] indépendant de h ; P1 et P2 sont lesquanti�és de Weyl des osillateurs harmonique lassiques pj (x1, ξ1, x2, ξ2) =

ωj

(
x2

j + ξ2j

)
/2 ave ω1, ω2 > 0. L'étude de l'hamiltonien Ph = F (P1, P2) per-met de faire une étude assez générale non triviale. En e�et est et hamiltonienest moins partiulier qu'il n'y parait, puisque à homéomorphisme prés, il donne



4 OLIVIER LABLÉEle spetre onjoint de tout système omplètement intégrable à deux degrés delibertés dans les zones régulières et prés d'une singularité de type elliptique.Une base hilbertienne de L2(R2) est la famille des fontions d'Hermitte
(en,m)n,m := (en ⊗ em)n,m∈N2 . En posant pour tout ouple (n,m) d'entiersnaturels

τn := ω1h

(
n+

1

2

)
, µm := ω2h

(
m+

1

2

)
;on a immédiatement que pour tout ouple (n,m) d'entiers naturels

F (P1, P2) (en ⊗ em) = F (τn, µm) (en ⊗ em) .2.3. Dynamique semi lassique assoiée et fontion de retour. �Soit un veteur initial ψ0 ∈ L2(R2) et notons par (an,m)n,m = (an,m(h))n,m lasuite des projetions de ψ0 sur la base (en ⊗ em)n,m. On obtient alors que pourtout t réel
ψ(t) =

(
e−i t

h
F (P1,P2)

)


∑

n,m∈N2

an,m(en ⊗ em)


 =

∑

n,m∈N2

an,me
−i t

h
F (τn,µm)en ⊗ emet don

r(t) =
+∞∑

n=0

+∞∑

m=0

|an,m|2 e−i t
h

F (τn,µm); a(t) =

∣∣∣∣∣

+∞∑

n=0

+∞∑

m=0

|an,m|2 e−i t
h

F (τn,µm)

∣∣∣∣∣ .Avant d'étudier ette quantité en détails on va d'abord dé�nir un état initialpour la dynamique.2.4. Choix d'un état initial loalisé en énergie. � Dé�nissons un étatinitial ψ0 de la dynamique dépendant de h et loalisé autour d'un nombre réel
E. Soit deux réels E1 ∈ [−1, 1] et E2 ∈ [−1, 1] indépendant de h.Dé�nition 2.2. � On dé�nit les entiers naturels n0 = n0(h) et m0 = m0(h)par :

n0 := argmin
n

|τn − E1| ; m0 := argmin
m

|µm − E2| .L'entier n0 (resp. m0) est don l'indie de la valeur propre de l'opérateur P1(resp. de P2) la plus prohe du réel E1 (resp. E2).Remarque 2.3. � Comme les valeurs propres de P1 (resp. elles de P2) sontdistantes l'une de l'autre de ω1h (resp. de ω2h), il est lair que |E1 − τn0 | ≤
ω1h, |E2 − µm0 | ≤ ω2h et que pour h→ 0 on a les équivalenes :

n0 ∼ E1

ω1h
; m0 ∼ E2

ω2h
.



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL5Dé�nition 2.4. � Considérons la suite (an,m)n,m∈Z2 = (an,m(h))n,m∈Z2 dé-�nie par :
an,m := Khχ

(
τn − τn0

hδ′1
,
µm − µm0

hδ′2

)
= Khχ

(
ω1
n− n0

hδ′1−1
, ω2

m−m0

hδ′2−1

)
;où χ ∈ S(R2) est une fontion non identiquement nulle, positive et paire. Lesparamètres (δ′1, δ

′
2) ∈]0, 1[2. Et ave
Kh :=

∥∥∥∥χ
(
τn − τn0

hδ′1
,
µm − µm0

hδ′2

)∥∥∥∥
l2(N2)

.On va détailler e hoix d'état initial :1. Le terme χ( τn−τn0

hδ′1
,

µm−µm0

hδ′2

) sert à loaliser autour, non pas autour de
(E1, E2) diretement, mais pour des raisons tehniques, autour des valeurspropres les plus prohes du ouple (E1, E2).2. Les onstantes δ′1 et δ′2 servent à modi�er la dilatation de la fontion χ.La raison du hoix 0 < δ′j < 1 est la suivante : 'est l'unique hoix possiblepour avoir à la fois une loalisation pertinente (qui ne tend pas vers {0}) etune loalisation plus grande que l'interstie spetral hδ′j ≫ h.D'abord estimons la onstante de normalisation Kh, pour ela on va utiliserle :Lemme 2.5. � Soit une fontion ϕ ∈ S(R2) et (ε1, ε2) ∈ ]0, 1]2 ; alors uni-formément pour (u1, u2) ∈ R2 on a

∑

l,s∈Z2, |l+u1|≥ 1
2
, |s+u2|≥ 1

2

∣∣∣∣ϕ
(
l + u1

ε1
,
s+ u2

ε2

)∣∣∣∣ = O(ε∞1 + ε∞2 ).Démonstration. � On montre failement que, uniformément pour u1, u2 ∈ R2

∑

l,s∈Z2, |l+u1|≥ 1
2
, |s+u2|≥ 1

2

∣∣∣∣ϕ
(
l + u1

ε1
,
s+ u2

ε2

)∣∣∣∣ = O(1).Érivons ensuite que
∑

l,s∈Z2, |l+u1|≥ 1
2
, |s+u2|≥ 1

2

∣∣∣∣ϕ
(
l + u1

ε1
,
s+ u2

ε2

)∣∣∣∣

≤
∑

l,s∈Z2, |l+u1|≥ 1
2
, |s+u2|≥ 1

2

(
l + u1

ε1

)2N ∣∣∣∣ϕ
(
l + u1

ε1
,
s+ u2

ε2

)∣∣∣∣
ε2N
1

(l + u1)2N
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≤ ε2N

1 4N
∑

l,s∈Z2

(
l + u1

ε1

)2N ∣∣∣∣ϕ
(
l + u1

ε1
,
s+ u2

ε2

)∣∣∣∣ .De même on a aussi
∑

l,s∈Z2, |l+u1|≥ 1
2
, |s+u2|≥ 1

2

∣∣∣∣ϕ
(
l + u1

ε1
,
s+ u2

ε2

)∣∣∣∣

≤ ε2N
2 4N

∑

l,s∈Z2

(
s+ u2

ε2

)2N ∣∣∣∣ϕ
(
l + u1

ε1
,
s+ u2

ε2

)∣∣∣∣ .Ensuite on applique ei suessivement aux fontions ψ(x, y) := x2Nϕ(x, y)et ψ(x, y) := y2Nϕ(x, y) pour onlure.Théorème 2.6. � Nous avons
Kh =

1
√

F (χ2) (0, 0)h
δ′
1
+δ′

2
−2

2

+O (h∞) ;et ainsi ‖an,m‖l2(N2) = 1 +O(h∞).Démonstration. � Ave la formule sommatoire de Poisson et le lemme préé-dent nous avons les égalités
∑

n,m∈Z2

χ2

(
ω1
n− n0

hδ′1−1
, ω2

m−m0

hδ′2−1

)
= hδ′1+δ′2−2

∑

l,s∈Z2

F
(
χ2
)
(
−lh

δ′1−1

ω1
,−sh

δ′2−1

ω2

)

= hδ′1+δ′2−2


F
(
χ2
)
(0, 0) +

∑

l,s∈Z2, |l|+|s|≥1

F
(
χ2
)
(
−lh

δ′1−1

ω1
,−sh

δ′2−1

ω2

)


= hδ′1+δ′2−2F
(
χ2
)
(0, 0) +O (h∞) .On va maintenant revenir à l'indexage de la série sur l'ensemble N2 ;partonsde l'égalité :

∑

n,m∈N2

χ2

(
n− n0

hδ′1−1
,
m−m0

hδ′2−1

)
== hδ′1+δ′2−2F

(
χ2
)
(0, 0) +O (h∞)

−
−1∑

n=−∞

+∞∑

m=−∞
χ2

(
n− n0

hδ′1−1
,
m−m0

hδ′2−1

)
−

+∞∑

n=0

−1∑

m=−∞
χ2

(
n− n0

hδ′1−1
,
m−m0

hδ′2−1

)
.Ave le lemme préédent on montre alors failement que

−1∑

n=−∞

+∞∑

m=−∞
χ2

(
n− n0

hδ′1−1
,
m−m0

hδ′2−1

)
= O(h∞),



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL7
+∞∑

n=0

−1∑

m=−∞
χ2

(
n− n0

hδ′1−1
,
m−m0

hδ′2−1

)
= O(h∞).Et au �nal on a bien :

∥∥∥∥χ
(
n− n0

hδ′1−1
,
m−m0

hδ′2−1

)∥∥∥∥
2

l2(N2)

= F
(
χ2
)
(0, 0)hδ′1+δ′2−2 +O (h∞) ;d'où

Kh =
1

√
F (χ2) (0, 0)h

δ′1+δ′2−2

2

+O (h∞) .Ensuite il su�t de réérire que
‖an,m‖2

l2(N2) = K2
h

∑

n∈Z

∣∣∣∣χ
(
ω1
n− n0

hδ′1−1
, ω2

m−m0

hδ′2−1

)∣∣∣∣
2

= K2
hh

δ′1+δ′2−2
[
F
(
χ2
)
(0, 0) +O(h∞)

]
= 1 +O(h∞).2.5. Déoupe de la série. � Commençons par une dé�nition :Dé�nition 2.7. � On dé�nit les ensemble d'entiers ∆ = ∆(h,E1, E2) et

Γ = Γ(h,E1, E2) par :
∆ :=

{
(n,m) ∈ N2; |n− n0| ≤ hδ1−1 et |µm − µm0 | ≤ hδ2−1

}où 0 < δ′i < 1 ; et on onsidère aussi Γ le omplémentaire de ∆ dans N2 :
Γ := N2 − ∆.Lemme 2.8. � Si on suppose que pour tout indie i ∈ {1, 2} δ′i > δi on aalors ∑

n,m∈Γ

|an,m|2 = O(h∞).Démonstration. � Érivons :
∑

n,m∈Γ

|an,m|2 ≤
∑

n,m∈Z2, |n−n0|>hδ1−1

|an,m|2 +
∑

n,m∈Z2, |m−m0|>hδ2−1

|an,m|2 .Comme χ2 est à déroissane rapide, pour tout entier N ≥ 1 on a
∑

n,m∈Z2

(
n− n0

hδ′1−1

)2N

|an,m|2 +
∑

n,m∈Z2

(
m−m0

hδ′2−1

)2N

|an,m|2 = O(1).



8 OLIVIER LABLÉESans perdre de généralités on peut supposer que n0 = m0 = 0. Ensuite nousavons
∑

n,m∈Z2, |n|>hδ1−1

|an,m|2 = h2N(δ′1−1)
∑

n,m∈Z2, |n|>hδ1−1

|an,m|2
(

n

hδ′1−1

)2N 1

n2N

= O
(
h2N(δ′1−δ1)

)
.De même nous avons

∑

n,m∈Z2, |m|>hδ2−1

|an,m|2 = O
(
h2N(δ′2−δ2)

)
;et ainsi ∑

n,m∈Γ

|an,m|2 = O(h∞).3. Dynamique sur des éhelles de temps ourtes : périodeslassiquesLorsque on apprîmes au premier ordre la fontion d'auto-orrélation il ap-paraît deux onstantes ; es deux onstantes sont les périodes lassiques géo-métriques assoiées à l'hamiltonien lassique du système.3.1. Périodes semi-lassiques et lassiques. � En tout premier lieu in-troduisons les périodes semi-lassiques et lassiques du système. On va en e�etintroduire deux paires de périodes lassiques ; la première paire sort naturelle-ment de la formule de Taylor e�etuée sur les valeurs propres dans la fontiond'auto-orrélation. On suppose ii que ∂F
∂X (E1, E2) 6= 0, ∂F

∂Y (E1, E2) 6= 0.Périodes semi-lassique. �Dé�nition 3.1. � On dé�nit les périodes semi-lassiques Tscl1et Tscl2 par :
Tscl1 :=

2π
∂F
∂X (τn0, µm0)ω1

et Tscl2 :=
2π

∂F
∂Y (τn0 , µm0)ω2

.En première approximation la fontion d'auto-orrélation est alors égale à :Proposition 3.2. � Soit α un réel véri�ant l'inégalité : α > 1− 2min δi. Ona alors uniformément pour tout t ∈ [0, hα] :
r(t) = e−itF(τn0 ,µm0)/h

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

«

+O
(
hα+2min δi−1

)
.



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL9Démonstration. � Étudions la di�érene ε(t) := ε(t, h) dé�nie par
ε(t) :=

∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e−i t
h

F (τn,µm) − e−itF(τn0 ,µm0)/h
∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

«

∣∣∣∣∣∣
.Érivons maintenant la formule de Taylor-Lagrange d'ordre 2 sur la fontion

F autour du point (τn0, µm0) ; pour tout ouple (n,m) ∈ N2, il existe θ =
θ (n,m, n0,m0) ∈ ]0, 1[ tel que

F (τn, µm) = F (τn0, µm0) +
h (n− n0)

Tscl1

+
h (m−m0)

Tscl2

+
1

2

∂2F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂X2
ω2

1h
2 (n− n0)

2

+
1

2

∂2F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂Y 2
ω2

2h
2 (m−m0)

2

+
∂2F

∂X∂Y
(τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))ω1ω2h

2 (n− n0) (m−m0) .Et ainsi
ε(t) =

∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

« [
e−i2πtRn,m(h) − 1

]
∣∣∣∣∣∣où on a posé

Rn,m(h) :=
hω2

1(n− n0)
2

4π

∂2F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂X2

+
hω2

2(m−m0)
2

4π

∂2F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂Y 2

+
hω1ω2(n− n0)(m−m0)

2π

∂2F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂X∂Y
.Ensuite à l'aide des ensembles Γ et ∆ et par inégalité triangulaire pour tout

t ≥ 0 on a
ε(t) ≤

∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈∆

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

« [
e−i2πtRn,m(h) − 1

]
∣∣∣∣∣∣
+2

∑

n,m∈Γ

|an,m|2 .Pour tout t ≥ 0, pour h assez petit et quel que soit (n,m) ∈ ∆ nous avons :
thω2

1(n− n0)
2

4π

∂2F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂X2
≤ tK1h

2δ1−1;

thω2
2(m−m0)

2

4π

∂2F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂Y 2
≤ tK2h

2δ2−1;
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thω1ω2(n− n0)(m−m0)

2π

∂2F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂X∂Y
≤ tK12h

δ1+δ2−1;où K1,K2,K12 > 0 sont des onstantes indépendantes de h, en e�et : en notantpar B ((E1, E2), r) la boule eulidienne de dimension 2 de entre (E1, E2) etde rayon r ; omme limh→0 (τn0 , µm0) = (E1, E2) on a que ∀ε > 0, ∃h0 > 0,tel que pour tout h ≤ h0, (τn0, µm0) ∈ B ((E1, E2), ε) ; ensuite pour toutouple (n,m) ∈ ∆ nous avons |θ(τn − τn0)| = hω1θ |n− n0| ≤ ω1h
δ1 et

|θ(µm − µn0)| = hω2θ |m−m0| ≤ ω2h
δ2 , don pour h assez petit, disons h ≤ h0

(τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0)) ∈ B ((E1, E2), ε) ;et ainsi pour tout h ≤ h0,∣∣∣∣
∂2F

∂X2
(τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∣∣∣∣ ≤ sup
(x,y)∈B((E1,E2),ε)

∣∣∣∣
∂2F

∂X2
(x, y)

∣∣∣∣qui est une onstante positive indépendante de h. Ensuite omme α > 1 −
2min δi, on en déduit que α > 1 − 2δ1 ; α > 1 − 2δ2 et α > 1 − δ1 − δ2 ; d'oùpour tout t ∈ [0, hα] on a

t |Rn,m(h)| ≤ K1h
α+2δ1−1 +K2h

α+2δ2−1 +K1,2h
α+δ1+δ2−1

≤Mhα−1
(
h2δ1 + h2δ2 + hδ1+δ2

)
= 3Mh2 min δi+α−1;ave M := max (K1,K2,K12) ; où par hypothèse 2min δi + α − 1 > 0. Etainsi pour tout t ∈ [0, hα] et quel que soit le ouple (n,m) ∈ ∆ nous avons

e−i2πtRn,m(h) − 1 = O
(
h2min δi+α−1

)
; d'où

∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈∆

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

« [
e−i2πtRn,m(h) − 1

]
∣∣∣∣∣∣

= O
(
h2 min δi+α−1

) ∑

n,m∈N2

|an,m|2 = O
(
h2min δi+α−1

)
.Au �nal, on a, montré que pout t ∈ [0, hα] on a uniformément ε(t) =

O
(
h2min δi+α−1

)
.Périodes lassiques. � Les deux périodes semi-lassiques Tscli dépendent de

h ; omme par la suite on va distinguer les as où Tscl1/Tscl2 ∈ Q ou non ; il estpréférable de supprimer la dépendane en h du quotient Tscl1/Tscl2 a�n de nepas faire faire des hypothèses de ommensurabilité valide pour tout h > 0. Onva don remplaer les périodes semi-lassique Tscli par les périodes lassique
Tcli .Dé�nition 3.3. � Les périodes lassiques Tcl1et Tcl2 sont défnies par :

Tcl1 :=
2π

∂F
∂X (E1, E2)ω1

et Tcl2 :=
2π

∂F
∂Y (E1, E2)ω2

.



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL11On a evidemment pour tout j ∈ {1, 2} que limh→0 Tsclj = Tclj .Proposition 3.4. � Soit τ un réel véri�ant l'inégalité : τ > −min δi. On aalors uniformément pour tout t ∈ [0, hτ ] :
∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

«

=
∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tcl1

+
m−m0

Tcl2

«

+O
(
hτ+min δi

)
.Démonstration. � Observons que

∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

|an,m|2
[
e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

«

− e
−2iπt

„

n−n0
Tcl1

+
m−m0

Tcl2

«]∣∣∣∣∣∣
≤
∑

n,m∈Γ

2 |an,m|2

+2
∑

n,m∈∆

|an,m|2
[∣∣∣∣2πt(n − n0)

(
1

Tscl1

− 1

Tcl1

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣2πt(m−m0)

(
1

Tscl2

− 1

Tcl2

)∣∣∣∣
]
,ar ∣∣eiX1eiX2 − eiY1eiY2

∣∣ ≤ 2 |X1 − Y1| + 2 |X2 − Y2| .Ensuite pour tout t ≥ 0 nous avons
∣∣∣∣2πt(n− n0)

(
1

Tscl1

− 1

Tcl1

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2πt(n− n0)

(
Tcl1 − Tscl1

Tscl1Tcl1

)∣∣∣∣ ,or
Tcl1 − Tscl1 =

2π

ω1

∂F
∂X (τn0 , µm0) − ∂F

∂X (E1, E2)
∂F
∂X (E1, E2)

∂F
∂X (τn0, µm0)

;d'une part, par l'inégalité des aroissements �nis, en notant par B ((E1, E2), 1)la boule eulidienne de dimension 2 de entre (E1, E2) et de rayon 1, on obtientla majoration ∣∣∣∣
∂F

∂X
(τn0, µm0) −

∂F

∂X
(E1, E2)

∣∣∣∣

≤ sup
x,y∈B((E1,E2),1)

∥∥∥∥∇
(
∂F

∂X

)
(x, y)

∥∥∥∥
R2

‖(τn0 , µm0) − (E1, E2)‖R2

≤M

√
(τn0 − E1)

2 + (µm0 − E2)
2 ≤Mh

√
2

2
.oùM > 0 est une onstante indépendante de h. D'autre part omme on supposeque ∂F

∂X (E1, E2) 6= 0 il existe ε1 > 0 et r1 > 0 tels que pour tout ouple
(x, y) ∈ B ((E1, E2), r1) on ait ∣∣ ∂F

∂X (x, y)
∣∣ ≥ ε1; don omme lim

h→0
τn0 = E1 et

lim
h→0

µm0 = E2 il existe alors h1 > 0 tel que pour tout h ∈ ]0, h1[

(τn0 , µm0) ∈ B ((E1, E2), r1) ;



12 OLIVIER LABLÉEainsi h 7→ 1
∂F
∂X

(E1,E2)
∂F
∂X (τn0 ,µm0)

est bornée sur l'ouvert ]0, h1[, en e�et pourtout h ∈ ]0, h1[ ∣∣∣∣∣
1

∂F
∂X (E1, E2)

∂F
∂X (τn0, µm0)

∣∣∣∣∣ ≤
1

ε21
< +∞d'où ave M ′ := 2π

Mh
√

2
2

ε2
1

, pour tout h ∈ ]0, h1[ nous avons |Tcl1 − Tscl1 | ≤
hM ′. Puis omme∣∣∣∣ 1

Tscl1Tcl1

∣∣∣∣ ≤
ω1ω2

4π2

∣∣∣∣
∂F

∂X
(E1, E2)

∂F

∂X
(τn0 , µm0)

∣∣∣∣

≤ ω1ω2

4π2

(
sup

x,y∈B((E1,E2),1)

∣∣∣∣
∂F

∂X
(x, y)

∣∣∣∣

)2

<∞on arrive au fait qu'il existe une onstante C1 > 0 indépendante de h (C1 :=

KM ′) telle que pour tout h ∈ ]0, h1[ on ait ∣∣∣ 1
Tscl1

− 1
Tcl1

∣∣∣ ≤ C1h. De même ilexistent C2 > 0 et h2 > 0 tels que pour tout h ∈ ]0, h2[ on ait ∣∣∣ 1
Tscl2

− 1
Tcl2

∣∣∣ ≤
C2h. Ainsi pour tout h ∈ ]0, h∗[ où h∗ = minhi et pour tout t ∈ [0, hτ ] ave
τ ∈ R, et quel que soient (n,m) ∈ △ on a :
∣∣∣∣t(n− n0)

(
1

Tscl1

− 1

Tcl1

)∣∣∣∣ ≤ C1h
υ+δ1 ,

∣∣∣∣t(m−m0)

(
1

Tscl2

− 1

Tcl2

)∣∣∣∣ ≤ C2h
υ+δ2 ;ainsi pour tout (t, n,m) ∈ [0, hυ ] × ∆

∣∣∣∣t(n− n0)

(
1

Tscl1

− 1

Tcl1

)
+ t(m−m0)

(
1

Tscl2

− 1

Tcl2

)∣∣∣∣ ≤Mhτ+min δi .Don ∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

|an,m|2
[
e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

«

− e
−2iπt

„

n−n0
Tcl1

+
m−m0

Tcl2

«]∣∣∣∣∣∣

≤ 4πMhτ+min δi

∑

n,m∈∆

|an,m|2 +O (h∞) = O
(
hτ+min δi

)
.Remarques sur les éhelles de temps. � Notons que omme la seule ontraintesur le α de l'éhelle spéi�que est que α > 1−2min δi, ; ave le hoix de prendre

δi ∈]12 , 1[ ei autorise don d'avoir α < 0 ; e qui donne un un hoix de αpertinent : pour h assez petit, l'éhelle de temps spéi�que d'approximationest plus grande que les périodes lassiques, en e�et pour h assez petit on a :
[0, Tcli ] ⊂ [0, hα] .



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL13Ensuite omme −min δi − (1 − 2min δi) = −1 + min δi ≤ 0 on a don
h−min δi ≫ h1−2 min δi ;on peut don faire le hoix de prendre τ = α. En onlusion, on a immédia-tement que le terme prinipal de la fontion d'auto orrélation dans l'éhelle

[0, hα] est :Dé�nition 3.5. � Le terme prinipal de la fontion d'auto-orrélation est lasérie de fontion
a1 : t 7→

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tcl1

+
m−m0

Tcl2

«

.Interprétation géométrique des périodes. � Les deux périodes lassiques Tcliont une interprétation géométrique bien préise ; onsidérons pour E1 > 0 et
E2 > 0 le sous-ensemble ME1,E2 := p−1

1 (E1) ∩ p−1
2 (E2) ⊂ R4. La variété

ME1,E2 est isomorphe au tore T =
√

2E1
ω1

S1 ×
√

2E2
ω2

S1. On va maintenantaluler le �ot hamiltonien de p = F (p1, p2) ave un point initial m0 =(
x1,0, x2,0, ξ1,0, ξ2,0

)
∈ME1,E2. En posant

a :=
∂F

∂X
(E1, E2)ω1, b :=

∂F

∂Y
(E1, E2)ω2les équations de Hamilton sont alors :




ẋ1(t)
ẋ2(t)

ξ̇1(t)

ξ̇2(t)


 =




aξ1(t)
bξ2(t)

−ax1(t)
−bx2(t)


 ;et en posant pour tout indie j ∈ {1, 2}, Zj(t) := xj(t) + iξj(t) ∈ C on aimmédiatement les deux égalités ˙Z1(t) = −iaZ1(t), ˙Z2(t) = −ibZ2(t). Et paronséquent en intégrant es équations di�érentielles on obtient alors

Z1(t) = Z1(0)e
−iat, Z2(t) = Z2(0)e

−ibtainsi que
|Z1(0)|2 = x2

1(0) + ξ21(0) =
2E1

a
, |Z2(0)|2 = x2

2(0) + ξ22(0) =
2E2

b
;par onséquent le �ot hamiltonien dans le repère (x1, ξ1, x2, ξ2) est donné enoordonnées omplexe par :

ϕt :

(
Z1(0)
Z2(0)

)
7→
(
Z1(t)
Z2(t)

)
.En oordonnées angulaire le �ot s'érit alors linéairement :
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ϕt :

(
θ1,0

θ2,0

)
7→
(
θ1,0 − t a

2π
θ2,0 − t b

2π

)ave θj,0 ≡ arg Zj(0)
2π [1] . On retrouve alors bien les périodiques lassiques du�ot hamiltonien

2π

a
=

2π
∂F
∂X (E1, E2)ω1

= Tcl1,
2π

b
=

2π
∂F
∂Y (E1, E2)ω2

= Tcl2.Un résultat lassique a�rme que si les deux périodes sont ommensurables alorsle �ot s'enroule périodiquement sur le tore ; si par ontre les deux périodesne sont pas ommensurables le �ot s'enroule densement sur le tore. Sur la�gure suivante on trouve un exemple où le quotient des deux périodes estommensurable : le �ot est alors périodique sur le tore.3.2. Comportement de la dynamique sur les périodes lassiques. �Étudions don la fontion a1(t) sur une période [0,max Tcli ].Proposition 3.6. � Pour tout t ≥ 0, on a l'égalité :
∑

n,m∈Z2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tcl1

+
m−m0

Tcl2

«

=
1

F (χ2) (0, 0)

∑

l,s∈Z2

F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1

(
l +

t

Tcl1

)
,−h

δ′2−1

ω2

(
s+

t

Tcl2

))
.Démonstration. � L'ingrédient essentiel de la démonstration est la formulesommatoire de Poisson. Pour ela onsidérons la fontion Ωt dé�nie par :

Ωt :





R2 → C

(x1, x2) 7→ |ax1,x2 |2 e
−2iπt

(x1−n0)
Tcl1 e

−2iπt
(x2−m0)

Tcl2où t est un paramètre réel. Ainsi pour tout ouple (n,m) ∈ Z2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tcl1

+
m−m0

Tcl2

«

= Ωt(n,m).Clairement, uniformément par rapport à t, la fontion Ωt ∈ S(R2). Calulons
F (Ωt) sa transformée de Fourier ; on obtient alors que quel que soit ζ1, ζ2 ∈ R2

F (Ωt) (ζ1, ζ2) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Ωt (x1, x2) e

−2iπx1ζ1e−2iπx2ζ2 dx1dx2;



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL15et don on trouve que que soit ζ1, ζ2 ∈ R2

F (Ωt) (ζ1, ζ2) =
e−2iπ(n0ζ1+m0ζ2)

F (χ2) (0, 0)
F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1

(
ζ1 +

t

Tcl1

)
,−h

δ′2−1

ω2

(
ζ2 +

t

Tcl2

))
.Maintenant ave l'égalité de Poisson appliquée à la fontion Ωt on obtient :

∑

n,m∈Z2

Ωt(n,m) =
∑

l,s∈Z2

F (Ωt) (l, s)

=
1

F (χ2) (0, 0)

∑

l,s∈Z2

F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1

(
l +

t

Tcl1

)
,−h

δ′2−1

ω2

(
s+

t

Tcl2

))
.Ce qui donne bien l'égalité énonée dans la proposition .On voit tout de suite, ompte tenu de la déroissane à l'in�ni des deuxvariables de la fontion F

(
χ2
)
∈ S(R2) ; que les termes prépondérants dans lasérie orrespondent aux indies l et s tels que l+ t

Tcl1
ou s+ t

Tcl2
soient le plusprohe de zéro. Préisons ela ave une dé�nition et une proposition.Dé�nition 3.7. � Pour tout réel positif t, on dé�nit les entiers li(t) = li(t, h)omme étant les entiers le plus prohe des réels − t

Tcli

; on note alors par
d (t, TcliZ) la distane entre le réel t et le réseau TcliZ. Ainsi d (t, TcliZ) =
li(t) + t

Tcli

.Remarque 3.8. � Par dé�nition, on a immédiatement que quel que soit l ∈ Ztel que l 6= li(t) on a la minoration ∣∣∣l + t
Tcl1

∣∣∣ ≥ 1
2 .Théorème 3.9. � On a uniformément pour t réel

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tcl1

+
m−m0

Tcl2

«

=
1

F (χ2) (0, 0)
F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) ,−

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)
+O (h∞) .Démonstration. � On va ommener par montrer e résultat ave la sérieindexée sur Z2. Comme F

(
χ2
)
∈ S(R2) on a

∀k, d ∈ N∗2, ∃Bk,d > 0, ∀ζ1, ζ2 ∈ R2,
∣∣F
(
χ2
)
(ζ1, ζ2)

∣∣ ≤ Bk,d

(1 + |ζ1|)k (1 + |ζ2|)d
.



16 OLIVIER LABLÉEEnsuite, d'après la préédente proposition et le lemme préédent, on a l'égalité,uniforme pour t réel :
∑

n,m∈Z2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

«

=
1

F (χ2) (0)

∑

l,s∈Z2

F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1

(
l +

t

Tcl1

)
,−h

δ′2−1

ω2

(
s+

t

Tcl2

))

=
1

F (χ2) (0, 0)
F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (t, Tcl1Z) ,−h

δ′2−1

ω2
d (t, Tcl2Z)

)
+O (h∞) .Maintenant établissons e même type de résultat ave la série indexée surl'ensemble N2. Partons simplement de l'égalité

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

«

=
∑

n,m∈Z2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tcl1

+
m−m0

Tcl2

«

−
∑

n,m∈Z2−N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tcl1

+
m−m0

Tcl2

«ainsi
∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tcl1

+
m−m0

Tcl2

«

− 1

F (χ2) (0, 0)
F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) ,−

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)∣∣∣∣∣∣

≤
∑

n,m∈Z2−N2

|an,m|2 +O (h∞) .Pour �nir la preuve il su�t don de montrer que ∑n,m∈Z2−N2 |an,m|2 =

O (h∞) . Érivons alors :
∑

n,m∈Z2−N2

|an,m|2

=

+∞∑

n=0

−1∑

m=−∞
|an,m|2 +

−1∑

n=−∞

−1∑

m=−∞
|an,m|2 +

−1∑

n=−∞

+∞∑

m=0

|an,m|2 ;et en utilisant le lemme 2.5 on montre alors failement que∑n,m∈Z2−N2 |an,m|2 =

O (h∞) .



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL17Cas où Tcl1
Tcl2

∈ Q. � On va supposer dans ette sous setion que Tcl1
Tcl2

= b
a ∈ Q;ainsi bTcl2 = aTcl1 .Dé�nition 3.10. � Si les deux périodes lassiques sont ommensurables ; lapériode lassique totale du système est dé�nie par Tcl := Tcl1b = aTcl2 .Le premier résultat que nous avons explique le omportement de la fontiond'auto-orrélation sur une période lassique Tcl. Dans le théorème suivant onmontre que le graphe de la fontion d'auto-orrélation est très �piquée� sur lavaleur 1 autour de la période lassique.Théorème 3.11. � Nous avons :(i) Pour t tel que t ∈ TclN (i.e pour tout i ∈ {1, 2}, d (t, TcliZ) = 0) :

a1(t) = 1.(ii) Si il existe i ∈ {1, 2} tel que d (TcliZ, t) > h1−δ′i :
a1(t) = O(h∞).Démonstration. � Le premier point (i) est immédiat. Démontrons le seondpoint : en partant de l'égalité donnée par le préédent théorème :

a1(t) =
1

F (χ2) (0, 0)
F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) ,−

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)
+O (h∞) ;et en utilisant toujours le fait que la fontion F

(
χ2
)
∈ S(R2) on a une inégalitédu type

∀q ∈ N, ∃Dq > 0, ∀ζ1, ζ2 ∈ R2,
∣∣F
(
χ2
)
(ζ1, ζ2)

∣∣ ≤ Dq

(1 + |ζ1| + |ζ2|)qet ainsi ∣∣∣∣∣F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) ,−

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)∣∣∣∣∣

≤ Dq(
1 + hδ′

1
−1

ω1
d (Tcl1Z, t) + hδ′

2
−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)q .Par onséquent s'il existe un indie i ∈ {1, 2} tel que d (TcliZ, t) > ωih
1−δ′ialors il existe ε > 0 de sorte que d (TcliZ, t) ≥ ωih

1−δ′i−ε et ainsi nous avonspour tout q ∈ N l'inégalité suivante :
∣∣∣∣∣F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) ,−

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)∣∣∣∣∣ ≤ Dqh
εq.



18 OLIVIER LABLÉEPar onséquent, omme ei est vrai pour tout pour tout q ∈ N on en déduitque
F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) ,−

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)
= O(h∞).Cas où b

a /∈ Q. � Le as où le réel b
a =

Tcl1
Tcl2

n'est plus une fration rationnelleest beauoup plus déliat, en e�et il n'existe plus de période lassique ommune.Le �ot hamiltonien est dense sur le tore. Le théorème 3.10 nous indique quele omportement à l'ordre 1 de la fontion d'auto-orrélation est donné par lafontion :
t 7→ 1

F (χ2) (0, 0)
F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) ,−

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)
.Pour omprendre ette fontion il faut don analyser l'évolution de la distaneentre la demi-droite (OMt) où O := (0, 0),Mt := (t, t) et le réseau Tcl1Z×Tcl2Zen fontion du temps t et du nombre Tcl1

Tcl2
= b

a . Pour être plus préis, il fautomparer ette distane ave les réels hδ′j−1. Par exemple, si à un temps t∗donné la distane entre le �ot et le réseau est plus grande que h1−δ′j , enutilisant la déroissane à l'in�ni de la fontion F
(
χ2
)
, on est assuré que

a1 (t∗) = O(h∞).On va don débuter ette sous-setion par des résultats géométriques, puison reviendra à l'étude de la fontion d'auto-orrélation a1(t).Généralités. � Dans e as là le �ot lassique sur le tore n'est pas pério-dique, mais il est dense sur le tore T . On a vu qu'en oordonnées angulaire le�ot hamiltonien est donné par
ϕt :





[0, 1]2 → [0, 1]2

(
θ1,0

θ2,0

)
7→
( − at

2π + θ1,0

− bt
2π + θ2,0

)
.Sans perdre de généralité on va supposer que la ondition initiale est( θ1,0

θ2,0

)
=

(
0
0

) et que a, b < 0. En posant a := − a
2π > 0 et b = − b

2π > 0, le �ot hamil-tonien s'érit alors plus simplement
ϕt =

(
at
bt

)
.
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∣∣2π

a

∣∣ =
∣∣ 1
a

∣∣ et Tcl2 =
∣∣ 2π

b

∣∣ =
∣∣ 1
b

∣∣ . La ompréhensionde la fontion
t 7→ 1

F (χ2) (0, 0)
F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) ,−

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)passe don par l'étude de l'évolution de la distane d (ϕt,Z
2
∗
) en fontion dutemps t et du nombre b

a
.Cas où b

a véri�e une ondition diophantienne. � Au milieu du XIXèmesièle, J. Liouville a demontré leThéorème 3.12. � (Liouville). Soit θ un nombre irrationnel algébrique réelde degré d ≥ 2. Il existe une onstante C = C(θ) > 0 tel que pour tout nombrerationnel p
q on ait

∣∣∣∣θ −
p

q

∣∣∣∣ ≥
C

qd
.En d'autres termes, un nombre algébrique ne s'approhe pas bien par lesrationnels. Vers le milieu du XXème sièle, K. F. Roth a onsidérablementamélioré e résultats (e qui lui a valu la médaille Field en 1958).Dé�nition 3.13. � On dit qu'un nombre θ irrationnel véri�e une onditiondiophantienne d'ordre ε si et seulement si il existe une onstante Cε > 0 telleque pour tout ouple (p, q) ∈ Z × N∗ on ait

∣∣∣∣θ −
p

q

∣∣∣∣ ≥
Cε

q2+ε
.On note par Cε l'ensemble des nombres θ irrationnels qui véri�e une onditiondiophantienne d'ordre ε. On dit qu'un nombre θ irrationnel est un nombre deRoth si et seulement si θ ∈ ⋂

ε>0

Cε ; i.e.
∀ε > 0, ∃Cε > 0; ∀(p, q) ∈ Z × N∗;

∣∣∣∣θ −
p

q

∣∣∣∣ ≥
Cε

q2+ε
.Il y a beauoup d'exemple de nombre de Roth, par exemple :Théorème 3.14. � (Thue-Siegel-Roth). Tout nombre irrationnel algébriqueréel de degré d ≥ 2 est de Roth.Il est aussi onnu que (voir par exemple [Cas℄) :Théorème 3.15. � La mesure de Lebesgue des nombres de Roth est pleine.



20 OLIVIER LABLÉERemarque 3.16. � Si un nombre θ est un nombre ε-diophantien alors omme∣∣θ − p
1

∣∣ ≥ Cε et que |θ − p| ≤ 1
2 ≤

√
2

2 on en déduit alors que pour tout ε > 0on a 0 < Cε ≤ 1
2 .On va maintenant estimer la distane eulidienne entre la partie du �ot

{ϕt}t∈[0,T ] et l'ensemble Z2
∗ .Dé�nition 3.17. � Notons par ∆ et Γ les deux droites vetorielles orthogo-nales

∆ := Vet(ae1 + be2), Γ := Vet(−be1 + ae2)où (e1, e2) est la base anonique de R2. Considérons aussi π∆ le projeteurorthogonal sur la droite ∆ et πΓ le projeteur orthogonal sur la droite Γ.Par la suite on suppose que θ = b
a est un nombre de Roth.Lemme 3.18. � Pour tout ε > 0, il existe Kε > 0 telle que Kε ≤ Cε où

Cε est la onstante de Roth du nombre θ = b
a ; telle que pour tout ouple

(n,m) ∈ Z2
∗

‖π∆ (ne1 +me2)‖R2 ≥ Kε

‖ne1 +me2‖1+ε
R2

; ‖πΓ (ne1 +me2)‖R2 ≥ Kε

‖ne1 +me2‖1+ε
R2

.Démonstration. � En notant par u =

(
u1

u2

)
:= 1√

a2+b2

(
a

b

) le veteurdireteur normé de la droite ∆, nous avons
‖π∆ (ne1 +me2)‖R2 = |〈u, ne1 +me2〉R2 |

= |nu1 +mu2| = |u1| |n+mθ| ;omme θ est un nombre de Roth, pour tout ε > 0 il existe une onstante Cε > 0telle que
‖π∆ (ne1 +me2)‖R2 ≥ |u1|

Cε

|m|1+ε

≥ |u1|Cε

‖ne1 +me2‖1+ε
R2

.De la même façon nous avons
‖πΓ (ne1 +me2)‖R2 ≥ |u2|

Cε

|n|1+ε
≥ |u2|Cε

‖ne1 +me2‖1+ε
R2

;ainsi en posant Kε := min (|u1|Cε, |u2|Cε) ≤ Cε, on a bien le lemme.De e lemme on en déduit le :



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL21Théorème 3.19. � Pour tout ε > 0, il existe une onstante Kε ≤ Cε où Cεest la onstante de Roth du nombre θ = b
a ; telle que pour tout t ≥ 0

d
(
ϕt,Z

2
∗
)
≥ Kε(√

2
2 + t

√
a2 + b2

)1+ε .Démonstration. � Pour tout t ≥ 0, le point ϕt ∈ ∆, il existe don un ouple
(nt,mt) ∈ Z2

∗ tel que
d
(
ϕt,Z

2
∗
)

=
∥∥∥
−−→
Oϕt − (nte1 +mte2)

∥∥∥
R2

≥ ‖πΓ (nte1 +mte2)‖R2 ;et ave le lemme préédent on en déduit alors
d
(
ϕt,Z

2
∗
)
≥ Kε

‖nte1 +mte2‖1+ε
R2

.Par ailleurs, nous avons la majoration
∥∥∥
−−→
Oϕt − (nte1 +mte2)

∥∥∥
R2

≤
√

2

2
,et par l'inégalité triangulaire renversée on obtient

‖nte1 +mte2‖R2 ≤
∥∥∥
−−→
Oϕt

∥∥∥
R2

+

√
2

2
.D'où, omme ∥∥∥−−→Oϕt

∥∥∥
R2

= t
√

a2 + b2, pour tout t ≥ 0 et quel que soit ε > 0nous avons
d
(
ϕt,Z

2
∗
)
≥ Kε(

t
√

a2 + b2 +
√

2
2

)1+ε .Corollaire 3.20. � Pour tout ε > 0 et quel que soit η ∈
]
0,

√
2
1+ε

2

[
⊂
]
0,

√
2

2

[nous avons l'impliation suivante :
d
(
ϕt,Z

2
∗
)
< η ⇒ t >

1√
a2 + b2

((
Kε

η

) 1
1+ε

−
√

2

2

)
.Démonstration. � Supposons que d (ϕt(0),Z

2
∗
)
< η, ainsi par le préédentthéorème pour tout ε > 0 il existe une onstante Kε ∈

]
0, 1

2

[ telle que
Kε(√

2
2 + t

√
a2 + b2

)1+ε < η



22 OLIVIER LABLÉEi.e. (
Kε

η

) 1
1+ε

<

√
2

2
+ t
√

a2 + b2et par onséquent on en déduit l'inégalité souhaitée.Remarque 3.21. � Comme η ∈
]
0,

√
2
1+ε

2

[
⊂
]
0,

√
2

2

[ on a (Kε

η

) 1
1+ε ≥

√
2

2 .Dé�nition 3.22. � Pour ε > 0 et η > 0, on note :
tη(ε) :=

1√
a2 + b2

((
Kε

η

) 1
1+ε

−
√

2

2

)
.Théorème 3.23. � Pour tout ε > 0 et quel que soit η ∈
]
0,

√
2
1+ε

2

[ ave ηassez petit pour que tη(ε) ≥ maxTcli ; pour tout entier k ≥ 1 il existe uneonstante Dk > 0 telle que pour tout t ∈[maxTcli , tη(ε)] on ait uniformément
|a1(t)| ≤ Dkh

k(1−max δ′i)η−k.Démonstration. � Par dé�nition de d (t, TcliZ), on a la simple relation validepour tout t ≥ max Tcli > 0

d (t, TcliZ) = d (t, TcliN
∗) ;puis omme Tcl1 =

∣∣ 2π
a

∣∣ =
∣∣ 1
a

∣∣ et Tcl2 =
∣∣2π

b

∣∣ =
∣∣ 1
b

∣∣ on a
d (t, Tcl1Z) = d (at,N∗) , d (t, Tcl2Z) = d (bt,N∗) .Ainsi par ontraposée du préédent orollaire nous obtenons que pour tout

t ∈[maxTcli , tη(ε)]

d
(
(at,bt),Z2

∗
)
≥ η;e qui implique (omme les normes ‖(x, y)‖

R2 et |x|+ |y| sont équivalentes sur
R2) l'existene d'une onstante C > 0 telle que pour tout t ∈[maxTcli , tη(ε)]

d (t, Tcl1Z) + d (t, Tcl2Z) ≥ Cη.Puis omme la fontion F
(
χ2
)
∈ S(R2)

∀k ∈ N2, ∃Mk > 0, ∀ζ1, ζ2 ∈ R2,
∣∣F
(
χ2
)
(ζ1, ζ2)

∣∣ ≤ Mk

(|ζ1| + |ζ2|)k
;d'où pour tout t ∈[maxTcli , tη(ε)]∣∣∣∣∣F

(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (t, Tcl1Z) ,−h

δ′2−1

ω2
d (t, Tcl2Z)

)∣∣∣∣∣

≤ Mk
(

hδ′
1
−1

ω1
d (t, Tcl1Z) + hδ′

2
−1

ω2
d (t, Tcl2Z)

)k
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≤ max(ωi)

kMk

hk max(δ′i)−k (d (t, Tcl1Z) + d (t, Tcl2Z))k

≤ max(ωi)
kMk

hk max(δ′i)−k

1

Ckηk
= max(ωi)

Mk

Ck
hk(1−max(δ′i))η−k;d'où le théorème énoné.Puis en appliquant e théorème ave η = hs, où s est un réel de ]0, 1 − max δ′i[on obtient immédiatement le :Corollaire 3.24. � Pour tout ε > 0, pour tout s ∈ ]0, 1 − max δ′i[ et pour

h assez petit tel que ths(ε) ≥ maxTcli ; alors uniformément pour tout t ∈
[maxTcli , tη(ε)] nous avons

a1(t) = O(h∞).Remarques sur les éhelles de temps. � Pour que le préédent lemmeait un intérêt il faut véri�er que pour tout ε ≥ 0

ths(ε) ≤ hαoù on rappelle que α > 1 − 2min (δi) . En e�et on a laProposition 3.25. � En supposant que min δi >
2
3 , pour tout ε > 0 et pourtout s ∈ ]0, 1 − max δ′i[ on a

ths(ε) ≤ 1

2
√

a2 + b2

(
h1−2min δi −

√
2
)
.Démonstration. � D'une part pour tout s > 0 et pour tout ε > 0 omme

thS(ε) =
1√

a2 + b2

(
(Kε)

1
1+ε h−

s
1+ε −

√
2

2

)pour h→ 0 on a don l'équivalene
ths ∼ Dεh

− s
1+εoù Dε := 1√

a2+b2
(Kε)

1
1+ε > 0. D'autre part, par une simple étude de fontionmontre que pour tout ε > 0 on a 1 − 2min δi ≤max δ′i−1

1+ε . Par suite on a
h

max δ′i−1

1+ε ≤ h1−2min δi . Et par onséquent on obtient
thS(ε) ≤ 1√

a2 + b2

(
(Kε)

1
1+ε h

max δ′i−1

1+ε −
√

2

2

)

≤ 1√
a2 + b2

(
(Kε)

1
1+ε h1−2min δi −

√
2

2

)
≤ 1√

a2 + b2

(
1

2
h1−2min δi −

√
2

2

)
.



24 OLIVIER LABLÉEUtilisation des frations ontinues. � Maintenant, on peut se demanderquels sont les temps préis où d (ϕt,Z
2
∗
)
< η ? Pour répondre à ette probléma-tique on va utiliser les frations ontinues. Pour tout nombre réel irrationnel

θ on notera par (qn, pn) ∈N2 la suite donnée par l'algoritheoe des frationsontinues. On a en partiulier que pour tout entier n ≥ 0

∣∣∣∣θ −
pn

qn

∣∣∣∣ ≤
1

q2n
.Notons par D la droite d'équation y = b

a
x = θx. Ainsi pour tout t ≥ 0 ;

[Oϕt] ⊂ D.Pour n ≥ 0 �xé on va déterminer le point de la droite D qui réalise la distaneentre D et le point (qn, pn) ∈ N2; e qui revient à trouver le temps τn tel que
d (ϕτn , (qn, pn)) = d (D, (qn, pn)) .Proposition 3.26. � Pour tout n ≥ 1 ; l'unique τn ≥ 0 tel que d (ϕτn , (qn, pn)) =
d (D, (qn, pn)) est donné par

τn =
aqn + bpn

a2 + b2
.De plus nous avons

d
(
ϕτn ,Z

2
∗
)
≤ a√

a2 + b2

1

qn
<

1

qn
.Démonstration. � Pour n �xé non nul, on va herher t ≥ 0 tel que d (ϕt, (qn, pn)) =

d (D, (qn, pn)) . Il faut don trouver t ≥ 0 tel que :
−−→
Oϕt ⊥

(
(qne1 + pne2)−

−−→
Oϕt

)ie : il faut don trouver t ≥ 0 tel que :
〈−−→
Oϕt, (qne1 + pne2)−

−−→
Oϕt

〉
R2

= 0.On doit don résoudre at(qn − at) + bt(pn − bt) = 0 et on trouve ommesolution non nulle :t = aqn+bpn

a2+b2 . Et ainsi à t = τn := aqn+bpn

a2+b2 on obtient
d (ϕτn , (qn, pn)) = d

((
a

2qn + abpn

a2 + b2
,
abqn + b

2pn

a2 + b2

)
, (qn, pn)

)

=

√(
a2qn + abpn − a2qn − b2qn

a2 + b2

)2

+

(
abqn + b2pn − a2pn − b2pn

a2 + b2

)2

=
1

a2 + b2

√
b2 (apn − bqn)2 + a2 (bqn − apn)2.
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qn

∣∣∣ ≤ 1
q2
n
, 'est-à-dire pour tout entier

n |qnb − pna| ≤ a

qn
; on en déduit don l'inégalité :
d (ϕτn , (qn, pn)) ≤ 1

a2 + b2

√

b2
a2

q2n
+ a2

a2

q2n

≤ a√
a2 + b2

1

qn
<

1

qn
.Pour onlure il su�t de noter que pour tout entier n

d (ϕτn , (qn, pn)) ≥ d
(
ϕτn ,Z

2
∗
)
.Généralisons un peu e résultat en regardant omme évolue la distane entrel'ensemble Z2

∗ et la partie du �ot ϕt lorsque t est dans un voisinage de τn.Dé�nition 3.27. � Pour tout réel r > 0, en note par I(r) la boule ferméede entre τn et de rayon r > 0 :
I(r) :=

[
aqn + bpn

a2 + b2
− r,

aqn + bpn

a2 + b2
+ r

]
.Proposition 3.28. � Pour tout réel r > 0; quel que soit t ∈ I(r)

d
(
ϕt,Z

2
∗
)
≤ 1

a2 + b2

√((
ab

qn

)
+ ra(a2 + b2)

)2

+

(
a2

qn
+ rb(a2 + b2)

)2

.Démonstration. � Partons de l'inégalité vraie pour tout réel t ≥ 0.
d
(
ϕt,Z

2
∗
)
≤ d (ϕt, (qn, pn)) .Ensuite pour tout t ∈ I(r) on a très lairement que

ϕt ∈ BR

(
a

2qn + abpn

a2 + b2
, ra

)
×BR

(
abqn + b

2pn

a2 + b2
, rb

)où BR (X,R) := [X −R,X +R] . Par onséquent
d (ϕt, (qn, pn)) .

≤
√(

a2qn + abpn

a2 + b2
+ ra − qn

)2

+

(
abqn + b2pn

a2 + b2
+ rb− pn

)2

=
1

a2 + b2

√
(abpn − b2qn + ra(a2 + b2))2 + (abqn − a2pn + rb(a2 + b2))2

≤ 1

a2 + b2

√((
ab

qn

)
+ ra(a2 + b2)

)2

+

(
a2

qn
+ rb(a2 + b2)

)2

.Ce qui montre l'inégalité proposée.



26 OLIVIER LABLÉERemarque 3.29. � Pour r = 0 on obtient
d
(
ϕt,Z

2
∗
)
≤ 1

a2 + b2

√((
ab

qn

))2

+

(
a2

qn

)2

≤ a√
a2 + b2

1

qn
.et on retrouve bien le résultat de la préédente proposition.On va maintenant donner un équivalent pour n→ ∞ du réel τn :Proposition 3.30. � Pour n→ ∞ on a l'équivalent τn ∼ Ωqn où on a posé

Ω := a+bθ
a2+b2 > 0.Démonstration. � Érivons le quotient τn sur Ωqn :

τn
Ωqn

=
aqn + bpn

a2 + b2

a
2 + b

2

qn(a + bθ)
=

a

a + bθ
+

bpn

qn(a + bθ)et omme limn→∞
pn

qn
= θ on en déduit limn→∞

τn

Ωqn
= 1.Revenons maintenant à la fontion d'auto-orrélation a1.Dé�nition 3.31. � Pour µ > 0 �xé, on note par Ah = Ah(θ, µ) l'ensemblesuivant :

Ah :=
{
qn ∈ N, qn ∈

[
hmin δ′i−1+µ, h1−2 min δi−µ

]}
.Remarque 3.32. � Pour µ > 0 on a [hmin δ′i−1−µ, h1−2 min δi+µ
]
⊂
[
hmin δ′i−1, h1−2 min δi

]
.Théorème 3.33. � Supposons que Ah 6= ∅, alors

sup
n∈{m∈N, qm(θ)∈Ah}

|a1(τn) − 1| = O(hµ).Démonstration. � Appliquons pour ommener la formule de Taylor-Lagranged'ordre 1 sur la fontion (x, y) 7→ F
(
χ2
)
(x, y) autour de l'origine : pour toutréel t ≥ 0 il existe un réel θ = θ (t, h, Tcl1 , Tcl2) ∈ ]0, 1[ tel que :

F
(
χ2
)
(
−h

δ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) ,−

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)
= F

(
χ2
)
(0, 0)

−h
δ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t)

∂F
(
χ2
)

∂x

(
θ
hδ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) , θ

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)

−h
δ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

∂F
(
χ2
)

∂y

(
θ
hδ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, t) , θ

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, t)

)
.Nous venons de voir que pour tout entier n ≥ 1 la distane entre la partie du�ot ϕτn et l'ensemble Z2

∗ est stritement plus petite que 1
qn
. Ainsi si on suppose
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qn

)
n
devient très petite, disons que pourtout n ≥ N on ait 1

qn
< hs ave s > 0. Alors dans e as là nous obtenonsla majoration d (ϕτn ,Z
2
∗
)
≤ hs; et par onséquent pour tout indie i ∈ {1, 2}on a aussi d (τn, TcliZ) ≤ hs. D'où, pour tout indie i ∈ {1, 2} nous avons

hδ′i−1d (τn, TcliZ) ≤ hδ′i−1+s et omme on suppose que s ≥ −min δ′i + 1 + µave µ > 0

hδ′i−1d (τn, TcliZ) ≤ hµ;et omme pour h assez petit
∣∣∣∣∣
hδ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, τn)

∂F
(
χ2
)

∂x

(
θ
hδ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, τn) , θ

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, tτn)

)∣∣∣∣∣ ≤Mhµ,

∣∣∣∣∣
hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, τn)

∂F
(
χ2
)

∂y

(
θ
hδ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, τn) , θ

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, tτn)

)∣∣∣∣∣ ≤ Nhµ;où M, M ′ sont des onstantes positives indépendantes de h. Ainsi ave laformule de Taylor préédemment érite on a immédiatement
sup

n∈{m∈N, qm(θ)∈Ah}
|a1(τn) − 1| =

1

F (χ2) (0, 0)

sup
n∈{m∈N, qm(θ)∈Ah}

∣∣∣∣∣
hδ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, τn)

∂F
(
χ2
)

∂x

(
θ
hδ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, τn) , θ

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, τn)

)

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, τn)

∂F
(
χ2
)

∂y

(
θ
hδ′1−1

ω1
d (Tcl1Z, τn) , θ

hδ′2−1

ω2
d (Tcl2Z, τn)

)∣∣∣∣∣

≤ hµM.Comptage de la suite qn. � Au vu du préédent théorème il est intéressantde déterminer la ardinalité de l'ensemble Ah. Comme la suite (qn(θ))n∈N
eststritement roissanteard {Ah} = ard {n ∈ N, qn(θ) ∈ Ah} .Commerçons par une majoration simple de ard {Ah} :ard {Ah} ≤ ard{N ∩

[
hmin δ′i−1−µ, h1−2 min δi+µ

]}
≤ E [δ(h)] + 1



28 OLIVIER LABLÉEoù δ(h) := h1−2min δi+µ − hmin δ′i−1−µ. On a alors, pour h → 0, l'équivalent
δ(h) ∼ h1−2min δi+µ. Pour minimiser ard {Ah} 'est beauoup plus dur ; e-pendant il est lair que pour tout n∗ > 1, il existe h∗ ∈ ]0, 1[ tel que :

[
h

∗ min δ′i−1−µ, h∗1−2 min δi+µ
]⋂

(
+∞⋃

n=0

qn(θ)

)
= {qn∗(θ)} .Pour pouvoir estimer l'entier ard {Ah} il faut onnaître la distribution des

(qn(θ))n∈N
sur la droite des réels (en partiulier sur le ompat [hmin δ′i−1−µ, h1−2 min δi+µ

])en fontion du nombre θ. Essayons de donner quelques exemples de distributionde (qn(θ))n∈N
.Un exemple : le nombre d'or. � Le nombre d'or est le nombre l'unique raineréelle de X2 −X − 1 = 0, 'est à dire 1+

√
5

2 . La fration ontinue approximantle nombre d'or possède systématiquement la plus petite valeur possible pourhaun des oe�ients, à savoir 1 :
ϕ = [1, 1, . . . , 1, . . .] = 1 +

1

1 + 1
1+ 1

1+...

.En onséquene le nombre d'or est l'irrationnel qui s'approxime le plus malpar des rationnels. Une autre des partiularité de e nombre est que la suitedes dénominateurs (qn)n de l'algoritheoe des frations ontinues est égale à lasuite de Fibonai (Fn)n :
Fn :=

1√
5

(
1 +

√
5

2

)n

− 1√
5

(
1 −

√
5

2

)n

.Notons bien que
lim

n→+∞
Fn+1

Fn
= ϕ.Ensuite pour n→ +∞ on a aussi :

Fn ∼ 1√
5

(
1 +

√
5

2

)n

.Une réurrene évidente nous fournie le :Proposition 3.34. � En notant par qn(x) le n−ème dénominateur de l'al-goritheoe des frations ontinues de x ; pour tout θ ∈ R nous avons pour tout
n ≥ 0

qn(θ) ≥ Fn.Dans le as général où θ est un irrationnel quelonque on dispose du théo-rème d'aritheoétique analytique suivant (voir [Khi℄) :
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lim

n→+∞
qn(θ)

1
n = Koù K est la onstante de Khinthine-Lévy K := e

π
12 ln(2) > 1.Ainsi, par exemple, a partir d'un ertain rang on a :

(
1

2
K

)n

≤ qn(θ) ≤
(

3

2
K

)n

.L'étude de la distribution des suites géométriques ((1
2K
)n)

n∈N
et ((3

2K
)n)

n∈Nsur le ompat [hmin δ′i−1−µ, h1−2 min δi+µ
] est assez simple à faire ; malheureu-sement ei ne fournit pas beauoup d'informations exates sur la distributionde la suite (qn(θ))n∈N

.Question ouverte. � Connaît t'on la distribution des dénominateurs (qn(θ))n∈Nsur les réels en fontion de θ ; plus préisément pour un ompat non vide �xéde R∗
+ est t'il possible d'estimer le nombre d'éléments de la suite (qn(θ))n∈Ndans e ompat en fontion du réel θ et du diamètre de e ompat ?4. Dynamique sur des éhelles de temps Longues : périodes derenaissanesDans ette setion on supposera que ∂2F

∂X2 (E1, E2) 6= 0, ∂2F
∂X∂Y (E1, E2) 6=

0, ∂2F
∂Y 2 (E1, E2) 6= 0. L'approximation à l'ordre deux de la fontion d'auto-orrélation fait apparaître trois nouvelles quantités : les périodes de renais-sanes.4.1. Périodes de renaissanes. �Dé�nition 4.1. � On dé�nit les périodes de renaissanes semi-lassiques

Tsren1, Tsren2 et Tsren12 du système par :
Tsren1 :=

4π

h ∂2F
∂X2 (τn0, µm0)ω

2
1

; Tsren2 :=
4π

h∂2F
∂Y 2 (τn0, µm0)ω

2
2

;

Tsren12 :=
4π

h ∂2F
∂X∂Y (τn0 , µm0)ω1ω2

.De sorte que :Proposition 4.2. � Soit β un réel véri�ant l'inégalité : β > 1− 3min δi. Ona alors uniformément pour tout t ∈ [0, hβ
] :

e+itF(τn0 ,µm0)/h
r(t)
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=

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tsren1
+

(m−m0)2

Tsren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tsren12

«

+O
(
hβ+3min δi−1

)
.Démonstration. � Le prinipe de la démonstration est le même que dansla preuve de la proposition 3.3. Ii il faut par ontre érire une formule deTaylor-Lagrange à l'ordre 3 : pour tout ouple (n,m) ∈ N2, il existe θ =

θ (n,m, n0,m0) ∈ ]0, 1[ tel que
F (τn, µm) = F (τn0, µm0)

+
∂F (τn0, µm0)

∂X
ω1h (n− n0) +

∂F (τn0, µm0)

∂y
ω2h (m−m0)

+
1

2

∂2F (τn0, µm0)

∂X2
ω2

1h
2 (n− n0)

2 +
1

2

∂2F (τn0, µm0)

∂Y 2
ω2

2h
2 (m−m0)

2

+
1

2

∂2F

∂X∂Y
(τn0, µm0)ω1ω2h

2 (n− n0) (m−m0)

+
1

6

∂3F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂X3
ω3

1h
3 (n− n0)

3

+
1

2

∂3F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂X2∂Y
ω2

1ω2h
3 (n− n0)

2 (m−m0)

+
1

2

∂3F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂X∂Y 2
ω1ω

2
2h

3 (n− n0) (m−m0)
2

+
1

6

∂3F (τn0 + θ(τn − τn0), µm0 + θ(µm − µm0))

∂X3
ω3

2h
3 (m−m0)

3 .Ensuite il su�t de noter que pour tout ouple (n,m) ∈ ∆ et pour tout
t ∈ [0, hβ ]

∣∣∣t (n− n0)
3 h2

∣∣∣ ≤ hβ+3δ1−1;
∣∣∣t (n− n0)

2 (m−m0)h
2
∣∣∣ ≤ hβ+2δ1+δ2−1;

∣∣∣t (n− n0) (m−m0)
2 h2

∣∣∣ ≤ hβ+δ1+2δ2−1;
∣∣∣t (m−m0)

3 h2
∣∣∣ ≤ hβ+3δ2−1;et don omme β > 1 − min (3δ1, 2δ1 + δ2, δ1 + 2δ2, 3δ2) = 1 − 3min δi, quelque soit t ∈ [0, hβ

] et pour tout ouple (n,m) ∈ N2 nous avons
e−2iπt((n−n0)

3h2+(n−n0)
2(m−m0)h2+(n−n0)(m−m0)2h2+(m−m0)3h2)

= 1 +O
(
hβ−1+3min δi

)
.Ce qui permet de simpli�er la fontion d'auto-orrélation.
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Tren12 par :

Tren1 :=
4π

h ∂2F
∂X2 (E1, E2)ω2

1

; Tren2 :=
4π

h∂2F
∂Y 2 (E1, E2)ω2

2

;

Tren12 :=
4π

h ∂2F
∂X∂Y (E1, E2)ω1ω2

.Evidemment, pour tout indie j ∈ {1, 2, 12} on a limh→0
Tsrenj

Trenj
= 1. Lestrois périodes semi-lassiques Tsrenj

dépendent de h ainsi que leurs quotients.Comme par la suite on va faire des onsidérations sur les quotients des périodes,il est préférable de travailler plut�t ave les périodes de renaissanes qu'aveles périodes de renaissanes semi-lassique ; pour elà nous disposons en e�etde la :Proposition 4.4. � Soit υ un réel véri�ant l'inégalité : υ > −2min δi. On aalors uniformément pour t ∈ [0, hυ ] :
∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tsren1
+

(m−m0)2

Tsren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tsren12

«

=
∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tren1
+

(m−m0)2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

«

+O
(
hυ+min(δ1,δ2)

)
.Démonstration. � Le prinipe de la preuve est le même que elle de la proposi-tion 3.5. Observons qu'ave la partition N2 = ∆∐Γ et par inégalité triangulairenous obtenons :∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

|an,m|2
[
e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tsren1
+

(m−m0)2

Tsren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tsren12

«

e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tren1
+

(m−m0)2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

«]∣∣∣∣∣

≤
∑

n,m∈Γ

2 |an,m|2

+2
∑

n,m∈∆

|an,m|2
[∣∣∣∣2πt(n − n0)

2

(
1

Tsren1

− 1

Tren1

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣2πt(m−m0)

2

(
1

Tsren2

− 1

Tren2

)∣∣∣∣

+

∣∣∣∣2πt(n− n0)(m−m0)

(
1

Tsren12

− 1

Tren12

)∣∣∣∣ ;



32 OLIVIER LABLÉEon a utilisé ii que ∣∣eiX − eiY
∣∣ ≤ 2 |X − Y | . En érivant ensuite 1

Tsren1
− 1

Tren1
=

Tren1−Tsren1
Tsren1Tren1

puis en remarquant que
Tsren1 − Tren1 =

4π

ω2
1h

(
∂2F
∂X2 (E1, E2) − ∂2F

∂X2 (τn0, µm0)
∂2F
∂X2 (τn0, µm0)

∂2F
∂X2 (E1, E2)

)
;d'une part ave l'inégalité des aroissements �nis nous avons

∣∣∣∣
∂2F

∂X2
(E1, E2) −

∂2F

∂X2
(τn0 , µm0)

∣∣∣∣

≤ sup
(x,y)∈B((E1,E2),1)

∥∥∥∥∇
(
∂2F

∂X2

)
(x, y)

∥∥∥∥
R2

‖(E1, E2) − (τn0, µm0)‖R2

≤M

√
(E1 − τn0)

2 + (E2 − µm0)
2 ≤Mh

√
2

2
;où M est une onstante stritement positive et indépendante de h. D'autrepart omme on suppose que ∂2F

∂X2 (E1, E2) 6= 0; il existe ε1 > 0 et r1 > 0 telsque pour tout (x, y) ∈ B ((E1, E2), r1) on ait ∣∣∣ ∂2F
∂X2 (x, y)

∣∣∣ ≥ ε1; don omme
lim
h→0

τn0 = E1 et lim
h→0

µm0 = E2 il existe h1 > 0 tel que pour tout h ∈ ]0, h1[

(τn0 , µm0) ∈ B ((E1, E2), r1) ;ainsi l'appliation
h 7→ 1

∂2F
∂X2 (E1, E2)

∂2F
∂X2 (τn0, µm0)est bornée sur l'ouvert ]0, h1[, en e�et pour tout h ∈ ]0, h1[

∣∣∣∣∣
1

∂2F
∂X2 (E1, E2)

∂2F
∂X2 (τn0, µm0)

∣∣∣∣∣ ≤
1

ε21
< +∞;d'où aveM ′ := 2πM

√
2

ε2
1
, pour tout h ∈ ]0, h1[ nous avons alors |Tsren1 − Tren1| ≤

M ′. Aprés, omme
∣∣∣∣

1

Tsren1Tren1

∣∣∣∣ ≤ h2

∣∣∣ ∂2F
∂X2 (E1, E2)

∂2F
∂X2 (τn0, µm0)

∣∣∣
16π2

≤ Kh2où K := 1
16π2 sup(x,y)∈B((E1,E2),1)

∣∣∣ ∂2F
∂X2 (x, y)

∣∣∣
2. Par onséquent il existe uneonstante C1 > 0 indépendante de h telle que pour tout h ∈ ]0, h1[

∣∣∣∣
1

Tsren1

− 1

Tren1

∣∣∣∣ ≤ C1h
2



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL33(il su�t de prendre C1 := KM). De la même façon on montre l'existene dedeux autres onstantes C2, C12 > 0 indépendantes de h telles que pour tout
h ∈ ]0, h2[ on ait ∣∣∣∣

1

Tsren2

− 1

Tren2

∣∣∣∣ ≤ C2h
2et pour tout h ∈ ]0, h12[ on ait

∣∣∣∣
1

Tsren12

− 1

Tren12

∣∣∣∣ ≤ C12h
2.Ensuite quel que soit t ≥ 0, quel que soit (n,m) ∈ ∆ et que que soit h <

min (h1, h2, h12) nous avons∣∣∣∣t (n− n0)
2

(
1

Tsren1

− 1

Tren1

)∣∣∣∣ ≤ C1|t|h2δ1 ;

∣∣∣∣t (n− n0) (m−m0)

(
1

Tsren12

− 1

Tren12

)∣∣∣∣ ≤ C12|t|hδ1+δ2 ;

∣∣∣∣t (m−m0)
2

(
1

Tsren2

− 1

Tren2

)∣∣∣∣ ≤ C2|t|h2δ2 ;et don pour tout t ∈ [0, hυ ] où υ est un réel tel que υ > −2min δi, nous avons∣∣∣∣t (n− n0)
2

(
1

Tsren1

− 1

Tren1

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣t (m−m0)

2

(
1

Tsren2

− 1

Tren2

)∣∣∣∣

+

∣∣∣∣t (n− n0) (m−m0)

(
1

Tsren12

− 1

Tren12

)∣∣∣∣

≤Mhυ+min(2δ1,δ1+δ2,2δ2) = Mhυ+2 min δioù M := 3max (C1, C2, C12) . Au �nal on vient de montrer qu'il existe uneonstante M > 0 telle que pour tout h < min (h1, h2, h12) et pout tout
υ > −2min δi∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

|an,m|2
[
e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tsren1
+

(m−m0)2

Tsren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tsren12

«

e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tren1
+

(m−m0)2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

«]∣∣∣∣∣

≤ 2
∑

n,m∈Γ

|an,m|2 +Mhυ+2 min δi

∑

n,m∈∆

|an,m|2 .Ensuite omme d'après le lemme 2.5 ∑n,m∈Γ |an,m|2 = O (h∞) et que
∑

n,m∈∆

|an,m|2 ≤
∑

n,m∈N2

|an,m|2 = 1 +O (h∞)



34 OLIVIER LABLÉEon en déduit∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

|an,m|2
[
e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tsren1
+

(m−m0)2

Tsren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tsren12

«

e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tren1
+

(m−m0)2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

«]∣∣∣∣∣

= O
(
hυ+2 min δi

)
.Ainsi le terme d'ordre deux de la fontion d'auto orrélation dans l'éhelle[

0, hβ
] est :Dé�nition 4.5. � Le terme prinipal de la fontion de retour r(t) est la sériede fontion

r2 : t 7→ e−itF(τn0 ,µm0)/h
∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tren1
+

(m−m0)2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

«et son module est le même que elui de la série de fontion
a2 : t 7→

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

„

n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2

Tren1
+

(m−m0)2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

«

.Remarque sur les éhelle des temps. � Rappelons que (δ′i, δi) ∈]12 , 1[
2, ave

δ
′

i > δi, et que les éhelles de temps d'approximation données par les oe�ients
α et β doivent véri�er : α > 1 − 2min δi et β > 1 − 3min δi. Remarquonsaussi que 1 − 3min δi − (1 − 2min δi) = −min δi < 0; et que −2min δi −
(1 − 3min δi) = min δi − 1 < 0 ; ainsi pour h assez petit on a

h1−2 min δi < h1−3 min δi < h−2min δi .On peut don hoisir les oe�ients α, β et υ tels que :
υ ≤ β < −1 < α < 0e qui permet, pour h assez petit d'avoir les inlusions :

[0, Tcli ] ⊂ [0, hα] ⊂ [0, Treni
] ⊂

[
0, hβ

]
⊆ [0, hυ ] .4.2. Théorème de renaissane. �



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL35Hypothèse de résonane. �Dé�nition 4.6. � On dira que les trois périodes de renaissanes Tren1 , Tren2, Tren12sont en résonanes si et seulement si il existe un triplet (p1

q1
, p2

q2
, p12

q12

)
∈ Q3 telque

p1

q1
Tren1 =

p2

q2
Tren2 =

p12

q12
Tren12;Dé�nition 4.7. � Dans le as où les trois périodes de renaissanes Tren1, Tren2, Tren12sont en résonanes on pose Tfrac := p1

q1
Tren1 = p2

q2
Tren2 = p12

q12
Tren12. Pour toutindie j ∈ {1, 2} on pose aussi rj := p12qj, sj := q12pj de sorte que pour

j ∈ {1, 2} on ait Trenj
=

rj

sj
Tren12.Dé�nition 4.8. � On dé�nit la fontion lassique ψcl à deux variables t1 et

t2 :
ψcl (t1, t2) :=

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e−2iπt1
n−n0
Tscl1

−2iπt2
m−m0
Tscl2 .On a alors immédiatement les propriétés évidentes suivantes :(i) Pour tout t ≥ 0, ψcl(t, t) = a1(t);(ii) pour tous t1, t2 ≥ 0, ψcl (t1 + Tscl1 , t2) = ψcl (t1, t2) ;(iii) pour tous t1, t2 ≥ 0, ψcl (t1, t2 + Tscl2) = ψcl (t1, t2) .Quelques lemmes. �Dé�nition 4.9. � On onsidère la suite (θn,m)n,m = (θn,m(h))n,m indexéesur Z2 par :

θn,m := e
−2iπ

“

p1
q1

(n−n0)2+
p12
q12

(n−n0)(m−m0)+
p2
q2

(m−m0)2
”

.Proposition 4.10. � Il existent deux entiers ℓ1 et ℓ2 tels que pour tout oupled'entiers (n,m) ∈ Z2





θn+ℓ1,m = θn,m

θn,m+ℓ2 = θn,msi et seulement si les entiers ℓ1 et ℓ2 véri�ent les équations suivantes :
∀(n,m) ∈ Z2,

ℓ21p1

q1
+

2p1ℓ1
q1

n+
p1r1ℓ1
s1q1

m ≡ 0 [1]

∀(n,m) ∈ Z2,
ℓ22p2

q2
+

2p2ℓ2
q2

m+
p2r2ℓ2
s2q2

n ≡ 0 [1].



36 OLIVIER LABLÉEDémonstration. � Pour tout ouple d'entier relatif n,m nous avons :
θn+ℓ1,m = θn,m

⇔ ∀(n,m) ∈ Z2, θn+ℓ1,m = θn,me
−2iπ

„

ℓ21p1
q1

+
2p1ℓ1

q1
n+

p1r1ℓ1
s1q1

m

«

∀(n,m) ∈ Z2,
ℓ21p1

q1
+

2p1ℓ1
q1

n+
p1r1ℓ1
s1q1

m ≡ 0 [1].De même pour l'autre période ℓ2.Exemple 4.11. � Une solution simple de es deux équations est ℓ1 = q1s1et ℓ2 = q2s2.Maintenant pour une paire de périodes ℓ1, ℓ2 �xées, onsidérons l'ensemble dessuite (ℓ1, ℓ2)-périodiques à valeurs omplexes.Dé�nition 4.12. � Pour une paire d'entier ℓ1, ℓ2∈ (Z∗)2 �xés ; on dé�nitl'ensemble :
Sℓ1,ℓ2(Z) :=

{
un,m ∈ CZ

2
; ∀n,m ∈ Z2, un+ℓ1,m = un,m; et un,m+ℓ2 = un,m

}
.On a alors trivialement la :Proposition 4.13. � En notant par φk,p

n,m := e
− 2iπkn

ℓ1 e
− 2iπpm

ℓ2 où (k, p) ∈
Z2 ; la famille {(φk,p

n,m

)
n,m∈Z2

}

k=0...ℓ1−1,p=0..ℓ2−1

est une base orthonormée de
Sℓ1,ℓ2(Z) pour le produit salaire :

〈 , 〉
Sℓ1,ℓ2

:





Sℓ1,ℓ2(Z)2 → C

(u, v) 7→ 〈u, v〉
Sℓ1,ℓ2

:= 1
|ℓ1ℓ2|

|ℓ1|−1∑

n=0

|ℓ2|−1∑

m=0

un,mvn,m .Théorème 4.14. � Sous l'hypothèse de résonane il existe une famille de
ℓ1 + ℓ2 nombre omplexes dépendant de h : (b̃k1,k2

)
k1∈{0...ℓ1−1},k2∈{0...ℓ2−1}

oùles entiers ℓ1, ℓ2 ∈ Z2 sont solutions des équations de la proposition 4.11 ; telleque pour tout t ∈ [0, hα] on ait l'égalité :
a2 (t+ Tfrac) =

ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
t+ Tfrac +

k1

ℓ1
Tscl1, t+ Tfrac +

k2

ℓ2
Tscl2

)

+O
(
hα+2min δi−1

)
.



DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D'UN SYSTÈME INTÉGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES DE L'ÉTAT INITIAL37En outre quel que soient les indies k1 ∈ {0...ℓ1 − 1} , k2 ∈ {0...ℓ2 − 1} lesoe�ients b̃k1,k2 sont données par
b̃k1,k2 = e

− 2iπk1n0
ℓ1 e

− 2iπk2m0
ℓ2 bk1,k2ave

bk1,k2 = bk1,k2(h) =
〈
σh, φ

k1,k2

〉
Sℓ1,ℓ2

=
1

|ℓ1ℓ2|

|ℓ1|−1∑

n=0

|ℓ2|−1∑

m=0

e
−2iπ

“

p1
q1

(n−n0)2+
p12
q12

(n−n0)(m−m0)+
p2
q2

(m−m0)2
”

e
2iπk1n

ℓ1 e
2iπk2m

ℓ2 .Démonstration. � Posons ñ := n − n0, m̃ := m − m0 et onsidérons ladi�érene ε(t) dé�nie par :
ε(t) :=

∣∣∣∣∣∣
a2 (t+ Tfrac) −

ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
t+ Tfrac +

k1

ℓ1
Tcl1 , t+ Tfrac +

k2

ℓ2
Tcl2

)∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e−2iπt en
Tscl1 e

−2iπTfrac
en

Tscl1 e
−2iπt em

Tscl2 e
−2iπTfrac

em
Tscl2

e
−2iπt en2

Tren1 e
−2iπ

p1en2

q1 e
−2iπt em2

Tren2 e
−2iπ

p2 em2

q2 e
−2iπt en em

Tren12 e
−2iπ

p12en em

q12

−
ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
t+ Tfrac +

k1

ℓ1
Tcl1 , t+ Tfrac +

k2

ℓ2
Tcl2

)∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

|an,m|2 θn,me
−2iπt en

Tscl1 e
−2iπTfrac

en
Tscl1 e

−2iπt em
Tscl2 e

−2iπTfrac
em

Tscl2

e
−2iπt en2

Tren1 e
−2iπt em2

Tren2 e
−2iπt en em

Tren12

−
ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
t+ Tfrac +

k1

ℓ1
Tcl1 , t+ Tfrac +

k2

ℓ2
Tcl2

)∣∣∣∣∣∣
.Comme la suite (θn,m)n,m ∈ Sℓ1,ℓ2(Z) où ℓ1 = q1s1 et ℓ2 = q2s2 on peutdéomposer d'une manière unique la suite (θn,m)n,m sur la base orthonormée{(

φk,p
n,m

)
n,m∈Z2

}

k=0...ℓ1−1,p=0...ℓ2−1

de l'espae Sℓ1,ℓ2(Z) :
θn,m =

ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

bk1,k2φ
k1,k2
n,m .



38 OLIVIER LABLÉEoù bk1,k2 =
〈
θ, φk1,k2

〉
Sl1,l2

. Par suite nous avons :
ε(t) =

∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

|an,m|2 bk1,k2e
−2iπt en

Tscl1 e
−2iπTfrac

en
Tscl1 e

−2iπt em
Tscl2 e

−2iπTfrac
em

Tscl2

e
−2iπt en2

Tren1 e
−2iπt em2

Tren2 e
−2iπt en em

Tren12 φk1,k2
n,m

−
ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
t+ Tfrac +

k1

ℓ1
Tscl1, t+ Tfrac +

k2

ℓ2
Tscl2

)∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

|an,m|2 bk1,k2e
−2iπt en

Tscl1 e
−2iπTfrac

en
Tscl1 e

−2iπt em
Tscl2 e

−2iπTfrac
em

Tscl2

e
−2iπt en2

Tren1 e
−2iπt em2

Tren2 e
−2iπt en em

Tren12 φk1,k2
n,m

−
ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

b̃k1,k2

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e−2iπt en
Tscl1 e

−2iπTfrac
en

Tscl1 e
−2iπk1

en
ℓ1

e
−2iπt em

Tscl2 e
−2iπTfrac

em
Tscl2 e

−2iπk2
em
ℓ2

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

|an,m|2 bk1,k2e
−2iπt en

Tscl1 e
−2iπTfrac

en
Tscl1 e

−2iπt em
Tscl2 e

−2iπTfrac
em

Tscl2

e
−2iπt en2

Tren1 e
−2iπt em2

Tren2 e
−2iπt en em

Tren12 e
− 2iπk1n

ℓ1 e
− 2iπk2m

ℓ2

−
ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

b̃k1,k2

∑

n,m∈N2

|an,m|2 e−2iπt en
Tscl1 e

−2iπTfrac
en

Tscl1 e
−2iπk1

en
ℓ1

e
−2iπt em

Tscl2 e
−2iπTfrac

em
Tscl2 e

−2iπk2
em
ℓ2

∣∣∣∣ .Et omme
b̃k1,k2e

−2iπk1
en
ℓ1 e

−2iπk2
em
ℓ2 = bk1,k2e

− 2iπk1n

ℓ1 e
− 2iπk2m

ℓ2on en déduit
ε(t) =∣∣∣∣∣∣

∑

n,m∈N2

ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

|an,m|2 bk1,k2e
−2iπt en

Tscl1 e
−2iπTfrac

en
Tscl1 e

−2iπt em
Tscl2 e

−2iπTfrac
em

Tscl2 e
− 2iπk1n

ℓ1 e
− 2iπk2m

ℓ2
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(
−1 + e

−2iπt en2

Tren1 e
−2iπt em2

Tren2 e
−2iπt en em

Tren12

)∣∣∣∣ .Ensuite, on partionne N2 ave les ensembles ∆ et Γ et il su�t alors d'étudierla série sur l'ensemble ∆. Il existent des onstantes C1, C2, C12 > 0 telles quelque soit le ouple (n,m) ∈ ∆ et pour tout t ∈ [0, hα] :
∣∣∣∣t

(n− n0)
2

Tren1

∣∣∣∣ ≤ C1h
α+2δ1−1;

∣∣∣∣t
(m−m0)

2

Tren2

∣∣∣∣ ≤ C2h
α+2δ2−1;

∣∣∣∣t
(n− n0)(m−m0)

Tren12

∣∣∣∣ ≤ C12h
α+δ1+δ2−1.Par onséquent pour tout t ∈ [0, hα] et quel que soit (n,m) ∈ ∆ nous avons :

e
−2iπt en2

Tren1 e
−2iπt em2

Tren2 e
−2iπt en em

Tren12 − 1 = O
(
hα+2min δi−1

)
.En prenant t = 0 on obtient le :Corollaire 4.15. � Sous les mêmes hypothèses :

a2 (Tfrac) =

ℓ1−1∑

k1=0

ℓ2−1∑

k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
Tfrac +

k1

ℓ1
Tscl1, Tfrac +

k2

ℓ2
Tscl2

)
.Calul des oe�ients. � Pour aluler es oe�ients de renaissanes endimension deux on est ramené au as de la dimension un, en e�et :Dé�nition 4.16. � Pour ℓ ≥ 1 et pour des entiers p et q premiers entre eux.Considérons pour tout entier k ∈ {0...ℓ− 1}

ck(ℓ, p, q) =
1

ℓ

ℓ−1∑

n=0

e−2iπ p
q
(n−n0)2e

2iπkn
ℓOn a alors pour tout k ∈ {0...ℓ− 1}

|ck(ℓ, p, q)| =
1

ℓ

∣∣∣∣∣∣

∑

m∈Z/ℓZ

e
−2iπ p

q
m2

e
2iπkm

ℓ

∣∣∣∣∣∣
.Théorème 4.17. � Supposons que l'hypothèse de résonane soit véri�ée aveen plus p12

q12
∈ Z; alors :

|bk1,k2|2 = |ck1 (ℓ1, p1s1, ℓ1)|2 |ck2 (ℓ2, p2s2, ℓ2)|2 .



40 OLIVIER LABLÉEDémonstration. � Pour tous indies k1 ∈ {0...ℓ1 − 1} , k2 ∈ {0...ℓ2 − 1}on a
|bk1,k2| =

1

ℓ1ℓ2

∣∣∣∣∣∣

∑

(n,m)∈Z/ℓ1Z×Z/ℓ2Z

e
−2iπ

“

p1
q1

n2+
p12
q12

nm+
p2
q2

m2
”

e
2iπk1n

ℓ1 e
2iπk2m

ℓ2

∣∣∣∣∣∣
;

=
1

ℓ1ℓ2

∣∣∣∣∣

ℓ2−1∑

m=0

e
2iπk2m

ℓ2 e
−2iπ

p2
q2

m2
ℓ1−1∑

n=0

e
−2iπ

p1
q1

n2

e
2iπn

ℓ1

“

k1− p12
q12

ℓ1m
”

∣∣∣∣∣et omme ℓ1 = q1s1 = q1q12p1 nous obtenons que
|bk1,k2 | =

1

ℓ1ℓ2

∣∣∣∣∣

ℓ2−1∑

m=0

e
2iπk2m

ℓ2 e
−2iπ

p2
q2

m2
ℓ1−1∑

n=0

e
−2iπ

p1
q1

n2

e
2iπn

ℓ1
(k1−p12q1s1m)

∣∣∣∣∣ .Pour j ∈ {1, 2}, on onsidère χj les aratères donnés par
χj :





Z/ℓjZ →֒ C∗

a 7→ e
−2iπ a

ℓj ;par onséquent
|bk1,k2 |2 =

1

ℓ21ℓ
2
2




∑

x∈Z/ℓ1Z

∑

y∈Z/ℓ2Z

χ1

(
p1s1x

2 − x(k1 − p12q1p1y
)
χ2

(
p2s2y

2 − k2y
)






∑

z∈Z/ℓ1Z

∑

t∈Z/ℓ2Z

χ1

(
−p1s1z

2 + z(k1 − p12q1p1t
)
χ2

(
−p2s2t

2 + k2t
)



=
1

ℓ21ℓ
2
2




∑

x∈Z/ℓ1Z

∑

y∈Z/ℓ2Z

∑

z∈Z/ℓ1Z

∑

t∈Z/ℓ2Z

χ1

(
p1s1

(
x2 − z2

)
− k1(x− z) + p12q1p1(xy − zt)

)
χ2

(
p2s2

(
y2 − t2

)
− k2(y − t)

))
.Maintenant omme p12

q12
∈ Z alors ℓ1 = q1q12p1|q1p1p12 et don pour tout

x, y, z, t on a p12q1p1(xy − zt) ∈ ℓ1Z d'où pour tout x, y, z, t
χ1 (p12q1p1(xy − zt)) = 1.Ainsi

|bk1,k2|2 =
1

ℓ21ℓ
2
2




∑

x∈Z/ℓ1Z

∑

y∈Z/ℓ2Z

∑

z∈Z/ℓ1Z

∑

t∈Z/ℓ2Z

χ1

(
p1s1

(
x2 − z2

)
− k1(x− z)

)
χ2

(
p2s2

(
y2 − t2

)
− k2(y − t)

))

=
1

l21l
2
2




∑

x∈Z/ℓ1Z

∑

z∈Z/ℓ1Z

χ1

(
p1s1

(
x2 − z2

)
− k1(x− z)

)
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∑

y∈Z/ℓ2Z

∑

t∈Z/ℓ2Z

χ2

(
p2s2

(
y2 − t2

)
− k2(y − t)

)



=
1

ℓ21

∣∣∣∣∣∣

∑

x∈Z/ℓ1Z

e
−2iπ

p1s1
ℓ1

x2

e
2iπk1

ℓ1
x

∣∣∣∣∣∣

2

1

ℓ22

∣∣∣∣∣∣

∑

y∈Z/ℓ2Z

e
−2iπ

p2s2
ℓ2

y2

e
2iπk2

ℓ2
y

∣∣∣∣∣∣

2

.Ensuite les résultats établis dans le as de la dimension 1 [Lab1℄ nous permettede aluler les deux termes
|ck1 (ℓ1, p1s1, ℓ1)|2 |ck2 (ℓ2, p2s2, ℓ2)|2 .en fontion des entiers ℓi, pi, si et ki. En e�et, dans [Lab1℄ on dispose des :Théorème 4.18. � Quel que soit le ouple d'entiers p et q, ave p∧ q = 1 et

q impair, alors nous avons pour tout k ∈ {0...q − 1} :
|ck(q, p, q)|2 =

1

q
.EtThéorème 4.19. � Quel que soit le ouple d'entiers p et q, ave p∧ q = 1 et

q pair ; nous avons pour tout k ∈ {0..q − 1}

si
q

2
est pair, alors |ck(q, p, q)|2 =





2
q si k est pair

0 sinon;

si
q

2
est impair, alors |ck(q, p, q)|2 =





0 si k est pair

2
q sinon.Référenes[Av-Pe℄ I. Sh. AVERBUKH & N. F PERELMAN, Frational revivals : universality inthe long-term evolution of quantum wave pakets beyond the orrespondanepriniple dynamis. Physis Letters A, 139, p. 449-453, 1989.[BKP℄ R. BLUHM, V. A. KOSTELECKY & J. A. PORTER, The evolution andrevival struture of loalized quantum wave pakets. Amerian Journal ofPhysis 64, 944, 1996.[Bl-Ko℄ R. BLUHM & V. A. KOSTELECKY , Long term evolution and revivalstruture of Rydberg wave pakets for hydrogen and alkali-metal atoms. Phys.Rev A51, 4767-4786, 1995.[Cas℄ J. W. CASSELS, An introdution to diophantine approximation, CambridgeTrats, 45, Cambridge Univ. Press, 1957.
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