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DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D’UN SYSTEME
INTEGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET
CLONAGES DE L’ETAT INITIAL

Olivier Lablée

Résumé. — Cet article propose une étude de la dynamique quantique de
’équation de Schrodinger en temps long d’un hamiltonien sur L?(R?) avec
un état initial localisé dans une zone réguliére.A 'instar de la dimension un,
sur des échelles de temps courtes, la dynamique quantique suit en premiére
approximation (dans la limite semi-classique h — 0) la dynamique classique
associée. Mais contrairement & la dimension 1, cette dynamique n’est pas
toujours périodique, ce qui ameéne & des questions de théorie diophantienne
des nombres. Sur des échelles de temps plus longues, il apparait des nouveaux
phénomeénes purement quantiques de périodicité du paquet d’onde initial. Sur
une des échelles de temps d’ordre 1/h le paquet d’onde initial se reforme en
un certain nombre de clones de ’état initial.

1. Introduction

1.1. Motivation. — En mécanique quantique non relativiste I’état d’un sys-
téme est régi par I’équation de Schrodinger sur la variété riemanienne (M, g) :

Zhag—ff) = Phtp(t)

avec P, un opérateur pseudo-différentiel sur L2(M) (par exemple Pj, :=
—%QAg + V). En dimension 1 ou dans des situations complétement intégrable
on sait généralement bien décrire les états stationnaires, qui correspondent aux
valeurs propres de 'opérateur P. Par linéarité, on a donc, en principe, acces
aux solutions générales de 1’équation de Schrodinger. Pourtant la dynamique
des solutions (comportement lorsque le temps évolue) reste sur bien des as-
pects mystérieuse. Dans un contexte général on s’attend & ce qu’un état initial

Mots clefs. — Dynamique quantique, systéme intégrables, analyse semi-classique, équa-
tion de Schrédinger.
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localisé suive en premiére approximation (dans la limite A — 0) la trajectoire
classique associée. Des versions de ces affirmations existent dans la littérature
physique pour des échelles de temps trés courtes. En dimension 1 ou dans
des situations complétement intégrable on s’attend & beaucoup mieux. Pour
des échelles de temps beaucoup plus longues (de l'ordre de 1/h® avec s > 0)
un phénomeéne de renaissance du paquet d’onde initial apparait. Ce phéno-
meéne a été récemment mis en évidence par les physiciens ([Av-Pe], [LAS],
[Robil], [Robi2], [BKP], [Bl-Ko]). Mathématiquement, le cas d’un feuille-
tage classique régulier et le cas des singularités de type elliptiques en dimension
1 [He-Ro] ont été traité par M. Combescure et D. Robert [Co-Ro], [Rob],
par T. Paul [Paul], [Pau2], et aussi dans [Lab1]. Cette article est le pendant
des ces travaux en dimension 2. Le cas de la dimension 1 prés d’une singularité
hyperbolique est traité dans [Lab1], [Lab3], voir aussi [Pau3].

1.2. Rappels des résultats connues sur la dimension 1. — Un vecteur
initial ¥g localisé dans une zone réguliére suit la dynamique classique associée
a p, c’est & dire une trajectoire elliptique et périodique avec une période
T, indépendante de h. Ensuite sur des échelles de temps plus grandes une
nouvelle période non géomeétrique apparait. Cette période e, (dite période
de renaissance) est de 'ordre de 1/h; le vecteur ¢ (T}pn) reprend sa forme
initial g. Encore plus surprenant quand on observe ce qui se passe aux temps

BTy en, oul £ est une fraction rationnelle, on constate qu’il y a un phénoméne
q q

de clonage du vecteur initial : en quelque sorte que le vecteur (gTrm> s’écrit

comme une combinaison linéaire complexe finie de translaté du vecteur initial
9. Dans ce chapitre on arrive a décrire ces coefficients complexes : on arrive,
suivant les propriétés aritheoétiques de la fraction p/q & donner le nombre de
coefficients non nuls et la valeur de leurs modules.

1.3. La dimension 2. — Ici I’hamiltonien de la dynamique est un opérateur
auto-adjoint avec domaine inclus dans L? (R2) ; et ayant un spectre discret du
type F(hZ,hZ), F étant un polyndome réel a deux indéterminées. A U'instar de
la dimension 1, un vecteur initial g localisé suit en premiére approximation la
dynamique classique associée & 'hamiltonien de départ. En dimension 2, cette
dynamique est nettement plus complexe. Le flot hamiltonien s’enroule autour
d’un tore de dimension 2, il y a alors deux périodes classiques (qui sont d’ordre
O(1)). La présence des deux périodes classiques compliquent nettement la
compréhension de 1’évolution de la fonction d’auto-corrélation pour les échelles
de temps courtes. On propose d’abord une étude de la dynamique quantique
en fonction de la commensurabilité de ces deux périodes classiques; ce qui
nous ameéne a quelques discussions de théorie des nombres. Lorsque on regarde
la dynamique sur des échelles plus grandes il y a 3 périodes de renaissance
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(d’ordre 1/h) qui apparaissent. Sous une hypothése de commensurabilité entre
ces 3 périodes on arrive & écrire des analogues des théorémes de renaissance
du cas uni-dimensionnel [Co-Ro], [Rob], [Paul], [Lab1].

2. Préliminaires

2.1. Fonction d’auto-corrélation. — De maniére générale, on sait qu’a
partir d’un opérateur auto-adjoint Pj sur un espace de Hilbert séparable H,
on peut lui associer le groupe unitaire fortement continu :

U(t) = {7}

Ce groupe dynamique donne directement la dynamique quantique associée a
Py ; en effet pour tout état initial ¥y € H, I’évolution quantique du vecteur g
par ’hamiltonien P, au cours du temps est donnée par

P(t) =U(t)po € H.
Suivant une idée répandu dans les articles de physique théoriques ([Av-Pe],
[LAS], [Robil], [Robi2], [BKP], [Bl-Ko]), pour comprendre I’évolution de
la dynamique on définit un analogue quantique de la fonction de retour de
Poincaré.

teR

Définition 2.1. — On définit la fonction d’auto-corrélation r de ’hamilto-
nien P, et de vecteur initial ¢y par :

r(t) == (Y(t),%o) 12 ;

et la fonction d’auto-corrélation semi-classique par :
a(t) := [r(t)] = [((t), Yo) 2] -

Cette quantité mesure en quelque sorte dans la dynamique le retour sur
létat initial. Si le vecteur ¥ (t) est complétement délocalisé par rapport au
vecteur initial 1 alors la fonction a(t) est nulle; si par contre le vecteur (t)
est localisé la fonction a(t) est alors égale a 1.

2.2. Hamiltonien du modéle. — On prend comme hamiltonien quantique,
Iopérateur :
Py, :=F (P, P)

ou F est un polynome de R[X,Y] indépendant de h; P, et P, sont les
quantifiés de Weyl des oscillateurs harmonique classiques pj (x1,&1,22,&2) =
wj (x? + 5]2) /2 avec wi,wy > 0. L’étude de '’hamiltonien Py, = F (P, Py) per-
met de faire une étude assez générale non triviale. En effet est cet hamiltonien
est moins particulier qu’il n’y parait, puisque & homéomorphisme prés, il donne
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le spectre conjoint de tout systéme complétement intégrable & deux degrés de

libertés dans les zones réguliéres et prés d’une singularité de type elliptique.
Une base hilbertienne de L?(R?) est la famille des fonctions d’Hermitte

(en,m)n,m = (e, ® em)mmeNg . En posant pour tout couple (n,m) d’entiers

naturels . .
Tn i=wih <n+§> s Mm = wah <m+ 5) ;

on a immédiatement que pour tout couple (n,m) d’entiers naturels
F(PhPZ) (en & em) =F (Tnuum) (en & em) .

2.3. Dynamique semi classique associée et fonction de retour. —
Soit un vecteur initial ¢y € L?(R?) et notons par (anm), , = (anm(h)), . la
suite des projections de vy sur la base (e, ® €y, )n,m. On obtient alors que pour

tout ¢ réel

P(t) = <e—i%F(P1,Pz)) Z tnm(en @ em) | = Z amme—’i%F(Tmum)en D e
n,meN2 n,meN?2
et donc
oo too : +0o0 400 .
(1) = 535 ol et a() = [§5 5% fo e8|
n=0m=0 n=0m=0

Avant d’étudier cette quantité en détails on va d’abord définir un état initial
pour la dynamique.

2.4. Choix d’un état initial localisé en énergie. — Définissons un état
initial 1y de la dynamique dépendant de h et localisé autour d’'un nombre réel
E. Soit deux réels Ey € [—1,1] et Ey € [—1,1] indépendant de h.

Définition 2.2. — On définit les entiers naturels ng = ng(h) et mo = mo(h)
par :
no := argmin |7, — E1|; mg := argmin |y, — Fs|.
n m

L’entier ng (resp. mg) est donc l'indice de la valeur propre de 'opérateur P;
(resp. de P») la plus proche du réel E; (resp. Es).

Remarque 2.3. — Comme les valeurs propres de Py (resp. celles de P5) sont
distantes 'une de l'autre de wih (resp. de wah), il est clair que |E} — 7y,,] <
wih, |Ey — timy| < woh et que pour h — 0 on a les équivalences :

Ey Es

nog ~ —-; Mo~ ——

wlh 0 th.
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Définition 2.4. — Considérons la suite (anm), mezz = (@nm(h)), meze dé-
finie par :
L Tn = Tng Mm = Hmg \ _ n—"no m—mg\
an,m T KhX ( h(si I h(sé ) - KhX <W1 h(si_l ,CUQ héé_l > 9

oil x € S(R?) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire. Les
paramétres (87, 55) €]0,1[2. Et avec

o Tn — Tng Hm — Hmg
e HX< RN )

12(N2)

On va détailler ce choix d’état initial :

Tn—Tng Hm —Hmg
7 - <7
ro1 7 p%

1. Le terme x ( ) sert & localiser autour, non pas autour de

(E1, Es) directement, mais pour des raisons techniques, autour des valeurs
propres les plus proches du couple (Ey, Es).

2. Les constantes 0] et 05 servent a modifier la dilatation de la fonction x.

La raison du choix 0 < 5; < 1 est la suivante : c’est I'unique choix possible
pour avoir a la fois une localisation pertinente (qui ne tend pas vers {0}) et
une localisation plus grande que l'interstice spectral hY > h.

D’abord estimons la constante de normalisation K}, pour cela on va utiliser
le :

Lemme 2.5. — Soit une fonction ¢ € S(R?) et (e1,e2) € ]0,1)%; alors uni-
formément pour (u1,uz) € R? on a

l+up s+us
> @

0o 0o
; )‘:0(81 +e37).
l,sEZQ,\H—uﬂZ%,\s-i-ug\Z%

€1 €2

Démonstration. — On montre facilement que, uniformément pour u, uy € R?
l+u; s+ us
> o(FER - o).
€1 £9

1,s€Z2, |l+u1|> 1, |stua|>1

Ecrivons ensuite que

Z '@ <l—i;1u1’s—;u2>'

1,s€Z2, |l4+u1]> 3, |s+uz|>

< Z I+ uy 2N l4+uy s+ us afN
= €1 4 g1 e (I + )V

1,s€Z2, [l+u1|> 3, |stuz|>2

1
2
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2N
[+ uy l+u; s+ us
< 5%N4N Z ( %) , .
€ €
1,5€72 1 2
l4+uy s+ us
2 )
€1 £2
L,s€Z2, |I+ua|> L, |s+ug|>1

2N
2NN S+ us l+u; s+ us
4 E .
< ) ‘SD< e e

De méme on a aussi

>

1,s€7?
Ensuite on applique ceci successivement aux fonctions (x,y) = 22N o(x,y)
et ¥(z,y) = y*No(x,y) pour conclure. O
Théoréme 2.6. — Nous avons
1
Ky = sy T O (%)
§ (x?) (0,0)h
et ainsi Hammng(NQ) =14 O(h*>).
Démonstration. — Avec la formule sommatoire de Poisson et le lemme précé-

dent nous avons les égalités

81— 8h—1
9 n—ng Mm-—mo 5+, —2 h _h2
3 () v 5 () (S

n,meZz? 1,s€Z2

8 +84—2 2 2 Rt p%t
=R IE () 0,00+ > F(P) [ ,—s

w1 wo
Ls€Z2, |I|+]s|>1

= R0+ 72% (x2)(0,0) + O (h™).
On va maintenant revenir & I'indexage de la série sur I'ensemble N? ;partons

de I’égalité :

n—m m —m / /1 _ 00
50 (B ) i () 0,0) + 0 (1)

0h—1
n,meN2 h?

-1 400 oo -1
Z Z o[ M —Ng M — 1My o[ M —Ng M — Mo
- X DIPIE -
= Ro1—17 pos—1 v e poi—17 pos—1

Avec le lemme précédent on montre alors facilement que

-1 +o00
o[ M —Ng M — 1Mo o 0
> DX <h5;—1 o1 )‘O(h ),

n=—0o0 Mm=—0o0




DYNAMIQUE SEMI-CLASSIQUE D’UN SYSTEME INTEGRABLE DE DIMENSION 2 : RENAISSANCES ET CLONAGES

+oo -1

2 n—mng m—1my . 0o
> ¥ (G ) = o)
n=0m=—o0

Et au final on a bien :

<n—n0 m—m0> 2
AT W) g

=5 (x?) (0,0)h1+%272 1 O (h*);

d’on
1

Ky =
1+05 -2

§(x*) (0,0)n" =

Ensuite il suffit de réécrire que
2
n —mngo m — My
X <w1 h5/1*1 W2 h5’271 >'

Han,mH?2(N2) = Ki% Z
= K2R %72 [F (%) (0,0) + O(h™)] = 1+ O(h™).

+0(h™).

ne’l

2.5. Découpe de la série. — Commengons par une définition :

Définition 2.7. — On définit les ensemble d’entiers A = A(h, Eq, E3) et
' =T(h, Ey, Es) par :

A= {(n,m) e N2 |n—no| <R et |pm — fimg| < h5271}

ol 0 < 8} < 1; et on considére aussi I' le complémentaire de A dans N? :

[:=N?-A.
Lemme 2.8. — Si on suppose que pour tout indice i € {1,2} 0, > 6; on a
alors
2
> lanml* = O(A).
n,mel’
Démonstration. — Ecrivons :
2 2 2
> anml < > |an,m|” + > |anml” -
n,mel’ n,mEZ2, In—ngo|>h1-1 n,meZ2, |m—mg|>h92-1

Comme Y2 est a décroissance rapide, pour tout entier N > 1 on a

n —mno 2N 9 m — mo 2N )
2 (W) @l + D (W) |anm|” = O(1).

n,mec7z? n,meZz?
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Sans perdre de généralités on peut supposer que ng = mg = 0. Ensuite nous
avons

D YR (o
n,m| — n,m h5’1_1 nZN

n,meZ2, |n|>h%1-1 n,meEZ2, |n|>h%1~1

—0 (h2N(5'1751)> .

De méme nous avons

S lanl = 0 (V)

n,meZ2, |m|>h%2~1

et ainsi Z |an.m|> = O(h™). O

n,mel’

3. Dynamique sur des échelles de temps courtes : périodes
classiques

Lorsque on apprimes au premier ordre la fonction d’auto-corrélation il ap-
parait deux constantes; ces deux constantes sont les périodes classiques géo-
métriques associées a I’hamiltonien classique du systéme.

3.1. Périodes semi-classiques et classiques. — En tout premier lieu in-
troduisons les périodes semi-classiques et classiques du systéme. On va en effet
introduire deux paires de périodes classiques ; la premiére paire sort naturelle-
ment de la formule de Taylor effectuée sur les valeurs propres dans la fonction
d’auto-corrélation. On suppose ici que g—f; (E1, E9) #0, g—{; (E1, Eq) #0.

Périodes semi-classique. —

Définition 3.1. — On définit les périodes semi-classiques Tsq, et T, par :
27 27
Tser, = 9 et Tgep, i= 9 .
0X (Tnoa //Jmo) w1 oY (Tno? lu’mo) w2

En premiére approximation la fonction d’auto-corrélation est alors égale & :

Proposition 3.2. — Soit a un réel vérifiant linégalité : o > 1 —2min J;. On
a alors uniformément pour tout t € [0, h?] :

n—ng m—mg

I'(t) = eiitF(T"O’“mO)/h Z |an m|2 672iﬂt<Tscll + Tsle ) + O (ha+2min6i_1> .

n,meN2
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Démonstration. — Etudions la différence £(t) := (¢, h) définie par
¢ . _th<m+m—m0)
€(t) = E |an71ﬂ|2 B_ZEF(Tnvﬂer) _ eiZtF(TnO ,}Lmo)/h E |an,1ﬂ|2 e Tscll Tscl2
n,meN2 n,meN?

Ecrivons maintenant la formule de Taylor-Lagrange d’ordre 2 sur la fonction
F autour du point (7p,, fm,); pour tout couple (n,m) € N2, il existe § =
0 (n,m,ng, mp) € ]0,1[ tel que
h(n—mno) h(m—mg)

Ty, Lsel,

F(TN7M7H) - F(Tnonum()) +

+182F (Tng + 0(Tn — Tng ) g + 0 (tem — Mmo))w%hQ (n— ’I’L0)2

2 X2
10%F (Tyy + 0(T — Tng)» tmg + 0 —
+35 (7o + 0 801)/2 o+ 0))w§h2 (m — mo)?
0*F ,
+8X6Y (Tno +9(’Tn — Tno)numo +9(Mm — ,umo))wleh (’rL — no) (m — mO) .
Et ainsi

—2i7rt<—"_"0 0 ) A
e(t) = § : |an,m|2 . Toct; | Tocly {e—mmn,m(h) B 1]
n,meN2

ol on a posé

_ hw%(n - n0)2 O*F (Tno + H(Tn - Tn0)7 Pmg T e(lu'm - Nmo))

Ry m(h) = y X7
+hw%(m - m0)2 >*F (Tng + 0(T0 = Tng), timo + O(Hm — fimg))
47 0Y?
+hw1w2(n — n9)(m —mo) O*F (Tyy + 0(Ti = Tug), Himg + O(km — fmy))
27 0XoY '

Ensuite & l'aide des ensembles I" et A et par inégalité triangulaire pour tout
t>0ona

9 —2i7rt(_?_”0+7;—m0) it Rmm(h) )
(2| 5 lanlte (TR [mtnr ]| 13 5 o

n,meA nmel

Pour tout ¢ > 0, pour h assez petit et quel que soit (n,m) € A nous avons :
thw%(n - n0)2 O’F (Tno + G(Tn - Tno)7 Hmo + e(lu'm - Nmo))
4 0X?2

thw%(m - m0)2 aZF (Tno + H(Tn - Tno)a Hmg + H(Hm - Hmo))
4 0Y?2

< tK 2?1

< tKoh%927 1
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thwiws(n —no) (m —mo) 8*F (Tng + 0(Tn — Tug ) fme + 0 (tm — pimy))
2m 0XoY
ou K1, Ko, K15 > 0 sont des constantes indépendantes de h, en effet : en notant
par B ((Eq, E2),r) la boule euclidienne de dimension 2 de centre (E7, E9) et
de rayon r; comme limy_.o (Tng, tme) = (E1, E2) on a que Ve > 0, Jhg > 0,
tel que pour tout h < hg, (Tng, ttme) € B ((E1, E2),€); ensuite pour tout
couple (n,m) € A nous avons |0(7, — Tn,)| = hwif|n —ng| < wih® et
0(ftm — fing)| = hwa® |m — mo| < wah?, donc pour h assez petit, disons h < hg

(Tng + 0(Tn = Tng)s g + 0(ttm — tim,)) € B ((E1, E2),€);

et ainsi pour tout h < hy,
O*F
0x?

< LKool

O*F
m(ﬂf,y)

(Tno + 9(7—11 - Tno), my + G(Mm - Mmo))' < sup
(z,y)€B((E1,E2).€)

qui est une constante positive indépendante de h. Ensuite comme o > 1 —
2mind;, on en déduit que a« > 1 —201; a>1—24 et o >1— 91 — do; d’ou
pour tout ¢ € [0,h%] on a

t|Rm(h)] < Kiho T2l Kopotem1 4 gy jpotoitoa-l

< Mhoz—l (h2(51 + h252 + h61+(52> _ 3Mh2min5i+oz—1,

avec M := max (K, K9, K12); ou par hypothése 2mind; + o — 1 > 0. Et
ainsi pour tout ¢t € [0,h%] et quel que soit le couple (n,m) € A nous avons
efi27rtRn,m(h) ~1=0 (h2 min5¢+a71) - doil

f2i7rt(n7n0 ’”””0)
S JanmlPe et i) [eizntan®) ]

n,meA

-0 <h2min6i+o¢—1) Z lanml? = O <h2min6i+a—1) .

n,meN2
Au final, on a, montré que pout ¢ € [0,h%] on a uniformément e(t) =
9] (thin(Si—l—a—l) ) |

Périodes classiques. — Les deux périodes semi-classiques T}, dépendent de
h; comme par la suite on va distinguer les cas ot T, /Tsc1, € Q ou non; il est
préférable de supprimer la dépendance en h du quotient Ty, /Tsq, afin de ne
pas faire faire des hypothéses de commensurabilité valide pour tout A > 0. On
va donc remplacer les périodes semi-classique Ty, par les périodes classique
Ty, -

Définition 3.3. — Les périodes classiques T, et T, sont défnies par :

2 2

Ty =————et Ty, i= 57—
“ 9L (Ey, B)wy o 9L (Ey, E) wo
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On a evidemment pour tout j € {1,2} que limp .0 Tse; = Toy; -
Proposition 3.4. — Soit 7 un réel vérifiant 'inégalité : 7 > —mind;. On a
alors uniformément pour tout t € [0,h7] :

_th(erw) —ziwt(w+m—mo) _
E : 2 T, T, 2 : 2 T, T, )
‘an’m’ e sclq sclg — ‘an7m‘ e clq clg +O <hT+m1n5'L> X

n,meN2 n,meN?2

Démonstration. — Observons que

)

f2i7rt(7n7n0+m7m0) f2ime("’"0+m’m0)
2 T T T, T, 2 : 2
E ’an,m’ [e selq sclg —e clq cly S 2 ‘an m’

n,meN2 n,mer
1 1 1 1

+2 a 2[27Ttn—n0 < — )'—{— 2mt(m — myg ( — >H,
anEA | n,m| ( ) Tscl1 Tcl1 ( ) Tscl2 Tcl2

car |eiX16iX2 —eMe™2| <2|X) - V1| +2]Xy — Yol

Ensuite pour tout ¢ > 0 nous avons
Ty, —T.
2t (n — ng) (M) ' :

ot =) (7 77 )
TN — no — =
Tscl1 Tcl1 Tsclchll

2_7T g_)P; (Tno’,umo) B g_)f; (ElaE2) .
wi 2L (By, Ba) 85 (Tng, ttmy)
d’une part, par I'inégalité des acroissements finis, en notant par B ((E1, E3), 1)

la boule euclidienne de dimension 2 de centre (Eq, Fs) et de rayon 1, on obtient
la majoration

or

Tcll - Tscll =

‘ OF OF

a—X(Tanmo) ~ax (E1, E»)

ol

< M\ (7y = E0)? + (g — B2)* < Mh

< sup

:B,yGB((El,EQ),l)

) H(Tnowu’mo) - (El’E2)||]R2
R

V2
-
ou M > 0 est une constante indépendante de h. D’autre part comme on suppose
que g—f; (E1,E9) # 0 il existe g1 > 0 et 71 > 0 tels que pour tout couple
(z,y) € B((E1, E3),r1) on ait !g—f( (m,y)! > e1; donc comme %LI%THO =Fj et

}llin%) tme = F il existe alors hy > 0 tel que pour tout h € |0, hq]

(Tnouumo) €B ((E17E2)7T1)§
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[y

ainsi h —
%(E17E2)al(7"07“m0

Q)

) est bornée sur l'ouvert ]0,hq[, en effet pour

tout h €10, |
1 <1 <+
< = 00

O (By, ) 2E (tngs ftmo) | 22

MhY2
d’out avec M’ := 27 =%, pour tout h € 0, hq[ nous avons [Ty, — Tse,| <

1

hM’'. Puis comme

1 wiws | OF OF

— (B, BEy) —
‘Tsclchll ~ 4x2 8X( L 2) ax (Tnouumo)

2
wiw2 OF
B T
A <x,yeB<<E1,E2>,1> o0X
on arrive au fait qu’il existe une constante C7 > 0 indépendante de h (C; :=

K M) telle que pour tout h € ]0, hq[ on ait ‘% — ﬁ < C1h. De méme il
sclq clq

existent Cy > 0 et hy > 0 tels que pour tout h € 0, ha[ on ait ‘Tll — Tl
scly c

lo

Csh. Ainsi pour tout h € |0, h*[ ot h* = minh; et pour tout ¢t € [0, h7] avec
7 € R, et quel que soient (n,m) € A on a :

1 1
t(n — - < CLhvto
(n 710) <T80l1 le)' = ’

ainsi pour tout (t,n,m) € [0, h¥] x A

t(n—n0)< L1 >+t(m—mo)< LI )‘th”min‘si.

1 1
t(m — — < CahV o2,
(m mO) (Tsclz Tclz)' = 7

Tscl 1 Tcl 1 Tscl 2 Tclg
Donc
5 e fete) ()
n,meN2
< 47TMhT+min6i § : |an,m|2 + O(hoo) -0 (hr—l—min(si) )
n,meA
O
Remarques sur les échelles de temps. — Notons que comme la seule contrainte

sur le « de I’échelle spécifique est que o > 1—2min d;, ; avec le choix de prendre
&; 6]%, 1] ceci autorise donc d’avoir @ < 0; ce qui donne un un choix de «
pertinent : pour h assez petit, ’échelle de temps spécifique d’approximation
est plus grande que les périodes classiques, en effet pour h assez petit on a :

[0,Ty,] C [0,h°].
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Ensuite comme —mind; — (1 —2mind;) = —1 4+ mind; < 0 on a donc
— min §; 1—2mind;,
h min >> h min :
on peut donc faire le choix de prendre 7 = «. En conclusion, on a immeédia-

tement que le terme principal de la fonction d’auto corrélation dans 1’échelle
[0, h?] est :

Définition 3.5. — Le terme principal de la fonction d’auto-corrélation est la
série de fonction

9 72z7rt(7Tcl + T, )
a :t— lan,m|” e 1 2 /.
n,meN2
Interprétation géométrique des périodes. — Les deux périodes classiques T,

ont une interprétation géométrique bien précise ; considérons pour Fy; > 0 et
Ey; > 0 le sous-ensemble Mg, g, = p; ' (F1) Npy ' (E2) C RY. La variété

MFE, g, est isomorphe au tore 7 = %Sl X %Sl. On va maintenant
calculer le flot hamiltonien de p = F(p1,p2) avec un point initial my =
(z10, 20, €10, &0 )€ Mg, 5, En posant
oF OF
= — (F,FE b:=— (F1,FE
a:= 5= (B, Bp)wr, 5y (B1 B2)we

les équations de Hamilton sont alors :

x:l(t) afl(t)

aat) | _ | belt) |.

&i(t) —az1(t) |’

§2(1) —bx(t)

et en posant pour tout indice j € {1,2}, Z;(t) := z;(t) + i&(t) € C on a
immédiatement les deux égalités Z1(t) = —iaZ1(t), Za(t) = —ibZs(t). Et par
conséquent en intégrant ces équations différentielles on obtient alors

Zl(t) == Z1 (0)€7iat, ZQ(t) == ZQ(O)eiibt
ainsi que
2F;

a

1Z(0)P = 73(0) + §(0) = 22,

par conséquent le flot hamiltonien dans le repére (z1,&1,z2,&2) est donné en
coordonnées complexe par :

o (i )~ (%00 )

En coordonnées angulaire le flot s’écrit alors linéairement :

|1Z1(0)? = 27(0) + €2(0) =
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( O1p bho—tg-
e ()= (i

arg Z;(0) [1]. On retrouve alors bien les périodiques classiques du

avec 0j70.5 o
flot hamiltonien

2 27 27 2

— = =Ty, = =
a g_f;(El,Ez)m b %(El,Eg)wg

Un résultat classique affirme que si les deux périodes sont commensurables alors
le flot s’enroule périodiquement sur le tore; si par contre les deux périodes
ne sont pas commensurables le flot s’enroule densement sur le tore. Sur la
figure suivante on trouve un exemple oul le quotient des deux périodes est
commensurable : le flot est alors périodique sur le tore.

Te,.

3.2. Comportement de la dynamique sur les périodes classiques. —
Etudions donc la fonction ajy(t) sur une période [0, max T,].

Proposition 3.6. — Pour tout t > 0, on a l’égalité :

—2imt L0 4 Mmoo
§ la |2 e ( Tely * ety
n,m

n,me7Z?

B 1 N _h5’11< t ) _h5él< t >
-~ F(x?)(0,0) Z 8 x )< w1 Z+Tcll T wy $+Tcl2 '

l,s€72

Démonstration. — L’ingrédient essentiel de la démonstration est la formule
sommatoire de Poisson. Pour cela considérons la fonction €2; définie par :

R2 - C
Qtl

o —2imt EL=10) _imy (22 =m0)
(z1,22) — |a |“e i e cl2
1,42 T1,T2

oil ¢ est un parametre réel. Ainsi pour tout couple (n,m) € Z?2

n—ng , m—mg

—2imt
|an,m|2€ v <Tcl1 Telq ) — Qt(n,m).

Clairement, uniformément par rapport a t, la fonction Q; € S(R?). Calculons
T (€) sa transformée de Fourier ; on obtient alors que quel que soit (1, (s € R?

400 p+4oo ) )
%' (Qt) (Cla <2) = / / Qt (xl’ x2) 6—2m3&1§16—217rx2C2 d$1d$2;
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et donc on trouve que que soit (1, (s € R?

—2im(noC1+moC2) h5'1—1 t héé—l t
e = T <_ (o) - (e Tcl)) |

3 (x*) (0,0) wi w2

Maintenant avec 1’égalité de Poisson appliquée & la fonction €2; on obtient :

Z Qi (n,m) = Z T () (1, s)

n,mecZz? 1,s€Z2
1 ROt t ho2—1 t
st S0 (A5 () 2 )
§(x*) (0,0) 2 §0¢) wy Te, wa Tet,
l,s€72
Ce qui donne bien I’égalité énoncée dans la proposition . O

On voit tout de suite, compte tenu de la décroissance & l'infini des deux

variables de la fonction § (XQ) € S(R?); que les termes prépondérants dans la

série correspondent aux indices [ et s tels que [ + % ou s+ ﬁ soient le plus
cly clo

proche de zéro. Précisons cela avec une définition et une proposition.

Définition 3.7. — Pour tout réel positif ¢, on définit les entiers I;(t) = ;(t, h)
comme étant les entiers le plus proche des réels —T%‘; on note alors par
d(t,Ty,Z) la distance entre le réel t et le réseau Ty, Z. Ainsi d(t,Tp,Z) =
Li(t) + ﬁ

Remarque 3.8. — Par définition, on a immédiatement que quel que soit [ € Z
tel que [ # [;(t) on a la minoration ‘l + ﬁ > 1.

cly
Théoréme 3.9. — On a uniformément pour t réel

Y n—ng | m—mg
2 ()
n,m
n,meN?2

_ b e héi_ld T, 7 6Hd T..7 +0(h
- cly ,t s Cl2 ’t ).
500 (0,0)3(X) m (Te, Z, 1) s (T ) (h)

Démonstration. — On va commencer par montrer ce résultat avec la série
indexée sur Z?. Comme § (x?) € S(R?) on a

By q .
1+ )P (1 + (¢

Vk,d € N2, 3Byq > 0, Y(1, G € R, 1§ (X?) (G, &)| < (
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Ensuite, d’aprés la précédente proposition et le lemme précédent, on a 1’égalité,
uniforme pour ¢ réel :

g —2imt| F—04 0
|CL | e scly scly
§ n,m

n,mecZ?
1 ) poi-1 ( t > ho—1 ( t )
e _ l _
oo, 2’ M( o\ ) B
1 ) po1—1 =1
=_—0— ——d(t, T, 7)), — d(t,Ty,Z O (h™°) .
3(><2)(0,0)3(X)< o AT B = )>+ )

Maintenant établissons ce méme type de résultat avec la série indexée sur
'ensemble N2, Partons simplement de I'égalité

_9irt( =m0 m=—mg
’a ’2 e T (Tscll + Tscl2
E n,m

n,meN2

n—ng | m—mq n—mno m—mo)

—2i7rt(—+—) —2i7rt<—+
2 T, T, 2 T, T,
= E |an7m| e cly cly ) E |an,m| e cly cly

n,me7z? n.meZ2 —N?
ainsi
a e cly clo —73 — dTlZ,t ,— dTlZ,t
ngl\l2| nm| 3 (x?) (0,0) (X ) w1 (Ten ) w2 (Tea, )

< D) anm/+O(h™).

n,meZ2—N2

Pour finir la preuve il suffit donc de montrer que ) 7o o |anm|® =
O (h*) . Ecrivons alors :
2
E |an,m]

n,meZ2—N2
400 -1 -1 -1 — +oo
=2 2 annl+ >0 D deml+ D Y lanml’s
n=0 m=—o0 n=-—00 Mm=—00 n=-—o0o0 m=0

et en utilisant le lemme 2.5 on montre alors facilement que Y 7o 2 |an,m|2 =

O (h®) . O
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Tcl1
Tcl2

ainsi chl2 = ale .

R . T,
Cas ou € Q. — On va supposer dans cette sous section que T—jl = 2 e Q;
ct

Définition 3.10. — Si les deux périodes classiques sont commensurables; la
période classique totale du systéme est définie par T := Ty, b = aTy,.

Le premier résultat que nous avons explique le comportement de la fonction
d’auto-corrélation sur une période classique T,;. Dans le théoréme suivant on
montre que le graphe de la fonction d’auto-corrélation est trés “piquée” sur la
valeur 1 autour de la période classique.

Théoréme 3.11. — Nous avons :
(i) Pourt tel que t € TyN (i.e pour tout i € {1,2}, d(t,T,Z) =0) :

al(t) =1.
(ii) Si il existe i € {1,2} tel que d (T, Z,t) > h' =% :
ay(t) = O(h™).

Démonstration. — Le premier point (i) est immédiat. Démontrons le second
point : en partant de 1’égalité donnée par le précédent théoréme :

1 9 h5,1—1d héé—ld o
. — T61Z,t , — TC2Z’t 00 :
500000 0 |~ @)~ —d (TZt) | +0 (1)

al (t) =

et en utilisant toujours le fait que la fonction § (XQ) € S(R?) on a une inégalité
du type

Dq
L+ 1[G+ [¢))?

Vg €N, 3Dy > 0,Y(1, ¢ € R, [§ (XP) (¢, G)| < (

et ainsi

ho1—1 ho2—1
g(X2) <_ d(TchZ,t) y d(TCZQZ’t)>

w1 w2
D
< h5’1—1 ! h55—1 q-
<1+ (T, Z,t) + d(TdQZ,t))

w w2

Par conséquent s’il existe un indice i € {1,2} tel que d(Ty,Z,t) > wih1=%
alors il existe € > 0 de sorte que d (T, Z,t) > w;h17%~¢ et ainsi nous avons
pour tout ¢ € N l'inégalité suivante :

< D he.
w1 w2

h5’171 hééfl
%’ (XQ) <_ d(TchZat) s d(TdQZ,t)>
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Par conséquent, comme ceci est vrai pour tout pour tout ¢ € N on en déduit
que

) héﬂ—l h&é—l
T [ - d (T, Z,t),— d(Tu,Z,t) | = O(h®™).
w1 w2
O
Cas ou g ¢ Q. — Le cas ou le réel g = ;le n’est plus une fraction rationnelle

est beaucoup plus délicat, en effet il n’existe plus de période classique commune.
Le flot hamiltonien est dense sur le tore. Le théoréme 3.10 nous indique que
le comportement & ’ordre 1 de la fonction d’auto-corrélation est donné par la
fonction :

1 h5’1—1 dh—1

2
tHWMx ) (— (T2, - d(Tsz,t))

Pour comprendre cette fonction il faut donc analyser I’évolution de la distance
entre la demi-droite (OM;) ou O := (0,0), My := (t,t) et le réseau Ty, Z X T, Z

clq
Tcl2

en fonction du temps ¢ et du nombre = g. Pour étre plus précis, il faut

comparer cette distance avec les réels h%51. Par exemple, si & un temps t*
donné la distance entre le flot et le réseau est plus grande que hl_‘sg, en
utilisant la décroissance & l'infini de la fonction § (XQ), on est assuré que
ap (t*) = O(h™).

On va donc débuter cette sous-section par des résultats géométriques, puis
on reviendra a ’étude de la fonction d’auto-corrélation aq(t).

Généralités. — Dans ce cas 1a le flot classique sur le tore n’est pas pério-
dique, mais il est dense sur le tore 7. On a vu qu’en coordonnées angulaire le
flot hamiltonien est donné par

[0,1)* — [0,1]°

o 61,0 -2+ 619
= bt
02,0 —5- + 020
Sans perdre de généralité on va supposer que la condition initiale est < Zl’o ) =
2,0
< 8 > et que a,b < 0. En posant a:= —5- > 0et b= —% > 0, le flot hamil-

tonien s’écrit alors plus simplement

. at
Yt = bt .
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Rappelons aussi que Ty, = !%{! = !i! et Ty, = ‘%’T! = ‘%‘ . La compréhension
de la fonction

1 ) héﬂ—l héé—l
—_— - d(Ta,Z,t), —
t 300 (070)3(96 ) ( o (Te, Z,t)

w2

d (TCIQZ, t))

passe donc par I’étude de I’évolution de la distance d (cpt,Zz) en fonction du
b

temps ¢ et du nombre 2.

Cas ou 2 vérifie une condition diophantienne. — Au milieu du XIXéme

siécle, J. Liouville a demontré le

Théoréme 3.12. — (Liouville). Soit 0 un nombre irrationnel algébrique réel
de degré d > 2. I existe une constante C = C(0) > 0 tel que pour tout nombre
rationnel g on ait

g5
q q

En d’autres termes, un nombre algébrique ne s’approche pas bien par les
rationnels. Vers le milieu du XXéme siécle, K. F. Roth a considérablement
amélioré ce résultats (ce qui lui a valu la médaille Field en 1958).

Définition 3.13. — On dit qu’un nombre 6 irrationnel vérifie une condition
diophantienne d’ordre ¢ si et seulement si il existe une constante C. > 0 telle
que pour tout couple (p,q) € Z x N* on ait

o_L| > &

q — q2+5
On note par C. I’ensemble des nombres 6 irrationnels qui vérifie une condition
diophantienne d’ordre €. On dit qu’un nombre 6 irrationnel est un nombre de

Roth si et seulement si 6 € ﬂCE; ie.
e>0

Ce

p
0 e

2l
q

Ve >0, 3C. > 0; Y(p,q) € Z x N¥;

Il y a beaucoup d’exemple de nombre de Roth, par exemple :

Théoréme 3.14. — (Thue-Siegel-Roth). Tout nombre irrationnel algébrique
réel de degré d > 2 est de Roth.

Il est aussi connu que (voir par exemple [Cas]) :

Théoréme 3.15. — La mesure de Lebesgue des nombres de Roth est pleine.
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Remarque 3.16. — Siun nombre # est un nombre e-diophantien alors comme
‘0 - %‘ > C: et que |6 —p| < % < 4 on en déduit alors que pour tout € > 0
onal<C: < %

On va maintenant estimer la distance euclidienne entre la partie du flot
{¢t}iecpo,7) et I'ensemble 72 .

Définition 3.17. — Notons par A et I" les deux droites vectorielles orthogo-
nales

A := Vect(ae; + bey), I' := Vect(—be; + aes)

oil (er,es) est la base canonique de R2. Considérons aussi ma le projecteur
orthogonal sur la droite A et nr le projecteur orthogonal sur la droite I'.

Par la suite on suppose que 6 = 3 est un nombre de Roth.

Lemme 3.18. — Pour tout € > 0, il existe K. > 0 telle que K. < C. ou

C. est la constante de Roth du nombre § = g; telle que pour tout couple
(n,m) € Z¢
K K
|Ta (ner + mea)||ge > i || (ner + mea)||ge >
R Hnel + mes||p° . ||n€1 +meg||ps®
. . o . (75} L 1 a
Démonstration. En notant par u = < s > = e ( b > le vecteur

directeur normé de la droite A, nous avons
A (ner + mea)|lge = [(u, nep + mea)pe|

= |nuy + mug| = |ui||n + mb|;

comme 6 est un nombre de Roth, pour tout € > 0 il existe une constante C; > 0
telle que

C.
[ ma (ner +mea)|lge > |ui] e
|U1| C
= |lner + mea||gs 1%e
De la méme facon nous avons
C "LLQ’ C

7r (nep + me U > ;

|7 (ne 2)|lg2 > |uzl T —
ainsi en posant K, := min (|u;| C¢, |uz| C:) < C¢, on a bien le lemme. O

De ce lemme on en déduit le :
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Théoréeme 3.19. — Pour tout € > 0, il existe une constante K, < C. ou C,
est la constante de Roth du nombre 6 = g; telle que pour toutt >0

K,
d(@t’Zz) > - Tte*
(2 + a2+ 1?)
Démonstration. — Pour tout t > 0, le point ¢; € A, il existe donc un couple

(ng, my) € Z2 tel que

—
d (¢, 22) = HO% — (nge1 + thQ)‘

RQ
> ||l7r (neer + meea)||ge ;

et avec le lemme précédent on en déduit alors

K
d (e, 22) > z .
( ) llneer +mt€2\|]§§€

Par ailleurs, nous avons la majoration

SN \/5
HO% — (ner + thQ)HRQ < DX

et par 'inégalité triangulaire renversée on obtient

2
L V2
RQ

—
|neer + meea||ge < HO%‘ 5

D’oi1, comme HngtH , = tvaZ + b2, pour tout ¢t > 0 et quel que soit € > 0
nous avons R
K.

(tm + @)Hg

1+4¢
Corollaire 3.20. — Pour tout e > 0 et quel que soitn € ]0, vz [ C }0, @{

nous avons l'implication suivante :

1
1 K.\ 1+ 2
d(pn72) <not>——b (_) EREAN
(e, Z2) <1 rﬂ)g( ; 5

Démonstration. — Supposons que d(gpt(O),Zz) < m, ainsi par le précédent
théoréme pour tout € > 0 il existe une constante K. € ]0, %[ telle que

V3 he 1+e
(2 + /a2 +1?)

<n
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i.e.
1
K.\ T+ 2
<—€> < \/7— +tv/a? + b?
Ui
et par conséquent on en déduit ’inégalité souhaitée. O

Remarque 3.21. — Comme 7 € }0, @ [ C }0, @ [ on a <—E) e > V2

Définition 3.22. — Pour € > 0 et n > 0, on note :

1+e
Théoréme 3.23. — Pour tout € > 0 et quel que soit n € }O, ‘/52 { avec 1

assez petit pour que t,(e) > maxTy,; pour tout entier k > 1 il existe une
constante Dy, > 0 telle que pour tout t €[maxTy,,t,(€)] on ait uniformément

|a1 (t)| < thk(l—max 6;)77_k'

Démonstration. — Par définition de d (t,T,,Z), on a la simple relation valide
pour tout ¢ > max T, >0

d(t,Ta,Z) = d(t,Te,N*);
puis comme T, = ‘%! = E‘ et Ty, = !%’T! = !%‘ on a
d(t, Ty, Z) = d(at,N*), d(t,T4,Z) = d(bt,N*).
Ainsi par contraposée du précédent corollaire nous obtenons que pour tout
t €max Ty, ty(e)]
d ((at,bt), Z2) > n;
ce qui implique (comme les normes ||(x,y)||g2 et |z| + |y| sont équivalentes sur
R?) Pexistence d'une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ €[max Ty, t,(¢)]

d(t,Ta,Z) + d(t, T, Z) > Cn.
Puis comme la fonction § (x?) € S(R?)
M,
vk € N?, 3Mp > 0, Y61, € R, |3 (X°) (0] < -
(1G] + 1D

d’ott pour tout ¢ €[max Ty, ,ty(e)]
F(x*) (

<

h6’1—1 h&é—l
— dt,T.y,Z), —
w1 w2

M,

d(t,TdQZQ'

ROt -1 s =1 k
( d(t,TdIZ) + w—2d(t7Tcl2Z))

w1
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_ max(w;)* M,
— plmax(5;)—k (d (t7 Tcl1Z) +d (t7 TleZ))k

max(wi)kMk 1 MF e
>~ hkmax(éé)_k Ck.nk, = max(wl)ﬁh ( (1))77 :

d’ou le théoréme énoncé. O

Puis en appliquant ce théoréme avec n = h®, ou s est un réel de ]0,1 — max 0|
on obtient immeédiatement le :

Corollaire 3.24. — Pour tout £ > 0, pour tout s € |0,1 —maxd,[ et pour
h assez petit tel que tps(e) > maxTy; alors uniformément pour tout t €
[max Ty, , t, ()] nous avons

ai(t) = O(h™).

Remarques sur les échelles de temps. — Pour que le précédent lemme
ait un intérét il faut vérifier que pour tout € > 0
ths(e) < h®

ou on rappelle que & > 1 — 2min (¢;) . En effet on a la

Proposition 3.25. — En supposant que mind; > %, pour tout € > 0 et pour
tout s € 10,1 — max d;[ on a

1 0o
ths(e) £ —F———— (h1—2mm v — \/5) .
(©) 2va? + b?
Démonstration. — D’une part pour tout s > 0 et pour tout € > 0 comme

Va2 15 2
pour h — 0 on a donc I’équivalence

ths ~ DR THe

ths(2) = =y ((&)1# BT @)

1
ou D, := \/ﬁ (K.)T+ > 0. D’autre part, par une simple étude de fonction

max ] —1

T Par suite on a

montre que pour tout € > 0 on a 1 — 2mind; <
maxééfl

ho e < plo2mind; gy par conséquent on obtient

max & —
! ((Ke)l_ie h 1+2 : — ﬁ)

t < —

< 1 (Ka)li-lke h1—2min 52 . \/5 < 1 1h1—2min 52 o \/5 )
~ VaZ+b? 2 )7 Vaz+b? \2 2
O
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Utilisation des fractions continues. — Maintenant, on peut se demander
quels sont les temps précis o d ((pt, Zz) < n? Pour répondre & cette probléma-
tique on va utiliser les fractions continues. Pour tout nombre réel irrationnel
6 on notera par (qn,p,) €N? la suite donnée par l'algoritheoe des fractions
continues. On a en particulier que pour tout entier n > 0
1
‘9 .
dn qn
Notons par D la droite d’équation y = by = 6x. Ainsi pour tout ¢ > 0;

a

Pour n > 0 fixé on va déterminer le point de la droite D qui réalise la distance
entre D et le point (g,,p,) € N?; ce qui revient & trouver le temps 7, tel que

d(¢r,, (n,Pn)) = d (D, (gn,pn)) -

Proposition 3.26. — Pour toutn > 1; l'unique 7, > 0 tel que d (¢r,,, (qn, Pn)) =
d (D, (qn,pn)) est donné par

R aq, + bp,
" a? + b?
De plus nous avons
a 1 1
d(pr,,7%) < ———ee— < —.
( 7 ) vV 32 + b2 qn qn
Démonstration. — Pour n fixé non nul, on va chercher ¢ > 0 tel que d (¢¢, (Gn, Pn)) =

d (D, (qn,pn)) - Il faut donc trouver ¢ > 0 tel que :

_O—SO—; 1 ((Qnel + pne2) __O—SD—;>

ie : il faut donc trouver t > 0 tel que :

— —
<090t, (gne1 + pne2) —Os0t>R2 =0.

On doit donc résoudre at(g, — at) + bt(p, — bt) = 0 et on trouve comme

solution non nulle :t = %. Et ainsiat=r1, := % on obtient
2 2
a“q, + abp, abg, + bp
d (7o (GnsPn)) :d<< ag+b2 o a;—i—b? - + (G, Pn)

_|(a%q, +abp, — a%q, — b2, N abg, + b2p, — aZp, — b2p,
a a2 + b2 a2 1 b2

1
T a2+ b2 \/b2 (apn — bgy)” + a2 (bg, — ap,)”.
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an
n [gnb — ppal < 2; on en déduit donc I'inégalité :

Or comme pour tout entier non a |f — B=| < L est-a-dire pour tout entier
a3’

d(SDTm (Qnapn)) < ﬁ bzz—; + aQZ—g

T Vaz+bian
Pour conclure il suffit de noter que pour tout entier n
d(0r, (qn,pn)) > d (SDTn,Zi) .

O

Généralisons un peu ce résultat en regardant comme évolue la distance entre
I'ensemble Z2 et la partie du flot ¢; lorsque ¢ est dans un voisinage de 7,,.

Définition 3.27. — Pour tout réel » > 0, en note par I(r) la boule fermée
de centre 7, et de rayon r > 0 :

n n n bn
I(r) = [aq + bp A + 0P +r]

221 b2 ' aZ+b?
Proposition 3.28. — Pour tout réel r > 0; quel que soit t € I(r)

1 ab 2 a2 2
d (¢, 7%) < ——— = 2 4 p2 — +rb(a2+b2) | .
(¢t *)_a2+b2\/<<qn>+ra(a + )> —i—(qn—i-r (a% + ))

Démonstration. — Partons de I'inégalité vraie pour tout réel ¢ > 0.

d (Spta Zi) < d(¢t, (gnspn)) -
Ensuite pour tout ¢t € I(r) on a trés clairement que

2 b bq, + b2
0, € B <7a Int2 pn,ra) « B <7a In + p",rb)

a? 4 b? a% + b?
ou Br (X, R) :=[X — R, X + R]. Par conséquent
d (tha (Qn,pn)) :

2 b 2 b, + b2 2
S\/<M+ra_qn> N (Mwb_pn>

a? 4 b? a? + b?

22 \/(abpn — b2, + ra(a + b2))? + (abg, — a2p,, + rb(a2 + b2))?

1 ab ) ) 2 a2 ) ) 2
Sm q—n —l—ra(a +b) + q—n—l—rb(a +b) .

Ce qui montre I'inégalité proposée. ]
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Remarque 3.29. — Pour r = 0 on obtient

102 < | (1) + (5) = vewa
Pt S _a2+b2 dn dn - a2+b2Qn‘

et on retrouve bien le résultat de la précédente proposition.

On va maintenant donner un équivalent pour n — oo du réel 7, :

Proposition 3.30. — Pour n — oo on a [’équivalent 1, ~ Qq, ot on a posé
0= 2t >0
= e )
Démonstration. — Ecrivons le quotient 7,, sur Qg,, :
Tn _ agn + bpy a® 4+ b? _a . bp,
Qqn az2+b? ¢, (a+bd) a+bl g¢,(a+bb)
et comme lim,,_, Z—: =0 on en déduit lim, o g2 = 1. O

Revenons maintenant & la fonction d’auto-corrélation aj.

Définition 3.31. — Pour u > 0 fixé, on note par A, = Ap(0, 1) 'ensemble
suivant :

Ap, = {qn €N, q, € |:hmin5§71+,u’hlf2min5iﬁu} } )

Remarque 3.32. — Pour u > 0ona [hminé;_l_“,hl_z minéi‘“‘} C [hmin‘sg_l, hl_Qmin‘Si] .

Théoréme 3.33. — Supposons que Aj, # 0, alors

sup lai(m,) — 1] = O(hM).
ne{meN, gn (0)€AL}
Démonstration. — Appliquons pour commencer la formule de Taylor-Lagrange

d’ordre 1 sur la fonction (z,y) — § (x?) (z,y) autour de l'origine : pour tout
réel t > 0 il existe un réel 8 = 6 (t,h, Ty, ,Tw,) € 10, 1] tel que :

5 (%) (

h5’1—1 83' (XQ) h6’1—1 héé—l
d(Ty, Z,t 0 d(Ty,2,t),0——d (T, 7Z,t
w1 ( cly 44, ) O ( cly 44, )a wo ( clo &y )

hé’lfl 8h—1
— d(Te,Z,t), —
w1 w2

d (Tclzza t)) =3 (Xz) (0’ O)

w1

h5é71

d(Te,Z,t)

oF (X2) <9h5'11 Boe—1
w2 8y

o d(Te,Z,t) ,Gw—2d(Tcl2Z,t)> .
Nous venons de voir que pour tout entier n > 1 la distance entre la partie du
flot ¢, et ensemble Z2 est strictement plus petite que q%' Ainsi si on suppose
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qu’a partir d’un certain rang la suite (qi) devient trés petite, disons que pour
"/n

tout n > N on ait qin < h% avec s > 0. Alors dans ce cas 1a nous obtenons
la majoration d (an,Z?F) < h®; et par conséquent pour tout indice i € {1,2}
on a aussi d(7,,Ty,Z) < h®. D’ou, pour tout indice ¢ € {1,2} nous avons
h%id (1, Ty, Z) < h%~ 15 et comme on suppose que s > —mind, + 1+ p
avec p > 0

WiV (1, T, Z2) < ¥

et comme pour h assez petit

hé/ -1 o 2 hé/ -1 h(S’ -1
AT, Z ) 8 () (0 AT, Z) 00— d (T, 7, tm) | | < MA~,

w1 ox w1 w9

w2 ay w1 w2

hé/ -1 o 2 hé/ -1 h(S’ -1
(T, Z, 1) 8 () (0 AT, Z ), 00— d (T, Z, tm) | | < NB;

o M, M’ sont des constantes positives indépendantes de h. Ainsi avec la
formule de Taylor précédemment écrite on a immédiatement

1
sup lai(m) — 1] = =——+—+—
ne{meN, gm (0)€A} § (x*) (0,0)
hé/ -1 o 2 hé/ -1 h(S’ -1
sup (T 7o) S (F) (ot A (T, Z, ) , 0 d (T, Z, 7)
ne{meN, gm (0)A,} | W1 Ox w1 Wy

h&’fl b 2 8 —1 §h—1
 A(Tu,Z, ) %a(x) (9}“ (T, Zo 1) 01" d (T, 2, 72)
y

w9 w1 w9
< h*M.
O
Comptage de la suite ¢,. — Au vu du précédent théoréme il est intéressant

de déterminer la cardinalité de I’ensemble Aj,. Comme la suite (g,(f)),,cx est
strictement croissante

card {Ap} = card{n € N, ¢, (0) € Ap}.

Commergons par une majoration simple de card {4} :

card {A} < card {N N [hminéé—l—ﬂ, hl—Qmin&ﬂ } < E[5(h)] +1
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o 8(h) := pl72mindity _ pmindi—l-p Op a alors, pour h — 0, Péquivalent
§(h) ~ RI72Zmindi+r Pour minimiser card {A;} c’est beaucoup plus dur; ce-
pendant il est clair que pour tout n* > 1, il existe h* € ]0, 1] tel que :

+oo
s pri-2mindiu] () (U qnw)) — {an (0)}
n=0

Pour pouvoir estimer 'entier card {A} il faut connaitre la distribution des
(¢n(0)),,cn sur la droite des réels (en particulier sur le compact {hmin Gi=l=p pl=2 minéi*“] )
en fonction du nombre 6. Essayons de donner quelques exemples de distribution

de (¢n(0)) e -

Un exemple : le nombre d’or. — Le nombre d’or est le nombre 1'unique racine

réelle de X2 — X —1 =0, c’est a dire # La fraction continue approximant
le nombre d’or posséde systématiquement la plus petite valeur possible pour
chacun des coefficients, a savoir 1 :

1

14+ —1
g

I
T
=
=

I

—
+

¥

En conséquence le nombre d’or est l'irrationnel qui s’approxime le plus mal
par des rationnels. Une autre des particularité de ce nombre est que la suite
des dénominateurs (g,), de l'algoritheoe des fractions continues est égale a la

suite de Fibonacci (IF,,),, :

e L (1ev5) 1 (1-VB\"
SV 2 NG 2

Notons bien que
lim Foa1 _

n—-+4o00 Fn

Ensuite pour n — +00 on a aussi :

1 (1+v5)
ot (125

Une récurrence évidente nous fournie le :

Proposition 3.34. — En notant par q,(z) le n—éme dénominateur de [’al-
goritheoe des fractions continues de x ; pour tout 6 € R nous avons pour tout
n>0

an(0) = F.

Dans le cas général o # est un irrationnel quelconque on dispose du théo-
réme d’aritheoétique analytique suivant (voir [Khi]) :
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Théoréme 3.35. — (Khintchine-Lévy, 1952). Pour presque tout 6§ € R;
nous avons )
lim ¢,(0)» = K

n—+o0o

ot K est la constante de Khintchine-Lévy K := eTI® > 1,

Ainsi, par exemple, a partir d'un certain rang on a :

1 n 3 n
—K < <|=K .
L’étude de la distribution des suites géométriques ((%K)n)neN et ((%K)n)neN

st oS . R .
sur le compact {hmm 0;=l=p pl—2min 51+“] est assez simple & faire ; malheureu-

sement ceci ne fournit pas beaucoup d’informations exactes sur la distribution

de la suite (¢,(0)),cy -

Question ouverte. — Connait t’on la distribution des dénominateurs (¢,(f)),,cx
sur les réels en fonction de 6 ; plus précisément pour un compact non vide fixé
de R est t’il possible d’estimer le nombre d’éléments de la suite (g, (6))
dans ce compact en fonction du réel 6 et du diamétre de ce compact ?

neN

4. Dynamique sur des échelles de temps Longues : périodes de
renaissances
Dans cette section on supposera que BXQ (EI,EQ) £ 0, Egﬁgy (E4, E9) #

0, 2 BYQ L (E1,Ey) # 0. L’approximation a l'ordre deux de la fonction d’auto-
corrélation fait apparaitre trois nouvelles quantités : les périodes de renais-
sances.

4.1. Périodes de renaissances. —

Définition 4.1. — On définit les périodes de renaissances semi-classiques
Tsrenys LTsreny €6 Tsreny, du systéme par :
T .: 4 T ': 4 )
e hg§(2 (Tno’ﬂmo)w%’ e hgy2 (TnOHUWLo)"‘)%7
47

srenis -— 2F .
hs5ov (Tnos Hmg) W1w2

De sorte que :

Proposition 4.2. — Soit § un réel vérifiant l'inégalité : 3 > 1 —3mind;. On
a alors uniformément pour tout t € [O, hﬁ] :

e+itF(Tn0 JHmg )/hl‘(t)
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_oipt( nmnm0 4 m=mq | (n=ng)® | (m=mg)? | (n=n0)(m=mq)
— § ’anm‘Q e Tscll Tscl2 Tsrenq Tsreng Tsrenqg
b

n,meN?2

10 (h5+3min5¢fl> .

Démonstration. — Le principe de la démonstration est le méme que dans
la preuve de la proposition 3.3. Ici il faut par contre écrire une formule de
Taylor-Lagrange a lordre 3 : pour tout couple (n,m) € N2, il existe § =
0 (n,m,ng, mp) € ]0,1] tel que

F(Tnaﬂm) = F(Tnm,umo)

OF (Tng, tmy) OF (Tng, tmy)

5% wih (n —ng) + dy wah (m — mo)
%ww%fﬂ (n—no)” + %Wc@ﬂ (m —mo)?
%% (Tng s Hmo ) wiwah? (n —ng) (m —myg)
+é83F (Tng + 0(T0 — Trz{;);(iéumo + 0 (pm — Mm(’))w:{’hg (n — n)?
+%83F (Tno + 0(Tn —;,;gl,a;;no + 0t — 'um‘)))wfwgh?’ (n — 192 (m — mo)
+% O3F (Tng + 0(1n —;,;gg;;no + 0, — umo))wlw%hg (n — o) (m — mg)’
—i—é OPF (T + 0(n, — Trg))ééimo + 60 (pm — MmO))wg’h?’ (m — mo)?.

Ensuite il suffit de noter que pour tout couple (n,m) € A et pour tout
t €[0,h"]

‘t (n _ n0)3 h2‘ < hﬁ+35171; ‘t (n - 710)2 (m . mO) h2‘ < hﬁ+251+5271;

£ (0= no) (m — mo)” B3| < WFFOEERL g (o) 2| < L

et donc comme # > 1 — min (391,261 + 02,91 + 262,302) = 1 — 3mind;, quel
que soit t € [0, R’ ] et pour tout couple (n,m) € N2 nous avons

e—2i7rt((n—no)3h2+(n—no)2(m—mo)h2+(n—no)(m—mo)2h2+(m—mo)3h2)

— 140 <h6—1+3min5i) .

Ce qui permet de simplifier la fonction d’auto-corrélation. O
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Définition 4.3. — On définit les périodes de renaissances Tyen,, Tren, €t
Tren,, Par :
47 47
Tren1 = > 5 Trenz = > 5
h% (El,Eg) w% h% (El, E2) w%
47
Trenyy 1= 5F .
haxay (E1, E2) wiws
Tsren~
Evidemment, pour tout indice j € {1,2,12} on a lim_g7—2 = 1. Les
7"671/]'

trois périodes semi-classiques Tgepn; dépendent de h ainsi que leurs quotients.
Comme par la suite on va faire des considérations sur les quotients des périodes,
il est préférable de travailler plutot avec les périodes de renaissances qu’avec

les périodes de renaissances semi-classique; pour celd nous disposons en effet
de la :

Proposition 4.4. — Soit v un réel vérifiant l’'inégalité : v > —2mind;. On a
alors uniformément pour t € [0, h"] :

_oimt( 7m0 momo | (n=ng)® | (m=mg)® | (n7n0)(m=mo)
§ |an m|2 e Tscll Tscl2 Tsrenq Tsreng Tsrenqg
b

n,meN?2

n—ng , m—mq (n—n0)2 (m—m0)2 (n*no)(mfmo)

—2imt .
— g |an,m|2 e (Tscll Tscl2 Trenq Treng Trenqy )+O <hv+m1n(61,62)> )

n,meN2

Démonstration. — Le principe de la preuve est le méme que celle de la proposi-
tion 3.5. Observons qu’avec la partition N*> = AIIT et par inégalité triangulaire
nous obtenons :

. n—ng | m—mg (n7n0)2 (m7m0)2 ("_"0)(m_m0)
E : 2 —2imt T, T Tsren Tsren Tsren
‘an m‘ e scly sclo 1 2 12
b

n,meN2

—_ _ —_ 2 _ 2 (n—ng)(m—m
o n—ng , m—mqg , (n—ng) (m—mg) 0 0)
e 2”rt( Tscll + Tsclg + Treny + Treng + Trenyg

< Z 2 |an,m|2

n,mel’

ot ( )2 1 1 +
n—n —
i 0 Tsren1 Tren1

2t = no)lm — ) (7 = -1~

TST6n12 Trenlg

+2 > anml® [

n,meA

- (- 72)

Tsreng Treng

_l’_

)




32 OLIVIER LABLEE

on a utilisé ici que |e*X — e’Y‘ < 2|X =Y. En écrivant ensuite 1 — L —
sreny reny

Trenl 7TST€711 -
L -1 puis en remarquant que

2
4 gXI; (Eh EQ) 8X2 (Tnm ,Umo) .
w%h % (Tnoaﬂmo) ax2 (E17E2) ’
d’une part avec I'inégalité des acroissements finis nous avons
O*F O*F
ELE

aXQ ( 1 2) aXQ

”(EhEQ) - (Tnm:umo)HRQ

O*F
Vs 9
7 () ).
2
< ME =)+ (B — ) < M0

ou M est une constante strictement positive et indépendante de h. D’autre
part comme on suppose que BXQ (EI,EQ) = 0; il existe 1 > 0 et r1 > 0 tels

Tsrenl Trenl

Tsren1 - Tren1 —

(Tnm :umo)

< sup
(z,y)€B((F1,E2),1)

que pour tout (z,y) € B((E1, E2),r1) on ait ‘ y)‘ > ¢1; donc comme

8X2
}llm%) Tno = E7 et }llm%) tmo = Fa il existe h; > 0 tel que pour tout h € |0, hq]

(Tno’,umo) €B ((ElaEQ)’Tl);

ainsi ’application

1
P F
X2 (E17E2) aXQ (Tnm,umo)

est bornée sur 'ouvert ]0, hy[, en effet pour tout h € |0, by

1

<

2 S
gXI; (EI,E2) 8X2 (Tnonuwm)

My2
el
M'. Aprés, comme

d’ott avec M’ := , pour tout h € |0, hi[ nous avons alors |Tsren, — Tren, | <

X2 (ElaEQ) X2 (Tn HUJm )
1 < h BX 8); 0 0 < th
Tsreanrenl 167‘1’
N 1 0°F 2 ‘ : :
olt K 1= 155 SUD(34)cB((E1,Ez2)1) ‘W(aﬂ,y)‘ . Par conséquent il existe une

constante Cy > 0 indépendante de h telle que pour tout h € |0, hy|

1 1
< O1h?

Tsren1 Trenl
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(il suffit de prendre Cy := KM). De la méme facon on montre l'existence de
deux autres constantes Cq, C12 > 0 indépendantes de h telles que pour tout
h €10, ha| on ait

1 1
— < Cyh?
Tsreng Trenz
et pour tout h € ]0, hia[ on ait
1 1
- < Cp2h®.
Tsrenlg Trenlg

Ensuite quel que soit ¢ > 0, quel que soit (n,m) € A et que que soit h <
min (hy, he, hi2) nous avons

1 1
2 26
t(n— no — S Cl tlh 1;
( ) <Tsren1 Tren1>‘ ’ ’
1 1
‘t(n_nO) (m_mO) (T - T >‘ < 012|t|h51+52;
STrenie TEN12

< C'2|t|h252;

o= (- 7o)
Tsreng Treng

et donc pour tout ¢ € [0, h¥] o v est un réel tel que v > —2min d;, nous avons

1 1 1 1
t(n—n 2 — +t(m—m 2 ( — >
( 0) (Tsrenl Trenl ) ‘ ‘ ( 0) Tsreng Treng

0= o) (=) (72— - )

Tsrenlg Trenlg

< th+min(2(517(51+62,2(52) — th+2 min §;

ou M := 3max (C1,C,C12). Au final on vient de montrer qu’il existe une
constante M > 0 telle que pour tout h < min (hy,he, hi2) et pout tout
v > —2mind;

_9; n—ng | m—mgy | (n—ng)? | (m—mg)?  (n—m0)(m—myg)
Z ‘a/ ‘2 [e 2Zﬂ-t<Tscl1 + Tscl2 + TSTCnl + TST€n2 + TST€n12
n,m
n,meN2

_zmt(”—”o ymomg | (n=ng)® | (m—mg)? | (n=n0)(m—mg) ) ] '
e

Tscll Tscl2 Treny Treng Trenqo

Sz Z ’an,m’2—|—MhU+2min5i Z ‘an,m‘Q-

nmel n,meA
Ensuite comme d’aprés le lemme 2.5 ) |anm|* = O (h) et que

Z |an,m|2 < Z |an,m|2 =1+0(h™)

n,meA n,meN?2
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on en déduit

. n—ng | m—mg (n7n0)2 (m7m0)2 (nfno)(m—mo)
2 2 —24mi T 7 Tsren Tsren. Tsren
|an m| e sclq scly 1 2 12
)

n,meN2

o n—ng , m—mq (n—n0)2 (m—m0)2 (”_”0)(7”_7”0)
e QZWt(Tscll—’— Tsciy + Trenq + Treng + Trenqo
-0 <hv+2min6i)
U

Ainsi le terme d’ordre deux de la fonction d’auto corrélation dans 1’échelle
[0, hﬁ] est :

Définition 4.5. — Le terme principal de la fonction de retour r(t) est la série
de fonction

_gipt( n=ray m=mg | (n=ng)® | (m—mg)?  (n7n0)(m=mg)
rs : t— e*itF(TnO ,,U«mo)/h § |an m|2 e Tscll Tsclg Trenq Treng Trenqo
K

n,meN2

et son module est le méme que celui de la série de fonction

. — - —ng)? —mg)2  (n—ng)(m—m,
. an? f2m(; 0 g (o) () o o>)
as 't — E anm| € set1 set2
n,meN2
L /
Remarque sur les échelle des temps. — Rappelons que <5z‘75i> 6]%, 1[2, avec

5; > d;, et que les échelles de temps d’approximation données par les coefficients
«a et B doivent vérifier : @ > 1 — 2mind; et 8 > 1 — 3mind;. Remarquons
aussi que 1 — 3mind; — (1 —2mind;) = —mind; < 0; et que —2mind; —
(1 —3mind;) = mind; — 1 < 0; ainsi pour h assez petit on a

hl—Zmin(Si < h1—3min(5i < h—2min6i

On peut donc choisir les coefficients «, § et v tels que :

v<f<-1<a<0

ce qui permet, pour h assez petit d’avoir les inclusions :

[0, T11,] € [0, 1] C [0, Tyen,] C [o,hﬁ] C [0,h"].

4.2. Théoréme de renaissance. —
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Hypothése de résonance. —

Définition 4.6. — On dira que les trois périodes de renaissances Tren, s Trenys Lrenis
sont en résonances si et seulement si il existe un triplet (%, Z—;, f}%) € Q3 tel
que

b1 P2 P12

_Tren1 = _Trenz = _Trenm;

q1
Définition 4.7. — Dansle cas ot les trois périodes de renaissances Tren,, Trens, Lrenys

4 —m _ P2 _ pi2
sont en résonances on pose 1fpqc := q—lTren1 = q_2Tren2 = ql_gTremz- Pour tout
indice j € {1,2} on pose aussi 7; := pi2q;, s; = qi2p; de sorte que pour
. . T
J €{1,2} on ait Tyep; = S—;Trenu.
Définition 4.8. — On définit la fonction classique 1. & deux variables ¢; et
t2 .
vty Tscll itz Tscl2 .

wcl(tlatZ) = Z ‘an,mIQe

n,meN2

On a alors immédiatement les propriétés évidentes suivantes :
(i) Pour tout t > 0, ¢ (t,t) = a1 (t);

(li) pour tous ty,ts > 0, Py (tl + TscllatQ) = ta (tla t2) )

(iii) pour tous t1,to > 0, ¥y (t1,t2 + Tsclg) = g (t1,12) .

Quelques lemmes. —

Définition 4.9. — On considére la suite (0n,m), ,, = (Onm(h)), ,, indexée

n,m
sur Z2 par :
- f2i7r(z—l(nfn0)2+%(nfno)(mfmo)Jr%(mfmo)Q) .
Proposition 4.10. — Il existent deuz entiers £1 et £y tels que pour tout couple

d’entiers (n,m) € Z>

9n+€1 m = en,m

9n,m+€2 = en,m

si et seulement si les entiers {1 et £y vérifient les équations suivantes :

02 2p1 ¥ V4
V(n,m) € 72, 1Pl + b1 LYE pin Im
q1 q1 $141

=0[1]

02 2pal ¢
Y(n,m) € z2, Hab2 + 2 2+ parat2 Zn

=0 [1].
q2 q2 5242
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Démonstration. — Pour tout couple d’entier relatif n, m nous avons :

0n+61 m — Hn,m

) _Qm(“%f’l 2p141 P11 m)
S V(n,m) € Z°, Opio,.m = Onme wooon s

02 2p14 L
Y(n,m) € 72, PL | 2, PR = [1].

a1 q1 51491
De méme pour l'autre période £s. ]
Ezxzemple 4/.11. — Une solution simple de ces deux équations est £1 = ¢151

et £o = qo59.

Maintenant pour une paire de périodes f1, {5 fixées, considérons ’ensemble des
suite ({1, ¢3)-périodiques & valeurs complexes.

Définition 4.12. — Pour une paire d’entier {1,/>€ (Z*)? fixés; on définit
I’ensemble :

. 72, 2 _ . _
651752 (Z) = {un,m e C";Vn,m e Z7, Un4-L1,m = Un,m; et Un,m+ly = un,m} .

On a alors trivialement la :

_ 2imkn _ 2impm

Proposition 4.13. — En notant par ¢£’fn =e e 2 ou (kp) €

2o fumite { (%)}
nMEL? J k—0...01—1,p=0..6o—1

S, .0, (Z) pour le produit scalaire :

est une base orthonormée de

651,52 (Z)2 —C

()&, 1] 1 |62 -1

(u,v) — <u’v>641,42 : |€11€2| Z Z Un,mUn.m

n=0 m=0

Théoréme 4.14. — Sous U’hypothése de résonance il existe une famille de
01 + f5 nombre complezes dépendant de h : (f/) ou
LT P p kb2 k1€{0...60—1},k2€40...£o—1}

les entiers {1,0y € Z? sont solutions des équations de la proposition 4.11 ; telle
que pour tout t € [0, h®] on ait I’égalité :

l1—142—1 kz

e~ k1
az (t + Tfrac) - Z Z bkl,kgwcl (t + Tfrac + ETSCH 5 t+ Tfrac + ETscb)
k1=0k2=0

i) <ha+2 minéi—l) .
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En outre quel que soient les indices k1 € {0...4y — 1}, ko € {0..0o — 1} les
coefficients by, r, sont données par

— _2imking _ 2imkomg

bk17k2 =€ e & bk17k2

avec
Dky ks = by o (R) = 1,k
k1,2 = k17/€2( ) =(0on, ¢
Sey oo
[€1]—1[€2]—1 . .
1 9 Pl 2, P12 () _ P2 _ 2 2itkin 2imkgm
_ N Z Z e 227r<q1 (n—no) +‘112 (n—ng)(m mo)-i-q2 (m—mo) >6—€1 e
| 1 2| n=0 m=0
Démonstration. — Posons n := n — ng, m := m — my et considérons la

différence £(t) définie par :

l1—1¥0r—1
5(t) = |az (t + Tfrac) - § E bkl,kgwcl t+ Tfrac + _1Tcl1,t + Tfrac + _2T0l2
k1=0 k2 =0 b 2
1=0 ko=

—2imt = — 27T R it —2inT T
2 T, fracT T fracT
g ]an,m] e ! scli e 2e sclz

— scly e sclo

n,meN2

oy W2  pi2 o, m2 . pom? o A . promm
2z7rtT — 2L 2z7rtT — 2™ 2z7rtT — 22—

reny e a1 e reny e 2 e renig g q12
l1—1 4o—1
by kot (t+ T Mo i+ T ucdyy
- kl,k2¢cl + frac + E_ clys + frac + 6_ cla
_ _ 1 2

k1=0k2=0

m

—2imt o —24mT e —2imt — 24T g e
2 T fracT T fracT
= E |an,m|” On,me seli e scli e sela e sclg

n,meN2
., n? w2 . A
ef2l7rt Treny ef2l7rt Treng ef2l7rt Trenys
l1—1 -1
L 270 ky ko
- § § bkl,kgwcl t+ Tfrac + g_Tcll 5 t+ Tfrac + g_Tclg
1 2
k1=0ko=0

Comme la suite (0nm), ., € S ,e,(Z) ot £y = q151 et fo = gas2 on peut
décomposer d’une maniére unique la suite (6,,,), . sur la base orthonormée

k, .
{(gbnf;n) ZQ} de Despace &y, 4,(Z) :
nMELT ) p—0...01—1,p=0.. £3—1
l1—14r—1

K1k
Onm =D D Dk ko’

k1=0ko=0
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ol by, g, = <9, ¢k1’k2> - Par suite nous avons :
l1—1 4r—1 . = . n . 2 , 7
—2imt =" — =2 T e —2imtm— =20 T frqe
6(t) = E § § |an,m|2 bk17k26 Tecli e Rge Tecla e T ety
n,meN? k1=0 k2=0
. 72 . w2 . Am
—2imt Tren; 672Z7rt7T7‘e7’L2 ef2l7rt Trenys ¢];:L17’52
l1—1 4o—1 o ]Cl k:2
- E E bkl,k2¢cl (t + Tfrac + E_Tscllat + Tfrac + E_Tscb)
k1=0 ko=0 1 2
l1—1 62—1

—2imt e —2inxT I it —2inT =
2 T fracT T fracT
= g E g \anvm\ biy ko sely ¢ sely ¢ selz ¢ scla

n,meN? k1=0 k2=0

~2 ~ 2 ~
—9; n —_mt =t _9inpnm
e 2@7rtTTen1 e 2imt Trems ¢ 2imt Trenis (ﬁfﬁ;j?

l1—1 la—1 n

—~ —2inmt —2n T rge2— _2irk 2
o Z Z bkhkz Z |an,m|2 e Tsety ¢ fracTye, e Zimky 4
k1=0 k2=0 n,meN?2

— %t = —2n T pge =P ik T
e 4 TSCZQ e T frac TSCZQ e 2imka Lo

l1—1 42—1 ~ ~ = =
—2imt=2— —2imT = =2t —2inT m

2 frac frac

— E E E |an7m| bkl,kge Tscly e Tscly e Tsclq e Tscly

n,meN? k1=0 k2=0

2 @2 L am ; ;
—227rtT" —QZWtTm —ZZWtTnm _ 2imkyin _ 2imkom
renj e reny o renjg e 1 e Lo

l1—1 4>—1

—~ — it —2in Ty et ik T
Z Z Z 2 frac —2imky 7~
— bk‘hk‘g |an7m| e Tscll e Tscll e 1Z1

k1=0 k2=0 n,meN2

—2imt = 2T g _9irk T
e g Tscl2 e T frac TSCZQ e 2imka Lo .

Et comme . .
. n . " 2itkin 2imkom

—— —2Z7Tk‘1 n —227Tk2 m _ 1 _ 2
7 5 — 7 7
bky k€ re 2 = bgy kye Loe 2

on en déduit

e(t) =
l1—1 42—1 ~ ~ ~ ~ . .
—2imt = —2inTfrgeq— —2imtm— —2nTfpqemn— _2mkin _ 2imkgm
§ § § 2 T, fracT T fracT
‘an,m‘ bkl,kge sclq e sclq e sclo e sclg e 1 e [

n,meN2 k1=0 k2=0
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~2 _ 9
9 n 9 m 9 nm
( 14e 21t Trent ¢ 21t Trens 217 tTrenm ) ‘ .

Ensuite, on partionne N? avec les ensembles A et I' et il suffit alors d’étudier
la série sur I’ensemble A. Il existent des constantes C7,Cy, C1o > 0 telles quel
que soit le couple (n,m) € A et pour tout t € [0, h?] :

_ 2 _ 2
‘t (n no) S Cl hoz+261—1; t (m mo) S 02 ha+2(52—1;
reni reng
" (’I’L - ’I’LO)(m B mo) < 012ha+51+5271.
Trenlg

Par conséquent pour tout ¢ € [0, h%] et quel que soit (n,m) € A nous avons :

. 72 . i .
72z7rtT” —2imt 2imt
e Tenl e

m? i .
Treng e Trenig __ 1= O <ha’+2 mlnéi_1> X

En prenant ¢t = 0 on obtient le :

Corollaire 4.15. — Sous les mémes hypothéses :

l1—1 l>—1

ko
Tfrac Z Z bkl,kz ¢cl <Tfrac + Tscl1 ; Tfrac + 62 Tsclg) .
k1=0 ko=

Calcul des coefficients. — Pour calculer ces coefficients de renaissances en
dimension deux on est ramené au cas de la dimension un, en effet :

Définition 4.16. — Pour £ > 1 et pour des entiers p et g premiers entre eux.
Considérons pour tout entier k € {0...£ — 1}

/-1

1 5P (i irkn
ck(£7p7 q) = Zze 22ﬂ§(n n0)2€2 Zk
n=0

On a alors pour tout k € {0...0 — 1}
‘Ck(e D,q Z e_zzﬂ. 2?2 27.7r[km
meZ/zz

Théoréme 4.17. — Supposons que [’hypothése de résonance soit vérifice avec
en plus B2 € Z; alors :

Ok o |* = |eiy (€1, D151, €1) % |Gy (P2, P22, £2)]?
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Démonstration. — Pour tous indices k1 € {0...0; — 1}, k2 € {0...45 — 1}on a

1 72247_‘_(;71 2+p12nm+p2 2) 2itkin 2imkgm
‘bkth’ = W E e a1 q12 e 1 e 02
152 m)ez/0 Zx 262
52 1 2Zﬂk2m 72”‘_ m 72l7rp1n2 2imn <k17m31m)
g £ E e E e a el a12
162 | “—=
et comme f1 = @151 = ¢1¢12p1 NOUS obtenons que
lo—1 .
1 mzﬂ —227r—m 217r—n2 2””7'(]4?1 plgqlslm)
| k17k2| E E € 2
m=0
our j on considére - les caractéres donnés par
P e {1,2}, d il téres d
%
X7 -
/ —2im -
are i

par conséquent

2=

=7p Z Z x1 (p1s12? — z(k1 — pragip1y) X2 (p2s2y® — kay)
143

TEL/L yEL /b Z

|bk17/€2

Z Z X1 (—=p1s12° + 2(k1 — praapit) x2 (—p2sat® + kat)
2EL/OLEEL[lZL

1
Ly v v ¥
€L/ L YEL 2T zEL /1 L tEL LT

x1 (p1s1 (22 — 2%) — ki(z — 2) + praqup1 (zy — 2t)) x2 (p2s2 (v° — £7) — ka(y — 1)) .
Maintenant comme % € Z alors {1 = q1q12p1|q1p1p12 et donc pour tout
x,y, z,t on a praqip1(zy — zt) € ¢1Z d’ont pour tout x,y, z,t

X1 (P12qip1(zy — 2t)) = 1.

Ainsi

|bk1,k2|2 = ﬁ Z Z Z Z

12 TEL/LYEL/2L zEL /AL tEL L
X1 (p151 (3:2 — 22) — ky(z — z)) X2 (p252 (y2 - t2) — ka(y — t)))

21l2 Z Z X1 (p181 (362 — 22) — ki(x — z))

12 \zez/0,7 2€2,/0,7.
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S xa(pesa (P —17) — kaly — 1)

YEL /2L IEL LT
2 2
1 _ 9, P151 .2 2ink 1 _o; D252 2 2imky
== j : e 2T 7 e 0 T £_2 Z e 2@#—22 Y e y
1 T€L/TL 2 YEL/ b

O

Ensuite les résultats établis dans le cas de la dimension 1 [Lab1] nous permette
de calculer les deux termes

lcky (61,151, 1) [cky (£2, p2sa, £2)]? .

en fonction des entiers ¢;, p;, s; et k;. En effet, dans [Lab1l] on dispose des :

Théoréme 4.18. — Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec pANq=1 et
q impair, alors nous avons pour tout k € {0...q — 1} :

1

lex(q,p,9)* = —.
q

Et

Théoréeme 4.19. — Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec pAqg =1 et

q pair; nous avons pour tout k € {0..q — 1}

2 i k est pair

. q . 2 ) 1

si g est pair, alors |cx(q,p,q)|” =
0 sinon;

0 si k est pair
. q . . 2
st 3 estimpair, alors |cx(q,p,q)|" =

2 sinon.
q
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