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Perturbation de la dynamique de difféomorphismes en topologie
Cl

Les travaux présentés dans ce mémoire portent sur la dynamique de difféomorphismes de
variétés compactes. Pour 1’étude des propriétés génériques ou pour la construction d’exemples,
il est souvent utile de savoir perturber un systéme. Ceci souléve généralement des problémes
délicats : une modification locale de la dynamique peut engendrer un changement brutal du
comportement des orbites. En topologie C', nous proposons diverses techniques permettant de
perturber tout en contrélant la dynamique : mise en transversalité, connexion d’orbites, pertur-
bation de la dynamique tangente, réalisation d’extensions topologiques,... Nous en tirons diverses
applications & la description de la dynamique des difféomorphismes C'-génériques.

Perturbation of the dynamics of diffeomorphisms in the C''-topology

This memoir deals with the dynamics of diffeomorphisms of compact manifolds. For the study
of generic properties or for the construction of examples, it is often useful to be able to perturb
a system. This generally leads to delicate problems: a local modification of the dynamic may
cause a radical change in the behavior of the orbits. For the C'! topology, we propose various
techniques which allow to perturb while controlling the dynamic: setting in transversal position,
connection of orbits, perturbation of the tangent dynamics,... We derive various applications to
the description of C'-generic diffeomorphisms.
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Introduction

Le dynamicien étudie les systémes qui évoluent au cours du temps. De nombreux exemples
sont fournis par la mécanique classique & travers une équation différentielle. Poincaré a montré
dans son mémoire [132] sur la stabilité du systéme solaire que 1’on peut décrire le comportement
asymptotique des trajectoires sans passer par leur calcul explicite (souvent vain). Nous nous
intéressons dans ce texte aux systémes a temps discret obtenus en itérant un difféomorphisme. Ils
sont naturellement reliés aux systémes & temps continu si I’on considére une section de Poincaré
ou le temps 1 du flot associé. Les systémes provenant de la physique possédent bien souvent
des symétries supplémentaires : nous n’abordons pas ici le cas spécifique des difféomorphismes
conservatifs, i.e. qui préservent une forme volume ou symplectique (voir [48] pour un panorama
des diffeomorphismes de surface conservatifs).

La classe des difféeomorphismes hyperboliques est 'une des premiéres étudiées et des mieux
décrites. Dans ce mémoire!, nous discuterons essentiellement des difféomorphismes non hyper-
boliques génériques. (Nous renvoyons & [35] pour une vue d’ensemble des dynamiques faiblement
hyperboliques.)

0.1 Dynamiques génériques

Plagons-nous sur une variété différentiable compacte M. L’étude de la dynamique d’un difféo-
morphisme arbitraire de M peut sembler parfois hors de portée : on peut imaginer la coexistence
et 'accumulation d’une grande variété de comportements différents, empéchant 1’espoir de dé-
composer et de structurer la dynamique. I1 se pourrait cependant que de tels difféomorphismes,
pathologiques, puissent toujours étre approchés par d’autres, plus simples & analyser : il devient
plus raisonnable d’espérer décrire la dynamique d’une partie dense des systémes. Ce point de vue
souléve une difficulté, que nous discuterons plus amplement par la suite : nous devons préciser
I’espace des difféomorphismes considérés, ainsi que le choix d’une topologie sur cet espace.

Nous travaillerons en général avec des espace de difféeomorphismes métrisables complets et
nous pourrons alors utiliser la généricité de Baire. Une propriété sera dite générigue si elle est
satisfaite par un ensemble de difféomorphismes contenant une intersection dénombrable d’ouverts
denses (un ensemble G4 dense). La réalisation simultanée de deux propriétés génériques est encore
générique. La généricité de Baire est donc un outil commode pour décrire des ensembles denses
de difféomorphismes.

YJe suis trés reconnaissant & Jérome Buzzi, Rafael Potrie et Charles Pugh pour lattention qu’ils ont portée
sur ce texte et leurs nombreuses remarques.
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0.1.a  Choix d’un espace de difféomorphismes. Les propriétés génériques que l'on
peut obtenir dépendent beaucoup de la régularité des difféomorphismes que l'on étudie. No-
tons Diff* (M) I’espace des difféomorphismes de classe C* de M. Nous allons discuter I’existence
de points périodiques de difféeomorphismes génériques pour différents espaces.

— Dans Diff®(M), les homéomorphismes possédent génériquement un ensemble non dénom-
brable de points périodiques (voir [121, 11]).

— Dans DiHl(M ), existence de points périodiques est plus difficile & obtenir : c’est I'objet
du lemme de fermeture de Pugh. L’ensemble des points ayant une méme période est fini.

— Dans Diff*(M), k > 1, existence de points périodique n’est en général pas connue.

— Herman a montré [76, 75| que sur certains tores symplectiques, pour des ensembles ouverts
de fonctions hamiltoniennes C'™ il existe des ouverts de surfaces d’énergies réguliéres sur
lesquelles il n’y a pas d’orbites périodiques. Les dynamiques hamiltoniennes génériques sur
ces surfaces d’énergies n’ont donc pas d’orbite périodique.

Nous travaillerons par la suite en régularité C'. 11y a pour cela plusieurs raisons. L’existence
d’une structure différentiable donne une rigidité minimale, permettant par exemple la continua-
tion des points périodiques, I’étude des exposants de la dynamique, ’obtention de sous-variétés
invariantes. Comme nous l’avons vu, la perturbation de difféomorphismes en topologie C' est
assez souple pour créer des points périodiques. La topologie C! posséde également une pro-
priété importante : si f est un diffeomorphisme de R¢ & support compact, tous les conjugués
z — a f(a~! z) par des homothéties de rapport a € (0,1) petit sont & la méme distance & 1'iden-
tité. Cette remarque est & la base des principales techniques de perturbation dans Diff'(M). En
revanche, la régularité C! n’est pas suffisante pour certains résultats requérant un contréle de
distorsion.

0.1.b Dynamiques hyperboliques. Trés rapidement, les dynamiciens ont cherché quelles
étaient les dynamiques structurellement stables, i.e. dont le comportement topologique ne change
pas aprés perturbation du systéme. Anosov et Smale ont introduit une classe de difféomorphismes
ayant cette propriété : ce sont les difféfomorphismes hyperboliques. Un difféomorphisme est hy-
perbolique si, au-dessus de tout ensemble invariant suffisamment récurrent, on peut décompo-
ser I’espace tangent de M en deux fibrés linéaires invariants, le premier (le fibré stable) étant
uniformément contracté, le second (le fibré instable) uniformément dilaté. Paradoxalement, la
stabilité de ces systémes face aux perturbations ne les empéche pas d’avoir une dynamique par-
fois “chaotiques”. La dynamique de ces systémes est trés bien comprise, notamment du point de
vue symbolique (existence de partitions de Markov, de codages) et du point de vue de la théorie
ergodique (existence de mesures physiques).

L’équivalence entre la stabilité et I’hyperbolicité a fait 1’objet de nombreux travaux et a finale-
ment été obtenue par Mané. Ces recherches ont fait émerger de nombreux outils intéressants pour
I’étude des dynamiques différentiables. Il est apparu cependant que ’ouvert des dynamiques hy-
perboliques n’est en général pas dense dans l’espace des difféomorphismes. Des objectifs naturels
guident alors I’étude des dynamiques génériques :

— la compréhension des défauts d’hyperbolicité,

— la généralisations de propriétés satisfaites par les systémes hyperboliques & des classes plus
larges de dynamiques,

— la recherche de nouveaux phénomeénes dynamiques.
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Parmi les dynamiques non hyperboliques, deux obstructions apparaissent fréquemment : les
tangences homoclines et les cycles hétérodimensionnels (voir la figure 1).

J L

/7

FiG. 1 — Tangence homocline et cycle hétérodimensionnel.

— Une orbite périodique hyperbolique possede une tangence homocline si ses variétés stable
et instable possédent un point d’intersection non transverse. Certains vecteurs sont alors
uniformément contractés par itérations passées et futures et devraient appartenir simulta-
nément aux fibrés stable et instable.

— Deux orbites périodiques hyperboliques forment un cycle hétérodimensionnel si elles sont
liées par des orbites hétéroclines et si leurs dimensions stables différent. Il n’existe donc
pas de fibré stable de dimension constante au-dessus du cycle.

Pour les difféomorphismes de surface de régularité C*, k > 1, Newhouse a montré que 1’en-
semble des difféomorphismes ayant une tangence homocline est dense dans un ouvert (non vide)
de ’espace des difféomorphismes. En dimension plus grande (et en toute régularitée C*, k > 1),
Abraham et Smale ont construit un ouvert dans lequel les dynamiques présentant un cycle hé-
térodimensionnel sont denses. Le cas des difféomorphismes de classe C! des surfaces n’est pas
connu.

Conjecture (Smale). Pour toute surface compacte S, l'ensemble des difféomorphismes hyperbo-
liques est dense dans Diff!(S).

Palis a conjecturé que ces bifurcations sont les seules obstructions & 'hyperbolicité.

Conjecture (Palis). Dans Diff*(M), k > 1, tout difféomorphisme peut étre approché par une
dynamique hyperbolique ou par une dynamique possédant une tangence homocline ou un cycle
hétérodimensionnel.

0.1.c Les dynamiques génériques représentent-elles tous les systémes? La géné-
ricité donne un sens & la notion de partie négligeable de ’ensemble des difféomorphismes :
nous cherchons & décrire la plupart des dynamiques. Ce point de vue est cependant trés relatif,
puisqu’il se peut que ’espace des difféeomorphismes étudiés soit négligeable pour une autre notion
de généricité.

Il est ainsi envisageable que ’on puisse trouver deux parties disjointes, chacune dense dans
un ouvert de ’espace des difféomorphismes et représentant des dynamiques trés différentes. Par
exemple, lorsque dim(M) < 3, on peut alors introduire :
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— I'ensemble des homéomorphismes ayant un ensemble non dénombrable de points périodi-
ques (nous avons vu que c’est une partie générique de Diff?(M)),

— D’ensemble des difféomorphismes structurellement stables de M (Shub a montré [162] qu’il
forment une partie C’-dense de Diff (M) et lorsque dim(M) < 3, Munkres a montré [103]
que Diff®(M) est dense dans Diff®(M)).

Les difféomorphismes structurellement stables ont au plus un nombre dénombrable de points
périodiques et ces deux parties denses de DiﬂO(M ) sont donc disjointes.

Remarquons que, dans certains cas, en travaillant avec des propriétés génériques, on peut

obtenir des conclusions satisfaites par un ouvert dense de difféomorphismes, et non pas seulement
par un Gg. (Voir par exemple la conjecture faible de Palis, plus bas.)

0.2 Décomposition de la dynamique

La dynamiques d’un difféfomorphisme hyperbolique f est portée par un nombre fini d’en-
sembles compacts invariants disjoints et transitifs (i.e. possédant une orbite positive dense),
appelés piéces basiques. Plus précisément, dans ce cadre chaque piéce basique contient une or-
bite périodique O et coincide avec I'adhérence H(Q) de ’ensemble des intersections transverses
entre les variétés stables et instables de O. Un tel ensemble H(O) associé & une orbite pério-
dique hyperbolique O peut étre défini pour un difféomorphisme arbitraire et est appelé classe
homocline de O.

Conley a montré que cette décomposition se généralise aux difféomorphismes quelconques,
si ’on autorise un nombre infini de piéces et si I’on remplace la transitivité par la transitivité
par chaines. Cette propriété est une notion plus faible de récurrence qui met en jeux les pseudo-
orbites, i.e. les suites (z,) de M pour lesquelles f(zy) et x,41 sont proches pour tout n mais ne
coincident pas nécessairement. Les piéces obtenues sont alors appelée classes de récurrence par
chaines.

La décomposition de Conley est intéressante si ’on parvient & faire le lien entre les pseudo-
orbites et les vraies orbites de la dynamique. Il faut pour cela étre capable de refermer les sauts
d’une pseudo-orbite par perturbation. Ce probléme a été traité progressivement par 1’obtention
de lemmes de perturbation dans des situations de plus en plus générales.

— Pugh a démontré un lemme de fermeture qui permet de créer un point périodique prés
d’un point non-errant. Il s’agit en quelque sorte de fermer une pseudo-orbite périodique
ayant un saut unique.

— Hayashi a obtenu un lemme de connexion : lorsque 1’orbite positive d’'un point p et I'orbite
négative d'un point ¢ ont un point d’accumulation commun, p et ¢ sont contenus dans la
méme orbite aprés perturbation. La encore, il n’y a qu’un seul saut & refermer.

— Finalement, avec C. Bonatti nous avons abordé le cas général et établi un lemme de

connexion pour les pseudo-orbites.

Le lemme de connexion pour les pseudo-orbites permet de montrer que la décomposition en
classes de récurrence par chaines est bien adaptée a I’étude des difféomorphismes génériques : par
exemple, les classes de récurrence par chaines contenant une orbite périodique sont des ensembles
transitifs. Plus précisément, nous avons obtenu le résultat suivant.

Théoréme. Il existe un Gs dense de Diff' (M) formé de difféomorphismes pour lesquels la classe
de récurrence par chaines de toute orbite périodique O coincide avec sa classe homocline H(O).
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Toutefois le lemme de connexion pour les pseudo-orbites ne permet pas de controdler complé-
tement le support de 'orbite obtenue. J’ai établi pour cela un autre lemme de perturbation. En
voici une conséquence.

Théoréme. Pour tout difféomorphisme appartenant ¢ un Gs dense de Diﬂl(M), chaque classe
de récurrence par chaines est limite de Hausdorff d’une suite d’orbites périodiques.

Ces techniques de perturbation restent valables pour les difféomorphismes conservatifs. Elles
entrainent un résultat de “diffusion des orbites” (obtenu avec C. Bonatti et M.-C. Arnaud).

Théoréme. Considérons une variété compacte connexe M munie d’une forme volume ou sym-
plectique w. Tout difféeomorphisme appartenant a une partie générigue de l’espace Diff}u(M) des
difféomorphismes de M préservant w est transitif.

Ce dernier théoréme souligne & nouveau I'importance de la régularité choisie. En effet, le théo-
réme des tores invariants de Herman (voir |74, chapitre IV], [102, section II.4.c|] et [191]) montre
par des techniques de théorie KAM qu'il existe un ouvert de difféomorphismes de Diff¥ (M),
k > 4, qui possédent un tore de codimension 1. Ce tore sépare la variété en deux composante et
empéche la transitivité. Le théoréme précédent n’est donc pas vrai en régularité supérieure.

Nous pouvons également remarquer certaines particularités du sujet. D’une part, l'essentiel
des résultats s’appuient sur des techniques de perturbation. D’autre part, les différents lemmes
de perturbation ont parfois des énoncés qui peuvent sembler trés similaires, bien que la difficulté
des démonstrations puisse étre bien différente.

Notre connaissance des dynamiques C'-générique devient suffisamment précise pour pouvoir
obtenir des conclusions qui n’étaient jusqu’alors connues que dans le cadre des dynamiques
hyperboliques. Par exemple, on s’attend & ce que le centralisateur d’un difféomorphisme, i.e.
I’ensemble des difféomorphismes qui commutent avec lui, soit en général petit. C’est ce que nous
avons vérifié avec C. Bonatti et A. Wilkinson.

Théoréme. L’ensemble des difféomorphismes f a centralisateur trivial (i.e. réduit aux itérés f™,
n € Z) contient un Gs dense de Diff' (M).

Caractérisation des dynamiques non hyperboliques

En dimension 1 et en toute régularité, la conjecture de Palis est une conséquence du théo-
réme de Peixoto : tout difféomorphisme du cercle peut étre approché par un difféomorphisme
ayant un nombre fini de points périodiques, tous hyperboliques (les autres orbites sont errantes
et connectent une source & un puits). En dimension 2, Pujals et Sambarino ont démontré la
conjecture en régularité C'. En dimension supérieure, seuls des résultats partiels existent (et
seulement en topologie C'). Nous allons les présenter ci-dessous.

0.3.a Les dynamiques conservatives En topologiec C' et dans le cadre conservatif, la
conjecture de Palis est vérifiée, nous obtenons méme un résultat plus fort.

En dimension 2, il existe une obstruction robuste & I'’hyperbolicité venant de la structure
symplectique : ’existence d’un point périodique elliptique, i.e. ayant des valeurs propres non
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réelles de module 1. Newhouse a montré [107] que cette obstruction suffit a caractériser les
difféeomorphismes robustement non hyperboliques

Lorsque dim(M) > 3, les points périodiques sont génériquement hyperboliques [155]. Les
travaux, classiques, autour de la stabilité structurelle, impliquent qu’une dynamique dont on ne
peut pas faire bifurquer les points périodiques est hyperbolique. Si ’on parvient au contraire &
faire bifurquer des points périodiques, on obtient par perturbation des points périodiques ayant
des dimensions stables différentes; le lemme de connexion pour les pseudo-orbites crée alors un
cycle hétérodimensionnel (dans le cadre conservatif et lorsque M est connexe, il n’y a qu’un seule
classe de récurrence par chaines) associé a des points périodiques dont la dimension stable différe
de 1.

Un résultat de Bonatti et Diaz permet de renforcer les cycles hétérodimensionnels : apreés
perturbation, on obtient un difféomorphisme f € Diff i,(M ) et une paire d’ensemble hyperboliques
transitifs K, L dont la dimension stable différe, tels que pour tout difféomorphisme g proche de f,
les continuations K4, L4 sont liées par des orbites hétéroclines. Un tel cycle associé & K et L est
une obstruction robuste & I’hyperbolicité et est appelé cycle hétérodimensionnel robuste. Si l’on
choisit des orbites périodiques O € K et O’ € L, il existe un ensemble dense de difféomorphismes
au voisinage de f pour lesquels O et O’ forment un cycle hétérodimensionnel.

L’énoncé obtenu porte sur un ouwvert dense de I’espace des difféomorphismes conservatifs.

Théoréme. Tout difféomorphisme conservatif peut étre approché dans Diffi,(M) par un difféo-
morphisme hyperboliqgue ou par un difféomorphisme ayant un cycle hétérodimensionnel robuste.

0.3.b  La conjecture faible de Palis. On connait depuis Poincaré [132, 133] et Birkhoff [21]
I'importance du role joué par les intersections homoclines transverses, i.e. par les points d’inter-
section transverses entre les variétés stables et instables d’une orbite périodique. Cette propriété
- trés simple - est a 'origine d’une dynamique complexe.

Smale a construit [169] un modéle géométrique, son célébre fer & cheval, qui décrit la dy-
namique prés d’une telle orbite. On trouve des ensembles hyperboliques dont une puissance est
conjuguée au décalage sur I’ensemble de Cantor {0,1}%. Il y a alors une infinité d’orbite pério-
diques et ’entropie topologique de la dynamique est strictement positive. Remarquons également
que ’existence d’une intersection homocline transverse est une propriété ouverte.

A T'opposé, Smale a introduit des dynamiques trés simples : les difféomorphismes Morse-
Smale. Ce sont des difféomorphismes hyperboliques pour lesquels chaque piéce basique est réduite
4 une orbite périodique. Les autres orbites s’accumulent dans le passé et dans le futur sur deux
orbites périodiques distinctes. En particulier, ces dynamiques sont stables (elles forment donc un
ouvert) et leur entropie topologique est nulle.

Palis a conjecturé (en toute classe de différentiabilité C*, k > 1) que ces deux comportements
forment une partie dense de I’espace des difféomorphismes. Cette seconde conjecture de Palis est
impliquée par la premiére et est donc vérifiée en dimension 2 d’aprés les résultats de Pujals et
Sambarino. Elle a ensuite été démontrée en dimension 3 par Bonatti, Gan et Wen. J’ai obtenu
une démonstration dans le cas général.

Théoréme. Tout difféomorphisme peut étre approché dans Diff'(M) par un difféomorphisme
Morse-Smale ou par un difféomorphisme ayant une intersection homocline transverse.
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Bien que la preuve fasse appel aux techniques de généricité, la conclusion décrit & nouveau
une partie ouverte et dense de l'espace des difféomorphismes. Sur cet ouvert, il y a donc une
dichotomie parfaite entre les dynamiques “simples” et “compliquées”.

La démonstration se raméne & I’étude d’ensembles dont le défaut d’hyperbolicité est concentré
sur un fibré linéaire invariant de dimension 1. Aucun vecteur de ce fibré n’est contracté ni dilaté
par les itérés de I'application tangente. Les techniques habituelles de dynamiques différentiables
reliées & 'existence d’exposants de Lyapunov non nuls ne s’appliquent donc pas et nous les avons
remplacées par I’étude d’objets de nature plus topologique : les modéles centrauz.

Dans le cas conservatif, on s’attendrait & ce que pour un ouvert dense de difféomorphismes,
il existe une orbite périodique hyperbolique ayant une intersection homocline transverse. En
topologie O, c’est une conséquence du théoréme établi avec Arnaud et Bonatti énoncé ci-dessus.
En régularité plus grande, des résultats partiels existent sur les surfaces : Zehnder a montré [192]
que tout point elliptique est approché par un point périodique hyperbolique ayant une intersection
homocline transverse. Plus généralement, les difféomorphismes ayant une intersection homocline
transverse sont denses dans presque toute classe d’homotopie de difféomorphisme conservatif C7,
r > 1, voir [156, 129, 111, 112].

0.3.c  Hyperbolicité partielle. Une approche possible pour montrer la conjecture de Palis
consiste & étudier les difféomorphismes génériques qui ne sont pas approchés par des tangence
homoclines ou par des cycles hétérodimensionnels. Il s’agit alors de montrer que chaque classe
de récurrence par chaines est un ensemble hyperbolique.

Nous avons obtenu un résultat dans cette direction : chaque classe de récurrence par chaines
A vérifie une propriété d’hyperbolicité partielle. Plus précisément, il existe une décomposition
TAM = E*® E‘®E" du fibré tangent unitaire. ¥ et E* sont uniformément contractés et dilatés.
La partie centrale F¢ est moins contractée ou dilatée que les fibrés extrémes E*, E*. De plus,
sa dimension est au plus égale a 2 (lorsqu’elle est de dimension 2, elle se décompose & nouveau
en deux fibrés E¢ = E{ @ ES de dimension 1). Un tel diffeomorphisme est appelé dans ce cadre
difféomorphisme partiellement hyperbolique.

J’ai démontré que les difféeomorphismes loin des bifurcations homoclines peuvent étre appro-
chés par des difféomorphismes partiellement hyperboliques. Wen avait obtenu précédemment une
version locale de ce résultat en s’appuyant sur le lemme de sélection de Liao.

Théoréme. Tout difféeomorphisme peut étre approché dans Diﬁ'l(M ) par un difféomorphisme
partiellement hyperbolique ou par un diffécomorphisme ayant une tangence homocline ou un cycle
hétérodimensionnel.

Pour achever la démonstration de la conjecture de Palis, il faudrait montrer que pour ces dif-
féomorphismes partiellement hyperboliques, les fibrés centraux de dimension 1 sont uniformément
contractés ou dilatés. C’est ce qu’ont réussi Pujals et Sambarino dans le cas des difféomorphismes
de surface. Dans le cas de fibrés centraux extrémes (i.e. lorsque E® ou E" est dégénéré) leur ar-
gument se généralise (le cas ou E° est de dimension 1 a été traité par Pujals et Sambarino; j’ai
traité le cas dim(E°) = 2 avec E. Pujals).

Addendum. Les difféomorphismes partiellement hyperboliques du théoréme précédent peuvent
étre choisis pour satisfaire la propriété additionnelle suivante : pour chaque classe de récurrence
par chaines qui n’est pas un puits ou une source, les fibrés extrémes E°, E* sont non dégénérés.
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0.3.d Hyperbolicité essentielle. Il peut étre plus facile d’étudier '’hyperbolicité des par-
ties attractives de la dynamique. En dimension 3, Pujals a établi sous certaines hypothéses que
tout difféomorphisme ayant un attracteur non hyperbolique peut étre approché par un difféo-
morphisme ayant une tangence homocline ou un cycle hétérodimensionnel.

Un difféomorphisme f est essentiellement hyperbolique si f et f~' possédent un nombre fini
d’attracteurs hyperboliques dont ’union des bassins est dense dans M. De facon équivalente,
en restriction & un ouvert dense de M on ne distingue pas la dynamique de f de celle d’un
difféeomorphisme hyperbolique.

Le résultat suivant a été obtenu en collaboration avec E. Pujals.

Théoréme. Tout difféomorphisme peut étre approché dans Diff'(M) par un difféomorphisme
essentiellement hyperbolique ou par un difféomorphisme ayant une tangence homocline ou un
cycle hétérodimensionnel.

0.3 Structure de ’espace des dynamiques

La décomposition de la dynamique générique a permis la formulation de nombreuses ques-
tions, présentées dans ce texte (voir aussi 'exposé de Bonatti [22]). Une des directions de re-
cherches actuelles consiste a structurer ’espace des difféomorphismes et a classifier les divers

types de comportements de la dynamique. Une telle approche avait déja été proposée par Smale
[173, 161].

0.4.a Phénoménes et mécanismes. Les énoncés présentés dans les paragraphes précé-
dents ont un objectif commun que 'on peut formuler de la fagon suivante.

Probléme (Pujals). Structurer l’espace des difféomorphismes en phénoménes et mécanismes.

Plus précisément, ces énoncés fournissent deux ouverts disjoints U, U, d’union dense dans
I’espace des difféomorphismes et caractérisant deux types de dynamiques trés différents.

— U, est Pouvert associé & un phénomene : pour tout difféomorphisme appartenant & une par-
tie (G4 parfois ouverte) dense de Uy, il existe une description globale de la dynamique (dy-
namique Morse-Smale, hyperbolicité, hyperbolicité partielle, hyperbolicité essentielle,...)

— Uy, est ouvert associé & un mécanisme : pour tout difféomorphisme appartenant & une
partie dense de U,y,, il existe une configuration semi-locale de la dynamique (une bifurcation)
qui est a la fois trés simple (par exemple elle se lit sur les orbites périodiques, elle peut étre
détectée numériquement), qui engendre des changements importants sur les dynamiques
voisines (par exemple l'apparition d'un grand nombre d’orbites périodiques) et qui est une
obstruction au phénomeéne associé a Up,.

0.4.b Complexité des dynamiques génériques. Les résultats récents sur la dynamique
générique permettent d’imaginer une facon de structurer 'espace des difféomorphismes. Deux
conjectures, impliquant toutes deux celle de Palis, résument ’essentiel des scénarios envisagés
pas les auteurs du sujet (voir [22] pour un exposé détaillé de différentes conjectures).

La premiére constate que les seuls mécanismes connus engendrant une infinité de classes
distinctes sont liées a I’existence de tangences homoclines (c¢’est le cas du phénomeéne de Newhouse
pour lequel il existe une infinité de puits et de sources).
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Conjecture de finitude (Bonatti). Les difféomorphismes loin des tangences homoclines dans
Diff} (M) n’ont qu’un nombre fini de classes de récurrence par chaines.

La seconde implique également la conjecture de Smale et est propre a la régularité C'. Pour
cette topologie, les méthodes pour obtenir un ensemble localement dense de difféomorphismes
présentant une tangence homocline font toutes intervenir des cycles hétérodimensionnels.

Conjecture d’hyperbolicité (Bonatti-Diaz). Tout difféomorphisme de Diff' (M) peut étre ap-
proché par un difféomorphisme hyperboliqgue ou par un difféomorphisme ayant un cycle hétérodi-
mensionnel robuste.

Bonatti propose de décomposer 1'espace des difféomorphismes selon les critéres suivants :

— existence de tangences homoclines (dynamique critique),

— existence de cycle hétérodimensionnel (dynamique hétérodimensionnelle),

— nombre fini ou infini de classes de récurrence par chaines (dynamique modérée ou sauvage).

Par ailleurs, Bonatti et Diaz ont montré ’existence de dynamiques sauvages ayant une propriété
remarquable : en renormalisant la dynamique contenue dans des disques périodiques, on obtient
une famille de difféomorphismes dense dans ’espace des difféeomorphismes du disque préservant
I’orientation. Une telle dynamique est qualifiée d’universelle.

Si les deux conjectures précédentes sont vérifiées, I’espace des difféomorphismes est alors
structuré en régions de complexité croissante : dynamique hyperbolique, modérée non critique,
modérée critique, sauvage, dynamique universelle (voir la figure 2). Des exemples de dynamique
pour chaque région seront donnés en sections 1.6, 5.10, 7.9 et 8.6.
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universelles

sauvages

(critiques + hétérodimensionnelles)

autres ?

modérées critiques
(critiques + hétérodimensionnelles)

modérées hétérodimensionnelles
(non critiques)

hyperboliques

Fi1G. 2 — Structure de ’espace des difféomorphismes.
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Notations

K(X) est 'espace (compact) des parties compactes d’un espace métrique compact X, muni de
la distance de Hausdorff :

dy(K,K') = sup d(z,1').
€K, x' €K’

(Lorsque K est vide et K’ non vide, on pose dg (K, K') = Diam(X).)

M désignera en général une variété différentiable compacte sans bord munie d’une métrique
riemannienne.

Int(A) est Uintérieur d’une partie A C M.

Diff*(M), pour k > 0, est lespace des difféomorphismes f de classe C* de M, muni de la
P P )
topologie C*. (C’est un espace métrique complet, donc un espace de Baire.)

Per(f),Q2(f), R(f) représentent ’ensemble des points périodiques, ’ensemble non-errant et I’en-
semble récurrent par chaines du difféomorphisme f de M.

W#(z),pW*(z) sont les ensembles stable et stable par chaines du point .
z <y et x 7y sont des relations dynamiques introduites au chapitre 1.

Les mesures d’'un espace compact métrique X seront toujours des mesures boréliennes. Leur
ensemble est muni de la topologie faible (rendant continues les évaluations sur les fonctions
continues X — R).

T et C désignent I’ensemble des difféomorphismes d’une variété ayant une tangence homocline
ou un cycle hétérodimensionnel.
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Chapitre 1

Décomposition de la dynamique

Ce chapitre introduit les notations et les définitions que nous utiliserons dans la suite du
texte. Nous nous placons sur une variété différentiable compacte sans bord M de dimension d.

Nous présentons tout d’abord des notions de récurrence qui permettent d’analyser les systé-
mes dynamiques topologiques : la récurrence au sens des pseudo-orbites donne lieu au “théoréme
fondamental de la dynamique” de Conley. Nous travaillons ensuite avec des difféomorphismes et
nous rappelons la notion d’ensemble hyperbolique. Nous renvoyons a [43, 163, 108, 190, 69] pour
des exposés détaillés des propriétés des dynamiques hyperboliques (stabilité, pistage,...) Nous
définissons finalement ce qui sera pour nous un difféomorphisme hyperboligue.

1.1 Récurrence : transitivité faible, transitivité par chaines

Soit f un difféeomorphisme d’une variété différentiable compacte sans bord M munie d’une mé-

trique riemannienne’.

Ensembles faiblement transitifs. Un compact invariant K est transitif si pour tous ouverts
U,V C M rencontrant K, il existe z € U N K ayant un itéré positif f™(z), n > 1, dans V.

Plus généralement, K est faiblement transitif si, pour tous ouverts U,V C M rencontrant K
et tout voisinage W de K, la propriété suivante est satisfaite.

(<) Il existe un segment d’orbite {z, f(z),...,f"(z)} CW tel que z € U et f"(z) € V.

Si K C M est un ensemble fermé, nous noterons x <x y si pour tous voisinages U de z, V de y
et W de K, la propriété (<) a lieu. Nous écrirons z < y pour z <s y. Ces relations sont fermées
mais ne sont en général pas transitives.

L’ensemble non-errant, Q(f), est ’ensemble des points de M dont tout voisinage U intersecte
l'un de ses itérés f*(U), n > 1, c’est-a-dire ’ensemble des points z satisfaisant z < z. C’est un
fermé invariant qui contient les ensembles faiblement transitifs. En particulier, il contient tous
les points périodiques de f. Remarquons que la dynamique induite par f sur Q(f) peut avoir
des points errants.

! Jusqu'en section 1.4, il suffirait de considérer un homéomorphisme d’un espace métrique compact.
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Ensembles transitifs par chaines. Nous introduisons une notion de récurrence plus grossiére
mais qui n’a pas les défauts de la précédente.

Soit € > 0. Les e-pseudo-orbites de f sont les suites (zp)necr de M telles que la distance
d(f(zpn), Tn41) est strictement inférieure & € pour tout n € Z tel que n,n + 1 appartiennent a I.

Un ensemble K C M est transitif par chaines si pour tous z,y € K et tout € > 0 la propriété
suivante a lieu.

(H) I existe une e-pseudo-orbite {xy,...,zn} C K telle que n > 1, zy = = et , = y.

Si K C M est un ensemble fermé, nous noterons z - y si la propriété (4) a lieu. Nous
écrirons z 4 y pour z s y. Ces relations sont fermées et transitives. De plus £ <x y implique
z i y. Par conséquent les ensembles faiblement transitifs sont aussi transitifs par chaines.

On peut étendre la relation 4 aux ensembles transitifs par chaines : on a K 4 K’ s’il existe
z € K etz e K'tels que z - z'.

Un point est récurrent par chaines si, pour tout € > 0, il appartient & une e-pseudo-orbite
périodique, c’est & dire si z 4 z. L’ensemble récurrent par chaines R(f) est I’ensemble des
points récurrents par chaines. C’est un donc fermé invariant, contenant I’ensemble non-errant.
En restriction a R(f), la dynamique de f ne posséde que des points récurrents par chaines.

Les classes de récurrence par chaines sont les classes d’équivalence de la relation symétrisée
“x 1y ety -z’ Elles sont fermées et elles coincident avec les ensembles transitifs par chaines
maximaux. L’ensemble récurrent par chaines est naturellement partitionné par les classes de
récurrence par chaines, par conséquent ’ensemble récurrent par chaines coincide avec I'union des
ensembles transitifs par chaines.

1.2 Théoréme “fondamental” de la dynamique, filtrations
Conley a démontré ce résultat trés général (voir [47, 158]).

Théoréme 1.1 (Conley). Soit f un homéomorphisme d’un espace compact métrique M. Il existe
une fonction continue h: M — R ayant les propriétés suivantes :

— h décroit le long des orbites de f et décroit strictement le long des orbites de f contenues
dans M\ R(f);

~ limage de R(f) par h est totalement discontinue ;

— h prend des valeurs distinctes sur des classes de récurrence par chaines distinctes.

Un ouvert U de M est attractif si f(U) est contenu dans U. Une fonction de Lyapunov? h
donnée par le théoréme de Conley permet de montrer de nouvelles propriétés.
— Pour tout point z ¢ R(f), il existe un ouvert attractif U tel que = appartient & U \ f(U) :
I’ensemble récurrent par chaines est donc la notion de récurrence raisonnable la plus faible.
— Pour tout ensemble fini S de classes de récurrence par chaines, il existe une suite emboitée
d’ouverts attractifs M = Uy D Uy D Uy D --- D U = 0, tels que U; \ U;41 contienne un
élément de S et un seul pour chaque entier 0 <7 < k.
Une suite emboitée d’ouverts attractifs est appelée filtration de f.

*Nous renvoyons & [19] pour une discussion plus détaillée des décomposition de la dynamique par fonctions de
Lyapunov.
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1.3 Ensemble stable par chaines, quasi-attracteurs

L’ensemble stable d’'un point z € M est ’ensemble

W)= {u e M, d @), ) 0}

n—+00

Par analogie, on introduit 1'ensemble stable par chaines d'un point z € R(f) ou d’une classe
de récurrence par chaines de f : c’est ’ensemble des points y € M tels que pour tout € > 0
il existe des e-pseudo-orbite (yo,...,yn) €t (zo,...,z,) telles que yo = y, g = x et T, = Yn.
Oun le note pW*(z). (Le “p” signifie “au sens des pseudo-orbites”). On définit symétriquement
Uensemble instable W*(x) et I’ensemble instable par chaines pW*(x).

Les classes de récurrence par chaines sont partiellement ordonnées par la relation -. Un
quasi-attracteur (on parle aussi parfois d“attracteur faible”) est une classe de récurrence par
chaines qui est minimale pour 'ordre -, ou de fagon équivalente qui coincide avec son ensemble
instable par chaines. Il existe toujours au moins un quasi-attracteur (ce qui n’est pas le cas des
attracteurs).

Si K est une classe de récurrence par chaines, pour tout € > 0, I’ensemble des points que
I’on peut atteindre depuis K par e-pseudo-orbites est un voisinage attractif de K. Ceci montre
la proposition suivante.

Proposition 1.2. Une classe de récurrence par chaines est un quasi-attracteur si et seulement
si elle posséde une base de voisinages ouverts attractifs.

Ces notions sont proches de la stabilité au sens de Lyapunov. On dit qu'un ensemble invariant
K est stable au sens de Lyapunov s’il admet une base de voisinages U positivement invariants,
i.e. satisfaisant f(U) C U. Un quasi-attracteur est une classe de récurrence par chaines stable au
sens de Lyapunov, mais la réciproque est fausse en général.

1.4 Hyperbolicité

Un ensemble K invariant par f est hyperbolique s’il existe une décomposition Tg M = E*@ E*
du fibré tangent au-dessus de K en deux sous-fibrés linéaires invariants par ’application tangente
Df et un entier N > 1 tels que pour tout z € K on a?

1 1
N —N
1Dafoll < - et 1Dl < - (1.4.1)
La dimension du fibré stable est appelée indice de K.
Plus généralement, un ensemble compact invariant est dit hyperbolique (a indice variable) s'il
admet une partition en ensembles hyperboliques.

L’ensemble stable W*(z) (resp. instable W*(z)) d’un point z appartenant & un ensemble
hyperbolique est une sous-variété injectivement immergée de M, tangente a E*(z) (resp. E*(z)).

Une orbite périodique hyperbolique est un puits (resp. une source ) si son ensemble stable
(resp. instable) contient un voisinage de l'orbite. Dans les autre cas, on dit que Iorbite périodique
hyperbolique est une selle.

3Nous pouvons bien sdr remplacer e par n’importe quelle constante strictement supérieure a 1, mais nous avons
fait ce choix par cohérence avec la définition de 'exposant de Lyapunov (section 5.5).
4Certains auteurs appellent au contraire indice la dimension du fibré instable.
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1.5 Classes homoclines

Deux orbites périodiques hyperboliques O1,Oq sont dites homocliniquement reliées® si la
variété stable de O; coupe transversalement la variété instable de O; pour (i,7) = (1,2) et
(¢,7) = (2,1). En particulier, leur indices coincident.

La classe homocline H(O) d’une orbite périodique hyperbolique est I’adhérence de ’ensemble
des points d’intersection transverse entre les variétés stables et instables de O. En utilisant le
lemme d’inclinaison (le “A-lemma”, voir [108, proposition 2.5]) et le théoréme homocline de Smale
(voir [108, théoréme 2.3]), Newhouse a montré [105] que c’est aussi I’adhérence de I’ensemble des
orbites périodiques hyperboliques homocliniquement reliées & O. La classe homocline H(O) est
dite triviale lorsqu’elle est réduite a O.

Remarquons que les classes homoclines de deux orbites périodiques hyperboliques distinctes
peuvent s’intersecter sans coincider. Chaque classe homocline H(O) est un ensemble compact
invariant transitif. Plus précisément, il existe toujours au moins une mesure de probabilité inva-
riante ergodique dont le support coincide avec H(O) (voir [4, théoréme 3.1]).

1.6 Difféomorphismes hyperboliques

Un diffeomorphisme satisfait I’aziome A si ’ensemble non-errant Q(f) est hyperbolique et
coincide avec I'adhérence Per(f) des points périodiques de f. D’aprés, le théoréme de décompo-
sition spectrale de Smale, il existe une décomposition disjointe

Qf) =K, U--- UK,

en ensembles hyperboliques compacts transitifs localement maximaux®, appelés ensembles basi-
ques de f. Chaque ensemble K; est une classe homocline et réciproquement toute classe homocline
de f est un ensemble basique.

Un difféeomorphisme qui satisfait 'axiome A posséde un cycle s’il existe une suite d’ensembles
basiques Kj,,..., K;, tels que W*(K;;) et W*(Kj,) se rencontrent hors de Q(f) lorsque j €
{1,...,7 =1}, £ = j+1 et lorsque (j,£) = (r,1). Lorsque f n’a pas de cycle, Q(f) = R(f) et les
ensembles basiques sont aussi les classes de récurrence par chaines de f.

Réciproquement, on montre facilement & l'aide du lemme de pistage qu’'un difféomorphisme
dont ’ensemble récurrent par chaines est hyperbolique vérifie I’axiome A et n’a pas de cycle.
Ceci justifie la définition suivante.”

Définition 1.3. Un difféomorphisme f € Diff! (M) est hyperbolique si R(f) est hyperbolique,
ou de fagon équivalente s’il satisfait I’axiome A et n’a pas de cycle.

Puisque ’ensemble récurrent par chaines varie semi-continliment supérieurement avec f, les
diffeomorphismes hyperboliques forment une partie ouverte de Diff*(M).

FEzemples 1.4. 1. Un difféeomorphisme hyperbolique pour lequel R(f) coincide avec M est un

difféomorphisme d’Anosov. C'est le cas du diffeomorphisme du tore T! = R? /Z? induit par

I'action de 'automorphisme linéaire (? })

50n devrait dire transversalement homocliniquement relides.
6K est localement maximal s'il posséde un voisinage U tel que K; = N,ezf™(U).
"Cette définition n’est pas standard. On lit en général “difféomorphisme axiome A sans cycle”,
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2. Le temps 1 du flot associé au champ de gradient d’une fonction de Morse h: M — R est
un difféeomorphisme hyperbolique : les ensembles basiques sont les points critiques de h.
Lorsque toutes les valeurs critiques de & sont simples, —h est une fonction de Lyapunov au
sens du théoréme 1.1 de Conley. La figure 1.1 montre une filtration associée.

FiG. 1.1 - Filtration pour le temps 1 du flot associé au gradient d’une fonction de Morse.

Smale a donné [166] une généralisation de l’exemple précédent.

Définition 1.5. Un difféomorphisme f € Diff' (M) est Morse-Smale si R(f) est fini, hyperbo-
lique et si pour tous points z,y € R(f), l'intersection W*(z) N W*(y) est transverse : pour tout
point z dans lintersection, T,M = T,W?(x) + T,W"(y).

L’ensemble des difféomorphismes Morse-Smale est ouvert [122].
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Chapitre 2

Techniques de perturbations, généricité

Afin d’obtenir des propriétés satisfaites par des ensembles denses de difféomorphismes, il est
naturel de s’intéresser aux propriétés des difféomorphismes génériques. La difficulté pour montrer
qu’une propriété est générique reste bien souvent la densité : elle requiert de savoir perturber
dans Diff' (M).

Nous introduisons dans ce chapitre une technique de perturbation d’orbites en topologie C*,
due a Pugh. Elle permet d’obtenir par un argument combinatoire (que nous pensons plus simple
que largument initial de Pugh [136, 143|) le lemme de fermeture de Pugh (le “closing lemma”).
Elle permet également d’obtenir les autres résultats de connexion d’orbites, en particulier le
lemme de connexion d’Hayashi (le “connecting lemma”) présenté en fin de chapitre.

Le lemme de fermeture est particuliérement important puisqu’il assure ’existence d’orbites
périodiques pour les difféomorphismes C!-génériques : un grand nombre de propriétés dyna-
miques s’énoncent ou se démontrent en s’appuyant sur les orbites périodiques.

2.1 Notions de généricité, de robustesse

Un ensemble de difféeomorphismes est C"-générique, pour r > 0, s’il contient un G4 dense de
Diff" (M). Une propriété est C"-générique si elle est satisfaite par un ensemble C"-générique.

Puisque Diff" (M) est un espace de Baire, une intersection dénombrable de parties C'-
génériques est encore C"-générique.

Un difféomorphisme f € Diff" (M) vérifie une propriété de fagon robuste si cette propriété
est satisfaite par tous les difféomorphismes proches de f.

2.2 Mise en transversalité : difféomorphismes de Kupka-Smale

L’une des premiéres propriétés de généricité a été montrée par Kupka et Smale [83, 168].
En appliquant le théoréme de transversalité de Thom (disponible en régularité C*, k > 1), on
peut perturber tout difféomorphisme pour supprimer les points fixes non hyperboliques. Plus
généralement, on obtient le théoréme suivant (voir [119]).

Théoréme 2.1 (Kupka-Smale). Chaque espace Diff*(M), > 1 contient un Gs dense formé de
difféomorphismes vérifiant les deux propriétés suivantes.
— Toutes les orbites périodiques de f sont hyperboliques.
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— Pour tous points périodiques p,q de f, les variétés stables W*(p) et instables W*(q) sont
transverses, i.e. TyW?3(p) + TuW"(q) = T, M pour tout x € W*(p) N W¥(q).

Un difféomorphisme vérifiant ces deux propriétés est appelé difféomorphisme Kupka-Smale.
En particulier pour tout NV > 1, ’ensemble de ses points périodiques de période inférieure & N
est fini.

2.3 Perturbation ponctuelle de la différentielle : le lemme de
Franks

Voici un résultat élémentaire, souvent utilisé pour modifier la différentielle d’un difféomor-
phisme le long d’une orbite périodique, sans changer 1’orbite.

Théoréme 2.2 (Lemme de Franks [57]). Pour tout voisinage U de f € Diff' (M), il existe € > 0
avec la propriété suivante.

Pour tout point p € M et toute application linéaire A: TyM — Ty M telle que | Dpf — Al <
e, il existe un diffécomorphisme g € U tel que :

— f et g coincident en p et hors d’un voisinage arbitrairement petit de p ;

- Dpg = A.

Ce résultat permet de rendre hyperbolique une orbite périodique par petite perturbation C*.
Avec le méme argument, on peut aussi “linéariser” un difféomorphisme au voisinage d’un point,
c’est-a-dire fixer une métrique riemannienne et demander que g coincide au voisinage de p avec
l'application exp () oA o exp, 1. Ce résultat est bien stir propre a la topologie C'.

2.4 Modification élémentaire d’une orbite

On souhaite fréquemment modifier une orbite d’un difféomorphisme f. Dans les cas les plus
simples, on considére deux points proches z,y € M, et I’on cherche un difféomorphisme g proche
de f pour lequel I'image de z n’est plus f(z) mais f(y). On controle la taille du support a I’aide
du lemme élémentaire suivant (voir [14]).

Lemme 2.3 (Perturbation élémentaire). Pour tout voisinage U d’un difféomorphisme f €
Diff! (M), il existe @ > 1 et 7o > 0 vérifiant la propriété suivante : pour tous points x,y € M,
contenus dans une boule B(z,7) de raynon r < ro, il existe ¢ € U envoyant x sur f(y) et
coincidant avec f hors de la boule B(z,0.r).

Pourquoi travailler en topologie C1 2 Une telle perturbation s’obtiendrait trés facilement en to-
pologie C? avec un support localisé autour d’un chemin quelconque joignant z & y. Les régularités
supérieures font apparaitre des contraintes sur la taille du support de perturbation.

En topologie C?, si 'on cherche une perturbation g de I'identité vérifiant g(z) =y et |Dg —
Id || < e, pour tout point z = g(z) on obtient :

ly — zll = [(9(z) —z) = (9(2) = 2)|| < e.flz - 2|.

Le support de la perturbation contient donc une boule de rayon e~'.d(x, ). Le lemme 2.3 nous
montre en revanche que la taille du support ne dégénére pas aux petites échelles : 'uniformité
de 6 par rapport au couple (z,y) sera essentielle pour les utilisations futures.
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En topologie supérieure, on perd cette uniformité. Ceci explique pourquoi les démonstrations
des énoncés perturbatifs que nous présentons dans les sections suivantes sont spécifiques & la
topologie C, ainsi que les difficultés que I’on a & perturber en régularitée C*, k > 2.

Quelle est la difficulté & travailler en topologie C* 2 La constante 6 dans le lemme 2.3 explose
lorsque le voisinage U décroit. Ceci constitue la principale difficulté des perturbations en topologie
C'. Sil’on suppose par exemple que  est un itéré futur de y, on peut espérer utiliser le lemme 2.3
pour fermer ’orbite de z. Cette idée simple ne fonctionne pas en général puisque le support risque
de contenir un itéré futur de y antérieur & x et la perturbation risque de briser la connexion entre
y et . On voit ainsi l'intérét de travailler avec des perturbation de support aussi petit que
possible.

2.5 Modification progressive d’une orbite : le lemme de Pugh

Pugh a élaboré une technique de perturbation en topologie C! qui permet de supposer la
constante € du lemme 2.3 petite, quelle que soit la taille des perturbations. L’idée est de répartir
la perturbation dans le temps : le difféomorphisme f peut étre perturbé successivement dans
des domaines U, f(U),..., fN~1(U) disjoints. Puisque I'on travaille désormais avec de grands
itérés de la dynamique, le domaine U supportant la perturbation subit une déformation et ce
sont maintenant des ellipsoides qui jouent le role des boules apparaissant au lemme 2.3. Il sera
plus commode par la suite de travailler avec des parallélépipédes. On introduit donc la définition
suivante.

Définition 2.4. Si ¢: V — R? est une carte de M, nous appelons cube de ¢ tout ensemble
C C V tel que ¢(C) soit 'image d'un cube [—a, a]? par une translation de R? ; la quantité a > 0
est le rayon du cube. Si le cube homothétique & ¢(C') de rayon (1 + €).a et de méme centre est
encore contenu dans ¢(C'), nous noterons (1 + €).C sa pré-image par ¢.

Voici 1’énoncé fondamental permettant les modifications d’orbites en topologie C1.

Théoréme 2.5 (Lemme de perturbation, Pugh). Pour tout voisinage U de f € Diff'(M) et
tous €,m > 0, il existe un entier N > 1 et, en tout point p € M, une carte ¢: V — R?% avec la
propriété suivante.

Pour tout cube (14 ¢).C de ¢, disjoint de ses N — L-premiers itérés, et tous points z,y € C,
il existe g € U vérifiant :

-9V (@) = fYy);

~ g coincide avec f hors de lunion des f*((1 +¢).C) avec 0 <k < N ;

~ pour tout 0 < k < N, le point g*(z) appartient a f¥((1+ 5).C);

— g et f coincident sur f¥((1 + €).C) pour 0 < k < N hors d’une boule centrée en g"*(z)

et de rayon inférieur a n fois la distance entre f*((1 + 5).C) et le complémentaire de

H((1 +¢).0).

Remarque 2.6. La perturbation g de f est obtenue en composant des perturbations élémentaires
(au sens du lemme 2.3) centrée aux différents points g¥(z), k=0,..., N — 1.

C’est essentiellement cet énoncé que 'on retrouve dans les différents travaux traitant du
“lemme de fermeture” de Pugh (voir [136, 138, 86, 91, 143|). La version que nous donnons ici
est légérement plus uniforme (en particulier N ne dépend pas du point p) et correspond a
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[23, théoréme A.2] (voir aussi [181]). Pour la démonstration, il suffit de travailler avec la suite
d’applications linéaires D, fk. TpyM — TprpM, k > 0. En effet, le support de la carte ¢ est
choisi tres petit de sorte que les premiers itérés de f sur V sont proches d’une suite d’applications
linéaires. La preuve initiale de Pugh a été simplifiée par Mai [92] (voir aussi [14]). Nous renvoyons
a [185] pour une démonstration digeste de ce théoréme.

2.6 Fermeture d’orbites : le “closing lemma”
Nous pouvons déduire du théoréme 2.5 le célébre “closing lemma” de Pugh.

Théoréme 2.7 (Lemme de fermeture, Pugh). Pour tout voisinage U de f € Diff' (M) et tout
p € Qf), il existe g € U pour lequel p est un point périodique.

A notre connaissance, il n’y a pas dans la littérature de démonstration directe du théoréme
de Pugh a l’aide du lemme de perturbation (par exemple, la démonstration de [143] requiert de
modifier la géomeétrie des cubes de perturbation). Nous en proposons une, de nature combinatoire.

Démonstration. Fixons € > 0 tel que (1 +¢)l < %, L = 3% ou d est la dimension de la variété.
La constante 7 ne jouera pas de role et sera prise égale & % Considérons un entier N > 1 et une
carte ¢: V — R¢ au voisinage de p, donnés par le théoréme 2.5 appliqué & un voisinage Uy de f
plus petit que U. Nous pouvons supposer que p n’est pas périodique et donc que V est disjoint
de ses N — 1 premiers itérés.

Puisque p est non-errant, il existe deux points :vo, Yo proches de p tels que zq soit un itéré futur
de yo. Nous considérons deux cubes Coet Cp =1 CO de ¢ tels que Cy contienne z( et yy. Soit
P lensemble (fini) des itérés intermédiaires entre zo et yo contenus dans V. Nous construisons

— des paires (mk, yx) de points de P tels que ) est un itéré futur de yy,

— des cubes Ck de ¢ tels que le cube Cy = 5 Ck contienne zj et yx,
de sorte que Cj soit contenu dans Cj_1 et de rayon moitié.

La construction se fait par récurrence (voir la figure 2.1). Puisque P est fini, elle s’arréte en
temps fini. Nous allons voir que ’arrét correspond & ’existence de points z,y € CoNP et d'un

,,,,,,,,,,,,,,, G

. Cen

F1G. 2.1 — Construction des cubes Cj.
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cube C de © tels que :
1. z = f(y) pour un entier ¢ > 1;
2. z,y appartiennent & C = %C’,
3. les itérés intermédiaires f*(y), 0 < s < ¢t n’appartiennent pas a (1 +¢).C.

Le théoréme 2.5 permet alors de trouver un difféomorphisme gy € Uy tel que z est périodique.
Puisque x est arbitrairement proche de p, il existe g € U conjugué a gg tel que p est périodique.

Il reste & expliquer comment construire (Tht1, Ykt+1, Ck+1) a partir de (zg, yx, C’k) Le triplet
T(0) = (x,yk,Ck) vérifie les propriétés 1 et 2. S'il ne vérifie pas 3, il existe un itéré z(1)
intermédiaire entre zy, et y, qui appartient & (14 €).Cy. Le triplet T(1) = (zk, 2(1), (1 + €).Cy)
vérifie alors les propriétés 1 et 2. On peut répéter la construction tant que ’on ne parvient pas &
satisfaire aux trois propriétés. On obtient ainsi une suite de triplets T'(j) = (zx, 2(5), (1 +¢€)7.Cy)
pour 0 < j < L. Puisque (1 +¢)¥ < %, les points z(j) appartiennent tous a %.Ck. Le cube %Ck
est réunion de 3% cubes de rayon moitié du rayon de Cy. Puisque L = 3¢, il existe donc deux
points z(j) et z(j') qui sont contenus dans un méme de ces cubes, noté Ck1. Nous notons zg.
et yg41 ces points et posons Cypq = 2Ck 1. O

2.7 Exemple de démonstration de généricité : le théoréme de den-
sité de Pugh

Lot Lz

de Pugh [137]) d’un énoncé perturbatif.

Corollaire 2.8 (Pugh). Il existe un G5 dense G de Diff'(M) tel que ’ensemble des points
périodiques de tout difféomorphisme f € G est dense dans l’ensemble non-errant Q(f).

La démonstration utilise la propriété classique suivante des espaces de Baire (voir [84]).

Proposition 2.9. Soit B un espace de Baire, X un espace compact métrique et h: B — K(X)
une application semi-continue inférieurement ou semi-continue supérieurement, & valeur dans
Uespace des sous-ensembles compacts de X, muni de la topologie de Hausdorff. Alors, I’ensemble
des points de continuité de h contient un Gg dense de B.
En d’autres termes,
— si pour tout ouvert U de X, l’ensemble {b € B, h(b) NU # 0} est ouvert, alors pour tout
by dans un Gs dense de B et pour tout voisinage U de h(by), l’ensemble {b € B, h(b) C U}
est un voisinage de by ;
— s1 pour tout ouvert U de X, l'ensemble {b € B, h(b) C U} est ouvert, alors pour tout by
dans un Gy dense de B et pour tout voisinage U de h(by), I’ensemble {b € B, h(b)NU # 0}
est un voisinage de by.

Démonstration du corollaire 2.8. Soit Go C Diff' (M) un G; dense de difféomorphismes dont les
points périodiques sont tous hyperboliques (donné par le théoréme 2.1 de Kupka-Smale). C’est un
espace de Baire. Soit P: Diff!(M) — K (M) Papplication qui associe & tout difféomorphisme f
ladhérence Per(f) de ses points périodiques. Chaque point périodique posséde une continuation
hyperbolique et par conséquent P est semi-continue inférieurement. D’aprés la proposition 2.9 et
le théoréme de Baire, ’ensemble de ses points de continuité contient un G4 dense G de Diff! (M).
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Pour f € G nous devons montrer que P(f) et Q(f) coincident. Nous avons bien str 'inclusion
P(f) € Q(f). Considérons un point z € (f) et un voisinage ouvert U de P(f). Le lemme de
fermeture donne D'existence d’un diffeomorphisme gy € Diff!(M) proche de f tel que z est
périodique. Par perturbation (donnée par le lemme de Franks, théoréme 2.2), on peut supposer
que z est hyperbolique ; I’orbite de x peut donc étre suivie par perturbation, il existe donc g € Gy
proche de go et de f ayant un point périodique arbitrairement proche de z. Puisque P(g) C U,
on en déduit que x appartient a U. Le voisinage U étant arbitraire, ceci permet de conclure
z € P(f). Par conséquent Q(f) = P(f). O

2.8 Connexions d’orbites : le “connecting lemma”

Considérons deux points périodiques hyperboliques p, g et supposons que la variété instable
de p et la variété stable de q aient un point d’accumulation commun z. Peut-on par perturbation
C! créer une orbite hétérocline entre p et g? Cette question se pose naturellement lorsque I’on
cherche a caractériser les difféeomorphismes structurellement ou 2-stables (voir [73]) et a été
contournée dans ce cadre par Maifié [98]. Lorsque z n’est pas périodique, la réponse a finalement
été apportée par Hayashi [71] trente ans aprés la démonstration du lemme de fermeture.

Théoréme 2.10 (Lemme de connexion, Hayashi). Soit U un voisinage de f € Diff'(M) et p,q, 2
trois points tels que :

— les ensembles d’accumulation des orbites future de p et passée de q contiennent z ;

— le point z n’est pas périodique.
1l eziste alors g € U tel que q est un itéré futur de p.

Ce résultat est également démontré dans [15, 186]. Il y a eu de nombreuses conséquences, voir
par exemple [29, 15, 72, 45, 100, 16, 60] et la section 3.3. L’hypothése que z n’est pas périodique
sert dans la démonstration & placer en z un cube perturbatif (fourni par le théoréme 2.5) disjoint
d’un grand nombre d’itérés.

Pourquoi est-il plus difficile de connecter que de fermer? Les lemmes de fermeture et de
connexion semblent proches. Si 'on reprend la démonstration du lemme de fermeture, on place
en z une carte ¢ fournie par le théoréme 2.5 et dont le support est disjoint de N — 1 premiers
itérés. On considére un itéré futur p’ = f™?)(p) de p et un itéré passé ¢’ = f~@(q) de g,
proches de z. Comme pour le lemme de fermeture, nous ne pouvons pas directement perturber
et construire un diffeomorphisme g tel que gV (p') = fV(¢'), puisqu’une telle perturbation risque
de briser les segments d’orbites entre p et p’ et entre fV(q') et ¢ : nous ne serions pas certains
que g soit sur 'orbite positive de p.

Fixons un voisinage V de z disjoint de ses N — 1 premiers itérés. L’idée naturelle serait de
trouver comme dans ’argument combinatoire de la section 2.6, deux itérés intermédiaires x entre
p et p' et y entre ¢’ et ¢, et un cube C de la carte les contenant, tels que le cube (1 4 €).C ne
contiennent pas d’autre itéré de p ou de q. Pour cela, nous devons considérer ’ensemble P de
tous les itérés intermédiaires de p et g proches de z. Une difficulté nouvelle apparait alors : nous
devons sélectionner une paire de points de P, mais a la différence du lemme de fermeture, cette
paire doit contenir & la fois un itéré de p et un itéré de ¢g. Les points de P ne sont plus tous
interchangeables et l’argument précédent ne fonctionne pas.
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La stratégie d’Hayashi. L’argument d’Hayashi consiste & sélectionner plusieurs paires qu’il fau-
dra connecter simultanément : on simplifie I’ensemble des retours P en effacant certains points.
Si une méme orbite posséde deux itérés (par exemple deux itérés f"(p) et f™(p) de p) qui
seraient trop proches relativement & leur distance & la second orbite, nous pouvons dans ce cas
considérer que ces deux points sont les mémes, oublier les itérés intermédiaires entre ces deux
points et espérer qu'une petite perturbation permettra de les connecter. En répétant cet argu-
ment, on sélectionne un grand nombre de paires de retour et nous devons appliquer, pour chacune
d’elles, une perturbation donnée par le théoréme 2.5. Une difficulté est de garantir que toutes
ces perturbations ont des supports disjoints.

Plus précisément, notons {pg, p1,--.,pr} €t {g—s,...,qo} les itérés de p et de g proches de z,
i.e. appartenant a l’ensemble P, et classés par ordre chronologique. On extrait ensuite une sous-
suite de la forme (zg, yo, 1, y1,- - - , Tg, y¢) de sorte qu’il existe pour chaque 7 un difféomorphisme
gi = ;o f qui satisfait g (x;) = fN(y;). Le support de 7; est contenu dans un petit cube 5,
proche de z et dans les N — 1 premiers itérés de C;.

Supposons que :

1. zo = Po, Ye = qo,
2. pour tout 0 < i < £, le point z;41 est le premier retour de 'orbite de y; dans un voisinage
de z.

3. les supports des différentes perturbations sont deux & deux disjoints.

En composant ’ensemble des perturbations g; de f, on obtient alors un difféomorphisme g =
Ppo---o0thny_10f €U envoyant p sur g par itérations positives. Aprés perturbation, le segment
d’orbite entre p et ¢ est plus court que la pseudo-orbite initiale (p, f(p),..., f*®(p) =/, f(¢') =
f MO+ (q),..., f(q),q), voir la figure 2.2.

Le plus difficile est de choisir la sous-suite (zg, Yo, Z1, Y1, - - - ,Z¢, Y¢). Elle s’obtient aprés deux
sélections.

Premiére sélection : les cubes quadrillés Nous pavons tout d’abord un voisinage de z par des
cubes de la carte ¢, comme illustré en figure 2.3. Le voisinage lui-méme est un cube Co et le
cube central Cy = %.C’o du pavage contient z. Nous pouvons supposer que les itérés p’ et ¢’ de p
et de ¢ sont contenus dans Cj. Nous notons P 1’ensemble des retours furturs de p et passés de ¢
dans Cj. Le pavage permet de déterminer §’il y a accumulation de points de P dans une région
du cube Cj.

Nous extrayons une premiére sous-suite (£, Yo, Z1,Y1s---> Lo, Yp) d€ (Do, - -+, Pry@—ss---,q0)
satisfaisant les propriétés 1 et 2 ci-dessus, de sorte que

— pour tout 0 <@ < ¢ les points z} et y, appartiennent a une méme tuile 7; du pavage de

COa

— chaque tuile du pavage contient au plus une paire (z},y}).

Nous avons utilisé ici de facon essentielle que les points p’ et ¢’ appartiennent & une méme tuile
du pavage. La suite extraite est représentée en figure 2.3.

En appliquant le théoréme 2.5, on définit alors une suite de perturbations g, telles que
(9N (z) = fN(y}). Elle ne permet pas de conclure la démonstration : si z;,y; appartiennent &
une tuile 7' du pavage, le support de la perturbation g; est contenu dans le cube (1+¢).T et dans
ses N — 1 premiers itérés. S’il existe deux perturbations g}, g;- associées a deux tuiles adjacentes,
les supports des perturbations correspondantes risquent de s’intersecter et nous ne pouvons pas
composer les perturbations.
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P R (P) P NP

0 p T

N

autuiniuint

Avant perturbation. Apreés perturbation.

Fi1G. 2.2 — Combinatoire des perturbations réalisée par le lemme de connexion.

Seconde sélection : les raccourcis. Supposons que le support de deux perturbations g; et g;-

définies ci-dessus se chevauchent (remarquons que les supports peuvent étre disjoints dans Co et
se chevaucher dans des itérés f%(Cy) pour certains 0 < k < N). Cela implique que les points
(#{,y;) (dans la tuile T3) et les points (z},y}) (dans la tuile T;) ont des images proches pour un
itéré f*. Nous fixons un tel entier k et nous supposerons i < j.

Afin de résoudre le conflit, nous remplagons les deux perturbations g}, g} qui envoient res-
pectivement z sur ¥ (y!) et ) sur N (y;), par une seule perturbation envoyant z sur N (v;)

(figure 2.4) : il suffit pour cela de conserver la perturbation g sur les itérés f‘q(é’o) pour 0 < /¢ <k,
de conserver la perturbation g} sur les itérés fY4C) pour k < £ < N, et dutiliser sur f¥(Cp)
une perturbation élémentaire qui envoie g'~ (z}) sur g’§+1(y;-). A Vissue de cette construction,
on efface les paires de points intermédiaires (z%,y.) avec s € {1 + 1,...,5 — 1} de la suite
(24, Y0, 21, Y1, - - - » Ty, Yp ), pour obtenir une nouvelle pseudo-orbite qui joint p & ¢. En d’autres
termes, nous avons réalisé un raccourci au sein de la pseudo-orbite obtenue aprés la premiére
sélection.

Les supports des perturbations g, et gg- sont contenus dans des boules de rayon 7 fois plus
petites que les distances d(0T;, 0((1 + €).T3)) et d(9Tj,0((1 + €).T;)) respectivement. En ayant
choisi € et n suffisamment petits, on en déduit que les tuiles T; et T; sont adjacentes et que le
support de la nouvelle perturbation reste petit par rapport aux tailles des tuiles T}, T} et de leur
N premiers itérés.

Nous poursuivons ces modifications tant que subsiste des conflits entre perturbations. Re-
marquons qu’a chaque fois qu’un conflit est levé, nous obtenons une nouvelle perturbation de

support légérement plus large que le support des perturbations précédentes. Par conséquent le
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Fi1G. 2.3 — Un cube quadrillé et la premiére sélection.

7 !
zh . .Yy Y5

Conflit. Nouvelle perturbation.
Fi1G. 2.4 — Un raccourci.

support de la nouvelle perturbation peut & son tour rencontrer le support d’une troisiéme per-
turbation gj. On peut se demander si le nombre de conflits successifs que l'on rencontre peut
étre arbitrairement grand, de sorte que le support de la perturbation finale devienne bien plus
important que la taille de la tuile initiale T;.

Ce n’est pas le cas : nous controlons a priori la taille des perturbations si bien que les conflits
qui apparaissent sont toujours associés & des tuiles adjacentes & la tuile initiale 7;. Puisque a
géométrie du pavage est uniforme, le nombre de tuiles adjacentes & T; est borné (par 4¢) et
partant de la perturbation initiale g}, il y aura au plus 4% conflits & résoudre. Si l'on choisi la
constante 7 suffisamment petite, le support perturbation que I'on obtient aprés 4% conflits reste
petit par rapport a la taille de la tuile T;, justifiant ainsi le controle a priori des perturbations
(voir la figure 2.5).

Aprés traitement des différents conflits, nous obtenons une nouvelle pseudo-orbite, une nou-
velle suite (po = %o, Yo, T1,Y1,---,%e, Yo = qo) et une collection de perturbations (g;) dont les
supports sont deux-a-deux disjoints et telle que pour tout i on ait g/ (z;) = vi.
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Nouveau conflit. Plus aucun conflit.

Fi1G. 2.5 — Le nombre de conflits est borné.

2.9 Espaces de perturbation

Les perturbations réalisées dans la preuve du lemme de Pugh et des différents lemmes de
perturbations qui en découlent sont une succession de perturbations élémentaires données par le
lemme 2.3 et de supports disjoints : nous appelons support d’un difféomorphisme h I’ensemble
des points z € M tels que h(z) # z; le support d’une perturbation g de f est le support du
diffeomorphisme h = f o g~ '

Cette remarque permet de travailler en restant dans des sous-espaces S de Diff! (M), pourvu
que les deux propriétés suivantes soit vérifiées.

— Le lemme 2.3 de perturbation élémentaire s’applique au sein de S.

— Tout difféomorphisme f € S posséde une base de voisinages U C S flezibles, i.e. satisfaisant

pour tous diffeomorphismes h;, ho € Diff' (M) a supports disjoints

fohieUet foho €U = fohiohe €U.

En particulier, le lemme de Pugh reste vrai si l'on travaille avec des difféomorphismes conser-
vatifs (i.e. vérifiant une forme volume ou symplectique), ou méme avec des difféomorphismes de
classe C™, r > 1, pourvu que la topologie considérée soit la topologie C'.

2.10 Problémes

Il existe trés peu de résultats perturbatifs en classe C", r > 1.
Question 2.11. Eziste-t-il un lemme de fermeture en régularité supérieure ?

Des difficultés ont été mises en évidence [139, 66, 76, 75, 77]. Des cas particuliers ont été
traités [140], ainsi que le cas des flots sur les surfaces [127, 67, 68].

On peut se demander quels résultats persistent pour la dynamique des endomorphismes,
i.e. des applications différentiables non injectives. Wen a étendu le lemme de fermeture a ce
cadre [180], mais il n’existe pas de lemme de connexion.

Question 2.12. Eziste-t-il un lemme de connexion pour les endomorphismes ?
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Pour les difféomorphismes, le lemme de connexion reste valide lorsque z est périodique, si
son orbite est hyperbolique, ou plus généralement s’il n’y a pas de résonance non triviale entre
ses valeurs propres (voir la remarque 3.2 plus bas). Il serait intéressant pour les applications de
ne plus avoir d’hypothése sur le point z.

Question 2.13. Le lemme de connezion reste-t-il vérifié lorsque le point z est périodique ?

Hayashi a montré [72] un “make or break lemma” : si I'orbite future de z et l'orbite passée
de y ont un point d’accumulation commun z, on peut alors perturber la dynamique en topologie
C' pour disjoindre ces ensembles d’accumulation, ou bien pour que y soit un itéré de z.

Terminons ce chapitre en remarquant qu’en ’absence de compacité le lemmes de connexion
est en général faux [142]. M.-C. Arnaud a donné une version non compacte [15] sous ’hypothése
additionnelle que l'orbite du point z a des points d’accumulation dans M.
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Chapitre 3

Connexions de pseudo-orbites

Nous présentons le lemme de connexion pour les pseudo-orbites démontré dans [23, 17]). La
démonstration nécessite de construire une section de la dynamique : on énonce pour cela un
théoreme d’existence de “tours topologiques”, qui peut étre utile pour d’autres applications (voir
par exemple le chapitre 11).

3.1 Enoncé du lemme de connexion pour les pseudo-orbites

Rappelons que si K C M est un ensemble compact et x,y € K deux points, nous notons
z 1 y lorsque pour tout € > 0 il existe une e-pseudo-orbite zg = ¢, 21,...,2, =y avec n > 1 et
contenue dans K.

Théoréme 3.1 (Lemme de connexion pour les pseudo-orbites, Bonatti-Crovisier ). Soit U un

voisinage d’un difféomorphisme f € Diffl(M) dont les points périodiques sont hyperboliques.

Pour tous points x,y € M satisfaisant 1y, il existe une perturbation g € U de f et n > 1 tels

que g"(z) = y.

Remarques 3.2. 1. Si l'on considére un ensemble compact K tel que x 1k y, alors pour tout
voisinage W on peut demander que la perturbation g soit & support dans W.

2. Dans [17], nous avons affaibli I’hypotheése sur le difféeomorphisme. 11 suffit de supposer que
pour toute orbite périodique, il n’y a pas de résonance non triviale au sein des valeurs
propres de module 1.

Plus précisément, pour toute orbite périodique, il n’y a pas de valeur propre qui soit racine
de 'unité, les valeurs propres de module 1 sont simples, et il n’y a pas de relation de la

forme
S
k.
Yo =J]x
j=1

ou les k; sont des entiers strictement positifs et les Ao, X0s AL, Ay -5 Agy Ag sont des valeurs
propres de module 1 toutes distinctes.

3.2 Idée de la preuve

On ne peut clairement pas espérer connecter deux points liés par des pseudo-orbites en
effectuant simplement une perturbation locale : nous allons devoir perturber indépendemment

39
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dans plusieurs régions en utilisant les cubes quadrillés fournis par la démonstration du lemme de
connexion d’Hayashi. En s’assurant que les supports des différentes perturbations sont disjoints,
la section 2.9 garantit que la perturbation finale reste petite.

a) Les domaines de perturbations

Considérons une carte ¢: V — R%. Un domaine quadrillé selon les coordonnées de ¢ est la
donnée d’un ouvert U C V et d’une famille C de cubes de ¢ (appelés tuiles du domaine) tels que
1. les intérieurs des tuiles sont deux & deux disjoints;
2. T'union des tuiles de C est égale & U ;
3. la géomeétrie du quadrillage est bornée, i.e.
— le nombre de tuiles est uniformément borné (par 2¢) au voisinage de chaque point,
— pour toute paire (C,C") de tuiles adjacentes, le rapport de leur rayon est uniformément
borné (par 2).
Par une construction standard, tout ouvert U C V peut étre quadrillé selon les cordonnées de ¢
(voir la figure 3.1).

FiG. 3.1 — Domaine quadrillé.

Une pseudo-orbite (2o, ..., 2,) est a sauts dans les tuiles du domaine quadrillée (U, C) si pour
tout 0 < ¢ < n les points f(z;), z;+1 coincident ou appartiennent & une méme tuile de C.

Finalement, si I'on fixe un voisinage 4 C Diff}(M) de f, un domaine quadrillé (U,C) et un
entier N > 1, on dit que (U,C, N) est un domaine de perturbation pour (f,U) si :
1. U est disjoint de ses N — 1 premiers itérés par f;

2. pour toute pseudo-orbite (2, ...,2,) avec 29 € U et 2z, € f¥(U) a sauts dans les tuiles C,
il existe une perturbation g € U de f a support dans UU f(U)U---U fN~1(U) et un entier
m € {1,...,n} tel que g™ (20) = zp.
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Le lemme de perturbation de Pugh (théoréme 2.5) et le lemme de connexion d’Hayashi
(théoreme 2.10) assurent ’existence de domaines de perturbation.

Théoréme 3.3 (Existence de domaines de perturbation). Pour tout voisinage U de f, il existe
un entier N > 1 et, en tout point p € M, il existe une carte @: V. — R% tels que pour tout
domaine quadrillé (U,C) selon les coordonnées de V' qui est disjoint de ses N — 1 premiers itérés,
(U,C,N) est un domaine de perturbation de (f,U).

Le fait que ’entier N ne dépende pas du point p sera crucial dans la suite de la démonstration
du théoréme 3.1.

b) Les tours topologiques

Afin de traiter des pseudo-orbites arbitraires, nous devons étre en mesure de construire une
collection de domaines de perturbation deux a deux disjoints qui couvrent l’espace des orbites
de la dynamique. Le résultat suivant permet de construire une telle section de la dynamique.

Théoréme 3.4 (Tours topologiques, Bonatti-Crovisier). Il existe kq > 0 (ne dépendant que de
la dimension d de la variété M) tel que pour tout m > 1 et tout difféomorphisme f € Diffl(M)
n’ayant pas de point périodigue non hyperbolique de période inférieure 4 kq.m, il existe un ouvert
U C M et un ensemble compact D C U ayant les propriétés suivantes :

— tout point qui n’est pas périodique de période inférieure 4 m posséde un itéré dans D ;

~ les ouverts U,. .., f™ 1 (U) sont deuz d deuz disjoints
On peut choisir U pour que le diamétre de ses composantes connexes soit arbitrairement petit.

La démonstration utilise le lemme de transversalité de Thom et se raméne & un probléme
combinatoire (exprimeé en termes de coloriage).

c) Lorsqu’il n’y a pas d’orbite périodique de basse période

Le lemme de perturbation de Pugh donne un entier N > 1 et permet de couvrir la variété
M par une famille finie de cartes ¢;: V; — R%. Nous supposerons pour simplifier que f n’a pas
de point périodique de période inférieure & 3k4.N. Fixons deux points z,y € M tels que = - y.
Considérons un ouvert U disjoint de 3N — 1 itérés et un ensemble compact D C U donnés
par le théoréme 3.4. Quitte a remplacer U par fY(U) ou par f2VN(U), les points z,y n’appar-
tiennent pas a U, f(U), ..., f¥~1(U). Puisque les composantes de U sont de diamétre petit, nous
pouvons supposer que chacune d’entre elles est contenue dans 'une des cartes V;. Finalement,
nous quadrillons chaque composante de U selon une des cartes ¢; et nous construisons ainsi :
— une famille Uy, ..., Us de domaines de perturbations tels que f*(U;), fe(Uj) sont disjoints
pour tous 0 < k,£ < N et tous i # 7,
— une famille finie de tuiles 7 contenue dans I'union des tuiles des domaines U;, 1 <1 < s,
tels que toute orbite rencontre 1'une des tuiles de 7.
En travaillant plus, on obtient par un argument de compacité :
— pour chaque tuile T' € 7, un ensemble compact A C T,
— un entier ng > 1 et une constante £y > 0 tels que toute gg-pseudo-orbite de longueur ng
rencontre I'un des ensembles A.
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Considérons une e-pseudo-orbite z = Zg,21,...,2, = y. Si y n’est pas déja un itéré positif
de z, en prenant € > 0 suffisamment petit, nous pouvons supposer que la pseudo-orbite est de
longueur supérieure a ng. Nous pouvons différer les sauts de la pseudo-orbite (sur des intervalles
de temps inférieurs a ng) et supposer qu’il n’ont lieu qu’aux points appartenant aux ensembles
compacts A. Si € a été choisi petit, ceci assure la propriété suivante.

Lemme 3.5. Il existe une pseudo-orbite x = z9,21,...,2n, = Yy entre x et y a4 sauts dans les
tuiles des domaines quadrillés Uy, ..., Us.

Il ne reste plus qu’a perturber successivement dans chaque domaine de perturbation pour
supprimer finalement l’ensemble des sauts de la pseudo-orbite et obtenir une segment d’orbite
(en général plus court) qui joint z & y.

d) Lorsqu’il y a des points périodiques

En présence de points périodiques de basse période, la tour topologique ne couvre plus I’en-
semble des orbites. De plus, lorsqu’une orbite s’approche d’une orbite périodique, le temps de
retour dans la tour peut devenir arbitrairement long.

Dans ce cas, on utilise & nouveau que les points périodiques sont hyperboliques. Il existe une
version du théoréme 3.4 autorisant ’existence de points p{eriodiques hyperboliques de petite
période : il s’applique aux points qui n’appartiennent pas aux variétés invariantes des points
périodiques de petite période. On rajoute de nouveaux domaines de perturbations qui couvrent
des domaines fondamentaux des ensembles stables et instables des orbites périodiques de basse
période. Le lemme 3.5 est encore vérifié, ce qui permet de conclure comme dans le cas précédent.

3.3 Conséquences immédiates

Il existe un G4 dense de Diff? (M) formé de diffeomorphismes pour lesquel les propriétés
suivantes sont vérifiées.

a) Lieu de récurrence. Les ensembles Per(f), Q(f) et R(f) coincident.
Il n’y a donc qu’une seule notion de récurrence. Rappelons que le lemme de fermeture de
Pugh permettait déja de conclure Per(f) = Q(f).

b) Ordre dynamique. Pour tout ensemble compact K, les relations < et 4x coincident.

En particulier, les ensembles faiblement transitifs et les ensembles transitifs par chaines coin-
cident ; les classes de récurrence par chaines sont les ensembles faiblement transitifs maximaux.
On en déduit aussi que la relation <k est transitive (ce qui avait été montré précédemment par
Arnaud [15], Gan et Wen [60]).

¢) Quasi-attracteurs. L’ensemble des points dont l’ensemble w-limite (i.e. ’ensemble des va-
leurs d’adhérence de son orbite future) est un quasi-attracteur contient un Gy dense de M.

Les quasi-attracteurs sont exactement les classes de récurrence par chaines stables au sens de
Lyapunov.

Une classe homocline H(p) est un quasi-attracteur si et seulement elle contient la variété
instable de p.
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Ceci répond & une conjecture de Hurley [80] dans le cas C' et améliore des résultats antérieurs
de Arnaud [15], Morales et Pacifico [100].

Comme conséquence, une classe de récurrence par chaines d’intérieur non vide est un quasi-
attracteur a la fois pour f et f—L.

d) Classes homoclines et classes apériodiques. Les classes de récurrence par chaines
contenant une orbite périodique sont des classes homoclines.

S1 O1, 09 sont deuz orbites périodiques telles que O1 4 Oy et si lindice de O1 est inférieur
ou égal & celui de Oz, alors W*(O1) et W5(O2) ont un point d’intersection transverse z :

T,M = T,W"(01) + T,W*(Os).

Les classes de récurrence par chaines sans orbite périodique sont appelées classes apériodiques.

On obtient facilement d’autres propriétés.

— Toute composante conneze de Int(Q(f)) est entiérement contenue dans une classe homo-
cline.

— Deuz classes homoclines sont toujours disjointes ou confondues.

— Si deuz orbites périodiques O1 et Oy ont méme indice et sont contenus dans une méme
classe de récurrence par chaines, elles sont homocliniqguement reliés.

— 51 O1 et Oy ont des indices différents et sont contenues dans une méme classe de récur-
rence par chaines, il existe une perturbation g € Diffl(M) de f telle que les continuations
hyperboliques de O1 et Oz forment un “cycle hétérodimensionnel” : la variété instable de
'une rencontre la variété stable de l'autre (voir la section 8.2).

Des versions antérieures plus faibles n’utilisant que le lemme de connexion d’Hayashi avaient
été données par Arnaud [15], Bonatti et Diaz [29], Carballo, Morales et Pacifico [45], Gan et
Wen [60].

e) Classes isolées. Toute classe de récurrence par chaines isolée dans R(f) est une classe
homocline H(p). Pour tout difféomorphisme g proche de f, la classe de récurrence par chaines
contenant la continuation py de p est encore isolée.

St f n’a qu’un nombre fini de classes de récurrence par chaines, tout difféomorphisme proche
de f a le méme nombre de classes que f.

La premiére version de ces propriétés avait été donnée par Abdenur [1, 2].

3.4 Exemples

Les exemples connus de dynamiques C'-génériques non hyperboliques ont lieu en dimension
supérieure ou égale a 3. Nous en citons quelques uns.

a) Dynamiques robustement transitives. Il existe des dynamiques non hyperboliques

ayant une unique classe de récurrence par chaines (voir la section 5.10).

Théoréme 3.6 (Shub [160]). Il existe un ouvert non vide U C Diff'(T*) de difféomorphismes
transitifs et non hyperboliques.
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Cet exemple est obtenu en modifiant un difféomorphisme d’Anosov. D’autres exemples si-
milaires sur d’autres variété ont été donnés ensuite, voir [93, 41] et [35, chapitre 7]. Une autre
méthode de construction, due & Bonatti-Diaz [28] consiste & perturber 'application “temps 1”
d’un flot d’Anosov ou a perturber le produit d’un difféomorphisme d’Anosov et de ’application
identité d’une variété compacte.

b) Cycles hétérodimensionnels. L’obstruction a I'hyperbolicité dans I’exemple précédent
provient de l'existence (dans une méme classe de récurrence par chaines) de points périodiques
d’indices différents. De tels exemples existent également pour des dynamiques qui ne sont pas
transitives (voir la section 7.9).

Théoréme 3.7 (Abraham-Smale [10], Simon [165|, Bonatti-Diaz [29]). Pour toute variété com-
pacte M de dimension d > 3, il existe un ouvert non vide U C Diﬂ'l(M) de difféomorphismes non
transitifs et deuz familles continues de points périodiques hyperboliques (pg)geu, (4q)geu d’indices
différents, ayant la méme classe homocline pour tout g € U.

La construction exploite le fait que ’ensemble stable d’un ensemble hyperbolique peut conte-
nir des sous-variétés de dimension plus grande que la dimension du fibré stable. Le méme résultat
peut s’obtenir en utilisant les mélangeurs introduits par Bonatti et Diaz [28, 29].

¢) Phénoméne de Newhouse. Newhouse a construit [104, 106] des exemples de difféomor-
phismes de surface C2-génériques ayant un comportement pathologique, aujourd’hui appelé phé-
noméne de Newhouse : pour toute surface, il existe un ouvert non vide U de I’espace des difféo-
morphismes de classe C? et un Gs dense G de U tel que tout difféomorphisme f € G posséde une
infinité de puits ou de sources. Bonatti et Diaz ont ensuite utilisé les mélangeurs pour obtenir le
méme résultat en topologie C! sur les variétés de dimension supérieure ou égale & 3 (voir aussi
la section 7.9).

Théoréme 3.8 (Bonatti-Diaz [29]). Pour toute variété compacte M de dimension d > 3, il
eziste un ouvert non vide U C Diff (M) et un Gs dense de U formé de difféomorphismes ayant
une infinité de puits et de sources.

d) Classes apériodiques. Bonatti et Diaz ont également montré que les classes apériodiques
peuvent apparaitre parmi les difféomorphismes C'-génériques (voir aussi la section 8.6). Leur
construction montre aussi que 1’on peut trouver des classes de récurrence par chaines (des classe
homoclines ainsi que des classes apériodiques) qui sont accumulées en topologie de Hausdorff par
des classes de récurrence par chaines non triviales (ce ne sont pas des orbites périodiques isolées) ;
pour ces dynamiques I’ensemble des classes de récurrence par chaines est non dénombrable.

Théoréme 3.9 (Bonatti-Diaz [30]). Pour toute variété M de dimension supérieure ou égale a
3, il existe un ouvert non vide U C Diff'(M) et un Gs dense de U formé de difféomorphismes
ayant un nombre non dénombrable de classes apériodiques.

e) Absence d’attracteurs. Il est possible de garantir que tous les quasi-attracteurs sont
accumulés par des sources : dans ce cas, il n’y a pas de classe de récurrence par chaines qui est
un attracteur.
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Théoréme 3.10 (Bonatti-Li-Yang [39]). Pour toute variété M de dimension supérieure ou égale
a 3, il existe un ouvert non vide U C Diff* (M) et un Gy dense de U formé de difféomorphismes
n’ayant pas d’attracteur : il n’y a pas d’ouvert non vide attractif dont l’intersection des itérés est
une classe de récurrence par chaines.

3.5 Problémes

Voici quelques questions formulées pour les dynamiques C'-génériques : nous demandons s’il
existe un Gy dense de Diﬂ'l(M ) sur lequel on peut donner une réponse affirmative & chacune
d’entre elle.

a) Structure des classes apériodiques. Rappelons que les classes homoclines sont toujours
transitives.

Question 3.11. Les classes apériodiques sont-elle toujours transitives ?

Les classes apériodiques décrites par [30] sont (voir la section 8.6) :

— minimales et uniquement ergodiques (ce sont des odométres),

— Lyapunov stables pour f et f~! (ou “dynamiquement isolées”), i.e. il existe des voisinages
ouverts arbitrairement petits U, V' de la classe apériodique vérifiant f(U) Cc U et f~1(V) C
V.

On peut se demander si c’est toujours le cas.

b) Cardinalité de ’ensemble des classes de récurrence par chaines.

Question 3.12. Le nombre de classes de récurrence par chaines est-il toujours fini ou infini non
dénombrable ?

Les difféomorphismes présentant le phénoméne de Newhouse sont souvent des exemples de
dynamiques pour lesquels la cardinalité de ’ensemble des classes de récurrence par chaines n’est
pas connue : peut-il exister un difféomorphisme qui présente le phénoméne de Newhouse et qui
n’aurait qu'un nombre dénombrable de classes de récurrence par chaines?

c) Robustesse des classes isolées. Une classe de récurrence par chaine isolée dans R(f) est
une classe homocline H(p). Pour tout difféomorphisme g proche de f, la classe de récurrence
par chaines contenant la continuation hyperbolique py de p est encore isolée et pour tout difféo-
morphisme proche appartenant a un G4 dense de Diff! (M), cette classe coincide avec la classe
homocline H(p,) (voir [2]). Cette propriété deviendrait robuste si I’on parvenait & remplacer
I’ensemble G5 par un ensemble ouvert.

Question 3.13. Pour toute classe homocline H (p) de f isolée dans R(f), existe-t-il un voisinage
U de f tel que H(pg) est encore isolée pour tout difféomorphisme g € U ?

Ceci montrerait que les classe homoclines isolées sont des ensembles “robustement transitifs”
au sens de [33].
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d) Classes d’intérieur non vide.

Question 3.14. Si M est connexe, une classe de récurrence par chaines d’intérieur non vide
coincide-t-elle avec M ¢

Nous avons montré [5] que c’est le cas en dimension deux. C’est aussi le cas lorsque la classe
est isolée (voir Abdenur-Bonatti-Diaz [8]). En dimension supérieure des résultats partiels existent
(voir [8], ou les travaux de Potrie et Sambarino [135, 134]), lorsque la classe est partiellement
hyperbolique ou admet certaines décomposition dominées (voir le chapitre 5).

Une classe de récurrence par chaines d’intérieur non vide est une classe homocline qui est
stable au sens de Lyapunov pour f et f~!. Les classes apériodiques étudiées dans [30] sont stables
au sens de Lyapunov pour f et f~!. Nous pouvons donc étendre la question précédente aux classe
homoclines stables au sens de Lyapunov pour f et f~! (voir [134]).

e) Attracteurs. Les exemples [39] de dynamiques sans attracteurs possédent des attracteurs
essentiels : ce sont des classes de récurrence par chaines K ayant un voisinage U tel que ’orbite
positive de tout point contenu dans un Gy dense de U s’accumule dans K. De plus, 'union des
bassins des attracteurs essentiels est dense dans la variété.

Question 3.15. Eziste-t-il toujours un attracteur essentiel ?
L’union des bassins des attracteurs essentiels contient-il un Gg dense de M ? un ensemble de
mesure de Lebesgue totale ?

On peut aussi étudier les attracteurs essentiels. Remarquons que les classes apériodiques
construites dans [30] sont des quasi-attracteurs dont le bassin est trivial.

Question 3.16. Une classe homocline qui est un quasi-attracteur est-elle un attracteur essentiel ?
(ou attire-t-elle un G5 dense d’un ouvert non vide de M ?)
Un attracteur essentiel est-il toujours une classe homocline ?

Une réponse affirmative a la premiére question répondrait également & la question 3.14. Nous
donnerons des réponses a ces questions pour les dynamiques loin des tangences homoclines (sec-
tion 9.11) et pour les dynamiques loin des tangences homoclines et des cycles hétérodimensionnels
(chapitre 10).



Chapitre 4

Connexions globales

Le lemme de fermeture permet de construire des points périodiques dans tout ouvert qui
rencontre l’ensemble non-errant, mais il ne donne pas de contrdle sur le support des orbites
périodiques crées. Dans ce chapitre, nous répondons a la question suivante.

Etant donnés des ouverts Uy, Us, ..., U,, peut-on perturber la dynamique et obtenir une orbite
périodique qui rencontre tous ces domaines ?

En s’appuyant sur le lemme de perturbation de Pugh, nous démontrons le lemme de fermeture
ergodique de Mané : lorsqu’il existe une mesure ergodique p chargeant chaque ouvert, on peut
créer une orbite périodique qui passe au moins une fraction de temps proche de p(U;) dans U;
pour tout 1.

Nous présentons également une propriété de pistage faible et donnons de nouvelles démons-
trations de certains résultats issus de [49] : lorsqu’il existe un ensemble transitif par chaines qui
intersecte tous les U;, on peut obtenir une orbite qui visite chacun de ces ouverts (mais nous ne
controlons pas la statistique des visites).

4.1 Approximation des mesures ergodiques par orbites périodi-
ques : I’ “ergodic closing lemma”

Mafié a donné [94, 97] une contrepartie mesurée du lemme de fermeture de Pugh.

Théoréme 4.1 (Lemme de fermeture ergodique, Mafié). Soit U un voisinage de f € Diff' (M)
et p une mesure de probabilité f-invariante. Alors p-presque tout point £ € M a la propriété
sutvante. Pour tout 6 > 0, il existe g €U et T > 1 tels que x soit T-périodique pour g et tels que
pour tout 1 < k < 71, on ait

d(f*(2), 9" (z)) < 6.

En fixant le point z et en faisant tendre € vers 0, les orbites périodiques {z, g(z),...,¢g" (z)}
s’équidistribuent comme l'orbite de z sous f : lorsque u est ergodique, elle convergent donc
faiblement vers u. Ce résultat est amélioré dans [4, Proposition 6.1] par un controle des exposants
des mesures périodiques (voir la section 5.5).

Addendum 4.2 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). On peut demander dans la conclusion du théore-
me 4.1 que le 1™ exposant de Lyapunov de x pour g soit e-proche du i°™ exposant de Lyapunov

de pu pour f.

47
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On en déduit un résultat de généricité (voir [4, théoréme 3.8]).

Corollaire 4.3. Il existe un G5 dense G C Diff'(M) tel que toute mesure de probabilité p
ergodique pour un difféomorphisme f € G est approchée faiblement par une suite de mesures
invariantes portées par des orbites périodiques Oy de f. De plus, les orbites Oy convergent vers
le support de p en topologie de Hausdorff et le vecteur de Lyapunov de O, converge vers le vecteur
de Lyapunov de la mesure L.

Nous donnons ci-aprés une démonstration du lemme de fermeture ergodique & partir du
théoréme 2.5 de Pugh. Pour montrer ’addendum 4.2, nous choisissons un point x qui est régulier
pour u, i.e. dont 'espace tangent admet une décomposition T, M = FE; @ - - - @ E}, satisfaisant
le théoréme d’Oseledets (voir la section 5.5). Dans une carte autour de z, la différentielle D,g”
peut s’écrire sous la forme P o Dy f7, ou P est une isométrie de R? que 'on peut choisir dans un
voisinage de l'identité. On prendra P de sorte que pour tous ¢ < j, I'image D,g".E; ; de I’espace
E;;=FE;®---® Ej est dans un cone uniforme autour de E; ;. Pour une période 7 suffisamment
grande, ceci garantit que les exposants de Lyapunov de z pour f et g sont proches.

Démonstration du lemme de fermeture ergodique (théoréme 4.1). Il suffit de fixer § >
0 et de montrer que u-presque tout point z € M satisfait la conclusion du théoréme 4.1 pour
cette constante 4.

Nous pouvons supposer que g n’est pas supportée par une orbite périodique : p-presque tout
point p appartient au support de u et n’est pas périodique. Fixons L > 1 tel que (3/2)F > 2d+1
et € > 0 pour que (1+¢)L < 3 et posons ) = £. Le théoréme 2.5 pour f ! nous donne un entier
N > 1 et une carte p: V — R? au voisinage de p, telle que ¢(V) coincide avec le cube standard
Cy = (—1,1)¢ et telle que les N premiers itérés de V par f—! soient disjoints et de diamétre
inférieur & §. On note v = p*u. Soit X I'image par ¢ des points x € V qui vérifient la conclusion
du théoréme. On doit montrer que v(X) = v(Cy).

Comme avant, les cubes de R? que nous considérons sont des images du cube standard [—1, 1]
par une homothétie-translation. Un bon cube C est un cube de Cy vérifiant (1 + ¢).C C Cp et
v(C) > 2v((1 +¢€).C). Dans ce cas, il existe un ensemble ayant mesure plus grande que 3v/(C)
formé de points = € ¢ 1(C) dont le premier retour f7(z) dans ¢ !((1 +¢).C) est contenu dans
0 H(C). On peut alors appliquer le lemme de perturbation de Pugh (théoréme 2.5) au cube
¢ 1(C) de la carte ¢ pour obtenir un diffSomorphisme g € U tel que f et g coincident le long
de l'orbite {z,..., f7~"(z)} et ¢g"(z) = z. En particulier v(X N C) > v(C).

Supposons par l’absurde que l'ensemble Cj \ X soit de mesure non nulle. On fixe £ > 1 grand
et on considére le pavage de Cy par des cubes d’intérieurs deux a deux disjoints et de taille 2.
Par régularité de la mesure v, on peut trouver une collection C de cubes du pavage qui approxime
Co\ X :

— d’une part 2.C' C Cj pour tout C € C;

— d’autre part 'union Y des cubes C' et 'union Y des cubes 2.C pour C € C vérifient :

v(Y NX) <Y\ X). (4.1.1)

Remarquons que 'on peut “séparer” les cubes de la famille C : il existe une partition de C en
24 familles de cubes tels que pour tous cubes Ci, Co appartenant & une méme famille, les cubes
2.C1,2.Cy sont d’intérieurs disjoint. Pour l'une de ces familles, 'union des cubes est de mesure
supérieure 4 2~%(Y'), donc quitte & remplacer C par cette famille, (4.1.1) est toujours satisfaite
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et de plus,
Pour tous C1,Cy € C, les cubes 2.C1,2.Cy sont d’intérieurs disjoints. (4.1.2)

Nous utilisons maintenant le résultat suivant.

Affirmation. Pour tout cube C € C, il existe un cube C' tel que :
i) (1+4¢).C" C 2.C (et en particulier C' CY);
ii) C' est un bon cube (et donc v(C'NX) > 2v(C"));
i) v(C") > 2-%W(0).

Démonstration. La preuve se fait par ’absurde : on construit par récurrence une suite de cubes
(Cp)n>1 satisfaisant Cy = C et 2.0, C 2.C,—1, v(Cy) > 2v(Cy—1) pour tout n > 1. En par-
ticulier 2.C), est contenu dans 2.C et la mesure des cubes C,, est supérieure a v(C) et croit
exponentiellement avec n. C’est une contradiction.

On construit Cy, 41 & partir de C,, de la facon suivante : on divise C,, en 2% cubes de méme
rayon et d’intérieurs deux a deux disjoints. L'un d’eux, noté CJ,, est de mesure supérieure a
274(Cy) > 27%(C). Les cubes (1 +¢)k.C!, 0 < k < L, vérifient donc (iii). Puisque (1 +¢)* <
3/2, on a 2.(1 +¢€)LC! C 2C,. Les cubes (1 +¢)k.C!, 0 < k < L, vérifient donc également (i).
Par hypothése, (ii) n’est donc pas satisfaite et on obtient pour tout 0 < k < L,

2/3 v((1+¢)*1C) > v((1 +e)kCy).
En posant Cp11 = (14 ¢)*Cy, ceci implique
V(Cns1) > (3/2M0A(CL) > (3/2)°2 0(Cn) > 2(Cr).
Ceci conclut la construction de la suite (Cy). O

Si I'on applique laffirmation & chaque cube C € C, on obtient donc un cube C’ contenu dans
I'intérieur de 2.C. D’apreés (4.1.2) et (i), les cubes C” sont deux & deux disjoints. En particulier,
leur union Y’ vérifie d’apres (ii) et (iii) :

~

v(Y NX) > v’ NnX) > Zp’) > 27 y(v).

N —

Ceci contredit (4.1.1). La mesure de X est donc pleine dans Cj. Ceci achéve la démonstration
du lemme de fermeture ergodique. O

4.2 Approximation des ensembles transitifs par chaines par or-
bites périodiques

Il est naturel de se demander si I’on peut approcher un ensemble transitif par chaines K par
une orbite périodique, ou plus simplement par un segment d’orbite.
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Une difficulté : les raccourcissements d’orbites. Sila dynamique est générique, on peut suppo-
ser que K est faiblement transitif. A 1’aide du lemme de connexion, on peut assez facilement
construire un segment d’orbite ¢ qui visite trois points quelconques z,y,z € K : puisque K
est faiblement transitif, il suffit de connecter en y un segment d’orbite joignant = & y avec un
segment d’orbite joignant y & z. Une difficulté apparait lorsque l'on cherche & connecter plus de
points : si I’on connecte ¢ avec un segment d’orbite -y joignant z & un quatriéme point ¢ € K,
nous n’obtenons en général pas une orbite qui visite les quatre points z,y, z,t. En effet, si 'on
applique le lemme de connexion, on obtient un segment d’orbite qui est souvent plus court que
la concaténation des segments o et 7 (voir la section 2.8).

Nous avons montré dans [49] que de telles connexions globales peuvent étre réalisées en pre-
nant plus de précautions. Comme pour les lemmes de connexion précédents, nous avons besoin
d’une hypothése technique, un peu plus faible cette fois, sur les orbites périodiques du difféomor-
phisme.

(I) Pour tout entier 79 > 1, les points périodiques de période 1o sont isolés dans M.

Nous disons qu’un ensemble fermé invariant K est une orbite faible si la relation <g est un

ordre total sur K, i.e. <g est transitive et pour tous points z,y € K distincts on a x <x y ou

y <k x (on peut avoir les deux relations a la fois et il peut exister des points z € K tels que
x <k x n’ait pas lieu). Par exemple ’adhérence, d’une orbite est toujours une orbite faible.

Théoréme 4.4 (Lemme de connexion globale, Crovisier). Soit U un voisinage d’un difféomor-
phisme f € Diff'(M) vérifiant (I). Pour tout n > 0, les propriétés suivantes sont satisfaites.
— Pour tout ensemble faiblement transitif K, il existe g € U et une orbite périodique O de g
qui est a distance de Hausdorff de K inférieure a 7.
— Pour toute orbite faible K, il existe g € U et une orbite {g"(x)} de g dont l’adhérence est
a distance de Hausdorff de K inférieure a 7.

On en déduit un lemme de pistage faible satisfait par les difféomorphismes C*-génériques.

Corollaire 4.5 (Pistage faible). Il existe un Gy dense de Diff (M) formé de difféomorphismes
vérifiant la propriété suivante.

Pour tout § > 0 il existe € > 0 tel que toute e-pseudo-orbite {zp,...,z,} est 6-proche d’un
segment d’orbite fini {z, f(z),..., f™(z)} pour la distance de Hausdorff.

Si de plus Z est périodique (i.e. zn, = z0), on peut choisir  périodique.

En particulier, on obtient 'approximation des ensembles transitifs par chaines par orbites
périodiques.

Corollaire 4.6. I existe un G5 dense de Diff' (M) formé de difféomorphismes vérifiant les
propriétés suivantes.
— Un ensemble compact est transitif par chaines si et seulement s’il est limite de Hausdorff
d’une suite d’orbites périodiques.
— Les classes apériodiques sont limites de Hausdorff de classes homoclines.

Arnaud avait montré dans un travail antérieur [16] que pour un difféomorphisme Cl-généri-
que, les ensembles w-limites sont limite de Hausdorff d’orbites périodiques.

Le corollaire 4.5 donne aussi des informations sur la dynamique entre les classes de récurrence
par chaines : pour tout diffeomorphisme C'-générique, si I’on considére une suite de classes de
récurrence par chaines Ki, ..., Ks, vérifiant K; 4 K; 1 pour tout 1 < 4 < s, et des voisinages
Ui,...,Us, il existe une orbite qui visite successivement chaque ouvert U;.
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4.3 Démonstration du pistage faible

La démonstration du théoréme 4.4 est assez délicate puisqu’elle requiert de perturber la
dynamique en plusieurs endroits. Nous allons démontrer un résultat plus faible qui impliquera le
corollaire 4.5.

Théoréme 4.7 (Pistage faible, Crovisier). II existe un Gs dense G C Diff'(M) tel que, pour
tout f € G, pour tout ensemble fermé K C M (non nécessairement invariant), pour tous points
Z1y---52n € K vérifiant zy g 20 dg -+ Ak zn, et pour tout § > 0, il existe un segment
d’orbite {z,..., f™(z)} contenu dans le 6-voisinage de K qui rencontre chaque boule centrée en
zi, 1 <14 <s, de rayon §.

St de plus on a z, 1k 21, alors x peut étre choisi périodique.

Pour la suite, on introduira pour tout f € Diff 1(M ) 'ensemble Seg(f) des parties compactes
de M (non nécessairement invariantes) qui sont limites de Hausdorff d’une suite de segments
d’orbite finis ainsi que l’ensemble pSeg(f) des parties compactes de M (non nécessairement
invariantes) qui sont limites de Hausdorff pour tout € > 0 d’une suite de segments de e-pseudo-
orbites finis. Finalement Per(f) désigne I’ensemble des parties compactes (invariantes) de M
qui sont limites d’une suite d’orbites périodiques et pTrans(f) celles qui sont transitives par
chaines.

Démonstration du corollaire 4.5 & partir du théoréme 4.7. Considérons f appartenant a ’ensem-
ble résiduel G donné par le théoréme 4.7. Lorsque § > 0 est fixé, il existe € > 0 tel que tout
segment de e-pseudo-orbite est §/2-proche d'un élément K de pSeg(f). D’aprés le théoréme 4.7,
il existe un segment d’orbite fini de f qui est §/2-proche de K pour la distance de Hausdorff.
Ceci démontre la premiére partie du corollaire 4.5.

Le méme argument montre que pour € assez petit, toute e-pseudo-orbite périodique est §/2-
proche d'un élément K de pTrans(f). D’aprés le théoréme 4.7, il existe une orbite périodique
de f qui est §/2-proche de K pour la distance de Hausdorff. O

Démonstration du théoréme 4.7 : le cas non récurrent. L’application f — Seg(f) est semi-con-
tinue inférieurement sur Diff! (M). 1l existe donc un G4 dense G C Diff' (M) de difféomorphismes
qui sont des points de continuité de cette application, qui sont Kupka-Smale, et qui satisfont a la
seconde propriété de la section 3.3 (< x=-x pour tout ensemble compact K). Nous considérons
a présent un élément f € G. Nous montrons la premiére partie du théoréme par récurrence sur
n. Le cas n = 1 est évident. Remarquons aussi que nous pouvons toujours supposer que les
points z; appartiennent a des orbites distinctes (quitte a supprimer certains points) et supposer
qu’ils ne sont pas périodiques (qui & les remplacer par des points proches, puisque f est un
diffeomorphisme dont tous les points périodiques sont hyperboliques).

Considérons n + 1 points z; g 22 1k -+ 9k 2n4+1 de K. Nous devons montrer qu’ils sont
contenus dans un élément I' € Seg(f) inclus dans K. Puisque f est un point de continuité
de Dapplication g — Seg(g), il suffit de trouver pour tout § > 0 et tout voisinage U de f
un difféomorphisme g € U ayant un segment d’orbite fini 7, contenu dans le §-voisinage de
K et rencontrant chaque boule B(z;,6), 1 < i < n + 1. Le lemme de perturbation de Pugh
(théoréme 2.5) appliqué & f, U et e = = 3 nous donne un entier N > 1 et des paires de cubes
C; C @- centrés en chaque point z;, 1 < j < n, dont les N premiers itérés sont disjoints deux
a deux et de diameétre inférieur & 6. On choisit enfin §' < ¢ tel que chaque boule B(z;, ") est
contenue dans Cj.
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En appliquant U'hypothése de récurrence, on obtient un segment d’orbite v = {f*(z)}o<k<r
qui intersecte chaque cube C; et qui est contenue dans le d-voisinage de K. Soit alors o =
{f*(z)}o<k<n, C 7 le plus petit segment d’orbite contenu dans ~ qui contienne z et rencontre
chaque cube @-, 1 < j < n; nous notons (y = f™No le point final de ¢p. Remarquons que par
minimalité de g, les points f¥(z) pour 0 < k < Nj ne rencontrent pas le cube C ¢ contenant (.
Il existe donc un itéré f¢(¢s), £ < L — Ny, qui appartient a Cf.

Puisque <x=-k pour f, il existe un segment d’orbite o' = {f™(y),...,y} contenu dans le
d-voisinage de K tel que f~™(y) appartient & Cy et y a la boule B(2zp41,6). On applique alors
le lemme de connexion : il existe g € U tel que y est un itéré positif de (;. Les difféomorphismes
f et g coincident hors de éf et de ses N — 1 premiers itérés. Le segment d’orbite oy n’a pas été
modifié. On en déduit que y est un itéré positif de z et que I’ensemble vy, des itérés compris entre
x et y rencontre chaque boule B(z;,d) pour 1 < j < n + 1. Par ailleurs, le nouveau segment
d’orbite est inclus dans 'union de 7, v/ et des N premiers itérés de é’}. Par conséquent, il est
contenu dans le J-voisinage de K. O

Démonstration du théoréme 4.7 : le cas récurrent. Nous montrons & présent la seconde partie du
théoréme : nous supposons z; -k zj+1 pour tout 1 < j < n et z, 1k 21. Quitte & considérer un
Gy dense G plus petit, nous pouvons supposer que f € G (dont tous les points périodiques sont
hyperboliques) est un point de continuité de ’application g — Per(g). Il suffit donc de construire
g € Diff}(M) proche de f possédant une orbite périodique contenue dans le é-voisinage de K qui
intersecte chaque boule B(z;,d). Nous introduisons comme précédemment les cubes C; C 5]-.
Nous supposerons de plus que chaque é\j est un cube quadrillé dont C; est une tuile centrale
(comme pour la section 2.8).

D’aprés la premiére partie du théoréme, il existe un segment d’orbite v = {f*(z)}o<k<r qui
rencontre chaque cube Cj; et qui est contenu dans le é-voisinage de K. Nous considérons un
segment d’orbite oo = {f*(z)} Li<k<L, qui rencontre chaque cube éj et qui est minimal (pour
I'inclusion) pour cette propriété. Nous notons (; = fLi(z) et (; = fL/(z) ses points initial et
final : ils sont chacun contenus dans un cube 51 et 6]«. Nous montrons que, quitte a remplacer
0g par un autre segment minimal, nous pouvons supposer que

a) (; a un itéré négatif f4(¢;), 4 < L;, dans Cj,

b) ¢ a un itéré positif f¢((;), £y < L — L; dans Cy.

Supposons par exemple que a) n’est pas satisfait. Puisque 7 rencontre C; et puisque o( est
I (@),

Ly + L’f < L, dans C;. 1l existe alors L} > L; tel que le segment o, = {fk(fb")}ngkgL’f soit

minimal, il existe L} > Ly tel que fL’f (z) appartient a 6, et posséde un itéré positif f

un nouveau segment minimal. Par construction la propriété b) est satisfaite par of. Si a) n’est
toujours pas satisfaite, on répéte cette construction. A chaque étape, L'f augmente et puisque 1y
est fini, ce procédé doit s’arréter : on obtient alors a la fois a) et b).

Introduisons a présent un segment d’orbite 7' contenu dans le §-voisinage de K et rencontrant
les cubes Cj; et C. La réunion de 7' et de -y contient une pseudo-orbite & sauts dans les tuiles
de 5, et C r et contenant og. Par construction og \ {(;, (s} évite les cubes 5, et éf et rencontre
les autres cubes éj. Nous pouvons donc, comme en section a), perturber f et construire un
difféeomorphisme g € U possédant une orbite périodique qui contient o et donc rencontre chaque
cube @. Cette orbite est contenue dans le §-voisinage de K. O



4.4. APPLICATION : ETUDE DE LA STABILITE MOLLE 53

4.4 Application : étude de la stabilité molle

Un des buts des systémes dynamiques consiste & décrire comment les invariants dynamiques
varient lorsque ’on perturbe le systéme. Ceci conduit a la notion de stabilité. Puisque la stabilité
structurelle et I'Q-stabilité (voir section 7.7) ne sont pas dense dans Diff' (M), d’autres formes de
stabilité ont été proposées. En suivant une idée de Zeeman, Takens a introduit [176] une stabilité
affaiblie. La stabilité structurelle a lieu lorsque 1’espace des orbites est rigide; la stabilité molle
exprime que ’espace des orbites du systéme change peu lorsque ’on perturbe la dynamique.

Par exemple, si K(M) désigne I’espace des ensembles compacts de M muni de la topologie
de Hausdorff, Takens montre le théoréme suivant [176].

Théoréme 4.8 (Takens). L’ensemble des points de continuité de chaque application f — Per(f),
f = Qf) et f = R(f) définies sur Diff' (M) et o valeurs dans K(M) contient un Gy dense.

Pour R(f), c’est une simple conséquence de la proposition 2.9. Pour Per(f), c’est une consé-
quence du théoréme 2.1 de Kupka-Smale et pour Q(f), c’est une conséquence du lemme de
fermeture de Pugh (théoréme 2.7). !

Pour décrire comment M se décompose en orbites, on travaille dans 1'espace K(K(M)) des
familles fermées d’ensembles compacts de M et on introduit pour tout difféomorphisme f,

Orb(f) : Pensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limite de Hausdorff d’adhé-
rences d’orbite de f.

Un difféomorphisme f est mollement stable (“tolerance stable”) si c’est un point de continuité de
I'application f + Orb(f) définie sur Diff!(M).

Conjecture de stabilité molle (Zeeman). L’ensemble des difféomorphismes mollement stables
contient un Gy dense de Diff' (M).

A notre connaissance, cette conjecture reste ouverte, mais nous pouvons traiter des questions
analogues. La structure de I'espace des orbites est décrite par les éléments suivants de K(KX(M)) :

CI(f) : 'ensemble des parties compactes invariantes de M,

Per(f) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limites de Hausdorff d’or-
bites périodiques,

fTrans(f) : I’ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont faiblement transitives,

pTrans(f) : ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont transitives par chaines,

OrbF(f) : 'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limites de Hausdorff de
segments d’orbites finis,

pOrb(f) : 'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limites de e-pseudo-
orbites pour tout € > 0 (parfois appelées orbites étendues de f).
Les propriétés de stabilité correspondantes sont vérifiées.

Proposition 4.9. L’ensemble des points de continuité des ensembles C1(f), Per(f), fTrans(f),
pTrans(f), OrbF(f) et pOrb(f) contient un G5 dense de Diff* (M).

'Remarquons que puisque génériquement dans Diff' (M), on a Q(f) = R(f), il n’y a pas de C° Q-explosion,
répondant ainsi au probléme 19 de [120].
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Takens avait traité [176, 177] le cas des ensembles CI(f), Per(f) et pOrb(f). La proposition
s’obtient par des arguments de semi-continuité. Pour Per(f), on utilise le lemme de fermeture
et pour fTrans(f), on utilise le corollaire 4.6.

Concernant la conjecture initiale de Zeeman, Takens a donné [177] le critére suivant.

Théoréme 4.10 (Takens). Si l’ensemble des difféomorphismes f tels que Orb(f) = pOrb(f)
contient un Gs dense de Diff'(M), alors la conjecture de stabilité molle est vraie.

Du théoréme 4.4, on déduit que OrbF(f) = pOrb(f) pour un G; dense de Diff' (M). La
conjecture de Zeeman est donc reliée au probléme suivant.

Question 4.11. A-t-on Orb(f) = OrbF(f) pour f dans un Gs dense de Diff' (M) ?

Le théoréme 4.4 montre aussi que Per(f) = fTrans(f) = pTrans(f).

4.5 Problémes

D’autres problémes de connexion d’orbites restent ouverts et peuvent étre intéressants pour
des applications.

a) Fermeture asymptotique.

Question 4.12 (Fermeture asymptotique). Considérons un voisinage U de f € Diff'(M) et z
un point de M.
— Existe-t-il g € U pour lequel x appartient a la variété stable d’une orbite périodique hyper-
boligue O ¢
— Peut-on demander de plus que les adhérences des orbites positives de x sous f et sous g
restent proches en topologie de Hausdorff ¢ Que O et l’ensemble des valeurs d’adhérences
de l'orbite positive de x sous f soient proches pour la distance de Hausdorff ?

Une réponse positive impliquerait la densité des variétés stables et instables d’orbites pé-
riodiques pour un difféomorphisme C'-générique (voir [36] pour une réponse partielle). Elle
permettrait également de montrer la conjecture de stabilité de Zeeman (voir [49]).

b) Orbites avec visites rares.

Question 4.13. Supposons que f vérifie une condition C'-générique et considérons un ensemble
compact et transitif par chaines A contenu dans une classe de récurrence par chaines K. Fixons
un point z € K \ A, un voisinage U de A et 8 > 0.

Eziste-t-il une orbite périodique ayant un point proche de x et passant une proportion de
temps supérieure a 6 dans U ?

Un tel résultat permettrait d’étendre & toute la classe K certaines propriétés satisfaites sur
A. Voir la section 7.10. On renvoie a [60] pour d’autres problémes de connexion d’orbite.



Chapitre 5

Hyperbolicité non uniforme

Certaines propriétés connues pour les systémes hyperboliques s’étendent a des classes plus
générales de dynamiques. C’est l'objet par exemple de la théorie de Pesin [128] qui décrit la
dynamique associée & une mesure ergodique dont aucun exposant de Lyapunov ne s’annule, pour
des diffeomorphismes de classe C'*¢ (les arguments ne se généralisent pas & la topologie C!,
voir [141]). Nous présentons dans ce chapitre de tels résultats, non perturbatifs et valables en
classe C'.

5.1 Décomposition dominée

Domination. Considérons un ensemble invariant K dont le fibré unitaire tangent est la somme
directe de deux sous-fibrés linéaires invariants par 'application tangente : Tk M = E @ F. C’est
une décomposition dominée sl existe un entier N > 1 tel que pour tout z € K et tous u € E(z),
v € F(z) unitaires on a

1
1Dz £ ] < (1D f 0]

On dira aussi que la décomposition est N-dominée lorsque ’on souhaitera préciser 'entier N.
La décomposition est non triviale si les dimensions de E et F' ne sont pas nulles. On étend cette
définition et on considérera aussi des décompositions dominées ayant plus de deux facteurs.

Propriétés. Voici quelques propriétés des décompositions dominées (voir [35, appendice B]).

— Tout ensemble invariant K posséde une décomposition dominée Tx M = F1 & --- @ Ey la
plus fine : pour toute autre décomposition dominée Tk M = E @ F, il existe 0 < k < £ tel
que E = @19‘519 E; et F = ®k+1§z‘§£Ei'

— Les décompositions dominées s’étendent a 1’adhérence de K. Elles passent a la limite : si
(fn) est une suite de difféeomorphismes convergeant vers f, si (K,,) est une suite d’ensembles
compacts fn-invariants qui converge en topologie de Hausdorff vers K, si chaque ensemble
K, porte une décomposition N-dominée F, @ F;, telle que la dimension de F,, ne dépende
pas de n, alors les fibrés F, et F, convergent vers des fibrés F, F au-dessus de K qui
induisent une décomposition N-dominée Ty M = E @ F.

— Si ’ensemble compact K posséde une décomposition dominée £ @ F pour f, tout ensemble
contenu dans un voisinage de K et invariant par un difféomorphisme g proche de f posseéde
également une décomposition dominée en sous-fibrés de la méme dimension.

55
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Hyperbolicité partielle. Un ensemble K est dit partiellement hyperbolique s’il admet une
décomposition dominée Txy M = E°* @ E¢ ® E" et un entier N > 1 tels que E°® et E" soient
respectivement N-uniformément contractés et N-uniformément dilatés (i.e. on a (1.4.1)) et ne
soient pas tous deux triviaux.

Les notions d’hyperbolicité, hyperbolicité partielle, décompositions dominées ne dépendent
pas de la métrique riemannienne. Gourmelon a montré [63] que l'on peut toujours trouver une
meétrique pour que dans ces définitions ’hyperbolicité ou la domination se voient dés la premiére
itération, i.e. en tout point x € K on a :

sup (||Dwf|E‘s(w)”a ||Dwf|}£(m)||, ||D$f|ES(w)||'||Df(z)fE_c1(f(z))”a ||D:cf|Ec(w)||-||Df(w)f§3(f(z))||) <1l

5.2 Familles de plaques

On peut associer a tout ensemble ayant une décomposition dominée une famille de sous-
variétés qui généralise les variétés invariantes locales des ensembles hyperboliques.

Définition 5.1. Soit K un ensemble invariant avec une décomposition dominée Tk M = F; &
E & Fs.
Une famille de plaques tangente & E est une application continue W: E — M satisfaisant :

— pour tout z € K, I'application induite W,: E, — M est un plongement C' pour lequel

W;(0) = x et dont 'image est tangente en z a F, ;

~ (Wy)zek est une famille continue de plongements C*.
La famille de plaques W est localement invariante s'il existe p > 0 tel que pour tout z € K,
I'image de la boule B(0, p) C E; par f o W, est contenue dans la plaque Wy(,).

D’apreés [79, théoréme 5.5], il existe toujours des familles de plaques localement invariantes.

Théoréme 5.2 (Hirsch-Pugh-Shub). Pour tout ensemble compact invariant K dont [’espace
tangent posséde une décomposition dominée Ty M = E @ F, il existe une famille de plaques
localement invariante tangente a E.

Remarque 5.3. a) En général, les plaques ne sont pas définies dynamiquement. Par consé-
quent, deux plaques peuvent avoir des points d’intersection isolés et la famille de plaques
n’est pas unique a priori.

b) On peut énoncer une version uniforme de ce résultat : il existe des voisinages U de K
et Y C Diff'(M) de f et une collection de familles de plaques (W) ey tangentes aux
continuations (Ey)gey du fibré E et définies au-dessus des ensembles invariants maximaux
(K4) de U tels que
— (Wy,z)geuwek, est une famille continue de plongements C*,

— les familles de plaques sont uniformément localement invariantes : il existe p > 0 tel que
pour tous g € U et x € K, 'image de la boule B(0,p) C E,, par f oW, est contenue
dans la plaque W, g(z)-

c) Lorsqu’il y a une décomposition dominée Tk M = F; @ E @ F, en trois fibrés, on peut
obtenir une famille de plaques localement invariante tangente & E en intersectant des
familles de plaques localement invariantes tangentes & Fy @ F et & E @ F respectivement.

d) Les plaques seront généralement de petit diamétre.
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5.3 Points hyperboliques

Considérons un entier N > 1 et un ensemble compact invariant K muni d’'une décomposition
dominée Ty M = E @ F.

Définition 5.4. Un point z € K est N-hyperbolique le long de E si pour tout kK > 0 on a :

k-1
H ||Df¢N(w)f|]Ig‘|| <e*.
=0

L’existence de points hyperboliques fait souvent appel au lemme de Pliss [130]. Dans le cas
d’orbites périodiques, on obtient le résultat suivant.

Proposition 5.5 (Conséquence du lemme de Pliss). Pour ensemble invariant K ayant une
décomposition dominée Tk M = E @ F, il existe p € (0,1) avec la propriété suivante. Pour tout
N > 1 suffisamment grand et pour toute orbite périodique hyperbolique O = {z, ..., fT(z) = x}
de K satisfaisant

T—1
1P fiell <€, (5.3.1)
i=0

l’ensemble des points N-hyperboliques de O a une proportion supérieure a p.

Remarque 5.6. Lorsque la condition 5.3.1 est également satisfaite pour les itérations de Df~! le
long de F', on obtient des points simultanément hyperboliques le long des espaces E et F.

En effet, on choisit un entier NV premier. On applique la proposition au fibré E et on considére
un point £ € O qui est N-hyperbolique le long du fibré E. On applique ensuite la proposition
au fibré F : il existe un point y € O qui est N-hyperbolique le long de F pour f~!. Puisque N
est premier, on peut le mettre sous la forme y = f~%¥(z). On choisit ¥ > 0 minimal avec cette
propriété. Le fait que les points fV(y), f2V(y),. .., f¥¥(y) ne soient pas N-hyperboliques le long
de F implique pour tout 1 < j <k,

J
-N —i
[L1D s fi 1 > €77
=1
La domination entre E et F entraine alors (si N est suffisamment grand),
j—1
N .

[L1Dgiw ey fEl < e

i=0

pour tout 1 < j < k. Puisque z = f*V(y) est N-hyperbolique pour E, ceci est encore vrai pour
tout k > 0. Par conséquent, y est simultanément N-hyperbolique le long de E et F.

5.4 Variétés invariantes

Par un argument classique (voir par exemple [4, section 8]), tout point qui est N-hyperbolique
le long de E posséde une variété stable tangente a E.
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Proposition 5.7. Considérons un ensemble compact invariant K dont l’espace tangent posséde
une décomposition dominée TxkM = E @ F, une famille de plagques localement invariante W
tangente 4 E et un entier N > 1. Il existe €,6 > 0 tels que pour tout point © € K qui est
N -hyperbolique le long de E, l’ensemble

— . d(f"(y), f"(z))
Wi (0) 1= {yeM, A oD, ] <+°°}

a les propriétés suivantes :

~ Wgs(x) est une sous-variété injectivement immergée tangente a E*(x) et ne dépend pas de
€;

— la boule B(0,8) C Wy est contenue dans Wgs(x) et son image par f* est contenue dans

Wik () pour tout k> 0.

L’ensemble Wgs(z) est appelé variété stable forte de x associée & E° et noté W*(z) lors-
qu’il n’y a pas d’ambiguité sur le fibré E. On définit de fagon symétrique la variété instable
forte Wgu(x) (encore notée W**(z)). Dans le cas de la décomposition E* @ E* d’un ensemble
hyperbolique, la variété Wgs(z) coincide avec ’ensemble stable W*(x).

Remarque 5.8. On peut énoncer une version uniforme de ce résultat.

Le résultat suivant découle des propositions 5.5 et 5.7 et peut servir & borner le nombre de
classes homoclines d’un difféomorphisme. Il a été démontré initialement par Pliss [130] dans le
cas d'une décomposition dominée triviale (Tx M = E) pour majorer le nombre de puits d’un
difféomorphisme.

Corollaire 5.9. Pour tout ensemble invariant K ayant une décomposition dominée T M =
E & F et tout entier N > 1, il existe k > 1 ayant la propriété suivante.
Dans toute famille d’orbites périodiques {O1,...,Or} de K vérifiant pour tout 1 <i <k,

IT 1D sl < e 09 et [T 1Dafip < e 00, (5.41)
€0y z€0;

il existe au moins deuz orbites O;, O; homocliniquement reliées.

5.5 Mesures hyperboliques

Si p est une mesure de probabilité invariante sur M, le théoréme d’Oseledets (voir [69,
théoréeme S.2.9]) associe & p-presque tout point z € M une unique décomposition invariante
ToM =FE1 ®---® E; et des réels A} < Ag < --- < A; tels que pour tout u € E; \ {0} la quantité

1
—log || Dy f™-ull
n

converge vers \; lorsque n tend vers £oo.

On appelle A\; 'ezposant de Lyapunov de x selon l'espace E; et on lui affecte la multiplicité
dim(E;). La suite ordonnée des exposants de Lyapunov de p, comptés avec multiplicité, est le
vecteur de Lyapunov L(z,u) de x. Lorsque p est ergodique, le vecteur de Lyapunov ne dépendent
pas du point z.
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Considérons une mesure ergodique dont le support K ait une décomposition dominée Tx M =
E @ F. Alors l'exposant de Lyapunov maximal de p en restriction au fibré E est égal (voir [85])
a la limite )

+ _ . - n
N (1, B) = tim [ tog D] dn

La proposition suivante issue de [4] permet de construire des variétés invariante en tout point
régulier d’une mesure ergodique. Il permet de retrouver une partie de la théorie de Pesin lorsque la
régularité du difféomorphisme est seulement C'' mais en présence d’une décomposition dominée.

Proposition 5.10 (théoréme 3.11 de [4]). Considérons une mesure ergodique dont le support K
ait une décomposition dominée Txu M = E & F. Lorsque ’exposant de Lyapunov mazimal de p
en restriction au fibré E est strictement négatif, p-presque tout point est hyperbolique le long de
E et posséde donc une variété stable forte tangente a E.

Lorsque p est ergodique et que les exposants de Lyapunov sont tous non nuls en p-presque
tout point, nous disons que u est hyperbolique.

5.6 Pistage généralisé

Définition 5.11. Fixons N > 1 et un ensemble invariant K muni d’une décomposition dominée
TkM = E® F. Un segment d’orbite {z, f(z),..., f*(z)} de longueur n = £.N > 0 contenu dans
K est N-hyperbolique pour la décomposition dominée F & F si pour tout 1 < k< /Zon a:

k-1 k—1
H ||Dfi-N(z)f|%|| < e et H ||Df(l—i)-N(w)f‘;~N|| < e k.
i=0 i=0
Liao a démontré [90, 91] le lemme de pistage suivant qui généralise le lemme de pistage
classique de la théorie hyperbolique (voir aussi [59]).

Théoréme 5.12 (Pistage généralisé, Liao). Soit K un ensemble invariant muni d’une décom-
position dominée Ty M = E® F. Fizrons N > 1 et § > 0.

Il existe alors € > 0 tel que pour toute famille de segments d’orbites {z;, f(z;), ..., f™(z;)},
i € Z/sZ, contenus dans K, qui sont N-hyperboliques et satisfont

Vi e Z/SZ’ d(fnl (Ii)a'ri-l-l) <g,
il existe une orbite périodique {y, f(y),..., f"(y) =y} de période T =ny + - - + ns telle que
Vie{l,...,s} et k€ {0,...,n;}, d(fmtri-1tky), k() < 6.

Avec la proposition 5.10, ceci permet d’approximer les mesures ergodiques par des orbites
périodiques.

Corollaire 5.13. Soit u une mesure ergodique dont le support K posséde une décomposition
dominée non triviale Tk M = E @ F telle que les exposants de Lyapunov de u soient strictement
négatifs le long de E et strictement positifs le long de F.

Il existe alors une suite d’orbites périodiques hyperboliques (O;)ien qui converge vers K en
topologie de Hausdorff et dont les mesures induites convergent vers u.

De plus, il existe un entier N > 1 tel que (5.4.1) ait lieu pour tout i assez grand. En parti-
culier, toutes les orbites O;, sauf un nombre fini, sont homocliniguement liées et K est contenu
dans leur classe homocline.
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5.7 Lemmes de sélection

Liao [88, 91] (voir aussi [184]) et Mané [99] ont donné d’autres cadres ou le lemme de pistage
généralisé s’applique : la difficulté est de sélectionner des segments d’orbites hyperboliques.

Théoréme 5.14 (Lemme de sélection de Liao). Considérons un ensemble compact invariant K
muni d’une décomposition 1-dominée non triviale Ty M = E@® F et A € (0,1), tels que les deuz
conditions suivantes soient satisfaites.

— Tout sous-ensemble compact invariant de K contient un point x vérifiant pour toutn > 1 :

H IDf(f ()] <A™

— Il existe un point y € K tel que pour tout n > 1 on ait :

H IDfie(f (W)l > 1.

Pour tous A_ < A < 1 proches de 1, il existe alors dans tout voisinage de K une orbite périodique
contenant un point p satisfaisant pour tout n > 1 :

H IDFu(F @) < Ny et []IDAs( @)= A,
k=0

En particulier, on peut trouver une suite de points périodiques homocliniquement reliés entre euz
et qui converge vers un point de K.

Le lemme de sélection de Maiié suppose que 'un des fibrés de la décomposition est uniforme.

Théoréme 5.15 (Lemme de sélection de Mané). Considérons un ensemble compact invariant
K muni d’une décomposition 1-dominée non triviale Tk M = E® F et A € (0,1) tels que

— le fibré F' est uniformément dilaté,

— la dynamique restreinte a K n’a pas d’ouvert errant,
et tels que les deux conditions suivantes soient satisfaites.

— 1l existe un ensemble dense D C K de points x vérifiant :

limian IDfi(f (@)™ < X

n—o0

— 1l existe un point y € K tel que pour tout n > 1 on ait :

H 1D f1(f* (W) > 1.

Alors, la conclusion du théoréme 5.14 a lieu.
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Dans le cas ou K est une classe homocline H(g), on peut choisir un ensemble dense D de
points périodiques homocliniquement liés & ¢. Les points périodiques obtenus par le théoréme 5.15
peuvent étre choisis “homocliniquement reliés” & un point de D. On obtient alors le résultat
suivant, démontré dans [37].

Corollaire 5.16 (Bonatti-Gan-Yang). Considérons une classe homocline H = H(p) munie
d’une décomposition dominée TyM = E @ F telle que F soit uniformément dilaté et dim(F) =
dim(E"(p)). Si E n’est pas uniformément contracté, il existe alors une suite d’orbites périodiques
hyperboliques (O;) homocliniquement liées a p et pour tout N > 1, l'une de ces orbites n’a pas de
point N -hyperbolique le long de E.

5.8 Fibrés non uniformes

Voici une application du lemme de sélection de Liao, issue de [51], qui permet d’analyser
l’existence de fibrés non uniformes.

Théoréme 5.17. Supposons que pour tout 1 < i < d et tout difféomorphisme g C'-proche de f
l’ensemble Per;(g) des points périodiques d’indice i ait une décomposition dominée Tper; (M =
E; @ F; telle que dim(F;) = i.

Considérons un ensemble compact invariant K ayant une décomposition dominée T M =
E®F. Sile fibré E n’est pas uniformément contracté, l'un des cas suivant se produit.

1. K intersecte une classe homocline H(p) associée a un point périodique d’indice strictement
plus petit que dim(E).

2. K intersecte des classes homoclines H(p,) associées & des points périodiques ayant un
indice égal & dim(E) et ayant un exposant de Lyapunov le long de E arbitrairement proche
de 0.

3. K contient un ensemble compact invariant A muni d’une structure partiellement hyperbo-
ligue TA\M = E° ® E° @ E" telle que E¢ est de dimension 1 et dim(E®) < dim(E). De
plus, pour toute mesure ergodique supportée par A, l’exposant de Lyapunov le long de E¢
est égal a 0.

Ce théoréme fait naturellement apparaitre des ensembles hyperboliques ayant une structure
partiellement hyperbolique avec un fibré central de dimension 1. Puisque les exposants de Lya-
punov de toute mesure invariante supportée sur cet ensemble sont nuls le long du fibré central,
les techniques présentées dans ce chapitre ne permettent pas de décrire plus précisément la dy-
namique. Nous introduirons au chapitre 9 les modeéles centraux qui permettent d’analyser la
dynamique dans la direction centrale d’un point de vue topologique.

Démonstration. Puisque E n’est pas uniformément contracté, il existe une mesure ergodique
supportée par K dont ’exposant de Lyapunov maximal le long de E est positif ou nul.

D’apres le lemme de fermeture ergodique (théoréme 4.1) et son addendum, il existe une suite
de difféeomorphismes g, — f, et une suite d’orbites périodiques associées (O,,) qui converge vers
le support de y en topologie de Hausdorff et dont les exposants de Lyapunov convergent vers
ceux de pu. D’aprés ’hypothése sur la domination des orbites périodiques, les orbites O, ont au
plus un exposant proche de 0. Par conséquent p a au plus un exposant de Lyapunov proche de
0.
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Si p est hyperbolique, 'indice des orbites O, est égal & la dimension des espaces stables
de p. Par passage a la limite, il existe donc une décomposition dominée Tgypp() M = E'o F',
avec dim(E') < dim(E). D’aprés le corollaire 5.13, K intersecte une classe homocline d’indice
dim(E"). Ceci donne le premier cas du théoréme.

Si p n’est pas hyperbolique, on construit de la méme facon une décomposition dominée
Tsupp(uyM = E'® E°® F, telle que les exposants de p sont strictement négatifs le long de E,
strictement positifs le long de F’ et nuls le long de E¢. On a dim(E°) = 1.

On peut choisir y pour que la dimension de E' soit minimale et on note K = Supp(x). On
en déduit que pour toute mesure v supportée par K, I’exposant le long du fibré central E€ de K
est négatif ou nul.

On peut aussi avoir choisi X minimal pour 'inclusion et ces propriétés. Ainsi, pour tout sous-
ensemble compact invariant propre K' C K, 'exposant de toute mesure v le long du fibré central
est strictement négatif. Il est méme inférieur & une constante —e car dans le cas contraire la
mesure v serait hyperbolique (il y a au plus un exposant proche de 0). Comme précédemment, K
intersecterait une classe homocline ayant des orbites périodiques d’indice dim(E") + 1 < dim(F)
dont I’exposant le long de E° est e-proches de 0. On serait alors dans le cas 1) (si dim(E') 4+ 1 <
dim(E)) ou dans le cas 2) (si dim(E’) + 1 = dim(FE)) du théoréme.

Si K contient une mesure d’exposant central strictement négatif, on peut appliquer le lemme
de sélection de Liao et K intersecte une classe homocline ayant des orbites périodiques d’indice
dim(E") +1 dont 'exposant le long de E est arbitrairement proche de 0. On est alors & nouveau
dans le cas 1) ou 2).

Si toutes les mesures supportées par K ont un exposant central nul, on est dans le cas 3) du
théoréme. O

5.9 Classes hyperboliques par chaines

Considérons un ensemble invariant K, une décomposition dominée Tx M = E & F et une
famille de plaques W tangente & E. On définit les notions suivantes.

— W est piégée si pour tout x € K on a

fOWVe) C Wy

— W est finement piégée si pour une base de voisinages U de la section 0 de F, il existe :

1. une famille de difféeomorphismes (p;)zex de (Ez)zex qui est continue en topologie
C' et supportée dans U ;

2. une constante p > 0 telle que pour tous z € K on a B(0,p) CUNE, et :

FWz 0 92(B(0,0))) CWy(gy © ©5(2)(B(0, p)).

Bien sir, si W est finement piégée, il existe une famille de plaques tangentes a E (et de
diametres arbitrairement petits) qui est piégée. Par ailleurs, toute autre famille de plaques
W' tangente & F et localement invariante est également finement piégée : il existe p > 0
tel que pour tout z € K la boule B(0,p) C E, est envoyée par W, dans W,. Ceci justifie
la définition :

— F est finement piégée s’il existe une famille de plaques tangente & E et finement piégée.
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Nous avons proposé [52] une nouvelle définition d’hyperbolicité affaiblie.

Définition 5.18. Une classe homocline H(p) est hyperbolique par chaines si
— elle possede une décomposition dominée Ty ,) M = E*° @ E““ en deux fibrés;
— il existe une famille de plaques W tangente a E° piégée par f et une famille de plaques
W¢ tangente 3 E* et piégée par f~1;
— il existe un point périodique hyperbolique ¢gs homocliniquement relié a 'orbite de p dont
I'ensemble stable contient Wg? et il existe un point périodique hyperbolique g, homoclini-
quement relié a l'orbite de p dont 'ensemble instable contient Wg".

Les familles de plaques W et W jouent alors le role des variétés stables et instables locales
des ensembles hyperboliques : elles sont respectivement contenues dans les ensembles stables et
instables par chaines de la classe H(p). Ceci justifie la terminologie “hyperbolicité par chaines”.
En particulier, une propriété de produit local est satisfaite (voir [52]).

Lemme 5.19. Considérons une classe homocline H(p) hyperbolique par chaines.

1. il existe un sous-ensemble dense d’orbite périodiques O homocliniquement reliées a p telles
que pour tout ¢ € O on a Wg* C W?(q) et Wg* C W*¥(q) ;

2. pour tout z € H(p) on a WS C pW?(x) et WE* C pW"¥(z) ;

3. tout point d’intersection transverse entre deuz plaques Wi° et Wy", z,y € H (p), est contenu
dans H(p).

L’hyperbolicité par chaines est robuste aux perturbations (voir [52]).

Théoréme 5.20 (Crovisier-Pujals). Considérons une classe homocline H(p) hyperbolique par
chaines telle que :

— H(p) coincide avec sa classe de récurrence par chaines,

— les familles de plaques W et W sont finement piégées respectivement par f et f=1.
Alors pour tout difféomorphisme g € Diff*(M) proche de f la classe homocline H(p,) de g
associée a la continuation hyperbolique de p est encore hyperbolique par chaines.

Nous donnons des exemples de classes hyperboliques par chaines robustement non hyperbo-
lique en section suivante.

5.10 Difféeomorphismes dérivés d’Anosov robustement non hyper-
boliques

Smale a construit [171] un difféomorphisme hyperbolique ayant un attracteur non trivial
en modifiant un diffeomorphisme d’Anosov linéaire du tore T2. Il est obtenu en déformant le
difféomorphisme initial prés d’un point fixe : la perturbation est petite en topologie C° mais
grande en topologie C'.

Cette idée de déformer au voisinage d’un point fixe a été reprise par Mafé [93], puis par
Bonatti-Viana [41] pour construire un difféomorphisme robustement transitif et non hyperbo-
lique. (Avec cet argument, on peut aussi construire des exemples d’attracteurs robustes non
hyperboliques (voir [46]).) Nous expliquons ici comment construire de telles dynamiques dans le
cas le plus simple. Voir aussi [35, section 7.1].
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On considére un difféomorphisme d’Anosov linéaire A du tore T® avec valeurs propres réelles
0 < A] < A5 <1< A% et un point fixe p. L’application A peut donc étre écrite localement

A (z,y,2) = (A2, A\l.y, A5.2).

Introduisons un difféeomorphisme g qui fixe p, coincide avec A hors d’un petit voisinage de p
et de la forme

g:(z,y,2) = (\".z, 92(y,2))-

11 préserve donc le feuilletage stable F¢° de A. On demande également que
~ [|Dgjges|l < A%, de sorte que g préserve une domination entre I’espace centre-stable (tangent
aux feuilles de F¢*) et un fibré instable,
— g contracte strictement les aires le long des feuilles de F*°*.
Le difféomorphisme initial A posséde ces propriétés mais nous allons voir que d’autres difféomor-
phismes peuvent étre intéressants.

Fixons alors a,b > 1 et définissons un difféeomorphisme f qui coincide avec A hors d’un
voisinage de p et prend la forme suivante au voisinage de p

fi(z,y,2) = (A%, (ab)_l.gaz(aby,abz)).

Pour a grand, f différe de A dans une boule centrée en p de rayon arbitrairement petit. Pour b
grand, le fibré instable de f est arbitrairement proche de celui de A et sa dilatation est arbitrai-
rement proche de \“.

Les diffeomorphismes C'-proches de f possédent encore un feuilletage centre-stable. Ceci dé-
coule de [79, théorémes 7.1 et 7.2] puisque le feuilletage centre-stable de f est lisse et normalement
hyperbolique.

Les difféomorphismes proches de f n’ont qu’une seule classe de récurrence par chaines.

Proposition 5.21. Si l’on choisit a,b assez grands, tout difféomorphisme Cl-proche de f est
transitif. Plus précisément, T est une classe homocline.

Démonstration. L’argument est le méme que dans [41, section 6.2]. O

Proposition 5.22. Si a,b sont assez grands, T® est une classe hyperbolique par chaines pour
tout difféomorphisem C'-proche de f.

Démonstration. Considérons un point périodique q¢ # p de A et une famille de plaques centre-
stable W* piégée pour A (i.e. une famille continue de variétés stables locales). Puisque f préserve
le feuilletage stable F¢ de A et est arbitrairement proche de A en topologie C?, les plaques W¢*
sont piégées par f. Pour a,b suffisamment grands, l’orbite de ¢ coincide pour A et pour f et de
plus W* C W*#(q) pour f. Pour les diffeomorphismes h proches de f en topologie C1, il existe
un feuilletage centre-stable proche de F¢. Par conséquent il existe encore une famille de plaques
centre-stable W}* qui est proche de la famille W pour la topologie C'. Cette famille est donc
également piégée pour h et la plaque de la continuation g, de ¢ est contenue dans la variété
stable de gy,.
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Puisque le fibré E* est uniformément dilaté par f, il existe une famille de plaques W%
tangente & E* piégée par f~! et satisfaisant Wy C W¥(q). Ceci est également vérifié par tout
diffeomorphisme h proche de f en topologie C'.

Avec la proposition 5.21, ceci montre que T est une classe hyperbolique par chaines. O

Pour obtenir une dynamique robustement non hyperbolique, il suffit de choisir g avec des
points fixes hyperboliques p1,po d’indices 1 et 2. Voir la figure 5.1. Puisque p1, po appartiennent
4 une méme classe homocline robustement, tout difféomorphisme proche de f peut étre approché
par un difféeomorphisme ayant un cycle hétérodimensionnel.

D2 N P2
21 il S

FiG. 5.1 — Déformations de A dans la variété stable locale de p.

On peut construire g avec une structure partiellement hyperbolique TM = E° @ E° @ E*
avec trois fibrés de dimension 1. Aucun difféomorphisme au voisinage de f ne peut alors avoir
de tangence homocline (voir la section 7.5).

On peut aussi choisir py avec des valeurs propres stables complexes. Dans ce cas, pour aucun
diffeomorphisme proche de f, la classe homocline H(p;) (contenant ps) n’a pas de décomposition
dominée de la forme TM = E @ F avec dim(E) = 1. On en déduit (voir le théoréme 7.15 plus
loin) que tout diffeomorphisme proche de f est accumulé par des difféomorphismes pour lesquels
p1 a une tangence homocline.

Ceci fournit des exemples de dynamiques modérées hétérodimensionnelle et critique mention-
nées en introduction.

Corollaire 5.23. Il existe sur T® des dynamiques génériques modérées hétérodimensionnelles
critiques et non critiques.
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Chapitre 6

Réduction de la dimension ambiante

On peut toujours représenter les dynamiques C'-génériques de dimension d au sein des dyna-
miques génériques de dimension supérieure : il suffit de les réaliser sur des sous-variétés invariantes
normalement hyperboliques (voir la construction en section 7.9). Ceci permet d’obtenir trés sim-
plement de nouvelles classes d’exemples : du phénoméne de Newhouse, on déduit l'existence (en
dimension 4) de classes de récurrence par chaines accumulées par des selles isolées (des orbites
périodiques hyperboliques qui ne sont ni des sources ni des puits et dont la classe homocline
est triviale). Dans ce chapitre nous étudions le probléme réciproque : étant donné un ensemble
inwvariant K, peut-on détecter l’existence d’une sous-variété invariante qui le contient ¢ Nous
présentons le critére issu de [24].

6.1 Variété normalement hyperbolique

Considérons un ensemble compact invariant K muni d’'une décomposition dominée Tx M =
E @ E" telle que E¥ est uniformément dilaté. Supposons qu’il existe une sous-variété N C M
contenant K, tangente a F (et de dimension dim(FE)), qui soit localement invariante : il existe
un voisinage U de K dans N tel que f(U) C N (voir la figure 6.1).

K

Eu
U

Fi1G. 6.1 — Variété normalement hyperbolique localement invariante au voisinage de K.
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Il est facile de voir que tout point dont ’orbite est contenue dans un petit voisinage de K
appartient & N. Un argument classique de transformée de graphe (voir |79, 24]) entraine que
cette propriété est encore vérifiée pour les difféomorphismes proches.

Théoréme 6.1. Considérons un ensemble compact invariant K muni d’une décomposition domi-
née Tk M = E @ E" telle que E* est uniformément dilaté, et une sous-variété N C M contenant
K, tangente a E, qui est localement invariante au voisinage de K.

1l existe alors un voisinage ¥ de K dans N qui est une sous-variété a bord localement in-
variante par f, un voisinage U de K dans M et un voisinage U de f dans Diff' (M) tels que
pour tout g € U il existe Xy sous-variété a bord Cl-proche de ¥ vérifiant : Uensemble mazimal
invariant de g dans U est contenu dans g et g(3,NU) C 3.

6.2 Existence de sous-variété localement invariante

Reprenons le cadre de la section précédente. Tout point £ € K posséde une variété instable
forte W¥%(z) = Wgu(z) tangente & E%(z). Il est alors facile de voir que pour tout z € K, la
variété W (z) n’intersecte K qu’au point z. En effet, si W"*%(x) recoupe K en y, en considérant
les images de z,y pour un itéré f~™ avec n > 0 large, on obtient deux points f~"(z), f " (y)
arbitrairement proches et joints par une courbe tangente a un champ de codne instable, transverse
a la direction F.

Cette propriété admet une réciproque (voir [24]).

Théoréme 6.2 (Bonatti-Crovisier). Considérons un ensemble compact invariant K ayant une
décomposition dominée Ty = E @ E" telle que E" est uniformément dilaté.
Il eziste alors une sous-variété a bord N C M de dimension dim(E) qui :
— contient K dans son intérieur,
— est tangente a E auz points de K,
— est localement invariante au voisinage de K,
si (et seulement si) la propriété suivante est vérifiée.
(I) Pour tout x € K, la variété instable W""(x) ne rencontre K qu’au point x.

6.3 Idée de la preuve du théoréme 6.2

Nous utilisons le théoréme d’extension de Whitney en classe C! (voir par exemple [9, Ap-
pendice A).

Théoréme 6.3 (Whitney). Considérons une partie fermée A C R® et p: A — R*% une appli-
cation continue. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ¢ s’étend en une fonction ®: R® — R¥* de classe C!,

2. il existe une application continue D définie sur A et a valeurs dans l'espace d’applications
linéraires L(R®,RY~%), telle que I’application R: A x A — RI~% définie par :

R(z,y) = (¢(y) — ¢(z)) — D(z)-(y — =),
vérifie : pour tout z € A, la quantité % tend vers 0 lorsque les points x # y de K
tendent vers z.
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En travaillant dans des cartes, ’ensemble K du théoréme 6.2 peut étre localement décrit
comme le graphe d’une application p: R® — R4™% oi s = dim(E) : les axes R® x {y} et
{z} x R¥~* sont respectivement tangents & des champs de cones autour des directions E et Ev.
En effet, si I'on fixe une section locale S de la lamination par variétés instables fortes, on peut
projeter localement K sur S par holonomie. L’hypothése (I) du théoréme 6.2 se traduit par
I'injectivité de cette application.

Le fibré E définit une application K — L(R®,R%~%). Si la condition (2) n’est pas satisfaite,
on peut trouver des paires de points proches z,y telles que y — = soit uniformément transverse
& un champ de cones autour de la direction E. Par conséquent, la dynamique dilate le vecteur
y — par itérations positives : il existe n > 1 tel que la distance d(f™(y), f™(z)) soit proche de 1;
par ailleurs, le vecteur f™(y) — f™(z) (vu dans une carte) est proche du champ E*. En prenant
une suite de points (z,y) telle que d(z,y) tende vers 0, 'entier n tend vers +o00. Le long d'une
suite extraite, f™(x) converge vers un point zg € K et f™(y) vers un point yo € K N W*""(xy),
contredisant I’hypothése (I). La condition (2) du théoréme de Whitney est donc satisfaite.

A Daide d’une partition de I'unité, on obtient une variété différentiable & bord £y de dimension
dim(FE) qui contient K dans son intérieur et qui est tangente & E aux points de K. Un argument
de transformée de graphe, permet de modifier ¥y pour obtenir une variété localement invariante
au voisinage de K.

6.4 Application : existence de feuilletages stables

Nous pouvons retrouver trés simplement 1’existence d’un feuilletage stable au voisinage de
tout ensemble hyperbolique pour les difféomorphismes de surface de classe C? (voir [123, appen-
dice A] pour une démonstration classique).

Théoréme 6.4. Considérons un difféomorphisme f de classe C? d’une surface M et un ensemble
hyperbolique K C M. Il existe alors un feuilletage F° de classe C', défini au voisinage de K et
localement invariant par f, qui est tangent au fibré stable de K.

Démonstration. Puisque f est de classe C2, il induit un difféomorphisme f de classe C' sur
le fibré unitaire tangent m: T'M — M. Le fibré stable E® au-dessus de K défini un ensemble
compact invariant KcT'M qui releve K.

En tout point 7 € K, notons E““(:v) le sous-espace de T5T' M tangent aux fibres de 7. Ceci
définit un fibré continu invariant E¥* au-dessus de K. On vérifie facilement qu'il existe C' > 0
tel que pour tout n > 1, on ait pour tout Z € I?,

1D (@) f o

|Dg s, || > O
B |1 D@y f s

Transversalement aux fibres, la norme de Df" est bornée par || Dy () fﬁ?“”' Ceci montre que

K posséde une décomposition dominée en trois fibrés Es @ E* @ E™ telle que Es et E¥ se
projettent par m respectivement sur E° et E".

En chaque point 7, on peut considérer la variété instable forte W4 (z), tangente & E*(z) : par
construction c’est I’ensemble T;(E)M \ {E"(z)}. Par conséquent, elle coupe K en 7 uniquement.

Nous pouvons donc appliquer le théoréme 6.2 et considérer une sous-variété N C T*M contenant
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K , tangente & Es @ E* et localement invariante. La projection N — M induite par 7 est un
difféeomorphisme local, injectif sur K , donc injectif au voisinage de K. On peut donc interpréter
N comme un champ de droites C' au voisinage de K qui est localement invariant par Df et qui
étend le champ E® défini au-dessus K. Le feuilletage F* s’obtient alors en intégrant ce champ
de droites. O

6.5 Problémes

a) Classes pelliculaires. Nous avons vu en introduction qu'’il existe des classes de récurrence
par chaines accumulées par des orbites périodiques qui ne sont ni des puits ni des sources : pour les
exemples construits, la dynamique est supportée par une sous-variété normalement hyperbolique.
On peut se demander s’il existe des exemples plus intéressants.

Question 6.5. Eziste-t-il un ouvert non vide U C Diff' (M) et un G5 dense G C U formé
de difféomorphismes ayant une classe homocline H(p) avec la propriété suivante ? La classe
H(p) n’est pas contenue dans une sous-variété normalement hyperbolique et est accumulée par
des orbites périodiques selles dont l'indice n’appartient pas a ’ensemble des indices des points
périodiques de H(p).

L. Diaz appelle classe pelliculaire une classe homocline ayant de telles propriétés.

b) Connexions fortes. Lorsque la condition (I) n’est pas vérifiée, il peut étre utile de chercher
un point périodique z € K tel que W**(z) \ {z} rencontre K. Ceci peut permettre de créer des
connexions fortes (voir la section 8.2 pour la définition). Nous sommes alors intéressés par des
énonceés de la forme : K satisfait (I) ou bien posséde une connezion forte.

Nous obtiendrons dans certains cas de tels énoncés en sections 10.3 et 10.5.



Chapitre 7

Bifurcations de points périodiques

Nous avons rassemblé dans ce chapitre divers résultats perturbatifs sur les suites périodiques
d’applications linéaires. Grace au lemme de Franks (théoréme 2.2), on obtient des résultats per-
turbatifs sur les orbites périodiques des difféomorphismes. Comme conséquence, nous déduisons
que les diffeomorphismes C'-génériques dont ’ensemble récurrent par chaines n’admet pas de
décomposition dominé posséde une infinité de puits ou de sources (phénoméne de Newhouse).
Nous démontrons aussi le théoréme d’Q2-stabilité en utilisant le lemme de connexion pour les
pseudo-orbites. Finalement, nous présentons le théoréme de Pujals-Sambarino-Wen-Gourmelon
qui fait le lien entre les tangences homoclines et ’absence de décomposition dominée.

7.1 Cocycles linéaires périodiques

Définition. TUn cocycle linéaire périodique A est la donnée d'une suite E d’espaces euclidiens
(E;)icz de dimension d, d’une suite d’isomorphismes linéaires A;: E; — E;y1 et d’un entier
7> 1, tels que E;jy, = E; et Aj1 = A; pour tout i. On appelle 7 sa période. Les valeurs propres
de A sont les valeurs propres de ’endomorphisme A, ...A;. Ses exposants sont les quantités
A= %log |o| ot o parcourt I'ensemble des valeurs propres.

On dit que A est borné par K > 1 si pour tout 7 on a

~1
sup ([ 4:l, [14;241) < K.
On dit que les cocycles A et B sont e-proches si pour tout 7 on a

sup (| 4; — Bill, 147" - B ') <e.

Sous-fibrés. Si E' = (E!) est une suite de sous-espaces de dimension d’, également 7-périodi-
que, qui est invariante par A, on obtient par restriction un cocycle A’ de E'. Si A est borné par
K, le cocycle A’ l'est également. Réciproquement si A’ est un cocycle de E’ borné par K, c’est
la restriction d’un cocycle A de E borné par K. Si A’ et B’ sont e-proches, leurs extensions A
et B seront également e-proches.

Hyperbolicité. On dit que E est uniformément contracté a la période, s’il existe N > 1 tel
que pour tout 7 € Z on ait :

II 1Agsoyn—isi-- Ajnga)ll < eV, (7.1.1)
0<j<r/N
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C’est une propriété plus forte que la contraction & la période (toutes les valeurs propres du
produit A, ... A; sont de module strictement plus petit que 1) mais plus faible que la contraction
uniforme (il existe N > 1 tel que pour tout i € Z on a ||(Aipn—1... A)| < e 1).

On dit que F admet une décomposition dominée E = F @ @, s’il existe deux suites 7-
périodiques F' = (F;) et G = (G;) de sous-espaces supplémentaires qui sont A-invariantes et s’il
existe N > 1 tel que, pour tout 7 € Z et tous u € F;, v € GG; unitaires, on ait :

1
I(Airn—1 .. Ai)ull < ZlI(Aipn—1 .. Ai)o]. (7.1.2)

La décomposition est non triviale si les dimensions de F' et de H ne sont pas nulles.
On dit aussi que E est N-uniformément contracté & la période ou que la décomposition
E = F & G est N-dominée pour la dynamique de A, lorsque (7.1.1) ou (7.1.2) se produisent.

7.2 Contraction uniforme & la période

Le résultat suivant a été obtenu par Pliss [130] (voir aussi [89, 91, 94]).

Théoréme 7.1 (Pliss). Pour tous d,K > 1, € > 0, il existe N,79 > 1 et 6 > 0 tels que pour
tout cocycle périodique linéaire A de dimension d, borné par K et de période T > 19 l'un des cas
suivants se produit :

— FE est N-uniformément contracté a la période ;

— 4l existe une e-perturbation B de A qui posséde un exposant positif.

7.3 Valeurs propres réelles simples

11 est possible par pertubation de rendre les valeurs propres d'un cocycle linéaire périodique
réelles. Ceci a été démontré dans [23] pour la dimension 2 et généralisé en dimension supérieure
dans [38].

Proposition 7.2 (lemme 6.6 de [23]| et théoréme 2.1 de [38]). Pour tous d, K > 1, ¢ > 0, il
existe g > 1 tel que tout cocycle périodigque linéaire A de dimension d, borné par K et de période
T > 19 posséde une e-perturbation B telle que :

— les waleurs propres de B sont toutes réelles et simples;

— pour 1 <i < d, les i®™ exposants de A et de B (comptés avec multiplicité) sont e-proches.

7.4 Domination

Mané a démontré [94] qu’en I'absence de décomposition dominée, on peut faire bifurquer
les orbites périodiques de type selle d’un difféomorphisme de surface pour les transformer en
puits ou source. Ceci a été généralisé en dimension 3 par Diaz, Pujals et Ures [54] puis en
dimension quelconque par Bonatti, Pujals et Diaz dans le cadre des dynamiques robustement
transitives [33] : supposons que les difféeomorphismes proches de f € Diff ! (M) soient tous transi-
tifs, alors M posséde une décomposition dominée pour f. Plus récemment, Bonatti, Gourmelon
et Vivier ont donné [38] une preuve différente de ce résultat qui autorise a travailler avec des
orbites périodiques n’appartenant pas & un méme ensemble transitif.
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Théoréme 7.3 (Bonatti-Gourmelon-Vivier). Pour tous d, K > 1, ¢ > 0, il existe N,y > 1 tel
que pour tout cocycle périodique linéaire A de dimension d, borné par K et de période T > 1
l'un des cas suivants se produit :
— FE posséde une décomposition N -dominée non triviale ;
— il existe une e-perturbation B de A dont toutes les valeurs propres sont réelles et de méme
module.

Comme conséquence des théorémes 7.1 et 7.3, on retrouve un résultat de Mané [94].

Corollaire 7.4 (Mané). Pour tous d,K > 1, € > 0, il existe N, 79 > 1 tel que pour tout cocycle
périodique linéaire A de dimension d, borné par K et de période T > 1y 'un des cas suivants se
produit :
— il existe une décomposition N-dominée E = E° @ E" telle que E° et E* sont N -uniformé-
ment contractés a la période par A et A~' respectivement ;
— il existe une e-perturbation B de A ayant une valeur propre de module 1.

Démonstration. Considérons des entiers IV, 7y supérieur aux entiers donnés par les théorémes 7.1
et 7.3 et considérons un cocycle A pour lequel le deuxiéme cas du corollaire ne se produit pas.

Considérons une décomposition N-dominée £ = F @ G & H (éventuellement triviale) telle
que tous les exposants selon F' soient strictement négatifs et tous les exposants selon H soient
strictement positifs. Il existe une telle décomposition qui maximise les dimensions de F et de G.
Nous pouvons appliquer le théoréme 7.3 a la restriction de A au fibré G. Puisqu’il n’existe pas de
décomposition N-dominée de G, on peut perturber le cocycle A pour rendre tous ses exposants
selon G de mémes signes. Puisque nous ne sommes pas dans le second cas du corollaire, les
exposants selon G doivent déja étre de mémes signes pour A, ce qui contredit la maximalité de
F ou de H. Nous avons donc montré qu’il existe une décomposition N-dominée £ = E° @ E
telle que tous les exposants de A selon E° sont strictement négatifs et tous ceux selon E* sont
strictement positifs.

En appliquant & présent le théoréme 7.1 & chacun des fibrés E® et E¥, on obtient que E* et
E* sont N-uniformément contractés a la période par A et A~! respectivement. O

7.5 Tangences homoclines

D’autres bifurcations associées aux orbites périodiques hyperboliques font intervenir les varié-
tés invariantes. C’est la cas des tangences homoclines, particuliérement importantes puisqu’elles
engendrent des modifications importantes de la dynamique (voir [123, 35]).

Définition 7.5. Une orbite périodique hyperbolique O a une tangence homocline s’il existe un
point d’intersection non transverse z entre les variétés stables et instables de O.

En dimension deux, Pujals et Sambarino ont montré [149] que si I’on ne peut pas approcher f
par des difféomorphismes présentant des tangences homoclines, ’ensemble des points périodiques
de type selle de f posséde une décomposition dominée. Ceci a été généralisé par Wen [182] en di-
mension quelconque. Gourmelon [64] a amélioré ces énoncés en donnant une version quantitative
qui autorise & considérer chaque orbite périodique séparément.

Théoréme 7.6 (Pujals-Sambarino, Wen, Gourmelon). Pour tout voisinage U C Diff'(M) de
f, il existe N,79 > 1 et un voisinage V de f tels que pour gy € V et toute orbite périodique
hyperbolique O de gy de période T > 19, l'un des deuz cas suivants se produit :
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— la décomposition ToM en espaces stables et instables est N-dominée,

— 4l existe une perturbation g € U qui coincide avec gg sur O et sur un voisinage arbitrai-
rement petit de O telle que O a une orbite de tangence homocline contenue dans un petit
voisinage de O.

Avec le théoréme 7.1 et la proposition 7.2, on en déduit (par une démonstration similaire &
celle du corollaire 7.4, voir [183, lemmes 3.3 et 3.4]),

Corollaire 7.7 (Wen). Supposons que f n’est pas limite dans Diff*(M) de difféomorphismes
ayant une tangence homocline.

Il existe alors un voisinage U C Diff' (M) de f et N, 79,6 > 1 tels que pour tout g € U et toute
orbite périodique O de g, la décomposition ToM = E§ ® E§® EY en espaces caractéristiques dont
les exposants de Lyapunov appartiennent respectivement & (—oo, —4], (=4,9), [d,+00) vérifie :

— Ef est de dimension 0 ou 1,

— la décomposition E ® E5 ® E} est N-dominée,

— si la période de O est supérieure a 79, alors Ej et EY sont N-uniformément contractés a

la période par g et g~ respectivement.

Ce résultat se généralise aux mesures ergodiques (voir [51, Corollaire 1.3] et [189]).

L’existence d’une tangence homocline est un phénoméne de codimension 1 et d’aprés le théo-
réme 2.1 de Kupka-Smale ’ensemble des difféomorphismes ayant une tangence homocline forme
une partie maigre. On peut toutefois généraliser la définition précédente et définir une propriété
qui apparait sur des ouverts de difféomorphismes.

Définition 7.8. Une orbite périodique hyperbolique O posséde une tangence homocline robuste
si elle appartient & un ensemble hyperbolique transitif K tel que pour tout difféomorphisme
g € Diff 1(M ) proche de f la continuation hyperbolique K, de K pour g posséde deux points z,y
tels que W5(z) et W*(y) aient une intersection non transverse.

Toute variété de dimension supérieure ou égale & 3 posséde des difféomorphismes ayant des
tangences homocline robustes (voir [108, section 8|, [18] et la section 7.9). En dimension 2,
Newhouse a montré [106] qu’en topologie C?, il existe des tangences homoclines robustes. Moreira
a montré [101] que ce n’est pas le cas en topologie C'.

Théoréme 7.9 (Moreira). Lorsque dim(M) = 2, il n’existe pas de tangence homocline robuste
dans Diff! (M).

7.6 Application (1) : phénoméne de Newhouse en ’absence de
décomposition dominée

D’aprés le théoréme 3.8, le phénomeéne de Newhouse existe en topologie C! sur toute variété
de dimension supérieure ou égale a 3. Parallélement & ces exemples, Mafié¢ a montré [94] que
tout diffeomorphisme de surface C'-générique est hyperbolique ou bien posséde une infinité de
puits ou de sources. Diaz, Pujals, Ures en dimension 3 (voir [54]), puis Bonatti, Diaz, Pujals en
dimension quelconque [33] ont obtenu un résultat similaire.

Théoréme 7.10 (Bonatti-Diaz-Pujals-Ures). Pour tout difféomorphisme appartenant ¢ un Gj
dense G C Diff* (M), toute classe homocline posséde une décomposition dominée non triviale ou
est contenue dans l’adhérence des puits ou des sources.
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En particulier, toute classe de récurrence par chaines ayant de l'intérieur ou isolée dans R(f)
posséde une décomposition dominée non triviale.

En appliquant le corollaire 4.6 et le théoréme 7.3, nous obtenon [| une version du résultat
précédent pour les ensembles transitifs par chaines.

Théoréme 7.11 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Il existe un Gs dense G C Diff! (M) tel que tout
ensemble transitif par chaines d’un difféeomorphisme f € G posséde une décomposition dominée
non triviale ou bien est limite pour la distance de Hausdorff d’une suite de puits ou de sources.

On en déduit un énoncé sur la dynamique globale.

Corollaire 7.12 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Pour tout difféomorphisme C*-générique,
— ou bien il existe une décomposition de Q(f) en un nombre fini d’ensembles compacts inva-

riants
Qf)=AU---UAq

tels que Ag U Ay est Dunion d’un nombre fini de puits et de sources et A; posséde une
décomposition dominée non triviale,
— ou bien f posséde une infinité de puits ou de sources.

Au voisinage d’une classe homocline isolée, le phénoméne de Newhouse n’a pas lieu et on
peut obtenir dans ce cadre un résultat plus fort.

Théoréme 7.13 (Bonatti-Diaz-Pujals). Pour tout difféomorphisme f appartenant a un Gy dense
G C Diﬂl(M), toute classe homocline H qui est isolée dans R(f) est hyperbolique en volume.
Plus précisément, H est une source, ou un puits, ou posséde une décomposition dominée
TroyM = E @ E° @ F telle que
— E et F sont non dégénérés,
— il existe N > 1 tel que DfYN contracte uniformément le volume le long de E et dilate
uniformément le volume le long de F'.

Démonstration. Si H(O) n’est pas un puits ou une source, il existe une décomposition dominée
non triviale T o)M = E @ F. Nous pouvons supposer que dim(E) est minimale et il s’agit de
montrer qu'il existe N > 1 tel que DfY contracte uniformément le volume le long de E.

La structure riemannienne sur M permet de définir le jacobien J(f, F) le long de E en chaque
point de H(O) comme le module du déterminant de D f|g. On obtient une fonction multiplicative
sur K, ie. J(f*, E) = (J(f,E)o f*1)... J(f, E) pour tout n > 1. Si 'on suppose par 1’absurde
que le volume le long de E n’est uniformément contracté par Df" pour aucun entier N > 1, il
existe une mesure de probabilité invariante supportée par K telle que [ J(f, E)dp > 0. Le lemme
de fermeture ergodique (théoréme 4.1) implique qu’il existe une suite d’orbite périodiques (Oy,)
s’accumulant sur une partie de H(O) telles que pour tout € > 0, la moyenne de J(f, E) long de
O,, soit supérieure & —¢e pour tout n suffisamment grand. Puisque f satisfait une condition de
généricité, on en déduit que tout voisinage de H(O) contient une orbite périodique OF telle que
la moyenne de J(f, F) le long de Op soit strictement positive.

Nous utilisons a présent le fait que H(O) est isolée pour conclure que Op est contenue dans
H(O). La généricité de f implique alors que H(O) = H(Og). La définition des classes homoclines
implique que H(O) est limite de Hausdorff d’orbites périodiques sur lesquelles la moyenne de
J(f,E) est strictement positive. Puisque dim(E) est minimale, en appliquant le théoréme 7.3,
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on peut faire bifurquer I’une de ces orbites périodiques pour que tous les exposants de Lyapunov
le long de F soient strictement positifs : on obtient alors une source dans un voisinage de H(O)
arbitraire. Par un argument de généricité, nous en déduisons que H(O) est limite de Hausdorff
de sources, contredisant le fait que cette classe soit isolée et ne soit pas elle-méme une source. [

Remarque 7.14. Le point clé de la démonstration consiste & montrer que s’il existe une suite
d’orbite périodiques (O,,) s’accumulant sur une partie K de H(O) et dont la moyenne de J(f, F)
long de O, soit positive, on peut se ramener a K = H(O).

Nous avons utilisé la fait que H(O) est isolé pour voir que les orbites O,, sont contenues dans
H(O) puis nous nous sommes servi de la notion de points périodiques homocliniquement reliés
pour conclure K = H(O). Ce second argument sera pleinement exploité au chapitre 8.

7.7 Application (2) : caractérisation de la stabilité

Un probléme, formulé par Palis et Smale [122] et qui a occupé les dynamiciens pendant
les années 1970-1980, est la caractérisation des dynamiques structurellement stables. Abraham
et Smale ont montré [10, 170] que ces dynamiques ne sont pas dense dans Diff* (M) lorsque
dim(M) > 3.

Définition. Nous disons qu'un difféomorphisme f est structurellement stable (pour la topologie
C") si tout diffeomorphisme g appartenant & un voisinage de f dans Diff' (M) est conjugué a f
par un homéomorphisme de M. Plus généralement, f est Q-stable (pour la topologie C!) si pour
tout difféomorphisme g appartenant & un voisinage de f, les systémes (2(f), f) et (2(g), g) sont
conjugués par un homéomorphisme h: Q(f) — Q(g).

Conditions suffisantes. Smale a montré [171, 172] que les difféomorphismes axiome A sans
cycle sont )-stables.

Une fois que I'on sait que les difféomorphismes axiome A sans cycles sont les difféomorphismes
hyperboliques (voir la section 1.6), son résultat est une conséquence du lemme de pistage pour
les dynamiques hyperboliques.

Pour un difféeomorphisme axiome A satisfaisant I’hypothése suivante :

(transversalité forte) Vz,y € Q(f), Vz € W3 (z) NnWh(y), T,M =T, W*(z) + T,W"(y),

Robbin [153] et Robinson [157] ont montré que f est structurellement stable (la démonstration
est bien plus délicate que pour I'Q-stabilité).

Conditions nécessaires. Palis et Robinson ont montré [113, 154] que pour un difféomorphis-
me axiome A, les conditions “sans cycle” ou “transversalité forte” sont nécessaires pour avoir
I'Q-stabilité ou la stabilité structurelle respectivement. Palis et Mané ont montré plus tard que
laxiome A lui-méme est nécessaire [99, 114].

On obtient alors le théoréme suivant.

Théoréme d’Q)-stabilité. Pour tout difféomorphisme il y a équivalence entre les propriétés :
~ f est Q-stable (pour la topologie C*),
— f est hyperbolique (définition 1.3),
— f posséde la propriété (*) suivante :
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(*) Toute orbite périodique de tout g € Diff (M) proche de f est hyperbolique.

L’équivalence avec la troisiéme propriété a été montrée par Franks, Aoki et Hayashi [57, 13,
70].

Démonstration de I’Q2-stabilité. Nous avons déja expliqué pourquoi les difféomorphismes hy-
perboliques sont €-stables. Supposons & présent que f € Diff! (M) est Q-stable. D’aprés le théo-
reme de Kupka-Smale, il existe des perturbations arbitrairement petites de f dont les nombre
d’orbites périodiques de chaque période est fini. La stabilité implique que f a aussi cette pro-
priété. Supposons que f ait un point périodique p non hyperbolique : avec le lemme de Franks, il
est possible de perturber f pour que p ait une valeur propre racine de 'unité et que la dynamique
au voisinage de l'orbite de p soit topologiquement conjuguée & la partie linéaire de f le long de
I’orbite de p : on obtient ainsi une infinité de points périodiques de méme période au voisinage
de p pour une petite perturbation de f, ce qui contredit la stabilité. Puisque 1’Q2-stabilité est une
propriété ouverte, nous avons montré que 1’Q-stabilité entraine la propriété (*).

Supposons finalement que f satisfait (*). Remarquons que cette propriété permet de suivre
continiiment toute orbite périodique le long d’un chemin de difféomorphismes proches de f.
D’apreés le corollaire 7.4, il existe un entier N > 1 tel que pour tout 0 < ¢ < d et tout dif-
féeomorphisme g proche de f, I’ensemble Per;(g) des points périodiques d’indice 7 posséde une
décomposition N-dominée et leurs directions stables et instables sont N-uniformément contrac-
tées a la période par g et ¢g—! respectivement. Le corollaire 5.9 montre que f n’a qu’un nombre
fini de classes homoclines distinctes. Nous en déduisons :

Affirmation. f n’a qu’un nombre fini de classe de récurrence par chaines.

Démonstration. Si ce n’était pas le cas, on peut considérer une suite arbitrairement longue Uy C
Uy C --- C Uy = M d’ouverts filtrants (i.e. f(U;) C U;) telle que U1 \ U; contient une classe
de récurrence par chaines. Par une perturbation arbitrairement petite donnée par le lemme de
fermeture, on peut créer dans U;,; \ U; une orbite périodique. Puisque (*) est satisfaite cette
orbite peut étre associée & une orbite périodique O de f et puisque la suite (Uy,Us,...,Ug) est
filtrante, O appartient & U;;1 \ U;. On peut donc trouver k orbites périodiques pour f qui ne
sont pas homocliniquement reliées, contredisant la borne sur le nombre de classes homoclines de
f- O

Nous montrons par ’absurde que f est hyperbolique. Si ce n’est pas le cas, il existe une classe
de récurrence par chaines K qui n’est pas hyperbolique. Nous avons vu qu’elle est isolée dans
R(f). Puisque f ala propriété (*), toute orbite périodique contenue dans un voisinage de K pour
un difféomorphisme g proche de f peut étre associée a une orbite périodique de K. D’apreés le
lemme de fermeture, K contient donc des orbites périodiques. Soit ¢ 'indice maximal des points
périodiques contenus dans K.

Affirmation. Per;(K) n’est pas hyperbolique.

Démonstration. En effet si Per;(K) est un ensemble hyperbolique A, il se décompose en un
nombre fini de classes homoclines hyperboliques disjointes. Soit H(p) l'une d’entre elles. Puisque
H(p) est strictement contenu dans la classe de récurrence par chaines K, on peut trouver
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z* € KNW*H(p)) \Aetz* € KNWYH(p)) \ A. Le lemme de connexion pour les pseudo-
orbites permet par une perturbation de créer une orbite homocline transverse en z® pour I’en-
semble hyperbolique H(p) et un difféomorphisme proche g. Le difféomorphisme g posséde donc
un ensemble hyperbolique A4 qui est la continuation hyperbolique de A, ainsi que des points
périodiques d’indice ¢ proches de z*® : nous avons créé par perturbation de nouvelles orbites
périodiques, contredisant (*). O

L’ensemble Per;(K) est union d’un nombre fini de classes homoclines associées & des points
périodiques d’indice . L'une d’entre elles, notée H(p), n’est pas hyperbolique. D’aprés ce qui
préceéde, elle posséde une décomposition dominée Ty M = E @ F telle que dim(FE) est égale a
la dimension stable de p.

Affirmation. Le fibré F' est uniformément dilaté.

Démonstration. Si 'on suppose par I’absurde que ce n’est pas le cas, il existe une mesure ergo-
dique p supportée par H(p) qui vérifie [ || D flgN |ldp > 1. En appliquant le lemme de fermeture
ergodique, on obtient une orbite périodique O proche de H(p) pour un difféomorphisme g proche
de f pour laquelle le fibré F n’est pas N-uniformément contracté a la période par g~ . Si O est
d’indice %, ceci contredit la propriété (*). Sinon O est d’indice supérieur a ¢, contredisant le choix
d’un indice maximal 3. O

Pour conclure, nous appliquons le lemme de sélection de Mané (théoréme 5.15) a ’ensemble
H(p) et ala décomposition E @& F. Nous en déduisons que f posséde une orbite périodique qui
n’est pas N-uniformément contractée a la période le long de E. C’est une contradiction. O

7.8 Controle des variétés invariantes

Les techniques de Gourmelon permettent de faire bifurquer une orbite périodique comme
dans les sections précédentes, tout en contrdlant certaines orbites homoclines (voir [65]). En
particulier, ceci permet [64] de créer des tangences a l'intérieur d’une classe homocline.

Théoréme 7.15 (Gourmelon). Toute classe homocline H(O) de f a l'une de ces propriétés :
— il existe une perturbation g de f telle que O posséde une tangence homocline,
~ il existe une décomposition dominée Tyo)M = E @ F telle que dim(E) = dim(E°(0)).

Potrie a appliqué [134] les techniques de ce chapitre a I’étude des classes homoclines qui sont
stable au sens de Lyapunov 4 la fois pour f et f~! : puisqu’une telle classe H(p) reste un quasi-
attracteur pour tout difféomorphisme générique proche, il n’est pas possible de faire bifurquer
I'une de ses orbites périodiques O en un puits tout en préservant U'intersection W™ (p) N W*(0).

Théoréme 7.16 (Potrie). Il existe un Gj dense G C Diff' (M) tel que pour tout f € G, toute
classe homocline qui est stable au sens de Lyapunov d la fois pour f et f~' posséde une décom-
position dominée non triviale.

Les bifurcations d’orbites périodiques avec controle de la classe homocline seront plus large-
ment étudiée au chapitre 8.
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7.9 Exemples d’Abraham-Smale

Nous reprenons la méthode de construction de Abraham-Smale pour obtenir les résultats
déja mentionnés de [10, 165, 29, 18] et [108, section 8]. L’idée est de considérer des ensembles
hyperboliques transitifs d’une variété de dimension trois dont le fibré stable est un fibré en droites,
mais dont la variété stable est de dimension deux (elle est feuilletée par les variétés stables des
points de I’ensemble hyperbolique qui sont des sous-variétés de dimension un).

Théoréme 7.17 (Newhouse [108], Asaoka [18]). Toute variété M de dimension > 3, posséde un
ouvert non vide U C Diff! (M) de diffécomorphismes ayant une orbite périodique O qui présente
une tangence homocline robuste. De plus, la classe homocline H(O) n’a pas de décomposition
dominée non triviale.

D’aprés le théoréme 7.11, pour tout difféomorphisme f appartenant & un Gy dense de U,
la classe homocline H est donc limite d’une infinité de puits ou de sources. (Phénoméne de
Newhouse identifié par Bonatti-Diaz.) Ceci fournit un exemple de dynamique sauvage, mentionné
en introduction.

Démonstration. La construction utilise ’exemple dii & Plykin [131] (voir aussi [158, section 8.9 |)
en dimension deux d’un difféomorphisme fy ayant un ensemble hyperbolique transitif A d’indice
1 qui est un attracteur. Sa variété stable locale est un voisinage 3. de A feuilleté par les variétés
locales W} (x), x € A. Voir la figure 7.1.

FiGg. 7.1 — Exemple d’attracteur de Plykin.

On peut alors plonger ¥ x (—1,1) dans M et considérer des difféomorphismes f € Diff! (M)
coincidant avec l'application (z,y) — (fo(z),u.y) sur & x (=1,1). Pour g > 1 suffisamment
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grand, la décomposition T,M = E* @ EY aux points z € A correspondant aux coordonnées (z,y)
est dominée. On en déduit (voir par exemple le théoréme 6.1) que pour tout difféomorphisme g
proche de f, la continuation hyperbolique A4 de A est contenue dans une sous-variété invariante
Y4 qui est C'-proche de .

Pour tout g proche de f, la surface ¥, est encore contenue dans I’ensemble stable de A,
et posséde un feuilletage F*° en variétés stables W/ (z), z € A4. Fixons une orbite périodique

O C A. Sa continuation Oy appartient a une variété instable W*(Oy) de dimension 2 possédant
un feuilletage F"* par variétés instables fortes de dimension 1. Voir la figure 7.2.

FiG. 7.2 — Plongement de ’attracteur de Plykin en dimension 3.

On peut alors modifier f hors d’un voisinage de ¥ pour que W**(0) et ¥ aient un point
d’intersection transverse ¢ hors de A tel que la feuille F5%({) soit tangente & W**(O) et de
sorte que ces propriétés restent satisfaites pour tout difféomorphisme g € Diff 1(M ) proche de f
et un point (, proche de (. Par conséquent, ’ensemble hyperbolique A, posséde une tangence
homocline robuste. Voir la figure 7.3.

On peut demander qu’au voisinage de &, il existe une feuille de F*° qui soit transverse &
W*"(0O). Pour tout g proche de f, il existe donc un point d’intersection non transverse (, entre
une feuille de F*5 et W*(O) qui soit accumulé par des points d’intersections transverses. Ceci
implique que (4, appartient a la classe homocline H(O,) associée & A,.

De la méme maniére, on peut construire indépendemment un point d’intersection transverse
¢ hors de A entre W*(0) et X tel que la feuille F**({) soit tangente & X et de sorte que ces
propriétés restent satisfaites pour tout difféomorphisme g € DiHI(M ) proche de f et un point
&g proche de &.

La classe homocline H(O,) ne posséde pas de décomposition dominée non triviale. En effet,
si elle possédait par exemple une décomposition Ty o, )M = E® F avec dim(E) = 1, il est facile
de voir que l'espace E¢, coinciderait avec l’espace tangent a la feuille F*° (¢q) en (g4 et espace
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w*(0)
F1G. 7.3 — Intersection critique de F** et W*(O).

F¢, avec I'espace tangent a W*(O). Par construction ces espaces ne sont pas transverse et on
obtiendrait une contradiction. O

Addenda. Cette construction offre beaucoup de souplesse. On peut plonger indépendemment
les dynamiques (z,y) = (fo(z),p-y) et (z,9) = (f; ' (), p " .y) et ainsi construire un difféo-
morphisme f de M qui posséde deux ensembles hyperboliques A, A’, I'un d’indice 1 et 1'autre
d’indice 2, tels que :
— A et A’ sont chacun contenu dans une surface 3, ¥/ invariante par f et f~! respectivement,
ayant un point d’intersection transverse.
~ A, A" possédent chacun une orbite périodique O, O’ telles que les variétés invariantes (de
dimension deux) W*(O) et W*(0O') aient un point d’intersection transverse.
On obtient donc la propriété suivante qui permet d’obtenir le théoréme 3.7.

1l existe un ouvert non vide U C Diﬂl(M) de difféomorphismes ayant des ensembles hyper-
boliqgues A, A" d’indice 1 et 2 respectivement qui présentent un cycle robuste : W*(A) N W*3(A)
et W*(A') N W*(A) sont non vides.

En dimension plus grande, la méme construction permet de lier robustement des ensembles
hyperboliques de tout indice compris entre 1 et d —1 et d’empécher I'existence de décomposition
dominée non triviale.

7.10 Problémes

a) Autres perturbations d’orbites périodiques. D’autres types de perturbations de co-
cycles pourraient se révéler intéressants et donner lieu & des résultats perturbatifs dans le méme
esprit que ceux qui ont été présentés dans ce chapitre. Par exemple, on peut poser les questions
suivantes.
— Sous quelles conditions peut-on perturber une orbite périodique pour obtenir k > 1 valeur
propres de module 1 2
— Quels sont les indices que l’on peut atteindre par bifurcation ?
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— Sous quelles conditions peut-on créer des valeurs propres complezes ?
Nous renvoyons aussi & [65] pour d’autres types de contraintes sur les perturbations de co-
cycles.

b) Hyperbolicité en volume des classes isolées. La démonstration du théoréme 7.13
permet de préciser la question 4.13.

Question 7.18. Supposons que f vérifie une condition C'-générique, considérons une mesure
ergodique p pour f et un point z appartenant a la classe de récurrence par chaines du support
de p.

Eziste-t-il une suite de points périodiques (pp) convergeant vers x telles que la suite des
mesures périodiques associées converge faiblement vers u ¢

On obtiendrait alors une version plus forte des théorémes 7.10 et 7.13 et une réponse affir-
mative a la question suivante.

Question 7.19. Supposons que f vérifie une condition C'-générique.

Est-ce que toute classe homocline H (ou plus généralement tout ensemble transitif par chai-
nes) vérifie la dichotomie suivante ?

— H est hyperbolique en volume ;

— H (ou une partie de H) est limite de Hausdorff d’une infinité de puits ou de sources.

c) Stabilité structurelle en régularité supérieure. Nous avons déja signalé que peu de ré-
sultats perturbatifs sont connus en régularité plus grande. En particulier, le lemme de Franks (qui
est la motivation principale pour les résultats de ce chapitre) devient faux (voir [152, théoréme
D]). Nous renvoyons a [147] pour une discussion de la stabilité structurelle C”, r > 1.



Chapitre 8

Points périodiques homocliniquement
liés

Au chapitre 7, nous avons considéré séparément les orbites périodiques d’un difféomorphisme.
Nous étudions & présent les orbites contenues dans une méme classe de récurrence par chaines :
elles sont liées par la dynamique. Ceci permet d’une part de propager certaines propriétés vérifiées
sur une partie & ’ensemble de la classe et d’autre part d’obtenir de nouvelles orbites périodiques
comme moyenne d’orbites périodiques de la classe (spécification).

8.1 Spécification au sein d’une classe homocline (indice fixé)

Bowen a montré [42] que I'ensemble des orbites périodiques contenues dans un ensemble
basique d’un difféomorphisme hyperbolique posséde une propriété de spécification.

Définition 8.1. Un ensemble d’orbites périodiques O a la propriété de spécification si pour tout
€ > 0 et pour toute collection finie d’orbites O1,...,0; € O, il existe N > 1 vérifiant : pour
toute suites finies {i1,...,i¢} C {1,...,s} et {n1,...,ne} C N, il existe une orbite périodique
O ={z, f(z),..., [T (x) = z} appartenant & O et des entiers ki, ..., kg tels que :
- 0<kjy1 —(kj+mn;) <N pour tout j € {1,...,£—1} et 0 < (k1 +7) — (k¢ +ng) < N;
— f¥(z) appartient au e-voisinage de O;; pour tous j € {1,... L} et kj <k <kj+mn;— 1.

Pour les ensembles hyperboliques, ’entier N ne dépend pas des orbites Oy, ..., O;. Le résultat
de Bowen a été généralisée [33] aux classes homoclines.'

Proposition 8.2 (lemme 1.9 de [33]). Pour tout point périodique hyperbolique p, l’ensemble des
orbites périodiques hyperboliques homocliniguement reliées a p posséde la propriété de spécifica-
tion.

Les cocycles linéaires au-dessus d’une familles d’orbites périodiques ayant la propriété de
spécification permettent plus de perturbations que les cocycles linéaires généraux étudiés au
chapitre 7. (Il devient possible de remplacer une orbite périodique O par une orbite périodique
O' passant une grande proportion de temps proche de O. La nouvelle orbite ressemble a O, mais

!La notion de spécification définie dans [42] est plus générale, puisqu’elle autorise A travailler avec des segments
d’orbites qui ne sont pas périodiques. La définition proposée par [33], sous le terme de “transition”, est, elle aussi,
un peu différente : elle décrit les cocycles linéaires au-dessus d’une famille d’orbites périodiques.
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tout événement qui apparait le long de l'orbite de O apparait un grand nombre de fois le long
de lorbite de O'".) On obtient une version plus forte du théoréme 7.3.

Théoréme 8.3 (Bonatti-Diaz-Pujals). Pour tout ¢ > 0, il existe N > 1 tel que toute famille
d’orbites périodiques O de f ayant la propriété de spécification satisfait l'un de ces deuzx cas :
— 1l existe une décomposition N -dominée non triviale au-dessus de O,
— il existe une orbite O = {z, f(x),..., f7(x) = z} dans O et une e-perturbation By,...,B;
de la différentielle Df(f(x)),...,Df(f"(x)) de f le long de O tels que le produit B, ... By
soit une homothétie.

8.2 Cycles hétérodimensionnels

Une autre bifurcation introduite dans [110] et mettant en jeu les variétés invariantes d’orbites
périodiques s’est révélée importante (voir [35, chapitre 6]). Elle permet en particulier d’obtenir
une propriété de spécification entre points périodiques d’indices différents.

Définition 8.4. Deux orbites périodiques hyperboliques O1, O2 forment un cycle hétérodimen-
sionnel si leurs indices sont différents et si W*(O1) N W#(0O3) et W*(O2) N W#(O1) ne sont pas
vides.

Ce type de bifurcation a été étudié intensivement notamment par L. Diaz et ses collaborateurs.
Bien siir, I’ensemble des difféomorphismes ayant un cycle hétérodimensionnel forme une partie
maigre de Diff' (M). On peut toutefois renforcer la définition précédente.

Définition 8.5. Deux orbites périodiques hyperboliques O1, Os forment un cycle hétérodimensi-
onnel robuste s’il existe des ensembles hyperboliques transitifs K, L contenant respectivement Oy
et Oy, tels que pour tout diffeomorphisme g € Diff' (M) proche de f, on a W¥%(K,)NW?*(L,) # 0
et W¥(Ky) NW*(Lg) # 0 pour les continuations hyperboliques Ky, Ly de K et L.

La section 7.9 présente des difféeomorphismes avec cycles hétérodimensionnels robustes.

Connexions fortes. Nous présentons maintenant un cadre qui permet d’obtenir un cycle hété-
rodimensionnel par perturbation. Considérons le cas ou K est muni d’une structure partiellement
hyperbolique Tk M = E° @ E° @ E" avec dim(E°) = 1 et supposons que pour tout voisinage
U de K et tout § > 0, il existe un difféomorphisme f’ proche de f et une orbite périodique
O contenue dans U dont l'exposant central appartient & (—d,d) et telle que W**(O) \ O et
W#5(0) \ O s’intersectent. On peut alors créer un cycle hétérodimensionnel en appliquant la
remarque suivante.

Lemme 8.6. Soit O une orbite périodique ayant un unique exposant nul et telle que W"*(O) \
O et W*5(0) \ O s’intersectent. Il existe alors un difféomorphisme Cl-proche ayant un cycle
hétérodimensionnel.

Démonstration. Par perturbation, on crée au voisinage de O deux orbites périodiques O1, Os
ayant des exposants respectivement positifs et négatifs dans la direction centrale et connecté
par un segment central. L'intersection entre W**(0) \ O et W*5(0) \ O permet d’obtenir une
intersection entre W*%(Os) \ Oz et W*5(01) \ O;. Voir la figure 8.1. O

Nous dirons qu’une orbite périodique O C K posséde une connezion forte lorsque W**(0)\ O
et W*5(0) \ O s’intersectent.
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Fia. 8.1 — Création d’un cycle hétérodimensionnel.

Connexions fortes généralisées. Nous donnons maintenant un mécanisme plus général que
le lemme précédent pour engendrer des cycles hétérodimensionnels (voir par exemple [52]).

Lemme 8.7. Considérons une classe homocline H(p) vérifiant :
— il existe une décomposition dominée TppyM = E © E° ® F telle que dim(E€) = 1 et
dim(E @ E°) coincide avec la dimension stable de p,
~ la variété stable forte W*(p) tangente a E, coupe H(p) en un point différent de p,
et supposons qu’il existe des orbites périodiques homocliniquement reliées & p ayant des exposants
centrauz arbitrairement proches de 0.
11 existe alors un difféomorphisme C'-proche ayant un cycle hétérodimensionnel.

Nous dirons qu’une classe homocline posséde une connexion forte généralisée si elle vérifie
les deux propriétés du lemme précédent.

8.3 Spécification au sein d’une classe homocline (indice variable)

Afin de travailler avec des orbites périodiques d’indices différents nous affaiblissons la pro-
priété de spécification.

Définition 8.8. Un ensemble d’orbites périodiques O a la propriété du barycentre si pour tous
e>0,p€ (0,1) et 01,09 € O, il existe O = {z, f(z),..., f"(x) = z} appartenant & O et des
parties disjointes I, J C {1,...,7} tels que :

~ Card(I) > (p—¢).7 et Card(J) > (1 — p —¢).T;

— f*(z) appartient au e-voisinage de Oy (resp. de Og) pour tout k € I (resp. k € J).

Pour un difféomorphisme C'-générique, la propriété du barycentre est vérifiée [4] au sein des
classes homoclines.

Théoréme 8.9 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Il eziste un Gs dense G C Diff'(M) tel que pour
tout f € G et toute classe homocline H(p) de f, l’ensemble des orbites périodiques de f contenues
dans H(p) a la propriété du barycentre.

La démonstration reprend des arguments perturbatifs de [34, 6] : considérons deux orbites
périodiques O1, Oy de périodes 71, T, contenues dans H(p). En utilisant la proposition 7.2, on
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peut toujours supposer que leurs valeurs propres sont réelles et de multiplicité égale & 1. On peut
alors perturber f et obtenir un difféomorphisme f pour lequel O et Oy sont reliée par un cycle
hétérodimensionnel (voir la section 3.3).

On peut supposer de plus que le cycle est linéaire : il existe £ € W*(O1) N W5(03), y €
W¥(02) NW*(01) et des cartes p1: Vi — R%, g Vo — R? au voisinage de O; et Oy tels que

— dans les cartes @1, @2, I'application f est affine et sa différentielle est diagonale;

— il existe un itéré négatif ™= (x) (resp. f™ (y)) dont l'orbite négative reste proche de O;
(resp. O32) et un itéré positif f";:r (zT) (resp. f"; (7)) dont l'orbite positive reste proche
de Oy (resp. O1) tels que I’application f™ +nd (resp. f™ "’”;) est affine au voisinage de
f™ (z) (resp. f™ (y)) et sa différentielle est diagonale.

Pour tous £1,4y suffisamment grands, on crée alors par perturbation de f au voisinage de ,
une orbite périodique de période £1.71 + lo.To +n, + n} + n, + n; qui posséde £1.17 itérés
consécutifs dans Vi et £9.19 itérés consécutifs dans V5. Par construction l'indice de orbite crée
O est compris entre ceux de 01 et Oy. De plus, pour un ouvert de difféeomorphismes, W*(O)
intersecte la variété stable de 'une des orbites O1, 02 et W#(O) intersecte la variété instable de
l'autre. Puisque pour tout difféomorphisme C'!'-générique au voisinage de f les classes homoclines
de O1 et Oy coincident, il existe un difféomorphisme proche de f pour lequel O appartient &
cette classe.

8.4 Application (1) : indices des classes homoclines

Ceci permet de retrouver des résultats de [34, 6].

Corollaire 8.10 ([34, 6]). Il existe un Gs dense G C Diff* (M) tel que pour tout f € G et toute
classe homocline H(p) de f, l’ensemble des indices des orbites périodiques de f contenues dans
H(p) est un intervalle de N.

En combinant ce résultat avec le théoréme 7.15, on obtient 1’existence de fibrés centraux de
dimension 1 au-dessus des classes homoclines loin des tangences homoclines.

Corollaire 8.11 (Gourmelon [64]). II eziste un G5 dense G C Diff' (M) tel que pour tout f € G
et toute classe homocline H(p) de f l'une des deuzx propriétés suivantes est vérifiée.
~ H(p) posséde une décomposition dominée

TyyM=E®E{® - 0 E6F,

telle que dim(E) et d — dim(F) sont respectivement l’indice minimal et l'indice mazimal
de H(p) et chaque fibré E est de dimension 1.

— Il existe une orbite périodiqgue O homocliniguement reliée & p et une perturbation g €
Diff' (M) de f telle que la continuation hyperbolique de O a une tangence homocline.

8.5 Application (2) : mesures génériques portées par une classe
homocline isolée

Voici d’autres conséquences tirées de [4].
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Corollaire 8.12 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Il eziste un G dense G C Diff'(M) tel que pour
tout f € G et toute classe de récurrence par chaines K de f, qui est isolée dans R(f), toute mesure
de probabilité invariante supportée sur K est limite faible de mesures de probabilité supportées
sur des orbites périodiques de K.

En effet, la propriété est vérifiée pour les mesures ergodiques d’aprés le lemme de fermeture
ergodique (théoréme 4.1). Les orbites périodiques appartiennent nécessairement a K. Les mesures
invariantes non ergodiques sont approchées par des barycentres de mesures ergodiques et on
conclut en utilisant la propriété du barycentre.

On en déduit le résultat suivant, démontré par Sigmund [164] dans le cas des ensembles
hyperboliques localement maximaux transitifs et annoncé par Mafié [95].

Théoréme 8.13 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Il existe un Gs dense G C Diff* (M) tel que pour
tout f € G et toute classe de récurrence par chaines K de f, qui est isolée dans R(f), l’ensemble
des mesures de probabilité invariantes p supportées dans K contient un G5 dense de mesures qui
sont :

— ergodiques,

- de support total (Supp(u) = K),

— d’entropie nulle,

— hyperboliques,

— et dont la décomposition d’Oseledets Ty,M = E1 @ ---® E; en u-presque tout point s’étend

a lespace tangent au-dessus de K en une décomposition dominée.

Voici une conséquence du théoréme précédent et de la proposition 5.10.

Corollaire 8.14 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Pour toute classe homocline isolée H(O) d’un
difféomorphisme Cl-générique et toute mesure générique p supportées sur H(O), presque tout
point posséde une variété stable et une variété instable.

Utilisant la spécification, Diaz et Gorodetski [53] obtiennent l’existence de mesures ergodiques
non hyperboliques.

Théoréme 8.15 (Diaz-Gorodetski). Il existe un Gy dense G C Diff* (M) tel que pour tout f € G
toute classe homocline contenant des points périodiques d’indices différents contient également
une mesure invariante ergodique ayant au moins un erposant de Lyapunov nul.

8.6 Application (3) : dynamique universelle

Pour k£ > 1, notons D* la boule standard fermée unité de R* et DiffT, + (D) lespace des
plongements C" préservant I'orientation de D¥ dans l'intérieur d’elle-méme, muni de la topologie
C", r e 0,+o0].

Un difféomorphisme est k-universel si sa dynamique contient les dynamiques associées & une
partie dense d’éléments de Diﬂ'Ilnt, +(DF). Donnons une définition plus précise.

Définition 8.16. Considérons un entier 1 < k < d. Un diffeomorphisme f € Diff!(M) est
k-universel au voisinage d’un ensemble compact invariant K par f si pour tout ouvert O C
Diffllnt, +(D*) et tout voisinage U de K, il existe un plongement ¢: D¥ — M et un entier £ > 1
vérifiant :
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1. I'image D de D* dans M est disjointe de ses £ — 1 premiers itérés,

2. les ensembles f¢(D), i € {0,...,£ — 1} sont contenus dans U,

3. fYD) est contenu dans D et I'application ¢~! o f¢ o ¢ définie sur D¥ appartient a O.
Lorsque K = M nous dirons simplement que f est k-universel.

Remarque 8.17. 1. Si f est k-universel au voisinage de K, 'application f~! l’est également
puisque pour tout difféomorphisme h € Diffllnt’ L(DF), il existe g € Diffllnt’ L (D*) tel que
I'image de la boule standard %]D)k de rayon 1/2 par g contient dans son intérieur %]D)k et

I'application z + 2.g7 ' (z/2) coincide avec h sur DF.

2. Les dynamiques génériques d-universelles sur une variété de dimension d sont les dyna-
miques génériques les plus compliquées puisqu’elles contiennent toutes les pathologies asso-
ciées aux difféomorphismes génériques de Diﬂ'Ilnt, +(]D>d) : lorsque d > 3, une telle dynamique
posséde une infinité de puits et de sources, des cycles hétérodimensionnels robustes, des
tangences homoclines robustes,...

Voici un critére [28] d’existence de dynamique universelle.

Théoréme 8.18 (Bonatti-Diaz). Il eziste un Gs dense de Diff' (M) dont les difféomorphismes
sont d-universels au voisinage de toute classe homocline H(O) vérifiant les propriétés suivantes :
— H(O) n’a pas de décomposition dominée non triviale,
— H(O) contient des orbites périodiques {z, f(x),..., fT"1(x)} dont le jacobien & la période
| det DfT| est de module strictement plus grand que 1, et des orbites dont le jacobien moyen
a la période est de module strictement plus petit que 1.

Idée de la démonstration. On utilisera le lemme élémentaire suivant (voir [78, Chapitre 8]).

Lemme 8.19. Pour tout k > 1, et tout élément h € Diffﬁ‘l’t,_l_(]])k), il existe une application
différentiable H: RE x [0,1] — RF telle que
— pour tout t € [0,1], hy = H(.,t) est un difféomorphisme de R* qui coincide avec l'identité
hors d’une partie compacte de RF ;
— ho est lidentité de R* ;
— la restriction de hy a D* coincide avec h.

Démonstration du lemme. On peut se ramener au cas o h fixe 0.

On construit tout d’abord une application H: D¥ x [0,1] — R* de classe C™ telle que hg est
lidentité sur D et hy coincide avec h sur DF. En effet, on peut choisir un chemin différentiable
dans GL(n,R) entre Id et Doh paramétré par [0,1/2]. Pour s € (0,1/2], on définit h,_ /o comme
restriction & D de I’application z + s 1.h(s.2).

En différentiant l'application (z,t) — (hi(x),t) on obtient un champs de vecteurs de la forme
(%ht, 1). En I’étendant au moyen d'une partition de 'unité, on définit un champs de vecteurs
dépendant du temps (Xt)te[o,l] sur R¢ 3 support compact. L’application H est alors le flot
associé. O

Considérons un voisinage ouvert U de H(O) et un élément h € Difffj, L (D).
En utilisant le théoréme 8.9, on déduit qu'’il existe dans H(O) un ensemble dense de points

périodiques {z, f(z),..., f7'(z)} dont le jacobien det D f7 est positif et dont le jacobien moyen
a la période (det Df] )1/ T est arbitrairement proche de 1. On peut aussi choisir cet ensemble
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pour qu'il ait la propriété de spécification. Puisque H(O) n’a pas de décomposition dominée,
il existe (théoréme 8.3) une telle orbite périodique {z, f(z),...,f " (z)} et une perturbation
arbitrairement petite fi de f pour laquelle D, f] est une homothétie. Puisque le jacobien moyen
a la période de l'orbite de = est proche de 1, on peut aussi perturber pour que D, f] soit l'identité
de T, M. Une nouvelle perturbation fo permet de créer un plongement ¢g: D¢ — M vérifiant les
propriétés 1 et 2 de la définition 8.16 et telle que f3 coincide avec l'identité sur Dy = g (D?).
D’aprés le lemme 8.19, il existe une famille de difféomorphismes (h¢);e[o,1] de R? et p > 0 tels
que ho = Id, hy coincide avec h sur D? et pour tout ¢ € [0,1] le support du difféomorphisme h;
soit contenu dans la boule de rayon p. On choisit alors un entier L > 1 suffisamment grand pour
que chaque diffeomorphisme g; := h(; 1)/, © hz_/}: pour 0 < ¢ < L soit arbitrairement proche de

I'identité de R? en topologie C'. Nous avons ainsi fragmenté le difféomorphisme h :

hy =gr-10---0go.

On peut perturber fs en un difféomorphisme f3 ayant les mémes propriétés sauf que ¢ Lo
f3 opp coincide avec la rotation R d’angle 1/L € [0,1] sur D?. Si L est suffisamment grand, cette
perturbation de f3 est suffisamment petite. Il existe une boule B C ID? disjointe de ses L — 1
premiers itérés par R : c’est Iimage de la boule standard p.D¢ de rayon p par une homothétie
T. Sur ¢o(R*(B)), pour 0 < i < L, on remplace f3 par la composition

fso(pooR oT)ogio(T ' oR Topyt).

Par construction, cette application fy est une petite perturbation de f dans Diff* (M). Sil’on pose
¢ = L.7, la boule ¢po(B) est £-périodique, disjointe de ses £ — 1 premiers itérés et le plongement
@ = o o T envoie D? sur une boule D C B et vérifie h = ¢! o ff o ¢ sur DA.

Puisque Difffy +(D?) est dense dans Diffllnt’ +(D?), nous avons montré que pour tout dif-
féeomorphisme f ayant une classe homocline H(O) vérifiant les hypothése du théoréme 8.18,
pour tout voisinage U de H(O), pour tout ouvert non vide O C Diff%nt’ 4 (D?), il existe une
perturbation A’ € Diff! (M) de f et un plongement ¢: D — M tel que les propriétés 1, 2, 3 de la
définition 8.16 soient satisfaites. On conclut la démonstration par un argument de généricité. [J

Les constructions de la section 7.9 montrent que pour toute variété M de dimension d > 3,
il existe un ouvert non vide O C Diff 1(M ) de difféomorphismes ayant une classe homocline qui
vérifie les propriétés du théoréme 8.18. Voici une conséquence.

Corollaire 8.20. Pour toute variété de dimension d > 3, il eriste un ouvert non vide O C
Diff' (M) et un Gs dense de O formé de difféomorphismes qui sont d-universels au voisinage
d’une classe homocline H(O).

Les dynamiques d-universelles impliquent 1’existence de classes apériodiques.

Proposition 8.21 (Bonatti-Diaz). Pour d > 3, il existe un Gs dense G C Diff' (M) tel que tout
difféomorphisme d-universel f € G posséde un ensemble non dénombrable de classes apériodiques
qui sont stables au sens de Lyapunov pour f et pour f—1.



90 CHAPITRE 8. POINTS PERIODIQUES HOMOCLINIQUEMENT LIES

Démonstration. Il existe un ouvert O C Diffllnt, +(ID)d) de difféomorphismes ayant une classe
homocline H(O) vérifiant les propriétés du théoréme 8.18. En appliquant inductivement le théo-
réme 8.18, on en déduit qu’il existe une suite de plongements ¢, : D¢ — M et d’entiers £, tels
que pour tout n > 1 :
— l'image Dy, = ¢, (D?) est disjointe de ses £, premiers itérés et vérifie f(D,) C Int(Dy)
pour n pair et f~(D,,) C Int(D,) pour n impair;
~ le supremum des diamétres des ensembles f*(p" (D)) pour n > 1 et |k| < £, tend vers 0
lorsque n — +00;
—prlto ff ¢, pour n pair et oolof ~tn i, pour n impair appartiennent a O ;
— la suite (Dy,) est décroissante.
L’intersection décroissante

K= U D)

n Osk<£n

posséde une base de voisinages attractifs pour f et une base de voisinages attractifs pour f1.
Par conséquent K est une classe de récurrence par chaines qui est stable au sens de Lyapunov
pour f et f~1. Par construction elle n’a pas de point périodique.

Remarquons que dans chaque orbite D, U - U fen*l(Dn) on peut choisir deux orbites

+ - . . .
D i,... ,f£n+1_1(DjL'+1) et Dy, ... ,f£n+1_1(D;+1) disjointes. Il existe donc une collection non
dénombrable de suites (D,,) ayant les propriétés énoncées ci-dessus qui engendrent des classes
apériodiques deux & deux disjointes. O

Remarque 8.22. Les classes apériodiques ainsi obtenues sont des odométres. En particulier, leur
dynamique est minimale, uniquement ergodique.

8.7 Meélangeurs, obtention de bifurcations robustes

Dans le cadre des dynamiques C'-génériques, Bonatti et Diaz ont identifié [28, 31] un mé-
canisme (les mélangeurs) permettant de construire des cycles hétérodimensionnels robustes. On
peut se demander si tout difféeomorphisme ayant un cycle hétérodimensionnel peut étre approché
par un difféomorphisme ayant un cycle hétérodimensionnel robuste.

Théoréme 8.23 (Bonatti-Diaz). Il existe un Gs dense G C Diff' (M) tel que, tout f € G ayant
deuz orbites périodiques hyperboliques O1, 02 d’indices différents et contenues dans une méme
classe de récurrence par chaines posséde un cycle hétérodimensionnel robuste.

Le cycle hétérodimensionnel robuste est contenu dans un petit voisinage de la classe H(O1) =
H(O3). (Dans les bons cas, il appartient a la classe.)

Bonatti et Diaz ont annoncé [32] pouvoir rendre robuste une tangence homocline liée & une
classe homocline ayant plusieurs indices. Ceci compléte le théoréme 7.15.

Théoréme 8.24 (Bonatti-Diaz). Il existe un Gy dense G C Diff' (M) tel que pour tout f € G et
toute classe homocline H(O) contenant un point périodique d’indice différent de O, la dichotomie
(robuste) suivante est vérifié :

— O posséde une tangence robuste,

~ il existe une décomposition dominée Ty o)M = E @ F telle que dim(E) = dim(E°(O).
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8.8 Problémes

Au cours des chapitres 7 et 8, nous avons obtenu des résultats d’existence d’orbites pério-
diques par bifurcation de la dynamique au sein d’une classe de récurrence par chaines K. Nous
pouvons distinguer trois sortes d’orbites périodiques :

— les orbites périodiques contenues dans la classe K,

— celles qui sont proches de K en topologie de Hausdorff,

— celles contenues dans un voisinage de K.

a) Complétude des indices. Par exemple, le corollaire 8.10 donne des informations sur 1’en-
semble des indices d'une classe homocline. Nous pouvons naturellement formuler des questions
sur ’ensemble des indices des orbites périodiques contenues dans un voisinage d’une classe ho-
mocline. Le probléme de l'existence de classes pelliculaires (question 6.5) consiste & décrire le
lien entre ’ensemble des indices d’une classe et ’ensemble des indices des orbites périodiques
proches de la classe.

Question 8.25. Supposons que f vérifie une condition C'-générique et soit K une classe de
récurrence par chaines.
— Supposons que K soit limite de Hausdorff d’orbites périodiques d’indice © et 7 > 1. Est-elle
également limite d’orbites d’indice £ pour tout i < £ < j ?
— Supposons qu’une partie de K soit limite de Hausdorff d’orbites périodiques d’indice 1.
Est-ce également le cas de la classe K toute entiére ¢

Cette seconde question est bien str reliée & la question 4.13. Une réponse positive permettrait
a partir de la remarque 7.14 de répondre a la question 7.19. (Voir aussi la discussion de la
section 9.4)

b) Dynamique au sein des classes homoclines. Il serait trés intéressant d’étendre le co-
rollaire 8.12 aux classes homoclines non isolées. Les résultats de ce chapitre montrent que I’on
peut se ramener au cas des mesures ergodiques.

Question 8.26. Supposons que f vérifie une condition C'-générique et soit H(O) une classe
homocline de f.

Les mesures ergodiques supportées par H(O) sont-elles limites faibles de mesures de probabilité
invariantes supportées par des orbites périodiques de H(O) ?

Un tel “lemme de fermeture ergodique au sein des classes homoclines” permettrait par exemple
de répondre a la question 7.19 ainsi qu’a la question 4.13 pour les classes homoclines.

Nous avons une compréhension relativement fine des orbites périodiques & l'intérieur d’une
classe homocline, mais la dynamique reste mal comprise, en particulier les questions de théorie
ergodique.

Question 8.27. Considérons une classe homocline H(O) d’un difféomorphisme C'-générique.
Eziste-t-il une mesure d’entropie mazimale ?
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¢) Importance des cycles hétérodimensionnels. Tous les exemples connus de dynamiques
robustement non hyperboliques possédent un cycle hétérodimensionnel. Bonatti et Diaz [31] ont
conjecturé que c¢’ést toujours le cas.

Conjecture d’hyperbolicité (Bonatti-Diaz). Tout difféomorphisme peut étre approché dans
Diﬁ'l(M) par un difféomorphisme qui est hyperbolique ou posséde un cycle hétérodimensionnel
robuste.

Cette conjecture concerne exclusivement la topologie C'! puisqu’elle n’est pas vérifiée par les
diffeomorphismes C? des surfaces (du fait du phénoméne de Newhouse). Une étape dans cette
direction serait de montrer que la présence de tangences homoclines implique ’existence de cycles
hétérodimensionnels.

On peut énoncer des versions semi-locales de cette conjecture.

Question 8.28. Supposons que f vérifie une condition C'-générique.

Est-ce que tout voisinage d’un ensemble transitif par chaine non hyperbolique contient un
cycle hétérodimensionnel robuste ?

Est-ce que toute classe homocline non hyperbolique contient un cycle hétérodimensionnel ro-
buste ?

d) Dynamique sur les surfaces. Le théoréme 3.7 montre que sur toute variété de dimension
supérieure ou égale 3 3, il existe des ouverts C' de difféomorphismes non hyperboliques. Cette
question reste ouvert en dimension 2. Smale a conjecturé ? que ce n’était pas le cas. C’est un cas
particulier de la conjecture d’hyperbolicité.

Conjecture (Smale). Lorsque dim(M) = 2, l’ensemble des difféomorphismes hyperboliques est
dense dans Diff' (M).

e) Tangences robustes. Par analogie avec les cycles hétérodimensionnels [31], on aimerait
savoir dans quelle mesure un difféomorphisme présentant une tangence homocline est approché
par des difféomorphismes ayant des tangences robustes.

Question 8.29. Considérons un ouvert U C Diff' (M) qui contient un ensemble dense de dif-
féomorphismes présentant une tangence homocline. FExiste-t-il un difféomorphisme dans U qui
posséde une tangence robuste ?

Cette question peut-étre décomposée en deux sous-problémes (voir [5, 22|).

Question 8.30. Considérons un difféomorphisme C'-générique qui est limite de difféomorphis-
mes ayant une tangence homocline. Eriste-t-il une classe homocline H(O) sans décomposition
dominée TyioyM = E® F avec dim(E) = dim(E°(0)) ?

Question 8.31. Considérons un difféomorphisme C'-générique et une classe homocline H(O)
n’ayant pas de décomposition dominée Tyoy = E ® F avec dim(E) = dim(E*(0)). Est-ce que
O posséde une tangence robuste ?

2Je n’ai pas trouvé de trace de cette conjecture sur les surfaces. Au début des années 1960, il a explicitement
posé le probléme de la densité des dynamiques structurellement stables [167]. Dans ses textes récents [174, 175],
Smale conjecturait la densité des dynamiques hyperboliques pour les endomorphismes en dimension 1.
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Sur les surfaces, le théoréme 7.9 montre qu’il n’y a pas de tangence robuste et une réponse
positive & la question 8.29 entrainerait la conjecture de Smale. Une approche possible consiste &
controler les points critiques de la dynamique : il résulte du travail de Pujals et Sambarino [149]
que les difféeomorphismes de surface génériques et non hyperboliques possédent des classes sans
décomposition dominée. Lorsque la dynamique sur une telle classe est dissipative (le jacobien de
toute mesure invariante est strictement négatif), Pujals et Rodriguez-Hertz [148] ont introduit un
ensemble critique : un ensemble fermé tel que tout compact invariant transitif qui ne le rencontre
pas est un puits ou posséde une décomposition dominée.
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Chapitre 9

Dynamique loin des tangences
homoclines : modéles centraux

L’un des objectifs de ce chapitre est I’étude des dynamiques qui ne peuvent pas étre approchés
par des difféomorphismes ayant des tangences homoclines. Une motivation est la conjecture de
Palis présentée en section 9.1.

Un aspect fondamental de cette approche consiste & comprendre la dynamique le long d’un
fibré de dimension un. Lorsque les exposants de Lyapunov sont nuls pour toute mesure invariante,
la dynamique de l'application tangente donne trés peu d’informations. Nous développons de
nouveaux outils, introduits dans [50, 51] pour obtenir des propriétés d’hyperbolicité topologique
ou pour trouver des obstructions a ’hyperbolicité qui apparaissent sur les orbites périodiques.

Nous utilisons les modeéles centraux pour montrer [50] que tout diffeomorphisme peut étre
approché dans Diff! (M) par un difféomorphisme Morse-Smale ou par un difféeomorphisme ayant
une intersection homocline transverse. Nous établissons un résultat [51] en direction de la conjec-
ture de Palis : tout difféomorphisme qui ne peut pas étre approché dans Diff* (M) par un dif-
féomorphisme ayant une tangence homocline ou un cycle hétérodimensionnel est partiellement
hyperbolique : ’ensemble récurrent par chaines se décompose en un nombre fini d’ensembles
compacts invariants partiellement hyperboliques dont le fibré central est de dimension au plus
égale & deux. Finalement, nous étudions les quasi-attracteurs des dynamiques génériques loin des
tangences homoclines : en particulier, J. Yang a montré [188] que ce sont des classes homoclines.

9.1 Meécanismes versus phénoménes

Un des buts de I'étude des difféomorphismes Cl-génériques est de structurer l’espace des
difféomorphismes en fonction des types de dynamiques qui apparaissent. Voir [161, 173]. Par
exemple, les difféomorphismes hyperboliques peuvent étre classés en trois ouverts de complexité
croissante : les difféomorphismes Morse-Smale, les difféomorphismes structurellement stables et
les difféeomorphismes Q-stables. Plus généralement, on cherche des parties (de préférence ouvertes)
de I’espace des difféomorphismes pour lesquelles la dynamique peut étre décrite globalement, avec
un degré de précision variable : on peut simplement chercher & décrire la décomposition en classes
de récurrence par chaines (FEst-elle finie ¢ sans classe apériodiques ?...) ou vouloir comprendre la
dynamique au sein de chaque classe de récurrence par chaines.

Une autre approche consiste & caractériser les ouverts précédément introduits en exhibant
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des obstructions qui apparaissent dans leur complémentaire. Par exemple, nous verrons en sec-
tion 9.10 que ’ensemble des difféeomorphismes ayant une intersection homocline non triviale est
dense dans le complémentaire de ’ensemble (ouvert) des dynamiques Morse-Smale.

On cherche des obstructions qui soient simples et faciles & détecter (en général mettant en
jeu des orbites périodiques). Elle ne décrivent pas la dynamique de facon satisfaisante puisque ce
sont souvent des bifurcations locales, mais elles peuvent engendrer une modification importante
de la dynamique. Une telle décomposition de I’espace des difféomorphismes en parties possédant
un ensemble dense de bifurcations et en ouverts de dynamiques globalement bien décrite est
appelée par E. Pujals décomposition par mécanismes et phénomeénes.

9.2 Caractérisation des dynamiques hyperboliques

Un autre exemple de dichotomie est une des conjecture proposée par Palis [116, 117, 118] qui
cherche a caractériser 'ouvert des dynamiques hyperboliques.

Conjecture (Palis). Tout difféomorphisme peut étre approché dans Diff' (M) par un difféomor-
phisme hyperbolique ou par un difféomorphisme qui présente une tangence homocline ou un cycle
hétérodimensionnel.

Nous verrons au chapitre 10 que cette conjecture a été résolue sur les surfaces par Pujals
et Sambarino. Une réponse positive & la conjecture d’hyperbolicité entrainerait la conjecture de
Palis. (Précisons toutefois que la conjecture de Palis a été également formulée en régularité C*,
k > 1 et que la conjecture d’hyperbolicité n’est pas satisfaite dans ce cadre.) Nous allons voir
maintenant que cette conjecture peut étre généralisée d’une autre fagon.

Notation. Par la suite, nous noterons T [’ensemble des difféomorphismes ayant une tangence
homocline et C ’ensemble de ceux qui possédent un cycle hétérodimensionnel.

La conjecture de Palis est vérifiée si ’on se restreint aux difféomorphismes dont le nombre
de classe de récurrence par chaines est robustement fini (voir [1, 60]).

Théoréme 9.1 (Abdenur,Gan-Wen). Tout difféomorphisme peut étre approché dans Difft (M)
par un diffcomorphisme g ayant 'une des propriétés suivantes :

— g est hyperbolique,

— g présente un cycle hétérodimensionnel,

— g posséde une infinité de classes de récurrence par chaines.

Démonstration. Considérons un difféomorphisme f qui ne peut pas étre approché par un diffé-
omorphisme ayant une infinité de classes de récurrence par chaines. Quitte & le perturber, on
peut supposer qu’il vérifie une condition de généricité. En particulier, ses classes sont des classes
homoclines H(p1),...,H(px) et tout difféeomorphisme proche de f posséde exactement k classes
de récurrence par chaines.

Supposons que la classe H(p;) (non triviale) n’est pas hyperbolique. Nous montrons que par
perturbation, il est possible de créer au voisinage de H (p;) un point périodique g d’indice différent
de l'indice de p;. Par hypothése le point ¢ appartient & la méme classe que p; et une nouvelle
perturbation permet alors de créer par perturbation un cycle hétérodimensionnel (section 3.3).



9.3. DYNAMIQUES NON CRITIQUES 97

Si la décomposition du fibré tangent au-dessus des orbites périodiques homocliniquement
reliée & p; en espaces stables et instables n’est pas uniformément dominée, le théoréme 7.3 permet
de conclure directement.

Si H(p;) possede une décomposition dominée Ty (p,) = E @ F avec dim(E) = dim(E*(p;)),
et si par exemple le fibré F n’est pas uniformément contracté, il existe une mesure ergodique
supportée sur H(p;) ayant un exposant de Lyapunov selon E positif ou nul. Le théoréme 4.1 et
son addendum permettent alors de créer un point périodique d’indice strictement plus petit que
dim(E). O

Nous avons déja mentionné I’existence de difféomorphismes C'-génériques dont le nombre de
classes de récurrence par chaines n’est pas fini. Les exemples connus sont toujours associés a la
présence de tangences homoclines et Bonatti a conjecturé [22] que c’est toujours le cas. Cette
nouvelle conjecture entrainerait donc la conjecture de Palis.

Conjecture de finitude (Bonatti). Il eziste un ouvert dense de Diff'(M)\ T formé de difféo-
morphismes dont le nombre de classes de récurrence par chaines est fini ?

Newhouse, Palis-Viana et Romero [109, 124, 159] ont montré que ’on obtient une infinité
de puits ou de sources pour certains difféomorphismes proches des tangences homoclines. Une
réponse positive & la conjecture de finitude donnerait une réciproque en topologie C' en répondant
& la question suivante.

Est-ce que tout difféomorphisme C'-générique présentant le phénomeéne de Newhouse peut étre
approché par un difféomorphisme ayant une tangence homocline ?

9.3 Dynamiques non critiques

La discussion qui précéde motive 1'étude des difféomorphismes (non hyperboliques) loin des
tangences homoclines. Nous connaissons plusieurs classes d’exemples :

— certaines dynamiques de type “dérivé d’Anosov” décrites en section 5.10,

— les dynamiques proches du temps 1 d’un flot d’Anosov ou du produit d’un difféomorphisme

d’Anosov par l'identité sur le cercle [28|.
Une classe d’exemples est fournie par la construction de Mané (section 5.10). La démonstration
du théoréme 9.1 nous montre que, pour de telles dynamiques, toute classe homocline non hy-
perbolique est accumulée par des points périodiques d’indices différents. La question principale
consiste alors & comprendre si ces points appartiennent tous & une méme classe (on obtient ainsi
des cycles hétérodimensionnels par perturbation) ou si le difféeomorphisme posséde une infinité
de classes distinctes.

Pour des dynamiques loin des tangences homoclines, le théoréme 7.6 montre que la décom-
position du fibré tangent en espaces stables et instables au-dessus des orbites périodiques est
uniformément dominée. Le théoréme 7.1 implique que tout fibré qui n’est pas uniformément
contracté ou dilaté permet de changer l'indice d’orbites périodiques. Une réponse positive a
la conjecture de finitude permettrait donc de répondre affirmativement au probléme suivant
(voir [6]).

Question 9.2. Egiste-t-il un Gs dense de Diff' (M) \ T formé de difféomorphismes dont toutes
les classe homoclines H ont une décomposition dominée

TyM = E° ® E°® EY,
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ot E* et E" sont uniformément contractés et dilatés et ou dim(E?®) et dim(E*® @ E€) sont res-
pectivement le plus petit et le plus grand indice de la classe H ¢

9.4 Ensembles minimaux non hyperboliques

Considérons un difféomorphisme f non hyperbolique. Il posséde un ensemble transitif par
chaines K qui n’est pas hyperbolique. On peut choisir K minimal pour l'inclusion : un tel
ensemble est alors appelé ensemble minimal non hyperbolique.

Lorsque f appartient a Diff' (M) \ T, le théoréme 5.17 implique le résultat suivant [61] qui
est une premiére réponse locale & la question 9.2.

Théoréme 9.3 (Gan-Wen-Yang). Pour tout difféomorphisme non hyperbolique f appartenant a
un Gy dense de Diff! (M) \ T, tout ensemble minimal non hyperbolique K admet une décompo-
sition dominée

TkM =FE°'®E{&®---® Ef ® E",

telle que E° et E* sont uniformément contractés respectivement par f et f~' et chaque fibré
central EY est de dimension 1.

Pour tout i € {1,...,k}, Uensemble K est limite de Hausdorff d’une suite d’orbites pério-
diques (Oy) dont lezposant de Lyapunov le long de Ef est arbitrairement proche de 0. Lorsque
k > 1, K est contenu dans une classe homocline H(p) et on peut choisir les orbites O, dans

H(p).

En particulier lorsque f est loin des cycles hétérodimensionnels, une classe homocline posséde
un unique indice (section 3.3). La dimension centrale est donc égale a 1 ou 2.

Corollaire 9.4 (Wen [183]). Pour tout difféomorphisme non hyperbolique f appartenant a un Gy
dense de Diﬂ'l(M) \T UC, tout ensemble minimal non hyperbolique K admet une décomposition
dominée de type Ty M = E° @ E°® E" ou Tk M = E° ® Ef @ ES @ E", telle que E® et E* sont
uniformément contractés respectivement par f et f~1 et chaque fibré central E€ ou E, E§ est de
dimension 1.

Dans le deuziéme cas, K est contenu dans une classe homocline d’indice dim(E®) + 1.

Démonstration du théoréme 9.8. Le corollaire 7.7 implique que pour tout 1 < ¢ < d, 'ensemble
Per;(f) des points périodiques de f d’indice i a une décomposition dominée Tper; ()M = E; ® F;
telle que dim(F;) = i. En particulier, le théoréme 5.17 s’applique.

Si K est contenu dans une classe apériodique (en considérant par exemple la décomposition
dominée triviale Tk M = E) seul le troisiéme cas du théoréme 5.17 peut avoir lieu : K contient
un ensemble partiellement hyperbolique A ayant un fibré central de dimension 1. Puisque K est
un ensemble minimal non hyperbolique, il coincide avec A.

Si K est contenu dans une classe homocline H, le théoréme 5.17 assure que ’ensemble des
indices de H est un intervalle. Ceci entraine l’existence d’une décomposition dominée

THM:F()@Ff@"'@FZC@FZ—Ha

telle que les fibrés Ff soient de dimension 1 et telle que H ne contienne pas de point d’indice
i < dim(Fp) ou i > d — dim(Fp,1). On peut supposer de plus que dim(Fp) et d — dim(Fyy1) sont
minimales pour ces propriétés.
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Si Fy n’est pas uniformément contracté au-dessus de K, nous envisageons les trois cas du
théoréme 5.17.

— Le premier cas n’apparait pas puisque H ne contient pas de point d’indice ¢ < dim(Fp).

— Dans le second cas, H contiendrait des points périodiques d’indice dim(Fp) ayant un expo-
sant de Lyapunov stable proche de 0. Puisque H est une classe homocline, I’ensemble de ces
points périodiques est dense dans H. Le théoreme 5.17 implique alors que Fy posséde une
décomposition dominée Fy = E @ E° telle que dim(E¢) = 1. Ceci contredit la minimalité
de dlm(Fo)

— Dans le troisiéme cas, I’ensemble K = A est partiellement hyperbolique et la dimension du
fibré central vaut 1.

Nous obtenons donc une décomposition dominée Tk M = E* @ Ef @ --- ® Ef @ EY o E* et
E* sont uniformément contracté et dilaté et ol chaque fibré Ef est de dimension 1 et n’est pas
uniformément contracté ni dilaté.

Sil’on suppose que k > 1, le troisiéme cas du théoréme 5.17 n’a pas lieu. Le théoréme appliqué
4 la décomposition (E* @ E) @ (F$® --- @ E*) pour f~! montre alors que K est contenu dans
une classe homocline H ayant des orbites périodiques d’indice supérieur ou égal & dim(E*) + 1.
Appliquons le théoréme & la décomposition (E* @ E) @ (E§& -+ @ E*) pour f :

— dans le premier cas du théoréme, H posséde aussi des orbites périodiques d’indice dim(E?)
et, d’apres le théoréme 8.9, H contient des orbites périodiques dont le (dim(E?®) + 1)-éme
exposant est arbitrairement proche de 0;

— dans le second cas, nous concluons directement que H posséde des orbites périodiques dont
le (dim(E*®) + 1)-éme exposant est arbitrairement proche de 0.

O

Passage du local au global. Nous souhaitons étendre la décomposition dominée donnée par
le théoréme 9.3 sur ’ensemble minimal non hyperbolique K & toute la classe de récurrence par
chaines C contenant K.

Pour chaque décomposition dominée E @ F sur K donnée par ce théoreme, il existe une
suite d’orbite périodiques (O,,) qui convergent vers K en topologie de Hausdorff et dont 'indice
est égal & dim(E). On peut espérer utiliser la transitivité par chaines de C pour construire
une suite d’orbites périodiques (O)) ayant le méme indice que les orbites O,, mais convergeant
vers C. (Ce serait le cas si les questions 8.25 ou 8.26 admettaient des réponses positives.) Si le
difféomorphisme f est loin des tangences homoclines, le corollaire 7.7 impliquerait alors que la
décomposition £ @ F' s’étend a toute la classe C.

La construction d’une telle suite d’orbites périodiques O}, est délicate et fait 'objet des résul-
tats principaux de ce chapitre. Si l’on sait montrer que les orbites périodiques O,, appartiennent &
la classe C, nous concluons directement puisque C coincide alors avec la classe homocline H(O,,)
et contient une orbite périodique du méme indice que O,, qui est e-dense dans C' pour tout € > 0.

9.5 Modéles centraux

a) Définition

Afin de décrire la dynamique centrale pour un ensemble K ayant une décomposition dominée
Tk M = Ey @ E€ @ E3 avec dim(E°) = 1, nous introduisons le modéle suivant.
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Définition 9.5. Un modéle central est une paire (I? ,f) formée
— d’un espace compact métrique K (sa base),
~ d'une application continue f: K x [0,1] — K x [0, 4+00),
satlsfalsant les proprletes suivantes :
- F(K x {0}) = K x {0};
- f est un homéomorphisme local au voisinage de K x {0} : il existe une application continue
§: K x [0,1] — K x [0, +oo) telle que fog et gof coincident avec l'identité respectivement
sur (K x [0,1]) et f~L(K x [0, 1]);
— F est un produit fibré de la forme f(w t) = (ﬁ(x),ﬁ(w,t))

Puisque K x [0,1] n’est pas préservé, la dynamique hors de K x {0} n’est pas toujours bien
définie. C’est pourtant cette partie qui nous intéresse ici.

Définition 9.6. — Un sous-ensemble S C K x [0,4+00) est une bande si pour tout T € K,
Vintersection § N {z} x [0,+00) est un intervalle.
— Une bande ouverte S qui satisfait f ( ) C S est dite attractive pour f
— Un intervalle {Z} x [0,a] avec a > 0 est un segment récurrent par chaines s'il est contenu
dans un ensemble compact invariant transitif par chaines A C K x [0, +00).

Des arguments similaires & ceux de Conley pour obtenir le théoréme 1.1 donnent un criteére
d’existence de bandes attractives.

Proposition 9.7 (proposition 2.5 de [50] et proposition 2.2 de [51]). Considérons un modéle
central (K, f) dont la base est transitive par chaines. Il y a 4 cas disjoints possibles.
— Les ensembles stables et instables par chaines de K x {0} ne sont pas triviauz. De fagon
équivalente, il existe un segment récurrent par chaines.
— Les ensembles stables et instables par chaines de K x {0} sont triviauz. De fagon équiva-
lente, il eziste une base de voisinages de K x {0} par bandes attractives pour f et une base
de voisinages de K x {0} par bandes attractives pour f L
— L’ensemble instable par chaines est trivial, Iensemble stablg\par chaines contient un voisi-
nage de K x {0}. Il existe alors une base de voisinages de K x {0} par bandes attractives.
— L’ensemble stable par chaines est trivial, l’ensemble instable par chaines contient un voisi-
nage de K x {0}. (C’est le cas symétrique du précédent.)

En particulier, 'existence d’un segment récurrent par chaines est une propriété locale au voisinage
de K x {0}.

b) Modéles centraux en dynamique différentiable

Considérons un ensemble compact f-invariant K C M ayant une décomposition dominée
Tk M = Ey @ E¢ @ E3 avec dim(E°) = 1.

Définition 9.8. Un modéle central (K, f) est associé o (K, f) s’il existe une application continue
m K x [O +o0) > M ayant les propriétés suivantes :

- w(K x{0}) =

—mof= fowsuer[Ol]
les applications ¢ — m(Z,t) pour Z € K forment une famille continues de plongements C!
de [0, +00) dans M ;
— pour tout 7 € K, la courbe 7({Z} % [0,4+00)) est tangente a E° o

z,0)"
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Deux cas peuvent étre distingués :

— Le cas orientable. Il existe une orientation continue de E€ préservée par Df. Ceci permet
de définir les fibrés en demi-droites ES et E¢™.

— Le cas non orientable. Lorsque K est transitif par chaines, la dynamique induite par D f
sur le fibré unitaire associé & E° est encore transitif par chaines.

Considérons une famille de plaques localement invariante W et tangente a E°, donnée par
le théoréme 5.2. La dynamique de f se reléve par W en une dynamique f localement définie au
voisinage de la section 0 C E°. Dans le cas orientable, on note K = K et les fibrés E¢, E&T, ES~
s'identifient & K X R, K x [0,+00) et K X (—o0,0] respectivement. Dans le cas non or1entab1e
on note K I’espace unitaire de E° et on considére ’application surjective K x [0, +0) — E°
définie par (7,t) — t.Z. Ceci entraine l’existence d’un modéle central pour K.

Proposition 9.9 (proposition 3.2 de [50]). Associé a un ensemble compact invariant K ayant
une décomposition dominée Tk M = E, @ E°® E3 avec dlm(EC) =1, 4l existe un modéle central
(K f ) Lorsque K est transitif par chaines, on peut choisir K transitive par chaines :
— dans le cas non orientable, I’ensemble K coincide avec l’espace unitaire de E€ et w est la
restriction de la projection E¢ — K ;
— dans le cas orientable, [’application m est un homéomorphisme et on peut choisir l'orienta-
tion de chaque courbe w({Z} x [0,+00)) compatible avec EST.

c) Classification des dynamiques centrales

Supposons que K soit transitif par chaines. Considérons une famille de plaques localement
invariante W et la dynamique f induite par f sur un voisinage de la section 0 dans E°.

Nous obtenons les cas suivants, non disjoints en général (voir la figure 9.1).

— Le type (R), récurrent par chaines. Pour tout € > 0, il existe un point z € K et un
segment v C W, contenant z tel que tous les itérés f™(y), n € Z, soient de longueur
bornée par ¢ et tel que <y est inclus dans un ensemble transitif par chaines contenu dans le
e-voisinage de K.

Une telle courbe v est appelée segment central de K.

— Le type (N), neutre par chaines. Il existe une base de voisinages ouverts U de la section
0 C E° qui sont attractifs (i.e. f ( ) C U) et une base de voisinages répulsifs.

— Le type (H), hyperbolique par chaines. Il existe une base de V01Slgages ouverts de la
section 0 C E° qui sont attractifs pour f (le cas attractif) ou pour f ! (le cas répulsif)
et dont I'image par W est respectivement contenue dans l’ensemble stable par chaines ou
dans I’ensemble instable par chaines de K.

— Le type (P), parabolique par chaines. Nous sommes alors dans le cas orientable. Trois
possibilités apparaissent.

— Le type (Pgsy). Quitte a renverser l'orientation sur E¢, il existe une base de voisinages
ouverts de la section 0 C E©T qui sont attractifs pour f et qui se projettent par W
dans l'’ensemble stable par chaines de K ; il existe egalement une base de voisinages
ouverts de la section 0 C E4~ qui sont attractlfs pour f et qui se projettent par W
dans I’ensemble instable par chaines de K.
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— Les types (Psn) et (Pyn) respectivement. Quitte a renverser 'orientation sur E¢, il
existe une base de voisinages ouverts de la section 0 C E®* qui sont attractifs pour
f (resp. f~1) et qui se projettent par YW dans I’ensemble stable (resp. instable) par
chaines de K ; il existe également une base de voisinages ouverts de la section 0 C E%~
qui sont attractifs (i.e. f(U) C U) et une base de voisinages de 0 C ES~ qui sont

répulsifs.
R N H Psy Psn Pyn
J2RN | p /- P n V2 | P u P u
neutre
récurrent par chaines hyperbolique par chaines parabolique

Fi1G. 9.1 — Types de dynamiques centrales.

Le type de la dynamique centrale de dépend pas du choix d’une famille de plaques W.

Proposition 9.10 (Corollaire 2.6 de [51]). Considérons un ensemble compact invariant K tran-
sitif par chaines muni d’une décomposition dominée Tk M = E; @ E€ @ E3 avec dim(E°¢) = 1
et deur familles de plaques W, W' localement invariantes tangentes a E°. Alors les types de
dynamiques centrales associés a W, W' coincident.

Les types du fibré E° seront donc définis comme étant les types de dynamiques centrales
associé & un choix de famille de plaques centrales localement invariantes.

» 2

9.6 Lorsqu’un fibré est dégénéré

Nous nous intéressons au cas oil le fibré E3 est dégénéré : dans les bons cas, I’ensemble K est
un puits ou bien le fibré E°¢ est “topologiquement répulsif”.

Proposition 9.11 (proposition 2.7 de [51]). Considérons un ensemble compact invariant K
transitif par chaines muni d’une décomposition dominée Tk M = E1 @ E¢ avec dim(E°) = 1. Si
E° est de type (N), (H)-attractif ou (P), l'ensemble K contient un point périodique.

En particulier si f est un diffeomorphisme Kupka-Smale, le fibré E€ ne peut pas avoir les
types (P) ou (N). S’il est de type (H)-attractif, ’ensemble K est un puits.
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st Lz

en déduit la proposition suivante.

Proposition 9.12. Si f appartient ¢ un G5 dense de Diff' (M) et si K est un ensemble com-
pact invariant transitif par chaines muni d’une décomposition dominée Tk M = FE1 & E¢ avec
dim(E°) = 1, alors ou bien K est un puits, ou bien E° est de type (H)-répulsif.

PPN

Lorsque f est de classe C?, Pujals et Sambarino remplacent I’hypothése de généricité par un
argument “4 la Denjoy-Schwartz”. En voici une re-formulation.

Théoréme 9.13 (Pujals-Sambarino, section 3.3 de [149] et théoréme 3.1 de [150]). Considé-
rons un ensemble compact invariant muni d’une décomposition dominée Tk M = FE1 ® E° avec
dim(E€) =1 et W une famille de plaques localement invariante tangente a E°. Si f est de classe
C?, l’un des cas suivants se produit.

a) K contient un point périodique dont ’exposant selon E° est négatif ou nul.

b) K contient une courbe fermée C tangente au fibré E° et invariante par un itéré f™, n > 1.
La dynamique sur la courbe est conjuguée & une rotation irrationnelle.

¢) La dynamique centrale de K est stable au sens de Lyapunov pour f_l :
— pour tout § > 0, il existe € > 0 tel que pour tout © € K, les itérés négatifs du e-voisinage
de z dans Wy sont tous de taille inférieure a 0 ;
— pour tout x € K, il existe n(z) > 0 tel que le n(z)-voisinage de  dans Wy est contenu
dans ’ensemble instable de .

Remarque 9.14. Lorsque K est transitif par chaines, on peut compléter le cas ¢) de la proposition
précédente et garantir que le fibré E° est de type (H)-répulsif, comme pour la proposition 9.12.

En effet, la dynamique centrale ne peut posséder de bandes attractives contenues dans un
voisinage arbitrairement petit de la section O C E€¢ (puisque, d’aprés l'item c), chaque point de
K posseéde une variété instable tangente a E°).

Il ne peut y avoir non plus de segment transitif par chaines «y : d’apres le théoréme 3.1 de [150],
quitte & remplacer v par son ensemble w-limite, v est une courbe périodique bordée par un point
périodique hyperbolique p € K d’indice d —1 et un point périodique ¢ ayant un exposant négatif
ou nul selon £*. 11 doit alors exister une pseudo-orbite de segments centraux (7, )o<n<s au-dessus
d’une pseudo-orbite (z,) de K vérifiant g = 7y et |ys| = 0. Ceci implique que K contient un
point périodique ayant un exposant négatif ou nul selon E°.

9.7 Dynamique centrale récurrente par chaines

Lorsque K est partiellement hyperbolique avec un fibré central récurrent par chaines, on en
déduit facilement que certaines orbites périodiques sont contenues dans la classe de récurrence
par chaines de K.

Proposition 9.15 (section 3.3 de [50] et proposition 4.1 de [51]). Si f appartient & un G5 dense
de Diffl(M) et si K est un ensemble compact transitif par chaines ayant une décomposition
dominée Tk M = E° @ E€ @ E" telle que

'Voir [51, proposition 4.3]; ’énoncé suppose E; uniformément contracté, mais la démonstration ne I'utilise
pas.
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— E* et E* sont uniformément contractés par f et f~! respectivement,

~ E° est de dimension 1 et de type (R),
alors tout voisinage de K contient une orbite périodique appartenant a la méme classe de récur-
rence par chaines que K.

Plus précisément, il existe un voisinage U de K tel que pour tout segment central v de K
ayant ses itérés contenus dans U, pour tout point z € v qui n’est pas une extrémité et pour toute
orbite périodique hyperboligue O C U ayant un point suffisamment proche de z,

— lorbite O est contenue dans la classe de récurrence par chaines de K ;

— il existe g € Diff'(M) arbitrairement proche de f tel que les variétés fortes W*5(0,) \ O,

et W¥"(Oy) \ Og4 de la continuation de O pour g s’intersectent.

La démonstration s’appuie sur 1’idée suivante : I'union des variétés stables et instables locales
fortes des points de v définissent des variétés topologiques D¢, D de dimension dim(E?) + 1
et dim(E") 4+ 1. Si p € O est proche de z € v, les variétés W (p) et W"%(p) intersectent
respectivement D et D. Par conséquent p appartient & la classe de récurrence par chaines de
K. Le lemme de fermeture pour les pseudo-orbites permet alors de créer une intersection entre
W35(0) et W**(0). Voir la figure 9.2.

Fi1G. 9.2 — Un point p proche d'un segment central ~.

Parfois, le méme argument s’applique sans que I’ensemble K soit partiellement hyperbolique.

Proposition 9.16 (proposition 4.2 de [51]). Si f appartient ¢ un Gs dense de Diff' (M) et si H
est une classe homocline ayant une décomposition dominée Tx M = E° @ E€ & E3 telle que

- E? est uniformément contractée,
— E° est de dimension 1 et de type (R),
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— H contient des orbites périodiques dont l’exposant de Lyapunov le long de E° est arbitrai-
rement proche de 0,
la classe H contient alors des points périodiques d’indice dim(E?).

9.8 Le type hyperbolique par chaines et situations similaires

a) Dynamique centrale hyperbolique par chaines

Comme dans le cas d’une dynamique hyperbolique, les ensembles partiellement hyperboliques
ayant un fibré central hyperboliques par chaines sont contenus dans une classe homocline.

Proposition 9.17 (section 3.4 de [50] et proposition 4.4 de [51]). Si f appartient & un G5 dense
de Diffl(M) et si K est un ensemble compact transitif par chaines ayant une décomposition
dominée Tk M = E° @ E€ @ E" telle que

— E* et E* sont uniformément contractés par f et f~' respectivement,

— E° est de dimension 1 et de type (H)-attractif,
il existe alors, dans tout voisinage U de K, une orbite périodique d’indice dim(E®) + 1 contenue
dans la classe de récurrence par chaines de K.

Idée de la démonstration. Considérons une suite d’orbites périodiques (O) qui s’accumule sur
une partie de K. Puisque E° est de type (H)-attractif, il existe une famille de plaques W¢
tangentes & E° @ E° qui sont piégées et contenues dans ’ensemble stable par chaines de K. La
famille s’étend aux points des orbites O,, (pour n suffisamment grand).

Considérons un point z € K proche d’un point périodique p appartenant & une orbite O,,. La
plaque Wi (z) intersecte W5° en un point z. Puisque la famille W est piégée et puisque p est
périodique, z appartient a I’ensemble stable d’une orbite périodique, gp. Si ’indice de gg est égal
a dim(E®) 4+ 1, on définit ¢ = go. Sinon, W*(qg) intersecte I’ensemble stable d’un autre point
périodique ¢ € W;*, d’indice dim(E?®) + 1. Dans tous les cas, z appartient a ’ensemble stable par
chaines de ¢. On remarque que puisque W est piégée, ¢ appartient aussi a f (Wjis_l(p)). Puisque
p et x sont proches, on en déduit que Wi%(q) intersecte Wg® et en particulier I’ensemble stable
par chaines de K. Par conséquent g et K ont la méme classe de récurrence par chaines. O

b) Ensembles non vrillés

Dans le cas parabolique, ’ensemble K est “hyperbolique par chaines d’un c6té”. On peut
appliquer le méme raisonnement lorsque la dynamique de K “voit” I'’hyperbolicité par chaines
dans la direction centrale : c’est le cas sauf si la géométrie de K est “vrillée”.

Considérons un ensemble compact invariant K muni d’une structure partiellement hyperbo-
lique E° @ E° @ E, telle que E*, E* ne soient pas dégénérés et telle que dim(E°) = 1.
On peut prolonger continiiment le fibré E° sur un voisinage de K. Si ’on considére une boule

B C M suffisamment petite rencontrant K, le fibré E'|CB est orientable. Deux points distincts
S8

et proches p,q € K sont en position vrillée si 'on peut joindre W22 (p) & WX(q) et WSi(q) &

u(p) par deux courbes tangentes & E° ayant la méme orientation. (En particulier, lorsque

Wi (p) et Wt (q) s’intersectent, p et ¢ sont en position vrillée.) Voir la figure 9.3. Cette notion

oc
dépend du choix d'un prolongement E€, mais est bien définie lorsque la distance d(p, ¢) tend vers

0.
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F1G. 9.3 — Deux points en position vrillée.

Définition 9.18. L’ensemble K est vrillé s'il existe € > 0 tel que toute paire de points p,q € K
vérifiant d(p, q) < € est en position vrillée.

La démonstration de la proposition 9.17 entraine le résultat suivant.

Proposition 9.19 (section 3.4 de [50] et proposition 4.4 de [51]). Si f appartient & un G5 dense
de Diff' (M) et si K est un ensemble compact transitif par chaines ayant une décomposition
dominée Tk M = E° @ E€ @ E" telle que

— E* et E* sont uniformément contractés par f et f~! respectivement,

— E° est de dimension 1 et de type (Psy) ou (Psn),

— K n’est pas vrillé,
il existe alors, dans tout voisinage U de K, une orbite périodique d’indice dim(E®) + 1 contenue
dans la classe de récurrence par chaines de K.

c¢) Dynamique centrale piégée

Nous avons vu que lorsque le fibré central de K est hyperbolique par chaines, I’ensemble
K est contenu dans une classe homocline. Des hypothéses plus faibles entrainent par le méme
argument ’existence d’une classe homocline non triviale au voisinage de K.

Proposition 9.20. Si f appartient ¢ un G5 dense de Diffl(M) et si K est un ensemble compact
transitif par chaines ayant une décomposition dominée Tx M = E° @ E€ @ E" telle que

— E* et E* sont uniformément contractés par f et f~! respectivement,
— E° est de dimension 1 et de type (H)-attractif, (Psy) ou (N),
— K n’est pas une orbite périodique,

il existe alors, dans tout voisinage U de K,

— une orbite périodiqgue O d’indice dim(E*) + 1 dont la classe homocline est non triviale,
— un point z € K,

tels que W""(z) intersecte W*(O).
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9.9 Les autres types

a) Ensembles vrillés

La géométrie des ensembles vrillés permet de créer une intersection entre les variétés inva-
riantes fortes d’un point périodique.

Proposition 9.21 (proposition 3.2 de [51]). Considérons un ensemble compact partiellement
hyperbolique vrillé K. Si K N Q(f) contient un point non périodique, alors pour tout voisinage
U de f € Diff'(M) et U de K, il existe g € U ayant une orbite périodique O C U telle que les
variétés fortes W*5(0O) \ O et W"*(O) \ O s’intersectent.

Une premiére étape consiste & créer une orbite périodique O proche de K. En reprenant
la démonstration du lemme de fermeture, on s’assure que l'orbite ainsi obtenue est “presque
vrillée” : pour tous points p,q € O proches, les variétés fortes W32 (p) et Wkt (q) d’une part ainsi
que W;i(q) et Wt(p) d’autre part, peuvent étre reliées par des courbes tangentes & un fibré
central et dont la longueur est arbitrairement petite par rapport a la distance entre p et q.

On peut alors appliquer 'argument de [36, section 6.1] ou [50, théoréme 3.18] pour les orbites
périodiques vrillées : on choisit une paire de points distincts p,q € O qui minimise la distance
d(p, q). Les variétés Wt(p) et W} (q) contiennent des points x, et x4 proches. On obtient les
propriétés suivantes :

— la distance d(zp, z4) est arbitrairement petite par rapport aux distances de zp,z4 & p et g,

car O est “presque vrillée” ;

— la distance d(zp, z4) est arbitrairement petite par rapport aux distances de z,, z4 aux autres
points de O, car si z € O est proche de z, € W*3(q), il posséde des itérés futurs f*(2)
proches de f¥(q), contredisant le fait que d(p,q) est minimale.

Une perturbation élémentaire g de f permet d’envoyer z, sur f(z,), sans perturber 'orbite O,
I'orbite passée de xp, ni l'orbite future de f(z4). Par conséquent les variétés fortes Wie(p) et

loc
55 (g) pour g s’intersectent.

b) Dynamique centrale neutre

Si K est de type N et est strictement contenu dans un ensemble transitif par chaines, alors
ou bien K est contenu dans une classe homocline ayant des orbites périodiques faibles, ou bien
on peut créer un cycle hétérodimensionnel par perturbation.

Proposition 9.22 (proposition 5.1 de [51]). Si f appartient ¢ un G5 dense de Diff!(M)\ T et
si K est un ensemble compact transitif par chaines ayant une décomposition dominée Tg M =
E* @ E°@ EY telle que

— E° et E* sont uniformément contractés par f et f~! respectivement,

— E° est de dimension 1 et de type (N),

— K est strictement contenu dans sa classe de récurrence par chaines,
alors, l'un des deux cas suivants se produit.

1. K est contenu dans une classe homocline d’indice dim(E®) ou dim(E®) qui posséde des
orbites périodiques dont le (dim(E®) + 1)-éme exposant de Lyapunov est arbitrairement
proche de Q.

2. Pour tout voisinage U de K, il existe une perturbation g € Diff!(M) de f ayant une orbite
périodique contenue dans U telle que W*5(O) \ O et W¥%(P) \ O s’intersectent.
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La démonstration est bien plus délicate que pour les propositions précédentes. En voici une
idée grossiére (qui ne fonctionne que dans certains cas). Fixons un point z ¢ K appartenant a la
classe de récurrence par chaines de K. Il existe des orbites qui quittent un voisinage arbitraire
de K pour atteindre (par itérations passées ou futures) un voisinage arbitraire de z. Les orbites
qui s’échappent d'un petit voisinage de K suivent 1"‘ensemble instable par chaines local” de K.
Puisque la dynamique centrale est piégée (E° est de type (N)) on s’attend & ce que ’ensemble
instable par chaines local de K soit réunion de plaques W%(z) pour z € K. Il est donc possible
(dans certains cas) par perturbation de créer hors de K une intersection entre deux variétés
W (z) et W55(y), avec z,y € K. Sil’on considére une orbite périodique O suffisamment proche
de K en topologie de Hausdorff, on peut alors créer une intersection entre les variétés W*5(0)\ O
et W (P)\ O .

c) Ensembles instables par chaines

On peut espérer que tout point de la classe de récurrence par chaines contenant K est accu-
mulé par des orbites périodiques d’indice dim(E}). Le résultat suivant est démontré dans [134,
section 5|, voir aussi [188] et [51, proposition 1.10]. La démonstration n’utilise pas les modéles
centraux.

Proposition 9.23 (Potrie). Si f appartient a un Gs dense de Diff' (M) et si K est un ensemble
compact transitif par chaines ayant une décomposition dominée Tk M = E° ® E¢ @ E" telle que
— E* et E* sont uniformément contractés par f et f~! respectivement,
— E°€ est de dimension 1,
— l’exposant de Lyapunov le long de E€ de toute mesure supportée par K est nul,
alors, pour tout § > 0, il existe un voisinage U de K tel que tout point z € U vérifiant :
— z appartient & ’ensemble instable par chaines local de K, i.e. pour tout € > 0, il existe une
e-pseudo-orbite contenue dans U qui joint K a z;
— z appartient a la classe de récurrence par chaines de K,
vérifie également :
z est limite d’une suite de points périodiques dont le dim(E®)+1-éme ezposant de Lyapunov
appartient a (—0,9).

9.10 Application (1) : dynamique simple versus intersections ho-
moclines

Nous avons démontré dans [50] un résultat plus faible que la conjecture de Palis, également
conjecturé par Palis dans [115, 116, 117, 118]. Nous avons introduit au chapitre 1 les diffé-
omorphismes Morse-Smale : leur dynamique est trés simple puisque leur ensemble récurrent
par chaines est fini. A 'opposé, les diffeomorphismes ayant une classe homocline non triviale
possédent une infinité d’orbites périodiques : ce sont les difféomorphismes qui possédent une
intersection homocline transverse, i.e. une orbite périodique hyperbolique O dont les variétés
invariantes W*(O) \ O et W*(O) \ O ont un point d’intersection transverse.

Théoréme 9.24 (Crovisier). L’espace Diff' (M) contient un ouvert dense qui est I'union disjointe
MS UT de deuzr ouverts :
- MS est l’ensemble des difféomorphismes Morse-Smale,
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— T est l’ensemble des difféomorphismes qui possédent une intersection homocline transverse.

Ce résultat découle de [127] en dimension 1, de [149] en dimension 2 et a été démontré
initialement par Bonatti-Gan-Wen [36] en dimension 3. Il implique que l'intérieur de ’ensemble
des difféomorphismes d’entropie non nulle a la méme adhérence que Z et que l'intérieur de
I’ensemble des difféeomorphismes d’entropie nulle a la méme adhérence que MS. Voir aussi [149,
58] pour une discussion de I’entropie dans le cas des dynamiques C sur les surfaces et comparer
au théoréme de Katok [81] qui implique qu’un difféomorphisme C? de surface ayant une entropie
non nulle a toujours une intersection homocline transverse.

Démonstration du théoréme 9.24. Remarquons qu’un difféomorphisme ayant une tangence ho-
mocline ou un cycle hétérodimensionnel peut étre perturbé en un difféomorphisme ayant une in-
tersection homocline transverse. Par conséquent, il nous suffit de considérer un difféomorphisme
f loin des bifurcations homoclines. Nous pouvons également supposer que f appartient & un Gy
dense de Diff! (M) fixé a 'avance : nous supposerons en particulier que f vérifie la propriété de
Kupka-Smale.

Si f est hyperbolique, ’ensemble récurrent par chaines se décompose en un nombre fini de
classe homoclines. Si toutes les classes homoclines sont triviales, I’ensemble récurrent par chaines
est fini et, puisque f est un diffeomorphisme Kupka-Smale, pour tous z,y € R(f), 'intersection
W#(x) NW"(y) est transverse : par conséquent f est Morse-Smale. Si l'une des classes homocline
n’est pas triviale, f posséde une intersection homocline transverse.

Si f n’est pas hyperbolique, il posséde un ensemble minimal non hyperbolique K. Puisque f
vérifie la propriété de Kupka-Smale, K n’est pas une orbite périodique et par conséquent si K
est contenu dans une classe homocline, f posséde une intersection homocline transverse. Nous
pouvons donc supposer que K est contenu dans une classe apériodique. D’aprés le corollaire 9.4,
K posséde une structure partiellement hyperbolique Tk M = E* @ E¢ @ E" avec dim(E°) = 1.
D’apreés les propositions 9.15, 9.17, 9.20, si le fibré E° est de type (R), (H) ou (N), ou si K n’est
pas vrillée et E€ est de type (P), f posséde une classe homocline non triviale et une intersection
homocline transverse. Si K est vrillé, la proposition 9.21 permet de construire une intersection
homocline transverse. Dans tous les cas f appartient donc & I’adhérence de 7. O

9.11 Application (2) : étude des quasi-attracteurs

On peut utiliser les modéles centraux pour obtenir des propriétés sur les quasi-attracteurs
des difféomorphismes génériques loin des tangences homoclines : J. Yang a montré [188] que ce
sont des classes homoclines. Voici une version légérement améliorée de son résultat.

Théoréme 9.25 (Yang). Pour tout difféomorphisme dans un Gs dense de Diff' (M) \ T, tout
quasi-attracteur est une classe homocline H.

De plus, si i est l’indices minimal des orbites périodiques qu’il contient, H posséde une dé-
composition dominée TyM = E° @ E¢ @ F telle que :

— E° @ E€ est de dimension © et E° est de dimension 0 ou 1;

— E¥ est uniformément contracté, E¢ est de type (H)-attractif;

— st B¢ est de dimension 1 et non uniformément contracté, il existe des orbites périodiques

dans H dont l’exposant de Lyapunov le long de E€ est arbitrairement proche de 0.
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Démonstration. Soit A un quasi-attracteur. Nous pouvons supposer que ce n’est pas un ensemble
hyperbolique et considérer un sous-ensemble non hyperbolique minimal K C A. D’aprés le théo-
réme 9.3, K posséde une décomposition dominée Tk M = E* @ E¢@® E* avec dim(E°) > 1. Nous
pouvons supposer que K a été choisi pour que la dimension dim(E?) soit minimale.

Affirmation. A est une classe homocline qui contient des orbites périodiques
— qui sont arbitrairement proches de K en topologie de Hausdorff,
— ou dont indice est inférieur ou égal & dim(E?),
~ ou dont le (dim(E®) 4+ 1)-éme exposant de Lyapunov est arbitrairement proche de 0.

Démonstration. Lorsque dim(E°) > 1, d’aprés le théoréme 9.3, A est une classe homocline conte-
nant des orbites périodiques dont le (dim(FE?)+ 1)-éme exposant de Lyapunov est arbitrairement
proche de 0. Nous supposons donc que dim(E°€) =1 et considérons le type de E°.
Lorsque E° est de type (R) ou (H), les propositions 9.15, 9.17 entrainent directement que
A est une classe homocline qui contient des orbites périodiques contenues dans des voisinages
arbitrairement petits de K.

Lorsque E° est de type (N) ou (Psn), la proposition 9.20 montre que I’ensemble instable de
A s’accumule sur une orbite périodique O contenue dans un voisinage arbitraire de K. Puisque
A est un quasi-attracteur, il contient O et A est une classe homocline.

Nous nous plagons finalement dans le cas ou E° est de type (Psy) ou (Pyn). L’ensemble
K posséde un modéle central (correspondant a 'une des orientations du fibré E°) pour lequel
il existe des voisinages arbitrairement petits de K x {0} qui sont répulsifs et contenus dans
Pensemble instable par chaines de K x {0}.

En particulier, pour tout voisinage U de K, et tout € K, il existe une courbe v C U tangente
a E°(z) en z telle que pour tout z € 7y et tout € > 0, il existe une e-pseudo-orbite contenue dans U
qui joint K & z. Puisque A est un quasi-attracteur, il contient -y et la proposition 9.23 s’applique.

Fixons § > 0 proche de 0. Tout point z proche de x est limite d’une suite d’orbites périodiques

(On) dont le (dim(E?) + 1)-éme exposant de Lyapunov appartient & (—d,d). Nous pouvons
supposer que (Oy,) converge en topologie de Hausdorff vers un ensemble compact invariant D C A
qui, d’apreés le corollaire 7.7 posséde une décomposition dominée Tp M = E1 @ Es avec dim(FE7) =
dim(E?*). Deux cas sont possibles.

— Si E7 n’est pas uniformément contracté, puisque dim(E*) a été choisie minimale, le théore-
me 5.17 montre que A est une classe homocline contenant des points périodiques d’indice
inférieur ou égal a dim(E*®).

— Si Fj est uniformément contracté, les variétés stables fortes de dimension dim(E?) des
orbites O,, sont de taille uniforme : pour n suffisamment grand, W*(O,,) intersecte donc
la variété instable forte (de dimension dim(E")) d’un point 2’ €  proche de z. Puisque A
est un quasi-attracteur, il contient O,,. Nous en déduisons que A est une classe homocline
qui contient des orbites périodiques dont le (dim(E?®) + 1)-éme exposant de Lyapunov est
arbitrairement proche de 0.

Dans tous les cas ’affirmation est démontrée. O

Considérons l'indice ¢ minimal des points périodiques contenus dans A. D’aprés le corol-
laire 7.7, il existe une décomposition dominée TAM = E @ F avec dim(FE) = i. Si E est unifor-
mément contracté, nous obtenons la conclusion du théoréme 9.25 avec E* = E et dim(E°¢) = 0.

Si FE n’est pas uniformément contracté, nous appliquons le théoréme 5.17. Le premier cas du
théoréme n’apparait pas puisque 4 est minimal.
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— Dans le second cas, on obtient une décomposition dominée E = E' & E¢ sur A avec
dim(E€) = 1.

— Dans le troisiéme cas, il existe un ensemble minimal K C A avec structure partiellement
hyperbolique Tk M = E° @ E¢ @ E* tel que dim(E®) < dim(FE) et tel que toute orbite
périodique proche de K a un exposant de Lyapunov central proche de 0. Puisque ¢ est
minimal, A ne contient pas d’orbite périodique d’indice inférieur ou égal & dim(E?). D’aprés
Paffirmation, la classe A contient donc des orbites périodiques dont le dim(E)-éme exposant
de Lyapunov est arbitrairement proche de 0. Nous obtenons a nouveau une décomposition
dominée F = E' @ E° sur A avec dim(E°) = 1.

Dans les deux cas, F se décompose et H contient des orbites périodiques dont ’exposant de
Lyapunov le long de E° est proche de 0. Le fibré E' est uniformément contracté : dans le cas
contraire on pourrait répéter le raisonnement et conclure que A contient des points périodiques
d’indice strictement inférieurs & 4.

Puisque H contient des orbites périodiques hyperboliques d’indice %, le fibré E° ne peut étre
que de type (H)-attractif ou de type (R). La proposition 9.16 montre que le type (R) n’apparait
pas puisque H ne contient pas de point périodique d’indice 7 — 1. O

Ceci permet de répondre aux questions 3.14 et 4.12 pour les difféomorphismes loin des tan-
gences homoclines.

Corollaire 9.26 (J. Yang [188]). Pour tout difféomorphisme dans un G5 dense de Diff*(M)\T,
la réunion des ensembles stables des orbites périodiques est dense dans M.

Corollaire 9.27 (Potrie [134]). Si M est conneze, pour tout difféomorphisme dans un G5 dense
de Diff* (M) \ T, toute classe de récurrence par chaines qui est stable au sens de Lyapunov pour
f et =1 coincide avec M.

Bonatti, Gan, Li et D. Yang [40] on donné récemment une réponse aux questions 3.15 et 3.16
dans ce cadre.

Théoréme 9.28 (Bonatti-Gan-Li-Yang). Pour tout difféomorphisme appartenant a un Gy dense
de Diff' (M) \ T, chaque quasi-attracteur est un attracteur essentiel.

J. Yang montre également [187] que loin des tangences homoclines le phénomeéne de Newhouse
n’a lieu qu’au voisinage de classes homoclines particuliéres.

Théoréme 9.29 (J. Yang). Pour tout difféomorphisme dans un Gs dense de Diff' (M) \ T, si
K est la limite de Hausdorff d’une suite de puits (O,), K est contenu dans une classe homo-
cline ayant des points périodiques d’indice d — 1 dont le plus grand exposant de Lyapunov est
arbitrairement proche de 0.

Démonstration. D’apres le corollaire 5.9, les puits (O,) ne sont pas N-uniformément contractés
a la période pour un entier N > 1. Puisque f est générique, on déduit du théoréme 7.1 que A
est limite de Hausdorff d’une suite de puits (O,,) ayant un exposant de Lyapunov arbitrairement
proche de 0. D’aprés le corollaire 7.7, A posséde donc une décomposition dominée E @ E° avec
dim(E°) = 1. De plus E° n’est pas uniformément dilaté. Le théoréme 5.17 implique donc que

I’'un des cas suivants se produit.
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— K est contenu dans une classe homocline ayant des orbites périodiques d’indice d — 1 dont
le plus grand exposant de Lyapunov est arbitrairement proche de 0.
— K contient un ensemble minimal K’ dont les exposants de Lyapunov le long de E° pour
toute mesure invariante supportée sur K’ sont nuls. La proposition 9.17 entraine alors que
K' est contenu dans une classe homocline ayant des orbites périodiques d’indice d — 1
arbitrairement proches de K’. En particulier, H contient des orbites périodiques d’indice
d — 1 dont le plus grand exposant de Lyapunov est arbitrairement proche de 0.
Le théoréme est démontré dans tous les cas. O

9.12 Application (3) : loin des cycles hétérodimensionnels
Les résultats de ce chapitre permettent d’étendre [51] le résultat local de Wen (corollaire 9.4).

Théoréme 9.30 (Crovisier). Tout difféomorphisme f appartenant ¢ un G dense de Diff* (M) \
T UC est partiellement hyperbolique : son ensemble récurrent par chaines R(f) se décompose
en un nombre fini d’ensembles compacts disjoints Aq,...,As. Chaque ensemble A;, 1 < i < s,
posséde une décomposition dominée Ta, M = E° @ E{® ES®E" qui est partiellement hyperbolique
et telle que chaque fibré central Ef, ES est de dimension 0 ou 1.
De plus,
— les classes homoclines de f sont hyperboliques par chaines,
— si H(p) est une classe homocline ayant un fibré Ef non hyperbolique, elle posséde des
orbites périodiques homocliniquement reliées a p avec un exposant de Lyapunov le long de
Ef arbitrairement proche de 0,
— les classes apériodiques ont une dynamique minimale et un fibré central de dimension 1 et
de type (N).

Remarque 9.31. Nous verrons en section 10.4 que les fibrés E° et E* ne sont pas dégénérés, sauf
dans le cas des puits et des sources (qui sont en nombre fini).

Démonstration. Considérons tout d’abord un ensemble minimal K ayant une structure partiel-
lement hyperbolique Tk M = E* @ E¢ ® E* avec dim(E°) = 1 telle que toute mesure invariante
supportée sur K ait un exposant central nul. D’aprés la proposition 9.21 et le lemme 8.6, 1’en-
semble K n’est pas vrillé. D’aprés les propositions 9.15, 9.17 et 9.19, si E° est de type (R), (H) ou
(P), tout voisinage de K contient une orbite périodique contenue dans la classe de récurrence par
chaines de K. En particulier, K est contenu dans une classe homocline ayant des points pério-
diques d’indice dim(E?®) ou dim(E?*) + 1 et dont le (dim(E*) 4+ 1)-éme exposant de Lyapunov est
arbitrairement proche de 0. Lorsque E° est de type (N) et que K est strictement contenu dans sa
classe de récurrence par chaines, nous obtenons la méme conclusion d’apreés la proposition 9.22.
Ainsi K satisfait 'un des cas suivants.
— K est contenu dans une classe homocline ayant des points périodiques d’indice dim(E?) ou
dim(E?®)+1 et dont le (dim(E*) + 1)-éme exposant de Lyapunov est arbitrairement proche
de 0,
— ou K coincide avec sa classe de récurrence par chaines et E¢ est de type (N).

Considérons & présent une classe de récurrence par chaines C' de f. Si C est une classe
apériodique, elle contient un ensemble minimal non hyperbolique K dont le fibré central est de
dimension 1. D’aprés le corollaire 5.13, toutes les mesures supportées sur K ont un exposant de
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Lyapunov selon E° qui est nul. Nous pouvons donc appliquer la discussion du premier paragraphe
et conclure que K = C et que le fibré central est de type (N).

Si l’on suppose que C est une classe homocline H(p), elle posséde un unique indice. D’aprés le
corollaire 7.7, elle supporte une décomposition dominée E @ F telle que dim(E) coincide avec la
dimension stable de p. Si E n’est pas uniformément contracté, on peut appliquer le théoréme 5.17.

— Nous excluons le premier cas puisque H(p) posséde un unique indice.

— Dans le second cas, la classe posséde des points périodiques ayant un exposant stable proche
de 0.

— Dans le troisiéme cas, la classe contient un ensemble minimal non hyperbolique K. Le
premier paragraphe montre que la classe contient des orbites périodiques ayant un exposant
central proche de 0. Puisque dim(E*) < dim(F), '’exposant central est un exposant stable.

Nous concluons (des deux derniers cas) que le fibré E se décompose E = E'® E¢ avec dim(E°¢) =
1. En reprenant le raisonnement avec le fibré E’, nous en déduisons que E’ est uniformément
contracté. Puisque la classe contient des points périodiques pour lesquels E{ est un fibré stable,
le type de E¢ ne peut pas étre (N), (P) ou (H)-répulsif. D’aprés la proposition 9.16, il ne peut
étre de type (R). Il est donc de type (H)-attractif. Le méme raisonnement montre que F' est
uniformément dilaté ou se décompose en F' = E§ & E* avec dim(E§) = 1 et ES est de type
(H)-répulsif. On en déduit que H (p) est hyperbolique par chaines. O

Nous obtenons aussi un résultat [52] sur la structure des quasi-attracteurs (comparer au
théoréme 9.25).

Corollaire 9.32 (Crovisier-Pujals). Pour tout difféomorphisme f appartenant & un Gs dense
de Diffl(M) \ T UC, les quasi-attracteurs sont des classes homoclines hyperboliques par chaines
H ayant une structure partiellement hyperbolique Ty = E® & E® = (E°* @ E°) @ E" avec
dim(E°€) =0 ou 1.

Démonstration. Considérons une classe apériodique K. D’aprés le théoréme précédent, elle pos-
séde une structure partiellement hyperbolique Tk M = E° @ E€® E* avec dim(E°) = 1. De plus
E° est de type (N). La proposition 9.20 implique alors que I’ensemble instable de K coupe la
variété stable d’une orbite périodique. On en déduit que K ne contient pas sa variété instable et
n’est donc pas un quasi-attracteur.

Un quasi-attracteur est donc une classe homocline hyperbolique par chaines H(p). Nous
devons montrer qu’elle n’admet pas de fibré non hyperbolique E§ de dimension 1 de type (H)-
répulsif. Si c’était le cas, il existerait des orbites périodiques homocliniquement reliées & p ayant
un exposant de Lyapunov le long de ES positif et arbitrairement proche de 0. Puisque f satisfait
une condition de généricité, il existe des points périodiques ¢ d’orbites homocliniquement reliées
a p avec une demi-variété centrale tangente a ES arbitrairement courte : 'autre extrémités de la
variété centrale de g est bordée par un point périodique ¢’ pour lequel ES est un fibré stable. On
en déduit que ¢’ a une variété stable de dimension plus grande que celle de p. Puisque H(p) est
un quasi-attracteur, il contient la variété instable de ¢ : par conséquent il contient ¢'. La classe
H(p) contient donc des points périodiques d’indices différents. La section 3.3 montre alors qu’il
existe des perturbation de f qui possédent un cycle hétérodimensionnel. C’est une contradiction.
La classe H(p) n’a donc pas de fibré non hyperbolique de type (H)-répulsif. O

Nous terminons par un premier résultat vers la finitude des quasi-atracteurs.
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Proposition 9.33 (Crovisier-Pujals). Pour tout difféomorphisme f appartenant a un Gs dense
de Diff!(M) \ T UC, l’'union des quasi-attracteurs non-triviauz est fermée.

Nous verrons en section 10.4 que l'on peut enlever I’hypothése que les quasi-atracteurs sont
triviaux.

Démonstration. Considérons une suite de quasi-attracteurs non triviaux (A4,) qui converge en
topologie de Hausdorff vers un ensemble compact invariant K, contenu dans une classe de récur-
rence par chaines A. Nous devons montrer que A est un quasi-attracteur. D’aprés le théoréme 9.30,
A est partiellement hyperbolique. Nous notons E* son fibré instable fort.

Affirmation 1. A est une classe homocline H(p).

Démonstration. Supposons par I’absurde que A est une classe apériodique. Elle a une décompo-
sition dominée TAM = E* & E¢ @ E*, avec dim(E°) = 1 et E° de type (N). La proposition 9.11
implique que E* est non dégénéré. Pour n grand, le fibré E* est également défini au-dessus des
ensembles A,,. Puisque les ensembles A,, sont des quasi-attracteurs, ils sont saturés en variétés
instables fortes tangentes a E%. Par passage & la limite, K est également saturé en variétés
instables fortes. Ceci contredit la proposition 9.20 puisque A ne contient pas de points périodiques.

O

Affirmation 2. Nous pouvons nous ramener au cas ot la dimension stable de p est strictement
inférieure a celle des points périodiques des classes A,.

Démonstration. Supposons que la dimension instable de p est inférieure ou égale & celle des
classes A,,. Considérons des familles de plaques W W définissant sur H(p) une structure de
classe hyperbolique par chaines. Elles s’étendent également au-dessus des quasi-attracteurs A,.

Si E°* est uniformément dilaté, les quasi-attracteurs A,, sont saturés en plaques de W.

Sinon, il y a une décomposition E* = E¢ @ E* et 'on peut aussi considérer une famille
de plaques centrales W€ tangentes & E¢ et piégées par f!. Nous remarquons que les plaques
WS pour z € A, sont contenues dans A,. En effet, si ce n’était pas le cas il existerait un
point périodique ¢ homocliniquement relié & l'orbite de p dont la variété instable ne contient pas
entiérement la plaque Wy : il existe un point périodique q € Wy qui borde la variété instable
de g. Puisque A, est un quasi-attracteur, il contient la variété instable de ¢ et donc le point ¢'.
Cependant le point ¢' est d’indice différent de I'indice de g et la section 3.3 montre que ’on peut
créer un cycle hétérodimensionnel par perturbation. C’est une contradiction.

Dans les deux cas les quasi-attracteurs A, sont saturés en plaques W€. Par passage a la
limite c’est aussi le cas de K.

D’aprés le lemme 5.19, il existe un ensemble dense de points périodiques g homocliniquement
reliés a l'orbite de p tels que Wg* C W*(q) et Wg* C W*(q). Il existe un tel point g proche
de K dont la variété stable intersecte transversalement une plaque centre-instable de K. On en
déduit finalement que H(p) contient la variété instable de p. D’aprés la section 3.3, H(p) est un
quasi-attracteur. Ceci conclut la démonstration. Par conséquent, nous sommes ramenés au cas
oil la dimension instable de p est strictement plus grande que celles des classes A,,. O

Nous en déduisons que H(p) a une décomposition dominée Thpy = £ © E°® EY avec
dim(E°) = 1 telle que E° est de type (H)-répulsif au-dessus de H(p) et de type (H)-attractif
au-dessus des quasi-attracteurs A,. Nous allons montrer que ceci méne a une contradiction.
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On considére un point z € K et on fixe un petit voisinage U de z. En utilisant ’expansion
uniforme le long de E%, on en déduit que pour tout n grand, il existe une orbite de A, qui évite
le voisinage U. D’aprés le théoréme de densité (corollaire 2.8), il existe une orbite périodique Oy,
contenue dans un petit voisinage de A, qui évite U. En considérant des plaques centre-stable
piégée suffisamment petites au-dessus de la dynamique proche de A,,, on montre que A,, contient
une orbite périodique O,, rencontrant les mémes plaques centre-stable que O,,. Par conséquent
l’orbite périodique O,, C A,, évite 'ouvert U.

Affirmation 3. Pour tout n assez grand, il existe un voisinage Uy, de f formé de difféomorphis-
mes pour lesquels les continuations de W*(Oy,) et W"(p) s’intersectent.

Démonstration. D’aprés I'affirmation précédente, E€ est un fibré stable de O,,. Il existe donc un
point z € O, tel que pour tout k£ > 0 on ait Hf:_ol IDf(f%(z))|] < 1. La domination entre E°
et E¢ implique alors que WS’ est contenue dans l’ensemble stable de O,. Par ailleurs, K est
contenu dans I’adhérence de la variété W*(p). On en déduit que W#(O,,) et W*(p) ont un point
d’intersection transverse z, i.e. T,M = T,W*(0O,,) + T,W*(p). Cette propriété est robuste aux
petites perturbations dans Diff!(M). O

Pour n grand, W*(O,,) rencontre un voisinage arbitrairement petit de z. Par ailleurs, la variété
W*(f*(p)) rencontre tout voisinage de z pour un entier k. Le lemme de connexion permet de
créer une perturbation g, Cl-proche de f, telle que W*(O,,) et W*(f¥(p)) s’intersectent. On en
déduit que p et O, sont liés par des orbites hétéroclines de g. Puisque leurs indices différent,
nous avons créé un cycle hétérodimensionnel, ce qui est une contradiction. O



116 CHAPITRE 9. LOIN DES TANGENCES HOMOCLINES, MODELES CENTRAUX



Chapitre 10

Hyperbolicités topologique et uniforme

Ce chapitre traite de la conjecture de Palis. Nous savons (théoréme 9.30) que les difféomor-
phismes loin des bifurcations homoclines sont partiellement hyperboliques. Nous devons & présent
montrer que les fibrés centraux des dynamiques partiellement hyperboliques du théoréme 9.30
sont des fibrés uniformément contractés ou dilatés.

La conjecture de Palis a été résolue sur les surfaces par Pujals et Sambarino [149].

Théoréme 10.1 (Pujals-Sambarino). Lorsque M est de dimension 2, tout difféomorphisme peut
étre approché dans Diff'(M) par un difféomorphisme hyperbolique ou par un difféomorphisme
ayant une tangence homocline.

En dimension supérieure, nous avons montré avec Pujals [52] que, loin des bifurcations homo-
clines, sur un ouvert dense de M la dynamique se comporte comme une dynamique hyperbolique.
Plus précisément, un difféomorphisme est dit essentiellement hyperbolique s’il posséde un nombre
fini d’attracteurs hyperboliques dont I'union des bassins est dense dans M, ainsi qu'un nombre
fini de répulseurs hyperboliques dont ['union des bassins est denses dans M.

Théoréme 10.2 (Crovisier-Pujals). Tout difféomorphisme peut étre approché dans Diff' (M)
par un difféeomorphisme essentiellement hyperbolique ou par un diffcomorphisme qui présente
une tangence homocline ou un cycle hétérodimensionnel.

La démonstration du théoréme 10.1 (et ses généralisations) repose essentiellement sur un
argument de distorsion et utilise pour cela le passage en régularité C2. Le démonstration du
théoréme 10.2 est plus géométrique : c’est pour cette raison que ’on obtient seulement 1’hyper-
bolicité des attracteurs et que 1’on ne controéle pas la dynamique sur les piéces de type “selle”.

10.1 Hyperbolicité des fibrés extrémes

Nous avons vu en section 9.6, qu’au-dessus d’un ensemble transitif par chaines K qui n’est
pas un puits, un fibré extréme de dimension 1 est “topologiquement hyperbolique” (il est de type
(H)). Dans certains cas, il est possible de démontrer qu’il est uniformément hyperbolique.

Sur les surfaces, la symétrie entre E et F' permet [149] d’obtenir ’hyperbolicité de K.

Théoréme 10.3 (Pujals-Sambarino). Lorsque M est de dimension 2, pour tout difféomorphisme
appartenant o un G5 dense de Diff' (M), tout ensemble compact invariant K ayant une décom-
position dominée non triviale est hyperbolique.

117
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Ceci entraine la conjecture de Palis sur les surface.

Démonstration du théoréeme 10.1. Considérons un difféomorphisme qui ne peut pas étre approché
par un difféeomorphisme ayant une tangence homocline. Nous pouvons ’approcher par un diffé-
omorphisme f appartenant a un G4 dense de Diff*(M). D’aprés le théoréme 9.30, chaque classe
de récurrence par chaines de f posséde une décomposition dominée non triviale, elle est donc
hyperbolique d’apres le théoréme précédent. O

Ce résultat se généralise [151] en dimension supérieure lorsque E est uniformément contracté.

Théoréme 10.4 (Pujals-Sambarino). Pour tout difféomorphisme appartenant d un Gs dense
de Diff' (M), toute classe homocline H ayant une décomposition dominée TyM = E ® F avec
dim(F) =1 et E uniformément contracté est hyperbolique.

Nous avons étendu [52] ces travaux dans un cadre ot E n’est plus uniformément contracté :
nous supposerons & la place que E est finement piégée et qu’il existe une famille de plaques
localement invariante W tangente & E (rappelons que d’aprés la section 5.9, une telle famille
de plaques est essentiellement unique) et telle que pour tout z € H lintersection H N W, est
totalement discontinue.

Théoréme 10.5 (Crovisier-Pujals). Pour tout difféomorphisme appartenant & un Gs dense de
Diff! (M) et toute classe homocline H ayant une décomposition dominée TyM = E & F avec
dim(F) =1 et vérifiant :
— FE est finement piégée,
— il existe une famille de plaques W localement invariante et tangente a E telle que Wy N H
est totalement discontinu pour tout ¢ € H,
le fibré F est uniformément dilaté ou H est un puits.

Remarque 10.6. Ces résultats restent vrais pour des ensemble compacts invariants K contenus
dans une variété localement invariante N normalement hyperbolique. Par exemple, si N est une
surface et si K posséde une décomposition dominée tangente & N non triviale, alors K est un
ensemble hyperbolique.

10.2 Technique de Mané-Pujals-Sambarino

Maifié avait démontré un résultat similaire [96] pour les endomorphismes du cercle. Pour les
diffeomorphismes en dimension plus grande, ’idée est d’exploiter la contraction (topologique ou
uniforme) le long des plaques tangentes a E pour “quotienter” la dynamique dans la direction
centre-stable et se ramener ainsi & un cadre essentiellement unidimensionnel.

Les théorémes 10.3, 10.4 et 10.5 sont la contrepartie de résultats non perturbatifs en classe
C?. Nous considérons donc dans la suite un diffeomorphisme f € Diff>(M) et un ensemble
compact invariant K muni d’une décomposition dominée Ty M = E @ F avec dim(F') = 1. Nous
supposerons que :

a) pour tout point périodique de K, le fibré F est uniformément dilaté ;

b) K ne contient pas de courbe fermée simple tangente & F', invariante par un itéré de f.
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En effet, si 'on suppose que f est un difféeomorphisme Kupka-Smale, tous les points périodiques
qui ne vérifient pas la premiére condition sont des puits et les courbes de la seconde condition sont
normalement hyperboliques et portent une dynamique trés simple. En retirant toutes les courbes
(en nombre fini), tous les puits de K et leur bassins, on se raméne aux conditions énoncées
ci-dessus.

On démontre alors que F' est uniformément dilaté au-dessus de K par une “récurrence” : on
se rameéne aisément & un ensemble K ayant la propriété supplémentaire suivante :

¢) Pour tout sous-ensemble compact invariant K’ C K, le fibré F g est uniformément dilaté.

Nous introduisons également une famille de plaques piégées W tangente a F.

La démonstration comporte plusieurs étapes.

1) Hyperbolicité topologique. En utilisant que pour tout sous-ensemble, F' est unifor-
mément dilaté, on montre qu’il existe une famille de plaques W localement invariante
et tangente a F telle que |f"(WE*)| — 0 lorsque n — oo. Cest cet argument, de type
Denjoy-Schwartz, qui permet de démontrer le théorém 9.13.

2) Construction de boites markoviennes. On construit alors une “boite” munie d’une
lamination centre-instable, i.e. une réunion B de courbes contenues dans des plaques de
W telle que BN K est d’intérieur non vide dans K. Nous demandons également & B de
vérifier des propriétés de type “rectangles de partitions de Markov”.

3) Hyperbolicité uniforme. En induisant dans B, les propriétés markoviennes de B, la
contraction topologique des plaques de W et un contréle de distorsion montrent alors que
||Dwf|}"|| — 0 en tout z € K lorsque n — 0o.

Les étapes 1) et 3) sont identiques pour chacun des théorémes 10.3, 10.4 et 10.5 mais la partie
2) est spécifique.

— Dans le cas des surfaces, on exploite le fait que les plaques W et W* sont de dimension
1 pour chercher & construire un rectangle géométrique bordé par deux plaques de W et
deux plaques de W,

— Dans le cas o le fibré E est uniformément dilaté, il est possible de construire une partition
de Markov pour la classe homocline H. La boite B est construite a partir de 'un des
rectangles de la partition.

— Dans le cas ou E est seulement finement piégée, I'hypothése de discontinuité dans les
plaques permet & nouveau de construire une partition adaptée. Plus précisément, pour
tout « € H, il existe un ensemble compact C, C WE® vérifiant :

i) pour z,2' € H on a Cp = Cyp ou Cpy N Cypr = 0,
ii) pour tout z € H, on a f(Cy) C Cyy),
iii) (Cy) varie continiment en topologie de Hausdorff avec z € H.
La boite B s’obtient alors en fixant € H, en considérant des segments de courbes contenus
dans les plaques W* pour y € H N C; & extrémités contenues dans deux plaques W:* et
“% proches de W;*.

10.3 Classes homoclines a plaques centre-stables discontinues

Nous énongons 4 présent dans le cadre des ensembles hyperboliques un résultat non pertur-
batif qui permet de satisfaire ’hypothése topologique du théoréme 10.5.
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Théoréme 10.7 (Crovisier-Pujals). Considérons un ensemble hyperbolique K localement mazi-
mal muni d’une décomposition dominée Tk M = E°* @ E* = (E*° @ E°) @ E* avec dim(E°) =
dim(E") = 1. Alors l'un des trois cas suivants se produit :

— K est contenu dans une sous-variété localement invariante tangente & E¢ @ E* ;

— K posséde une connerion forte généralisée ;

— pour tout x € K lintersection W (z) N K est totalement discontinue.

Ce résultat s’étend aux classes homoclines hyperboliques par chaines.

Théoréme 10.8 (Crovisier-Pujals). Considérons une classe homocline H et une décomposition
dominée TyM = E® @& E® = (E* @ E°) @ E avec dim(E°€) = dim(E*) = 1 telle que E
et E® soient finement piégés par f et f—1 respectivement. Alors Uun des trois cas suivants se
produit :

— H est contenue dans une sous-variété localement invariante tangente a E€ @ E ;

— H posséde une connezion forte généralisée ;

— il existe une famille de plaques W localement invariante et tangente a E telle que pour

tout x € H l’intersection W5° N H est totalement discontinue.

Idée de la démonstration. Supposons H sans connexion forte généralisée.

Affirmation. Il n’existe pas d’ensemble connere C' C H non réduit ¢ un point et contenu dans
une variété stable forte.

Démonstration. Supposons le contraire. Nous utilisons les deux propriétés suivantes.

— En itérant C négativement, on obtient des ensembles connexes de diameétre arbitrairement
grand dans les feuilles stables fortes.

— Les projections de C' par holonomie le long des plaques centre-instables, préservent les
feuilles stables fortes : en effet, si I'image C' de C par holonomie est contenue dans une
plaque centre-stable et rencontre plusieurs variétés stables fortes, on choisit un point pé-
riodique g proche de C’ et on en déduit que la plaque centre-instable W;" de g rencontre
C. Les itérés f~™(C) lorsque n — +oo convergent vers une partie connexe non triviale
contenue dans H N W*5(q). Ceci contredit ’hypothése sur H.

En transportant C' par holonomie sur une variété stable d’orbite périodique ¢ contenue dans
H, ces propriétés impliquent que W*%(q) rencontre H sur un ensemble connexe non trivial,
contredisant ’hypothése que H n’a pas de connexion forte généralisée. O

Supposons que H contienne un ensemble connexe non trivial C' contenu dans une plaque
centre-stable. Puisque C' intersecte chaque variété stable forte selon un ensemble totalement
discontinu, C' est un graphe au-dessus de la direction centrale : c’est une courbe.

Considérons & présent une orbite périodique O ayant un point g proche de C'. La projection
de C sur la plaque centre-stable de ¢ défini une nouvelle courbe C;, C H ; puisque W**(q) \ {q}
n’intersecte pas C, cette courbe contient ¢. En itérant, on obtient également une courbe en
chaque point de O. Puisque H contient un ensemble dense de points périodiques, on construit
par passage & la limite une courbe C, C H en chaque point de H.

Supposons que H n’est pas contenue dans une variété tangente & E° @ E. D’aprés le théo-
réme 6.2, il existe deux points z # y tels que W*5(x) = W*(y). Soit ¢ un point périodique
proche de y. La projection par holonomie de C, sur la plaque centre-stable de g coupe W*%(q)
en un point de W*%(q) \ {¢} appartenant & H. Nous avons & nouveau contredit I’existence d’une
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connexion forte généralisée. Par conséquent, les composantes connexes de H dans les plaques
centre-stables sont triviales. O

10.4 Application : non dégénérescence des fibrés uniformes

Nous déduisons des sections précédentes un résultat [52] qui compléte le théoréme 9.30.

Corollaire 10.9 (Crovisier-Pujals). Pour tout difféomorphisme appartenant a un G5 dense de
Diffl(M)\T UC, toute classe de récurrence par chaines qui n’est pas un puits ou une source pos-
séde une structure partiellement hyperbolique avec fibrés stables et instables forts non dégénérés.

Démonstration. Nous appliquons le théoréme 9.30 sur la structure partiellement hyperbolique
des classes de récurrence par chaines.

Considérons une classe apériodique. Elle posséde une structure partiellement hyperbolique
avec central de dimension 1 de type (N). La proposition 9.11 montre alors directement que les
fibrés uniformes sont non dégénérés.

Considérons une classe homocline non hyperbolique H(p) : elle admet une structure partiel-
lement hyperbolique de la forme E° @ E¢ @ E* ou E° @ Ef @ ES @ E". Dans le premier cas,
le théoréme 10.4 montre que E° et E" ne sont pas dégénérés si la classe n’est pas un puits ou
une source. Dans le second cas, la classe est hyperbolique par chaines avec une décomposition
E® @ E = (E* @ EY) @ (ES @ E"). Si E* est dégénéré, le théoréme 10.8 montre que 1’on est
dans I'un des cas suivants.

— La classe est contenue dans une surface tangente & E{ @ ES et d’aprés le théoréme 10.3 et

la remarque 10.6 elle est hyperbolique : c’est une contradiction.

— La classe posséde une connexion forte. Si le fibré E{ n’est pas uniformément contracté, il
existe des orbites périodiques homocliniquement reliées & p ayant un exposant selon Ef
arbitrairement faible d’aprés le théoréme 9.30. On déduit du lemme 8.7 que ’on perturber
le difféomorphisme pour créer un cycle hétérodimensionnel. C’est & nouveau une contra-
diction.

— La classe est totalement discontinue le long des plaques centre-stables.

On applique alors le théoréme 10.5 et on en déduit que ES est uniformément dilaté. O

Corollaire 10.10 (Crovisier-Pujals). Tout difféomorphisme dans un G5 dense de Diff'(M) \
T UC, posséde au plus un nombre fini de puits et de sources.

Démonstration. Une suite de puits ou de source doit s’accumuler sur une partie d’une classe de
récurrence par chaines qui n’est ni un puits ni une source. ]

10.5 Hyperbolicité des quasi-attracteurs

Voici un nouveau résultat sur la géométrie des ensemble hyperboliques : quitte & perturber,
I’existence de variété stables fortes rencontrant la classe en plusieurs points peut étre détectée
sur les orbites périodiques. Ceci reprend un travail antérieur de Pujals [145, 146].

Théoréme 10.11 (Crovisier-Pujals). Soit K un attracteur hyperbolique avec une décomposition
dominée Tk M = E* @ E* = (E*° @ E°) @ E*, dim(E°) = 1.
Il eziste alors une perturbation g € Diff' (M) de f telle que
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— ou bien W*(z) N K = {z} pour tout z € K,
— ou bien K posséde une connezion forte généralisée.

Ce résultat s’étend aux classes hyperboliques par chaines.

Théoréme 10.12 (Crovisier-Pujals). Soit H un quasi-attracteur qui est une classe homocline
avec une décomposition dominée TyM = E @ E® = (E* @ E°) ® E*, dim(E°) = 1 telle que
E est finement piégé.

Il eziste alors une perturbation g € Diff(M) de f telle que

— ou bien W*(z) N H = {x} pour tout x € K,

— ou bien H posséde une connezion forte généralisée.

Nous pouvons & présent terminer la démonstration du théoréme 10.2.

Démonstration du théoréme 10.2. Par symétrie, il suffit de traiter le cas des attracteurs.

Nous savons d’aprés le théoréeme 9.32 que chaque quasi-attracteur qui n’est pas un ensemble
hyperbolique est une classe homocline avec une décomposition dominée Ty M = E“ @ E =
(E* @ E°) ® E*, dim(E*°) = 1. Nous pouvons alors appliquer le théoréme 10.12. Dans le premier
cas, le théoréme 6.2 montre que H est contenue dans une sous-variété localement invariante
tangente & E° @ E“. Le théoréme 10.4 et la remarque 10.6 impliquent alors que H est un en-
semble hyperbolique. Dans le second cas, puisque H posséde des orbites périodiques faibles
homocliniquement reliées a p, il existe d’aprés le lemme 8.7 une perturbation de f admettant
un cycle hétérodimensionnel : c’est une contradiction. Nous avons donc montré que tous les
quasi-attracteurs sont des ensembles hyperboliques.

D’apres les résultats de la section 3.3, I'union des bassins des attracteurs est dense dans M.
D’apreés le corollaire 10.10, I’ensemble des puits de f est fini. D’aprés la proposition 9.33, I'union
des attracteurs non triviaux est fermée : il n’y a donc qu'un nombre fini d’attracteurs. O

10.6 Classification des connexions fortes

Abordons maintenant certains arguments importants de la démonstration du théoréme 10.12.

Proposition 10.13. Considérons une classe homocline H (p) ayant les mémes propriétés qu’au
théoréeme 10.12. Elle satisfait alors l'un des cas suivants :
a) il eviste g C'-proche de f tel que, pour tout x appartenant & la continuation H(pg) de
H(p) pour g, on ait W*(z) N H(py) = {z};
b) il existe g Cl-proche de f ayant une connewion forte généralisée ;
c) il existe deuz points périodiques py, py homocliniqguement reliés a l'orbite de p, et un ouvert
U de difféomorphismes g C'-proche de f tels que pour tout g € U il existe deux points
distincts x € W"(p;) et y € W"(py) dans H(pg) avec W**(x) = W*(y) ;
d) il existe un point périodiqgue q homocliniqguement relié a l'orbite de p et pour tout difféo-
morphisme g C*-proche de f deuz points T4 # yg dans W(gg) NH (py) tels que W*(z,) =
WS (gyy).

Idée de la démonstration lorsque K = H(p) est un ensemble hyperbolique. Nous pouvons suppo-
ser qu’il existe ¢ # y dans K avec W*(z) = W*5(y) car sinon nous sommes dans le cas a).
Fixons une famille de plaques centre-instables W"* et une petite constante ¢ > 0. Nous
comparons alors les variétés instables W (z) et Wi .(y) en projetant Wi (y) sur la plaque
centre-instable de x par I’holonomie IT%4 le long des variétés stables fortes. Trois cas sont possibles.
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— Intersection transverse. Il existe z # y dans K avec W¥(z) = W*5(y) tels que la projection

I1%5(W}2.(y)) intersecte les deux composantes connexes de B(z,e) N (W \ Wike(x)).

— Intégrabilité jointe. Il existe z # y dans K avec W**(z) = W**(y) et tels que II**(W} .(y))

et Wi (z) coincident dans B(z,¢).

— Intersection strictement non transverse. Pour tout z # y avec W5 (x) = W5(y), la
projection IT**(W}“ (y)) est disjointe de I'une des composantes connexes de B(z,e) N(WS* \

Wkt(x)) et intersecte I’autre.

Dans le cas transverse, on choisit p;,p, périodiques proches de x et y respectivement. Par
continuité du feuilletage instable, nous sommes dans le cas c).

Dans le cas de l'intégrabilité jointe, on choisit q périodique proche de z. Sa variété stable locale
coupe W¥(z) et W¥(y) en deux points z,y' € K. On a W% (z') = W**(y). Pour tout difféomor-
phisme C'-proche g, les continuations hyperboliques Ty, Y, € Ky de o',y pour g appartiennent
toujours & la variété stable locale W (gy). Si y, appartient a la variété Wy (z;) pour tout g
C! proche de f, nous sommes dans le cas d). Si Yy, n'appartient plus a la variété W% (zy), on
considére un arc (g;) entre f et g dans un petit voisinage de f dans Diff*(M). Puisque z' est
accumulé par des points périodiques de K, nous en déduisons qu’il existe g; tel que II*® (y;t)
appartient & la variété instable d’un tel point périodique. Nous obtenons donc une connexion
forte généralisée (cas b).

Il reste & examiner le cas strictement non transverse. Puisqu’il n’y a pas d’intersection trans-
verse, les points x # y avec W**(z) = W"*(y) ne sont accumulés par K N W;} (z) que d’un seul
coté de WS (x) (voir la figure 10.1). De tels points sont appelés points de frontiére stable forte.

Wl%c (IL’)

F1G. 10.1 — Intersection strictement non transverse.

Lemme 10.14. Les points de frontiére stable forte appartiennent o la variété instable d’un point
périodique qui est un point de frontiére stable forte. Ces points périodiques frontiére sont en
nombre fini.

Considérons les points périodiques frontiére stable forte pq,...,pe de f et leur variétés in-
stables locales. S'il existe un arc (g;) de difféomorphismes proches de f et un point y € W (p;)
tel que

— xgy := II**(ygy,) appartient a une autre variété W (p;),
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8§ 3 N S SS
— II**(y,,) appartient a la composante connexe de W} (z4,) \ WSi(zy, ) dans laquelle K
accumule g,
nous concluons comme précédemment que 1'un des difféomorphismes ¢g; a une connexion forte.
Nous sommes dans le cas b).

Dans le cas contraire, s’il existe un difféomorphisme g C'-proche de f tel que toutes les
intersections II** (W% (p;)) N W} (p;) sont disjointes, nous sommes dans le cas a).

Finalement, il existe un ouvert I/ de diffeomorphismes proche de f en topologie C' et deux
points p;, p; tels que pour tout g € U les variétés TI°* (W (p;)) et W (p;) s’intersectent. Nous
sommes alors dans le cas c). O

10.7 Connexions de variétés instables périodiques

Nous discutons & présent le cas c¢) du théoréme 10.12 (dans le cadre hyperbolique) et montrons
que 'on peut perturber f pour obtenir une connexion forte.

Proposition 10.15. Considérons un attracteur hyperbolique K avec une décomposition dominée
Tk M = E°* @ E* = (E*° @ E¢) ® E" telle que dim(E°€) = 1. Supposons qu’il existe deux points
périodiques pg,py € K et, pour tout g Cl-proche de f, deuz points distincts © € W (pg,q) et
y € W"(py,q) de K4 tels que W**(z) = W**(y).

Il eziste alors g C'-proche de f et q € H(p,) périodique tel que W*(q) intersecte W*(p,).

Idée de la démonstration. Soient :

— Ay > 1 une constante qui minore la dilatation des itérés positifs de f le long de E*,

— A € (0,1) une constante qui minore la domination entre E*® et E€,

— log(Ac) Vexposant de Lyapunov de l'orbite de p, le long de E*.

Quitte a le remplacer par un difféomorphisme proche, nous pouvons supposer que f est de
classe C? et linéaire au voisinage de p,. Nous pouvons supposer également que W**(p;) \ {p;}
est disjoint de K puisque dans le cas contraire le lemme de connexion permet de créer par per-
turbation une intersection entre W**(p,) et W*(py) et de conclure directement la démonstration
de la proposition. Nous noterons W (py) et W (pg) des variétés locales de p, et p, contenant
x,y respectivement.

Connexion a retours lents. Nous dirons que la connexion est & retours lents s’il existe des
échelles d > 0 arbitrairement petites telles que le temps d’entrée pour = et y dans la boule
U = B(f~!(x),d) est supérieur & Cp.|log(d)| pour une certaine constante Cy > 0. Dans ce
cas, nous perturbons f dans la boule U pour obtenir un difféomorphisme g tel que g(f~!(z))
appartienne & la plaque centrale de z. La distance r entre g(f~!(x)) et z vérifie r/d > € ol € ne
dépend que de la taille de la perturbation C' autorisée.

Aprés perturbation les continuations z4 et y4 de x,y appartiennent & g(Wj . (pz)) et & Wik (py)
mais ne coincident pas nécessairement avec g(f 1(z)) et y. On a les estimées

d(zg, g(f () <A™, dlygy) <A™,

oll ng, ny sont les temps d’entrée de x et y dans U.
Puisque f est de classe C?, I’holonomie IT% du feuilletage stable fort (défini sur un voisinage
de K) est holderienne [144] : il existe « tels que

d(ITF (yg), ITF (y)) < d(yg,y)“-
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Nous comparons également les holonomies H?‘” , 1I7° pour f et pour g :

d(ITF (yg), TI5° (yg)) < A",

ou ny, est le temps d’entrée de y, dans U.
Puisque IT%° (y) =z,0na

d(zg,115° (yg)) >
d(g(f ' (@)),2) — d(g(f (), 39) — d(IT3*(yg), T1F (g)) — d(TTF (y), TIF (1)))-

Par conséquent z, # IT;°(y,) lorsque
=A™ = AT — A > 0.

Les temps d’entrée ng,ny, ny, sont essentiellement les mémes car y, est la continuation de y et
x,y appartiennent & une méme variété stable forte. Nous notons n = inf(ng,ny,ny,). Puisque
r > e.d, la connexion entre z et y est brisée par perturbation lorsque n > Cjy.|log(d)| pour une
certaine constante Cy > 0, ce qui est le cas puisque la connexion est & retours lents.
Considérons un arc de difféeomorphismes (g;) proche de f et joignant f & g. Par continuité, il
existe un diffeomorphisme g; tel que W}’ (y,,) intersecte la variété instable d’un point périodique
de K proche de z. Ceci conclut la démonstration de la proposition dans ce cas.
Connexion a retours rapides. Dans ce cas, pour tout d > 0, le temps de retour de z et y
dans la boule U = B(f~!(z),d) est inférieur & Cp.|log(d)|. Ceci implique le lemme clé suivant.

Lemme 10.16. Il existe a > b > 0 et n arbitrairement grand tel que :
— [™(z) est a distance inférieure ¢ e~ " de x,
— les itérés f¥(x), 0 < k < n, sont a distance supérieure & e~>" de .

Démonstration. Considérons la suite des plus proches retours f™(z) de x prés de lui méme. Nous
fixons un voisinage W de 'union des variétés stables et instables locale de l'orbite de p;. Nous
supposons que l'orbite passée de f~!(x) est contenue dans W, mais = ¢ W. Pour chaque retour
f™(z) de z prés de lui-méme, nous notons {f™i(z),..., f% (z)} le segment d’orbite maximal
contenu dans W.

Pour chaque i, la longueur ¢; = n; — m; est de l’ordre de |log(d;)|, ot d; est la distance entre
f™i(z) et la variété W (z). En effet, puisque W**(p;) \ {pz} est disjoint de K, les retours prés
de z et de p; se font le long de la direction centrale unidimensionnelle. Puisque f est linéaire au
voisinage de p,, la distance d; est de ’ordre de )\ﬁi.

Par hypothése nous avons donc

n; < Co.|log(d;)| < C1.4;.

Posons ’
R = limsup —=~.
T (T
Pour ¢ > 0 petit, nous choisissons jg tel que pour tout j > jg on ait
/.

L < (1+¢).R.
]
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Nous choisissons ensuite n; arbitrairement grand pour que

i} > (1—¢).R.

n;
Pour tout jp < j <4 nous avons n; < n; — #; et donc
l; < (1+ 6).R.’n,j <(l14¢€).R.(1-(1—-¢).R).n;.

Nous posons ag = (1 —¢)2.R et by = (1+¢)2.R.(1 — (1 —¢).R). Puisque R appartient & [C] ', 1],
nous avons ag > by > 0. On a bien

d; < \(179)b < yoom

et pour tout j < 1,
d; > AT 5 pboni,

Le lemme est donc démontré avec a = ag|log A:| et b = by| log A.|. O

Pour conclure la démonstration de la proposition 10.15 dans ce cas, nous considérons un
disque D contenu dans la variété stable forte de y et contenant z et y. Pour tout point z € D
et tout retour f™(z) prés de z, le rayon de f™(D) est trés petit devant la distance d de f™(z) a
W .(ps) = si £ est le temps de passage prés de l'orbite de p,, la distance d est de 1'ordre de )\f; et
le rayon de f™(D) est inférieur & X, ot A; < A, majore la contraction de D fp, le long de E°.

Choisissons n comme dans le lemme précédent : f™(D) est contenu dans une boule centrée en
z et de rayon trés petit devant les distances a = des images f¥(D), 0 < k < n. Il existe donc une
perturbation g de f prés de f~1(z) telle que ¢" (D) C D. On en déduit que g posséde un point
périodique ¢ € D dont la variété stable forte contient D. Puisque W} (p,) n’a pas été perturbé,
W*%(q) et W"(py) s’intersectent.

O

10.8 Connexions contenues dans une variété stable périodique

Pour terminer la démonstration du théoréme 10.11, nous devons expliquer comment perturber
dans le cas d) de la proposition 10.13 afin de créer une connexion forte.

Proposition 10.17. Considérons un ensemble hyperbolique K localement mazimal muni d’une
décomposition dominée Tk M = E° @ E" = (E*° @ E€) @ E* avec dim(E°) = 1. Supposons qu’il
eziste ¢ € K périodique et deuz points x # y de K et tels que pour tout g C' proche de f les
continuations 4 et y, vérifient x, € W (y,).

Il eziste alors un arc de difféomorphismes (g;) C'-proche de f et des points z',y' € K tels
que Wiki(zy,) traverse W (yg,) lorsque t varie.

On obtient la connexion forte en remplacant z par un point périodique proche.

Nous supposerons pour simplifier que ¢ est un point fixe et (quitte & remplacer f par un
diffeomorphisme proche) que la dynamique est linéaire au voisinage de ¢. Dans une carte, f est

de la forme :
(‘(Bssa'rcaxu) = (AS(.,L,SS)’)\C'IC’AU(Q:U))’
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ott A%, (A")~! sont des applications linéaires contractantes et A. appartient & (—1,0) U (0,1).
Nous notons d*® la dimension du fibré E*%.

Dans la variété stable locale W _(g) (qui coincide avec R4 +1 x {0} localement), le feuilletage
stable fort F*¢ coincide avec le feuilletage en sous-espaces affines paralléles a RY" x {0}.

Il existe un point z € W% (q) N W#(q) N K d’orbite distincte de celles de z et y. Fixons
un disque D de W#(q) qui contient z. Quitte & remplacer z par un itéré négatif, nous pouvons
supposer que tous ses itérés négatifs sont contenus dans le voisinage linéarisant de g. Par petite
perturbation, nous pouvons redresser D et le feuilletage stable fort dans D : le disque D est alors
contenu dans un plan paralléle & R+ x {0} et F** est le feuilletage en sous-espaces paralléles
a R? x {0}.

Nous comparons & présent les espaces instables aux points de K proches de ¢ : nous nous
intéressons ainsi aux angles entre deux espaces instables dans la direction centrale, i.e. & 'angle
entre leurs projections dans I’espace de coordonnées E¢(q) & E%(q).

En remplagant z,y par des itérés positifs, E%(z), E*(y) sont arbitrairement proches de E*(q).

EC

ES

FiG. 10.2 — Perturbation dans une variété stable périodique.

Nous fixons une petite constante o > 0. Nous perturbons f au voisinage de f~!(z) en
un difféomorphisme g de sorte que g coincide avec f au voisinage de f~!(x) sur W*(q) mais
Dg-1(5)-E*(f!(x)) est envoyé sur un espace faisant un angle a avec E¥(z).

La norme C? de la perturbation peut étre rendue arbitrairement C?-petite si le support de la
perturbation est contenu dans un voisinage arbitrairement petit de f~!(z). En revanche 'angle
« est donné par la taille de la perturbation C'. On en déduit que les continuations Tg,Yg restent
arbitrairement proches de z,y. Par conséquent, E%(z,) fait un angle proche de o avec E*(x) et
E*(q) ; Uespace E*(yq) un angle arbitrairement petit avec E*(y) et E"(q).
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Les itérés g~"(D) pour n > 0 grand s’accumulent sur W} (q) et recoupent W (z4), W} .(y,)

en deux points z’,y’. Pour n grand les vecteurs (z4,2') et (yq,y’) sont proches de E%(zg4) et
E"(yg). Soit y" la projection de ' sur la plaque centre-instable de yg, par I’holonomie le long
des variétés stables fortes. Voir la figure 10.2.

Les orbites positives de =’ par g et f coincident. Par conséquent la variété stable forte locale
de z' est la méme pour f et pour g : c’est un sous-espace affine parallele & W5 (). On en déduit
que les vecteurs (z4,2') et (y4,%") ont la méme direction. Par conséquent pour g, (y4,yy) fait un
angle proche de o avec E"(y,) et E%(q).

Considérons & présent un arc de difféomorphismes en faisant varier I’angle « : par continuité
nous pouvons assurer que la direction du vecteur (yq, y'g’ ) traverse Eg, en projection dans ’espace
de coordonnée E¢(q) ® E°°(g). On en déduit que W' (zy) traverse Wi (yg)- O

loc

10.9 Continuation des classes hyperboliques par chaines

Pour généraliser les raisonnements des sections précédentes dans le cas des classes hyperbo-
liques par chaines (i.e. dans le cadre du théoréme 10.12), nous avons besoin de définir la notion
de continuation de la classe (qui ne pose pas de probléme dans le cadre hyperbolique).

On considére une classe de récurrence par chaines qui est une classe homocline H(p) avec
une structure partiellement hyperbolique Tx, M = E° @ E¢® E*, dim(E°) = 1, telle que
E° est finement piégée. Pour tout g C'-proche de f, la classe homocline H (pg) est contenue
dans un petit voisinage de H(p), posséde la méme structure partiellement hyperbolique, et reste
hyperbolique par chaines (théoréme 5.20).

Remarquons que H(p) posséde un ensemble dense P de points périodiques g pour lesquels
I’exposant de Lyapunov central est uniformément majoré par une constante strictement négative,
et il existe également une famille de plaques W tangente a E® @ E*, piégée, telle que Wg° C
W*#(q) pour chaque point g € P.

Lemme 10.18. I existe un voisinage U C Diff (M) de f formé de difféomorphismes g pour les-
quels la continuation hyperbolique q, de chaque point q € P est bien définie et tels que l’ensemble
{qg, q € P} est dense dans H(py).

Définition 10.19. Pour g, ¢’ € U, deux points z € H(py), ' € H(py) ont la méme continuation
s'il existe une suite (gn) de P telle que (g g) converge vers et (gy o) converge vers z'.

Le lemme 10.18 implique que pour tout g,g" € U et tout = € H(py), il existe ' € H(py)
ayant la méme continuation que z. Cette notion ne dépend pas du choix de ’ensemble de points
périodiques P. En général la continuation d’un point n’est pas unique mais si 2, 2, ont la méme
continuation que z, alors | et zf, appartiennent a la méme plaque centre-stable.

Pour les difféeomorphismes loin des connexions fortes, chaque point posséde au plus deux
continuations. En effet, si #, 5, 25 sont des continuations de z, on introduit trois suites (g1,n),
(g2,n), (g3.) dans P telles que leurs continuations pour g convergent toutes vers z et leurs conti-
nuations pour g’ convergent vers x’, 24, o respectivement. Si (g;) est un arc de difféomorphismes
dans U joignant g & ¢, il existe g; ayant une connexion forte pour 1'un des points périodiques
considérés. Nous allons donner un énoncé plus précis.

Pour chaque g € U, nous introduisons H(p,), I’ensemble des paires (z,0) ol z est un point de
H(pg) et o est une orientation de E(x) telle que z est accumulé par H(p,) dans la composante
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de We(z) \ W25 (z) déterminée par o. C’est une partie du fibré unitaire associé a Efpy)- 12

loc Dg)”

dynamique de g s’étend donc en une dynamique g sur H(py). On introduit aussi la projection

—_—

gt H(pg) = H(pgy) telle que my(z,g) = .

Proposition 10.20. Considérons une classe de récurrence par chaines de f qui est une classe
homocline non triviale H(p) munie d’une structure partiellement hyperbolique TypyM = E° &
E°¢® E" avec dim(E°) =1 et telle que E°° = E* & E° est finement piégé. Supposons aussi que
pour tout difféomorphisme g C'-proche de f, la classe H(pgy) n’a pas de connexion forte.

1l existe alors un voisinage U C Diﬂ'l(M) de f tel que pour tout g,g' € U on ait les propriétés
suivantes. o

— (Relévement.) L’application mg: H(py) — H(py) est surjective et semi-conjugue g et g.

—_~

— (Continuation du relévement.) Pour tout T, = (x4,0) € H(py), il existe un unique Ty =

(xg,0") € H(py) tel que my(Ty) = x4 et my(Ty) = x4 ont la méme continuation et les
orientations o sur E(z,) et o' sur E¢(zy) coincident. Ceci définit une bijection

CI)g’gl : H(pg) — H(pgl).

— (Continuation de la projection.) Pour tout x4 € H(py) et xy € H(py) ayant la méme

—~—

continuation il existe T € H(p) tel que my(Pfq(T)) = x4 et 1y (¢ (T)) = 24
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Chapitre 11

Centralisateurs de difféomorphismes

Nous utilisons les résultats des chapitres précédents pour décrire le centralisateur des difféo-
morphismes de classe C' dans le groupe Diff' (M). Dans [26, 27] nous montrons que le centralisa-
teur d'un diffeomorphisme C!-générique f est trivial, i.e. coincide avec le groupe engendré par f.
Ceci répond & une conjecture de Smale [174, 175]. Pour obtenir ce résultat, nous devons avoir une
bonne description de la dynamique globale : on peut donc voir ce chapitre comme un test de notre
compréhension des dynamiques C'-génériques. La démonstration nécessite de savoir perturber
un difféomorphisme en préservant sa dynamique topologique mais en modifiant la dynamique
de son application tangente. Par ailleurs, dans [25] nous construisons un ouvert non vide O de
Diff! (M) et une partie dense de O constituée de difféomorphismes dont le centralisateur est non
dénombrable, donc non trivial.

11.1 Difféomorphismes commutant

Si f,g sont des diffeomorphismes qui commutent, g préserve ’ensemble des orbites de f
ainsi que les invariants dynamiques différentiables et topologiques de f. Un argument facile de
transversalité (voir [62, proposition 4.5]) montre que pour tout p-uple générique (fi,...fp) €
(Diff"(M))? avec p > 2 et r > 0, le groupe (fi, ..., fp) est libre. Ceci motive la question suivante
posée par Smale [174, 175].

Considérons une variété connexe compacte sans bord M et pour tout difféomorphisme f €
Diff" (M), définissons son centralisateur

Z'(F) = {g € Diff (M), fg = g}.
Il contient le groupe cyclique (f). Nous disons que f a un centralisateur trivial si Z"(f) = (f).

Question 1 (Smale). Pour r > 1, considérons ’ensemble des difféomorphismes C" ayant un
centralisateur trivial.

1. Cet ensemble est-il dense dans Diff" (M) ¢
2. Cet ensemble contient-il un G5 dense de Diff" (M) ¢

3. Cet ensemble contient-il un ouvert dense de Diff" (M) ¢

Ce probléme remonte au travail de Kopell [82] qui a donné une réponse compléte pour r > 2
et M = S' : dans ce cas, ’ensemble des diffeomorphismes & centralisateur trivial contient un
ouvert dense.

131
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En dimension plus grande, la description du centralisateur demande une compréhension fine
de la dynamique globale : puisqu’un élément du centralisateur d’un difféomorphisme peut coin-
cider avec l'identité sur certaines parties de M, nous devons tenir compte des orbites pour f
d’une partie dense de M. Seules certaines classes de difféomorphismes ont été traitées.

— En régularité C*°, ’ensemble des difféomorphismes & centralisateur trivial contient un
ouvert dense de ’ensemble des difféomorphismes possédant un puits ou une source et
satisfaisant I’axiome A et la condition de transversalité forte [125]. Sur le tore T", il contient
un ouvert dense de l’ensemble des difféeomorphismes d’Anosov [126] (voir aussi [55]). I
contient aussi un Gg dense d’un ouvert de difféomorphismes partiellement hyperboliques
avec fibré central de dimension 1 [44].

— En régularité C*, Togawa [178, 179] a montré que 'ensemble des difféomorphismes de classe
C' & centralisateur trivial contient un G4 de dense de l’ensemble des difféomorphismes
satisfaisant 1’axiome A; en particulier, les diffeomorphismes C!-génériques du cercle ont
un centralisateur trivial [178, 179].

Nous avons obtenu une réponse compléte & la question de Smale en classe C'.

Théoréme 11.1 (Bonatti-Crovisier-Wilkinson [27]). I eziste dans Diff' (M) un Gs dense formé
de difféomorphismes f ayant un centralisateur Z'(f) trivial.

Théoréme 11.2 (Bonatti-Crovisier-Vago-Wilkinson [25]). Il existe un ouvert non vide U de
Diff! (M) et une partie dense D C U formée de difféomorphismes f ayant un centralisateur
ZY(f) non dénombrable. En particulier 'ensemble des difféomorphismes a centralisateur trivial
ne contient pas un ouvert dense de Diff'(M).

Dans le cas conservatif (lorsque qu'une forme volume ou une forme symplectique est préser-
vée), 'analogue du théoréme 11.1 reste vrai [26]. L’analogue du théoréme 11.2 reste vrai dans
le cadre symplectique mais nous n’avons pas de construction pour ’espace des difféomorphismes
préservant une forme volume.

11.2 Stratégie pour montrer que le centralisateur est trivial

a) Centralisateur localement trivial

Bien souvent, la premiére étape pour montrer que le centralisateur d’un difféomorphisme est
trivial consiste & montrer qu’il est “localement trivial”.

Définition 11.3. Le centralisateur Z!(f) d'un difféomorphisme f est localement trivial si pour
tout g € Z'(f), il existe un ouvert dense U C M et une application localement constante
a: U — Z telle que g(z) = f*@)(z) pour tout z € U.

Dans [82], le contréle de la distorsion de la dérivée des applications C? est un des ingrédients
principaux pour montrer que le centralisateur est trivial. Dans le cadre des difféomorphismes C'*
génériques, nous devons changer d’argument puisque la distorsion n’est pas bornée : curieusement,
c’est cette fois le fait que la distorsion explose qui nous permet d’amorcer la démonstration.

Propriéteé (MDM\Q). Un difféomorphisme f satisfait la propriété de mauvaise distorsion sur
l’ensemble errant, s'il existe une partie dense D C M \ Q(f) telle que pour tout K > 0 et tous
z €D,y € M\ Q(f) appartenant a des orbites différentes, il existe n > 1 tel que

|log |det D f"(z)| — log|det Df"(y)|| > K.
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Propriété (MD?). Un difféeomorphisme f satisfait la propriété de mauvaise distorsion sur les
variétés stables (MD?) si, pour toute orbite périodique hyperbolique O, il existe une partie dense
D C W#(O) (pour la topologie intrinséque de W#(0)) telle que pour tout K > 0 et tous z € D,
y € W5(O) appartenant & des orbites différentes, il existe n > 1 tel que

| log | det D fiyys 0y ()] — log| det D fiys(o) ()| > K.

D’apreés les théorémes 2.1 et 2.2 ainsi que les résultats de la section 3.3, les propriété suivantes
sont Cl-génériques :

1. toutes les orbites périodiques sont hyperboliques;
2. des orbites périodiques distinctes ont des valeurs propres distinctes;

3. pour toute composante connexe U appartenant a l'intérieur de ’ensemble non-errant €2,
il existe une orbite périodique O C Int(Q) telle que U est contenue dans ’adhérence de

W*(0).

Conséquence. Tout diffé¢omorphisme f ayant les propriétés Cl-génériques 1, 2, 3 ci-dessus et
qui satisfait les propriétés (MDM\?) et (MD?) a un centralisateur localement trivial.

Démonstration. Les propriétés (MD) permettent d*individualiser” les orbites : si f satisfait la
propriété (MDM\?) alors tout diffeomorphisme g € Z'(f) doit préserver chaque orbite de D. Ceci
permet de construire la fonction a de la définition 11.3 sur D. Sur I’ensemble errant, la fonction
a doit étre localement constante. Par conséquent, a s’étend continiment sur tout M \ Q(f) (en
particulier, elle est constante sur chaque composante de I’ensemble errant).

Si f satisfait la propriété (MD?), le méme argument s’applique & la variété stable de toute
orbite périodique hyperbolique préservée par g € Z!(f) ; en particulier Dg et D f® coincident aux
points de l'orbite O et « est constante sur toute la variété stable. Puisque les orbites périodiques
de f ont des valeurs propres distinctes, g fixe individuellement chacune d’entre elles et I’on peut
donc appliquer la propriété (MD?). Pour toute composante connexe U de Int(€(f)), il existe une
orbite périodique O C Int(Q(f)) telle que U est contenue dans ’adhérence de W*(0). On en
déduit que a s’étend continiiment en une fonction localement constante sur Int(Q(f)). O

La premiére étape vers le théoréme 11.1 consiste donc & montrer le résultat suivant.

Théoréme 11.4. I eziste un G; dense de Diff* (M) formé de difféomorphismes qui satisfont les
propriétés (MDM\?) et (MD?).

La propriété (MD?®) peut s’obtenir comme variante des arguments de [178, 179]. La propriété
(MDM\2) est beaucoup plus délicate a obtenir. En effet, les points d’une méme variété stable
d’orbite périodique ont la méme dynamique future, proche d’une application linéaire. Au contraire
dans ’ensemble errant les orbites distinctes peuvent avoir des comportements trés différents. La
démonstration de ce résultat utilise la notion de perturbation fantéme (section 11.3 plus bas)
mais nous ne l'expliquons pas ici.

b) Du local au global

Nous introduisons une nouvelle propriété.
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Propriété (GD). Un diffeomorphisme f satisfait la propriété de grande dilatation sur un
ensemble X C M si, pour tout K > 0, il existe n(K) > 1 et pour tous z € X et n > n(K), il
existe j € Z tels que

sup{|[Df"(f? (@)l IDF " (F7" (@)} > K.

Conséquence. Soit f un difféomorphisme d’une variété connere M de dimension d > 2 et
Per(f) lensemble de ses points périodiques. Supposons que f ait un centralisateur localement
trivial, ait toutes ses orbites périodiques hyperboliques et satisfait la propriété (GD) sur M \
Per(f). Alors f a un centralisateur trivial.

Démonstration. Considérons g dans le centralisateur de f et K > maxgens (| Degll, || Dzg™t))-
Puisque le centralisateur de f est localement trivial, on a g = f* ol a: M — Z est une fonction
localement constante sur un ouvert dense de M. La propriété (GD) permet de borner « par n(K).
Puisque les orbites périodiques de f sont hyperboliques, ’ensemble des points périodiques Py de
période inférieure a 2n(K) est fini. Considérons a présent une collection d’ouverts {U;};j<n(k)
d’union dense dans M et telle que g = f* sur U;. Sur M \ Py, les ensembles U; sont deux & deux
disjoints. Puisque M \ Py est connexe, seul un des ensembles U; est non vide. Ceci montre que
g = f* pour un certain entier i. Le centralisateur de f est donc trivial. O

Pour obtenir le théoréme 11.1, nous montrons 1’énoncé suivant.

Théoréme 11.5. Soit f un difféeomorphisme dont les points périodiques sont hyperboliques. 1l
eziste g € Diff'(M) arbitrairement proche de f tel que la propriété (GD) soit satisfaite sur
M \ Per(f).

De plus,

— [ et g sont conjugué par un homéomorphisme ® de M, ;

— pour tout orbite périodique O de f, les dérivées de f le long de O et de g le long de ®(O)

sont conjuguées ;
— si f satisfait les propriétés (MDM\?) et (MD?), alors g les satisfait également.

c) Densité et généricité

Nous pouvons déduire des sections précédentes qu’il existe un ensemble dense de difféomor-
phismes de Diff 1(M ) ayant un centralisateur trivial. En effet, on peut perturber tout difféomor-
phisme f € Diﬂ'l(M ) pour que les propriétés génériques 1, 2 et 3 de la section a) ainsi que
(MDM\?) et (MD?®) soient satisfaites. On perturbe ensuite f en un difféomorphisme g donné par
le théoréme 11.5 qui satisfait la propriété (GD). Les propriétés 1, 2, (MDM\?) et (MD®) sont
préservées. Puisque f et g sont conjuguées, la propriété 3 l’est également. Ceci implique que le
centralisateur de g est trivial.

PRSI
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des homéomorphismes bilipschitziens Lip(M). Les raisonnements des sections précédentes per-
mettent de montrer que I’ensemble des difféomorphismes f ayant un centralisateur trivial dans
Lip(M) forme une partie dense de Diff'(M). En utilisant la proposition 2.9, nous en déduisons
qu’il contient un G4 dense, ce qui conclut la démonstration du théoréme 11.1.
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11.3 Perturbations fantémes

Nous présentons a présent quelques ingrédients importants pour la démonstration du théo-
réme 11.5. Certains de ces arguments sont aussi utilisés pour obtenir le théoréme 11.4.

Le théoréme 11.5 permet de perturber un difféomorphisme f pour changer la dynamique de
son application tangente sans changer la classe de conjugaison topologique de f. Pour cela, nous
considérons des domaines ouverts U C M et un entier n > 1 tels que les itérés U, f(U), ..., f*(U)
soient deux-a-deux disjoints. La perturbation g; de f est conjuguée & f par un difféomorphisme
#1 qui coincide avec l'identité hors de I'union des f*(U), 0 < i < n. Pour la construire, nous
modifions f sur les ouverts U, f(U),..., f/~1(U) pour un certain entier 1 < j < n et nous
utilisons les domaines restants f7(U),..., f* *(U) pour compenser la perturbation de sorte que
f™ et g coincident sur U. Une telle modification est appelée perturbation fantéme de f.

Pour modifier les propriétés de I’application tangente D f, il est commode de pouvoir supposer
que les composantes connexes de chaque ouvert f4(U), 0 < i < n sont petites de sorte que f
y soit proche d’une application linéaire. Par ailleurs, afin de modifier la dynamique le long de
I’orbite de tout point non périodique, nous souhaitons que U contienne un itéré de chaque point
x € M\Per(f). Cest exactement ce que permet le théoréme 3.4 d’existence de tours topologiques.

Apreés avoir effectué une telle perturbation fantéme, les dynamiques des applications tan-
gentes D f et Dg; restent conjuguées par Dep;. Pour modifier effectivement la dynamique, nous
introduisons une suite de perturbations fantémes (g;) convergeant dans Diff!(M) vers un dif-
féomorphisme g. On 1’obtient en conjuguant successivement par une suite de difféomorphismes
(¢i). En choisissant la taille des composantes connexes du support de chaque application ;
suffisamment petite, nous garantissons que la suite (¢;) converge vers un homéomorphisme ¢ de
M qui conjugue f et g.

Cette technique de construction de perturbation comme limite de difféomorphismes conju-
guées a déja été utilisée en dynamiques par Anosov et Katok [12] pour des dynamiques lisses ou
par Rees (voir [20]) en régularité C°.

11.4 Problémes

Nous n’avons pas obtenu d’analogue au théoréme 11.2 dans le cadre conservatif.

Question 11.6. Considérons une forme volume v sur M.
Eriste-t-il un ouvert non vide U de l’espace Diﬂ"},(M) des difféomorphismes préservant v et une
partie dense D dont les éléments ont un centralisateur dans DiffL(M) non trivial ?

Les théorémes 11.1 et 11.2 suggérent que la topologie de I’ensemble des difféomorphismes a
centralisateur trivial doit étre compliquée et motive les questions suivantes.

Question 11.7. 1. Considérons I’ensemble des difféeomorphismes ayant un centralisateur tri-
vial. Quel est son intérieur ?
[125] implique que pour 7 > 2, I'intérieur est non vide. Pour M = S* et r = 1, [25] implique
que l'intérieur est vide.
2. Est-ce un ensemble borélien ?
(Voir [56] pour une réponse négative dans le cadre mesurable.)

3. L’ensemble {(f,g) € (Diff}(M))2, fg = gf} est fermé. Quelle est sa topologie locale ? Est-il
localement conneze ?
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Pour démontrer le théoréme 11.1, nous exhibons des propriétés dynamiques qui impliquent
que le centralisateur est trivial. Ceci illustre I'existence de liens entre la dynamique d'un difféo-
morphisme et ses propriétés algébriques dans le groupe Diff!(M). En voici un autre exemple :
la relation de Baumslag-Solitar gfg~! = f™, ot n > 1 est un entier, implique que les points
périodiques de f ne sont pas hyperboliques.

Question 11.8. 1. Considérons un groupe finiement engendré G = (ai,...,ax|r1,..., m) oU
{a;} est une partie génératrice et les r; sont des relations. Quelle est la taille de l’ensemble
des difféomorphismes f € Diff" (M) tels qu’il existe un morphisme injectif p: G — Diff" (M)
satisfaisant p(a1) = f ¢ Le théoréme 11.1 implique que cet ensemble est maigre lorsque G
est abélien (ou méme nilpotent) et différent de Z.

2. Egiste-t-il un difféomorphisme f € Diff" (M) tel que pour tout g € Diff" (M) le groupe
engendré par f et g est (f) lorsque g € (f) ou le produit libre (f) x (g) ?
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axiome A, 24
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connecting lemma, 32
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modéré, difféomorphisme, 17 variété stable forte, 58
modeéle central, 100 vecteur de Lyapunov, 58
type, 101

Morse-Smale, difféomorphisme, 25
ouvert attractif, 22

perturbation élémentaire, 28
perturbation fantéme, 135
phénomeéne de Newhouse, 44, 74
phénomeénes et mécanismes, 16, 96
pistage

faible, 50

généralisé, 59
pseudo-orbite, 22
puits, 23

quasi-attracteur, 23
récurrence par chaines, 22

sauvage, diffeomorphisme, 17
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selle, 23
source, 23
spécification, 83, 85
stabilité
Q-stabilité, 76
au sens de Lyapunov, 23
molle, 53
structurelle, 76
tolerance stability, 53
support, d’'une perturbation, 36

tangence homocline, 73

robuste, 74
théoréme de densité, 31
théoréme fondamental de la dynamique, 22
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transition, 83
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faible, 21

robuste, 43
transversalité forte, 76
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