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CATÉGORIES DÉRIVABLES

par

Denis-Charles Cisinski

Résumé. — Ce papier est consacré à la construction de dérivateurs à partir d’une
notion de catégorie de modèles assez générale pour recouvrir les théories de Quillen,
Thomason et Brown. On développe en particulier la théorie des catégories exactes
dérivables (par exemple les catégories de Frobenius et les catégories biWaldhau-
sen compliciales vérifiant de bonnes propriétés de stabilité homotopique), lesquelles
donnent lieu à des dérivateurs triangulés. Dans un dernier temps, on démontre que
la notion de catégorie de modèles inroduite ici est stable par passage aux catégories
de préfaisceaux sur une petite catégorie arbitraire.

Abstract. — This paper is devoted to the construction of derivators from a notion
of model category which is general enough to recover the theories of Quillen, Thoma-
son, and Brown. We develop, in particular, the theory of derivable exact categories
(for instance, Frobenius categories or complicial biWaldhausen categories with nice
homotopy stability properties), which give rise to triangulated derivators. At last,

we prove that the notion of model category we introduced here is stable by taking

presheaves categories over an arbitrary small category.
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2. Le dérivateur associé à une catégorie dérivable . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3. Fonctorialités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Introduction

Ce texte est consacré au développement de la notion de catégorie dérivable (à
gauche et/ou à droite), c’est-à-dire d’une notion de catégorie de modèles recouvrant
à la fois la théorie des catégories de modèles (fermées ou non) au sens de Quillen,
celle des catégories de modèles au sens de Thomason, et celle des catégories d’objets
fibrants au sens de Brown. La notion de catégorie dérivable est un cas particulier
de celle de structure de dérivabilité, définie et étudiée par Kahn et Maltsiniotis dans
[KM08], et donne donc lieu à une bonne théorie des foncteurs dérivés.

Il est établi dans ce travail que toute catégorie dérivable à gauche définit canoni-
quement un dérivateur à gauche (de domaine les catégories directes finies) vérifiant de
bonnes propriétés de relèvements (2.21, 2.15) ; autrement dit, les catégories dérivables
à gauches sont des catégories de modèles admettant des limites homotopiques finies.
On développe en outre les propriétés de fonctorialité attendues (3.4), ainsi qu’une
caractérisation combinatoire simple des foncteurs exacts à gauche entre catégories
dérivables à gauche induisant une équivalence entre les dérivateurs faibles à gauche
correspondants (3.12, 3.19 et 3.20). Signalons que cette caractérisation permet une
preuve simple de l’invariance de la K-théorie par équivalence dérivée (voir [Cis08]).
Enfin, la notion de catégorie exacte dérivable est dégagée (4.5) : ce sont les catégories
exactes munies d’une classe d’équivalences faibles ayant un bon comportement re-
lativement aux monomorphismes admissibles et aux épimorphismes admissibles (i.e.
donnant lieu à une structure de catégorie dérivable). Par exemple toute catégorie
de Frobenius est une catégorie exacte dérivable avec pour équivalences faibles les
équivalences stables (4.19), et toute catégorie biWaldhausen compliciale (vérifiant des
propriétés de stabilité homotopique adéquates) est une catégorie exacte dérivable.
En particulier, pour toute catégorie exacte E , la catégorie des complexes bornés sur
E est une catégorie exacte dérivable en prenant pour équivalences faibles les quasi-
isomorphismes. On montre que le dérivateur associé à toute catégorie exacte dérivable
est triangulé (4.9) ce qui redonne, en particulier, la construction de Keller [Kel07] du
dérivateur associé à une catégorie exacte. Dans le paragraphe suivant, on définit les
catégories dérivables relevantes en faisant intervenir les propriétés de relèvements stan-
dard entre cofibrations et fibrations. On montre que pour une telle catégorie dérivable
A, les morphismes d’un objet cofibrant vers un objet fibrant dans la catégorie homo-
topique de A peuvent être décris comme des classes d’homotopie de morphisme de A
(5.11), ce qui fait disparâıtre les problèmes ensemblistes éventuels quant à la construc-
tion de la catégorie homotopique de A. On montre en dernier lieu que la notion de
catégorie dérivable relevante est stable par passage aux catégories de préfaisceaux sur
une catégorie directe finie (5.13). On définit alors la notion de catégorie de modèles,
ainsi que sa version “propre”, celle de catégorie de Thomason.

Grâce aux travail de Rădulescu-Banu [RB06], on étudie ensuite des variantes ho-
motopiquement complètes de ces structures de catégorie de modèles, en leur associant
des dérivateurs définis sur toutes les petites catégories. On montre en outre que les
notions de catégorie de modèles introduites dans ces notes sont stables par passage
aux catégories de préfaisceaux sur une petite catégorie arbitraire (6.22), propriété qui
fait défaut à la notion de catégorie de modèles fermée de Quillen. On retrouve de la
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sorte le fait que les catégories de modèles de Thomason sont stables par passage aux
catégories de préfaisceaux sur une petite catégorie arbitraire (6.24), résultat qui a
déjà été démontré par Weibel [Wei01] (d’après les notes manuscrites de Thomason)
dans le cadre des catégories de Thomason simpliciales.

1. Catégories dérivables à gauche

1.1. — Soit A une catégorie munie de deux classes de flèches wA et fA, appelées
respectivements équivalences faibles et fibrations. Les éléments de fA ∩ wA seront
appelés des fibrations triviales. La catégorie A est dérivable à gauche si les axiomes
suivants sont vérifiés.

D0 La catégorie A a un objet final, noté ⋆. On appelle objets fibrants les objets
X de A tels que la flèche canonique X −→ ⋆ soit une fibration. Tout objet
isomorphe à un objet fibrant est fibrant. L’objet final de A est fibrant.

D1 Tout isomorphisme est une équivalence faible. Si dans un triangle commutatif
de A, deux flèches parmis les trois sont des équivalences faibles, il en est de même
de la dernière.

D2 Tout isomorphisme entre objets fibrants est une fibration. Les fibrations sont
stables par composition. Pour toute fibration de but fibrant X −→ Y et toute
flèche Y ′ −→ Y de source fibrante, le produit fibréX ′ = Y ′×YX est représentable
dans A, et la projection de X ′ sur Y ′ est une fibration (ce qui implique que X ′

est fibrant).
D3 Le changement de base d’une fibration triviale de but fibrant par un morphisme

de source fibrante est une fibration triviale.
D4 Il existe une factorisation de toute flèche u de but fibrant dans A de la forme
u = pi, où p est une fibration, et i une équivalence faible.

On note Af la sous-catégorie pleine de A formée des objets fibrants. Il est immédiat
que Af est une catégorie dérivable à gauche en posant wAf = wA ∩ Af et fAf =
fA∩Af . La catégorie Af est en outre une catégorie d’objets fibrants au sens de K. S.
Brown [Bro73]. Elle admet donc en particulier des produits finis. Réciproquement,
les catégories d’objets fibrants sont exactement les catégories dérivables à gauche dont
tous les objets sont fibrants. On note HoA la localisation de A (c’est-à-dire la catégorie
obtenue à partir de A en inversant formellement les équivalences faibles), laquelle
existe toujours, quitte à changer d’univers. On désigne enfin par γ : A −→ HoA le
foncteur canonique.

Exemple 1.2. — SoientA une catégorie dérivable à gauche, et I une petite catégorie.
On note A(I) la catégorie des préfaisceaux sur I à valeurs dans A, et wA(I) (resp.
fA(I)) la classe des équivalences faibles naturelles (resp. des fibrations naturelles),
i.e. des flèches X −→ Y de A(I) telles que pour tout objet i de I, X(i) −→ Y (i) soit
une équivalences faible (resp. une fibration) de A. Avec ces définitions, dans le cas où
I est une catégorie directe finie, on verra que A(I) est ainsi munie d’une structure de
catégorie dérivable à gauche (1.31).

Exemple 1.3. — Soit E une catégorie exacte. On considère A = CbE , la catégorie
des complexes bornés sur E . On note wA la classe des quasi-isomorphismes, et fA
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celle des flèches de A qui sont des épimorphismes admissibles en chaque degré. Alors
A est une catégorie dérivable à gauche (telle que Af = A, i.e. dont tous les objets
sont fibrants).

1.4. — SoitA une catégorie dérivable à gauche. Un clivage deA consiste en la donnée
suivante.

(a) Pour chaque objet X de A, une équivalence faible jX : X −→ RX de but
fibrant.

(b) Pour chaque flèche u : X −→ Y de A, un diagramme commutatif de la forme
ci-dessous,

X
jX //

u

��

σ(u) ''NNNNNNN RX

S(u)

q(u)
OO

p(u)��
Y

jY
// RY ,

la flèche q(u) étant une fibration triviale, et p(u) une fibration.
Un clivage est normalisé si pour chaque objet X de A, on a S(1X) = RX et q(1X) =
p(1X) = 1RX (ce qui implique que σ(1X) = jX).

Lemme 1.5. — Il existe des clivages (éventuellement normalisés).

Démonstration. — Soit X un objet de A. En vertu de l’axiome D4, l’objet final étant
fibrant (par D2), il existe une équivalence faible de but fibrant jX : X −→ RX.
Considérons à présent une flèche u : X −→ Y de A. Comme RX et RY sont fibrants,
le produit RX×RY est représentable dans A (D2). En outre, chacune des projections
vers RX et RY sont des fibrations (D2 encore). On peut choisir grâce à D4 une
factorisation de (jY u, jX) : X −→ RY ×RX en une équivalence faible σ(u) : X −→
S(u) suivie d’une fibration k : S(u) −→ RY ×RX. On définit p(u) (resp. q(u)) comme
le composé de k et de la première (resp. de la seconde) projection. Il résulte facilement
des axiomes D1 et D2 qu’on a bien défini de la sorte un clivage.

1.6. — Soit A une catégorie dérivable à gauche.
Si Y est un objet fibrant de A, un cocylindre de Y est une factorisation

Y
s
−−→ Y I

(d0,d1)
−−−−→ Y × Y

de la diagonale Y −→ Y ×Y en une équivalence faible s suivie d’une fibration (d0, d1).
Lorsque cela ne prêtera pas trop à confusion, on se réfèrera parfois à un tel objet en
parlant d’un cocylindre Y I de Y en sous-entendant la donnée des morphismes s, d0

et d1.
Deux morphismes u, v : X −→ Y de Af sont strictement homotopes s’il existe un

cocylindre de Y comme ci-dessus, et un morphisme h : X −→ Y I tels que d0h = u
et d1h = v. Les morphismes u et v sont homotopes s’il existe une équivalence faible
w : X ′ −→ X de Af telle que uw et vw soient strictement homotopes. On peut
montrer que la relation d’homotopie est une relation d’équivalence compatible à la
composition sur HomA(X,Y ) (voir [Bro73, I.2]). On note πAf la catégorie quotient.
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On peut en outre vérifier que HoAf s’obtient à partir de πAf par un calcul de fractions
à droite [Bro73, I.2, proposition 2]. On se réfèrera par la suite à ce fait en disant que
HoAf s’obtient à partir de Af par un calcul de fractions à droite à homotopie près.
Il est remarquable qu’avec ces définitions, le foncteur canonique πAf −→ HoAf est
fidèle [Bro73, I.2, théorème 1].

Lemme 1.7. — Pour tout diagramme commutatif de A de la forme

Z

Y

p 77nnnnnnn

p′ ''OOOOOOO X
foo f ′

// Y ′

qhhPPPPPPP

q′wwnnnnnnn

Z ′ ,

les objets Z et Z ′ étant fibrants, les flèches p′ et q′ des fibrations, les flèches p et q
des fibrations triviales, et la flèche f ′ une équivalence faible, il existe deux fibrations
triviales g : X ′ −→ Y et g : X ′ −→ Y ′, telles que le diagramme suivant commute
dans Af à homotopie (stricte) près.

Z

Y

p 77nnnnnnnn

p′ ''PPPPPPP X ′
goo g′ // Y ′

qhhPPPPPPPP

q′vvnnnnnnn

Z ′

En particulier, les flèches p′p−1 et q′q−1 sont égales dans HoAf .

Démonstration. — On note X0 = Y ×Z Y
′, et h0 = (f, f ′) : X −→ X0 la flèche

canonique. Comme p et q sont des fibrations triviales, les deux projections pr1 et
pr2 de X0 vers Y et Y ′ respectivement en sont de même. On en déduit aussitôt
que h0 est une équivalence faible. Soient k : X0 −→ Z ′ et k′ : X0 −→ Z ′ les
flèches obtenues en composant respectivement la première projection avec p′ et la
seconde projection avec q′. On choisit un cocylindre de Z ′, i.e. une factorisation de

la diagonale Z ′ −→ Z ′ × Z ′ en une équivalence faible s : Z ′ −→ Z ′I suivie d’une

fibration (d0, d1) : Z ′I −→ Z ′ × Z ′. Le carré commutatif

X
p′f=q′f ′

//

h0

��

Z ′ s // Z ′I

(d0,d1)

��
X0

(k,k′)

// Z ′ × Z ′

induit une flèche canonique X −→ X1 = X0 ×Z′×Z′ Z ′I . On factorise celle-ci en une
équivalence faible h′ : X −→ X ′ suivie d’une fibration r : X ′ −→ X1. On note enfin

π la projection de X1 sur X0, et ̟ celle de X1 sur Z ′I . On définit g : X ′ −→ Y (resp.
g′ : X ′ −→ Y ′) comme la composée pr1πr (resp. pr2πr). On vérifie immédiatement
que pg = qg′ dans A. Comme π est une fibration, g et g′ sont des fibrations. D’autre
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part, πrh = h0, et donc πr est une fibration triviale. Par conséquent, g et g′ sont des
fibrations triviales. On vérifie enfin les égalités

d0̟r = kπr = p′pr1πr = p′g et d1̟r = k′πr = q′pr2πr = q′g′ .

Autrement dit, p′g et q′g′ sont strictement homotopes.

Proposition 1.8. — Pour chaque clivage sur A, on définit un foncteur

R : A −→ HoAf

par R(X) = RX sur les objets, et par R(u) = p(u)q(u)−1 sur les flèches. Ce foncteur
envoie les équivalences faibles de A sur des isomorphismes, et on note

R : HoA −→ HoAf

le foncteur induit. En outre, si

i : HoAf −→ HoA

désigne le foncteur induit par l’inclusion de Af dans A, la donnée des morphismes
jX définit deux isomorphismes de foncteurs

1HoA ≃ iR et 1HoAf
≃ Ri .

En particulier, les foncteurs R et i sont des équivalences de catégories quasi-inverses
l’une de l’autre.

Démonstration. — Montrons que R est bien un foncteur. Pour faciliter (très légè-
rement) la démonstration, on suppose que le clivage est normalisé. Cela implique
tautologiquement que R respecte les identités. Il reste à montrer que R respecte la
composition. Soient u : X −→ Y et v : Y −→ Z deux morphismes composables de A.
Le carré commutatif

X
u //

σ(u)

��

Y
σ(v) // S(v)

q(v)

��
S(u)

p(u)
// RY

définit une flèche canonique f : X −→ T (v, u) = S(v)×RY S(u). On obtient dès lors
le diagramme commutatif suivant dans A.

RX

S(u)

q(u) 66lllllll

p(u)

wwoooooo

RY T (v, u)
pr2

hhQQQQQQ

pr1

vvmmmmmm
X

σ(vu) //foo S(vu)

q(vu)

ggOOOOOOOOOOOOOOOO

p(vu)

wwoooooooooooooooo

S(v)
q(v)

ggOOOOOO

p(v) ((RRRRRRR

RZ
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On remarque que dans ce diagramme, tous les objets sauf X sont fibrants. D’autre
part, le morphisme pr2 est une fibration triviale (puisqu’image réciproque de q(v)). Il
est donc de même de q(u)pr2. Il résulte à présent du lemme 1.7 que

p(vu)q(vu)−1 = p(v)pr1(q(u)pr2)
−1

dans HoAf . Or il est immédiat que

p(v)pr1(q(u)pr2)
−1 = p(v)q(v)−1p(u)q(u)−1 .

On a bien prouvé que R(v)R(u) = R(vu).
Il est d’autre part évident que la donnée des équivalences faibles jX définit un

isomorphisme du foncteur de localisation γ : A −→ HoA vers iR. Il résulte de
la propriété universelle de la localisation que cela définit un isomorphisme de 1HoA

vers iR. En appliquant ce qui précède à Af , cela prouve aussi que cela définit un
isomorphisme de Ri vers 1HoAf

.

1.9. — Si A et A′ sont deux catégories dérivables à gauche, un foncteur Φ : A −→ A′

est exact à gauche s’il vérifie les conditions ci-dessous.
EG0 Le foncteur Φ respecte les objets finaux.
EG1 Le foncteur Φ respecte les fibrations et les fibrations triviales.
EG2 Pour tout carré cartésien de Af de la forme

X ′ //

p′

��

X

p

��
Y ′ // Y ,

la flèche p (et donc aussi p′) étant une fibration, le carré

ΦX ′ //

Φp′

��

ΦX

Φp

��
ΦY ′ // ΦY

est cartésien dans A′.
Un tel foncteur induit un unique foncteur Φf : Af −→ A

′
f tel que le carré suivant

commute (les flèches verticales étant les inclusions).

A
Φ // A′

Af
Φf

//

OO

A′
f

OO

On vérifie aussitôt que Φf est encore exact à gauche. En outre, il résulte de [Bro73,
I.1, Factorization lemma] que Φf respecte les équivalences faibles. Il est immédiat que
les foncteurs exacts à gauche sont stables par composition.



8 DENIS-CHARLES CISINSKI

Exemple 1.10. — Soient A une catégorie dérivable à droite, et u : I −→ J un
foncteur entre petite catégories. Le foncteur image inverse

u∗ : A(J) −→ A(I) , X 7−→ u∗X = (x 7−→ X(u(x))) ,

respecte les équivalences faibles. On montrera plus loin que lorsque I est une catégorie
directe finie, A(I) est une catégorie dérivable à gauche avec les définitions de 1.2. Dans
le cas où I et J sont des catégories directes finies, cela fera de u∗ un foncteur exact à
gauche.

1.11. — On rappelle qu’une catégorie directe finie est une catégorie finie sans cycles
(i.e. une catégorie finie E telle que si Γ désigne le graphe orienté dont les sommets
sont les objets de E, et dont les arêtes sont les flèches non identiques de E, alors
la catégorie libre engendré par Γ est finie). On peut aussi caractériser les catégories
directes finies comme les petites catégories dont le nerf est un ensemble simplicial de
présentation finie, c’est à dire dont le nerf n’a qu’un nombre fini de simplexes non
dégénérés). Par exemple tout ensemble ordonné fini est une catégorie directe finie. Si
E est une catégorie directe finie, alors pour tout objet x de E, la catégorie E/x des
objets de E au-dessus de x est une catégorie directe finie. Toute sous-catégorie d’une
catégorie directe finie est une catégorie directe finie. Si E est une catégorie directe
finie, alors Eop en est une aussi. Enfin, les catégories directes finies sont stables par
produits finis et par sommes finies.

Soit E une catégorie directe finie. Une châıne de E est un foncteur injectif (sur
les flèches et sur les objets) c : ∆n −→ E (où ∆n désigne la catégorie associée à
l’ensemble {0, . . . , n} muni de l’ordre naturel). L’entier n est la longueur de c, et c(n)
son but. Si x est un objet de E, la longueur de x, notée ℓ(x), est le plus grand entier
n tel qu’il existe une châıne de E de longueur de n et de but x. Pour tout entier n, on
note E(n) la sous-catégorie pleine de E formée des objets de E de longueur inférieure
ou égale à n. On obtient ainsi une filtration (finie) de E de la forme

∅ = E(−1) ⊂ E(0) ⊂ . . . ⊂ E(n) ⊂ . . . ⊂ E .

Pour tous m ≤ n, l’inclusion E(m) −→ E(n) est un crible. On définit enfin la longueur
de E, notée ℓ(E), comme le plus petit entier m tel que la suite n 7−→ E(m+n) soit
constante. Une catégorie directe finie E est de longueur nulle si et seulement si c’est
une catégorie discrète non vide, et elle est vide si et seulement si elle est de longueur
ℓ(E) = −∞.

Le bord de E est la sous-catégorie ∂E = E(ℓ(E)−1). On remarque aussitôt que si E
n’est pas vide, ℓ(∂E) < ℓ(E). Pour tout objet x de E, on a ℓ(E/x) ≤ ℓ(E), et par
conséquent, vu que E/x n’est pas vide, ℓ(∂E/x) < ℓ(E).

Un objet x de E est minimal (resp. maximal) s’il est de longueur 0 (resp. ℓ(E)).

1.12. — Un foncteur u : E′ −→ E est un isomorphisme local si pour tout objet x
de E′, le foncteur canonique E′/x −→ E/u(x) est un isomorphisme (ce qui induit un
isomorphisme ∂E′/x ≃ ∂E/u(x) dès que cela a un sens).

Un foncteur u : E′ −→ E est une fibration discrète finie s’il fait de E′ une catégorie
fibrée sur E (cf. [Gro03]) et si toutes ses fibres sont des catégories discrètes finies.
Toute fibration discrète finie est un isomorphisme local. Les fibrations discrètes finies
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sont stables par composition et par changement de base. Il est remarquable que pour
toute fibration discrète finie p : E′ −→ E, si en outre E est une catégorie directe finie,
alors il en est de même de E′ ; de plus, pour tout objet x de E′, ℓ(p(x)) = ℓ(x), et par
suite, ℓ(E′) ≤ ℓ(E). On rappelle qu’une immersion ouverte (on dit aussi un crible) est
une inclusion pleine j : E′ −→ E telle que pour tout x ∈ ObE, s’il existe x′ ∈ ObE′

et une flèche x −→ x′, alors x ∈ ObE′. Toute immersion ouverte est une fibration
discrète finie (et donc en particulier un isomorphisme local). Si E est une catégorie
directe finie, pour tout objet x de E, les foncteurs d’oubli canoniques E/x −→ E et
∂E/x −→ E sont des fibrations discrètes finies. Si Ei −→ E est une famille finie de
fibrations discrètes finies, alors le foncteur induit

∐

iEi −→ E une fibration discrète
finie.

1.13. — Soient E une catégorie directe finie, et C une catégorie. Un préfaisceau F
sur E à valeurs dans C est représentable au bord de E si pour tout objet x de E,
lim←−F |∂E/x est représentable (où ∂E/x désigne le bord de E/x). Lorsque c’est le cas,

on définit le bord de F comme le préfaisceau

∂F : Eop −→ C , x 7−→ lim←−F |∂E/x .

Les flèches canoniques F (x) = lim←−F |E/x −→ lim←−F |∂E/x définissent un morphisme
canonique

(1.13.1) F −→ ∂F .

L’énoncé ci-dessous est immédiat.

Lemme 1.14. — Soient C une catégorie, et u : E′ −→ E un isomorphisme lo-
cal entre catégories directes finies. Si F est un préfaisceau sur E à valeurs dans C
représentable au bord de E, alors le préfaisceau u∗F est représentable au bord de E′.
En outre, on a un isomorphisme canonique u∗∂F ≃ ∂u∗F .

1.15. — Soient A une catégorie dérivable à gauche, et E une catégorie directe finie.
Un préfaisceau F sur E à valeurs dans A est fibrant sur les bords s’il est représentable
au bord de E, et si la flèche canonique F −→ ∂F est une fibration naturelle (cela
implique en particulier que pour tout objet x de E, F (x) et ∂F (x) sont des objets
fibrants de A).

Lemme 1.16. — L’image inverse par un isomorphisme local entre catégories di-
rectes finies d’un préfaisceau fibrant sur les bords est encore un préfaisceau fibrant sur
les bords.

Démonstration. — Cela résulte du lemme 1.14.

1.17. — Considérons un carré cocartésien de catégories

D′ i //

q

��

E′

p

��
D

j
// E

(1.17.1)
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dans lequel p et q sont des fibrations discrètes et i et j des immersions ouvertes. Alors
pour tout préfaisceau d’ensembles F sur E, il induit un carré cartésien canonique
d’ensembles de la forme suivante.

lim←−F
//

��

lim←−j
∗F

��
lim←−p

∗F // lim←−q
∗j∗F

(1.17.2)

Soit E une catégorie directe finie. On note maxE l’ensemble des objets maximaux de
E, et on choisit un sous-ensemble I de maxE. On note alors E \ I la sous-catégorie
pleine de E formée des objets de E qui ne sont pas dans I. L’inclusion E \ I −→ E
est alors un crible de E (dans le cas où I = maxE, E \ I = ∂E). On a alors un carré
commutatif bicartésien (i.e. à la fois cartésien et cocartésien) :

∐

x∈I ∂E/x //

��

∐

x∈I E/x

��
E \ I // E .

(1.17.3)

Pour le vérifier, les flèches de ce carré étant toutes des fibrations discrètes, il suffit
de le prouver pour les fibres du carré au-dessus de E : or si y est dans I, la fibre de
1.17.3 au-dessus de y est

∅ // {(y, 1y)}

��
∅ // {y} ,

et si y n’est pas dans I, la fibre de 1.17.3 au-dessus de y est

∐

x∈I

∐

u∈HomE(y,x){(y, u)}

��

∐

x∈I

∐

u∈HomE(y,x){(y, u)}

��
{y} {y} .

Pour tout préfaisceau d’ensemble F sur E, on obtient donc par une spécialisation
de 1.17.2 le carré cartésien canonique ci-dessous (avec les identifications lim←−F |E/x =

F (x) et lim←−F |∂E/x = ∂F (x)).

lim←−F
//

��

lim←−F |E\I

��
∏

x∈I F (x) //
∏

x∈I ∂F (x)

(1.17.4)
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Dans le cas où I = maxE, on obtient ainsi un carré cartésien canonique de la forme
suivante.

lim←−F
//

��

lim←−F |∂E

��
∏

x∈maxE F (x) //
∏

x∈maxE ∂F (x)

(1.17.5)

Proposition 1.18. — Soient A une catégorie dérivable à gauche, et E une catégorie
directe finie. Pour tout objet fibrant sur les bords F de A(E), lim←−F est représentable

dans A et est un objet fibrant. En outre, pour toute immersion ouverte j : E′ −→ E,
la flèche canonique lim←−F −→ lim←−j

∗F est une fibration.

Démonstration. — Pour montrer la première assertion, on procède par récurrence
sur la longueur de E. Si ℓ(E) < 0, alors E est la catégorie vide, et donc l’assertion
résulte dans ce cas du fait que la catégorie A admet un objet final et que ce der-
nier est fibrant. Si ℓ(E) ≥ 0, vu que ∂E −→ E est une immersion ouverte et que
ℓ(∂E) < ℓ(E), il résulte du lemme 1.16 que lim←−F |∂E est représentable et est un objet

fibrant de A. De plus, pour tout objet x de E, comme ℓ(∂E/x) < ℓ(E/x) ≤ ℓ(E),
∂F (x) est un objet fibrant. Les flèches F (x) −→ ∂F (x) étant des fibrations, la flèche
∏

x∈maxE F (x) −→
∏

x∈maxE ∂F (x) en est une aussi. Par conséquent, le produit fibré
défini par le diagramme

∏

x∈maxE

F (x) −→
∏

x∈maxE

∂F (x)←− lim←−F |∂E

est représentable dans A, et ainsi, le carré cartésien 1.17.5 permet de conclure.
Considérons à présent une immersion ouverte j : E′ −→ E. Pour montrer la

seconde assertion, on commence par considérer le cas où il existe un sous-ensemble
I de maxE tel que E′ s’identifie à la sous-catégorie pleine de E formée des objets
qui ne sont pas dans I, et j à l’inclusion (laquelle est nécessairement une immersion
ouverte par maximalté des éléments de I). Le carré cartésien 1.17.4 montre alors que
le morphisme lim←−F −→ lim←−j

∗F est une fibration. On note #E le nombre d’objets de

E. Pour montrer le cas général, on va procéder par récurrence sur #E. Si #E = 0,
alors E est vide, et l’assertion résulte du fait que l’identité de l’objet final de A est
une fibration. On peut donc passer au cas où #E > 0. Si j est l’identité de E, il n’y a
rien à vérifier. Sinon, étant donné que le crible de E engendré par maxE est E tout
entier, il existe un objet maximal x de E tel que j se factorise par l’immersion ouverte
E′′ = E \ {x} −→ E. Mais alors #E′′ = #E − 1, ce qui implique que le morphisme
lim←−F |E

′′ −→ lim←−F |E
′ est une fibration, et comme on sait que lim←−F −→ lim←−F |E

′′

est une fibration, la stabilité des fibrations par composition implique la propriété
voulue.

Corollaire 1.19. — Soit F un préfaisceau fibrant sur les bords sur une catégorie
directe finie E. Pour tout monomorphisme x −→ x′ de E, le morphisme induit
F (x′) −→ F (x) est une fibration.
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Démonstration. — La flèche x −→ x′ étant un monomorphisme de E, le foncteur
E/x −→ E/x′ est une immersion ouverte. Comme F |E/x′ est fibrant sur les bords,
on en déduit par la proposition ci-dessus que la flèche

F (x′) ≃ lim←−F |E/x′ −→ lim←−F |E/x ≃ F (x)

est une fibration.

Corollaire 1.20. — Soient E un ensemble ordonné fini, et x un élément de E. Pour
tout préfaisceau fibrant sur les bords F sur E, le morphisme canonique lim←−F −→ F (x)

est une fibration.

Démonstration. — Vu que E est un ensemble ordonné, l’application croissante cano-
nique E/x −→ E est une immersion ouverte. On en déduit que le morphisme

lim←−F −→ lim←−F |E/x ≃ F (x)

est une fibration.

1.21. — Soient A une catégorie dérivable à gauche et E une catégorie directe finie.
On note A(E)∂ la sous-catégorie pleine de A(E) formée des préfaisceaux fibrants sur
les bords. Une flèche F −→ F ′ de A(E)∂ est une fibration bordée (resp. une fibration
triviale bordée) si le morphisme F −→ F ′ ×∂F ′ ∂F induit par le carré commutatif

F //

��

∂F

��
F ′ // ∂F ′

est une fibration naturelle (resp. une fibration triviale naturelle). Une flèche de A(E)∂

est une fibration bordée triviale si c’est à la fois une fibration bordée et une équivalence
faible naturelle. L’énoncé ci-dessous résulte aussitôt du lemme 1.16.

Lemme 1.22. — Pour tout isomorphisme local entre catégories directes finies u :
E′ −→ E, si F −→ F ′ est une fibration bordée (resp. une fibration triviale bordée,
resp. une fibration bordée triviale) dans A(E), alors il en est de même de u∗F −→
u∗F ′ dans A(E′).

Proposition 1.23. — La limite projective d’une fibration bordée (resp. d’une fibra-
tion triviale bordée, resp. d’une fibration bordée triviale) est une fibration (resp. une
fibration triviale, resp. une fibration triviale).

Démonstration. — Soit E une catégorie directe finie. On considère une fibration
bordée (resp. etc) F −→ F ′ dans A(E)∂ , et on veut montrer que lim←−F −→ lim←−F

′

est une fibration (resp. etc). On va de nouveau procéder par récurrence sur la longueur
de E. Si ℓ(E) ≤ 0, l’assertion résulte du fait que les fibrations et les équivalences faibles
entre objets fibrants sont stables par produits finis. Supposons ℓ(E) > 0. Etant donné
que ℓ(∂E) < ℓ(E), le morphisme canonique lim←−F |∂E −→ lim←−F

′|∂E est une fibration
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(resp. etc). Comme lim←−F
′ est un objet fibrant, on peut former le carré cartésien

suivant dans A.
lim←−F

′ ×lim←−F
′|∂E

lim←−F |∂E //

��

lim←−F |∂E

��
lim←−F

′ // lim←−F
′|∂E

D’autre part, en utilisant les carrés cartésiens de la forme 1.17.5, on remarque qu’on
a un carré cartésien canonique de la forme suivante dans A.

lim←−F
//

��

lim←−F
′ ×lim←−F

′|∂E
lim←−F |∂E

��
∏

x∈maxE F (x) //
∏

x∈maxE F
′(x)×∂F ′(x) ∂F (x)

La stabilité des fibrations (resp. des fibrations triviales) par composition et par chan-
gement de base le long d’un morphisme de source fibrante permet ainsi de conclure
dans le cas d’une fibration bordée (resp. d’une fibration triviale bordée). Dans le cas
d’une fibration bordée triviale, le même argument sera valide une fois vérifié que pour
tout objet x de E, la flèche F (x) −→ F ′(x) ×∂F ′(x) ∂F (x) est une fibration triviale.
Or ℓ(∂E/x) < ℓ(E), et donc la flèche ∂F (x) −→ ∂F ′(x) est une fibration triviale.
Il résulte donc de l’axiome D3 que la flèche F ′(x) ×∂F ′(x) ∂F (x) −→ F ′(x) est une
fibration triviale. On en déduit grâce à l’axiome D1 que F (x) −→ F ′(x)×∂F ′(x)∂F (x)
est une équivalence faible, ce qui achève la démonstration.

Corollaire 1.24. — Toute fibration bordée (resp. fibration triviale bordée) est une
fibration (resp. une fibration triviale) naturelle.

Démonstration. — Soit p : F −→ F ′ une fibration bordée (resp. une fibration triviale
bordée) indexée par une catégorie directe finie E. Si x est un objet de E, on considère
la fibration discrète finie j : E/x −→ E. Alors en vertu de 1.22, j∗p est une fibration
bordée (resp. une fibration triviale bordée) et la proposition 1.23 implique que lim←−j

∗p

est une fibration (resp. une fibration triviale). Or on vérifie aussitôt que lim←−j
∗p est

l’évaluation de p en x.

Corollaire 1.25. — L’image réciproque d’une fibration bordée par un morphisme
dont la source est fibrante argument par argument est représentable.

Proposition 1.26. — Un morphisme entre préfaisceaux fibrants sur les bords est
une fibration bordée triviale si et seulement si c’est une fibration triviale bordée.

Démonstration. — Si F −→ F ′ est une fibration bordée triviale, il résulte du lemme
1.22 et de la proposition 1.23 que ∂F −→ ∂F ′ est une fibration triviale naturelle. Il en
est donc de même de F ′ ×∂F ′ ∂F −→ F ′. Comme F −→ F ′ est aussi une équivalence
faible naturelle, l’axiome D1 implique que F −→ F ′ ×∂F ′ ∂F est une équivalence
faible naturelle. Comme cette dernière est aussi une fibration naturelle, c’est donc
une fibration triviale naturelle. La réciproque résulte du corollaire 1.24.
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Lemme 1.27. — Les fibrations bordées sont stables par composition et par change-
ment de base le long d’un morphisme dont la source est fibrante sur les bords.

Démonstration. — Soient F −→ F ′ −→ F ′′ deux fibrations bordées composables. On
remarque qu’on a un carré cartésien canonique de la forme suivante.

∂F ×∂F ′ F ′ //

��

F ′

��
∂F ×∂F ′′ F ′′ // ∂F ′ ×∂F ′′ F ′′

On en déduit que ∂F ×∂F ′ F ′ −→ ∂F ×∂F ′′ F ′′ est une fibration, et en la composant
avec F −→ ∂F ×∂F ′ F ′, cela implique que F −→ ∂F ×∂F ′′ F ′′ est aussi une fibration.

Considérons à présent une fibration bordée p : F −→ F ′, un morphisme u′ : G′ −→
F ′ de source un préfaisceau fibrant sur les bords, et formons le carré cartésien suivant
(ce qui est possible en vertu de 1.25).

G
u //

q

��

F

p

��
G′

u′
// F ′

On veut montrer que q est une fibration bordée. Il faut d’abord vérifier que G est
bien représentable au bord de E. Or pour tout objet x de E, le morphisme ∂F (x) −→
∂F ′(x) est une fibration (grâce à la proposition 1.23), et ∂G′(x) est fibrant (1.18). Par
conséquent, lim←−G|∂E/x ≃ ∂G′(x)×∂F ′(x) ∂F (x) est représentable dans A. On vérifie

enfin qu’on a un carré cartésien canonique

G //

��

F

��
∂G×∂G′ G′ // ∂F ×∂F ′ F ′ ,

ce qui achève la démonstration.

1.28. — Soient E une catégorie directe finie et A une catégorie dérivable à gauche.
On considère un préfaisceau fibrant sur les bords F sur ∂E à valeurs dans A. Si x
désigne un objet de E, on a une fibration discrète finie canonique j : ∂E/x −→ ∂E
(même lorsque x n’est pas dans ∂E). Par conséquent, lim←−j

∗F est représentable dans

A (1.18). On note ∂F (x) un représentant, ce qui défini comme au numéro 1.13 un
préfaisceau ∂F sur E (et non seulement sur ∂E). Une donnée de prolongement de F
est un couple (G, h), G (resp. h) étant un choix pour chaque objet maximal x de E
d’un objet G(x) de A (resp. d’un morphisme h(x) : G(x) −→ ∂F (x) de A). Une telle
donnée détermine un unique préfaisceau H sur E tel que H|∂E = F , pour tout objet
maximal x de E, H(x) = G(x), et pour toute flèche y −→ x de E de but un objet
maximal, le morphisme H(x) −→ H(y) soit le composé

H(x) = G(x)
h(x)
−−−−→ ∂F (x) −→ lim←−F |E/y = F (y) = H(y) .
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Si F ′ est un préfaisceau sur E, et si u : F ′|∂E −→ F est un morphisme de préfaisceaux
sur ∂E, u induit un morphisme canonique ũ : F ′ −→ ∂F dont la restriction à ∂E est
le composé de u et du morphisme canonique F −→ ∂F . Un prolongement de u en un
morphisme F ′ −→ H est totalement défini par la donnée pour chaque objet maximal
x de E d’un morphisme v(x) : F ′(x) −→ G(x) tel que le diagramme suivant commute
dans A.

F ′(x)

ũ(x)

66
v(x) // G(x)

h(x) // ∂F (x)

Proposition 1.29. — Soient A une catégorie dérivable à gauche, et E une catégorie
directe finie. Il existe une factorisation de toute flèche u de A(E) dont le but est un
préfaisceau fibrant sur les bords de la forme u = pi, où i est une équivalence faible
naturelle, et p une fibration bordée (de source un préfaisceau fibrant sur les bords).

Démonstration. — Soit u : F −→ F ′ une flèche de but un préfaisceau fibrant sur
les bords. On va construire la factorisation de u en procédant par récurrence sur la
longueur de E. Si ℓ(E) < 0, alors E est l’ensemble vide, et il n’y a rien à montrer. Si
ℓ(E) ≥ 0, on peut supposer qu’il existe une factorisation de u|∂E de la forme :

F |∂E
i
−−→ F ′′ p

−−→ F ′|∂E ,

i étant une équivalence faible naturelle, et p une fibration bordée. Soit x un objet
maximal de E. Comme ∂E/x −→ ∂E est une fibration discrète finie, il résulte de 1.23
que la flèche canonique ∂F ′′(x) −→ ∂F ′(x) est une fibration. On a en outre le carré
commutatif canonique ci-dessous.

F (x)
u(x) //

��

F ′(x)

��
∂F ′′(x) // ∂F ′(x)

On peut alors factoriser la flèche F (x) −→ ∂F ′′(x) ×∂F ′(x) F
′(x) en une équivalence

faible F (x) −→ F ′′(x) suivie d’une fibration F ′′(x) −→ ∂F ′′(x) ×∂F ′(x) F
′(x). On

vérifie aussitôt que cela définit une factorisation de u satisfaisant les propriétés es-
comptées.

Théorème 1.30. — Si A est une catégorie dérivable gauche et E une catégorie di-
recte finie, alors A(E) admet une structure de catégorie dérivable à gauche, avec pour
équivalences faibles les équivalences faibles naturelles, et pour fibrations, les fibrations
bordées. On l’appelle la structure bordée sur A(E). En outre, pour tout isomorphisme
local entre catégories directes finies u : E −→ E′, le foncteur image inverse par u in-
duit un foncteur exact à gauche pour les structures bordées

u∗ : A(E) −→ A(E′) .

Démonstration. — Montrons que A(E)∂ est une catégorie dérivable à gauche. L’axio-
me D0 résulte du fait que le préfaisceau final ⋆ est fibrant sur les bords, et l’axiome D1
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est évident. Les axiomes D2 et D3 sont quant à eux conséquence du corollaire 1.24,
du lemme 1.27 et de leurs analogues dans A. Enfin, l’axiome D4 est une spécialisation
de la proposition 1.29.

La seconde assertion résulte aussitôt du lemme 1.22.

Corollaire 1.31. — Si A est une catégorie dérivable à gauche, pour toute catégorie
directe finie E, A(E) admet une structure de catégorie dérivable à gauche avec pour
équivalences faibles les équivalences faibles naturelles, et pour fibrations, les fibrations
naturelles. On l’appelle la structure naturelle sur A(E). En outre, pour tout foncteur
entre catégories directes finies u : E′ −→ E, le foncteur u∗ : A(E) −→ A(E′) est
exact à gauche.

Démonstration. — Le seul axiome non trivial à vérifier est D4. Soit p : F −→ F ′ une
flèche de A(E) de but fibrant. On choisit une équivalence faible de but un préfaisceau
fibrant sur les bords i′ : F ′ −→ G′, et on factorise la flèche composée i′p : F −→ G′

en une équivalence faible i : F −→ G suivie d’une fibration bordée q : G −→ G′.
En particulier, G et G′ sont des objets fibrants argument par argument, et q est une
fibration naturelle. En vertu de [Bro73, I.4, lemme 2], la projection de F ′×G′ G vers
G est une équivalence faible, et il est immédiat que la projection de F ′×G′ G vers F ′

est une fibration. Les morphismes F −→ F ′ ×G′ G et F ′ ×G′ G −→ F ′ forment donc
une factorisation de p en une équivalence faible suivie d’une fibration.

Corollaire 1.32. — Si A est une catégorie dérivable à gauche, alors pour toute
catégorie directe finie E, l’identité de A(E) définit un foncteur exact à gauche de la
structure de catégorie dérivable à gauche bordée vers la structure de catégorie dérivable
à gauche naturelle. En outre, on a des équivalences de catégories canoniques

HoA(E)∂ ≃ HoAf(E) ≃ HoA(E) .

2. Le dérivateur associé à une catégorie dérivable

On désigne par Dirf la catégorie de diagrammes formée des catégories directes
finies. On note e la catégorie finale. Si E est une catégorie directe finie, on note pE
l’unique foncteur de E vers e. Si x est un objet de E, x : e −→ E désigne l’unique
foncteur qui pointe x.

2.1. — Nous renvoyons le lecteur à [Gro90, Cis03, Mal01b, Mal07, Hel88,
Hel97] pour la notion de dérivateur. Nous nous réfèrerons à la liste des axiomes
donnée dans [Mal01b], pour les dérivateurs généraux, et dans [Mal07], pour les
dérivateurs triangulés. La terminologie, pour les morphismes de dérivateurs, est celle
[Cis03].

2.2. — Soit C une catégorie. Pour chaque petite catégorie E, on note C(E) la catégorie
des préfaisceaux sur E à valeurs dans C. Considérons un foncteur entre petites catégo-
ries u : E′ −→ E. On désigne comme de coutume par u∗ : C(E) −→ C(E′) le foncteur
F 7−→ (x 7−→ F (u(x))). Si G est un préfaisceau sur E′ à valeurs dans C, on note u∗G
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l’image directe (cohomologique) de G par u∗, i.e. le préfaisceau d’ensembles sur C(E)
défini par

F 7−→ HomC(E′)(u
∗F,G) .

Si u∗G est représentable, on notera par abus encore u∗G tout choix d’un représentant.

2.3. — Soit A une catégorie dérivable à gauche. On note DA le prédérivateur de
domaine Dirf associé à A. Autrement dit, pour toute catégorie directe finie E, DA(E)
est la localisation de A(E) par les équivalences faibles naturelles. En particulier,
DA(e) = HoA. Pour chaque foncteur entre catégories directes finies u : E′ −→ E, le
foncteur u∗ : DA(E) −→ DA(E′) est celui induit par le foncteur image inverse par u
(voir l’exemple 1.2). Le but de ce paragraphe est de montrer que DA est un dérivateur
faible à gauche satisfaisant (une version forte de) l’axiome de relèvement Der 5.

Lemme 2.4. — Pour tout foncteur entre catégories directes finies u : E′ −→ E, et
tout préfaisceau fibrant sur les bords G sur E′, u∗G est représentable. En outre, le
foncteur induit u∗ : A(E′)∂ −→ A(E) est exact à gauche (avec la structure bordée sur
A(E′)∂ , et la structure naturelle sur A(E)).

Démonstration. — Soit x un objet de E. On forme le carré cartésien ci-dessous.

E′/x
j //

u/x

��

E′

u

��
E/x

i
// E

Comme le foncteur i est une fibration discrète finie, il en est de même de j. Par
conséquent, en vertu du lemme 1.16 et de la proposition 1.18, lim←−j

∗G est représentable.

Or lim←−j
∗G représente u∗G(x) (cf. [Mac98, X.3, théorème 1]). On en déduit aus-

sitôt que u∗G est représentable. D’autre part, il résulte de la proposition 1.23 et du
théorème 1.30 que le foncteur lim←−j

∗ est exact à gauche. On en déduit que le foncteur

u∗ : A(E′)∂ −→ A(E) est exact à gauche.

Lemme 2.5. — Soit A une catégorie munie d’une classe d’équivalences faibles wA
vérifiant l’axiome D1 de la définition 1.1. On note HoA la localisation de A par ces
équivalences faibles. On considère une catégorie dérivable à gauche A′, et un foncteur
respectant les équivalences faibles u∗ : A −→ A′. On suppose aussi que pour tout objet
fibrant G de A′, le préfaisceau

A′op −→ Ens , F 7−→ HomA′(u∗F,G)

est représentable par un objet u∗Y dans A. On note enfin

u∗ : A′
f −→ A

le foncteur Y 7−→ u∗Y , et on suppose que u∗ envoie les fibrations triviales de A′
f sur

des équivalences faibles de A. Alors le foncteur u∗ respecte les équivalences faibles, et
le foncteur induit

Ru∗ : HoA′ ≃ HoA′
f −→ HoA
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est un adjoint à droite du foncteur induit par u∗

u∗ : HoA −→ HoA′ .

Démonstration. — En vertu de [Bro73, I.1, Factorization lemma], le foncteur u∗
respecte les équivalences faibles. Il induit donc un foncteur u∗ : HoA′

f −→ HoA. On
choisit un clivage normalisé de A′, ce qui définit un quasi-inverse R de l’équivalence
de catégories canonique HoA′

f ≃ HoA′ (1.8). On définit un foncteur

u♯ : A′ −→ HoA

comme le composé

A′ γ
−−→ HoA′ R

−−→ HoA′
f

u∗−−−→ HoA .

Autrement dit, si G est un objet de A′, u♯(G) = u∗RG, et si ϕ est une flèche de
A′, u♯(ϕ) = u∗(p(ϕ))u∗(q(ϕ))−1. Le foncteur u♯ envoie les équivalences faibles de A′

sur des isomorphismes (puisqu’il se factorise par γ par construction). Il induit ainsi
un foncteur Ru∗ : HoA′ −→ HoA. On va montrer que ce dernier est un adjoint à
droite du foncteur u∗ : HoA −→ HoA′. Soit G un objet fibrant de A′. L’identité de
u∗G définit un morphisme canonique εG : u∗u∗G −→ G. Si G est un objet de A′, en
composant εRG avec l’inverse de jG, cela définit un morphisme dans HoA′ :

εG : u∗ Ru∗G −→ G .

On a ainsi défini un morphisme de foncteurs. En effet, si ϕ : G −→ G′ est un
morphisme de A′, on obtient un diagramme commutatif de A′

u∗u∗RG
εRG // RG

u∗u∗S(ϕ)

u∗u∗q(ϕ)
OO

εS(ϕ) //

u∗u∗p(ϕ) ��

S(ϕ)

q(ϕ)

OO

p(ϕ)
��

u∗u∗RG
′
ε

RG′

// RG′

dans lequel les flèches q(ϕ) et u∗u∗q(ϕ) sont des équivalences faibles. On en déduit
qu’on a ainsi construit un morphisme de foncteurs de u∗Ru∗ vers iR, et donc en
composant avec l’isomorphisme de foncteurs de iR vers l’identité de HoA′ induit par
j, on obtient bien un morphisme de foncteurs de u∗Ru∗ vers 1HoA′ .

Soit F un objet de A. La flèche ju∗F : u∗F −→ Ru∗F définit une unique flèche
ηF : F −→ u∗Ru

∗F = u♯u
∗F . On obtient ainsi un morphisme de HoA :

η
F

: F −→ Ru∗ u
∗F .
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Ce morphisme définit un morphisme de foncteurs : soit ψ : F −→ F ′ un morphisme
de A. Le diagramme commutatif

u∗F

u∗ψ

��

ju∗ //

σ(u∗ψ) ((QQQQQQQ Ru∗F

S(u∗ψ)

q(u∗ψ)
OO

p(u∗ψ)��
u∗F ′

ju∗F ′

// Ru∗F ′

induit canoniquement un diagramme commutatif de A′

F

ψ

��

ηF //

τ(ψ) ((QQQQQQQQQ u∗Ru
∗F

u∗S(u∗ψ)

u∗q(u
∗ψ)

OO

u∗p(u
∗ψ)��

F ′
η

F ′

// u∗Ru∗F ′

dans lequel la flèche u∗q(u
∗ψ) est une équivalence faible.

Il suffit à présent de montrer que ε et η définissent respectivement la co-unité et
l’unité d’une adjonction entre u∗ et Ru∗. Or on vérifie aussitôt que les diagrammes
ci-dessous commutent dans A′ et A respectivement,

u∗u♯u
∗F

εRu∗F

((QQQQQQ

u∗F

PPPPPPP

PPPPPPP

u∗ηF
77nnnnnn

Ru∗F

u∗F
ju∗F

66mmmmmmm

u♯u
∗u♯G

u♯G

u∗jRG ''NNN
NNN

N

ηu♯G
77ppppppp

ρ(εRG)
// u∗S(εRG)

u∗q(εRG)
hhRRRRRRR

u∗p(εRG)vvmmmmmmm

u♯RG

(où dans le second, ρ(εRG) est le morphisme défini par σ(εRG), et les flèches u∗q(εRG)
et u∗jRG sont des équivalences faibles de A).

Proposition 2.6. — Tout foncteur entre catégories directes finies admet une image
directe cohomologique dans DA.

Démonstration. — Soit u : E′ −→ E un foncteur entre catégories directes finies.
En vertu du lemme 2.4, les hypothèses du lemme 2.5 sont vérifiées pour A′ = A(E′)
(munie de la structure bordée) et A = A(E). Ce dernier permet ainsi de conclure.

Proposition 2.7. — Pour tout foncteur entre catégories directes finies u : E′ −→ E
et tout objet x de E′, le morphisme de foncteurs canonique x∗ Ru∗ −→ Rp∗ j

∗ associé
au 2-diagramme standard

E′/x
i //

p

��

�����
 α

E′

u

��
e

x
// E
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est un isomorphisme dans DA(e).

Démonstration. — On choisit deux clivages de A(E) et de A(E′) respectivement pour
les structures bordées. Si G est un objet de A(E′), on obtient des morphismes naturels
en G ci-dessous (on reprend les notations de la preuve de 2.5).

x∗u♯G ≃ p∗i
∗(RG)

p∗ji∗RG−−−−−−→ p♯i
∗RG

p♯i
∗jG

←−−−−− p♯i
∗G

Ces deux morphismes étant des images d’équivalences faibles entre objets fibrants
par des foncteurs exacts à gauche, ce sont des équivalences faibles. Cela définit donc
un isomorphisme de foncteurs x∗ Ru∗ ≃ Rp∗ i

∗, et on vérifie que c’est le morphisme
canonique grâce à l’explicitation des unités et co-unités données dans la preuve de
2.5.

Proposition 2.8. — Pour toute famille finie de catégories directes finies Ei, i ∈ I,
le foncteur canonique

DA(
∐

i ∈ I

Ei) −→
∏

i ∈ I

DA(Ei)

est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Nous laissons au lecteur le soin de montrer l’énoncé tout à fait
formel suivant : siM etM′ sont deux catégories et si W (resp. W ′) est une classe de
flèches de M (resp. de M′) contenant les identités, alors le foncteur canonique

(W ×W ′)−1(M×M′) −→W−1M×W ′−1
M′

est une équivalence de catégories (en fait, un isomorphisme). Le cas d’une famille vide
étant trivial, il est clair que cela implique l’assertion.

Corollaire 2.9. — Pour toute catégorie directe finie E, la catégorie DA(E) admet
des produits finis, et le foncteur canonique Af(E) −→ DA(E) y commute.

Démonstration. — L’existence des produits finis résulte facilement des propositions
2.6 et 2.8. La seconde assertion est elle conséquence du fait que les équivalences faibles
de Af(E) sont stables par produits finis.

2.10. — Une catégorie finie libre est une catégorie directe finie E telle que pour tout
objet x de E, ∂E/x soit une somme disjointe de catégories directes finies admettant
un objet final. On remarque facilement que pour qu’une catégorie directe finie E soit
une catégorie finie libre, il faut et il suffit qu’il n’y ait pas de carrés commutatifs non
triviaux dans E, i.e. que tout carré commutatif de E

x //

��

y

��
z // t
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se complète toujours en un diagramme commutatif de la forme

x //

��

y

������
��

��
��

z // t

ou

x //

��

y

��
z //

??��������
t

.

En particulier, si E est une catégorie finie libre, alors Eop en est une aussi. Par
exemple, pour tout n ≥ 0, l’ensemble ordonné ∆n = {0, . . . , n} est une catégorie finie
libre, ainsi que l’ensemble ordonné I = {0 > 2 < 1}. Les catégories finies libres sont
stables par sommes finies. Cependant, les ensembles ordonnés ∆m × ∆n, m,n ≥ 1,
sont des exemples montrant que la notion de catégorie finie libre n’est pas stable par
produits finis. La notion de liberté étant locale par définition, si E est une catégorie
finie libre, alors la source de toute fibration discrète finie de but E est une catégorie
finie libre. D’autre part, pour toute catégorie C admettant des produits finis, tout
préfaisceau F sur une catégorie finie libre E à valeurs dans C est représentable au
bord de E : en effet, on a alors un isomorphisme canonique

(2.10.1) ∂F (x) =
∏

y ∈ max∂E/x

F (y) .

2.11. — On rappelle que pour tout prédérivateur D de domaine Dia, et pour tout
objet E de Dia, il existe par un simple jeu de 2-fonctorialité un foncteur canonique

diaE : D(E) −→ Hom(Eop ,D(e)) .

Dans le cas où D est de la forme DA où A est une catégorie dérivable à gauche (plus
généralement un localisateur), ce foncteur est obtenu par la propriété universelle de
la localisation par le foncteur

Hom(Eop , γ) : Hom(Eop ,A) = A(E) −→ Hom(Eop ,DA(e)) .

Lemme 2.12. — On considère un diagramme de Af dont l’image dans HoAf est un
carré commutatif

X

p

��

X ′′
0

i0oo i′0 // X ′

p′

��
Y Y ′′

j
oo

j′
// Y ′

(les flèches i0 et j étant des équivalences faibles). Alors il existe un objet X ′′ de Af ,
une fibration triviale i : X ′′ −→ X et deux fibrations i′ : X ′′ −→ X ′ et p′′ : X ′′ −→ Y ′′

de Af , telles que le diagramme suivant commute dans Af à homotopie près,

X

p

��

X ′′ioo i′ //

p′′

��

X ′

p′

��
Y Y ′′

j
oo

j′
// Y ′ ,

et définisse le même carré commutatif que le précédent dans HoAf .
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Démonstration. — La preuve est un exercice de manipulation du calcul de fraction à
droite que nous laissons au lecteur.

Lemme 2.13. — Soient u : X −→ Y et v : X −→ Y deux morphismes homotopes
dans Af . On choisit un cocylindre de Y .

Y
s
−−→ Y I

(d0,d1)
−−−−→ Y × Y

Alors il existe une fibration triviale q : Z −→ X telle que uq et vq soient homotopes
relativement au cocylindre choisi (autrement dit, il existe une flèche h : Z −→ Y I

telle que d0h = uq et d1h = vq).

Démonstration. — En vertu de [Bro73, 1.2, proposition 1 (ii)], il existe une équivalence
faible de source fibrante q′ : Z ′ −→ X, et un morphisme h′ : Z ′ −→ Y I tels que
h′d0 = uq′ et h′d1 = vq′. Or la flche (d0, d1) étant une fibration, et X étant fibrant,
on peut former le produit fibré ci-dessous.

T
σ //

π

��

Y I

(d0,d1)

��
X

(u,v)
// Y × Y

La donnée de q′ et h′ quivaut à celle d’un morphisme w′ : Z ′ −→ T tel que q′ = πw′ et
h′ = σw′. On factorise w′ en une équivalence faible i suivie d’une fibration p : Z −→ T .
On pose alors h = σp et q = πp. Comme π est une fibration, il en est de même de q,
et l’égalité qi = q′ implique que q est une fibration triviale. Il est enfin immédiat par
construction de h que d0h = uq et d1h = vq.

Lemme 2.14. — On considère un diagramme commutatif à homotopie près dans Af

X

p

��

X ′′ioo i′ //

p′′

��

X ′

p′

��
Y Y ′′

j
oo

j′
// Y ′ ,

et on choisit deux cocylindres

Y
s
−−→ Y I

(d0,d1)
−−−−→ Y × Y et Y ′ s′

−−→ Y ′I (d′0,d′1)
−−−−−→ Y ′ × Y ′

de Y et de Y ′ respectivement. Alors il existe une fibration triviale q : Z −→ X ′′ et
deux morphismes h : Z −→ Y , h′ : Z −→ Y ′, tels que le diagramme suivant commute
dans Af .

X

p

��

Z
iqoo i′q //

h

wwnnnnnnnnnnnnnnn

h′

((PPPPPPPPPPPPPPP

p′′q

��

X ′

p′

��
Y Y I

d0
oo

d1
// Y Y ′′

j
oo

j′
// Y ′ Y ′I

d′1
oo

d′0
// Y ′
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Démonstration. — En vertu du lemme 2.13 il existe une fibration triviale q′ : Z ′ −→

X ′′ (resp. q′′ : Z ′′ −→ X ′′), et un morphisme k : Z ′ −→ Y I (resp. k′ : Z ′′ −→ Y ′I)

tels que d0k = piq′ et d1k = jp′′q′ (resp. d′
1
k′ = j′p′′q′′ et d′

0
k′ = p′i′q′′). Après

avoir formé le produit fibré Z = Z ′ ×X′′ Z ′′, on parvient à compléter le diagramme
attendu.

Proposition 2.15. — Pour toute catégorie finie libre E, le foncteur canonique diaE :
DA(E) −→ Hom(Eop ,DA(e)) est plein et essentiellement surjectif.

Démonstration. — En vertu du corollaire 1.32, l’inclusion de Af dans A induit une
équivalence de prédérivateurs DAf ≃ DA. On peut donc supposer que A = Af , i.e.
que A est une catégorie d’objets fibrants. On procède par récurrence sur la longueur
de E. Le cas ℓ(E) ≤ 0 est trivial : E est alors discrète, et il résulte de la proposition
2.8 que le foncteur diaE est une équivalence de catégories. On peut donc supposer
que ℓ(E) > 0. Commençons par l’essentielle surjectivité. Considérons un foncteur F :
Eop −→ DA(e). Le bord de E, ∂E, est un crible de E, et donc c’est une catégorie finie
libre. Vu que ℓ(∂E) < ℓ(E), il existe un objet F ′ de DA(∂E) tel que dia∂E(F ′) et F |∂E
soient isomorphes. Considérons un objet maximal x de E. En vertu du corollaire 2.9,
on peut calculer les produits finis indifféremment dansA ou dans DA(e) = HoA. Alors
l’isomorphisme ∂F ′(x) ≃ ∂F (x) dans DA(e) et la flèche F (x) −→ ∂F (x) définissent
ainsi une flèche F (x) −→ ∂F ′(x). Comme DA(e) est obtenue par un calcul de fractions
à droite à homotopie près, celle-ci est représentable par une flèche de A de la forme

F (x)
q
←−− F ′(x)

p
−−→ ∂F ′(x) ,

la flèche q étant une équivalence faible. Les notations que nous avons choisies laissent
deviner comment construire un objet F ′ de DA(E) tel que diaE(F ′) soit isomorphe à
F .

Il reste donc à montrer que diaE est plein. Soient F et G deux préfaisceaux sur E
à valeurs dans A. On se donne une flèche p : diaE(F ) −→ diaE(G). Par hypothèse de
récurrence, il existe une flèche

q : F |∂E −→ G|∂E

dans DA(E) telle que diaE(q) = p|∂E . La flèche q peut être représentée par un dia-
gramme de A(E) de la forme

F |∂E
j
←−− H

r
−−→ G|∂E ,

j étant une fibration bordée triviale, et r une fibration bordée de A(∂E). On choisit
une fois pour toutes deux cocylindres

F
s
−−→ F I

(d0,d1)
−−−−→ F × F et G

σ
−−→ GI

(δ0,δ1)
−−−−→ G×G

de F et G respectivement. Soit x un objet maximal de E. Etant donné que E est
une catégorie finie libre, les bords de préfaisceaux se calculent en terment de produits
(2.10.1), et donc en vertu du corollaire 2.9, le diagramme suivant commute dans
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DA(e).

F (x)

��

p(x) // G(x)

��
∂F (x) ∂H(x)

∂j(x)
oo

∂r(x)
// ∂G(x)

Les cocylindres F I et GI définissent des cocylindres ∂F I(x) et ∂GI(x) de ∂F (x) et
∂G(x) respectivement. Il résulte par conséquent des lemmes 2.12 et 2.14 que ce dernier
peut être représenté dans A par un diagramme commutatif de la forme suivante (la
flèche f(x) étant une équivalence faible).

F (x)

��

Z(x)
f(x)oo g(x) //

h(x)

uukkkkkkkkkkkkkkkkk
k(x)

))SSSSSSSSSSSSSSSSS

l(x)

��

G(x)

��
∂F (x) ∂F I(x)

∂d0(x)

oo
∂d1(x)

// ∂F (x) ∂H(x)
∂j(x)
oo

∂r(x)
// ∂G(x) ∂GI(x)

∂δ1(x)

oo
∂δ0(x)

// ∂G(x)

Les données de prolongement (Z, h), (Z, ∂d1h), (Z, l), (Z, ∂δ1k) et (Z, k) définissent
des prolongements sur E de F I |∂E , F |∂E , H, G|∂E et GI |∂E , notés respectivement
F0, F1, H

′, G1 et G0. On obtient un diagramme dans A(E) de la forme

F F0
//oo F1 H ′oo // G1 G0

oo // G

dont toutes les flèches allant vers la gauche sont des équivalences faibles. Cela définit
donc un morphisme q′ : F −→ G, et on vérifie aussitôt que diaE(q′) = p.

Lemme 2.16. — On note I l’ensemble ordonné {0 < 2 > 1}. On considère un
diagramme de la forme

Y ′ v
−−→ Y

p
←−− X

dont tous les objets sont fibrants et dans lequel p est une fibration, vu comme un
préfaisceau sur I, noté F . Alors RpI∗F est canoniquement isomorphe à l’image du
produit fibré X ′ = Y ′ ×Y X par le foncteur canonique de A vers HoA.

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que v soit en outre une fibra-
tion. L’assertion résulte alors de la construction même de RpI∗. On peut à présent
montrer le cas général. On choisit une factorisation de v en une équivalence faible
s : Y ′ −→ Y ′′ suivie d’une fibration q : Y ′′ −→ Y , et on pose X ′′ = Y ′′ ×Y X. On
peut alors former les carrés cartésiens ci-dessous.

X ′ t //

p′

��

X ′′ r //

p′′

��

X

p

��
Y ′

s
// Y ′′

q
// Y

Vu que p′′ est aussi une fibration, l’image réciproque de s par p′′ (à savoir t) est une
équivalence faible, ce qui achève la démonstration.
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Lemme 2.17. — Soit p : X ′ −→ X une flèche de Af . Pour que p admette une
section dans HoA, il faut et il suffit qu’il existe une flèche p′ : Y ′′ −→ Y ′ de A telle
que la composée pp′ soit une équivalence faible.

Démonstration. — En vertu de 1.32, on peut supposer que A = Af . Il est immédiat
que c’est une condition suffisante. Pour montrer que c’est une condition nécessaire,
supposons que p admette une section s dans HoA. Comme les équivalences faibles de
A admettent un calcul de fractions à droite à homotopie près, elle peut être représentée
par un diagramme de A de la forme suivante (σ étant une équivalence faible)

X
σ
←−− X ′′ p′

−−→ X ′ .

Il suffit de montrer que pp′ est une équivalence faible. Or l’égalité ps = 1X dans HoA
s’exprime par le calcul de fractions en un diagramme commutatif à homotopie près
dans A de la forme

X ′′′

τ

}}{{
{{

{{
{{

u

��

ϕ

((QQQQQQQQQQQQQQQ

X X ′′
σ

oo
p′

// X ′
p

// X

dans lequel τ , u et ϕ sont des équivalences faibles. Comme tout morphisme homotope
à une équivalence faible est une équivalence faible, cela achève la démonstration.

Proposition 2.18. — Pour qu’une flèche p : X ′ −→ X de Af soit un isomorphisme
dans HoA, il faut et il suffit qu’il existe deux flèches p′ : X ′′ −→ X ′ et p′′ : X ′′′ −→
X ′′ de A telles que pp′ et p′p′′ soient des équivalences faibles.

Démonstration. — On peut évidemment supposer que A = Af . Si p est un isomor-
phisme de HoA, il admet en particulier une section, et donc en vertu du lemme
précédent, il existe une flèche p′ : X ′′ −→ X ′ de A telle que pp′ soit une équivalence
faible. Mais alors p′ est aussi un isomorphisme dans HoA, ce qui implique l’existence
d’un morphisme p′′ vérifiant les conditions voulues. La réciproque est évidente.

Lemme 2.19. — Soit E une catégorie directe finie. On considère un morphisme de
préfaisceaux fibrants sur les bords à valeurs dans A q : F ′ −→ F tel que pour tout
objet x de E, la flèche q(x) : F ′(x) −→ F (x) soit un isomorphisme de DA(e). Alors
q est un isomorphisme de DA(E).

Démonstration. — On procède par récurrence sur la longueur de E. Si ℓ(E) ≤ 0,
E est alors discrète, et donc l’assertion est évidente en vertu de la proposition 2.8.
Supposons que ℓ(E) > 0. On a ℓ(∂E) < ℓ(E), et donc, les préfaisceaux F ′|∂E et
F |∂E étant fibrants sur les bords (∂E est un crible de E), l’hypothèse de récurrence
implique que q|∂E est un isomorphisme dans DA(∂E). En vertu de la proposition
précédente, il existe deux morphismes

q′′ : F ′′′ −→ F ′′ et q′ : F ′′ −→ F ′|∂E
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dans A(∂E)∂ tels que q|∂Eq
′ et q′q′′ soient des équivalences faibles naturelles. Consi-

dérons un objet maximal x de E. Le morphisme canonique F (x) −→ ∂F (x) étant une
fibration, on peut former le diagramme commutatif suivant dans Af .

∂F ′′′(x)×∂F ′(x) F
′(x)

σ(x) //

τ(x)

��

F ′(x)

��

q(x) // F (x)

��
∂F ′′′(x)

∂q′′(x)

// ∂F ′′(x)
∂q′(x)

// ∂F ′(x)
∂q(x)

// ∂F (x)

Comme F ′(x) −→ ∂F ′(x) est une fibration et ∂q′q′′(x) une équivalences faible (grâce
à 2.4), il résulte de [Bro73, I.4, lemme 2] que la flèche σ(x) est une équivalence faible.
La flèche q(x) étant un isomorphisme dans DA(e), il en est de même de q(x)σ(x). En
vertu de la proposition 2.18, il existe en particulier une flèche

u(x) : F0(x) −→ ∂F ′′′(x)×∂F ′(x) F
′(x)

telle que q(x)s(x)u(x) soit une équivalence faible. On pose ϕ(x) = ∂q′′(x)τ(x)u(x).
Cela définit une donnée de prolongement (F0, ϕ) de F ′′, et partant, un préfaisceau F0

sur E, ainsi qu’une flèche q0 : F0 −→ F ′ dans A(E), telle que qq0 soit une équivalence
faible. On factorise q0 en une équivalence faible F0 −→ F1 de but un préfaisceau
fibrant sur les bords, et une fibration bordée q1 : F1 −→ F ′ (1.29). Il est clair que qq1
est encore une équivalence faible naturelle. Cela implique que pour tout élément x de
E, x∗q1 est un isomorphisme dans DA(e), et ce qui précède appliqué à q1 montre qu’il
existe un morphisme q2 : F2 −→ F1 de A(E) tel que q1q2 soit une équivalence faible.
Par conséquent, q est un isomorphisme dans DA(E).

Proposition 2.20. — Soit E une catégorie directe finie. La famille de foncteurs

x∗ : DA(E) −→ DA(e) , x ∈ ObE

est conservative. Autrement dit, pour qu’une flèche de DA(E) soit un isomorphisme,
il faut et il suffit que son image par chacun des foncteurs image inverse x∗, x ∈ ObE,
soit un isomorphisme dans DA(e).

Démonstration. — En vertu du corollaire 1.32, comme A(E)∂ est une catégorie d’ob-
jets fibrants, DA(E) est obtenue à partir de A(E)∂ par un calcul de fractions à droite
à homotopie près. En particulier, toute flèche f de DA(E) peut s’écrire f = qs−1 où
s est une équivalence faible naturelle, et q un morphisme de A(E) entre préfaisceaux
fibrants sur les bords. Si pour tout élément x de E, x∗f est un isomorphisme, alors
il en va de même pour q. En vertu du lemme précédent, q est donc un isomorphisme,
et par suite, f est un isomorphisme.

Théorème 2.21. — Pour toute catégorie dérivable à gauche A, le prédérivateur as-
socié DA est un dérivateur faible à gauche de domaine Dirf vérifiant l’axiome Der
5.

Démonstration. — L’axiome Der 1 résulte de 2.8, Der 2 de 2.20, Der 3g de 2.6, Der
4g de 2.7. L’axiome Der 5 est lui conséquence de la proposition 2.15 appliquée aux
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catégories dérivables à gauche de la forme A(E) pour chaque catégorie directe finie
E avec par exemple la structure naturelle (1.31).

2.22. — Une catégorie dérivable à droite est une catégorie A, munie d’une classe
d’équivalences faibles wA et d’une classe de cofibrations cA telles que Aop soit une
catégorie dérivable à gauche dont les équivalences faibles (resp. les fibrations) sont les
éléments de wA (resp. de cA). On appelle cofibrations triviales les éléments de cA ∩
wA. La catégorie A admet en particulier un objet initial, noté ∅, et on appelle objets
cofibrants les objets X de A tels que ∅ −→ X soit une cofibration. On note Ac la sous-
catégorie pleine de A formée des objets cofibrants. C’est encore une catégorie dérivable
à droite avec les définitions évidentes. On désigne enfin par DA le prédérivateur associé
à A.

Exemple 2.23. — Si A est une catégorie de Waldhausen (i.e. une catégorie avec
cofibrations et et équivalences faibles au sens de [Wal85]) satisfaisant l’axiome de
saturation et l’axiome du cylindre, alors A est une catégorie dérivable à droite.
Réciproquement, toute catégorie dérivable à droite dont tous les objets sont cofibrants
et admettant un objet nul est une catégorie de Waldhausen.

Corollaire 2.24. — Pour toute catégorie dérivable à droite A, le prédérivateur as-
socié DA est un dérivateur faible à droite de domaine Dirf vérifiant l’axiome Der
5.

Démonstration. — En vertu du théorème 2.21, le prédérivateur D(Aop) est un déri-
vateur faible à gauche vérifiant l’axiome Der 5. Par conséquent, DA = (D(Aop))

op
est

un dérivateur faible à droite vérifiant l’axiome Der 5.

2.25. — Une catégorie dérivable est une catégorie A, munie d’une classe d’équiva-
lences faibles wA, d’une classe de fibrations fA, et d’une classe de cofibrations cA,
telles que (A,wA, fA) et (A,wA, cA) forment respectivement une catégorie dérivable
à gauche, et une catégorie dérivable à droite.

Exemple 2.26. — Toute catégorie biWaldhausen compliciale satisfaisant les condi-
tions de stabilité par somme amalgammée homotopique et changement de base ho-
motopique de [TT90, 1.3.5] est une catégorie dérivable. En particulier, si E est une
catégorie exacte, la catégorie des complexes sur E munie de la classe des quasi-
isomorphismes admet une structure de catégorie dérivable (voir 1.3).

Exemple 2.27. — Toute catégorie de modèles (non nécessairement fermée) au sens
de [Qui67] est une catégorie dérivable. Toute catégorie de modèles au sens de Tho-
mason [Wei01] est une catégorie dérivable (voir 5.18).

Corollaire 2.28. — Pour toute catégorie dérivable A, le prédérivateur associé DA
est un dérivateur de domaine Dirf vérifiant l’axiome Der 5.

Démonstration. — Cela résulte aussitôt de 2.21 et de 2.24.
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3. Fonctorialités

Lemme 3.1. — Soit A une catégorie dérivable à gauche. On considère une catégorie
A′, munie d’une classe de flèches F vérifiant les conditions suivantes.

(i) La catégorie A′ admet un objet final. Pour tout objet X de A′, la flèche de X
vers l’objet final est dans F .

(ii) La classe F est stable par composition.
(iii) Tout élément de F est quarrable, et F est stable par changement de base.

On se donne un foncteur Φ : A −→ A′ qui envoie les fibration de A sur des éléments
de F et vérifie les axiomes EG0 et EG2 du numéro 1.9. Alors pour toute catégorie
directe finie E, et tout préfaisceau fibrant sur les bords F sur E à valeurs dans A,
le préfaisceau ΦF est représentable au bord de E. En outre lim←−ΦF est représentable

dans A′, et le morphisme canonique Φ lim←−F −→ lim←−ΦF est un isomorphisme.

Démonstration. — On va procéder comme de coutume par récurrence sur la longueur
de E. Si E est vide, l’assertion est triviale. On peut donc supposer que ℓ(E) ≥ 0. Soit
F un objet de A(E)∂ . Comme pour tout objet x de E, ℓ(∂E/x) < ℓ(E), la flèche
canonique

Φ lim←−F |∂E/x = Φ∂F (x) −→ ∂ΦF (x) = lim←−ΦF |∂E/x

est un isomorphisme. On en déduit que le morphisme ΦF (x) −→ ∂ΦF (x) est dans
F (en particulier, F est donc représentable au bord de E). On remarque d’autre
part que les conditions (i) et (iii) impliquent que A′ admet des produits finis, et on
s’aperçoit aussitôt grâce aux axiome EG0 et EG2 que Φ y commute. L’axiome EG2
et les diagrammes de type (1.17.5) montrent donc que Φ lim←−F ≃ lim←−ΦF .

Lemme 3.2. — Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact à gauche entre catégories
dérivables à gauche. Pour toute catégorie directe finie E, le foncteur induit

Φ : A(E) −→ A′(E)

est exact à gauche pour les structures bordées. En outre, pour tout foncteur entre
catégorie directes finies u : E′ −→ E, et tout objet F de A(E′)∂ , le morphisme
canonique

Φu∗F −→ u∗ΦF

est un isomorphisme.

Démonstration. — Il suffit de vérifier que Φ : Af(E) −→ A′
f(E) respecte les préfaisceaux

fibrants sur les bords et que pour tout objet F de A(E)∂ , le morphisme canonique

Φ lim←−F −→ lim←−ΦF

est un isomorphisme. Or cela résulte immédiatement du lemme précédent.

3.3. — Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact à gauche entre catégories dérivables
à gauche. Alors il induit un foncteur exact à gauche Φf de Af vers A′

f qui respecte
les équivalences faibles (1.9), ce qui induit un morphisme de prédérivateur (i.e. un
Dirf -morphisme)

Φf : DAf −→ DA′
f
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Les équivalences de prédérivateurs canoniques DAf ≃ DA permettent ainsi de définir
un Dirf -morphisme

RΦ : DA −→ DA′ .

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que pour toute catégorie directe finie E, le
foncteur

RΦ : DA(E) −→ DA′(E)

est le foncteur dérivé (total) à droite (1) du foncteur

Φ : A(E) −→ A′(E) .

On vérifie en outre que si Φ′ : A′ −→ A′′ est un second foncteur exact à gauche de
but une catégorie dérivable à gauche, alors le 2-Dirf -morphisme canonique

R(Φ′Φ) −→ RΦ′
RΦ

est un isomorphisme.

Proposition 3.4. — Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact à gauche entre catégories
dérivables à gauche. Alors le Dirf -morphisme RΦ : DA −→ DA′ est exact à gauche.

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du corollaire 1.32 assorti des lemmes 2.4 et
3.2.

Scholie 3.5. — On a ainsi défini un 2-foncteur de la catégorie des catégories dériva-
bles à gauche (avec pour 1-flèches les foncteurs exacts à gauche, et pour 2-flèches les
morphismes de tels foncteurs) vers celle des dérivateurs faibles à gauche de domaine
Dirf . Il est évident que par dualité, tout foncteur exact à droite entre catégories
dérivables à droite Φ : A −→ A′ induit un Dirf -morphisme exact à droite LΦ :
DA −→ DA′ etc.

3.6. — Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact à gauche entre catégories dérivables
à gauche. On dit que Φ a la propriété d’approximation si les axiomes suivants sont
vérifiés.

AP1 Une flèche de Af est une équivalence faible si et seulement si son image dans
A′ par Φ en est une.

AP2 Si Y −→ ΦX est une flèche de A′, X et Y étant des objets fibrants de
A et de A′ respectivement, il existe une équivalence faible de source fibrante
v : Y ′ −→ Y , un morphisme de source fibrante u : X ′ −→ X et une équivalence
faible Y ′ −→ ΦX ′ tels que le carré suivant commute dans A′.

Y // ΦX

Y ′

v

OO

// ΦX ′

Φu

OO

On considère dans la suite un tel foncteur Φ : A −→ A′.

(1)Pour un traitement systématique et conceptuel de la notion de foncteur dérivé dans le cadre des

catégories dérivables, nous renvoyons le lecteur à [KM08].
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Scholie 3.7. — On peut affiner l’axiome AP2 : soit p : Y −→ ΦX un morphisme de
A′

f (X étant fibrant). Alors il existe une fibration triviale v : Y ′ −→ Y , une fibration
u : X ′ −→ X et une équivalence faible q : Y ′ −→ ΦX ′ telle que le carré suivant
commute.

Y
p // ΦX

Y ′

v

OO

q
// ΦX ′

Φu

OO

Si en outre p est une fibration, on peut imposer que q en soit une aussi. Pour le voir,
considérons une équivalence faible de source fibrante v′ : Y ′′ −→ Y , un morphisme de
source fibrante u : X ′ −→ X et une équivalence faible Y ′′ −→ ΦX ′ tels que le carré
suivant commute dans A′.

Y
p // ΦX

Y ′′

v′

OO

// ΦX ′

Φu

OO

Vu que Φ respecte les équivalences faibles entre objets fibrants, quitte à factoriser u
en une équivalence faible suivie d’une fibration, on se ramène facilement au cas où
u est une fibration. L’exactitude de Φ implique alors en particulier que Φu est une
fibration, et donc que c’est un morphisme quarrable dans Af . On peut donc factoriser
la flèche Y ′′ −→ ΦX ′ ×ΦX Y en une équivalence faible f : Y ′′ −→ Y ′ suivie d’une
fibration g : Y ′ −→ ΦX ′×ΦX Y . On définit v (resp. q) comme la composée de g et de
la projection de ΦX ′ ×ΦX Y sur Y (resp. sur ΦX ′). Nous laissons au lecteur le soin
de vérifier que si p est une fibration, la construction ci-dessus fait de q une fibration.

Lemme 3.8. — Pour toute catégorie directe finie E le foncteur exact à gauche

Φ : A(E) −→ A′(E)

a la propriété d’approximation pour les structures bordées.

Démonstration. — La vérification de l’axiome AP1 est évidente. Pour montrer AP2,
on procède par récurrence sur la longueur de E. Le cas où ℓ(E) ≤ 0 étant trivial,
on peut supposer que ℓ(E) > 0. Soit G −→ ΦF une flèche de A′(E)∂ (F étant
fibrant sur les bords). Comme ℓ(∂E) < ℓ(E), il existe une équivalence faible de source
fibrante sur les bords v : G′ −→ G|∂E , un morphisme de source fibrante sur les
bords u : F ′ −→ F |∂E et une équivalence faible G′ −→ ΦF ′ tels que le carré suivant
commute.

G|∂E // ΦF |∂E

G′

v

OO

// ΦF ′

Φu

OO

Soit x un objet maximal de E. En appliquant l’axiome AP2 à la flèche

∂G′(x)×∂G(x) G(x) −→ ∂ΦF ′(x)×∂ΦF (x) ΦF (x) ≃ Φ(∂F ′(x)×∂F (x) F (x)) ,
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on obtient une équivalence faible de source fibrante G′(x) −→ ∂G′(x)×∂G(x)G(x), une
flèche de source fibrante F ′(x) −→ ∂F ′(x)×∂F (x) F (x) et une flèche G′(x) −→ F ′(x)
telle que le carré ci-dessous commute dans A′.

∂G′(x)×∂G(x) G(x) // Φ(∂F ′(x)×∂F (x) F (x))

G′(x)

OO

// ΦF ′(x)

OO

Une fois remarqué que la projection de ∂G′(x)×∂G(x)G(x) surG(x) est une équivalence
faible (en tant qu’image réciproque de l’équivalence faible ∂G′(x) −→ ∂G(x) par la
fibration G(x) −→ ∂G(x)), cela fournit le diagramme voulu.

Lemme 3.9. — Le foncteur Φf : HoAf −→ HoA′
f est plein et essentiellement sur-

jectif.

Démonstration. — Soit Y un objet de HoA′
f (i.e. un objet fibrant de A′

f). Comme Φ
respecte les objets finaux, on peut appliquer l’axiome AP2 à la flèche Y −→ ⋆ = Φ⋆,
ce qui montre l’essentielle surjectivité. Considérons à présent deux objets fibrants X
et Y de A, et une flèche

ΦX
s
←−− Z

f
−−→ ΦY

de HoA′
f (s est une équivalence faible de A′, Z est fibrant, et f est une flèche de

A′
f). Les morphismes s et f définissent un morphisme de Z vers ΦX × ΦY , et en

appliquant l’axiome AP2, on obtient une équivalence faible Z ′ −→ Z de A′
f , une

flèche T −→ X × Y de Af , et une équivalence faible Z ′ −→ ΦT , telles que le carré
suivant commute dans A′.

Z // ΦX × ΦY

Z ′

OO

// ΦT

OO

L’axiome AP1 assure quant à lui que la flèche induite de T vers X est une équivalence
faible, et on vérifie immédiatement que la flèche de HoAf

X ←− T −→ Y

est envoyée sur fs−1 par Φ.

Lemme 3.10. — Soient u, v : X −→ Y deux morphismes de Af . Si Φu et Φv sont
homotopes dans A′

f , alors u et v sont homotopes dans Af .

Démonstration. — On choisit un cocylindre Y
s
−−→ Y I

(d0,d1)
−−−−→ Y × Y de Y , et on

forme le produit fibré suivant dans Af .

T
σ //

π

��

Y I

(d0,d1)

��
X

(u,v)
// Y × Y
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En vertu du lemme 2.13, dire que Φu et Φv sont homotopes dans A′
f revient à dire

qu’il existe un morphisme q : Z −→ ΦT de A′
f tel que Φπq soit une équivalence faible.

Mais alors l’axiome AP2 assure l’existence d’une flèche p : T ′ −→ T de A, d’une
équivalence faible q′ : Z ′ −→ ΦT ′ de A′

f , et d’une équivalence faible r : Z ′ −→ Z
telles que Φpq′ = qr. Comme Φπqr et q′ sont des équivalences faibles, Φ(πp) en est
une aussi, et donc en vertu de AP1, πp est une équivalence faible. Or le morphisme
σp est une homotopie stricte entre uπp et vπp, ce qui achève la démonstration.

Lemme 3.11. — Le foncteur Φf : HoAf −→ HoA′
f est fidèle.

Démonstration. — Considérons un diagramme de Af de la forme

Zs
vvllllll p

((RRRRRR

X Y

Z ′s′

hhQQQQQQ
p′

66mmmmmm

(s et s′ étant des équivalences faibles), i.e. deux flèches ps−1 et p′s′
−1

de HoAf .
Supposons que Φ(p)Φ(s)−1 = Φ(p′)Φ(s′)−1 dans HoA′

f . Cela signifie qu’il existe un
diagramme commutatif à homotopie près dans A′

f de la forme

ΦZ
Φs

uulllllll Φp

))RRRRRRR

ΦX T
q //σoo

τ
OO

τ ′��
ΦY

ΦZ ′Φs′

hhRRRRRRR
Φp′

66lllllll

dans lequel σ, τ et τ ′ sont des équivalences faibles. On peut appliquer l’axiome AP2
à la flèche

T
(σ,τ,τ ′,q)
−−−−−−→ ΦX × ΦZ × ΦZ ′ × ΦY ≃ Φ(X × Z × Z ′ × Y ) .

Il existe donc une équivalence faible T ′ −→ T , une flèche Z ′′ −→ X ×Z ×Z ′ × Y , et
une équivalence faible T ′ −→ ΦZ ′′ dans A′

f telles le carré suivant commute dans A′
f .

T // Φ(X × Z × Z ′ × Y )

T ′

OO

// ΦZ ′′

OO

En utilisant cette fois AP1, on obtient de la sorte un diagramme de Af de la forme

Z
s

vvnnnnnnnn p

((PPPPPPPP

X Z ′′s′′oo p′′ //
t

OO

t′��
Y

Z ′s′

hhPPPPPPP
p′

77nnnnnnn

(s′′, t et t′ étant des équivalences faibles) dont l’image par Φ est un diagramme
commutatif à homotopie près. Il résulte donc du lemme 3.10 que ce diagramme est

commutatif à homotopie près dans Af , ce qui implique que ps−1 = p′s′
−1

dans HoAf .
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Théorème 3.12. — Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact à gauche entre catégories
dérivables à gauche ayant la propriété d’approximation. Alors le Dirf -morphisme exact
à gauche RΦ : DA −→ DA′ est une équivalence.

Démonstration. — En vertu des lemmes 3.2, 3.8, 3.9 et 3.11, pour toute catégorie
directe finie E, Φ induit des équivalences de catégories HoA(E)∂ ≃ HoA′(E)∂ . Vu
que tout préfaisceau fibrant sur les bords est fibrant argument par argument et que Φ
respecte les équivalences faibles entre objets fibrants, l’assertion résulte ainsi aussitôt
du corollaire 1.32.

Corollaire 3.13. — Soit i : A −→ A′ un foncteur exact à gauche et pleinement
fidèle entre catégories dérivables à gauche. On suppose que tout objet fibrant de A′

admet une résolution par un objet fibrant de A ( i.e. que pour tout objet X ′ de A′
f ,

il existe un objet X de Af et une équivalence faible iX −→ X ′) et que toute flèche
de A entre objets fibrants dont l’image par i est une équivalence faible de A′ est une
équivalence faible de A. Alors i induit une Dirf -équivalence de dérivateurs faibles à
gauche Ri : DA

∼
−−→ DA′.

Démonstration. — On vérifie immédiatement que i a la propriété d’approximation,
ce qui permet d’appliquer le théorème précédent.

3.14. — Une catégorie dérivable à gauche (resp. dérivable à droite, resp. dérivable)
A est fortement saturée si toute flèche de A induisant un isomorphisme dans HoA
est une équivalence faible. Par exemple toute catégorie de modèles fermée au sens de
Quillen [Qui67] est une catégorie dérivable fortement saturée.

Lemme 3.15. — Soit A une catégorie dérivable à gauche. On considère un carré
cartésien de Af

X ′ u //

p′

��

X

p

��
Y ′

v
// Y

dans lequel p est à la fois une fibration et un isomorphisme dans HoA. Alors p′ est
un isomorphisme dans HoA.

Démonstration. — Considérons l’ensemble ordonné I = {0 > 2 < 1}. Alors on ob-
tient un morphisme de préfaisceaux sur I :

Y ′ v //

1Y ′

��

Y

1Y

��

X
poo

p

��
Y ′

v
// Y Y

1Yoo

qui est un isomorphisme dans DA(I) (grâce à 2.19). Par conséquent, son image par
le foncteur RpI∗ est un isomorphisme de DA(e) = HoA. Or ladite image n’est autre
que le morphisme canonique p′ : X ′ −→ Y ′ (cf. 2.16).
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Proposition 3.16. — Soit A une catégorie dérivable à gauche. La catégorie A ad-
met une structure de catégorie dérivable à gauche fortement saturée dont les équi-
valences faibles sont les flèches induisant un isomorphisme dans HoA, et dont les
fibrations sont les éléments de fA. En outre, le dérivateur faible à gauche associé à
cette nouvelle structure est canoniquement isomorphe à DA.

Démonstration. — Le fait que l’on obtienne ainsi une structure de catégorie dérivable
à gauche résulte aussitôt du lemme ci-dessus. Il est d’autre part immédiat que la loca-
lisation de A par les flèches induisant un isomorphisme dans HoA est canoniquement
isomorphe à HoA. Pour conclure, il suffit donc de vérifier que pour tout ensemble
ordonné fini E, une flèche F −→ G de A(E) induit un isomorphisme dans DA(E)
si et seulement si pour tout élément x de E, F (x) −→ G(x) induit un isomorphisme
dans HoA = DA(e), ce qui résulte aussitôt de la proposition 2.20.

Proposition 3.17. — Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact à gauche entre catégories
dérivables à gauche. Alors le foncteur Φ est aussi exact pour les structures de catégories
dérivable à gauche fortement saturée sur A et A′.

Démonstration. — La seule difficulté est de montrer que Φ respecte les fibrations
triviales au sens des structures fortement saturées. Pour cela il suffit de montrer que
si u est une flèche de Af induisant un isomorphisme dans HoA, alors Φu est un
isomorphisme dans HoA′. Or cela résulte immédiatement de la proposition 2.18.

Lemme 3.18. — Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact à gauche entre catégories
dérivables à gauches. On suppose que Φ vérifie la condition suivante. Si p : Y −→ ΦX
est une flèche de A′, X et Y étant des objets fibrants de A et de A′ respectivement, il
existe une équivalence faible de source fibrante v : Y ′ −→ Y , un morphisme de source
fibrante u : X ′ −→ X et une équivalence faible p′ : Y ′ −→ ΦX ′ tels que le carré
suivant commute dans la catégorie homotopique HoA′.

Y
p // ΦX

Y ′

v

OO

p′
// ΦX ′

Φu

OO

Alors Φ vérifie l’axiome AP2.

Démonstration. — Considérons une flèche p : Y −→ ΦX de A′
f et un carré commu-

tatif dans HoA′ de la forme décrite dans l’énoncé. Cela signifie que ce carré commute
à homotopie près dans A′ (1.6). On choisit un cocylindre

X
s
−−→ XI (d0,d1)

−−−−→ X ×X

deX (dont l’image par Φ est nécessairement un cocylindre de ΦX). En vertu du lemme
2.13 il existe alors une fibration triviale π : Y ′′ −→ Y ′, et une flèche h : Y ′′ −→ ΦXI

de A telles que Φd0h = pvπ et Φd1h = Φup′π. On forme ensuite le carré cartésien
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suivant dans A (dont l’image par Φ est un carré cartésien de A′).

X ′′ //

��

XI

d1

��
X ′

u
// X

On note q le composé de la projection de X ′′ sur XI avec d0, et r : Y ′′ −→ ΦX ′ la
flèche induite par p′π et h. On vérifie alors que r est une équivalence faible (car c’est
le cas p′π et de l’image réciproque de Φd1 par Φu) et que Φqr = pvπ, ce qui achève
la démonstration.

Théorème 3.19. — Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact à gauche entre catégories
dérivables à gauche fortement saturées. Les assertions suivantes suivantes sont équi-
valentes.

(i) Le foncteur Φ a la propriété d’approximation.
(ii) Le Dirf -morphisme RΦ : DA −→ DA′ est une équivalence.
(iii) Le foncteur dérivé à doite RΦ : HoA −→ HoA′ est une équivalence de

catégories.

Démonstration. — L’implication de (i) vers (ii) est une spécialisation du théorème
3.12, et celle de (ii) vers (iii) est tautologique. Il suffit donc de montrer que (iii)
implique (i). On peut supposer que tous les objets de A et de A′ sont fibrants (ce qui
est possible en vertu de 1.8). Le foncteur Φ respecte alors les équivalences faibles, et il
est même immédiat que Φ vérifie l’axiome AP1. Il suffit donc de vérifier la condition
décrite dans l’énoncé du lemme précédent (i.e. de vérifier l’axiome AP2 à homotopie
près). Considérons une flèche p : Y −→ ΦX dans A. Il existe un objet X0 de A et un
isomorphisme u : Y −→ ΦX0 dans HoA′, ce qui définit une flèche pu−1 : ΦX0 −→ ΦX
dans HoA′. Cette dernière est l’image par Φ d’une flèche de la forme

X0
s1←−− X1

q1
−−→ X

(s1 étant une fibration triviale, et q1 une fibration). L’isomorphisme Y ≃ ΦX0 peut
quant à lui s’écrire

Y
t0←−− Y0

r0−−→ ΦX0

(t0 étant une fibration triviale, et r0 une fibration). Comme A′ est fortement saturée,
r0 est en fait une fibration triviale. En formant le produit fibré Y1 = Y0 ×ΦX0

ΦX1,
on obtient un diagramme dans A′ de la forme

Y
p // ΦX

Y1

t1

OO

r1
// ΦX1

Φq1

OO

dans lequel t1 et r1 sont des fibrations triviales, et dont l’image dans HoA′ est un
carré commutatif, ce qui achève la démonstration.
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Corollaire 3.20. — Soit Φ : A −→ A′ un foncteur exact à gauche entre catégories
dérivables à gauche. Pour que le Dirf -morphisme RΦ : DA −→ DA′ soit une
équivalence, il faut et il suffit que le foncteur dérivé à droite RΦ : HoA −→ HoA′

soit une équivalence de catégories.

Démonstration. — En vertu des propositions 3.16 et 3.17, on peut supposer que A
et A′ sont fortement saturées. L’assertion résulte alors du théorème précédent.

4. Catégories exactes dérivables

4.1. — Une catégorie dérivable est ponctuée si elle admet un objet nul. Par exemple
si A est une catégorie dérivable dont l’objet final est cofibrant, on note A• = ⋆\A la
catégorie des objets de A pointés par l’objet final ⋆. On dit alors qu’une flèche A est
une équivalence faible (resp. une fibration, resp. une cofibration) si son image dans
A par le foncteur d’oubli en est une dans A. Alors A• est une catégorie dérivable
ponctuée.

On rappelle qu’un foncteur F −→ E est une immersion fermée si elle fait de F un
cocrible de E, ou de manière équivalente si le foncteur F op −→ Eop est une immersion
ouverte.

Lemme 4.2. — Soit A une catégorie dérivable à gauche admettant un objet nul,
noté 0. Pour toute immersion fermée entre catégories directes finies i : E′ −→ E, le
foncteur image directe cohomologique Ri∗ : DA(E′) −→ DA(E) admet un adjoint à
droite Ri! : DA(E) −→ DA(E′).

Démonstration. — Le foncteur i∗ admet un adjoint à droite i∗ : A(E′) −→ A(E)
défini comme suit : si F est préfaisceau sur E′, i∗F est le prolongement par 0 de F ,
i.e. l’unique préfaisceau G sur E tel que i∗G = F et tel que pour tout objet x de
E′ qui n’est pas dans E′, G(x) = 0. Il est évident que i∗ est exact à gauche pour
les structures naturelles et qu’il respecte les équivalences faibles. On en déduit que
le foncteur induit i∗ : DA(E′) −→ DA(E) est l’adjoint à droite du foncteur image
inverse i∗, et donc qu’il est canoniquement isomorphe à Ri∗. On va montrer que pour
tout préfaisceau fibrant sur les bords F sur E, le préfaisceau d’ensembles

i!F : G 7−→ HomA(E)(i∗G,F )

est représentable dans A(E′). On note j : U −→ E l’immersion ouverte complémen-
taire de i (i.e. U est la sous-catégorie pleine de E formée des objets qui ne sont pas
dans E′). En vertu de 1.30 et de 2.5, les foncteurs j∗ et j∗ sont exacts à gauche pour les
structures bordées, et par conséquent, il en est de même de j∗j

∗. En particulier, j∗j
∗F

est fibrant sur les bords. Vérifions que le morphisme canonique F −→ j∗j
∗F est une

fibration naturelle. Soit x un objet de E. Le foncteur U/x −→ E/x est une immersion
ouverte, et comme F |E/x est encore fibrant sur les bords (1.16), la proposition 1.18
implique que le morphisme

F (x) ≃ lim←−F |E/x −→ lim←−F |U/x ≃ j∗j
∗F (x)
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est une fibration. On forme alors le carré cartésien

i!!F //

��

F

��
0 // j∗j∗F ,

et on vérifie que i∗i!!F représente bien i!F . On a donc défini un foncteur

i! : A(E)∂ −→ A(E′) .

Ce dernier envoie les fibrations bordées triviales sur des équivalences faibles naturelles.
En effet, si p : F −→ F ′ est une fibration bordée triviale, alors il en est de même de
j∗j

∗p, et vu que les morphismes canoniques du type F −→ j∗j
∗F sont des fibrations

naturelles, il résulte de [Bro73, I.4, lemme 3] que i!!p est une équivalence faible
naturelle. Par conséquent, i!p est une équivalence faible. Le lemme résulte à présent
du lemme 2.5 (appliqué à u∗ = i∗ pour la structure bordé sur A(E)).

Lemme 4.3. — Soit A une catégorie dérivable à gauche admettant un objet nul 0.
Alors pour toute immersion ouverte de but une catégorie directe finie j : E′ −→ E,
le foncteur image inverse j∗ : DA(E) −→ DA(E′) admet un adjoint à gauche j! :
DA(E′) −→ DA(E). En outre, pour tout objet x de E′, et tout objet F de DA(E′),
px\E′

!
F |x\E′ est représentable dans DA(e), et le morphisme de changement de base

px\E′
!
i∗ −→ x∗ j!, induit par le 2-diagramme,

x\E′ i //

p
x\E′

��

E′

j

��
e

x
// E

����
BJα

,

est un isomorphisme.

Démonstration. — Le foncteur j∗ : A(E) −→ A(E′) admet un adjoint à gauche
j! : A(E′) −→ A(E) défini comme suit : si F est un préfaisceau sur E′, j!F est
l’unique préfaisceau G sur E tel que j∗G = F et tel que pour tout objet x de E qui
n’est pas dans E′, G(x) = 0. Il est immédiat que j! est un foncteur exact à gauche pour
les structures naturelles et qu’il respecte les équivalences faibles. Comme j∗ respecte
aussi les équivalences faibles, cela implique aussitôt que les foncteurs obtenus à partir
de j! et j∗ après localisation forment encore un couple de foncteurs adjoints. Il reste
à montrer la seconde assertion. Soit x un objet de E′. S’il n’est pas dans E′, alors
x\E′ est la catégorie vide, et comme A admet un objet initial (à savoir 0), pour tout
préfaisceau F sur E′, p

∅!
F |∅ est représentable par ledit objet initial. Si x est un objet

de E′, alors x\E′ admet un objet initial (à savoir (x, 1x)), et donc par 2-fonctorialité,
le foncteur dévaluation en x est un adjoint à gauche de p∗x\E′ . Vu ce qui précède, la

dernière assertion concernant l’isomorphisme de changement de base est une manière
compliquée de dire que pour tout objet F de A(E′), j∗j!F = F et j!F (x) = 0 pour
tous les objets x de E qui ne sont pas dans E′, ce qui est vérifié par construction.
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Proposition 4.4. — Si A est une catégorie dérivable ponctuée, alors DA est un
dérivateur ponctué de domaine Dirf .

Démonstration. — On sait déjà que DA est un dérivateur satisfaisant Der 5 (2.28).
L’axiome Der 6 résulte quant à lui du lemme 4.2 et de sa version duale.

4.5. — Une catégorie exacte dérivable est une catégorie exacte A munie d’une classe
de flèches wA telle que A admette une structure de catégorie dérivable avec pour
équivalences faibles (resp. pour fibrations, resp. pour cofibrations) les éléments de wA
(resp. les épimorphismes admissibles, resp. les monomorphismes admissibles). Il est
remarquable que dans ce cas, tous les objets de A sont à la fois fibrants et cofibrants.
D’autre part, pour qu’un foncteur entre catégories exactes dérivables soit exact à
gauche (au sens de 1.9), il faut et il suffit qu’il soit exact (dans le sens habituel pour
les catégories exactes) et qu’il respecte les équivalences faibles. En particulier, un tel
foncteur est aussi exact à droite. On dira alors simplement qu’il est exact. En vertu
du lemme précédent, pour toute catégorie exacte dérivable A, le prédérivateur DA est
un dérivateur ponctué. On vérifie aussi grâce à 1.31 que pour toute catégorie directe
finie E, A(E) est une catégorie exacte dérivable (avec la structure “naturelle”).

On rappelle qu’on note � l’ensemble ordonné (∆1 ×∆1)
op

(un préfaisceau sur �

est simplement un carré commutatif).

Remarque 4.6. — Si A est une catégorie exacte dérivable, alors elle admet une
structure de catégorie exacte dérivable en prenant pour équivalences faibles les flèches
induisant un isomorphisme dans HoA (cela résulte aussitôt de 3.16).

Exemple 4.7. — SiA est une catégorie biWaldhausen compliciale vérifiant les condi-
tions de stabilité adéquates (voir 2.26), alors c’est une catégorie exacte dérivable. En
particulier, si E est une catégorie exacte, et si A désigne la catégorie (exacte) des
complexes bornés sur E , alors A est une catégorie exacte dérivable en prenant pour
équivalences faibles les quasi-isomorphismes. On note dans ce cas D

bE le prédérivateur
de domaine Dirf défini par A.

4.8. — Soit D un dérivateur triangulé (voir [Mal07]). On vérifie facilement grâce au
fait que les notions d’objets cartésiens et d’objets cocartésien de D(�) cöıncident que
D(e) est une catégorie additive. On note s : e −→ ∆1 (resp. t : e −→ ∆1) l’application
qui pointe 1 (resp. 0). Comme s (resp. t) est une immersion fermée (resp. ouverte), le
foncteur s∗ (resp. t!) admet un adjoint à droite (resp. à gauche)

s! : D(∆1) −→ D(e) (resp. t? : D(∆1) −→ D(e) .

Si X est un objet de D(∆1), s
!X est appelé la fibre de X, et t?X son cône. On

remarque que par de simples jeux de 2-fonctorialité, le foncteur image inverse p∗∆1
:

D(e) −→ D(∆1) s’identifie aux foncteurs t∗ et s!. On obtient de la sorte une suite de
foncteurs adjoints t?, t!, t

∗, t∗ = s!, s
∗, s∗, et s!. On définit deux endofoncteurs de

D(e)

Σ = t?s∗ : D(e) −→ D(e) et Ω = s!t! : D(e) −→ D(e) .
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Il est immédiat par construction que Σ est un adjoint à gauche de Ω. Si X est un
objet de D(e), dia∆1(s∗X) est la flèche X −→ 0, et ΣX est le cône de s∗X. On peut
montrer qu’il existe un foncteur canonique

Φ : D(e) −→ D(�)

tel que pour tout objet X de D(�), Φ(X) soit un objet cocartésien (et donc aussi
cartésien, puisque D est triangulé) de D(e), et qu’il existe un isomorphisme canonique
dans Hom(�,D(e)) de dia�ΦX avec un carré commutatif de la forme

X //

��

0

��
0 // ΣX .

On en déduit que Σ est une équivalence de catégories ayant pour quasi-inverse Ω.
Considérons à présent l’ensemble ordonné �� = (∆1 ×∆2)

op
. On note i (resp. j)

l’application � −→ �� définie par i(ε, η) = (ε, η) (resp. j(ε, η) = (ε, η + 1) Un objet
X de D(��) est distingué si X1,0 et X0,2 sont nuls et si i∗X et j∗X sont des objets
bicartésiens de D(�). On note ϕ : ∆3 −→ �� l’application strictement croissante qui
ne prend pas les valeurs (1, 0) et (0, 2). Si X est un objet distingué de D(��), alors
dia∆3

ϕ∗X est une suite de flèches de D(e) de la forme

X0,0
u
−−→ X0,1

v
−−→ X1,1

w
−−→ X1,2

telle que vu = 0, wv = 0, et on a un isomorphisme canonique i : ΣX0,0
∼
−→ X1,2.

Autrement dit, on obtient le triangle de D(e) ci-dessous.

X0,0
u
−−→ X0,1

v
−−→ X1,1

i−1w
−−−→ ΣX0,0

On appelle triangle distingué tout triangle de D(e) isomorphe à un triangle de cette
forme. On peut alors montrer qu’avec l’auto-équivalence Σ, on a ainsi défini une
structure de catégorie triangulée sur D(e) (voir une rédaction prochaine de [Mal01a]).
Comme pour toute catégorie E dans le domaine de D, E′ 7−→ D(E × E′) est encore
un dérivateur triangulé, on en déduit de même des structures de catégorie triangulée
sur les catégories de coefficients D(E).

Théorème 4.9. — Pour toute catégorie exacte dérivable A, le prédérivateur DA est
un dérivateur triangulé de domaine Dirf . En particulier, pour toute catégorie directe
finie E, la catégorie DA(E) admet une structure de catégorie triangulée canonique.

Démonstration. — En vertu de la proposition 4.4, il suffit de vérifier l’axiome Der
7. Autrement dit, il faut vérifier qu’un objet X de DA(�) est homotopiquement
cartésien si et seulement s’il est homotopiquement cocartésien. En vertu de 1.32, et
de la construction explicite des foncteurs image directe Ru∗ (voir 2.5 et la preuve
de 2.6), tout objet homotopiquement cartésien de DA(�) est isomorphe à un carré
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cartésien de A de la forme

X ′ u //

p′

��

X

p

��
Y ′

v
// Y

dans lequel toutes les flèches sont des épimorphismes admissibles. On factorise v en un
monomorphisme admissible s′ : Y ′ −→ Y ′′ suivi d’une équivalence faible s : Y ′′ −→ Y ,
et on forme les carrés cartésiens ci-dessous (qui factorisent le premier).

X ′ t′ //

p′

��

X ′ t //

p′′

��

X

p

��
Y ′

s′
// Y ′′

s
// Y

Comme p est une fibration, la flèche t est une équivalence faible. Par conséquent, le
carré de départ est isomorphe dans DA(�) au carré cartésien

X ′ t′ //

p′

��

X ′

p′′

��
Y ′

s′
// Y ′′ .

Comme s′ est un monomorphisme admissible, il en est de même de t′, et ce carré est
aussi cocartésien. L’énoncé dual du lemme 2.16 implique donc qu’il est homotopique-
ment cocartésien.

Scholie 4.10. — On peut expliciter un peu plus la structure de catégorie triangulée
sur DA(e) induite par la structure de dérivateur triangulé. Soit X un objet de A.
Pour construire ΣX, on choisit un monomorphisme admissible i : X −→ I dont le
but est asphérique dans le sens où I −→ 0 est une équivalence faible. On pose alors
ΣX = coker i (c’est la construction même de Lt?s∗X suivant la procédure duale de
celle décrite dans la preuve de 4.2). Considérons une cofibration u : X −→ Y de A.
On peut choisir un monomorphisme admissible de but asphérique Y −→ I. On forme
alors les carrés cocartésiens ci-dessous dans A.

X //

��

Y //

��

I

��
0 // cokeru // ΣX

(4.10.1)

Les deux carrés ci-dessus sont homotopiquement bicartésiens. Par conséquent, ce dia-
gramme est un objet distingué de DA(��), et il nous donne le triangle distingué de
DA(e) suivant.

(4.10.2) X
u
−−→ Y −→ cokeru −→ ΣX

On vérifie facilement grâce à un calcul similaire à celui effectué dans la preuve de
4.9 que tous les objets distingués de DA(��) sont de la forme 4.10.1 (du moins à
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isomorphisme près dans DA(��)). Autrement dit, tout triangle distingué de DA(e)
est de la forme 4.10.2 (à isomorphisme près).

Corollaire 4.11 (B. Keller [Kel07]). — Pour toute catégorie exacte E, le pré-
dérivateur D

bE est un dérivateur triangulé de domaine Dirf . En outre, pour toute
catégorie directe finie E, D

bE(E) est la catégorie dérivée bornée associée à la catégorie
exacte des préfaisceaux sur E à valeurs dans E, et la structure de catégorie triangulée
sur D

bE(E) obtenue à partir de la structure de dérivateur triangulé est la structure
usuelle.

Proposition 4.12. — Tout foncteur exact entre catégories exactes dérivables Φ :
A −→ A′ induit canoniquement un Dirf -morphisme exact entre les dérivateurs trian-
gulés correspondants Φ : DA −→ DA′.

Démonstration. — Comme tous les objets d’une catégorie exacte dérivable sont à la
fois fibrants et cofibrants, le foncteur Φ respecte les équivalences faibles et définit
donc un Dirf -morphisme. Les propriétés d’exactitude résultent immédiatement de la
proposition 3.4 et de sa version duale.

Lemme 4.13. — Soit A une catégorie exacte munie d’une classe d’équivalence faibles
wA. On suppose qu’en considérant pour classe de fibrations celle des épimorphismes
admissibles, les axiomes D1 et D3 du paragraphe 1.1 sont vérifiés. On fait en outre
l’hypothèse que pour tout objet X de A, il existe un épimorphisme admissible P −→
X dont la source est asphérique ( i.e. tel que P −→ 0 est une équivalence faible).
Alors toute flèche u de A admet une factorisation de la forme u = pi, où p est un
épimorphisme admissible, et où i est à la fois un monomorphisme admissible et une
équivalence faible. En particulier, A est alors une catégorie dérivable à gauche.

Démonstration. — Soit u : X −→ Y un morphisme de A. On considère un épimor-
phisme admissible q : P −→ Y dont la source est asphérique. On obtient dès lors une
factorisation de u

X
u //

(1
0) ##GG

GG
GG

GG
G Y

X ⊕ P

(u,q)

;;xxxxxxxxx
.

Comme P est asphérique, les axiomes D1 et D3 impliquent que le monomorphisme
admissible

(

1
0

)

est une équivalence faible, et comme q est un épimorphisme admissible,
il en est de même de (u, q), ce qui achève la démonstration.

4.14. — Soit E une catégorie exacte. Un objet P de E est projectif si toute suite
exacte de E de la forme X1 −→ X0 −→ P est scindée. La catégorie E admet assez de
projectifs si pour tout objet X de E , il existe un épimorphisme admissible P −→ X
dont la source est un objet projectif. Dualement, un objet de E est injectif s’il est
projectif en tant qu’objet de Eop . La catégorie E admet assez d’injectifs si Eop admet
assez de projectifs.
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4.15. — Soit A une catégorie de Frobenius, c’est-à-dire une catégorie exacte admet-
tant à la fois assez de projectifs et d’injectifs et dans laquelle un objet est injectif si et
seulement s’il est projectif. Pour chaque couple (X,Y ) d’objets de A, on note T (X,Y )
le sous-ensemble de HomA(X,Y ) formé des flèches qui se factorisent par un projectif.
On remarque que T (X,Y ) est un sous-groupe (si f se factorise par P et g se factorise
par Q, alors f + g se factorise par P ⊕Q). On vérifie immédiatement que la relation
d’équivalence ∼ définie sur HomA(X,Y ) par f ∼ g si et seulement si f − g est dans
T (X,Y ) est compatible à la composition. On peut ainsi définir une catégorie quotient
A ayant les mêmes objets que A et avec pour morphismes de X vers Y le groupe quo-
tient HomA(X,Y ) = HomA(X,Y )/T (X,Y ) (la composition étant induite par celle de
A). On appelle équivalences stables les flèches de A qui sont des isomorphismes dans
A.

Exemple 4.16. — Si G est un groupe fini, et si k est un corps, la catégorie des
k[G]-modules à gauche de type fini est une catégorie de Frobenius.

Exemple 4.17. — Si E est une catégorie additive, alors la catégorie exacte A des
complexes bornés sur E est une catégorie de Frobenius. En outre, les équivalences
stables de A sont exactement les équivalences d’homotopie de cochâınes.

Lemme 4.18. — Soit A une catégorie de Frobenius. Un épimorphisme admissible
de A est une équivalence stable si et seulement si son noyau est un objet projectif.

Démonstration. — Soit p : X −→ Y un épimorphisme admissible dont le noyau
est projectif. Alors comme ker p est aussi injectif l’inclusion ker p −→ X admet une
rétraction. Autrement dit, p est en fait une projection de la forme Y ⊕ P −→ Y avec
P projectif, ce qui implique aussitôt que c’est une équivalence stable.

Réciproquement, considérons un épimorphisme admissible p : X −→ Y qui soit
aussi une équivalence stable. Soit q : Y −→ X un inverse de p dans A. Alors il existe
une factorisation de 1Y − pq de la forme

Y
1Y −pq //

j ��@
@@

@@
@@

Y

P

r

??~~~~~~~

l’objet P étant projectif. On définit un morphisme ϕ = (p, r) : X ⊕ P −→ Y dont
on remarque que c’est un épimorphisme admissible (puisque c’est le cas de p). On
note i =

(

1
0

)

: X −→ X ⊕ P . Comme P est un objet projectif, i est une équivalence
stable, et vu que p est une équivalence stable par hypothèse, on déduit de l’égalité
ϕi = p que ϕ est une équivalence stable. En outre, ϕ admet une section, à savoir la
flèche

(

q
j

)

: Y −→ X ⊕ P . Par conséquent, la flèche kerϕ −→ 0 est un rétracte de ϕ,

ce qui implique que c’est une équivalence stable. Cela implique que l’identité de kerϕ
se factorise par un objet projectif, et donc qu’il est lui même projectif. Or on a une
suite exacte canonique

0 −→ ker p −→ kerϕ −→ P −→ 0
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et comme P est projectif, celle-ci est scindée. Par conséquent, le noyau de p est un
facteur direct du noyau de ϕ, et comme ce dernier est projectif, il en est de même de
ker p.

Proposition 4.19. — Soit A une catégorie de Frobenius. Alors A est une catégorie
exacte dérivable (et fortement saturée) en prenant pour équivalences faibles les équi-
valences stables. Le prédérivateur DA est donc un dérivateur triangulé de domaine
Dirf , et on a un isomorphisme canonique de catégories DA(e) ≃ A. En particulier,
la catégorie A est canoniquement munie d’une structure de catégorie triangulée.

Démonstration. — La seule chose non triviale à montrer dans cet énoncé est qu’on
a bien défini de la sorte une catégorie dérivable. La notion de catégorie de Frobenius
étant stable par passage à la catégorie opposée, il suffit de montrer que l’on a bien
défini une structure de catégorie dérivable à gauche en prenant pour équivalences
faibles (resp. pour fibrations) les équivalences stables (resp. les épimorphismes admis-
sibles). Les axiomes D0, D1 et D2 sont évidents, et l’axiome D3 résulte aisément du
lemme ci-dessus. Le lemme 4.13 achève donc la démonstration.

5. Catégories de modèles

5.1. — Une catégorie dérivable A est relevante si la condition suivante est vérifiée :
pour tout carré commutatif de A

C
u //

i

��

X

p

��
D v

// Y

dans lequel i est une cofibration de source cofibrante, et p une fibration de but fibrant,
si i ou p est une équivalence faible, alors il existe un relèvement de ce carré, i.e. un
morphisme l : D −→ X tel que u = li et pl = v.

Exemple 5.2. — Toute catégorie de modèles (non nécessairement fermée) au sens
de Quillen définit canoniquement une catégorie dérivable relevante.

Exemple 5.3. — Pour toute catégorie de Frobenius A, la structure de catégorie
exacte dérivable de la proposition 4.19 est relevante. Pour le vérifier, il suffit de
considérer le cas où p est une équivalence satble (le cas où i est une équivalence
stable s’en déduira par dualité). En effet, si on se donne un carré commutatif de A
de la forme donnée au numéro 5.1, et si p est une équivalence stable, alors ker p est
projectif (et donc injectif) par le lemme 4.18. On en déduit que p est en fait une
projection de la forme Y ⊕ P −→ Y où P est un objet injectif. Comme p est l’image
inverse de P −→ 0, il suffit de vérifier la propriété de relèvement pour P −→ 0, i.e.
On peut supposer que X est un objet injectif et que Y est nul. Or si j : X −→ X ′

l’image directe de i par u. Comme X est injectif et comme j est un monomorphisme
admissible, j admet une rétraction, ce qui prouve l’assertion.
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5.4. — Soit A une catégorie dérivable relevante. On considère un objet cofibrant C
de A. Un cylindre de C est une factorisation

C ∐ C
(δ0,δ1)
−−−−→ CI

σ
−−→ C

de la codiagonale C ∐ C −→ C.
Soient C et X deux objets de A respectivement cofibrants et fibrants, u, v : C −→

X deux flèches de A. On choisit un cylindre CI comme ci-dessus, et un cocylindre
XI de X (1.6). Une homotopie stricte à gauche (resp. à droite) relativement à CI
(resp. XI) de u vers v est un morphisme h : CI −→ X (resp. k : C −→ XI) tel que
hδ0 = u et hδ1 = v (resp. d0k = u et d1k = v). Les deux morphismes u et v sont dits
strictement homotopes à gauche (resp. à droite) s’il existe un cylindre CI de C (resp.
un cocylindre XI de X), et une homotopie stricte à gauche (resp. à droite) de u vers
v relativement à CI (resp. à XI).

Lemme 5.5. — Soient u, v : C −→ X deux morphismes de A, C étant cofibrant, et
X fibrant. On considère un cylindre CI de C et un cocylindre XI de X. Il existe une
homotopie stricte à gauche relativement à CI de u vers v si et seulement s’il existe
une homotopie stricte à droite relativement à XI de u vers v.

Démonstration. — Soit h : CI −→ X une homotopie stricte à gauche de u vers v.
On peut alors former le carré commutatif suivant.

C

δ1

��

v // X
s // XI

(d0,d1)

��
CI

(h,uσ)
// X ×X

Comme δ1 est une cofibration triviale, et (d0, d1) une fibration, ce carré admet un
relèvement K : CI −→ XI (ce que Quillen appelle une correspondance). On pose
k = Kδ0. Alors d0k = d0Kδ0 = hδ0 = u et d1k = vσδ1 = v. La réciproque se déduit
de ce qui précède appliqué à Aop .

5.6. — Le lemme précédent montre que deux morphismes u, v : C −→ X de source
cofibrante et de but fibrant sont strictement homotopes à gauche si et seulement s’ils
sont stictement homotopes à droite. On dira dorénavant que u et v sont strictement
homotopes s’ils sont strictement homotopes à droite (ou à gauche, ce qui revient au
même). Une autre conséquence remarquable de ce lemme : si CI (resp. XI) est un
cylindre de C (resp. un cocylindre de X), et si u et v sont strictement homotopes,
alors il existe une homotopie stricte à gauche (resp. à droite) de u vers v relativement
à CI (resp. à XI).

Lemme 5.7. — Soient C et X deux objets de A respectivement cofibrant et fibrant.
La relation d’homotopie stricte est une relation d’équivalence sur HomA(C,X).

Démonstration. — La réflexivité et la symétrie sont immédiates. Il reste donc à
vérifier la transitivité. Pour cela, on remarque que si

X
s
−−→ XI (d0,d1)

−−−−→ X ×X et X
s′
−−→ XI′ (d′0,d′1)

−−−−−→ X ×X
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sont deux cocylindres de X, on peut former le diagramme de A suivant.

X

s

��

X X

s′

��
XI

d1
// X XI′

d′0
oo

En passant au produit fibré X ′ = XI ×X XI′ , on obtient une équivalence faible
t : X −→ X ′ (cela résulte de 2.4 pour E′ = {0 > 2 < 1} et E = e ou encore d’un
calcul élémentaire facilité par le fait que toutes les flèches horizontales du diagramme
ci-dessus sont des fibrations triviales). En composant la projection de X ′ sur XI (resp.

sur XI′) et d0 (resp. d′
1
), on obtient un morphisme e0 (resp. e1) de X ′ vers X. Il est

immédiat que

X
t
−−→ X ′ (e0,e1)

−−−−→ X ×X

est une factorisation de la diagonale X −→ X × X. En factorisant (e0, e1) en une
équivalence faible suivie d’une fibration, on obtient de la sorte un cocylindre

X
s′′
−−−→ XI′′ (d′′0,d′′1)

−−−−−−→ X ×X

de X. C’est alors un exercice facile de prouver qu’une homotopie stricte à droite de u
vers v relativement à XI et une homotopie stricte à droite de v vers w relativement
à XI′ induisent une homotopie stricte à droite de u vers w relativement à XI′′ .

5.8. — Si C est un objet cofibrant, et X un objet fibrant, on note [C,X] le quotient
de HomA(C,X) par la relation d’homotopie stricte.

Lemme 5.9. — Soient C et X deux objets de A respectivement cofibrant et fibrant.
Pour toute flèche de source cofibrante γ : C ′ −→ C dans A, l’application

HomA(C,X) −→ HomA(C ′, X) , u 7−→ uγ ,

passe au quotient en une application

γ∗ : [C,X] −→ [C ′, X] .

Si en outre γ est une équivalence faible, alors γ∗ est une bijection.

Démonstration. — Il est évident que la relation d’homotopie stricte à droite est com-
patible à la composition par γ. Pour prouver la seconde assertion, il résulte de l’énoncé
dual de [Bro73, I.1, Factorization lemma] appliqué à la sous-catégorie des objets cofi-
brants de A qu’il suffit de vérifier cette propriété lorsque γ est une cofibration triviale.
Pour la surjectivité, on remarque que pour toute flèche u′ : C ′ −→ X, on a un carré
commutatif

C ′

γ

��

u′
// X

��
C // ⋆

admettant un relèvement u : C −→ X (puisque γ est une cofibration triviale, et X est
fibrant). Il reste donc à s’assurer de l’injectivité. Soient u et v deux morphismes de C
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vers X tels que uγ et vγ soient strictement homotopes. Alors il existe un cocylindre
XI de X et un morphisme k′ : C ′ −→ XI tels que d0k′ = uγ et d1k′ = vγ. Or le
carré commutatif

C ′

γ

��

k′ // XI

(d0,d1)

��
C

(u,v)
// X ×X

admet un relèvement k : C −→ XI faisant de u et v des morphismes strictement
homotopes à droite.

5.10. — Il résulte du lemme précédent et de son dual qu’on a défini un foncteur

[?, ?] : (HoAc)
op
× HoAf −→ Ens , (C,X) 7−→ [C,X] .

En outre, il est immédiat que pour C cofibrant et X fibrant, l’application canoni-
que HomA(C,X) −→ HomHoA(C,X) passe au quotient par la relation d’homotopie
stricte, ce qui fournit une application naturelle en C et en X :

[C,X] −→ HomHoA(C,X) .

Proposition 5.11. — Pour tout objet C de HoAc et tout objet X de HoAf , l’appli-
cation naturelle [C,X] −→ HomHoA(C,X) est bijective.

Démonstration. — Montrons l’injectivité. Soient u, v : C −→ X deux flèches de A
telles que u = v dans HoA. On choisit une factorisation de (u, v) : C −→ X × X
en une équivalence faible s : C −→ X ′ suivie d’une fibration (p, q) : X ′ −→ X ×X.
Il est clair que p = q dans HoA, ce qui signifie qu’il existe une fibration triviale
π : Y −→ X ′ telle que pπ et qπ soient égales dans πAf . Or comme C est cofibrant,
il existe une flèche f : C −→ Y telle que πf = s. On en déduit aussitôt que pπf = u
et qπf = v sont strictement homotopes à droite.

Il reste à vérifier la surjectivité. Soit f : C −→ X ′ une équivalence faible de but
fibrant. Toute flèche ϕ de C versX dans HoA peut être représentée par un diagramme
de A de la forme

C
f
−−→ X ′ s

←−− X ′′ p
−−→ X

dans lequel s est une fibration triviale. L’objet C étant cofibrant, il existe une flèche
f ′ : C −→ X ′′ telle que sf ′ = f dans A. Il est alors immédiat que ϕ = pf ′.

Remarque 5.12. — La proposition ci-dessus montre que pour toute catégorie déri-
vable relevante A, HoA est une catégorie localement petite dans le sens où pour tout
couple d’objets (X,Y ) de HoA, HomHoA(X,Y ) est un petit ensemble.

Proposition 5.13. — Soit A une catégorie dérivable relevante. Pour toute catégorie
directe finie E, la catégorie A(E) admet une structure de catégorie dérivable rele-
vante dont les équivalences faibles (resp. les fibrations, resp. les cofibrations) sont
les équivalences faibles naturelles (resp. les fibrations bordées, resp. les cofibrations
naturelles).
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Démonstration. — En vertu de 1.30 et de l’énoncé dual de 1.31, on sait que l’on
obtient de la sorte une structure de catégorie dérivable. Il reste donc à vérifier l’axiome
de relèvement. Considérons un carré commutatif

C
u //

i

��

X

p

��
D v

// Y

dans A(E), i étant une cofibration naturelle de source cofibrante argument par ar-
gument, et p une fibration bordée. Supposons que i (resp. p) soit une équivalence
faible. Pour montrer l’existence d’un relèvement, on va procéder comme il se doit par
récurrence sur la longueur de E. Si ℓ(E) ≤ 0, cette existence est triviale (puisque E
est alors une catégorie discrète finie). Supposons ℓ(E) ≥ 0. En vertu de 1.22, l’inclu-
sion ∂E −→ E étant une immersion ouverte, p|∂E est encore une fibration bordée
(resp. une fibration bordée triviale). Vu que ℓ(∂E) < ℓ(E), il existe un morphisme
k : D|∂E −→ X|∂E tel que u|∂E = ki|∂E et p|∂Ek = v|∂E . Soit x un objet maximal
de E. Le morphisme k induit un morphisme D(x) −→ ∂X(x) tel que le carré suivant
commute.

C(x)

i(x)

��

u(x) // X(x) // ∂X(x)

∂p(x)

��
D(x)

k(x)

55kkkkkkkkkkkkkkkkk

v(x)
// Y (x) // ∂Y (x)

Cela détermine un carré commutatif de la forme ci-dessous.

C(x)

i(x)

��

u(x) // X(x)

��
D(x) // Y (x)×∂Y (x) ∂X(x)

Or la flèche i(x) est une cofibration triviale (resp. une cofibration), et la flèche
X(x) −→ Y (x) ×∂Y (x) ∂X(x) est une fibration (resp. une fibration triviale) car p
est une fibration bordée (resp. une fibration triviale bordée (1.26)). En conséquence,
ce dernier carré commutatif admet un relèvement l(x) : D(x) −→ X(x). On vérifie
aussitôt que la donnée des l(x), x ∈ maxE, définit un morphisme l : D −→ X qui
prolonge k et vérifie les équations u = li et pl = v.

Corollaire 5.14. — Soient A une catégorie dérivable relevante et E une catégorie
directe finie. La catégorie des préfaisceaux sur E à valeurs dans A admet une struc-
ture de catégorie dérivable relevante dont les équivalences faibles (resp. les cofibra-
tions, resp. les fibration) sont les équivalences faibles naturelles (resp. les cofibrations
naturelles, resp. les fibrations naturelles vérifiant la propriété de relèvement à droite
relativement au cofibrations triviales naturelles).
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Lemme 5.15. — On considère une catégorie dérivable relevante A. Soient i : C −→
D une cofibration de source cofibrante et X un objet fibrant. Si i est un isomorphisme
dans HoA, alors pour toute flèche u : C −→ X, il existe une flèche l : D −→ X telle
que li = u.

Démonstration. — En vertu du lemme 5.9, l’assertion est vérifiée à homotopie stricte
près. Autrement dit, il existe une flèche k : D −→ X un cocylindre XI de X, et un
morphisme h : D −→ XI tels que d0h = u et d1h = ki. Or le carré commutatif

C
h //

i

��

XI

d1

��
D

k
// X

admet un relèvement h′ : D −→ XI . On pose l = d0h′. Alors li = d0h′i = d0h =
u.

Proposition 5.16. — Pour toute catégorie dérivable relevante A, la structure de
catégorie dérivable fortement saturée sur A ( 3.16) est encore relevante.

Démonstration. — Considérons un carré commutatif de A

C
u //

i

��

X

p

��
D v

// Y

dans lequel i est une cofibration de source cofibrante, et p une fibration de but fibrant.
Supposons que i soit un isomorphisme dans HoA, et montrons que ce carré admet
un relèvement. En vertu de l’énoncé dual de la proposition 2.18, il existe une flèche
j : D −→ E dans A telle que ji soit une équivalence faible. Quitte à factoriser j en
une cofibration suivie d’une équivalence faible, on peut facilement se ramener au cas
où j est une cofibration. Or il est immédiat que j est aussi un isomorphisme dans
HoA. En vertu du lemme précédent, il existe donc une flèche w : E −→ Y telles que
wj = v. Le morphisme ji étant une cofibration triviale, le carré commutatif

C
u //

ji

��

X

p

��
E w

// Y

admet un relèvement k : E −→ X. On pose alors l = kj. On obtient bien les égalités
li = kji = u et pl = pkj = wj = v. Si on suppose dualement que p est un iso-
morphisme dans HoA, ce qui précède appliqué à la catégorie dérivable relevante Aop

montre l’existence d’un relèvement.

5.17. — Une catégorie de modèles faible est une catégorie dérivable relevante for-
tement saturée. Par exemple, toute catégorie de modèles fermée au sens de Quillen
est une catégorie de modèles faible. Une catégorie de modèles est une catégorie de
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modèles faible telle que les factorisation des flèches de but fibrant (resp. de source
cofibrante) en une équivalence faible suivie d’une fibration (resp. en une cofibration
suivie d’une équivalence faible) puissent être obtenues fonctoriellement. Par exemple,
toute catégorie de modèles fermée au sens de Quillen à engendrement cofibrant (voir
[Cis03]) est une catégorie de modèles.

5.18. — Une catégorie de Thomason faible est une catégorie A admettant un objet
initial ∅ et un objet final ⋆, munie de trois classes de flèches wA, fA et cA, (dont les
éléments sont appelés comme il se doit équivalences faibles, fibrations et cofibrations
respectivement), satisfaisant les axiomes suivants.

TM0 Tout isomorphisme de A est à la fois une équivalence faible, une fibration, et
une cofibration.

TM1 (a) Pour toute fibration p : X −→ Y , toute flèche v : Y ′ −→ Y , le produit fibré
X ′ = Y ′ ×Y X est représentable dans A, et la projection p′ : X ′ −→ Y ′ est une
fibration. Si en outre p (resp. v) est une équivalence faible, alors il en est de
même de p′ (resp. de la projection u : X ′ −→ X).
(b) Pour toute cofibration i : C −→ D et toute flèche u : C −→ C ′, la somme
amalgammée D′ = D ∐C C ′ est représentable dans A, et la coprojection i′ :
C ′ −→ D′ est une cofibration. Si en outre i (resp. u) est une équivalence faible,
alors il en est de même de i′ (resp. de la coprojection v : D −→ D′).

TM2 Si dans un triangle commutatif de A deux flèches sont des équivalences faibles,
il en est de même de la troisième.

TM3 Les équivalences faibles sont stables par rétractes.

TM4 Tout carré commutatif de A de la forme

C
u //

i

��

X

p

��
D v

// Y ,

dans lequel i est une cofibration et p une fibration, i ou p étant une équivalence
faible, admet un relèvement.

TM5 Il existe des factorisations de toute flèche f de A de la forme f = pi et f = qj
où p est une fibration, j une cofibration, i et q des équivalences faibles.

Il est immédiat que toute catégorie de Thomason faible est aussi une catégorie dérivable
relevante avec les définitions évidentes. Une catégorie (de modèles) de Thomason est
une catégorie de Thomason faible telle que les factorisations de l’axiome TM5 puissent
être obtenues fonctoriellement.

Exemple 5.19. — Toute catégorie de modèles fermée propre est une catégorie de
Thomason faible. Toute catégorie de modèles fermée propre et à engendrement cofi-
brant est une catégorie de Thomason.

Exemple 5.20. — Toute catégorie de modèles faible dont tous les objets sont à la
fois fibrants et cofibrants est une catégorie de Thomason faible (l’axiome TM1 résulte
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de [Bro73, I.4, lemme 2] et de sa version duale). En particulier, toute catégorie de
Frobenius est une catégorie de Thomason faible (cf. 5.3).

Proposition 5.21. — Soit A une catégorie de Thomason faible. Une flèche de A
est une équivalence faible si et seulement si son image dans la catégorie homotopique
HoA est un isomorphisme.

Démonstration. — Il s’agit de montrer que toute flèche de A dont l’image dans HoA
est un isomorphisme est une équivalence faible. En procédant à des factorisations
adéquates, on constate qu’il suffit de prouver cette assertion pour les fibrations entre
objets fibrants. Soit p : X −→ Y une fibration de but fibrant. L’existence pour
toute flèche de A d’une factorisation en une cofibration suivie d’une équivalence faible
(TM5) montre qu’il existe un carré commutatif de A de la forme

C
u //

i

��

X

p

��
D v

// Y ,

dans lequel i est une cofibration de source cofibrante, et u, v des équivalences faibles.
En vertu de la proposition 5.16, ce carré admet un relèvement l : D −→ X. Si
on forme la somme amalgammée Z = D ∐C X, l’axiome TM1 (b) montre que la
coprojection j : X −→ Z est une cofibration, et que la coprojection u′ : D −→ Z est
une équivalence faible. Il résulte donc de l’axiome TM2 que la flèche w : Z −→ Y
(induite par v et p) est une équivalence faible. Cela définit une factorisation p = wj.
D’autre par les flèches l et u définissent un morphisme r : Z −→ X tel que rj = 1X
et pr = w. En particulier, p est un rétracte de w. L’axiome TM3 montre donc que p
est une équivalence faible.

Corollaire 5.22. — Toute catégorie de Thomason faible est une catégorie de mo-
dèles faible. Toute catégorie de Thomason est une catégorie de modèles.

5.23. — Soit A une catégorie dérivable à gauche. Un objet X de A est dérivable à
gauche si la catégorieA/X est une catégorie dérivable à gauche, avec pour équivalences
faibles (resp. pour fibrations) les morphismes au-dessus de X qui sont des équivalences
faibles (resp. des fibrations) dans A. Par exemple, tout objet fibrant est dérivable à
gauche

Une catégorie localement dérivable à gauche est une catégorie dérivable à gauche
dont tous les objets sont dérivables à gauche. On vérifie facilement qu’un catégorie
dérivable à gauche est localement une catégorie dérivable à gauche si et seulement si
les deux conditions suivantes sont vérifiées.

L1 Pour toute fibration (resp. fibration triviale) X −→ Y dans A, et pour toute
flèche Y ′ −→ Y , le produit fibré X ′ = Y ′ ×Y X est représentable dans A, et la
projection X ′ −→ Y ′ est une fibration (resp. une fibration triviale).

L2 Tout morphisme de A admet une factorisation en une équivalence faible suivie
d’une fibration.
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5.24. — Soit A une catégorie dérivable à gauche. Pour tout objet X de A, on note
A//X la sous-catégorie pleine de A, formée des fibrations de but A. Lorsque X est
dérivable à gauche, la catégorie A//X n’est autre que la catégorie des objets fibrants
de A/X.

Considérons un morphisme ente objets dérivables à gauche u : X −→ Y dans A.
Le foncteur induit par la composition avec u

(5.24.1) u! : A/X −→ A/Y , (Z,Z −→ X) 7−→ (Z,Z −→ X
u
−→ Y

admet un adjoint à droite partiellement défini

(5.24.2) u∗ : A//Y −→ A/X , (Z,Z −→ Y ) 7−→ (Z ×Y X,Z ×Y X −→ X) .

Le foncteur u! respecte les équivalences faibles, et donc induit un foncteur

(5.24.3) u! : HoA/X −→ HoA/Y .

Le foncteur u∗ est certainement exact à gauche, et induit donc, via l’équivalence
HoA//Y ≃ HoA/Y , un foncteur

(5.24.4) Ru∗ : HoA/Y −→ HoA/X

Proposition 5.25. — Le foncteur (5.24.4) est un adjoint à droite du foncteur (5.24.3).

Démonstration. — Cela résulte aussitôt du lemme 2.5.

5.26. — Un morphisme X −→ Y de A est une équivalence faible propre à droite
si X et Y sont dérivables à gauche, et si le foncteur (5.24.3) est une équivalence de
catégories.

Proposition 5.27. — Si A est fortement saturée, alors, étant donné un morphisme
u : X −→ Y dans A, les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le morphisme u est une équivalence faible propre à droite.
(b) Pour toute fibration Y ′ −→ Y , la projection X ′ = Y ′ ×Y X −→ Y ′ est une

équivalence faible.

Démonstration. — La condition (b) équivaut à affirmer que le morphisme de counité
u!Ru∗ −→ 1HoA/Y est un isomorphisme. Il est donc clair que (a) implique (b). Il
reste donc à prouver que si Ru∗ est pleinement fidèle, alors c’est une équivalence de
catégories. Or le morphisme de counité appliqué à l’objet (Y, 1Y ) est le morphisme
u : (X,u) −→ (Y, 1Y ), et la catégorie dérivable à gauche A étant fortment saturée,
cela implique que u est une équivalence faible. On en déduit immédiatement que le
morphisme d’unité 1HoA/X −→ Ru∗u! est un isomorphisme.

5.28. — On dit qu’une catégorie dérivable (à gauche) est propre à droite si toute
équivalence faible de A est propre à droite.

On dit qu’un catégorie dérivable (à droite) est propre à gauche si Aop est propre à
droite.

Une catégorie dérivable est propre si elle est propre à gauche et à droite.
Aves ces définitions, il est clair, d’après la proposition précédente, que les catégories

de Thomason (faibles) sont exactement les catégories de modèles (faibles) propres.
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6. Catégories de modèles homotopiquement complètes

6.1. — Une catégorie dérivable à gauche A est homotopiquement complète si les
conditions suivantes sont vérifiées.

D5 Si (Xi)i∈I est une petite famille d’objets fibrants de A, alors le produit
∏

i∈I Xi

est représentable dans A. Si Xi −→ Yi, i ∈ I, est une petite famille de fibrations
(resp. de fibrations triviales) dans A, alors le morphisme induit

∏

i∈I

Xi −→
∏

i∈I

Yi

est une fibration (resp. une fibration triviale).
D6 Soit

· · · −→ Xn+1 −→ Xn −→ · · · −→ X0 , n ≥ 0

une tour de fibrations (resp. de fibrations triviales), avec X0 fibrant. Alors la
limite X = lim←−n

Xn est repréntable dans A, et la flèche canonique X −→ X0 est

une fibration (resp. une fibration triviale).
Une catégorie dérivable à droite est homotopiquement cocomplète si Aop est une
catégorie dérivable à gauche homotopiquement complète.

Proposition 6.2. — Toute catégorie dérivable à gauche homotopiquement complète
est fortement saturée.

Démonstration. — Il suffit de démontrer que toute fibration entre objets fibrants de
A qui est inversible dans HoA est une équivalence faible. Soit p : X −→ Y un tel
morphisme. On voit facilement, grâce à la proposition 2.18, que l’on peut construire
par induction une tour de fibrations entre objets fibrants,

· · ·Zn+1 −→ Zn −→ · · · −→ Z0 , n ≥ 0 ,

telle que Z0 = Y , Z1 = X, la flèche X = Z1 −→ Z0 = Y soit égale à p, et telle que
pour tout entier n ≥ 0, le morphisme composé

Zn+2 −→ Zn+1 −→ Zn

soit une équivalence faible (et donc une fibration triviale). On a alors deux fibrations
triviales

lim←−
n

Z2n+1 −→ X et lim←−
n

Z2n −→ Y ,

et les isomorphismes canoniques

lim←−
n

Z2n+1 ≃ lim←−
n

Zn ≃ lim←−
n

Z2n

nous donnent finalement un triangle commutatif

lim←−n
Zn

{{xxx
xx

xx
xx

##FF
FF

FF
FF

F

X p
// Y
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dans lequel les deux flèches obliques sont des fibrations triviales. Il en résulte que p
est une équivalence faible.

6.3. — Soit A une catégorie dérivable à gauche homotopiquement complète, et soit
I une petite catégorie arbitraire. Le but de la discussion qui suit est de construire une
structure de catégorie dérivable à gauche sur la catégorie A(I) des préfaisceaux sur I
à valeurs dans A, dont les équivalences faibles sont les équivalences faibles naturelles.

Une telle structure existe dans le cas où I = E est une catégorie directe.
Une catégorie directe est une petite catégorie E, munie d’une fonction

ℓ : ObE −→ N

telle que les axiomes suivants soient vérifiés.
Dir 1 Pour tout entier n ≥ 0, s’il existe un objet x de E tel que ℓ(x) = n, alors

pour tout entier i, 0 ≤ i < n, il existe un objet y de E tel que ℓ(y) = i.
Dir 2 Pour tout morphisme x −→ y qui n’est pas une identité de E, on a ℓ(x) <
ℓ(y).

Seul l’axiome Dir 2 est réellement pertinent ; si seul l’axiome Dir 2 est vérifié, on peut
toutjours normaliser λ de telle manière que Dir 1 soit vérifié : λ(x) est la longueur

de x (dans le sens déj‘a évoqué au numéro 1.11. Étant donné une petite catégorie E,
il existe donc au plus une fonction ℓ faisant de E une catégorie directe. Les objets
d’une catégorie directe n’ont pas d’endomorphismes (et donc, d’isomorphismes) non
triviaux.

On peut alors répéter les définitions vues aux numéros 1.11 et 1.13. Soit E une
catégorie directe. Étant donné un objet x de E, on note ∂ E/x la sous-catégorie pleine
de E/x dont les objets sont les morphismes x′ −→ x qui ne sont pas des identités.

Si C est une catégorie, et F un préfaisceau sur E à valeurs dans C, on dit que F
est représentable au bord de E si pour tout objet x de E, lim←−F |∂E/x est représentable

(où ∂E/x désigne le bord de E/x). Lorsque c’est le cas, on définit le bord de F comme
le préfaisceau

∂F : Eop −→ C , x 7−→ lim←−F |∂E/x .

Les flèches canoniques F (x) = lim←−F |E/x −→ lim←−F |∂E/x définissent un morphisme
canonique

(6.3.1) F −→ ∂F .

6.4. — Considérons une catégorie dérivable à gauche homotopiquement complète A,
et catégorie directe E.

Un préfaisceau F sur E à valeurs dans A est fibrant sur les bords si le bord de F
est représentable sur E, et si le morphisme (6.3.1) est une fibration naturelle.

Un morphisme F −→ F ′ de A(E), entre préfaisceaux fibrants sur les bords, est une
fibration bordée si le morphisme F −→ F ′ ×∂F ′ ∂F induit par le carré commutatif

F //

��

∂F

��
F ′ // ∂F ′
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est une fibration naturelle. Une variation sur le théorème 1.30 nous donne les résultats
suivants.

Théorème 6.5 (Rădulescu-Banu). — La catégorie A(E) est une catégorie dé-
rivable à gauche (homotopiquement complète), avec pour équivalences faibles, les
équivalences faibles naturelles, et pour fibrations, les fibrations bordées entre préfais-
ceaux fibrants sur les bords. En outre, toute fibration bordée est une fibration naturelle.

Démonstration. — Voir [RB06, théorème 9.2.4] pour la première assertion, et [RB06,
corollaire 9.3.6] pour la seconde.

Corollaire 6.6. — La catégorie A(E) est une catégorie dérivable à gauche (homoto-
piquement complète), avec pour équivalences faibles, les équivalences faibles naturelles,
et pour fibrations, les fibrations naturelles.

Démonstration. — Voir [RB06, théorème 9.2.4].

6.7. — Considérons une sous-catégorie S de E. On note A(E,S) la sous-catégorie
pleine de A(E) formée des préfaisceaux F sur E à valeurs dans A tels que, pour toute
flèche x −→ y de S, le morphisme induit

F (y) −→ F (x)

soit une équivalence faible de A.

Proposition 6.8. — La catégorie A(E,S) est une catégorie dérivable à gauche (ho-
motopiquement complète), avec pour équivalences faibles, les équivalences faibles na-
turelles, et pour fibrations, les fibrations bordées entre préfaisceaux fibrants sur les
bords.

Démonstration. — Voir [RB06, théorème 9.3.8].

Corollaire 6.9. — La catégorie A(E,S) est une catégorie dérivable à gauche (ho-
motopiquement complète), avec pour équivalences faibles, les équivalences faibles na-
turelles, et pour fibrations, les fibrations naturelles.

Démonstration. — Voir [RB06, théorème 9.3.8].

6.10. — Revenons au cas d’une petite catégorie arbitraire. On a tout d’abord le
résultat suivant.

Théorème 6.11 (Rădulescu-Banu). — Soit I une petite catégoIn a second time-
rie. La catégorie A(I) des préfaisceaux sur I à valeurs dans A admet une structure
de catégorie dérivable à gauche, avec pour équivalences faibles, les équivalences faibles
naturelles, et pour fibrations, les fibrations naturelles.

Démonstration. — [RB06, théorème 9.5.5].
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6.12. — Le théorème ci-dessus est une généralisation du corollaire 6.6. Nous allons à
présent généraliser le théorème 6.5. Pour cela, nous aurons besoin de rappeler quelques
uns des ingrédients essentiels de la preuve du théorème 6.11.

Soit ∆′ la catégorie dont les objets sont les ensembles totalement ordonnés finis
[n] = {0, . . . , n}, n ≥ 0, et dont les flèches sont les applications strictement croissantes.

Étant donnée une petite catégorie I, on désigne par ∆′/I la catégorie dont les
objets sont les couples (n, v), où n ≥ 0 est un entier, et v : [n] −→ I un foncteur. Les
morphismes f : (n, v) −→ (p, w) dans ∆′/I sont les morphismes f : [n] −→ [p] de ∆′

tels que le triangle ci-dessous commute.

[n]
f //

v
��?

??
??

??
?

[p]

w
����

��
��

��

I

On vérifie sans peine que la catégorie ∆′/I est une catégorie directe (en posant
ℓ(n, v) = n). On dispose d’un foncteur canonique

(6.12.1) τI : ∆′/I −→ I

défini en envoyant le couple (n, v) sur v(n).
Cette construction est fonctorielle : si u : I −→ J un foncteur entre petites

catégories. Il induit un foncteur

∆′/u : ∆′/I −→ ∆′J , (n, v) 7−→ (n, uv) .

On vérifie en outre que le carré ci-dessous commute.

∆′/I
∆′/u //

τI

��

∆′/J

τJ

��
I u

// J

(6.12.2)

De plus, lorsque u est une fibration de Grothendieck à fibres discrètes, le carré (6.12.2)
est cartésien dans la catégorie des petites catégories (voir [Cis06, proposition 3.2.5]).

6.13. — Étant donnée une petite catégorie I, on note SI la sous-catégorie de ∆′/I,
ayant les mêmes objets que ∆′/I, et dont les flèches sont les morphismes dont l’image
par le foncteur τI est une identité. On pose alors

A(I) = A(∆′/I, SI) .

On considèrera la catégorie A(I) munie de la structure de catégorie dérivable à gauche
donnée par la proposition 6.8.

Lemme 6.14. — Pour tout objet fibrant sur les bords F de A(∆′/I), le foncteur
(τI)∗(F ) est représentable (cf. 2.2). En outre, si F −→ F ′ est une fibration (resp. une
fibration triviale) entre objet fibrant au sens de la proposition 6.8, alors le morphisme
induit (τI)∗(F ) −→ (τI)∗(F

′) est une fibration (resp. une fibration triviale) naturelle.

Démonstration. — Cela résulte formellement de [RB06, théorème 9.4.2].
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Lemme 6.15. — Soient G un objet de A(I), et F un objet de A(I). On suppose
que G est fibrant sur les bords. Un morphisme τ∗I (F ) −→ G est une équivalence
faible naturelle si et seulement si le morphisme correspondant par adjonction F −→
(τI)∗(G) est une équivalence faible naturelle.

Démonstration. — Voir [RB06, proposition 9.5.4].

6.16. — On appelle τ -fibrations les morphismes de A(I) qui appartiennent à la plus
petite classe de morphismes de A(I) vérifiant les conditions suivantes (on dira qu’un
objet F de A(I) est τ -fibrant si le morphisme F −→ ⋆ est une τ -fibration).
τ1 Pour toute fibration entre objets fibrants F −→ F ′ dans A(∆′/I), le morphisme

(τI)∗(F ) −→ (τI)∗(F
′) est une τ -fibration.

τ2 Pour toute τ -fibration entre objets τ -fibrants F −→ G, et pour tout morphisme
de source τ -fibrante G′ −→ G, si le produit fibré F ′ = G′×G F est représentable
dans A(I), alors la projection F ′ −→ G′ est une τ -fibration.

τ3 Si Fi −→ Gi, i ∈ I, est une petite famille de τ -fibrations entre objets τ -fibrants,
et si

∏

i∈I Fi et
∏

i∈I Gi sont représentables dans A(I), alors le morphisme induit

∏

i∈I

Fi −→
∏

i∈I

Gi

est une τ -fibration.
τ4 Soit

· · · −→ Fn+1 −→ Fn −→ · · · −→ F0 , n ≥ 0

une tour de τ -fibrations, avec F0 τ -fibrant. Si la limite F = lim←−n
Fn est repréntable

dans A(I), alors la flèche canonique F −→ F0 est une τ -fibration.
On note Aτ (I) la sous-catégorie pleine de A(I) formée des préfaisceaux τ -fibrants.

Théorème 6.17. — La catégorie A(I) admet une structure de catégorie dérivable à
gauche (homotopiquement complète), avec pour équivalences faibles, les équivalences
faibles naturelles, et pour fibrations, les τ -fibrations.

En outre, le foncteur

A(I)f −→ A(I) , F 7−→ (τI)∗(F )

est exact à gauche, et induit une équivalence de catégories

HoA(I)f ≃ HoA(I) .

Démonstration. — En vertu du lemme 6.14, la classe des τ -fibrations est contenue
dans la classe des fibrations naturelles. Pour vérifier que l’on a obtenu une catégorie
dérivable à gauche, il suffit donc de démontrer l’axiome de factorisation D4. Soit
F −→ G morphisme de but τ -fibrant. On peut alors choisir un une équivalence faible
de but fibrant sur les bords τ∗I (G) −→ G0, puis factoriser τ∗I (F ) −→ G0 en une
équivalence faible naturelle τ∗I (F ) −→ F0 suivie d’une fibration bordée F0 −→ G0.
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Posons F ′ = (τI)∗(F0) et G′ = (τI)∗(G0). On dispose alors d’un carré commutatif

F //

��

G

��
F ′ // G′

dont les flèches verticales sont des équivalences faibles naturelles (par le lemme 6.15),
et dont la flèche horizontale inférieure est une τ -fibration de but τ -fibrants. Comme
toute τ -fibration est une fibration naturelle, le produit fibré H = F ′ ×G′ G est
représentable et la projection H −→ F ′ est une équivalence faible naturelle. On en
déduit que

F −→ H −→ G

est une factorisation en une équivalence faible naturelle suivie d’une τ -fibration. Le fait
que le foncteur (τI)∗ soit exact à gauche résulte de la définition même des τ -fibrations
et du lemme 6.15. La proposition 1.8 et [RB06, proposition 9.5.7] impliquent aussitôt
que ce foncteur induit une équivalence de catégories homotopiques.

Lemme 6.18. — Soit u : I −→ J une fibration de Grothendieck à fibres distrètes.
Alors le carré commutatif (6.12.2) induit un isomorphisme de foncteurs canonique

u∗(τJ)∗(F ) ≃ (τI)∗(∆
′/u)∗(F )

pour tout objet F de A(J).

Démonstration. — Il suffit de prouver l’assertion dans le cas où A est la catégorie
des ensembles. Comme le carré (6.12.2) est cartésien, cela résulte formellement du
fait que u est une fibration de Grothendieck (voir, par exemple, [Cis02, proposition
2.4]).

Proposition 6.19. — Soit u : I −→ J une fibration de Grothendieck à fibres discrète.
Le foncteur image inverse

u∗ : A(J) −→ A(J)

est exact à gauche pour les structures de catégorie dérivable à gauche du théorème
6.17.

Démonstration. — Il suffit de démontrer que le foncteur u∗ préserve les τ -fibrations.
Comme ce foncteur commute aux petites limites projectives, il suffit de démontrer
que, pour toute fibration bordée entre préfaisceaux fibrants sur les bords F −→ G
dans A(∆′/J), le morphisme

u∗(τJ)∗(F ) −→ u∗(τJ)∗(G)

est une τ -fibration. En vertu du lemme 6.18, il suffit donc de démontrer que le foncteur
(∆′/u)∗ préserve les fibrations bordées. Or cette dernière propriété résulte formelle-
ment du fait que ∆′/u est une fibration de Grothendieck à fibre discrète, et donc un
isomorphisme local (on vérifie aussitôt que le lemme 1.14 reste vrai pour les catégories
directes générales).
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Proposition 6.20. — Soit u : I −→ J un foncteur entre petites catégories. Pour
tout préfaisceau τ -fibrant F , le foncteur u∗(F ) est représentable par un préfaisceau
τ -fibrant. De plus, le foncteur induit

u∗ : Aτ (I) −→: Aτ (J)

est exact à gauche.

Démonstration. — Il résulte aussitôt de [RB06, théorème 9.4.3] de l’isomorphisme
u∗(τI)∗ ≃ (τJ)∗(∆

′/u)∗ que si F −→ G est une fibration bordée entre objets fi-
brants sur les bords (éventuellement triviale) dans A(∆′/I), alors le morphisme
u∗(τI)∗(F ) −→ u∗(τI)∗(G) a la même propriété. La proposition en découle immé-
diatement.

Corollaire 6.21. — Le prédérivateur associé à une catégorie dérivable à gauche ho-
motopiquement complète est un dérivateur à gauche de domaine Cat.

Démonstration. — On utilise pour ce faire les structures de catégories dérivables
données par le théorème 6.17. L’axiome Der 1 est immédiat ; on a même un peu
mieux : pour toute petite famille (Ij)j∈J de petites catégories, le foncteur

HoA(
∐

j

Ij) −→
∏

j

HoAj

est une équivalence de catégories (cela résulte aussitôt de [RB06, théorème 7.1.1]).
L’axiome Der 2 est une conséquence immédiate du calcul de fraction à homotopie près
et de la proposition 6.2. Grâce à la proposition 6.20, l’axiome Der 3g résulte d’une
application évidente du lemme 2.5 appliqué à l’adjonction partielle (u∗, u∗) associée
à un foncteur u : I −→ J . L’axiome Der 4g résulte quant à lui des propositions 6.19
et 6.20 et du fait que le le composé de foncteurs dérivés de foncteurs exact à gauche
est le foncteur dérivé des composés (cf. 3.3). L’axiome Der 5 résulte toujours de la
proposition 2.15.

Théorème 6.22. — Soit A une catégorie de modèles faible homotopiquement comp-
lète. On suppose que l’une des hypothèses suivantes est vérifiée.

(a) La catégorie A est une catégorie de modèles.
(b) La catégorie de modèles faible A est homotopiquement cocomplète.

Alors, pour toute petite catégorie I, la catégorie A(I) des préfaisceaux sur I à valeurs
dans A admet une structure de catégorie de modèles (faible) dont les équivalences
faibles sont les équivalences faibles naturelles, dont les cofibrations sont les cofibrations
naturelles, et dont les fibrations sont les τ -fibrations.

Démonstration. — Toute flèche de source cofibrante dans A(I) admet une factorisa-
tion en une cofibration suivie d’une équivalence faible naturelle : c’est évident sous
l’hypothèse (a), et sous l’hypothèse (b), cela résulte de la version duale du théorème
6.11. On voit alors, grâce au théorème 6.17, qu’il ne reste plus à vérifier que la catégorie
dérivable A(I) est relevante au sens de 5.1. Autrement dit, il faut vérifier que toute
τ -fibration de but τ -fibrant vérifie la propriété de relèvement à droite relativement
aux cofibrations naturelles. On s’aperçoit aussitôt, par un argument d’adjonction, qu’il



CATÉGORIES DÉRIVABLES 59

suffit de prouver que les fibrations bordées de but fibrant sur les bords vérifient la pro-
priété de relèvement à droite relativement aux cofibrations naturelles dans A(∆′/I).
Nous laissons la preuve de ce fait au lecteur (car elle ne consiste essentiellement qu’a
répéter les arguments utilisés pour prouver la proposition 5.13).

Remarque 6.23. — Lorsque A est une catégorie de modèles, on a en fait, une struc-
ture de catégorie de modèles sur A(I) ; autrement dit les factorisations peuvent en-
core être obtenues fonctoriellement dans A(I). Pour le voir, on voit que la preuve de
l’existences de factorisations dans A(I) donnée pour prouver le théorème 6.17 nous
ramène à prouver que les factorisations de le structure de catégorie dérivable à gauche
du théorème 6.5 peuvent être obtenues fonctoriellement, ce qui se vérifie en suivant
pas à pas la preuve du théorème 6.5 donnée dans [RB06].

Corollaire 6.24. — Si A est une catégorie de modèles de Thomason homotopique-
ment complète, alors pour toute petite catégorie I la catégorie A(I) des préfaisceaux
sur I à valeurs dans A admet une structure de catégorie de modèles (faible) dont les
équivalences faibles sont les équivalences faibles naturelles, dont les cofibrations sont
les cofibrations naturelles, et dont les fibrations sont les composés d’images inverses
de τ -fibrations.

Démonstration. — D’après le théorème 6.22, il ne reste qu’à prouver l’axiome TM5.
La factorisation en une cofibration naturelle suivie d’une équivalence faible naturelle
est immédiate. Si u : X −→ Y est un morphisme de A(I), on peut former grâce au
théorème 6.22 un carré commutatif de la forme

X
a //

u

��

X ′

u′

��
Y

b
// Y ′

dans lequel a et b sont des équivalences faibles naturelles de but τ -fibrant, et u′ est une
τ -fibration. Les τ -fibrations étant des fibrations naturelle, le produit fibé Y ×Y ′X ′ est
représentable dansA(I). Il résulte de l’axiome TM1 que le morphismeX −→ Y ×Y ′X ′

est une équivalence faible naturelle, et que la projection Y ×Y ′ X ′ −→ Y est l’image
inverse d’une τ -fibration.

Remarque 6.25. — Le corollaire précédent est démontré par Weibel [Wei01] dans
le cas où A est une catégorie de modèles de Thomason simpliciale et homotopiquement
complète admettant des petites limites projectives. Ceci dit, la restriction au cas
des catégories de modèles simpliciale n’en est pas vraiment une. En effet, il n’est
pas difficile de voir que toute catégorie de modèles (resp. catégorie de modèles de
Thomason) est équivalente à une catégorie de modèles (resp. une catégorie de modèles
de Thomason) simpliciale. La construction utilise la structure de catégorie de modèles
de Reedy sur la catégorie des objets simpliciaux (laquelle se construit comme dans le
cas classique des catégories de modèles de Quillen ; cf. [Hir03]). Si A est une catégorie
de modèles, on peut ensuite considérer la catégorie A′, définie comme la sous-catégorie
pleine de la catégorie A(∆) des objets simpliciaux de A, dont les objets sont les
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foncteurs F : ∆op −→ A qui envoient toutes les flèches de ∆ sur des équivalences
faibles. Il est immédiat que A′ est une catégorie de modèles (de Thomason, si c’est
aussi le cas de A), avec pour équivalences faibles, les équivalences faibles naturelles,
et pour cofibrations (resp. fibrations), les cofibrations (resp. fibrations) de Reedy. Le
foncteur dévaluation en zéro A′ −→ A est clairement un foncteur exact à gauche et à
droite qui induit une équivalence de dérivateurs, et la catégorie A′ est une catégorie
de modèles (éventuellement) simpliciale. On vérifie facilement que si en outre A est
homotopiquement (co)complète, il en est de même de A′. Cependant, la catégorie A′

n’admet pas de limites ou de colimites arbitraires en général, même si c’était le cas de
A. C’est ce type de construction qui justifie que l’on ne demande pas aux catégorie de
modèles d’avoir des (co)limites arbitraires, mais seulement celles qui sont pertinentes
homotopiquement.
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308, Soc. Math. France, 2006.
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435.

[Wal85] F. Waldhausen – ✭✭ Algebraic K-theory of spaces ✮✮, Algebraic and geometric
topology (New Brunswick, N.J., 1983), vol. 1126, Springer-Verlag, 1985, p. 318–
419.

[Wei01] C. Weibel – ✭✭ Homotopy Ends and Thomason Model Categories ✮✮, Selecta Math.
7 (2001), p. 533–564.

2003–2008

Denis-Charles Cisinski, LAGA, CNRS (UMR 7539), Institut Galilée,
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