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INDICES ISOTYPIQUES DES LMENTS
CYCLOTOMIQUES.

par

Tatiana Beliaeva & Jean-Robert Belliard

Résumé. — Given F a real abelian field, p an odd prime and x any Dirichlet cha-
racter of F' we give a method for computing the x-index (H'(Gsg, Zy(r))* : C¥ (r)X)
where the Tate twist 7 is an odd integer r > 3, the group C¥'(r) is the group of higher
circular units, Gg is the Galois group over F' of the maximal S ramified algebraic
extension of F', and S is the set of places of F' dividing p. This y-index can now be
computed in terms only of elementary arithmetic of finite fields Fy. Our work genera-
lizes previous results by Kurihara who used the assumption that the order of x divides

p—1.
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Introduction

Soit F' un corps de nombres ablien totalement rel, d’anneau d’entiers Op, de
groupe de Galois G = Gal(F/Q) et p # 2 un nombre premier rationnel fix dans
toute la suite. On note S = S(F') 'ensemble des places de F' divisant p, on note
Qs I'extension algbrique maximale non ramifie hors de S de F' et Gg = Gal(Qg/F).
Les objets mathmatiques centraux de cet article sont les groupes de cohomologie
galoisienne H'(Gg, Zy(r)) = l'gnHi(Gs,Z/p”(r)), pour 7 € N, 7 > 2 et pour i = 1
ou 2, vus comme Z,[G]-modules. Ces groupes de cohomologie galoisienne sont connus
pour tre isomorphes aux groupes de cohomologie tale H'(spec Og[1/p], Z,(r)). Parmi
les motivations leur tude il y a leur interprtation en K-thorie. Sous la conjecture
de Quillen-Lichtenbaum ces groupes sont aussi isomorphes pour r > 2 aux p-adifis
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Ky _i(Op) ® Z, des groupes de K-thorie de Quillen (voir [17] pour la construction
des groupes de K-thorie suprieurs). Cependant notre travail se situe entirement en
cohomologie galoisienne p-adique et est donc logiquement indpendant de ce contexte
conjectural. En arithmtique ces groupes s’interprtent comme des analogues suprieurs
des groupes des p-units (pour i = 1 et r ¢ {0,1}) et des p-groupes de S-classes
d’idaux (pour i = 2 et r > 0). Ces analogies sont prcises par une suite exacte due
Kolster, Nguyén-Quang-Do6 et Fleckinger pour i = 1 (voir theorem 3.2 de [14] p.689)
et une suite exacte due Kurihara pour ¢ = 2 (voir lemma 4.3 de [15] p. 269). IIs
sont aussi particulirement intressants tudier en liaison avec les valeurs spciales des
fonctions L en s = 1 — r : ils sont au premier plan dans les dmonstrations des
conjectures la Bloch-Kato pour les valeurs spciales des fonctions L motiviques dans
le cas particuliers des fonctions L de Dirichlet (voir entre autres [5, 14, 4, 11, 6]).

Un des points culminants dans 'article [14] est une formule d’indice, consquence
du theorem 5.4 de [14]

HY(Gs.Z,(r))
#( CF (1)

valable dans cette version simplifie pour F totalement rel et r impair. Ici C¥(r)

):#m@&&m>

(voir la dfinition 2.4) est I'analogue suprieur des units circulaires, et cette formule
d’indice est donc I'analogue suprieur de la formule d’indice de Sinnott : une version
algbrique de la formule analytique du nombre de classes de Dedekind. Cette formule
d’indice passe aux x-composantes, au moins lorsque p 1 [F' : Q], pour tout caractre
x sur G = Gal(F'/Q). Le principal rsultat de cet article est de prsenter une mthode
explicite et lmentaire pour calculer les x-indices (H'(Gs,Z,(r))X : C*(r)X) pour
tous les caractres de Dirichlet x (voir le thorme 6.1, son corollaire 6.7 et la formu-
lation explicite du thorme 7.4). Ce travail doit normment Kurihara et s’inspire de
son article [15]. Dans cet article Kurihara introduit une mthode remarquable pour
calculer ces x-indices en liaison avec 'ordre du H*(Gg, Z,(r)), qu’il considre comme
le p-adifi du groupe de Tate-Shafarevich associ au motif h°(Q(¢;)). La mthode de
Kurihara ramne le calcul de x-indice de I'arithmtique dans des corps finis F,, mais
n’est compltement dcrite dans I'article [15] que pour les caractres de Dirichlet y
dont l'ordre divise p — 1. L’apport principal du prsent article est de se dispenser de
cette hypothse restrictive. Pour ce faire on est parvenu remplacer les considrations
sur l'ordre de certains lments spciaux dans [15] par des isomorphismes canoniques
et gnraux de y-composantes (voir le thorme 5.2).

Cet article est compos comme suit. Dans la section 1 on dfinit les notations
H'(Gs,7Z,(r)) en justifiant les restrictions » > 3 impairs et F' totalement rel. Puis
on rappelle la construction d’un morphisme de descente classique (voir par exemple
[14) U (r — g, - HY(Gs,Z,(r)) o U.. dsigne la limite projective pour les
normes des p-adifis des p-units des F,, = F'(u,n) le long des tages finis de la tour
Fo =, Fn et 0 Goo = Gal(F/F). 11 s’agit surtout, pour I'usage ultrieur fait dans
cet article, de prciser explicitement les images de p-units donnes.

Dans la section 2 on dfinit, en utilisant le morphisme « et suivant [14] et [15],
les Iments cyclotomiques en cohomologie galoisienne ¢f (r) qui engendrent le groupe



CT(r) et concident avec le p-adifis des Iments cyclotomiques de Soul ([21] ou aussi
[22]) si la conjecture de Quillen-Lichtenbaum est vraie. On tudie aussi les relation
de normes reliant ces gnrateurs. Suivant le mme esprit qu’en section 1 on prcise
explicitement les images de ces ¢f (r) par restriction et rduction modulo p™ dans
HY(Gs(Fn), Z/p"(r))-

Dans la section 3 on calcule le caractre commun (qui est le caractre rgulier) des
G = Gal(F'/Q)-reprsentations linaires obtenues partir de C¥'(r)®Q,, H' (G5, Q,(r))
et U;}(r—l)gw ®Q,. Pour ce faire nous utilisons l'injectivit et la finitude du conoyeau
de o dmontr dans [14]; et la thorie de Coleman ([7]) pour calculer le caractre des
units semi-locales et en dduire celui des p-units.

Dans la section 4 on regroupe les lemmes algbriques concernant les y-parties qui
servent notre tude. Pour des descriptions plus compltes des proprits fonctorielles
des x-parties et y-quotients, le lecteur est invit consulter [20], ou encore [23]. On
indique aussi quel y-indice prcis est calcul dans la suite, parmi la multitude de
nuances possibles lorsque p | [F' : Q]. Tant que faire se peut, on justifie le choix de
x-indice fait dans cet article.

Dans la section 5 on reprend la construction par Kurihara du morphisme ¢y, de
rduction modulo ¢ qui est au cceur de cette mthode de calcul des y-indices. On dtaille
soigneusement une interprtation kumerienne de ce morphisme avec le diagramme-cl
(12) ; et 'on dmontre le thorme d’isomorphisme 5.2 qui est le point essentiel dans
notre amlioration de I’approche de Kurihara.

Dans la section 6 on utilise le thorme 5.2 pour dmontrer la formule d’indice du
thorme 6.1 qui est le rsultat principal de cet article. Par rapport la dmarche de [15],
pour dmontrer ce thorme il faut essentiellement dans cette section circonvenir les
difficults techniques supplmentaires occasionns par 'ventualit p | [F' : Q] (cas non
semi-simple). C’est ici qu’interviennent la fois les proprits fonctorielles des y-parties
rappeles en section 4 et le gain conceptuel obtenu avec I'isomorphisme du thorme
5.2.

Dans la section 7 on prcise I'nonc du thorme 6.1 en donnant une formule explicite
pour les images d’Iments cyclotomiques contre le morphisme ¢, ,, de rduction modulo
{ et en fixant des gnrateurs concrets des y-parties considres.

Remerciements : Les deux auteurs remercient Thong Nguyén-Quang-D6 qui nous a
suggr ce sujet comme une collaboration possible.

1. Morphisme de descente explicite

On fixe un plongement de Q dans C. Ce plongement dfinit un systme de racines
de 'units compatibles en posant (, := ¥/ pour n € N, n > 1. On rappelle
que F' un corps de nombres ablien totalement rel, que p # 2 un nombre premier
rationnel fix dans toute la suite. Soit S = S(F') I'ensemble de places de F' au-
dessus de p. On note g l'extension algbrique maximale de F' non ramifie hors

S et Gg = Gal(Q2s/F') son groupe de Galois. On note aussi Gg = Gal(€25/Q). Soit
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F, = F((n) C Qg. On note Gg(F},) le groupe Gal(£2s/F,,), on note G,, = Gal(F,,/F)
et G = Gal(Fi/F) 2 lim G, 0 F =, Fin-

La donne du systme compatible en norme (,» dfinit aussi un gnrateur ¢(1) du
module de Tate Z,(1) := lim gt,n, 0 pu,y, dsigne le groupe des racines de 1'unit d’ordre

divisant m dans Q. Pour tout entier > 1 on note t(r) € Z,(r) la puissance tenso-
rielle 7™° de ¢(1) qui est un gnrateur de Z,(r) := Z,(1)®" et pour tout entier n > 1 on
note t(r), la n™ projection de t(r) qui engendre Z/p*(r). Si r: Gg — Z) dsigne le
”caractre” cyclotomique, alors 'action de Gg sur Z,(r) est donne par v(z) = k(7).
Ces conventions permettent de dfinir pour tout entier » > 1 et tout Z,[Gs]-module
M son r"™°-tordu la Tate, not M(r), par M(r) := M ®z, Z,(r), le groupe Gg agis-
sant diagonalement. Il est parfois plus commode de voir M (r) comme le p-groupe
M lui-mme muni de laction de Gg tordue : v %, x := k() y(x). Le principal objet
tudi dans cet article est le groupe de cohomologie galoisienne :

HY(Ggs,Zy(r)) == @nﬂl(Gs, Z]p"(r)).

Suivant Kurihara ([15]) on va se limiter aux twists r impairs, un corps F' totalement
rel et supposer r > 1. Cette approche est base sur 'existence d’lments spciaux
engendrant un sous-Z,[G]-module libre de rang 1 et d’indice fini dans H (G, Z,(r))
(voir thorme 3.4). D’aprs les calculs de rang p. 223 de [13] la seule possibilit pour
que HY(Gg,Z,(r)) soit de Z,-rang gal l'ordre de G = Gal((F/Q) est de prendre le
corps F' totalement rel et le twist » > 1 impair. Dans le cas du twist » = 1 on a
HY(Gs,Z,(r)) = U/F = U ® Z,, la pro-p-compltion du groupe des S-units de F.
Le twist » = 1 fait I'objet d’'un nombre considrable de travaux, est connu pour tre
techniquement plus difficile et ne sera pas abord dans cet article. L'un des avantages
plus accessoires de ces restrictions en gnralit est le lemme suivant :

Lemme 1.1. — On suppose r > 1 impair, F totalement rel et p # 2; alors le
Z,-module H (Gs,7Z,(r)) est sans torsion.

Démonstration. — D’aprs le lemme 2.2 de [14] la torsion de H'(Gg, Z,(r)) s’identifie
Qp/Zy(r)C<. Comme F est totalement rel la conjugaison complexe 7 est un Iment
bien dfini de G, qui vrifie kK(7)" = (—1)" = —1 puisque 7 est impair. Cet lment agit
donc simultanment par multiplication par 1 et —1 sur Q,/Z,(r)%= ce qui dmontre
que la torsion de H*(Gg,Z,(r)) est annul par 2. [

Dans la fin de section on redonne la construction et une formule explicite pour un
morphisme de descente classique (voir [14] par exemple) :

U (r — Ve, - HY(Gs, Z,y(r)),

0 U;o dsigne la limite projective relativement aux applications de norme des pro-p-
compltions des S-units U; = U;;n le long de 'extension Fi,/F.

Soit Us = (Un)neny une suite cohrente en norme de U;O avec u, € F,. Alors
par le cocycle de Kummer U, /p" @ Z/p™(r — 1) — HY(Gs(F,),Z/p"(r)), chaque
U, @ t(r — 1), dfinit un lment z, € H'(Gs(F,),Z/p"(r)). Concrtement on a la



formule

zn(g) = g(:fi\/uu_n) Qt(r—1), € ppn(r —1) = Z/p"(r).

Pour tout m on pose

U (Uoo @ t(r — 1)) = CO’T’F(Cpm)/F(l'm) c H' (G, Z/p™(1)).

La cohrence en norme des u,, impose alors que les a,,(u+) forment une suite coh-
rente pour les applications H(Gg, Z/p™**(r)) — HY(Gg, Z/p™(r)), qui dfinit donc
un lment de H'(Gg,Z,(r)). On obtient ainsi un morphisme de modules galoisiens
Ul.(r—1) — HY(Gg,Z,(r)) et puisque 'action de G, est triviale droite on obtient
un morphisme «: U;O(r —1)g., — H'(Gs,7Z,(r)) caractris par les formules (pour
tout m > 1 et tout te @ (1 — 1) = (tp)pen @ t(r — 1) € U, (r — 1)a..)

(1) (pmo)(us @ t(r = 1)) = > (K7 (9)gttm) @ t(r — L),

9€Gm,

o l'on identifie U;n ® Z/p™(r — 1) avec son image dans H'(Gs(F,,),Z/p™(r)) par
’homomorphisme de Kummer et o ¢,,: H'(Gs,Z,(r)) — HY(Gs(F,.),Z/p™(r))
est la compose des applications (commutantes) de rduction modulo p™ et de restric-
tion. On doit aussi remarquer que par dfinition G,, = Gal(F'((,m)/F') opre sur pi,m
et en particulier k(g) est bien dfini modulo p™ pour tout g € G,,.

Proposition 1.2. — On note X._ la limite de projective pour les applications de
normes des p-parties des (p)-classes X!, de F,,. Le morphisme o induit la suite exacte

2) 00— (U (r—1)g. —— H"(Gs,Z,(r)) — X/ (r — 1)% —0..

Démonstration. — L’application « concide avec celle dfinie dans la preuve du
thorme 3.2 bis ([14] p.691). O

2. Elments cyclotomiques et relations de normes tordues

Le conducteur de F' est de la forme f = p®d avec p t d. Pour tout b | d et tout
n > a on note

F
Ebm = NQ(Copn)/Fun@(Gopn) (1 — Copr)-

Pour n > a, les p-units 55 , sont cohrentes en norme suivant N, /p, et dfinissent

donc des Iments spciaux

F F 77
€hoo — (gb,n)”za S Uoo
Et pour obtenir la cohrence en normes pour tout n on convient de noter pour n < a :
Fo_ F
6b,TL - NFa/Fn (gb,a)‘

Si un nombre premier ¢ # p divise d et pas b alors il est non ramifi dans Q(ype)/Q
et le Frobenius Fr, qui agit sur toutes les racines de l'unit d’ordre premier ¢
par multiplication par ¢ est un lment bien dfini de l'algbre de groupe complte
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Zp[[Gal(Q(Cpp) N Fi /Q)]]. Les lments cyclotomiques sont lis par les relations de

normes bien connues (pour tout premier £ et tout entier b avec ¢b | d) :
-1 F .
Foy | (I1=Fr )5b7 siltb
(3> NQ(CprOO)ﬂFoo/Q(CprO)ﬂFoo (gﬁb,oc) = { 8500 Sinon. >

Le personnage principal de notre tude est le codescendu du r-ime tordu de ces lments
cyclotomiques.

Dfinition 2.1. — On appelle r-ime Iment spcial p-adique de conducteur b et 'on
note ¢, (r) € H'(Gs, Zy(r)) Vimage par o de ef @ t(r —1) € (U;O(r — 1)), -
(4) () =a(deetr-1).

L’lment spcial attach F sur lequel on s’attardera plus particulirement est celui de
conducteur d :

(5) Fr) = r) =a (5500 S t(r — 1)) .

Ces Iments spciaux sont caractriss par leurs images contre les morphismes
ot H'(Gs,Zy(r)) — H'(Gs(Fn), Z/p™(r)).

Lemme 2.2. — Pour tout b | d et tout m € N on a :

(6) omlch (r) =D K 9)g(eh,) @ tr — 1.

9€Gm

En particulier pour m > a et pour tout b | d on a :

(7) Pmlcy (1) = > " H9)g(1 = Gyn) @ H(r = D).

9€Gal(Q(Copm ) /Q(Cppa )NF)

Démonstration. — Pour obtenir (6) il suffit d’appliquer la formule (1) la suite
(un) = €poo- lci aussi les quantits x(g) sont bien dfinies modulo p™ parce que
Gal(Q(¢ypm)/Q) opre sur pim. Pour en dduire la formule (7) on reprend la dfinition
Epm = NO(Cyym )/ FrnQ(Copm) (1 = Copm ). O Gal(Q(Gppm )/ Frn NQ(Cppm ) ) agit trivialement
sur les racines p™-imes de 'units et donc pour h € Gal(Q((ppm)/Frn N Q((ppm)) on
a "1 (h) = 1[p™]. Par identification de G,, avec Gal(F,, N Q((ppm )/ F N Q(Cppm)) €t
par transitivit de la norme on obtient I'identit (7). O

Remargue : Par construction mme, I'image dans H'(Gs(Q((y)), Z,(r)) de I'lment
spcial ¢f (r) est Ilment not ¢.({;) et appel lment de Soul-Deligne dans la dfinition
3.1.2 de [11]. Pour les liens entre ces Iments, ceux dfinis par Deligne dans [8], ceux
dfinis par Soul dans la section 4.4 de [22] (voir aussi [21]), ceux dfinis par Beilinson
dans [1], voir les articles originaux et les comparaisons faites dans [11] et [12].

Proposition 2.3. — Les r-imes Iments spciaux de conducteurs diffrents sont lis
par les relations de normes (pour tout nombre premier € et tout b tel que ¢b | d) :

(1—0=Fr; Yl (r)si b

F —
(8) NaCopeoInF /@G (Ces(17)) = { cf () sinon



Démonstration. — On remarque tout d’abord que Gal(Q((mpe) N F/Q(Cppee) N F)
agit trivialement sur le module de Tate Z,(r — 1), tandis que, comme ¢ # p, on a
Frot(r—1) = "%(r —1). On part de la relation (3) qui aprs twist la Tate donne :

Nty )N/ @G ) (Etho0 @ HT = 1)) = Na(Capoe /@Gy (Eb0) @ T — 1)
(A= Fr el ) @t(r—1)siltb
| &) ®@t(r — 1) sinon.
Le cas particulier ¢ | b de la formule (8) s’en dduit alors immdiatement en prenant
les co-invariants puis en appliquant a. Lorsque £{b on a :

NQ(Cyo)F/QGopoo )N (Elpoe @ E(r = 1)) = (L = Fry el ) @ t(r — 1)
= (5500 @t(r—1)) — (Fr;lg{joo @ Er (e — 1))
=(1—0Fr el @t(r—1).

Et on conclut nouveau en prenant les co-invariants et en appliquant . [l

Dfinition 2.4. — On appelle groupe des Iments cyclotomiques et on note CT'(r) le
sous-module de H'(Gg, Z,(r)) engendr par les r-imes Iments spciauz de conducteurs
dwisant d :

G (r) =(c)(r), b| d)

L’un des intrts de ce groupe rside dans ’analogue suprieur de la formule analytique
du nombre de classe dmontre par Kolster, Nguyén-Quang-Do et Fleckinger. Par
exemple on a l'galit :

Thorme 2.5. — On rappelle que F' est totalement rel et que r # 1 est impair.

H'(Gs Z0) _ e 20
# (G ) — (G 2y

Démonstration. — C’est un cas particulier du theorem 5.4 p. 701 de [14] O

La philosophie gnrale de la K-thorie arithmtique prdit que les H'(Gs, Z,(r)) pour
les r impairs se comportent comme des p-units tordues, cette intuition tant prcise
notament par suite exacte (2); tandis que les H*(Gg, Z,(r)) se comportent comme
des p-groupes de S-classes d’idaux tordues, voir notamment le lemme 4.3 p. 269 de
[15]. De ce point de vue I'galit du thorme 2.5 est I’analogue suprieur et sans facteur
parasite des formules d’'indices de Sinnott pour le twist » = 1 ([18, 19]). La formule
d’indice du thorme 2.5 passe aussi aux x-composantes, au moins lorsque p 1 [F : Q).
Il est donc intressant de trouver des mthodes de calcul explicite des ordres des -
composantes du quotient H'(Gg,Z,(r))/C* (r) pour tous les caractres x de F. C'est
ce qui a t fait (parmi d’autres rsultats) dans l'article [15] mais en supposant que
I'exposant de G divise p — 1, et en particulier que p { [F' : Q]. Dans le cas gnral,
que nous traitons ici, il faut aussi choisir une notion prcise de y-composantes. En
effet au moins deux foncteurs naturels donnant des y-composantes co-existent. On
reviendra sur ces y-composantes en section 4. Dans la section qui suit, pour mieux
dcrire les composantes qui vont nous intresser, on calcule le caractre de quelques
reprsentations linaires.
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3. Caractres des reprsentations en jeu

Dfinition 3.1. — Soit G un groupe fini.
1. Pour tout Z,|G| module M, on appelle caractre de M la fonction centrale sur
G obtenue en prenant la trace de M ® Q, vue comme reprsentation de G.
2. On appelle caractre rgulier sur G le caractre de Z,[G]. On appelle caractre
trivial sur G le caractre de 7, avec action triviale de G.

Il est bien connu que deux Z,|G]-modules deviennent isomorphes aprs extension
des scalaires de Z, Q, si et seulement si ils ont mme caractres.

Proposition 3.2. — On rappelle que le twist r # 1 est suppos impair et le corps
de base I’ totalement rel.
1. C¥(r) est d’indice fini dans H'(Gg, Z,(r)).
2. a((U(r—1))¢..) est d’indice fini dans H'(Gsg, Zy(r)).
3. Le caractre commun sur Gal(F/Q) des trois modules CF (r), a(Un(r —1))c.)
et H'(Gs,Z,(r)) est le caractre rqulier.

Démonstration. — 1- est une consquence du thorme 5.4 de [14] et 2- de la suite
exacte (2). Pour 3- il suffit de calculer le caractre de (U, (r — 1))¢.. par injectivit
de a.. Parce que r est impair et F' totalement rel, ce caractre est le caractre rgulier,
autrement dit (U (r — 1))g. ® Q, = Q,[G]. Ce rsultat fait probablement partie
du folklore et par exemple est compatible avec les rangs mentionns dans [13]. Nous
n’avons malheureusement pas trouv de rfrence qui precise le caractre des modules qui
nous concernent. Pour la commodit du lecteur on va noncer et refaire la preuve du
lemme suivre qui conclut la dmonstration de la proposition 3.2. [

Lemme 3.3. — SoitUs, (resp. Uy ) la limite projective des units semi-locales (resp.
globales) le long de la tour F((ye)/F, relativement aux applications de norme.

1. Pour tout entier v # —1 le caractre de Ux(r)q., est le caractre rqulier. Le
caractre de Uso(—1)q.. est la somme du caractre rqulier et de celui de Z,[S].

2. Sir est pair alors le module Uy (1), est de caractre rqulier. Le caractre de
Uso(—1)q,, est le caractre de Z, avec action triviale de G. Si r est impair et
diffrent de —1 alors U ()., est de Z,-torsion.

3. Les modules Uso (7)., et U;O(T)Gw ont mme caractre.

Démonstration. — On note G = Gal(F/Q) et A[G] I'algbre de groupe pro-p-complt
de G. Clairement on a A[G] = A[G](r) pour tout 7. Lorsque p est modrment ramifi
dans F', la thorie de Coleman donne une suite exacte (voir [10] ou [23] pour les
dtails)

9) 00— BupLy(r + 1) —= U (1) A[G] BolpLyp(r +1) —=0 .

Sans aucune condition de ramification mais si F' est ablien sur Q il existe un sous-
corps L C F,, qui est ablien sur QQ, dans lequel p est modrment ramifi, et tel que
F((p~) = L((pe) (voir par exemple [3] lemme 1.2). Ainsi la suite exacte (9) est
valide pour tout corps F' ablien.



On vrifie le cas 7 = —1 du 1- du lemme 3.3. Pour cela on note Voo(—1) C A[G]
'image de Us,(—1). La suite (9) implique alors I'galit Voo (—1)%= = 0 et redonne par
descente les deux suites exactes :

0 — Z,[S] — Unn(~1). — Vaul(~1)c

—0.

oo oo

0—>Zp[5] —>V00(_1)Goo —>ZP[G] ZP[S] 0.

Comme les caractres sont additifs en suites exactes cela dmontre la cas particulier

r = —1 du point 1. Pour r # —1 les G invariants et co-invariants du module
®y|pZy(r 4 1) sont finis et donc leur caractre est nul. La mme chasse au diagramme
que ci-dessus mais en plus simple dmontre donc que Uso (7)., et A[G]e,, ont mme
caractre, c’est--dire le caractre rgulier. Le point 1 est dmontr.

Pour 2 on sait, comme p # 2, que Uy, = Z,(1) GBU:O. Si r est pair alors la conjugai-
son complexe de G, agit trivialement sur Z,(r) donc elle agit trivialement sur U% (r)
et agit par —1 sur U_(r). On en dduit U (r)c,, = UL DUL) (1), = UL(r)c,.. Par
la conjecture faible de Leopoldt, qui est un thorme pour ’extension cyclotomique, on
sait que U/ U:O est un module de torsion de type fini sur I'algbre d'Iwasawa classique
A = A[Gal(F/F(C,))). Donc (UL /T L) (r) aussi et (UL /T )(r) ®Q, est de dimen-
sion finie sur @Q,. En consquence les modules (U] /U;)(T)G"O et (UL /U;)(T)GOO ont
mme caractre. Dans cette parit de r le point 2 se dduit donc du point 1 et de la
suite exacte

0— UL/ TL) () —TL(r)q. —UL(r) e — UL /T )a. —0 -

On passe au cas o r est impair. Comme F' est totalement rel la conjugaison
complexe est un lment bien dfini de G, qui agit simultanment par —1 et par 1
sur U;(T’)Gw. Ce dernier module est donc trivial. Cela dmontre le cas r impair du
point 2, puisque Z,(r)¢.. a bien le caractre requis suivant r = —1 ou r # —1.

On dmontre le point 3. Les modules U, et U;O ont la mme A-torsion ( savoir
Zy(1)) et donc U;O(r) et Uso(r) ont les mme G, invariants ( savoir 0 si 7 # —1 et
Z,(0) si r = —1.) En utilisant alors que U, (r)/Us(r) sinjecte dans Z,[S](r) qui est
de A-torsion on dmontre le point 3 en suivant le mme type de chasse au diagramme

que prcdemment.
O

On nonce un premier rsultat utile notre calcul de y-indice :

Thorme 8.4. — L’lment spcial ¢ (r) engendre un sous-Z,|G)-module libre de rang
1 de HY(Gg,Zy(r)).

Démonstration. — Comme on tudie le module monogne engendr par ¢’ (r), il suffit
de montrer que pour tout caractre de Dirichlet x sur G I'lment ¢ (r)®e, € CF(r)®
C, est non nul, o e, dsigne I'idempotent usuel e, = (1/#G) 3", x(g)g~". On fixe x un
tel caractre, on note [, le sous-corps de F' fix par Ker x et on note kp® le conducteur
commun x et F) (avec s < a). Le sous-espace x-isotypique CF(r)®e, C C¥(r)®C,
est engendr par les ¢f (r) ® e,. Si Q((pp) N F ne contient pas Q((xps) N F alors
Q(Cpp=)NF ne contient pas non plus F, parce que kp® est le conducteur de x. Et dans
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ce cas cf (r) ® e, est nul parce que tout Iment non trivial g de Gal(F, /Q(Cyp=) N FY)
agit simultanment par multiplication par 1 et par x(g) # 1 sur ¢ (r) ® e,. Par
contre tous les ¢f (r) ® e, pour tous les b tels que Q((p=) contienne F), sont co-
linaires ¢f (r) ® e,. En effet la formule (8) donne :

[Q(Gopoe) N F 2 Q(Gripe) N Fleg (1) @ ey = Noygypoo /@Gy )nF (€4 (1) @ )
= I Lopen(1 — R el (1) @ ey
c’est--dire :
HZ|b,éJ(k(1 — ()7
[Q(Cope) N F 2 Q(Crpee) N F]

Pour r # 1 les facteurs eulriens (1 — "'y (¢)7!) ne s’annulent jamais et par la
proposition 3.2 il suit ¢} (r) ® e, #0. O

¢ (r)® ey, = ¢ (1) @ ey

4. Composantes isotypiques

Dans cette section on rappelle les dfinitions des y-parties et x-quotients et 1’on
dcrit prcisment quel y-indice est calcul dans la suite en expliquant nos choix.

Dfinition 4.1. — Soit M un Z,|G]-module et x un caractre sur G. Suivant Tsuji
(23], on note Z,[x] le Z,[x]|-module libre de rang 1 muni de l’action de G par mul-
tiplication par x.
1. On appelle x-partie de M et on note MX le plus grand sous-module de M sur
lequel 'action de G est dcrite par x. Formellement on peut dfinir MX par

Homy, ¢1(Zy[x]|, M) = M* C M.

2. On appelle x-quotient de M et on note M, le plus grand quotient de M sur
lequel l'action de G est dcrite par x. Formellement on peut dfinir M, par

M — MX =M X7,[G] Zp[X]-

Pour les proprits basiques de ces deux foncteurs on pourra consulter le §II
de [20], la section 2 de [23], ou la thse du premier auteur [2]. Il serait beau
d’avoir des mthodes simples pour calculer les ordres #(H'(Gg,Z,(r))/C* (r))X ou
#(H' (Gs,Z,(r))/CF(r)), qui en gnral ne concident pas forcment. Dans la suite
nous avons choisi de calculer #(H'(Gg, Z,(r))X/{c"(r))X), qui se prte le mieux
notre mthode en raison du thorme 3.4. Trs souvent (en particulier par exemple si
p1 [F : Q]) tous ces x-indices sont gaux. Mais dans la gnralit avec laquelle cet article
est rdig il semble utile d’expliquer ce choix. Dans le but d’tudier 'arithmtique des
valeurs spciales d'une fonction L de Dirichlet (primitive) L(s,y) il est naturel de
fixer un caractre de Dirichlet x de conducteur f, de prendre F' = F, := Q((;)XX et
d'utiliser le module monogne engendr par I'lment cyclotomique {cf'(r)) la place du
module CF(r). Dans cette restriction (naturelle) en gnralit, on a alors G cyclique,
et notre choix n’est pas restrictif cause de la proposition suivante :

Proposition 4.2. — On suppose G cyclique.
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1. Pour tout Z,|G|-module fini M on a #MX = #M,., en particulier on a ’galit
Hl(Gs,Zp(T’)))X: <H1(Gs,Zp(7’)))
(o ey )
2. On a un isomorphisme
H(Gs, Zy(r))¥ ~ (Hl(Gs,Zp(T))Y
(cF(r))x (c"(r)) '

Démonstration. — Lorsque G est cyclique engendr par g on a une suite exacte
—x(9)
0— MY —= M @ Z,[\]| == M @ Z,[x] — M, —0

Cela donne I'galit des ordres du point 1.

Par le thorme 3.4 le module (c'(r)) est isomorphe Z,[G] et donc on a les isomor-
phismes (cf'(r)), = Z,[x] = (¢F(r))X. Par le lemme 2.2 de [23] on a une suite exacte
longue :

0= () (G ) — (GBI ey,
Mais le module {¢¥ (1)), est sans Z,-torsion tandis que (H'(Gs, Z,(r))/{c (r)))X est

fini. Donc la fiche de connexion ¢ est triviale et cela donne I'isomorphisme du point
2. 0O

Comme cela ne prsente pas de difficults supplmentaires, dans la suite on prend
F ablien totalement rel quelconque, on prend y un caractre sur G quelconque et
'on va calculer indice #(H'(Gg, Z,(r))*/{c"(r))X) en utilisant les morphismes de

rduction modulo ¢ dans le style de Kurihara [15].

5. Les morphismes de rduction modulo /

Soit un entier n > 1 et tant donn un nombre premier ¢ € Z, tel que £ = 1[dp"], et
un idal fix A de F' divisant ¢, 'objet de cette section est de construire explicitement
et de dcrire des proprits d'une application de rduction G-quivariante :

(10) dea: H' (G, Z[p"(r)) — €D H' (Fxs, Z/p"(r))
geG

o F, dsigne le corps rsiduel Op/\ = F,. Cette application ¢y, est essentiellement
"’application naturelle” de [15] p. 265, mais pour l'usage ultrieur fait dans cet
article on I'examine un peu plus en dtail ici. Dans article [9] Gajda examine aussi
une application naturelle en K-thorie ¢,;: Koy11(Z) — Kappr(F,)[I%°]. Sous la
conjecture de Quillen-Lichtenbaum, via les classes de Chern, le ¢;, de Gajda donne
ainsi une application naturelle de rduction pour le cas particulier o le corps F' est
un sous-corps de Q((,). En supposant I'hypothse de Vandiver, Gajda dmontre que
son ¢, est non nul pour un ensemble de premiers p dont il calcule la densit. Notre
dmarche requiert des informations plus prcises que la non trivialit des ¢, et se situe
en cohomologie Galoisienne.
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On rappelle que Gg dsigne Gal(€2s/Q). Pour tout idal premier A de Op divisant ¢ =
1[dp], on se donne un idal £ = L(\) de Qg divisant X. Soit D, C G le sous-groupe de
dcomposition dans Gg de L. Alors pour tout p-groupe discret M muni d’une action
continue de Gg on a un morphisme de restriction resy: H'(Gg, M) — H*(D, M).
Si o € Gg alors cette restriction commute avec le morphisme de conjugaison o, qui
dfinit P'action de o sur les H'(H, M) pour tout sous-groupe ferm H de Gg (voir

par exemple [16] p. 44). Ainsi modulo Iidentification D, = D/- ce morphisme de
restriction dpend seulement de \ et pas du choix de £ divisant A\, parce qu'un autre
choix conjugue £ par un o € Gg qui agit trivialement sur H*(Gg, M). Par contre
pour un o € Gg quelconque qui dfinit un idal \? de F' divisant £ on a un diagramme
commutatif

resy

(11) HY(Gg, M) —= H'(Dg, M)

HY(Gg, M) =222 HY(D o, M).
Si\ & S, alors A est non ramifi dans {2g et le pro-p-quotient maximal de D s’identifie
avec le pro-p-quotient maximal de Gal(F,/F,). Donc pour tout p-groupe discret
M on a des isomorphismes H(Dyo, M) = H'(Fy-, M). Ceci pos on construit un
morphisme ¢;,, comme annonc dans le diagramme (10) en prenant M = Z/p™(r)

dans ce qui prede et en posant
Gon = @ TeS)g.

On obtient alors immdiatement que ¢y, est G-quivariant pour ’action par permu-
tation de G sur la somme directe @ HY(Fyo, Z/p"(7)).

geG
Pour rendre plus explicite cette application ¢, on va en donner une interprtation

kummerienne.

Dfinition 5.1. — Soit A C Op divisant £ = 1[dp"], £ # 2 un nombre premier et

L le premier fix de Qs divisant X\. Par abus on crit encore L pour LN F,, et on
identifie OF, /L avec F.

1. On note redy: F)/p™ — FX /p™ l'unique morphisme de groupe qui fasse com-
muter le diagramme

Fx FYp —=TF x (1+0)% x (* ——TF;
Er/p" F5 /p"

Explicitement redy associe la classe modulo les puissances p"-imes de x € F*
la classe modulo L et les puissances p™-imes de xf~Ve®)

2. Pour v > 0 on note redy(r): F)X/p"(r) — FX/p"(r) le r'™¢ tordu de redy.
Explicitement redy(r) envoie T ® t(r),, sur (z07@ + L) @ t(1),,.
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Cette dfinition permet de calculer explicitement les images de res, en utilisant le
diagramme commutatif suivant :

(12) (£ /p")(r = 1)

{z € X /p" Yo tp, v(@) = 0[p"]}(r — 1) (FX/p")(r = 1)

HY(Gs(F), Z/p"(1))(r — 1) HY(Dg, Z/p"(1))(r — 1)

HY(Gs, Z/p" (1))

Les applications du triangle du bas sont des restrictions; les deux triangles com-

mutent de faon tautologique. Les isomorphismes verticaux s’obtiennent en utilisant
le cocycle de Kummer. La commutativit du carr central est un simple jeu d’criture
partir de ce cocycle (et il suffit de vrifier cette commutativit pour r = 1).

Le rsultat principal de cette section est le thorme d’isomorphisme suivant qui
permet d’utiliser les morphismes de rduction pour calculer les y-indices :

Thorme 5.2. — Soit x un caractre de Gal(F/Q). Rappelons que f, le conducteur
de F, vaut f = dp® avec p t d. Prenons un n > a. Il existe un (une infinit de)
nombre(s) premier(s) ¢ = 1[dp"] tel(s) que le morphisme ¢, induise un isomor-
phisme entre les x-parties :

H'(Gs, Zy(r))*/p"H' (G5, Z, (@ng/p r—1) )
geG
Démonstration. — Tout d’abord les deux modules sont finis, isomorphes sur Z,[G]
Z,[x]/p™. Pour H(Gg,Z,(r)) c’est parce qu’il est sans Z,-torsion (lemme 1.1) et de

caractre rgulier (proposition 3.2); et donc la x-partie H'(Gg, Z,(r))X est un Z,[x]-
X
module sans torsion de rang 1. Pour le module de droite (@ gec Faa /D" (r — 1)) =

(Z/p"|G])X, c’est vident. Il suffit donc de trouver un (une infinit de) ¢ tels que
I’application

H'(Gs,Z,(r))Y/p"H' (Cs. Z, (@F " r—l)

geG
dduite de ¢, soit injective. On a une suite d’injection :

HY(Gs, Z,(r) /9" 2 HY (G, Z/p"(r)) & HY(Gs(F), 2/p" ()

L’injectivit du morphisme (1) suit de la cohomologie de la suite

Ep"(r = 1).

0 — Z,(r) 25 Z,(r) — Z/p"(r) — 0.

L’injectivit du morphisme (2) suit par la suite d’inflation restriction grce la
Gal(F,,/F)-trivialit cohomologique des Z/p™(r) pour r # 0 (lemme de Tate).
L’injectivit du morphisme (3) vient de la thorie de Kummer et a dj t affirme dans
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le diagramme (12). Soit L,, ’ensemble des premiers rationnels ¢ = 1[dp™] et tels que
p" Tt (£ —1). Par le thorme de Dirichlet L, est infini. On considre P’application de
rduction red(r — 1) produit des redy(r — 1) pour A parcourant les premiers de F'
divisant les ¢ € L,

red(r—1): B /p"(r=1) — [ | T] Fi/p"(r—1)

€L, \A[LACF
Lemme 5.8. — Le morphisme red(r — 1) est injectif.

Démonstration. — Le foncteur ®Z/p"(r —1) est exact sur les Z/p™-modules, il suffit
donc de vrifier cette injectivit pour r = 1. Soit ¢: F — [, (H/\M’/\C}, Ff)
I’application de rduction avant de prendre le quotient modulo p”. Si x est dans le
noyau de ¢ alors (xr — 1) appartient tous les £ avec vg(x) = 0 soit une infinit
d’idaux premiers distincts, et donc z = 1. Cela montre 'injectivit de ¢. On en dduit
un morphisme injectif

v Bt — [ T 11 FX | /e EY).

Lely, ALACF

L’image de 7 est contenu dans les Iments d’ordre une puissance de p du quotient
de droite. Ce sous-groupe des Iments d’ordre une puissance de p s’injecte lui-mme

naturellement dans [, - (H MEACF FY/ p") parce que p" divise exactement l’ordre
¢—1desF{, pour f €L,. 0O

On reprend la preuve du thorme 5.2. Par exactitude gauche du foncteur y-parties

on dduit de ce qui prcde une suite de morphismes injectifs :
X

HY(Gs, Zy(n)/p" = (H'(Gs, 2,(r) /") = [ | ] B =1)
eL, \A[LACE,
Pour un ¢ fix, I'application dduite par y-partie de ¢, est la compose de cette suite
d’injection avec la projection sur (HAIZ,Aan F5/p™(r — 1))X : ¢’est une consquence
de la commutativit du diagramme (12) (compatibilit entre resy et red,(r — 1)).
Fixons z un Z,[x]-gnrateur du Z,[x]-module libre H*(Gg,Z,(r))X. Alors l'image

de x dans H'(Gg,Zy(r))*/p" et donc aussi dans [],o (H/\M’Aan F/p™(r — 1))X

engendre un module libre de rang 1 sur Z,[x]/p™. Il en est forcment de mme pour
(une infinit) des projections ¢y, (v) : cela dmontre le thorme 5.2. [

6. Le thorme d’indice

Soit n € N et £ un nombre premier tel que dp™ divise £ — 1. Soit x un caractre sur
G. Dans la section 5 on a tudi le morphisme

Ofn: H' (G, Zy(r)) /0" H (G, Zy (@F /D" 7’—1) .

geG
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Pour n fix on note L], 'ensemble des premiers rationnels ¢ = 1[dp"]. Le principal
rsultat original de cet article est le thorme d’indice suivant :

Thorme 6.1. —

4 (Hl(Gs,Zp(r))X)

B A (BT -1)
<CF(7”)>X = max | min

neN |\ ¢el!, ¢Zn(<CF(r)>X)

Dans la section 7 on derira concrtement le module ¢y, ({c*(r))X), ce qui permet-
tra de reformuler le thorme 6.1 de faon plus explicite. La suite de cette section
est consacre la dmonstration de ce thorme 6.1, qui passe par quelques noncs in-
termdiaires intressants en eux-mmes. On commence par introduire des abrviations
commodes.

Dfinition 6.2. — On rappelle que F est ablien totalement rel de conducteur p*d
avec p 1 d.

1. Par le thorme 5.2, sin > a alors il existe une infinit de premiers ¢ € L] tels
que le morphisme QSZTL soit un isomorphisme. On notera L*° cet ensemble de
premiers rationnels.

2. On note C%,. le Zy[x]|-module libre CY,. = (c"(r))X.

3. On note Hg, le Zy[x]|-module libre Hg, = H'(Gs, Zy(r))X.

Avec ces notations on a la relation d’indice :
Lemme 6.3. — Soitn e N et lel!. Alors

X
1y, [y, (ByecFro/pm(r — 1)

< .
ORI Cr L) = T o (CL (O, N H,))

Démonstration. — On avait dj fait remarquer que les modules finis H g‘w/p” et
(D, cq Fxo/p"(r — 1))X sont tous deux isomorphes Z,[x]/p" donc en particulier
ils ont mme ordre. Le lemme se ramne donc 1'ingalit vidente

#0pn(Cr,y/ (Cp, NP Hg,)) < #Cp,/(Cp, Np"Hg,,).
O

L’ingalit du lemme 6.3 conduit 1’galit avec le ?1]%411 du thorme 6.1. Il suffit juste
el

d’observer que ce min est actuellement atteint. C’est 'objet du second lemme inter-
mdiaire qui est une consquence immdiate du thorme 5.2 :

Lemme 6.4. — Soit n € N.
1. Sif € L5 alors l'isomorphisme ¢Zn induit un isomorphisme :
X
o peHs, L (B F/r 1)
) ) % .
Cr,./(Cy, NP Hg,) O Crn/ (CF, N HS,))

2. Pour tout ¢ € L [ingalit d’ordre du lemme 6.3 est une galit.
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3. Si en outre n est tel que p"Hg, C C¥, et £ € Li° alors ¢y, induit un isomor-

phisme :
X
wx . (BeaFr/rr—1)
[t AN .
Ckr P0.n(CFr)
Démonstration. — Par dfinition mme de L si ¢ € L alors ’homomorphisme
X
(bz(,n: H?S’(,r/pn - (@ F;fg/pn(r - 1))
geG

est un isomorphisme. On dduit I'isomorphisme du point 1 en passant au quotient
gauche par C., /(O NHg,) et droite par son image. Le point 2 est une consquence
directe du point 1. Pour dmontrer le point 3, partir des galits C, Np"Hy, = p"Hy,
et CF, +p"Hg, = Cf,, il suffit d’observer les isomorphismes vidents :

Hg, . Hy,  _ Hg,/o"Hg, Hg /p"Hj,

Clzg,r B Clzg,r +an§,r B Clzg,r/an;‘(,r B Clzg,r/(cig,r ﬂang(,r>.

O

On peut noncer le thorme ci-dessous qui permet de calculer rsiduellement 1’ap-
proximation modulo p" du x-indice du thorme 6.1 :

Thorme 6.5. — Pour tout n € N on a l’galit

X
HY, /" HY, (B,cc P/ = 1)

(& ST I AR (CA O
Démonstration. — 1l suffit de combiner le lemme 6.3 avec le point 2 du lemme
6.4. O

On dmontre maintenant le thorme 6.1.

Démonstration. — Comme H gé,r est libre de rang 1 sur Z,[x] qui est un anneau local,
on a forcment :
— soit C’}%T C p"H gﬁr, ce qui a lieu pour n = 0 et devient faux ds que n est
suffisamment grand.
— soit p"Hg, C Cf,, ce qui a lieu ds que n > N pour un certain N.
Cela tant, tant que n < N l'approximation modulo p™ ne donne aucune information

puisque :
Hg,/p"H
)T )T ~ HX nHX ~ Z n'
T JO%, rprisy) - s/ sy = Bl /p

Par contre ds que n > N alors 'approximation modulo p” est exacte car on a :
Hg,./p"Hg,  _ Hs,./r"Hg,  Hs,
Cy,/(CY, NprHY,) — Cy,/pHY, — Cy,
De plus ds que n > N on aura
4 Hg, /p"H5,
Cp./(Cy, NP Hg,)

< #Ly[x]/p".
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Cela explique le max,cy dans la formule du thorme 6.1 et conclut sa dmonstration
compte-tenu du thorme 6.5. [J

Une autre faon, peut-tre plus propice aux approches numriques, de formuler le
thorme 6.1 consiste se restreindre aux premiers rationnels ¢ € L] et tel que pour

X
(ByecFr/p(r = 1))
05 ((F (1))
tement infrieur l'indice maximal #Z,[x]/p". C’est une faon de comprendre 'intro-

duction d’indices toils par exemple p.261 de [15]. De ce point de vue, on peut viter
le max,, du thorme 6.1. Pour cela on dfinit d’abord des notations supplmentaires :

, soit stric-

au moins un n < v,(¢ — 1), le x-indice rsiduel #

Dfinition 6.6. — On rappelle que L dsigne l’ensemble des premiers rationnels
¢ = 1[dp).
1. Pour tout ¢ € L et tout n < v,(¢ — 1) on note ire,, ¢, (pour indice rsiduel) la
quantit :
X
| (ByeaFru/p"(r = 1))
ire, y.on 1= :
* Gpn ({7 (r))X)
2. Pour tout n on note ima, ,, (pour indice mazimal) la quantit :
Zp[X]

ima, ,, = .
© #anp [X]

Avec ces notations, pour remplacer le maximin du thorme 6.1 par un simple min,

il suffit d’carter les cas d’galit entre indice rsiduel et indice maximal. Cela conduit
au corollaire :

Corollaire 6.7 —
#Hl(Gs,Zp(T))X -

(CF())X ety ot

){11‘6717)(7[7”; 1re7‘7X7£7n < 1maX7n} :

7. Image explicite des y-lments cyclotomiques
la vue du corollaire 6.7 il est important de rendre explicite I'indice rsiduel
X
| (Byec Fi/p"(r = 1)
1rér v tn = .
* Oy ({cF(r))X)

Pour ce faire on donne d’abord une formule pour un Z,|G]-gnrateur ¢

F(r,x) de la
x-partie (cF'(r))* C (cf(r)) et pour un gnrateur de (@geG FY,/p™(r — 1))X, puis
on donne une formule explicite pour ¢y, (c"(r, x)). Par les proprits fonctorielles des
x-parties on a 1'galit

0L (T (1)) = (b (" (r, X)) 20100
L’indice rsiduel s’obtient alors en comparant ¢;,(c”(r,x)) avec le gnrateur de

(B,ecFi/r(r = 1)
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Lemme 7.1. — Soit G un groupe ablien et x un caractre sur G. Soit
Se= Y. gELG].
geKer x

1. Si p ne divise pas l'ordre o(x) de x, alors Z,|G|X C Z,|G] est l'idal principal
engendr par

1 _
Ty = S—— Z Tra, iz, (x(9))g~"
O(X) g€G/ Ker x

2. Sip divise o(x), soit h € G tel que x(h) = (, et soit A C G/Kerx le sous-
groupe des Iments d’ordre premier p de G/ Kerx. Alors Z,[G]X C Z,|G] est
I’idal principal engendr par

1 _
Lo=50-h > Tz, (x(8)07!
dEA

3. La x-partie (Z/p™|G))X est le sous-module engendr par l'image mod p™ du gn-
rateur T), dfini en 1 ou 2 ci-dessous suivant que p divise ou pas o(x).

Démonstration. — On remarque pour commencer que les gnrateurs 7, sont dfinis
indpendamment des choix de h € G tel que x(h) = (, et plus gnralement des choix
des relvement des lments de G/ Ker x dans G grce au facteur S, qui neutralise ces
choix. Soit X le caractre sur G/ Ker x dduit de x par factorisation. Il est bien connu
que pour tout Z,[G]-module M on a MX = (MXX)X. D’autre part Z,[GJKTX =
SyZ,|G] et pour dmontrer 1 et 2 on peut donc supposer sans perte que x est fidle
sur G (cyclique). Maintenant pour voir 1 il suffit de reconnatre que I'lment E, =
1/0(G) Y e Tra,in/z,(X(9))g~" est T'idempotent Q,-rationnel usuel qui dfinit la
fois la y-partie et le y-quotient de Z,|G] pour tous les caractres conjugus de y sur
Qp. Le point 1 est dmontr.

Pour dmontrer 2 aussi on suppose y fidle sur G cyclique. On peut crire G =
A x P o P est un p-groupe cyclique et dcomposer xy = x1x2 0 X1 est la restriction
de x A et x2 la restriction de x P. Pour tout Z,[G]-module M on a les galits
classiques MX = (MX*)X* = (E,,M)X*> et on se ramne donc dmontrer 2 dans le
cas 0 G = P est un p-groupe cyclique et y est fidle sur G. Dans ce cas 'unique
h € G tel que x(h) = (, est un gnrateur de l'unique sous-groupe C' C G d’ordre p.
Et par le lemme I1.2 de [20] on a pour tout Z,[G]-module M 'galit MX = Ker N¢
o No: M — M est I'application norme suivant C' dfinie par Ng(m) = deH gm.
Dans le cas particulier o M = Z,|G] alors M est C-cohomologiquement trivial et on
a Ker No = (1 — h)Z,|G], ce qui conclut la preuve de 2.

Pour voir 3 on dfinit pour tout Z,[GJ-module M le module "tendu-tordu” R, i
comme le Z,[x]-module R, »y = M ® Z,[x] muni de l'action de G tordue g x z =
X(g71)gx. Une minute de rflexion permet de s’assurer de l'isomorphie MX = Rf M-
Cela tant partant de la suite

0 —>an10[(;] - ZP[G] —Z/p"[G] —= 0,
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on obtient en passant aux y-parties et en utilisant 1 ou 2 suivant que p divise ou
pas o(x) la suite :

0 —= "N Zy|G] — T\ Zy|G] — (Z/p"[G])X — H' (G, Ry prz, () -

Mais pour ce qui concerne le module libre p"Z,[G] son tendu-tordu Ry pnz,[q) est
encore isomorphe Z,[x][G] qui est G-cohomologiquement trivial, d’o I'isomorphie
requise (TZ,[G))/p" = (Z/p"[G))*. D

Par le thorme 3.4 le module (c''(r)) est Z,[G]-libre et 'on dduit immdiatement
du lemme 7.1 Dgalit (c!'(r))X = (T,¢"(r)). Do la proposition :

Proposition 7.2. — Soit x un caractre sur G, soit A C G/ Ker x le sous-groupe
des Iments d’ordre premier p de G/ Ker x et sip | o(x) soit h € G tel que x(h) = (.
La x-partie {cF'(r))X est le sous-Z,|G]-module monogne engendr par

1 _ .
—— " Tra, sz, (x(g7)ge" (r) sipto(x)
. o(x) &=
Tyc'(r) = 1—h ) .
GE 2 Trawm(e et ) sip oty
g€G,pto(x(9))
Démonstration. — Les galits sont de simples r-critures de 'lment T} appliqu ¢ (r).

O

Proposition 7.3. — Soit { = 1[dp"]. On fize & € Z une racine primitive modulo
C telle que Cgpm = §§Z_1)/dpn[[,()\)], o X et L(N) sont les idaur divisant € fiz pour
la construction de ¢, en dbut de section 5. Partant de [isomorphisme canonique
Gal(Q(Capn)/Q) = (Z/dp™)*, on fize I, un systme de reprsentants dans Z de
Gal(Q(Capn )/ F) et, pour tout g € G, un reprsentant a, € Z de g='. On a :

Qﬁgm(CF(’l“)) _ H (1— Zgi(g—l)/(dpn))i”"*l @t(r— 1),

Z'EIFyn gEG
Démonstration. — On a choisit & pour avoir (g = féé_l)/dpn [L(A)], et donc aussi
g ¢ao =01 e (V)] Pour tout g € G soit o, € Gal(Q(Cgpr)/Q) le relvement de

Ag0g

g tel que (gpn = (g2 alors on a (g = (007 = 5?5’((_1)/@" [L(N\)?], parce que o agit
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trivialement sur &. On calcule maintenant ¢, (c"(r)) :

QSg,n(CF(T’)) = (res,\g(apn(cF(r))))geG par dfinition de ¢y,
= (redyo(r — 1)(<pn(cF(r))))geG voir diagramme (12)

:(red,\g r—1) (Z/{T 1 1—Cdp)®t(r—1)n>>
geG

par la formule (7) et o o parcourt Gal(Q((apn)/F')

= [ redss(r = D) 0 = )™ ) @ t(r — 1))
Z'EIF,n ged
= | TIT =gy - 1),
iEIF,n prte
En effet la congruence (g = €29 [£(X)79] dans Q(Cgpn) remarque en dbut de

preuve donne dans F* /p"(r — 1) :

redo(r—=1)( [[ =)™ @tr—1)) = J] @ - N 0t~ 1),).

iEIF,n ’iEIFyn

i 1

Il faut aussi noter que la formule finale ne dpend plus des choix de a, ou de o,
puisque Gal(Q((gn/F) agit trivialement de part et d’autre. [

On a maintenant tous les Iments pour donner une formule explicite calculant les
quantits ire, , ¢, qui interviennent dans le corollaire 6.7.

Thorme 7.4. — Soit { = 1[dp] et soit n < v,({—1). Pour tout groupe ablien M fini
on note M[p"] les Iments de M annuls par p". Soit n, une racine primitive modulo
. On a

T (@geG Fl [pn]>

(13) ire, y.on = # ,
b agi((=1)/(dp")yir—1 51
(T (Micry, (=5 g
Démonstration. — L’indice
T, (@geg F5, /p(r = 1))
gt(€—1)/(dp™)\;r—1
(T (Mier,, 0= &y e = 1)) )

ne dpend pas du twist r choisi qu’on peut ainsi prendre r = 1 pour ce calcul. Ensuite
si on prend 1, = & on trouve d’aprs la proposition 7.3 et le lemme 7.1 I'galit

T <®QEG F>Xm /pn>

agi(6—1)/(dp™) jr— '
<TX (HiEIF, (]' Ll ! : ) 1)g6G>Zp[X}

irer,x,&n = #

Clairement cette galit reste valable pour tout autre choix de racine primitive modulo
¢ que & parce que l'indice de gauche dans 1'galit (13) ne dpend pas de ce choix.
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L’exponentiation par (¢ — 1)/p" ralise un isomorphisme entre F3 /p™ et F5[p"], ce
qui conclut la preuve du thorme 7.4. [

La formule finale (13) s’entend comme l'indice de deux Z,|x]-modules monognes.
Dans le cas particulier o 'ordre de x divise p—1 alors Z,[x] s’identifie Z,. Il est alors
possible, comme c’est fait dans [15] p. 262, de dfinir des cffr,pn € F/ et non dans un
produit de F¥ ; puis de calculer les ire, , ;,, comme des indices dans un seul F;*. Dans
notre cadre plus gnral on peut avoir besoin de [Q,(x) : Q,] paramtres p-adiques et
on est contraint de travailler dans €p e F},. Cela augmente la complexit mais ne
diminue pas l'effectivit de ces calculs d’indices.
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