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Plongements d’espaces homogenes sphériques sur un corps
quelconque

Mathieu Huruguen

Résumé

On étend la définition des espaces homogenes sphériques et de leurs plongements au cas
d’un corps quelconque. On montre qu’a un plongement d’un espace homogene sphérique
fixé X on peut associer un éventail colorié stable par le groupe de Galois. On donne ensuite
deux contre-exemples a la réciproque : un éventail colorié stable par Galois ne correspond pas
forcément a un plongement de Xo. On présente toutefois des situations ol la correspondance
est parfaite.

Abstract

We give a definition of spherical homogeneous spaces and their embeddings over an ar-
bitrary field. Given such a homogeneous space Xp, we show that one can associate with
each of its embedding a coloured fan which is stable under the action of the Galois group.
Then we produce two counter-examples to the converse statement: a Galois stable coloured
fan does not necessarily correspond to an embedding of Xy. However, we show that this
correspondence works under some additional assumptions.

On fixe un corps k, un k-groupe réductif connexe G, et un espace homogéene sphérique
(X0, zo) sous laction de G (cf. définition @) On s’intéresse aux plongements de (X, zg), ¢’est-
a-dire aux k-variétés normales pointées munies d’'une action de G possédant une orbite ouverte
isomorphe a Xj. Il y a deux situations ou la classification de ces plongements est bien connue.
Dans le cas ou G = G:ﬁhk est un tore déployé, et (Xo,zp) = (G%k, e), on retrouve les variétés
toriques introduites (dans le cas lisse) par Demazure (cf. [é]) Elles sont classifiées par des objets
combinatoires appelés éventails, qui vivent dans le Q-espace vectoriel N ®zQ, ou N est le groupe
des cocaracteres de G, . Pour un exposé de cette classification, on renvoie & [E] dans le cas ou
k est algébriquement clés, et a [E] dans le cas général. Luna et Vust ont montré dans [@] que la
situation est assez similaire lorsque le corps k est algébriquement clos de caractéristique nulle (G
et X étant cette fois-ci quelconque). Ils prouvent que les plongements de X sont encore classifiés
par des objets combinatoires, appelés éventails coloriés, vivant dans des données attachées a
I’espace homogene X dont on est parti. Knop a généralisé leurs résultats au cas ou le corps k est
algébriquement clos de caractéristique positive, cf. [@] Dans cet article, on essaie de répondre a
la question suivante :

Que devient cette classification lorsqu’on ne suppose plus le tore déployé (dans le cas torique),
ou le corps algébriquement clos (dans le cas sphérique) ?

Pour la suite, on supposera le corps k parfait. On fixe une cléture algébrique k de k, et on
note I' = Gal(k|k) le groupe de Galois absolu. Pour aborder cette question, on va bien siir utiliser
la théorie de Luna et Vust qui décrit les plongements de (X j, 7o ;) (espace homogene obtenu
par extension des scalaires a partir de (Xo,20)). Si un plongement de (X, j, 2 ;) provient par
extension des scalaires d’un plongement de (X, zo), on dira simplement qu’il descend. Une des
questions que 'on se pose est donc de reconnaitre parmi les plongements de (X g, 7o ;) ceux qui



descendent. On verra dans la partie E que le groupe I' agit sur ’ensemble des éventails coloriés,
on peut donc parler d’éventail colorié stable par I'. On a alors le résultat suivant (cf.théoréme

B.19) -
Si un plongement de (X, 1, 7o ;) descend, alors Iéventail colorié associé est stable par T

La réciproque n’est pas toujours vraie. On donne deux contre-exemples. Le premier est de
nature torique. On suppose que I' posséde un quotient isomorphe & Z/37Z. Alors (cf.proposition

et remarque ) :

Il existe un tore T de dimension 3, correspondant ¢ une action de I' sur Z3, et un éventail
complet lisse stable par I tel que le plongement de (an & e) associé ne descende pas.

Ce contre-exemple est en un certain sens optimal (cf.remarque ) La preuve que le plon-
gement construit ne descend pas utilise de maniere essentielle le fait suivant : on peut trouver
trois points sur la variété sous-jacente au plongement (qui est donc complete et lisse) qui ne sont
pas dans un méme ouvert affine. On sait par ailleurs que sur une variété torique, deux points
quelconques se trouvent toujours dans un méme ouvert affine (cf. [@]) Le second contre-exemple
est de nature sphérique (cf.proposition et remarque ) et fournit de la méme maniere un
exemple de variété sphérique complete et lisse dans laquelle se trouvent deux points qui ne sont
pas dans un méme ouvert affine :

Il eziste une R-forme G de SL3 ¢ ainsi qu’un espace homogéne sphérique (Xo,xo) sous G et
un plongement complet lisse de (Xo.c,xo,c) dont l’éventail colorié est stable par Gal(C|R) et qui
ne descend pas.

Dans une autre direction, on donne quelques situations ou, un plongement X de l’espace
homogene sphérique (X, g, 2o ;) d’éventail colorié stable par I' étant donné, on parvient & montrer
qu’il descend. Tout d’abord lorsque la variété X est quasi-projective. Ensuite, lorsque 'espace
homogene sphérique est déployé (cf.définition @ et théoréeme @) :

Si le corps k est infini et parfait et si (Xo,xo) est déployé, alors les plongements de (Xo, xo)
correspondent aux éventails coloriés stables par T.

Lorsque le groupe G est un tore déployé 7', 'action de I' sur IV est triviale, et on retrouve le fait
que les plongements de I’espace homogene (T, e), qui est déployé, sont classifiés par les éventails
dans N ®z Q (avec ici 'hypothese que le corps k est infini et parfait). Dans le cas torique, on a
aussi le résultat partiel suivant (cf.proposition @) :

On suppose k parfait. Soit T un k-tore. Si T est de dimension 2, ou si T est déployé par une
extension quadratique de k, les plongements de (T, e) correspondent aux éventails T'-invariants.

A cause du premier contre-exemple donné ci-dessus, ce résultat ne vaut pas pour les extensions
cubiques ou pour les tores de dimension 3. Une motivation pour I’étude des plongements d’un
espace homogene sphérique donné est la construction de compactifications équivariantes lisses de
celui-ci. Dans le cas torique, cette construction est due a Colliot-Thélene, Harari et Skorobogatov
dans [f.

Le texte se décompose comme suit. Dans la premiere partie on fait les rappels nécessaires
de descente galoisienne. Dans la seconde partie, on donne les définitions d’espace homogene
sphérique, de plongements de tels espaces homogenes et on caractérise les plongements de (X , o 1)
qui descendent comme étant ceux qui satisfont simultanément deux conditions désignée par (i) et
(i) par la suite (cf.théoreme .§). Dans la troisieme partie, on fait le lien avec la théorie de Luna
et Vust. Aprés un bref rappel des objets combinatoires qui interviennent dans la classification des
plongements de (X, % z), on construit une action du groupe de Galois I' sur ces objets com-
binatoires, et on montre, étant donné un plongement de (X, g,z z), que la condition (i) revient



a demander que ’éventail colorié associé & ce plongement est stable par I' (cf.théoreme )
Enfin dans la partie H, on s’intéresse a la condition (i7), montrant qu’elle peut étre vérifiée ou ne
pas Détre, aboutissant aux contre-exemples (propositions et ) et aux résultats positifs
(cf.théoreme @ et proposition @) expliqués au début de cette introduction.

Je tiens ici a remercier M.Brion pour son écoute attentive et ses précieux conseils concernant
ce travail, tant sur le fond que sur la forme.

1 Rappels sur la descente galoisienne de schémas.

Pour les résultats non démontrés de cette partie, on renvoie a [@] (Chap.V, §4.) ou a [[L3
(Chap.11). Soit k un corps quelconque et K une extension algébrique galoisienne de K, de groupe
de Galois I'. L’inclusion & C K est fixée une fois pour toute. De cette fagon, un K-schéma X
définit de maniere canonique un k-schéma que ’on note de la méme maniere. Pour tout o € T,
on a un morphisme de k-schémas :

o= (071" : Spec(K) — Spec(K).

On obtient ainsi une action de I' sur Spec(K). Cette action est semi-linéaire, comme définie dans
la proposition suivante :

Définition 1.1. Soit X un K-schéma. Une action semi-linéaire de I' sur X est un morphisme
de groupes T' — Autg_scp(X) vérifiant que pour tout o € T le diagramme suivant commute :

X - X
1 1
Spec(K)-Z+Spec(K).

(Par abus de notation, on note o l'automorphisme de X obtenu par le morphisme définissant
Uaction.)

Soit Y un k-schéma. On note Yx le K-schéma obtenu par extension des scalaires, Y xj K.
Pour tout o € ', on dispose du morphisme de k-schémas suivant :

o= (idy,(c™)"): Y xp K — Y x; K.

On vérifie facilement que 'on définit ainsi une action semi-linéaire du groupe I' sur le K-schéma
Yk . Lorsqu’on utilise une action semi-linéaire de I' sur un K-schéma du type Yk ce sera toujours,
sauf mention explicite du contraire, I’action que l'on vient de définir. Soit C la catégorie des
k-schémas et morphismes de k-schémas.

Définition 1.2. A tout objet X de C on associe le foncteur hx de C wers la catégorie des
ensembles défini par hx (Z) = Mor(X, Z) sur les objets et par la composition sur les morphismes.

Ce foncteur est covariant. Si X est muni d’une action semi-linéaire de I'; alors pour tout objet
Z de C, le groupe I agit sur hx(Z) et on note hY le sous-foncteur défini par hl (Z) = hx(Z)"
(éléments invariants sous I').

Définition 1.3. Soit X un K-schéma muni d’une action semi-linéaire de I'. Un quotient
catégorique de X par T est la donnée d’un k-schéma'Y et d’un morphisme X 5Y vérifiant :
— Pour tout objet Z de C, Uapplication hy (Z) — hx(Z) est injective.
— L’image de cette application est hi (7).

On voit facilement qu’entre deux quotients catégoriques il existe un et un seul isomorphisme.

Définition 1.4. Soit U = Spec(A) un K-schéma affine muni d’une action semi-linéaire de K.
Le morphisme de groupes I' — Autg_qy(A),0 — (o71)* définit une action de ' sur A qui est
semi-linéaire au sens suivant :



Voel, VeeA VieK, o(lz)=oc(No(z).

On dit que T agit continiment sur U (ou A), ou que Uaction de T sur U est continue si les orbites
de I' dans A sont finies.

On a le théoréeme suivant :

Théoréme 1.5. Soit X un K-schéma séparé de type fini muni d’une action semi-linéaire de I.
Pour qu’il existe un k-schéma séparé de type fini Y et un isomorphisme I'-équivariant X — Y,
il faut et il suffit que X puisse étre recouvert par des ouverts affines stables par T' et sur lesquels
T agit continument. Un tel k-schéma Y est un quotient catégorique de X par I'.

Dans certaines conditions, il n’est pas nécessaire de vérifier que I'action de I' est continue sur
tous les ouverts du recouvrement, mais sur un seul d’entre eux.

Proposition 1.6. Soit X un K-schéma séparé de type fini intégre muni d’une action semi-
linéaire de I'. On suppose qu’il existe un ouvert affine de X stable par I' et sur lequel T' agit
contintiment. Alors, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le schéma X est recouvert par des ouverts affines stables par T' et sur lesquels le groupe T’
agit continument.

(i) Pour tout point fermé x € X, il existe un ouvert affine contenant l'orbite de x sous le groupe

I.

Par ailleurs, pour tout point x € X, lorbite de x sous I est finie.

Démonstration. On aura besoin dans la suite des faits suivants : pour tout ouvert affine V' de X,
les .V sont en nombre fini, et pour tout point € X l'orbite de = sous I' est finie. Pour prouver
cela, on commence par montrer que, si D est un diviseur premier sur X, alors les ¢.D, pour
o € I' sont en nombre fini. Notons U un ouvert affine stable par I' et sur lequel le groupe I' agit
contintiment. Le complémentaire de 'ouvert affine U = Spec(A4) dans X est pur de codimension
1. Si D est une des composantes irréductibles de ce complémentaire, alors ¢.D aussi, pour tout
o € I'. Comme le nombre de ces composantes irréductibles est fini, on a le résultat dans ce cas.
Si D intersecte U, alors il correspond a un idéal premier p de A. Comme g est de type fini, et
I agit contintiment sur A, on a aussi le résultat dans ce cas. Soit V' = Spec(B) un ouvert affine
de X. Alors le complémentaire de V est une réunion de diviseurs premiers, et donc les 0.V, pour
o € I sont en nombre fini. Soit ensuite z un point de X. Soit un ouvert affine V' contenant x.
D’apres ce qui précede, les 0.V, pour o € I" sont en nombre fini, donc, il existe un sous-groupe
I'y d’indice fini dans I' tel que :
Voely, oV =V

Comme I'y, agit de maniere continue sur U et que X est integre, on montre comme ci-dessus
que 'y agit de maniére continue sur V. Le point = correspond & un certain idéal maximal m
de B. Comme m est de type fini et que I'yy agit de fagon continue sur B, on en déduit que les
o.x, ol o € I'y sont en nombre fini. Mais 'y est d’indice fini dans I', donc I'.x est fini, ce que
Pon voulait. Montrons a présent 1’équivalence des propriétés (i) et (i7). Comme il est clair que
(1) implique (#4), il suffit d’établir que (i¢) implique (7). Pour cela, soit « un point fermé de X, et
soit V' un ouvert affine contenant I'.z. On sait alors que les 0.V, pour ¢ € I' sont en nombre fini,
donc comme X est séparé :
Up=[)oV

oel

est un ouvert affine (car X est séparé) qui contient x et qui est stable par I'. Le fermé :

X\ U Uy

z point fermé de X

ne possede pas de points fermés, il est donc vide, et X est recouvert par des ouverts affines stables
sous laction de T'. Remarquons alors que pour tout ouvert affine U = Spec(A) stable par T', on
obtient une action de I' sur K (X) = Frac(A), et que toutes ces actions sont les mémes. Comme



par hypothese il existe au moins un ouvert affine stable par I' et sur lequel I' agit contintiment,
les orbites de I' dans K (X)) sont finies. Ceci montre que le groupe I' agit continiiment sur tous
les ouverts affines qu’il stabilise, et achéve de prouver la proposition.

O

Théoréme 1.7. Soit X un K-schéma integre quasi-projectif muni d’une action semi-linéaire de
T'. On suppose qu’il existe un ouvert affine U de X stable par I' et sur lequel I' agit contintiment.
Alors il existe un k-schéma Y et un isomorphisme I'-équivariant X — Y.

Démonstration. D’apres le théoreme E et la proposition E, il suffit de montrer que pour tout
point fermé z € X, il existe un ouvert affine contenant l'orbite I'.xz. Comme X est quasi-projectif,
tout ensemble fini de points fermés est inclus dans un ouvert affine. Il reste a remarquer que
lorbite de tout point fermé de X sous I' est finie, toujours d’apres la proposition E O

2 Plongement de k-espaces homogenes sphériques : définitions
et premieres propriétés.

Dans cette partie, k désigne un corps parfait. K est une extension algébrique galoisienne de k
de groupe de Galois I'. On fixe une cloture algébrique k de k et des inclusions k¥ C K C k. Dans
toute la suite on appellera k-variété un k-schéma séparé de type fini géométriquement integre.

2.1 Définitions.

On considere un k-groupe algébrique linéaire G (c’est-a-dire un k-schéma en groupes de type
fini affine et géométriquement integre) connexe et réductif.

Définition 2.1. Un espace homogéne sphérique sur k est un couple (Xo,xo), ot :
- Xy est une k-variété sur laquelle le groupe G agit.
~ Le groupe G(k) agit transitivement sur Xo(k).
- x9 € Xo(k) est un point rationnel dont l’orbite sous un certain sous-groupe de Borel de Gy,
est ouverte dans Xo(k).

Le point rationnel z( est appelé point base de ’espace homogene.

Définition 2.2. Un plongement de l’espace homogéne sphérique (Xg,zo) est un triplet (X, x,1)
ou :

- X est une k-variété normale munie d’une action de G.

—i: Xg — X est une immersion ouverte G-équivariante.

-z € X(k) est un point rationnel vérifiant i(xo) = x.

Définition 2.3. Soient (X,z,i) et (Y,y,j) deuz plongements de l’espace homogéne Xo. Soit
f: X =Y un morphisme de k-schémas. On dit que c’est un morphisme de plongements si :
— f est G-équivariant.

- flx) =y.

Remarquons qu’on a alors automatiquement f oi = j. La suite de ce travail consiste a essayer
de classifier, un espace homogene sphérique (X, zg) étant fixé, ses plongements & isomorphisme
) ) )
pres.

2.2 Relations entre les plongements de (X, z() et ceux de (X x, Zo x)-

Soit (X, zo) un espace homogene sphérique sur k. On vérifie facilement que (Xo x, %o,k est
un espace homogene sphérique sur K. Dans cette partie, on relie les classes d’isomorphisme de
plongements des espaces homogenes sphériques (Xo, o) et (Xo,x, Zo,K)-

Proposition 2.4. Soit (X, x,i) un plongement de (Xo, xo). Alors (Xx, 2k, 1K) est un plongement
de (Xo,Kx,%0,i). Par ailleurs, si f est un morphisme entre les plongements (X, z,1) et (Y,y,J),
alors fx est un morphisme entre les plongements (Xk,xk,ix) et (Y, Yy, jK)-



Démonstration. La seule difficulté est de voir que X i est normal. Mais on sait déja que ce schéma
est integre, donc le lemme suivant permet de conclure :

Lemme 2.5. Soit A une k-algébre. On suppose K ®y, A integre. Alors :
A normal < K ®; A normal.

Démonstration. Comme A = Frac(A4) N (K ® A), on voit facilement que si K ®; A est normal,
alors A l'est aussi. Par ailleurs le critere de normalité de Serre entraine que pour toute extension
galoisienne finie L de k,

A normal <= L ®; A normal.

Si K est finie sur k, c’est exactement le résultat que 'on veut montrer. Sinon, on écrit K comme
réunion de sous extensions galoisiennes finies sur k pour conclure que si A est normal, K ®; A
I’est aussi. O

O

Ainsi, si les deux plongements (X, z,4) et (Y,y, ) sont isomorphes sur k, il en est de méme
des plongements (Xg,xk,ix) et (Yi,yx,jix) sur K. La proposition suivante montre que la
réciproque est vraie.

Proposition 2.6. Soient (X, x,i) et (Y,y,7) deux plongements de (Xo,xq). Soit f: Xx — Yk
un morphisme de plongements. Alors il existe un unique morphisme de plongements g : X — Y
tel que g = f.

Démonstration. On utilise ici les notation introduites dans la partie . Soit ¢ € I'. Dans les
diagrammes suivants,

Xo,Kil’XKLYK
ol ol ol

Xo,K 2 Xk L>YK
le grand et celui de gauche commutent. Ceci prouve que les morphismes o o f et f o o coincident
sur un ouvert de Xk, donc coincident partout car Yx est séparé. Ainsi f fournit un morphisme
de foncteur hy, — hx, qui respecte 'action de I" des deux c6tés. On en déduit un morphisme
h{,K — hE(K, puis g : X — Y tel que gx = f. Pour voir que g est G-équivariant on procede de la
méme fagon. Le diagramme suivant est commutatif :

G X Xik—Gg Xk Yk

! !

On en déduit un diagramme commutatif de foncteurs :

hGKXKXK(_hGKXKYK
7 7

hXK — hYK

dont on vérifie facilement qu’il respecte les actions de I'. Comme les quotients catégoriques de
Gk Xx Xk et Gx Xk Yk par I existent et valent respectivement G x; X et G X Y on obtient
que le diagramme suivant est commutatif :

GXkX—>G XkY

! !

X — Y.
ce qui signifie que g est G-équivariant. Par ailleurs, comme les applications X (k) — X (K) et
Y (k) — Y (K) sont injectives, g(z) = y. On en déduit que g est un morphisme de plongements. O



On a donc la proposition suivante :

Proposition 2.7. Soient (X, xz,i) et (Y,y,j) deuzx plongements de (Xo,xo). Alors (X, xz,i) et
(Y,y,j) sont isomorphes si et seulement si (X, xk,ix) et (Yi,yk,jx) le sont.

D’apres ce qui précede, classifier les plongements de (Xo,z¢) & isomorphisme pres revient
a reconnaitre parmi les plongements de (Xo x, 2o x) ceux qui proviennent d’un plongement de
(XOa-TO)'

Théoréme 2.8. Soit (X,x,i) un plongement de (Xo i,zo k). Alors il existe un plongement
(Y,y,7) de (Xo,x0) et un isomorphisme de plongements (X, x,i) — (Y, yx,jx) si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) L’action semi-linéaire de I’ sur Xo ik s’étend a X.

(i) L’orbite sous T' de tout point fermé de X est contenue dans un ouvert affine.

Démonstration. Si (Y,y,j) est un plongement de (Xp, o), 'action semi-linéaire de T' sur Yy
prolonge celle sur Xg k, et on peut recouvrir Yx par des ouverts affines stables par I', donc
Porbite sous I' de tout point fermé de Y est contenue dans un ouvert affine. Les deux conditions
sont donc nécessaires. Inversement, supposons que (i) et (i) sont vérifiées. Il existe au moins un
ouvert affine de X stable par I' et sur lequel I' agit contintiment : n’importe quel ouvert affine
du type Uk, ou U est un ouvert affine de X fait 'affaire. Par ailleurs, X est integre. On sait
donc, d’apres le théoreme @ et la proposition @ qu’il existe un k-schéma séparé de type fini Y
et un isomorphisme I'-équivariant X — Yy . Le schéma Y est géométriquement inteégre et normal
(d’apres le lemme P.5). Soit o € I'. On sait que le diagramme suivant est commutatif :

Gr xXx Xo,x— Xo,x

ol lo

Gr xx Xo,x—Xo,K-

Le o de gauche fait référence a I'action semi-linéaire de I" sur Gx x g Xo.x = (G xj Xo) x K.
Puisque I’action de I' sur Xo x se prolonge a X, on en déduit que le diagramme :

GK XKXHX

ol lo
GK XKXHX.

est commutatif. Comme ci-dessus, on remarque que cela signifie que le morphisme de foncteurs :

hX - hGKXKX

respecte I'action de I'; d’ou un morphisme entre les sous-foncteurs :
r T
hX - hGK X KX :

Comme le quotient catégorique de G X g X existe et vaut G X Y, on en déduit un morphisme :
G X Y — Y. On vérifie par le méme type d’argument que cela fournit une action de G sur Y et
que l'isomorphisme X — Y est G g-équivariant. Ainsi, on a une immersion ouverte Xo x — Yk
qui est I'-équivariante. Par le méme argument catégorique que ci-dessus, il existe un morphisme
7 : Xo — Y, qui donne cette immersion ouverte quand on étend les scalaires. Par descente
fidelement plate, ce morphisme est une immersion ouverte. Par ailleurs il est G-équivariant par
le méme argument catégorique que ci-dessus. Finalement, en posant y = j(z¢) € Y (k), on voit
bien que (Y, y, j) est un plongement de (Xo,xo), et que les plongements (X, x,) et (Yx,yx,jx)
de (Xo,x, %0,k ) sont isomorphes.
Remarque 2.9. D’apres le théoreme E, la condition (i%) est toujours vérifiée si la variété X est
quasi-projective.

O



3 Lien avec les données combinatoires dans le cas ou K = k.

On suppose que K = k. Ainsi, I désigne le groupe de Galois absolu de k. On dispose d’une
classification des plongements de 'espace homogene sphérique (X g, g 5) sur k comme exposé
dans [E] On se propose dans cette partie de montrer que la condition (i) du théoréme @ se
traduit de manieére tres simple en terme des objets intervenant dans cette classification. Apres
quelques rappels sur la théorie de Luna et Vust dans la section 1, on construit dans la section 2
une action du groupe I' sur les objets combinatoires intervenant dans cette théorie, pour arriver
dans la section 3 au théoreme principal de cette partie.

3.1 Quelques rappels et notations sur la classification des plongements
de (Xoz, Zof)-

On rappelle ici comment les plongements de (X g,z 5) sont classifiés par des objets combi-
natoires. On renvoie a [L4] ou & [f] pour tout ce qui suit. Notons :

K= ff(Xo,fc)

le corps de fonctions de X ;. La lettre V désignera I'ensemble des valuations & valeurs dans Q

du corps K. On choisit pour ce qui suit un sous-groupe de Borel B de Gy, tel que B(k).zo est

ouverte dans Xy (k). Notons O cette orbite. On sait que O est affine. On notera :
D =D(Xo5)

I'ensemble formé des composantes irréductibles du complémentaire de O dans X, ;. Ce sont des

diviseurs premiers stables par B(k). Soit X'(B) le groupe des caractéres de B. On notera par la
suite :

X = X(Xo 1),

le sous-groupe de X (B) formé des poids des vecteurs propres de B(k) dans K. La lettre V désignera
le Q-espace vectoriel Homy (X, Q).

Soit (X, z,7) un plongement de (X, z, %o z)- Soit ¥ une G(k)-orbite dans X. On peut associer
a 'Y l'ouvert G(k)-stable de X défini par :

Xy.q(k) = {z € X(k), 'adhérence de G(k).z contient Y'}.

On peut aussi lui associer 'ouvert affine stable par B(k) suivant :

Xy,g(k) = {z € X(k), Padhérence de B(k).z contient Y'}.

On veut construire un éventail colorié & partir du plongement (X, x,¢). On commence par construire
un ensemble de sous-ensembles finis de V de la maniere suivante. L’orbite O est incluse dans Xvy,¢
et, comme elle est affine, le complémentaire de O dans Xy,g est un fermé pur de codimension
1. Soit Fy l’ensemble des composantes irréductibles de ce fermé qui contiennent Y. On a alors,
pour D € D :

DeFy<«<—YCD.

On note Fy aussi le sous-ensemble de V formé des valuations normalisées centrées en les éléments

de Fy. Remarquons que les éléments de Fy sont tous des diviseurs premiers stables par B(k).
On associe au plongement (X, z,4) Pensemble :

Vx = {Ey,Y orbite de G(k) sur X}.

Remarquons que : ~ ~
k[Xy_’B] ={fek, feklO]etVveFy,v(f) =0}

Pour obtenir un éventail colorié & partir de Vx, on procede comme suit. On considere ’applica-
tion :

p: V=V



' p(v) s x = v(f)

ot f € K est vecteur propre de B(k) de poids x (un tel f est uniquement déterminé par x a
une constante multiplicative pres). Soit Y une orbite de G(k) dans X. Soit Cy le cone polyédral
engendré dans V' par les éléments p(v), pour v € Vx. Soit Dy le sous-ensemble de D suivant :

{Dn X, 1, D € Fy diviseur B(k)-stable mais non G(k)-stable }.

L’ensemble £x des cones coloriés (Cy, Dy) pour Y parcourant I'ensemble des G (k)-orbites sur
X est I’éventail colorié que 'on associe au plongement (X, z, ).

3.2 Préliminaires.

Soit (Xo, zo) un espace homogene homogene sphérique sous l’action de G. Dans ce paragraphe,
on construit des actions de I' sur IC, V, X', V et D.

3.2.1 Une action de I' sur K.

Si X est un k-schéma integre birationnel & X0,k €t si @ est un automorphisme de X, on notera
aussi ¢ 'automorphisme de K déduit du morphisme ¢! en prenant la fibre au point générique.
Comme X, 3 est muni d’une action de T', on voit que K aussi. De méme, pour tout g € G(k), on
dispose de I'automorphisme g de K. La proposition suivante permet de comparer les actions de
I' et de G(k) sur K. Dans cette propostion, on note encore G le foncteur des points du k-groupe
G, que l'on restreint a la catégorie des k-algebres.

Proposition 3.1. Soit g € G(k) et o € T. Alors le diagramme suivant est commutatif :
Xoi—Xo i

o |l o

ot o(g) = G(o)(g) € G(k).
Démonstration. Soit R une k-algebre. Alors :
XO,E(R) = XO(R) X Homkfalg(lz:v R)

Si R ne peut étre muni d’une structure de k-algebre, cet ensemble est vide, et on montre sans
peine que :

puis :

Par ailleurs :



donc :
a(9)-(0(R)(a, f)) = (G(f oo™ )(a(g))-a, foa™ ™).
Il reste a remarquer que :

G(foo™!)(o(g)) = (G(foo™") 0 G(0))(g) = G(f)(9)

pour conclure la preuve que le diagramme :

Xoi(R) 2 x

0,’(R)
o(R) | o(R) |
Xo 1 (R x, 1(R)

est commutatif aussi dans ce cas et achever la preuve de la proposition.

En prenant la fibre au point générique des morphismes suivants :

et en remarquant que (o(g71))~! = o(g), on obtient la proposition suivante, qui compare les
actions de I' et G(k) sur K.

Proposition 3.2. On a :
VoeTl, VYgeGk), Yfek, o(g.f)=0c(9).(o.f).

3.2.2 Une action de I" sur V.

Si ¢ est un automorphisme de K, on notera aussi ¢ : ¥V — V D'application qui & v € V associe
la valuation ¢.v définie de la maniére suivante :

ViER, (pv)(f)=v(e™ (/)

C’est une bijection. On définit de cette maniere des actions de T' et de G(k) sur V, et I’analogue
de la proposition @ est la suivante :

Proposition 3.3. On a :
Vo eT, VgeG(k), WweV, oalgv)=o(g).(ow).
Définition 3.4. On dit qu’une valuation v € V est G(k)-invariante si :
Vg € G(k), gv=v.

On note V¢ lensemble de ces valuations. De la méme facon, on dit qu’une valuation v € V est

B(k)-invariante si :

Vb e B(k), bv=v
et on note VP l'ensemble de ces valuations.
En utilisant la proposition @, on obtient facilement :

Proposition 3.5. Soitv €V eto €. Siv e VY, alors o.v € VC.
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On va maintenant définir une autre action de I' sur V2, qui coincide parfois avec la précédente,
par exemple dans le cas ou le sous-groupe de Borel B est défini sur k. D’apres [EI] (Chap.IV,
théoréme 11.1), on sait qu’il existe un élément g, € G(k) vérifiant :

0.B = gngl;l.

Par ailleurs, toujours d’apres [Eﬂ (Chap.IV, théoreme 11.16), on sait qu’'un tel élément g, est

unique & multiplication & droite par un élément de B(k) pres.
Proposition 3.6. Pour tout o €T, on a : g;'.0.0 = O.
Démonstration. 1l n’y a qu’a remarquer que g, *.0.0 est une orbite de B(k) qui est ouverte. O

Lemme 3.7. Pour tout (o,7) € I'?, il existe b, , tel que :

U(g‘r)ga = garba,r-
Démonstration. 11 suffit de remarquer que :
o.17.B=o0T1.B,

donc :
0(9:)96Bg, ' o(gr) ™" = gor By}

On en déduit le résultat, d’apres [loc.cit.].

Définition 3.8. Pouroc €T et v €V, on pose :
_ -1
oxV =g, .0.U.

Proposition 3.9. L’application :
I x VB - B

(o,v) — o*v
définit une action de T' sur VEB.

Démonstration. La premiere chose & vérifier est que si v € VB et o € T, alors 0 * v € VB. Mais

soit b € B(k). Alors, on sait qu'il existe ' € B(k) tel que :

go-b.g;t = o).

Il s’ensuit que :
boxv)=0bg lov=gtol)ov,

donc d’apres la proposition E,
boxv) =g ob v

Comme v € VB, on obtient bien :
b.(cxv)=0x*v.

La seconde chose a vérifier est que :

V(o,7) €2, W € VB, ox(rxv) =071
Mais, d’apres le lemme @ :

oTxv =g, t.oTv=",,.9;"0(9;) oTw
D’apres la proposition @ on sait que :

o0 g, =alg) o0

11



Ceci montre que :
oT %V =by g, 097 TV = by r (0% (T *V)),

puis finalement, comme o * (7 * v) est invariante par B(k) :
oTxv =0 % (T *V).

Par ailleurs, I'action que 1’on définit ainsi ne dépend pas du choix des g,. En effet, si 'on fait
un autre choix, disons les g, alors on peut écrire, pour tout o € I', g, = g,b,, pour certains
by € B(k). On en déduit que pour tout v € VB :

— _
g lov=0btoxv=0xv

car o x v € VB. Ceci acheve la preuve de la proposition. O

3.2.3 Une action de I"' sur X et V.

On commence par définir une action de I" sur X'(B), le groupe des caracteres de B. Pour o € T
et x € X(B), on pose :
oxx:B—G,, 1
b= o(x(g, 07 (0)gs1))-

Cette définition de 0.y est indépendante du choix de g,. On vérifie comme dans la proposition
@ que l'on obtient une action de T sur le groupe X (B). Montrons que I' agit par restriction sur
X.

Lemme 3.10. Soit f € K wvecteur propre pour laction de B(k), de poids x, et o € T'. Alors
0.9s—1.f est aussi vecteur propre pour B(k), de poids o * x.

Démonstration. Soit b € B(k). D’apres la proposition B.3, on a bo o = o 0 o~1(b). Il vient donc :

b.o.go-1.f = 0.0 (b).go-1.f.

Mais on sait que g;,ll.a’l(b).gafl € B(k), donc comme f est vecteur propre pour l'action de

B(k) de poids x, on obtient :

b.0.go-1.f =0.gy-1 .()((g;,l1 o7 (b).g,-1)f).

Puis, comme g,-1 est k-linéaire et que o agit par son action naturelle sur k :

b.o.go-1.f = o(x(9;11.071(0).95-1))(0.go-1.f) = (0 % X)(b)(0.95-1.f).
Comme ceci a lieu pour tout b € B(k), on peut conclure. O

L’espace vectoriel V' = Homy (X, Q) hérite d’une action de I" définie par :

VoeV, VoeT, VxeX, (cx¢)(x)=q¢lc ).

Remarquons que cette action se fait par automorphismes linéaires de V.

3.2.4 Une action de I'" sur D.
On aura besoin pour la suite du lemme suivant :

Lemme 3.11. Soit X un k-schéma muni d’une immersion ouverte Xog — X, etv e V. Soit
@ un automorphisme de X. On suppose que v posséde un centre Y sur X. Alors p.v posséde un
centre sur X, et c’est p.Y.
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Démonstration. Dire que Y est le centre de v, c’est exactement dire que :

Vf S O)Qy,l/(f) >0

et :
VfeMxy,v(f) >0.

Par ailleurs, I’automorphisme ¢! de K induit un morphisme d’anneaux locaux o~ ! : O X0 Y —
Ox,y. On en déduit alors :

Vf € Oxpy v(e ' .f) = (pr)(f) =20

et :
Vf e Mx v, v(e " f) = (ev)(f) > 0.

Ceci acheve de montrer le résultat. O
On déduit de I'égalité g, 1.0.0 = O le fait que I'application :
D—D

DHU*D:gl;l.O'.D

est une permutation de ’ensemble D. Par ailleurs, comme les éléments de D sont des diviseurs

premiers B(k)-invariants, on a une application :
i:D— VP
D~ vp,

qui vérifie :
VoeTl', VYDeD, i(ocxD)=ocxi(D)

d’apres le lemme . Comme 7 est injective, on voit que :
I'xD—D
(0,D)— oD

définit une action de I' sur D, qui est indépendante du choix des g, .

3.3 Enoncé et démonstration du théoreme.
Si € est un éventail colorié et ¢ un élément de I', on notera :
ocxE={(cxC,oxF), pour (C,F) € £}.

Ceci définit un nouvel éventail colorié. Un éventail colorié £ sera dit stable par I' si pour tout
oc€l,onaox*x&=E. Le but ici est de prouver le théoreme suivant :

Théoréme 3.12. Soit (Xo,x0) un espace homogéne sphérique. Soit (X, x,i) un plongement de
(Xo. ks To,i) et Ex Véventail colorié associé. Alors l'action semi-linéaire de T' sur X, se prolonge
a X si et seulement st :

Voel, ox&x =Ex.

Dans ces conditions, pour toute G(k)-orbite Y sur X, on a :
Vo € F, O'.XY,B = gU-Xa.Y,B-

On va d’abord prouver I’équivalent de ce théoréeme en terme de valuations. Soit Vy un ensemble
formé de sous-ensembles de V. Pour tout ¢ € T', on note :

oxVy={ox*S, pour S € Vp}.

On obtient de cette fagon un autre ensemble formé de sous-ensembles de V.

13



Théoreme 3.13. Soit (X, z,4) un plongement de (X, g, o ) et Vx associé comme en B.4. Alors
Vaction semi-linéaire de I' sur X, se prolonge a X si et seulement si :
VO’GF, ox.Vx = Vx.

Dans ces conditions, on a pour toute G(k)-orbite Y sur X :
Vo € F, O'.XY,B = gU-Xa.Y,B-

Démonstration. Supposons d’abord que l'action de I' sur X 3 s’étende a X.Soit o € I'. En
utilisant la proposition @, on voit facilement que pour toute orbite Y de G(k) :

O’.nyG = Xg,yﬁg.

Par ailleurs, d’apres la proposition @, g;1.0.0 = O. Soit D une composante irréductible
du complémentaire de O dans Xy,g. Alors g;1.0.D est donc une composante irréductible du
complémentaire de O dans X, y,g. Par ailleurs :

oY Cg;loD <= Y CD.

En utilisant la proposition on montre que g, t.0.Fy = F,y et donc que g, 0. Vx = Vx.
Supposons a 'inverse que :
VO’EF, O’*VX:VX.

Soit Y une orbite de G(k) dans X. Soit o € I'. Soit Z I'orbite de G(k) dans X vérifiant g, *.0.Fy =
Fz.Soit f € k[ Xz p]. Alors 07 1.g,.f € k[O], car gt oo est un automorphisme de O. Par ailleurs :

VZ/EFz, V(f)}O
Comme Fz = g;t.0.Fy,
Yv € Fy, (g;l.a.l/)(f) = I/(O'il.ga-.f> > 0.

Ceci prouve que 0~ 1.g,.f € k[Xy,5]. On en déduit que g; oo : Xor — Xo — X, se prolonge &
Xy,B, puis que 0 : Xy i — X5 — X aussi. Par ailleurs, en utilisant la proposition @, on montre
aisément que le plus grand ouvert sur lequel o se prolonge est stable par G(k). Or les translatés
d’ouverts du type Xy p, pour Y orbite de G(k) sur X, par des éléments de G(k) recouvrent X.
On en déduit le résultat.

O

Le lien entre les théoremes et est donné par le lemme suivant :

Lemme 3.14. L’application :
p: VB -V

est D-équivariante (pour les actions x sur VP et V définies ci-dessus).

Démonstration. Soit v € VB o € T et x € X. Soit aussi f € K vecteur propre de B(k) de poids
x. Alors d’apres le lemme , 07 1.g,.f est vecteur propre de B(k) de poids ¢! % x. On en
déduit :

ploxv)(x) = (0 *v)(f) = v(0™ go.f) = p(v) (0™ % x).

Ainsi, vu la définition de I'action * sur V,

ploxv) =o0x*p(v).
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Démonstration du théoréme . On sait d’apres le théoreme que l'action de I" sur X, j se
prolonge a X si et seulement si :

VO’EF, O’*VX:VX.
Ceci signifie exactement que pour toute orbite Y de G(k) sur X, et pour tout o € I' I'ensemble :
{g;'.0.D, pour D € Ey}

est du type Ez pour une certaine orbite Z de G(k) sur X (dépendant de o). Supposons que ce
soit le cas. Alors d’apres le lemme , il est clair que o % Cy = Cyz. Par ailleurs, si D est un
diviseur dans Xy ¢ :

D stable sous G(k) <= g, '.0.D stable sous G(k),
d’ou l'on déduit que Dz = o * Dy. On a donc bien :
Voel, ox&Ex =~Ex.
A Tinverse, soit Y orbite de G(k) sur X. Soit o € T'. On sait que :
(cxCy,0% Dy)=(Cgz,Dgz)

pour une certaine orbite Z de G(k). Comme il est expliqué dans Particle [[(], les demi-droites
Q4 p(v), pour v € Ey NV sont exactement les arétes du cone Cy qui ne rencontrent pas
I’ensemble :

{p(vp), pour D € Dy}.

Ceci permet de montrer facilement, en utilisant & nouveau le lemme B.14| que :
Ez ={g;".0.D, pour D € Ey}.

On a ainsi fini la preuve du théoréme.

4 Exemples et contre-exemples.

Dans cette partie k est toujours un corps parfait. On s’intéresse a I’étude de quelques situations
ot la condition (ii) du théoreme R.g est toujours vérifiée, et on donne des exemples ot elle ne
Iest pas.

4.1 Quelques situations ou la condition (ii) est vérifiée.
4.1.1 Le cas déployé.
Ici T désigne le groupe de Galois absolu de k.

Définition 4.1. Soit (Xo,z¢) un espace homogéne sphérique. On dit que (Xo,xo) est déployé si
il existe un sous-groupe de Borel déployé B de Gy, tel que lorbite de xo sous B est un ouvert de

Xo(k). En particulier, le groupe G est déployé.

Soit (Xop,x0) un espace homogene sphérique déployé. On fixe pour la suite un sous-groupe

de Borel déployé B de Gy, tel que l'orbite de xg sous B est ouverte dans Xo(k). On peut alors
choisir, avec les notations de , pour tout o € I', g, = 1. Ceci montre que l'action * de I" dans
X (B) est triviale. Elle est donc aussi triviale dans X' et dans V. Ceci a pour conséquence :

Proposition 4.2. Soit v € V. On a :

Voel, ov=v.
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Démonstration. La restriction de l'application p : V — V introduite dans la partie E a V& est
injective et équivariante pour les actions * de I'. On en déduit, pour tout v € V¥ et ¢ € T :
p(oxv) = p(v). Mais 0 v = o.v est un élément de V¢ d’apres la proposition B.5J. On a donc bien
le résultat.

O

On montre maintenant que si le corps k est infini, la condition (i) du théoreme P.§est toujours
vérifiée.

Théoréme 4.3. On suppose que k est infini. Soit (Xo,xo) un espace homogéne sphérique déployé.
Alors les classes d’isomorphisme de plongement de (Xo,xo) correspondent exactement aux éventails
coloriés qui sont stables par T

Démonstration. Soit (X, z,4) un plongement de (X z,%q ). D’apres le théoreme si il pro-
vient d’un plongement de (X, zg), son éventail est stable par I'. Réciproquement, toujours d’apres
le théoreme B.19, la condition (i) du théoreme P.g est satisfaite, donc pour s’assurer que le plon-
gement (X, z,4) provient bien d’un plongement de (X, zo), il suffit de s’assurer que la condition
(7i) de ce méme théoréme est vérifiée.

Lemme 4.4. 5iY est un espace homogéne sous G et U CY est un ouvert non vide, alors :

y=J gU

geG(k)

Démonstration. Ceci provient immédiatement du fait que, comme k est infini, G(k) est dense

dans G. O

On peut ainsi recouvrir X par des ouverts du type ¢g.Xy, g, ou g € G(k). En utilisant la
proposition@ et le théoreme , on voit aisément que pour tout o € ', 0.(¢9. Xy, 5) = 9. Xy p (si
g € G(k)). Ceci montre que la condition (i¢) est vérifiée et donc acheve de montrer le théoreme. O

Remarque 4.5. Comme D'action de I'" sur V est triviale, un éventail colorié stable par I' est
exactement un éventail colorié &£ tel que :

V(C,F)e&, Yoel, oF=F

Autrement dit, la seule condition pour qu’'un plongement descende est que dans tous les plonge-
ments simples associés, ’ensemble des couleurs soit stable par I'.

4.1.2 Le cas torique.

On suppose que G = T est un tore. Soit M =~ Z™" le groupe des caracteres de Ty, ~ G . et
N le groupe dual des cocaracteres ou sous-groupes a un parametre. Soit I' le groupe de Galois
absolu de k. Alors T correspond & une structure de I'-module continu sur M (ou sur N). On
s’intéresse & l’espace homogene (Xo,z9) = (T, e), oll e est ’élément unité de T'(k). Dans le cas
ou T est déployé, on connait la classification des plongements de (Xo, o), voir & ce propos [E],
[A ou [{]. Le résultat est que ces plongements sont classifiés par les éventails dans N ®z Q. On
aura besoin dans la suite du critere de quasi-projectivité suivant, pour lequel on renvoie a [E] p.48

théoreéme 13. :

Proposition 4.6. Soit & un éventail dans N @z Q, et soit (X, z,1) le plongement de (G ;,e)
correspondant. Alors la variété X est quasi-projective si et seulement si il existe une famille
(lc)cee de formes linéaires sur N ®z Q vérifiant :

VC e, VO €& Vzelnd, lo(x)=lc(z),

et :
VC €&, Vrxelnt(C), VC' €& avec C#C', lo(x) > lo(x).
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Une telle famille de fonctions est appelée une fonction linéaire par morceaux strictement
convexe sur 1’éventail &£.

Théoréme 4.7. Supposons que T est de dimension 2 ou que T est déployé par une extension
quadratique. Alors les classes d’isomorphisme de plongements de (T, e) correspondent exactement
auz éventails stables par I' dans N ®z Q.

Démonstration. D’apres les théoremes @ et , il suffit de montrer que si (X,x,i) est un
plongement de (GZL i e) dont 'éventail ¥ est stable par T', alors la condition (#¢) du théoreme
@ est vérifiée. Si T est de dimension 2, X lest aussi, et on sait alors que X est quasi-projective
(le critere donné dans la proposition @ est vérifié). D’apres le théoréme B, X descend comme
schéma, ce qui assure que la condition (i¢) du théoréme E est vérifiée. Supposons donc que T est
déployé par une extension quadratique. Comme 'action de I' sur IV factorise a travers le groupe
de Galois I de cette extension (qui est un quotient de T'), tout élément de I" agissant sur N est
une involution. Soit C' € ¥ et o € T" un élément non nul dans I''. Comme ¥ est I'-invariant, on sait
que l'action semi-linéaire de I' sur G ;. donnée par T" se prolonge a X. Soit 7 € I' quelconque.

Le théoreme montre que si on note Up = Spec(k[DY N M]) I'ouvert affine associé & un cone
D € X, alors T échange Ug et Uy ¢ si 7 est non nul dans IV, et il stabilise Ug et U,.¢ sinon.
Ceci montre que la réunion Vo = Ug U U, ¢ est stable par 'action de I'. Par ailleurs, d’apres la
proposition @, Vo est quasi-projectif car il existe toujours une fonction linéaire par morceaux et
strictement convexe sur un événtail formé de deux cones maximaux et de leurs faces. En utilisant
a nouveau le théoreme E, on voit que 'on peut recouvrir X par des ouverts affines stables par
T.

O

4.2 Exemples ou la condition (ii) n’est pas vérifiée.
4.2.1 Un critére général.
On commence par une définition.

Définition 4.8. Soit (Xo,x0) un espace homogéne sphérique. On dit que (Xo,x0) est quasi-
déployé si il existe un sous-groupe de Borel B de Gy, qui est stable par I' et tel que Uorbite de xq

sous B est un ouvert de Xo(k). En particulier, le groupe G est quasi-déployé.

Soit un espace homogene sphérique quasi-déployé (_XO, xo), et B un sous-groupe de Borel de

Gy, stable par T tel que B(k).xo est ouverte dans Xo(k). On peut donc, avec les notations de la
partie , supposer que g, = 1 pour tout ¢ € I'.

Proposition 4.9. Soit (X, ,i) un plongement de (X ., %o 1) dont I’éventail colorié £ associé est
formé d’un cone colorié (C, F), avec C d’intérieur non vide dans V', de ses images sous Uaction *
de T surV, et de leurs faces. Alors le plongement (X, x,1) provient d’un plongement de (Xo,xo)
st et seulement st la variété X est quasi-projective.

Démonstration. Si X est quasi-projective, d’apres la remarque @ on a le résultat. Supposons
donc que X provienne d’'un plongement de (Xo, o). Soit Y une orbite de G(k) sur X telle que
(Cy, Dy) € & soit maximal. Comme le rang de Y est égale & la codimension de Cy dans V, Y est
une variété complete (cf.[Ld]). Elle possede donc un point fixe de B(k), que on notera xy . Clest
le seul point fixe de B(k) dans Xy g (k). Par ailleurs, d’apres le théoréme .13, on voit aisément
que pour tout o € I' :

O’.nyG = Xg,yﬁg.

Comme B est stable par I', o(zy) est un point fixe de B(k), et il appartient & X,y g. On peut

en conclure que les points fixes de B(k) dans X (k) forment une seule orbite sous I'. Comme on

a supposé que X provient d’un plongement de (Xo, o), cela montre que les points fixes de B(k)
dans X (k) sont tous dans un méme ouvert affine U. A ce stade on tensorise tout par une cloture
algébrique de k. Comme X est quasi-projective si et seulement si Xj, 'est, cela revient a supposer
que le corps k est algébriquement clos. Le complémentaire D de U est pur de codimension 1. On
a alors le lemme classique suivant, dont on reproduit ici une démonstration pour la commodité

du lecteur.
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Lemme 4.10. Le diviseur de Weil D est un diviseur de Cartier.

Démonstration. Soit L = Ox (D) le faisceau suivant : pour tout V ouvert de X, on pose L(V) =
{f e K, (div(f)+ D)y = 0}. On s’intéresse a I’ensemble S des points de X au voisinage desquels
L est inversible. Cet ensemble est clairement ouvert dans X. Il est clair que X \ D = U est
inclus dans S. En particulier, tous les points fixes de B(k) dans X sont dans S. Par ailleurs,
soit X? I'ensemble des points réguliers de X. On sait que X \ X est de codimension au moins
2, donc pour tout V ouvert de X, '’homomorphisme de restriction £(V) — L(V N X°) est un
isomorphisme. Autrement dit, notant i I'inclusion de X° dans X, on a £ ~ ix(L)x0). Le faiscean
L) xo étant inversible, il existe un revétement fini G’ de G tel que Lxo est G'-linéarisable. On
en déduit une action de G’ dans le faisceau L. Cette action montre que I’ensemble S est stable
par G’(k) et donc par G(k). Ainsi le complémentaire de S dans X est un fermé G(k)-stable ne
contenant aucun point fixe de B(k), et donc aucune orbite fermée de G(k). Ceci prouve qu'il est
vide, autrement dit S = X, £ est inversible, et D est un diviseur de Cartier. O

Soit s € HY(X, £) la section canonique de £. La linéarisation de £ construite ci-dessus montre
que G’ (k) agit dans H°(X, £). On sait par ailleurs que c’est un module rationnel pour cette action.
En particulier 'espace vectoriel engendré par s et ses translatées est de dimension finie. Fixons-
en une base g = 8, ..., 5; = i-S, ..., Sn = gn.s oll les g; sont dans G’(k). Soit E le lieu des zéros
communs aux sections sg, ..., Sp. 11 s’agit du lieu des zéros communs a s et toutes ses translatées
par G'(k). L’ensemble E est donc un fermé inclus dans D et G(k)-stable : comme ci-dessus il est
vide. Finalement '’ensemble des sections s, ..., s, fournit un morphisme X — P7, dont les images
réciproques des ouverts de coordonnées sont affines. Autrement dit, ce morphisme est affine ce
qui prouve que X est quasi-projective. O

On dispose d’un critere généralisant la proposition @ permettant de décider si la variété sous
jacente & un plongement de (X, 5,7 ;) est quasi-projective. Pour cela on a besoin de la définition
suivante :

Définition 4.11. Soit £ un éventail colorié dans V. Une fonction linéaire par morceauz sur
le support de £ est la donnée pour tout élément (C,F') de € d'une forme linéaire l(c py € V*
vérifiant :

V(C, F) eg, V(C/,F/) e, Vre CﬂC’, l(cﬁp)(.’L') = Z(C/ﬁp/)(m).
Une fonction linéaire par morceaux sur le support de € est dite strictement convexe si :
V(C,F) €&, Vaecnt(C)np(V®), Y(C',F')e& avec (C,F)# (C',F'),

l(cﬁp) (.’L‘) > l(C’,F’) (.’L‘)

Pour une preuve de la proposition suivante, qui généralise @ p-48, théoreme 13., on renvoie
a @

Proposition 4.12. Soit un plongement (X, x,i) de l'espace homogene (Xg, %), et soit €
léventail colorié associé. Alors la variété X est quasi-projective si et seulement si il existe une
fonction linéaire par morceauz et strictement convexe sur le support de &.

On déduit des théoremes @, et de la proposition une condition nécessaire et suffi-
sante, un espace homogene sphérique quasi-déployé (Xo, zg) étant fixé, pour qu'un plongement
complet de (X, j, 7 ;) descende, uniquement en fonction de I’éventail colorié associé :

Proposition 4.13. Soit £ un éventail colorié dont tous les cones mazximauxr sont d’intérieur
non vide dans V (par exemple complet). Alors € correspond d un plongement de (Xo,xo) si et
seulement si les deuzx conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Vo e, ox&=E.

(i) Pour tout céne colorié (C,F) € £ mazimal, il existe une fonction linéaire par morceaux
strictement conveze sur l’éventail colorié formé de (C, F) de ses images par les éléments de
T' et de leurs faces.
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4.2.2 Un contre-exemple torique.

Supposons que le corps k possede une extension cyclique de degré 3 que l'on fixe pour la suite.
On la note K. Soit I' le groupe de Galois absolu de k et IV = Z/3Z = Gal(K|k), quotient de T".
On note ¢ un générateur de I". Soit N = Z> C V = Q3. Soit ¢ € GL3(Z) donné par la matrice :

0 -1 0
1 -1 0
0 0 1

On note u,v,w la base canonique de N. L’automorphisme £ de N est d’ordre 3, donc il définit
une action de IV sur N (I’élément e de Z/3Z agissant par €). En utilisant la projection I' — I”,
on définit aussi une action de I" sur NV, et donc sur M C V* le réseau dual de N. Soit T le tore
défini sur k, déployé par K, et correspondant a M muni de 'action de I' ainsi définie.

Définition 4.14. Soit C' = Cone(5u + v — bw, —5u — 5v + 14w, 4du — v). On définit ¥ comme
Uéventail formé de C,e(C),e%(C) et de leurs faces.

Cette définition est sujette a la proposition suivante :
Proposition 4.15. On a CNe(C) = {0}.

Par conséquent, en appliquant € et &2, on voit que les trois cones C, £(C), €2(C) ne se
rencontrent deux a deux qu’en 0, et ¥ est bien un éventail.

Démonstration. On a e(C) = Cone(—u + 4v — 5w, 5u + 14w, u + 5v). Soit x € C Ne(C). 1l existe
alors a,b,c,d, e, f > 0 tels que :
x = (5a — 5b + 4c)u + (a — 5b — ¢)v + (—5a + 14b)w
=(=d+5e+ flu+ (4dd +5f)v + (—5d + 14e)w.

On en déduit :
5a — 5b+ 4c = —d + e + f

a—5b—c=4d+5f
— 5a + 14b = —5d + 14e.

Puis 14(deuxiéme ligne)+5(troisieme ligne) :

—11la — 14¢ = 31d + 70e + 70f.

ce qui, pour des raisons de signe, impose d = e = f = 0, puis * = 0. On a ainsi montré la
proposition. ([l

Comme I agit sur N par son quotient fini IV on voit facilement que X est un éventail stable
par I'.

Lemme 4.16. Les cones C, £(C) et €2(C) sont lisses.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que C est lisse, ce qui est vrai car :

5 =5 4
1 -5 —-1]=1
-5 14 0
donc C' est engendré par les éléments d’une Z-base de N. O

Montrons a présent la proposition suivante :

Proposition 4.17. Il n’existe pas de fonction linéaire par morceauz et strictement convexe sur
le support de X.

Démonstration. Une fonction linéaire par morceaux et strictement convexe sur le support de X
est la donnée de trois formes linéaires lo, [; et lo sur V vérifiant :
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— Les formes lop — I; et lp — l2 sont strictement positives sur C'\ {0}

— Les formes I3 — Iy et I3 — Iz sont strictement positives sur e(C) \ {0}

— Les formes Iy — lg et Iy — I3 sont strictement positives sur £2(C) \ {0}
Notons D = CY N —¢(C)Y CV*, ou CV désigne le cone dual de C.

Lemme 4.18. Le cone D est d’intérieur non vide.

Démonstration. Pour montrer cela, il suffit de voir que le cone dual de D, c’est-a-dire C — ¢(C)
est saillant. Mais soit z € (C' — &(C)) N (¢(C) — C). Alors on peut écrire © = s —t = r — p, avec
s,peCetrtee(C) Onaalorss+p=r+teCne(C)= {0}, puis, comme C et ¢(C) sont
saillants, s=p=r=t=0et . =0. |

En posant ¢ =1y — 11, ¢ =11 —ls et p =1l — lp, on obtient :
¢ € Int(D), 1 €Int(e(D)), p€Int(e*(D)) et ¢p+1p+p=0,
ou Int désigne I'intérieur.
Lemme 4.19. On a DY Ne(DV)Ne?(DY) # 0.

Démonstration. 11 s’agit de trouver un élément [ € DV tel que £(1),£2(l) € DV. On a 45u — 25w =
5((bu + v — bw) + (du — v)) € C et 45u + 126w = 9(5u + 14dw) € &(C). Ainsi, | = —151lw =
(45u — 25w) — (45u+126w) € DV = 0 —¢(0). Par ailleurs, [ est fixé par ¢, et donc il convient. [

Ce lemme interdit I'existence de ¢, 1) et p comme ci-dessus. En effet, soit [ € DV Ne(DV) N
e2(DY) \ {0}. Comme ¢ € Int(D), on a I(¢) > 0. De méme I(¢)) > 0 et I(p) > 0. On voit donc
que (¢ + ¢ + p) > 0 ce qui contredit le fait que ¢ + 1+ p = 0. On a donc achevé la preuve de la
proposition. ([l

Proposition 4.20. Le plongement de (an B e) associé a l’éventail ¥ ne provient pas d’un plon-

gement de (T, e), bien que ¥ soit stable par T'. Par ailleurs, la variété sous-jacente a ce plongement
est lisse.

Démonstration. Soit (X, x, ) le plongement en question. Le fait que X soit lisse est une conséquence
de la proposition . D’apres la proposition @, pour montrer que le plongement (X, z,4) ne
provient pas d'un plongement de (T, ¢), il suffit de montrer que la variété X n’est pas quasi-
projective. Mais d’apres la proposition , il n’existe pas de fonction linéaire par morceaux
strictement convexe sur le support de 3, ce qui, en utilisant la proposition @, acheve de prouver
la proposition.

O

Remarque 4.21. On vient de construire un exemple de variété torique lisse sur laquelle se trouvent
trois points que l'on ne peut pas mettre dans un méme ouvert affine. Ce résultat est a mettre
en relation avec le suivant : sur une variété torique, tout couple de points peut étre mis dans un

ouvert affine (cf.[L4]).

Remarque 4.22. Le contre-exemple que ’on vient d’exhiber est en un certain sens minimal, d’aprées
le théoreme [L.7.

Remarque 4.23. A partir du contre-exemple précédent, on peut en construire un qui est complet et
lisse. Pour cela on peut bien sur utiliser des arguments généraux de type résolution des singularités
d’Hironaka (comme exposé dans [E]) On peut aussi, & la maniere de P'article [E], compactifier ”a
la main” le plongement X correspondant a ’éventail ¥ ci-dessus. On commence par exhiber un
éventail X¢ complet et simplicial, stable par I' et contenant Y. Pour alléger les notations, on pose :

ry=—b5u—5v+ ldw, s =4u—wv, t;3 =>du+v—>buw,

ro =e(r1), s2=c¢(s1), ta=ce(t1), r3= 52(r1), 53 = 52(51), t3 = 52(151).

On définit ’éventail 3¢ a partir de ses cones maximaux. On choisit les cones :
— Cone(ry, ts, $1)
- COIle(tg, S1, tl)
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- C= Cone(rl, S1, tl)
- Cone(rl, N tl),
leurs images par le groupe I, et les deux cones suivants qui sont fixés par le groupe I :
— Cone(ry,r2,73)
- Cone(tl, tg, t3).

t3

Fi1G. 1 — Les éventails ¥ et Y.

La figure 1. représente les éventails ¥ (en gris) et ¥j. Ce dernier éventail étant complet, il
fournit une triangulation de la sphere unité de N ®z R. On obtient le dessin en projetant cette
triangulation depuis le pole sud de la sphere sur le plan tangent au pole nord. Il manque alors
le triangle défini par le cone Cone(ty,to,t3), qui est envoyé & l'infini. Pour rendre 1’éventail g
lisse tout en gardant la stabilité par I’action du groupe I', on va utiliser la méthode décrite dans
Particle [ﬂ] En subdivisant ’éventail ¥y selon les vecteurs r = —5v + 28w, w, t = u — 4v — 10w
et —w, on obtient un éventail 3 qui est simplicial, stable par I', qui contient ¥ et qui vérifie la
propriété () définie dans la proposition 2. de Iarticle [[f]. Cet éventail Xf) est donné par les cones
maximaux suivants :

— Cone(ry,r,t1)

— Cone(r,ra,t1)

— Cone(ry, r,w)

— Cone(r, g, w)

— C = Cone(ry, s1,t1)

- Cone(rl, S1, tg)

- COIle(tg,Sl, )

- Cone(t tl,Sl)

— Cone(ts, t, —
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— Cone(t, t1, —w)
et leurs images par € et £2. En appliquant & 3, le procédé expliqué dans la preuve de la proposition
3. de [E] (ce qui est valide, car I’éventail Xf vérifie la propriété (x)) et en remarquant que lors de
ce procédé on ne touche pas aux cones appartenant & X C Xj (car ils sont lisses), on construit
un éventail complet, lisse et invariant par le groupe I' contenant I’éventail . Cela suffit pour
conclure.

4.2.3 Un contre-exemple sphérique.

Dans cette section, k = R. Ainsi k = C et I' = Z/27Z. Soit ¢ '’élément non trivial de I'. On
considere I’action semi-linéaire de I' sur SL3 ¢ donnée par :

Vg € SL3(C), o(g)=J'g~"J,

ou J est la matrice :

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

Définition 4.24. On appelle G la R-forme de SLsc correspondant a cette action semi-linéaire
de I'. C’est un R-groupe algébrique conneze et réductif.

Comme le schéma SL3 ¢ est affine, cette forme existe comme R-schéma et est unique a isomor-
phisme unique pres. Le fait que I' agisse sur SL3(C) par des automorphismes de groupes montre
que G a une structure de R-groupe algébrique. Par ailleurs il est connexe et réductif puisque
SLs ¢ Dest.

Remarque 4.25. On a :
G(R) = {g € SL5(C), J'g~'J=g}.

En particulier,
SO 2(R) C G(R).

Soit B le sous-groupe de Borel standard de SLs c.
Proposition 4.26. Soit :

go =

O = =
—o

1
0
0
et By = goBgo_l. Le sous-groupe de Borel By de SL3 ¢ est stable par I', donc G est quasi-déployé.

Démonstration. Soit B~ le sous-groupe de Borel opposé a B. On a :

0 0 1 0 0 1
o(90)"go = J'goJgo=| 0 1 -1 |e|l 0 1 0 |B.
-1 -1 -1 -1 0 0
Ainsi :
o(Bo) = o(g0)B~o(90) " = g0Bgy ' = Bo,
ce qui acheve de prouver la proposition. O

Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur C® définie par :
Vo e C®, VyeC3 o(r,y)=x1y1 — Toys — T3Y3.
Définition 4.27. On appelle Y la C-variété suivante :
Y ={(z,y) € Al xc A}, o(z,y) =1}
Elle est munie d’une action de SLsc comme suit :

Vg € SL3(C), V(z,y) €Y (C), g.(z,y)= (g "Iz, g.y).
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Le fait que I'opération définie soit bien une action est facile. En fait, J¢gJ est 'adjoint de g
pour la forme non dégénérée ¢. Soit (e1, ez, e3) la base canonique de C3.

Proposition 4.28. La variété Y est un espace homogéne sous SL3 c. Le stabilisateur de (e1,e1) €
Y est le sous-groupe H de SLsc défini comme suit :

1 0
HC)={[ 0 ¢ € SL3(C)}.
0 v

g 2 o

Le groupe H est donc isomorphe a SLac.

Démonstration. Montrons d’abord que SL3(C) agit transitivement sur Y (C). Pour tout = € C3,
on note [, la forme linéaire définie par :

Vue C3 I.(u) = p(z,u).
Soient (s,t) et (u,v) des éléments de Y (C). On a :
Vg € SL3(C), g.(s,t) = (u,v) < gt =v et g.ls = ly,
ot g.l =1(g~!.). On vérifie alors facilement que :
Vg € SL3(C), g¢.(s,t) = (u,v) <= g.t = v et g.Ker(l;) = Ker(l,,).

Comme la droite C.t et le plan Ker(ls) sont en somme directe, tout comme la droite C.v et le plan
Ker(l,), on voit que SL3(C) agit transitivement sur Y (C). Soit par ailleurs g € SL3(C). Alors
d’apres ce qui précede :

g € H(C) <= g.e; = e1 et g. Vect(ea, e3) = Vect(ez, e3),

d’ou la description de H.

On définit une action semi-linéaire de I' sur Y de la maniere suivante :
V(z,y) € Y(C), o.(z,y)=(y,2).
Comme Y est affine le quotient catégorique Xy de Y existe comme R-schéma. Par ailleurs :
Vg € SL3(C), V(z,y) €Y(C), o.(g.(z,y)) =0(g)-(0-(,y)),

ce qui permet de montrer que X, possede une action de G. Comme o.(e1,e1) = (e1, e1), on voit
qu’il existe zg € Xo(R) tel que xzo,c = (e1,e1).

Proposition 4.29. Le couple (Xo,xo) est un espace homogéne sphérique quasi-déployé. L’orbite
de xo,c sous By est ouverte, on la note O.

Démonstration. On montre facilement que le groupe By(C) possede une orbite ouverte O dans
Y (C) a laquelle (e1,e1) appartient, & savoir :

{(@,y) € Y(C),z1 # 72 et y1 # yo}.

Comme By est stable par I'; on a fini de prouver la proposition.
O

On veut maintenant identifier, avec les notations de la partie E, les objets X', V, D munis des
actions * de I'. Pour ¢ = 1,2, 3, notons ¢; € X(B) le caractere qui correspond au i-éme coefficient
diagonal. On note x; € X (By) défini par :

Vb € Bo(C), x:i(b) = (g5 "bgo).
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Proposition 4.30. On a X = X(By) = Zx1 D Zx2 D Zxs/Z(x1 + X2 + Xx3)-

Démonstration. On remarque que tous les points de O ont un stabilisateur trivial dans By(C).
Ceci montre que O, vu comme variété avec action de By est isomorphe a By muni de 'action
de By par multiplication a gauche. Comme X est le groupe engendré par les poids des vecteurs
propres de 'action de By(C) dans C[O], on voit que X = X (By).

O

Notons (1, p2, p3) la base duale de (x1, x2, x3) dans le réseau dual de Zx1 @ Zx2 ® Zxs.
Corollaire 4.31. On a :

V= {rl,ul + roug + r3us, avec r1,72,73 € Q et ry + 19 + 13 = 0}.

Proposition 4.32. On a :
D ::{1)131)2}5

. Dy ={(z,y) €eY(C), x1 =}
et :
Dy ={(z,y) € Y(C), 31 =y}

Par ailleurs o échange Dy et Ds.

Démonstration. Il n’y a qu’a remarquer que le complémentaire de O dans Y est la réunion de ces
deux diviseurs premiers. Pour ce qui est de 'action de I', comme By est stable par I', on peut
prendre g, = 1, et donc ¢ x* D = ¢.D pour tout D € D. Il ne reste plus qu’a utiliser la description
explicite des D; et de 'action de o sur Y(C) pour conclure.

O

Proposition 4.33. On a :

p(Vp,) = p1 — pi2
et

p(VDz) = K2 — M3
Démonstration. Il faut exhiber des éléments f,g,h de K de poids respectifs x1, x2,x3. Si on
note ¢ lisomorphisme orbite By — O du point xgc, alors f = x7 oy~ g = x5 o9~ ! et
h = x3' 01! conviennent. Il faut donc décrire explicitement le morphisme ¢)~!. Soit b € By(C).
On peut écrire :

t1 u v
b=go| 0 t2 w |gg'
0 0 t3
avec t; = x;(b). Si on note :
tth UV
bl=go| 0 38 W |gl,
0 0 '

alors un petit calcul montre que :

avec :
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On voit donc que :
— 1
[ =z —x2, g:L 2 oot h=
Ty — T2 Y1 — Y2
conviennent. Comme z1 — x2 = 0 et y; — y2 = 0 sont les équations respectives des diviseurs D1
et Do sur Y, on peut conclure.

O
La proposition suivante décrit 1’action de I' sur V.

Proposition 4.34. Soit (r1,r2,73) € Q3 avec 1 + 19 +1r3 =0. Alors :

0 % (T1fin + Tofle + T3fi3) = —Trap1 — rofie — 13-
Démonstration. Comme p est I-équivariante (d’apres le lemme B.14]), on voit que :

o * (u1 — p2) = p2 — p3.

Comme on sait de plus que ¢ agit par une involution sur V', on peut facilement conclure. O
Proposition 4.35. On a :

p(V) = {ripm +rops +raps €V avec r3 =11}

Démonstration. On vérifie facilement que le normalisateur N de H dans SL3 ¢ est donné par :

N =

SO w

0 0
t wu € SLc}.
vow

Comme N/H est de dimension 1, on sait (cf.[[(]) que la partie linéaire du cone p(V) est de
dimension 1. L’espace homogene SLz /N sidentifie & orbite du point z € P?(C) x P?(C) de
coordonnées ((1:0:0),(1:0:0)) dans PZ x¢ P2 :

SLyc/N = {((z1 : 2 : 23), (y1,y2,93)) € P*(C) x P*(C), 21y1 — T2y2 — 3y3 # 0}.

Le morphisme :
SLsc/H — SL3c/N

n’est rien d’autre que la restriction de la projection :
A3 xc A --» P2 xc PR

a'Y . L’espace homogene SLz ¢ /N est sphérique, Porbite de x sous By est ouverte, et le stabilisateur
de x dans By est le sous-groupe :

0
0
t72

t 0
{{ 0 ¢ ,t € C}
0 0

de By. Notons X/, V', V', p... les données associées & cet espace homogene sphérique. Pour tout
teC,

t 0 0 t 0 0
X1 0 t 0 = X3 0 t 0 =1
0 0 t2 0 0 t2
et
t 0 0
X2 0t O =t
0 0 t2
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On déduit de ceci que :
X/ = Z(Xl — Xg).
Notons p 1’élément de Homyz (X', Z) vérifiant u(x1 — x3) = 1. Il vient :
V= Q,uv

et la surjection naturelle p : V' — V' est Papplication linéaire :
Tip + ropia +r3pz — (r1 —73)p.
Par ailleurs, toujours d’apres [E], on sait que :
p(V) =p~ (0" (V))).

La partie linéaire de p(V%) est de dimension 1, le cone p'((V')¢) ne peut donc étre égal a V',
Comme V"’ est de dimension 1, ce cone est soit 0 soit une demi-droite. Mais I'inclusion SL3 ¢/N —
IP% X IP% donne un plongement non trivial de SL3 c/N possédant un et un seul diviseur SLs c-
invariant, a savoir :

D = {((z1 : @2 : ¥3), (Y1, 2, ¥3)) € P*(C) x P*(C), 2131 — ®2y2 — w3y3 = 0}.

On en déduit que p'((V")¥) est la demi-droite engendrée par vp(f)u, ot f € C(SLsc/N) est un
vecteur propre pour By de poids x1 — x3. Comme :

o (501 - $2)(y1 - yz)

L1Y1 — T2Y2 — L3Y3

convient, on voit que :
P(V)) =QF (—p).

Ceci acheve de prouver la proposition. [l

p(VDQ) p(VD1)

Fi1G. 2 — Les données combinatoires attachées a ’espace homogene Y.

Définition 4.36. Soit C C V le cone engendré par pu1 — po et —2uq + 3ue — uz. On note £
léventail colorié déterminé par (C,{D1}), (0.C,{D2}) et leurs faces. Cet éventail colorié est
stable sous l'action de T'.

Cette définition est sujette a la proposition suivante :
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Proposition 4.37. C' No.C N p(VY) = {0}.

Démonstration. Soit x € C N 0.C N p(VY). Comme 0.C est le cone engendré par po — uz et
w1 — 3us + 2us, il existe des rationnels positifs s, t, u, v tels que :

x=(t—28)u1 + (3s — t)u2 — sus

et :
x=upy + (v —3u)puz + (2u — v)us.

On en déduit :
t—2s=uet s=v—2u.

Par ailleurs, comme 2 € p(V%), on sait que :
—s=>1t—2s=u,
ce qui, pour des raisons de signe, impose :
u=s=t=0.

On peut donc conclure. [l
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p(VY)

F1G6. 3 — L’éventalil colorié £.

Proposition 4.38. Le plongement de (Y,xo,c) associé a £ ne provient pas d’un plongement de
(Xo,x0), bien que l'éventail colorié £ soit stable par T'. Par ailleurs, la variété sous-jacente a ce
plongement est lisse.

Démonstration. Notons (X', 2’,4") le plongement en question. D’apres la proposition @, pour
prouver le premier point, il suffit de montrer que X’ n’est pas quasi-projective. Mais il ne peut
clairement pas exister de fonction linéaire par morceaux strictement convexe sur le support de
&, puisque le cone C N o.C est d’intérieur non vide dans V. Ceci permet de conclure, d’apres la
proposition . Notons aussi X la variété sous-jacente au plongement de Y défini par I’éventail
colorié F formé du cone colorié (C, Dy) et de ses faces. Comme la variété X’ est recouverte par
deux ouverts isomorphes a X, pour montrer qu’elle est lisse, il suffit de prouver que la variété X
l'est. On observe qu’il n’y a qu'une seule orbite fermée de G(k) dans X, que l'on note F par la
suite. Le diviseur D; sur Y contient F' dans son adhérence, mais pas le diviseur Ds. On utilise
maintenant le théoréme de structure locale des variétés sphériques (cf.[ff]). Soit Py le stabilisateur
de D5y dans G. C’est un sous-groupe parabolique contenant Bjy. On vérifie facilement que :

a b c
PC)={go| d e f |go'€SLs(C)}.
0 0 g

Le théoreme de structure locale affirme qu’il existe une sous-variété fermée S de Xr p, contenant
xo,c et un sous-groupe de Levi L de Py vérifiant que :

R,(Py)) xS — XF B,

(r,s) —r.s

est un isomorphisme P-équivariant. Par ailleurs, le théoréme assure aussi que S est le plongement
de 'espace homogene sphérique L.z ¢ correspondant a I’éventail F. La variété X est recouverte
par les translaté de Xp p, par des éléments de SL3(C); elle est donc lisse si et seulement si Xp g,
lest. Pour conclure, il suffit de montrer que S est une variété lisse. On commence par déterminer
L. D’apres le théoreme de structure locale, on a I'égalité (on rappelle que le stablisateur de xo,c
dans SL3 ¢ est noté H) :

PhNH=LNH.
Un petit calcul montre que :
l—-u —u 0

PoNH = {go u  1+u 0 |gytueClh
0 0 1
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Comme le groupe g, 1 Lgo est un sous-groupe de Levi de 9o 1 Pygo qui contient Py N H, on montre
par le calcul que :

a B 0
L={M| ~v & 0 | M~ *'eSL3C)}
0 0 e

ou :

a étant un complexe qu’il est inutile de chercher a déterminer. On fait agir L sur A% de la maniere
suivante :

L(C) x C* — C°
(1, (21, 22, 23)) + (21,083 20 — ve323, —Be320 + ae®23)
ou :

M71

Il
o2 9
S 9@
n oo

Lemme 4.39. L’application :
¢: Laxoc — A%
(z,y) = (Y1 — y2, (1 — 22)(y1 — y2)2, (r1 — 22 — 23) (Y1 — y2)2)
est le plongement de L.xo c défini par [’éventail colorié F.

Démonstration. On commence par prouver que ¢ est L-équivariante. Soit | € L(C) et (z,y) €
L.zoc. Sionnote (X,Y) =[.(z,y), alors on prouve par un calcul que :

Y1 —Ys =¢e(y1 — y2)
X1 — XQ = 56(:61 — SCQ) — 75(1‘1 — Ty — 1'3)
X1 — Xo— X5 =—Pe(x1 —22) + ac(x1 — 22 — x3)

ou on a noté :
a B 0
I=M| ~ 6§ 0 | ML
0 0 ¢

Ceci montre que ¢ est bien équivariante. Comme @(zoc) = (1,1,1), et (comme un calcul le
montre) :
Stab(Ll,l) L=LNH

on voit que ¢ définit bien un plongement de L.zoc dans A3. Par ailleurs, il y a quatre orbites de
L dans A% :
— L’orbite du point de coordonnées (1, 1, 1). Elle est ouverte dans A3, et décrite par {(z1, 22, 23) €

A(%a 21 # 05 (22523) 7é (050)}
— L’orbite du point de coordonnées (0,1, 1). Elle est de dimension 2, décrite par {(z1, 22, 23) €
A%, z1 = 0, (22,23) 75 (0,0)}
— L’orbite du point de coordonnées (1,0, 0). Elle est de dimension 1, décrite par {(z1, 22, 23) €
A%a 21 # 05 (22523) = (050)}
— Le point fixe (0,0, 0).
L’orbite ouverte de By N L dans A est décrite par :

{(’21522723) GA%; 21 ?éoa ZQ?éO}
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Son complémentaire dans A2 est donc la réunion de deux hyperplans de A2, & savoir Hy = {23 =

0} et H = {z; = 0}. On vérifie facilement que la fonction 2525 (resp. z;') est une fonction

propre de By N L associée au caractere xa (resp. xs3). On en déduit alors :
p(Ve,) = p1 — pi2

p(vi) = =21 + 3pz — 3.
Comme expliqué en Ell, on voit donc que 1’éventail colorié associé au plongement ¢ est bien F.
O

On déduit de ce lemme que la variété S est isomorphe a A? et donc lisse ce qui, comme

expliqué ci-dessus, permet de conclure.
O

Remarque 4.40. On peut aussi, comme on ’a fait avec le contre-exemple torique, compactifier
le contre-exemple précédent (cette fois-ci, en utilisant des arguments généraux). On obtient de
cette maniére un exemple de variété sphérique complete lisse contenant deux points qui ne sont
pas dans un méme ouvert affine.
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