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1 Introduction

LorsqueG est un groupe réductif sur un corps lo@lla théorie de Francois Bruhat et Jacques Tits permet de
lui associer, outre son immeuble vectoriel, ou sphériquéde Tits”, un immeuble fine, dit "de Bruhat-Tits”. Cet
immeuble est plus précis que I'immeuble vectoriel, au s@nk connaissance du premier permet de reconstruire le
second. Comme tout immeuble, il s’agit d’'une réunion dapgments, et on le qualifie d'fiéne” car ces appartements
sont des espaceffiaes, dont les espaces vectoriels directeurs sont en faipfggtement de 'immeuble vectoriel.

Maintenant, siG est un groupe de Kac-Moody, déployé ou presque déplmyé&sait construire son immeuble
vectoriel. Il s’agit en fait de deux immeubles jumelés,roar exempIeZ]. Le but du travail présent est, dans
le cas oUG est un groupe de Kac-Moody sur un corps local, de définir yatdhffine”, similaire a I'immeuble de
Bruhat-Tits du cas réductif.

Ceci a déja été fait dan08] par Stéphane Gauss&sye Rousseau, pour un groupe déployé sur un corps
K dont le corps résiduel contiefit L'objet défini est appelé "masure” car il ne satisfait fiastes les conditions
demandées a un immeuble habituel. Pour un corps plusrgémais toujours un groupe déployé, Guy Rousseau
([]) a défini un "immeuble micrd@ne”, que I'on peut voir comme le bord a I'infini d’'une masusemblable
au bord rajouté a un immeubléiae lorsqu’on définit sa compactification polygdnale. Riéewrs, la définition d’'une
masure pour un corps local général est a prifie@uée, toujours par Guy Rousseau, la rédaction est ea.cou

On se propose ici de se placer dans le cadre général dgsegrownis d’'une donnée radicielle valuée, cadre qui
inclut les groupes de Kac-Moody déployés ou presqueog@glsur un corps muni d’'une valuation réelle quelconque.
Nous construirons simultanément une "masure” et son kipriccontient donc un "immeuble micréime”) car celui-ci
sera utile a I'etude des propriétés géométriqueschadsure. L'objet obtenu sera appelé une masure compléte.

On se rend compte que plusieurs choix peuvent étre faitsaniex diférentes masures complétes. Pour rentrer un
peu dans le détail, la construction d’'un appartenfene présente pas defliculté (partil) , et on cherche donc
ensuite, selon le procédé habituel de Bruhat et Titsttoire un objet immobilier comme quotient@ex A par la
relation d’équivalence déterminée par le choix des gpospes d& qui seront les fixateurs des pointsAleCes sous-
groupes sont appelés, comme dans le cas réductif, des-tgoupes parahoriques”, et contrairement au cas réducti



leur définition n’est pas évidente : plusieurs possislisont envisageables. Ainsi, dR08], Stéphaneséalis
et Guy Rousseau définissent les familles de groupes pagaksf™", PP™, "™ dont la définition est quelque peu
indirecte, et nécessite I'emploi de "complétions” dugpe de Kac-Mood¥ considéré.

Toujours par soucis de généralité, nous optons pour ppepahe axiomatique, c'est-a-dire que nous définissons
abstraitement la notion de "famille de parahoriques”, etsnetudions les objets immobiliers que I'ont peut consgui
en fonction des propriétés vérifiees par une telle fi@n’est la partie[|3. Dans le cas d’'un groupe de Kac-Moody
déployé, il y aura essentiellement deux exemples de lesnile parahoriques, ce sont ces deux exemples que nous
aurons en téte tout au long de cette partie. Dans la q}rﬁéin, ®n étudie le cas d’'un groupe presque déployé : il
s’agit de trouver une famille de parahoriques permettastilser la constrution générale de la paﬂie 3.

2 Rappels et notations

Lorsquea : X — R est une fonction sur un ensemtdeon notera pou¥ c X, a(Y) = 0 sia(Y) = {0}, a(Y) > 0
sia(Y) c R™, a(Y) = 0 sia(Y) c R* etc...
Si A est un complexe simplicia¥ (A) sera 'ensemble de ses facettesf ®ist une facette da, f* est la réunion des
facettes bordées pdr Ainsi, Iorsquefﬁest une facette dans un immeulief* désignera la réunion des facettes de
7 dont 'adhérence contierft SiZ est un appartement dé on notera la réunion des facettesZidont 'adhérence
contientfﬁpar f* N Z. Enfin, par définition d’'un complexe simpliciaf,(A) est muni d’'un ordre qu’on notera juste

2.1 Donree radicielle

Il'y a plusieurs définitions possibles pour une donnéecialliz, selon que I'on considére qu’un systeme de racines
est un sous-ensemble d’'un espace vectoriel réel ou un dfsdmdemi-complexes de Coxeter. La seconde possibilité
est plus générale, la premiere plus précise, elle pemotamment de distinguer une racine et son double. Unmgste
de racines du premier type sera dit vectoriel, un systenmsedand type sera dit géométrique.

Si a, 8 sont deux racines d’'un systemegl'intervalle [a, 8] est défini de la sorte :

— [a,B8] ={pa + 08| p,q € N et pa + g8 € ¢} lorsqueg est un systeme de racines vectoriel.

— [@,8] = {y € ¢ | @ N B C y} lorsqueg est un systeme de racines géométrique.
On définit aussid, B[= [, 8] \ {a, B} ainsi que &, B] et [, B[ de la maniére évidente.
Une partiey d’'un systeme de racine est dite close lorsque pourdgBite ¢, [a, 8] C y. La partiey est dite de plus
nilpotente si elle est finie. Enfin, une parfiest dite prénilpotente s'il existe un systeme pogitide ¢ et un éléement
w € W(¢) du groupe de Weyl associastel quey c ¢™ N w(—¢*). Une partigy est nilpotente si et seulement si elle
est close et prénilpotente.

La notion de prénilpotence est principalement utiliséargdes paires de racines. @i, 8} est une telle paire, il est
presque immédiat que l'intervalle 8] est clos, ains{a, 8} est prénilpotente si et seulementajf] est fini.

Dans la suite, sauf mention du contraire, les systemesciteasaconsidérés seront toujours de type vectoriel.iAins
I'existence d’'un systeme de racingsous-entend I'existence d’'urespace vectorieV tel que¢ C V*. De plus,\7
sera muni d’'une forme bilinéaire invariante soli§s). Un systeme de racinegsest dit réduit si pour tout € ¢,
¢ NR.a = {xa}. Lorsquep n'est pas réduit, la seule possibilité est endaitR.a = {+xa, +2a} OUGNR.@ = {*a, i%a}.

Définition 2.1.1. Soit¢ un systeme de racines,¢#t un systeme positif dags Soit G un groupe €l,,) <, Une famille
de sous-groupes de G. On note=T,¢, No(U,) l'intersection des normalisateurs deg ™" = ({U, | a € ¢*}) et
U™ =({Uy|ae-¢*}).

Le couplg(G, (U,)ecs) €St appelé une donnée radicielle de typs :

— (DR1) : Chaque | est un sous-groupe de G non trivial.

— (DR2) : Pour toute paire prénilpotente de racirfesp}, le groupefU,, U,] des commutateurs de,let U, est
inclus dans engensly €]a, AI.



— (DR3) : Sia € ¢ et2a € ¢, alors Uy, est inclus strictement dans,U

— (DR4) : Pour touta € ¢, et tout ue U, \ {g}, il existe U,u” € U_, tels que ifu) := wuu’ conjugue chaque
Us, B € ¢ en U z. De plus, les dferents ifu) peuvent étre choisis de sorte que pour tot & U, \ {€},
n(u).T = n(v).T.

— (DR5): TU*NU™ = {g}.

Cette donnée radicielle est dite génératrice si de plus :
— (DRG): G estengendré par T etlesU

RemarqueC’est la définition utilisée dans [Roy06], 1.5, elle aguit a la définition de "donnée radicielle jumelée
entiere” de [RéQ2] 6.2.5. Dans la termino’eO@]quaIificatif "entiere” sert & indiquer que le systéme
de racines est de type vectoriel. La définition d’'une denra@licielle pour un systeme de racines géométriques est
exactement la méme, a ceci prés que la définition d’wsmialle de racines utilisée en (DR2) a changé, et que (DR3)
devient inutile.

Le qualificatif "jumelé” sert quand a lui a se rappeler gla@s le cas o# est infini, cette donnée radicielle menera
a un immeuble jumelé. Il n’a aucune signification formetle qui explique son ommission ici.

Signalons enfin que c’est la notion géometrique de donmdieielle qui est définie dang [AB08].

Lorsque G, (Ua)qeg) €St une donnée radicielle, on notera toujolirs (,e4 No(U,) comme dans la définition.
On prouve que les éléementfu) dans (DR4) sont uniques, on peut donc conserver la notatignOn note enfirN
le sous-groupe d& engendré par ces élements et faiOn prouve facilement que(u™) = n(u)~2, que pour tout
me N, n(munt!) = mn(u)m, et que si’ etu” sont tels que(u) = u'uu’, alorsn(u) = n(w’) = n(u”).

On prouve quéN est le normalisateur d& dés que la condition "(CENT)” définie darfs [RE02] 1.2.5\dsifiee.
Cette condition s’exprime ainsi :

(CENT): Ya e ¢, Zy,(T) = {e}.

Cette condition est vérifiee par tous les groupes de Kaodyisur un corps de cardinal au moins 4 (voir infra), et
nous verrons qu’elle I'est aussi pour tous les groupes ndinise donnée radicielle "valuée” (v.2. On la suppo-
sera donc toujours vraie dans la suite.

Le groupe quotien/T s'identifie au groupe de Weyl du systeme de radimsm associant pour toute U, \ {€e},
n(u).T a la réflexiorr,.

Le groupeT et tous ses conjugués sont appelés les tores maximaua. Gindition (CENT) est vérifiee, si
T’ = gTg? est un tore maximal, on nots(T’) = gNg* son normalisateuge le systéme de racines abstraite-
ment isomorphe & via I'applicationa — ga, et pour toutr € ¢, on note enfildg, = gU,g™*. Alors (G, (Uga)gaegs)
est encore une donnée radicielle.

Dans la suite, on évitera de particulariser la donnéeieith (G, (U, ).<4) (COrrespondantau tofig), on considérera
plutdt queG est muni d’une classe d’équivalence, pour la conjugademionnées radicielles. Pour chaque Hien
noterap(T) c \7(T)* le systéme de racine ail{).<(t) les groupes radiciels correspondants.

SiD = (G, (Uy)aey) €St Uune donnée radicielle, pour toute paygtide ¢, on noteraG(y) = ({U, | @ € ¢} ).

Par définition méme, un groupe de Kac-Moody déployé ddme donnée radicielle. Et c’est un des buts[de [R€02]
que de prouver que c’est encore le cas pour une classe deegrdafgKac-Moody plus générale. Le terme employé
dans [R&(2] pour qualifier ces groupes est "presque déploy

Proposition 2.1.2. Si G est un groupe de Kac-Moody déployé ou presque dépdyrs il admet une donnée radicielle
de type un systeme de racipé base libre. SK est un corps de cardinal au moins 4, alor§i3 vérifie la condition
(CENT).

Réféerence[Re02] 8.4.1.



2.2 Valuation d’'une donree radicielle

A I'exemple de [BT7P], on ajoute maintenant une structungpd&mentaire a notre donnée radicielle qui permet
de rendre compte, dans le cas d’un groupe sur un corps leck \éluation du corps.

Définition 2.2.1. Soit¢ un systeme de racines. SE&, (U,).cs) Une donnée radicielle, soit un groupe abélien
totalement ordonné, et pour tout € ¢ soit ¢, une fonction de |J dansA U {co}. Pour toutd € A on note U, =

-1
¢, o)).

On dit que la famillge,)qep €St Une valuation de la donnée radicigl®, (Uy)qeq), OU QUE(G, (Uy, ¢4 )ecs) €St UNE
donnée radicielle valuée si :

— (VO) :Va € ¢, p.(U,) a au moins trois €lements et contiént

— (V1) : Pourtouta € ¢ etd € A, U, est un sous-groupe de,Uet U, o, = {€}.
— (V2.1) : Pour toutr, 8 € ¢, ue U, \ {6}, ve Ug\ (g},

1) = gs(v) — (. Bepa (V)
U\ {8} — A
vV ‘,DQ(V) - (pa(tVt—l)
— (V3) : Pour toute paire prénilpotente de racines8}, pour tousi, u € A :
[Uat Up,] € ({Upasap | .G € N" et pr + g8 € ¢} )

— (V4) : Sia € ¢ et2a € ¢ alors gy, est la restriction dey, a Uz,.

@r, B (n(u).v.n(u)‘

— (V2.2) : Pour toutr € ¢, pour toutte T, est constante.

Lorsque(G, (Ua. ¢ )ecs) €St une donnée radicielle valuée, on garde la notatign gu’on vient d’introduire.

RemarqueSoita € ¢, etu € U, \{g}. Par (V1), on voitp,(u) = ¢, (u™t), et par (V2.1) on obtient_,(n(u).u.n(u)™2) =
—¢a(U).

Dans la définition de la valuation d’une donnée radicititie de |[BT72], ou méme dans la définition de la valua-
tion d’une donnée radicielle quelconque fle [RQu06], baxé (V2) est beaucooup plus faible que celui présenté ici.
Par contre on ajoute un cinquieme axiome a savoir :

(V5) : Pour touta € ¢, pour toutu € U, \ {e}, pour tousu’,u” € U_, tels quen(u) = vuu’, alors—p,(u) =
QD—a(u/) = (,D_O,(U").

Dans la cas d’'une donnée radicielle finie, 'axiome (V28gamté ici est conséquence de sa version faible et de
(V0), (V1), (V3), (V4), (V5). Dans le cas général, 'autenia pas su s’en passer. Concernant (V5), on prouvera en
qu’il découle des (V0)...(V4) ci-dessus.

Proposition 2.2.2. SoitD = (G, (U,)as¢) Une donnée radicielle admettant une valuatios (¢,)qes. Alors D vérifie
la condition (CENT).

DémonstrationSoita € ¢, u € U, \ {€}. Nous devons trouvere T tel queutu™ # t. Par (V0), il exister € U, \ {€}
tel quep,(u) # ¢.(v). Posong = n(u)n(v), il est clair par (DR4) qué normalise chaqu&g, donct € T. Montrons
quet~tut # u. On calculep, (t~ut) en utilisant deux fois (V2.1) :

o (n(v)™n(u).u.nun(v))

(p,w(n(u)’lun(u)) —(~a,a)p.(V)
Pa(U) = (@, @) pa(U) + 200(V) = 204(V) — ¢a(U)
@a(U)

H



Donctlut # u. m]

Proposition 2.2.3. Soit G un groupe de Kac-Moody déployé, $oitin corps muni d’'une valuatioty : K — A U {co}.
Alors il existe une valuatiofy,).es de la donnée radicielléG(K), (Uo(K))qeq). €lle est définie pap, (u,(K)) = w(k),
ou u, est un isomorphisme entfi, +) et U, (K).

DémonstrationOn trouvera dang [Roup6é] 2.2 des réféerences qui prouveres les conditions (Vx) sauf (V2.1).
Quand a cette derniére, elle decoule de I'existence dapartement poud. En efet, il existe d'aprés[Roup6], partie
2, une action deN(T) sur I’espace\7(T) par isomeétries fiines, tel que pour tout € ¢ etu € U, \ {e}, n(u) agit
comme la réflexion orthogonale selon I'hyperpMi, ¢, (u)) = {x eV a(X) + @, (U) = O}. Ainsi la valeurp, (u) est
caractérisée par égalité(Fixy(n(u))) = {—ga(u)}.

Soienta, S € ¢ et (u,v) € U, \ {e} x Ug \ {e}. Pour calculeg, g (n(u).v.n(u)‘l), il faut donc étudier la réflexion
n(n(u).v.n(u)~2). Par la définition (voir (DR4)), il est clair que(n(u).v.n(u)™) = n(u).n(v).n(u) % et 'ensemble de
ses points fixes esiu).Fixy(v). Il existe un poinb € Fix(n(u)) et un réélx tel queo + x.a" € Fix(n(v)) (sia ets sont
colinéaires, pour toub € Fix(n(u)) il existe un telx, sinon il existeo € Fix(n(u)) N Fix(n(v)), alorsx = 0 convient).
Alorsn(u).(0+ x.a¥) = 0 - x.a¥, onadonc:

a(0)

B0+ x.a") = B(0) + Xa, B
(re.B)(0-xa") = (B —{(a,Ba)(0 - xa")
= B(0) — (e, B)a(0) — Xa, B) + 2X{, B)

= p(0) - (@, B)(0) + X, B)

= @p(V) — (. Bpa(U) .

Pa(U)
@p(V)
¢r, s(N(U).v.n(u) ™)

2.3 Immeubles vectoriels

Ce que nous appelons ici les immeubles vectoriels sont leirbles décrits dan02]. Ce sont des immeubles
jumelés, donc en fait la réunion de deux immeubles classigDans la réalisation géométrique de ces immeubkes qu
nous considérons, les appartements sont inclus danspbesessvectoriels, d’ou I'appellation “immeubles veatsi.

Une autre appellation fréquente est "immeubles coniques’les appartements sont des cones dans ces espaces vec-
toriels.
Dans cette sous-partie, nous rappelons les principaukaésconcernant ces immeubles, et fixons les notations.

On suppose désormajsa base libre, c’est-a-dire que toute békdu systeme de racingsest aussi une base de
I'espace vectoriel sous-jacevit.

2.3.1 Limmeuble vectoriel ceployé

Une donnée radicielle permet de définir un immeuble, vairq:xempIeZ] partie 2. On notera dans la sfiite
'immeuble obtenu a partir de la donnée radiciel® (U,).<s). D€S quep est infini, il s'agit en fait de la réunion de
deux immeubles jumelés comme définis ddns [Aor96].

Ses appartements sont en bijection avec les tores maxima@ Bans sa réalisation géométrique que nous
considérons, I'appartement correspondant au tore maxinest inclus dans uR-espace vectoriel = \7(T). Donc
#(T) c V(T)* : les racines relatives & sont des formes linéaires sur cet espace. Le choix d’unelbate ¢(T)
définit un coneC = {x eV(M) | a(x) >0, Ya € 1‘[}, c’est la chambre positive relativelh Les ensembles obtenus en

remplacant certaines des inégalite® par des égalites 0 dans la définition d€ sont les facettes d&. La réunion



des facette d€ est donc I'adhérend® deC. L'appartemenfX(T) est aloraV(T).C u W(T).(-=C) c V(T), ses facettes
sont lestwf, pourw € W(T) et f'une facette d€. Les chambres sont les facettes maximales, donc les imagfé d

par unw € W(T), et les cloisons sont les facettes de codimension 1. Ctesbae, réunion de deux cbnes convexes
AH(T) = W(T).C et A-(T) = —A*(T). Le cdne positifA*(T) est appelé le cone de Tits. Chacun de ces deux cones
convexes, avec sa structure de facettes, est un complexexateCpouV(T).

Lintérieur de A(T) dansV(T) est une réunion de facettes, appelées les facettesigypé® Ce sont précisement les
facettes dont le fixateur dai¥(T) est fini. Les chambres et les cloisons sont toujours sphési leur fixateur dans
W(T) étant respectivemefd} et{+1}.

Limmeuble 7 est réunion ded(T) pour tous les tores maximadx Ces appartements sont permutés transitive-
ment parG, selon la formuleg. A(T) = A(gTg ™) ([RE02] 2.6.2). En conséquend¥(T) est le stabilisateur d&(T).
Poura € ¢, u € U, I'eléementn(u) agit surA(T) comme la réflexion selon le mur ke)( Le groupeT quand & lui est
le fixateur de&’(T).

Pour une racine € ¢(T), D(a) = {x e A(T) | a(X) > 0} est le demi-appartement associé.d e groupeJ,, fixe ce
demi-appartement, et est simplement transitif sur lesr@pa&nts le contenant.

Si on fixe un tore maximdl, et une base d&T), on définitZ* = G.K*(T) et7- = G.A’*(T). Ce sont deux immeubles
au sens classique, qui ne s’intersectent qu’en 0. Le détgﬂﬁ): T+uTest indépendant des choix d@eet de la

base des(T), maisZ* et 7~ sont échangés si on remplace une base(d@¢ par son opposée. Ces deux immeubles
sont jumelés.

Lorsquefﬁest une facette sphérique deon peut définir la projection SLfF([] I.4). On commence par la
définir pour les chambres de: siC est une chambre d& alors sa projection sur notéeprf{cf) est'unique chambre

de f* qui est a distance minimale Siet f'sont de méme signe) ou & codistance maximale (dans le oasice) deC.
Ensuite, s est une facette quelconque, on pesg(d) = Ne. prf{Cf). Insistons sur le fait que la projection sur une

facettef n’est définie que Iorsqugest sphérique. En fait, Iorsqtfén’est pas sphérique, elle est définie uniquement
pour les facette§ de méme signe quﬁ
On prouve que sfﬁetg sont dans un appartemeﬁtalors prAd) C A (voir [], .4, corollaire 3). On peut

alors donner une caractérisation géométriqupig€u) : il s'agit de la facette dé* qui est ouverte dans Vgxc(n‘ﬂu 0)
et incluse dans I'enveloppe convexefle g.

Pour toute partié d’'un appartemenK(T), on noteP(ﬁ) son fixateur dan§, c’est lesous-groupe parabolique de
G associé A). Rappelons les propriétés essentielles de ces groupes :

Proposition 2.3.1.

1. sif etg sont deux facettes dé alors G= P(f).N(T).P(g) ou T est un tore maximal tel qu&T) contientf et
g. Lorsquef et g sont de méme signe, cette décomposition est dite de Bgihan de Birkhg. Ceci entraine
gue pour toutes facette‘%etg deZ, il existe un appartement les contenant.

2. Soit@ une partieK(T) incluse dans A(T), incluse dans A(T) ou rencontrant A(T)spn €t A™(T)spn Pour tout
8 ¢ AM)spn Ng N(T).P(F) = N(T).P(S), ce qui signifie qu'entre deux appartements contehakiste un

isomorphisme induit par un élément de G fix@ntAutrement dit, le groupe (@) est transitif sur les apparte-
ments contenarb.

3. Pour toute partied c A(T)sph 0n a RG) = P(CI(Q)), ot C(Q) est I'enclos deB dansA(T), c'est-a-dire
l'intersection de tous les demi-appartements conteSamu vu du point 2, ceci signifie que l'intersection de
deux appartement& etE est une partie close (i.e. égale & son enclos) dans chdesiappartemenis etB.

Démonstration:



1. Voir [] partie 1. On prouve qu’un groupe muni d’un@dee radicielle est également muni d’une "BN-paire
raffinée” en 1.5.4, puis qu’un tel groupe vérifie une versios pitecise que celle énoncée ici de la décomposition
de Bruhat en 1.2.3 et de la décomposition de Bifkba 1.2.4.

2. La version géométrique de ce résultat est prouves @] 6.73 lorsqued est 'adhérence d’'une réunion
de chambres. Le résultat est de plus cond siA* ouQ c A~

Etudions le cas général, o rencontreA;ph et Asph. Soit B un autre appartement conten&ﬁhtsoientfﬂetg

des facettes maximales d& n B* et A~ n B-, respectivement. Soff une chambre dé contenantf dans
son adhérence, & une chambre d& contenant dans son adhérence. Il existe un apparterderdntenant
Cu B. On sait qué&Z* N A* est une partie close contenant la chanrdonc c’est 'adhérence d’un ensemble
de chambre. Du coté négatif, com@est une facette sphérique incluse dZns1 A-, ce dernier ensemble est
clos et contient la chambrpezrg((f). Il s’agit donc également de I'adhérence d’un ensembletthmbres. Donc
AnZ estI'adhérence d’un ensemble de chambres, ef par JABOB3, B existeg; € G tel queg.A = Z, etg fixe

C, doncf, etg.

De méme, il existay, € G tel queg.Z = Bet 0 fixe f'u g. Au final, g0 fixe f'u g et envoieA sur B. En
particulier,g.g1.(AN B) = AN B, et commay,g; fixe une facette maximale dan& ¢ B)* et dans &N B)~, on
obtient quey,g; fixe ces deux parties, et donc en particmﬁer

Pour en déduire la version algébrique du résultagy si (¢ N. P(f3 posons§ = gA et soitgxg; € P(Q)
comme ci-dessus, alogs'g,g:.A = Adoncgtgyg; € N etg e N.P(Q).

3. Encore une fois, ceci est bien connu IorscﬁJe A%, on peut donc supposer q@econtient des points positifs
et négatifs.
LorsqueC} est une partie "equilibrée” (c’est-a-dire une réunforie de facettes sphériques en contenant au
moins une positive et une négative), oﬁ’@) = G(cp(ﬁ)) (voir [], partie 6, ceci sera détaillé un peu au
paragraphe suivant). Chaque groupe radidigla € ¢(ﬁ) fixe un demi-appartement contend®tdonc fixe
aussi CI().
Si Q est I'adhérence d’un ensemble de chambres, aloé)(él$t la plus petite partie dk fermée et stable par
projection sur ses cIoison08] 5.193, ou une partievese est par définition un ensemble de chambres
stable par projection sur ses cloisons intérieures)‘?Si g sont deux facettes sphériques de signes opposés,
alorsf’U g est une partie équilibrée, et le paragraphe précédentraqueP(f U g) fixe CI(f'U g), qui contient
pr ). Il est alors évident quB(3) fixe P(CI(3)).

Pour traiter le cas général, on reprend la demonstraedAB0§] 5.193. On commence par le

Lemme 2.3.2. Soitc une partie close d&* ou deA™ contenant un point sphérique. Alorsest I'intersection
des demi-appartements contenargt dont le bord contient ou une cloison sphérique de

Preuve du lemmeSupposons par exemptec A*. Soit f’une facette d&* \ ¢, montrons gu’il existe un demi-
appartement comme dans I'énoncé qui sepiadec Soitc¢ une chambre de (rappelons gu’une partie close
d'un systéme de Coxeter est un complexe de chambes}, donc une facette sphériquekte

Supposons dans un premier temps qr.géF) # € SoitM un mur contenart, et donce, il ne contient alors pas
f. Le demi-appartement délimité pi est comme requis dans I'enonceé, contieret pasf.

Supposons a présent qpes(f) = ¢ Il existe alors une unique cloisan de ¢ a distance minimale dé.
Remarquons que puisquyeest ferméef ¢ ¢ doncprm(f3 est une facette de méme dimension qudifférente
dec, et incluse dans Veg(C). Sachant qu€ est sphérique donc dans l'intérieur du cone de Tits, poirit de
mest dans un segment ouvert reliant un poinpdg( ﬁ et un point deg, doncm est dans l'intérieur du cone de
Tits, doncm est une cloison sphérique de Soit M un mur contenant et pasg, soit D le demi-appartement
delimite parM contenant, alorsD contientc, sans quo'prm(ﬁ serait dang, contredisant la définition d&
De plus,f ¢ B. o



On montre alors la version géométrique du point 3. Soitn appartement tel qu& N B contient des points
sphériques positifs et négatifs. Seitin signe. La partie© := A¢ N B¢ est close dané¢, c’est l'intersection
des demi-appartements la contenant et dont le bord contiemi une cloison sphérique @€. NotonsD< cet
ensemble de demi-appartements. $bit DF, etm une chambre ou une cloison sphériquecdacluse dans
dD. CommeA n B est stable par projection, et que la projectionmuest bien définie puisqu@ est sphérique,
€ contient tous lepry(d) pourd une facette d&< n B-<. Et ceci entraine quB contientA—< N B,

On prouve ainsi que Cf(m §) est égal a I'intersection des demi-appartement®tle) D, puis que CIA’O I§) =
ctuc  cAnBE.

Pour en déduire la version algébrique du résultat, gait P(ﬁ), posons§ = g.A_f. Par le point 2, il existe
h e P(An B) tel queh.A = B, doncg~th € N(Q). Or N(Q) = N(CI(Q), et CIG) c An B d’oth € P(CI(S)). Au
final, on obtient biem € P(CI(Q)).

Pour toute facetté, on notef* la réunion des facettes dont I'adhérence contfent

2.3.2 Decomposition de Levi
On se réfeére ici J[Rép2] partie 6.

Soit3 une partie d’'un appartemeAt On note :

- ¢U(A)D) = {a € 9(A) | (S) > 0}

= p"(A)(D) = {a € ¢(A) | (D) = O}

- (A)(D) = ¢“(A)Q) L g"(A)(Q) = | € 4(A) | a() = O}.

L'ensemble de racineﬁm(A’)(ﬁ) est en fait un sous-systéme de racinesp(i&). Lorsqueﬁ contient un point
sphérique, il est fini.

On définit ensuite les sous-groupesR(é) suivants :

— Le facteur de Lévi de @) par rapportA : M(3) := Fixg(Vecty(Q)) = Fixg(Q U opg(3)). Il est d'apre§ 2.3}1
transitif sur les appartements contenant ){éﬁ). Si Q est une facette ou si elle contient une facette sphérique,
alorsMg(@) = (T, {U, | @ € g"(A)(D)}) = T.G(¢™(&)). Enfin, le couple K(S), (Ua),cpna)) €St une donnée
radicielle de systeme de racinﬁfﬁ(ﬁ), voir [] 6.2.3. En particulier, Iorsqlﬁbcontient un point sphérique,
#"M(Q) est un systeme de racines fini3) est muni d’'une donnée radicielle de type fini, comme défitsins

[BT73).

— Le facteur unipotent de(ﬁz) U (ﬁ) est le sous-groupe distingué B@) engendré paﬁUa |a e ¢“(K)(ﬁ)}. Il
est donc indépendant de I'appartemamontenantl corlsid’er’e. Dés qus#(Q) est une partie nilpotente de ra-
cines, il admet la décomposition avec écriture uniqué?) = Hae(pu(ﬁ)(ﬁ) U,, quel que soit I'ordre des facteurs.
C’est en particulier le cas Iorsqlﬁsintersecte une facette positive sphérique et une facétative sphérique.
Lorsqued est une chambré)(3) = ( {Uy | @ € ¢"(A)(D)} ) = G(¢%(4)), et lorsqued est une facette) (G) est

lintersection dedJ(C) pourC les chambres d& contenant dans leur adhérence. On prouve enfin qué si
est une facette sphériqug() = U(C) N U(B) dés queS et B sont deux chambres opposées dans A.

Une partie équilibrée dang est une partie d’appartement qui contient des points fesitinégatifs et qui est
recouverte par un nombre fini de facettes sphériques (@ekegment fermées).



Dans le cas ol est soit une facette soit une partie équilibréeﬁa@(ﬁ) admet une décomposition de Lévi

([R€02], 6.2.2et6.4.1) : ) ) )
P(Q) = Mg(Q) < U(Q)

Une extension vectorielle d@ est une partie dé de la forme Vecst(ﬁ) pour un appartemerﬁ contenant). La

, . ;. . . . - . v . .
décomposition de Lévi peut aussi s’exprimer en disantgjig®) est simplement transitif sur les extensions vectorielles
-
deQ.

3 Construction générale

SoitV un R-espace vectoriely ¢ V* un systéme de racines dont les bases sont des bases \iestaigad/*, et
(G, (U, ¢a)aes) UN groupe muni d’'une donnée radicielle valuée. On supgsondition (CENT) de[[RepP2] 1.2.5
vérifiee, donc le normalisateur d’un tore maxirfaést le groupe engendré paret lesn(u), u € U,, a € ¢(T). On
essaie de voir quel genre d’objet immobilier, semblablénanieuble dfine de Bruhat-Tits 2]), pourrait &tre
défini dans cette situation.

3.1 Lappartement

SoitT un tore maximal dan&. On définit dans ce numéro I'obj&{(T) qui sera I'appartement relatif& Il s’agit
d’une réunion disjointe d’espacefiines soud/(T) et certains de ses sous-espace vectoriels. Dans toutepeetie,
on noterap = ¢(T) etN = N(T).

3.1.1 Facades d'appartement

SoitY(T) un espaceféine sous/. Un cone dan¥(T) est une partie d¥(T) de la formef = x + f, ot f estun
cone deV(T). Le cone vectorief est uniguement déterming, c'est la directiorxdef. Deux cones de méme direction
sont dits paralléles, on note// f. Lorsqueg est paralléle et inclus darfs on dit que c’est un sous-cone paralléle,
abrégé en "scp”.

On définit une relation d’équivalenee(ou ~1 lorsqu'il faut préciser) sur I'ensemble des cdnes copgaeY(T).
Soientf = x+ f etg=y+ g, on pose :

f~ge (f/getfng#0) & (fngcontientunscpdé etdeg) & (f /getxye Vect(fj)

Pour tout cone convexE on noteY(T), I'ensemble des cones dirigés pﬁquotienté par. C'est la facade de

Y(T) de directionf. C’est un espacefiane isomorphe a((T)/Vect(F), et 'action deV/(T) surA passe au quotient sur
Y(T)y.

Soit ?'(K(T)) 'ensemble des facettes eﬁéT), ce sont en particulier des cones Convexeg’ﬁl'e). L'appartement
(complet) associé & est alors :
AT := ) Yy
feF (A(T))
On noteraA(T) pour désigner la facadqT), et les facades d¥(T) seront appelées les facadesA(E).
Les facades ainsi construites seront appelées facaamsadtement, pour les distinguer des facades d'immeuddat

la définition est a venir. Lorsqueeest un point dé\(T), on noteraf, la direction de la facade le contenant. L’espﬁce
agit donc surA(T) et les orbites sont les facades.
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On noteA(T)spnla réunion des fagcades sphériquesde), c’est-a-dire des fagcades de type une facette vedwriel

sphérique. On note aus&(T){ , et A(T);phla réunion des facades sphériques positives et n@gafdans la termino-

logie de [Roug6]A(T);,, et A(T);,, sont deux réalisations de Satake d'appartements niiiea.
On définit une topologie suk(T), telle que les voisinages d’'un pointf ﬁ sontles:

v (U, f) = {ae A(T) | un représentant deest inclus dant) + '} ,

pour tous les voisinagds de x dans I'espaceftine Y(T). Cette topologie induit la topologie classique d’'un espac
affine de dimension finie sur chaque fagade et 'adhérenceedagadeA; est I'union des facade&y pour fc g.

Cette topologie est séparée, ef sist une facette sphérique, alés= Ug1q 1 Ag €St compact [[Chaps)).

Comme les bases desont des bases d&', la plus petite facette d&(T) est{0}. La facadeA(T);q = Y(T) est
appelée la fagcade principale A€T), c’est I'intérieur deA(T). On la notera don&(T), et on pourra oublier la notation
Y(T).

Jusqua la fin dg 3}1, on noteda= A(T) etA = A(T).

3.1.2 Projections

tementA(T) :

Définition 3.1.1. Soientffg deux facettes vectorielles telles qﬁ@ Vect(@). Soita= [x + ﬂ € Ag, on pose alors

prg(a) = [x+d.
La fonction pg est la projection sur la facadegAelle est définie sur la réunion des facades dirigéesyar facette
incluse dand/ect(q).

RemarqueL’hypothésefﬁc Vect(@) assure que ceci est bien défini.

3.1.3 Espaces engenéds
Définition 3.1.2. SiQ c A = A(T) est dans une facade et si E est un sous-espace vectorie i) contenantf,
alors on defini{ ., E >A = pr(Q) + E.

SiE est juste une partie o8, la notation( Q, I§> désignera( Q, Vect,g(E') >

RemarqueQuels que soier® etE, siQ # 0, anrs( Q.E >A coupe toujours la facade principale.

3.1.4 Murs et demi-appartements

On fixe une origin® € A, et on identifie les formes linéaires Sdr= A a des formestéines sud qui s'annulent
eno. En particulier les racines relativeSasont identifiees a des formesiines surA. Soita € ¢ une telle racine. Si
f’'e ¥ est une facette telle qudF) = 0, alorsa définit encore une formefiane surA;. Si a/(f_) > 0, on dit quex prend

la valeurco sur A¢. Enfin sia(f3 < 0, on dit quer prend la valeurco surA¢. De la sorteqr définit une fonction sur
A, a valeurs danB U {+o0}.

Ces définitions permettent une caractérisation pratigua topologie dé\ :

Lemme 3.1.3.La topologie de A est engendrée par les demi-espaces gyxertA | o(X) > a} pour a€ R eta € ¢.
Autrement dit, une suitg,tend vers une limite x si et seulemen¥sgic ¢, a(X,) — a(X).
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Pour touta € ¢ etd € A, on poseM(a, 1) = {xe Ala(X)+ 1 =0} et D(a, ) = {xe Al a(X) +1 > 0}. Len-
semble ded/(a, 1) ainsi obtenus pour € ¢ et € p,(U, \ {€}) est 'ensemble des murs de I'ensemble deD(a, 1)
correspondants est I'ensemble des demi-apparteme#ts de
SiM = M(a, 2) est un mur dé\(T), on noteraM = ker(a) c V la direction deM, c’est un mur deX (ou plutdt sa trace
surAest un mur ded).

Voici le résultat qui justifie la définition de{sQ, E >A :

Lemme 3.1.4.Si M est un mur contenagt dont la direction contienE, alors< Q, I§>A c M.

Un isomorphismefiiney entre les fagades principales de deux appartenfgiitset A(T’) dont la partie vecto-
rielle préservef induit une bijection, encore notige entreA(T) et A(T’). Si cette bijection préserve I'ensemble des
murs, on dit que est un isomorphisme d’appartements. Remarquons qu’uroiggrisme d’'appartements ainsi défini
ne préserve pas forcément les types des facetté§Tdeni méme leur signe.

Pour tout muM = M(a, 1), ry désigne la réflexion de directiop qui fixe M N A. Elle induit un automorphisme
involutif de A(T), qu’on appelle la réflexion seldv.

SoitM un mur deA(T) et f'e 7. Alors M NA(T)¢est soit vide, soit un hyperplan @¢T) .. Ces hyperplans seront
appelés les murs d&(T) .

On notera pour toute parti@ de A, et pour toutr € ¢, U,(Q) = {ue U, | Q c D(a, ¢,(u))}. Pour toute partig/
deg, on notera aus$s(y, Q) = ( {U,(Q) | @ € ¢} ). Enfin,G(Q) désignerads (¢, Q).

3.1.5 Parties closes

Définition 3.1.5. Une partie close de @) est une intersection finie de demi-appartements. L'enclasedpartie E
de AT) est le filtre noté GE) engendré par les parties closes défAcontenant E.

Remarques:

— Avec cette définition, Cll) = 0.

— Cette définition de partie close est plus restrictive qllecle ], elle conduit donc a des enclos plus grand.
En dfet, dan58], on autorise des demi-appartements dipgédes racines imaginaires, et une intersection
infinie de demi-appartements est close, pourvu que ces dppartements soient dirigés par des racines deux a
deux non colinéaires.

Si Q est une partie dé, on noteraQ la réunion des directions des facades rencontréeQphorsqueQ est un
filtre, G sera la reunion des directions des facades rencontaésys les élements d&

Exemples.1.6
1. SoitC une chambre d& etQ = A.. Alors CI(Q) est le filtre des voisinages €& G = C, et CI@) = CI(Q) = G

Tout element du filtre C{@) contient des points de chaque facade dirigée par unétdadeC, mais pourtant,
CI(Q) ne contient aucun point d’aucune fac;akifepourfﬂc aC.
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2. Soitmune cloison dek, prenon€) = Ap U A . Alors G = muU —m, et Cl(ﬁ) est I'hyperplan contenam. Mais
Cl(Q) = A, doncCI(Q) = A # CI(Q). (Il suffit méme de prendr@ = Ay U {x} avecx un point deA )

—

3. Avec encoren une cloison de&, en prenanf) = Aw, on obtientCI(Q) = m % Cl(ﬁ) = m. Ainsi méme en
restant dang&* ouA~ onn’a pasCI(QS = Cl(ﬁ).

Proposition 3.1.7. Pour toute partieQ de A,CI(Q5 est close. En conséquenCE(Q; ) Cl(ﬁ).

D;emonstration: R
Soitf' c CI(CI(QS), montrons qud c CI(Q;. Il s’agit de prouver que tout élément du filtre Q)(contient un point de
A¢. Soit doncD; N ... N Dk € CI(Q) une intersection finie de demi-appartements conteQaRour tout, CI(Q) c D;

doncCI(Q) c Bj, doncf c B;. Si f est dans l'intérieur d&;, alorsA; c D;. On peut donc, quitte & retirer |6

tels quefﬁest dans l'intérieur d8;, supposer que pour toytf c 9B;. Alors D1 N D»... N Dy est stable par Vecﬂj et
contient d0n<( Q, fﬁ>A, qui contient bien au moins un point de si Q # 0. Le casQ = 0 est trivial.. O

Le résultat suivant fournit une description plus ou moiosatructive de la trace de I'enclos d’'une patialans
une fagade\fa.

Proposition 3.1.8. Soit Q une partie de A. SoiD I'ensemble des facettes dB(QS). On gfectue les opérations
suivantes suf :

1. Pour chaque coupl@, g) tel que ac Q, g€ D etaestdans la fagadepl&wecfﬁc Vect(@), on rajoute pg(a) a
Q.

2. Pour chaque couplé, fj, avec be Q, ' e D, tels gue b est dans la fagadg avecf c Vect(d), on choisit
ae prél(b) N Areton rajoute ar § aQ.

Appelons!(C,) 'ensemble ainsi obtenu, oty @eprésente les choixfectués a chaque opération 2. Si de nou-
veaux couplega, §) ou (b, f3 vérifiant les conditions ci-dessus sont apparus, fiactue a nouveau les opérations 1
et 2, et on not&?(C,) 'ensemble obtenu. On obtient ainsi par récurence un ebs=®"(C,) pour tout ne N, on
noteQ>(C) la réunion de tous ces ensembles, il depend de la suite Guddds choix gectués a chaque opération 2.
Notonsc I'ensemble de toutes les suites de choix possibles. AIamstpoth e F(AT)):

CQ) N Ag = [ | CIQ™(©C) N A)
Cec

Ou plutdt, C[Q) N Ay, est le filtre engendré par les €*(C) N AfB)' pourCe c.

RemarqueCeci signifie grosso modo que Q) est la cldture d€2 sous les opérations 1, 2, et "prendre la cldture
dans chaque fagade”. Lafficulté de rédaction vient du fait que I'opération 2 n’ea$pien définie puisqu’elle dépend
d’un choix.

Démonstration:
Pour montrer l'inclusion "> ", il suffit de vérifier que pour tout demi-appartemBntontenanty, il existe un choix
C € ¢ tel queD > Q*(C). Ceci revient a vérifier que € contient une parti®, alors il contient toute partie obtenue
a partir de® par une opération 1, et que pour chaque coU;nIéj(v’erifiant les conditions de 2, il existe un choix de
ae prél(b) tel que la partie obtenue par I'opération 2 a partit@lest encore incluse daiis Ces vérifications sont
immédiates.

Pour montrer I'autre inclusion, il faut prouver quelsest un demi-appartement, dirigé par une raoirapm(f?)),
contenant uf2*(C) N Ag, pourunC € ¢, alorsD > Q. Soit doncD un tel demi-appartement, et supposons par I'ab-

surde qu’il existev € Q \ D. Soitg la direction de la facade contenantSoith = prfs(g‘), en appliquant I'opération 1
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aQ avec le coupleq, ﬁ), on voit quepr;(w) € Q*(C). Ensuite, en appliquant I'opération 2 avec le couplg(w), fB),
on voit queQ*(C) N Ag, et donc en particulieD, contient un céne de la fornee+ h. Ceci entraine que(ﬁ) >0,

d’ou a(g) > 0. D’autre partp(g) < 0 sans quoi on aurait € Ay ¢ D. Ainsi, a(g) = 0:4, fo et donc aush sont dans
ker(@). Donca(w) = a(prg(w)) = a(a). Mais ceci contredit le fait que ¢ D alors quea € D. O

Corollaire 3.1.9. Soientffg deux facettes incluses daﬁKQ;, telles quefﬂc Vect(@). On noteQg = CI(Q) N Ay,
Qp = CI(Q) N Ap. Alors Qg = prg(Qy).

Pour utiliser le résultat de la propositi1.8 lorsquite connait pas précisément les directions des facades
rencontrées par Ql), on pourra utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.1.10.0n se place & nouveau dans les conditions de la propoSOn suppose en outre qtb?ec
CI(G). Alors le résultat de la propositidn 3.1.8 est encore védat on définit le2(C) de la méme maniére, mais en
n'effectuant les opérations 1 et 2 que lorsque les face‘?tesg‘ concernées sont dans(ﬁb.

Preuve du lemme:
Les ensembleQ>(C) obtenus ici sont plus petits que ceux obtenu3.1.8, ldoaltision
Cl(Q)n Ag 2 Neee Cl (Q°°(C) N Afg) est encore vraie.
Pour l'inclusion réciproque, la preuve 1.8 est eneoa@e puisqu’elle ne passe que par des faceg‘tesﬁ et
i = prg(g) c CI(D). o

3.1.6 Facettes

Définition 3.1.11. Soit x€ A, soit f la direction de la facade contenant x. On naﬁ’gl’espace vectorielﬂ_ffa, muni

des directions des murs contenant x. C’est donc un compkex@ogeter, a priori non essentiel, de groupgA)) =
{W € W(K) | w.x = x} C Fixw(/s)(fj. Ony pense comme a I'espace tangent de A en x.

Soit x € A(T), soit A(T)¢ la fagade contenant SoitF ¢ A(T)¢ une facette dei,. On noteir (X, ﬁ) le filtre

engendré par les parties closesA{&) contenant un voisinage dedansx + F (pour la topologie induite). Insistons
sur le fait querir (X, F_') est engendré uniqguement par des parties closes.

L'ensemble de ces filtres est I'ensemble des facettes(®p SiF = #ir(x, F) est une facette d&(T), la facette vec-
torielle F est uniquement déterminée garc’est la direction dé=. Le pointx par contre n’est uniquement déterminé
gue lorsque\ est non discret.

Dans le cas oA est discret, et og(T) est fini, les facettes sont en fait les filtres associéssiedsembles, et ces
ensembles sont les facetté¢Brees fermées habituelles.

RemarqueCette définition est identique a celle ¢e [RQu06] pour w@eefte sphérique, bien que non présentée de
la méme maniere. Elle fiere cependant de celle de [GR08] pour une faceti&. de

3.1.7 Action deN

Le normalisateuN du toreT agit sur I’appartementvectori& et méme sur I’espaofé. Onnotera/ : N — GI(\7)
cette action. On va définir (suivant I'exemple 72])eua[ction finey de N surA, qui s’étendra &, dont la
partie vectorielle serg, et telle que I'éléemem(u), pouru € U, a € ¢ agira par réflexion selon le mbd(a), ¢, (U)).
Remarquons que puisque le tdrdixe V, il devra agir surA par translation.
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Proposition 3.1.12. Pour tout te T, il existe un unique vectetly € V tel que pour toutr € ¢, pour tout ue U, \ {e},
D(a, p(tut™)) = D(a, g (U)) + ¥ .

Ce vecteur est caractérisé par les égaliagg) = ¢, (u) — ¢(tut™), pour touta € ¢ etue U, \ {e}.
L'application qui a t associe la translation de vecteiiest alors une action de T sur¥).

Démonstration:
On commence par prouver l'unicité. iest un vecteur convenable, alors pour gt ¢ etue U, \ {e},ona:

D(a, po(U) +V4 = {a € Al a(a) + @o(U) > O} +
{a+\7t € Al (@) + o (U) > O}
{aeAla(a—v)+¢.(u) > 0]
{acAla(@) - a() +¢u(U) 2 0] = D@ ¢a(U) - a(W) -

On en déduitp(tut™) = ¢, (u) — a(%;) ou encorer() = ¢, (U) — p(tutt). Commey est une famille génératrice de
V*, ces conditions pour tous lese ¢ forcent I'unicité dev.

Passons a I'existence. D’aprés le calcul précédentptadition D(a, p(tutt)) = D(a, ¢,(U)) + V; équivaut a
(%) = @,(U) — o(tut™?). SoitIl un systéme de racines simples dand s’agit donc d’une base dé*. Pour chaque
a € ¢, on choisit uru, € U, \ {e}. Il existe alors un unique € V tel queVe € I, (V) = ¢ (Us) — o(tu,t™Y). D’aprés
la condition (V2.2) des valuations de données radiciglegquantitép, (u,) — ¢(tu,t1) est indépendante du choix de
uU,, donc I'égalité précédent reste vraie pour towt U, \ {€}. Il reste & montrer que I'ensemble des racines vérifiant
cette propriété est stable par n’importe quelle réflexjo g € II.

C’est une conséquence de (V2.1). So# ¢ une racine vérifiantu € U, \ {€}, a(%) = ¢ (Us) — @(tu,t™2). Soits
une racine simple. Alors :

(W) = a(h) - (@BBW)

a(Ua) — (tUat™) — (@. B) ((Us) — @s(tust ™))
(a(Ua) = (. Bepp(Up)) — (p(tuat™) = ¢, Brpp(tuist ™))

Mais par (V2.1), le premier terme egt, 5(N(Us).U,.N(Ug)) €t le second espr, s(N(tust™2).tu,t~L.n(tust=1)=1)).
Commen(tust™) = tn(ug)t™2, ceci vautpy, 5(tn(ug).u,.n(ug)t™), d’oll le résultat.

Enfin, sit; ett; sont deux éléement d€, alors pour toutx € ¢ etu € U, \ {e}, on aD(a, cp,y(tltzutgltil)) =
D(a, ¢o(U)) + Yy, et dautre parD(e, ¢, (htut, 1) = D(a, ¢o(U)) + %, + %,. Par unicité des;, on obtient, 1, =
Vi, + W, : on a bien une action de groupe. O

Proposition 3.1.13. 1l existe une unique action de N surA par isométries gines telle que pour tout € ¢ et
ue U, \ {e}, v(n(u) est la réflexion selon le mur {4, ¢, (u)) et pour tout te T, v(t) est la translation de vecteu.

Pour tout ne N, on av(n) = ¥(n), autrement dit la partie vectorielle de cette action &sEnfin, cette action
préserve les demi-appartementsAleplus précisemment, pour touerN, a € ¢ et ue U, \ {€},

Y(n).D(@, ¢a (W) = DFAN)., @y (MUY .
En particulier, N agit sur A par automorphismes d’appartense

Démonstration:
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Rappelons qu’on a fixé un poimt € A tel gue pour toutr € ¢, le mur M(a, 0) passe pap. NotonsN, =
n(u) | @ € ¢, u€e U, \ {€} ety,(u) = 0} ). On commence par définirsurN, en posant qu&n € Ny, v(n) est I'auto-
morphisme &ine deY(T) qui fixe o et dont la partie vectorielle egn).

On veut ensuite définir surT en posant poure T quev(t) soit la translation de vecteu, il faut vérifier que les
deux définitions sont compatibles sNg N T. D&ja, W(T) = {idy}, doncv(No N T) = {idy(r). Il reste donc a prouver
que pourtout € NoN'T, ¥ = 0. Fixons un tel, au vu de la preuve précédente, iffifude prouver que pour tout
a € petue U, \ {6}, g, (U) = po(tut?). Fixons de tels etu. Il découle de (V2.1) que pour tofite ¢ etv € Up tel
quegg(v) =0, cp,ﬁ,a(n(v).u.n(v)‘l) = ¢,(u). Ceci entraine que pour toate No, ¢nq(NuUt) = ¢,(u), et en particulier,
Pa(U) = ‘Pn(turl)'

Ceci permet de définir surN, U T. Ensuite, montrons qud = N,.T. Pour touta € ¢ etu € U, \ {g}, il existe
Uo € U, \ {€} tel queg,(U,) = 0. Doncn(u)n(ue) € T etn(u,) € Ny, 0N prouve ainsi qudl = ( N, T ). Mais comme
N, normaliseT, on obtient bierN = N,.T.

On définit alorsy surN parv(not) = v(ny) o ¥(t), pour tousn, € Ny ett € T. Ceci est bien défini car est trivial
surN, N T. Commey(T) = {id}, il est évident que la partie vectorielle d@) estv(n) pour toutn € N. Montrons
guev est une action de groupe. Soienfn, € N, etty,t, € T, par définition on a/(nytinoty) = v(nlnzngltlngtz) =
V(n]_)v(nz)v(nztznil)v(tz). Ceci devrait valoirv(ng)v(t1)v(nz)v(tz), nous devons donc prouver quénz)v(ngltgnz) =
v(t1)v(nz) autrement dit qué(n;*). v, = Vniltlnz. I suffit de traiter le cas oui(n,) est une réflexion : il existe alofse ¢
etve Ug \ {e}, avecys(v) = O tel quen, = n(v). Soita € ¢ etu e U, \ {e}. Alors :

AVprgn,) = Gl .Uz ') — ga(U)
= ot un;'tyh) + (. B) @p(V) - ¢a(U)
= 1ga(W,) + @re(MUt) + (. B ) gs(v) — g (U)
= a(rpg.Vy) + @a(U) = (., B ) gp(V) +{ @, 8 ) vp(V) — ¢a(U)
= a(rpVh)
= a(¥(ngh).,)

Ceci, étant vrai quelque saite ¢, prouve bien qu§(n51).\7t1 = Vniltlnz.

Comme la partie vectorielle de cette action &stjui préserve 'ensemble des facettesAjeelle s'étend a une
action surA. Prouvons qu’elle stabilise 'ensemble des demi-appa&tﬂmﬂe& selon la formule annoncée. Sai€ ¢,
ue U, \ {e}. Larelationv(n).D(a, ¢,(U)) = D(AN).a, gy .(NUTY)) est déja vraie pour € T, par la définition des;.
Soitn € Ng,0n a déja vu qu’alor@wn),(,(nurrl) = g, (U). Il ne reste plus qu’a calculer :

v(N).D(a, go(W) = {v(n).(0+V) € Al a(0+V)+¢,(u) > 0}

= {o+veAla(v(n)™(0+ )+ ¢a(u) 2 0]
fo+veAla(o+#n (V) + ga(u) 2 0}

= {0+VeA|V.a(0+V)+ ¢, (u) >0}

= D(#n).a, go(u)

= D(V(n).a, <p¢(n)_a(nun’1))

A présent, soitr € ¢, u € U, \ {e}, montrons que(n(u)) est la réflexion selon le mM(a, ¢, (u)). On sait déja que
v(n(u)) est une réflexion, sa partie vectorielle étant la réfleselon le mu@(a). Par le résultat qu’on vient de prouver,
V(). M(a; go(U)) = M(=a; ¢_o(n(u).u.n(u)~). Mais par (V2.1)p-q(n(u).u.n(U)™) = go(U) ~ (@, @) e (U) = —¢o(U).
Donc v(n).M(a, ¢o(U)) = M(-a,—¢,(U)) = M(a, ¢.(u)). Sachant que I'hyperplan fixe dé€n(u)) est paralléle a
M(a, ¢, (1)), ceci entraine que c'est précisemmbfit, ¢, (u)), et donc quer(n(u)) est la réflexion annoncée.

Enfin, 'unicité dev est claire calN est engendré pdar et lesn(u), pouru € U, \ {€}, @ € ¢. O

La définition de cette action d¢ permet de prouver la condition "(V5)” présente dans lardédin de la valuation

d’une donnée radicielle pour [BT}72] oju [Roli06] :
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Corollaire 3.1.14. Soita € ¢, ue U, \ {e} et u,u” € U_, tels que ifu) = u'u”. Alorsp, (U) = —p_(U) = —p_,(U").

Démonstrationil est classique que(u) = n(u) = n(u”). Rapelons tout de méme la preuve : oo'au’ =
uu”n(u)~*u'n(u). Mais n(u)~*u'n(u) € U,, d’'ol le résultat. Om(u), n(u’), n(u”) agissent respectivement par les
réflexions selorM(a, ¢, (U)), M(—a, ¢, (1)) et M(-a, ¢, (U")). Légalité de ces trois murs entraine bien les égalit’
annonceées. O

Définition 3.1.15. Le fixateur dans N d’un point ou d’'une partie a de A ouAlsera noté NB) (et donc NT)(a) s'l
faut préciser le tore). Le fixateur de A sera not€Thl ou juste H s'il est inutile de préciser le tore.

Dans la suite, on omettra souvent de netet # pour I'action d’un élément dBl sur un point deA ou deA.

Exemple3.1.16 Remarquons tout de suite que pour une pdetie A, N(Q) ¢ N(CI(Q)). Il suffit de choisir deux
chambre< et&deﬁ(T), séparées par une cloisan et de trouvet € T qui induit une translation dont la direction
n'est pas incluse dams. Alorst fixe Az U Ay mais pashy, alors que Cli¢ U Ag) = Ac U Ay U Ap,

Il est par contre clair d’apr.l gu'ore N() agit comme une translation sur chaque sous-e%pac\a!ect(CI(ﬁ)) >A.

La proposition suivante améliore un peu ce résultat, emptant de remplacer (ﬁo par CI(Qi. Notons que les
différentes translations induites sur chaqueVect(CI(Qi) ne sont a priori pas selon le méme vecteur.

Proposition 3.1.17. SoitQ une partie de A, alors () N(CI(QS).

Démonstration:

Soitn € N(Q), SOitE = Fix4(n), c’est une partie close decontenant C@. Supposon& # CI(Q). Alors il existe
a € ¢ tel queE' C 5(a) et un pointa € CI(Q) tel quea(a) = —c0. Ce pointa n’est donc dans aucun demi-appartement
dirigé para, et pourtant il est dans Q) : il n’existe donc pas de demi-appartement dirigé @&ui contienneQ. ||
existe donc) € QY tel quea(w;) € R Vi € N et limi_e aw;) = —.
L'ensembleE nkere ¢ Aest clos et non vide puisqu’il contient les directions desadies contenant les,. Soit f'une
facette maximale dE N kera, alors tous less, Se projettent SUA, et ces projetés sont fixes parSoit (wp)n € (A;)N

la suite ainsi obtenue. Saite N tel quea(wjwy) < 0. Alors n fixe la droite contenanwy, wy}, donc sa direction

wywp, puis la facettg contenant cette direction. Dogec E, maisa(g) = R~ doncg ¢ B(a), ce qui est impossible.
DoncE = Cl(Q). O

Remarquet.a définition des facades; ~ A/Vect(f3 revient & essentialisérpour le groupe de Coxeter F\,m)(ﬁ.
Cette construction est semblable a la compactificatioph@airale, ou de Satake, d’un appartement d’'un immeuble
affine. Elle permet d’avoir sui une topologie séparée, et telle que I'adhérence d’'ugedia sphérique est compacte.
Elle a cependant le défaut de perdre une partie de I'actiotork. En €et, sit induit une translation de direction
incluse dans Vecf@ surY(T), alorst agit trivialement sui;. Par exemple les éléements @g. -1 ker() fixent A,
mais pas forcemerX(T), si ¢ n’engendre pa3*. Dans la premiére réalisation d’un appartement mitnoa dans
[] par exemple, les facades sont toutes isomorphesecespacedines aY(T), ce qui évite ce soucis.

3.1.8 Opposition
Définition 3.1.18. Si a= [x + f] € A(T), le point opposé & a dang(R) est opyr)(a) = [x — fl.

L'applicationopacry est une involution qui permute les facades{€), préserve I'ensemble des murs et commute
a I'action deW(T). Plus généralement, elle commute a tout isomorphisiaygpartements. Cependant, ce n'est pas
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un automorphisme d’appartement car I'action sur le borsh@’facade n’est pas induite par I'action sur cette facade
(opary N'est pas continue). En faib,par) fixe la facade principale, et le seul automorphisme d’ajgpaent deA(T)
fixant la fagade principale etar).

3.2 Familles de sous-groupes parahoriques

Maintenant que nous disposons des appartendéinis il faut, pour définir un immeuble selon la méthode usaiell
déterminer quels seront les fixateurs des point&(dg. Ces fixateurs seront appelés des sous-groupes panadsriq
deG.

Dans cette sous-section, on étudie quelles sont en gédaémpropriétés qu’on peut demander & une famille ds-sou
groupes parahoriques, et quelles sont les conséquences geopriétés sur 'immeuble obtenu. Ensuite, nous-prou
verons quelgques unes de ces propriétés pour la famillenmala de parahoriques.

On fixe un tore maximar, et on noteA = A(T), N = N(T).

3.2.1 [Efinition

Deéfinition 3.2.1. Soit Q = (Q(a))aca Une famille de sous-groupes de G.(8est une partie de A, on note(Q) =
Nweo Qlw). SiQ est un filtre de A, on note(@) = Uqgrco Q).

On dit que Q est une famille de sous-groupes parahoriques Pai elle vérifie :

— (para0.1) : Siae A, alors Q@) ¢ P(F). (compatibilité avec I'immeuble vectoriel)

— (para0.2) :Yae A(T), N(T)a c Q(a). (compatibilite de I'action de KI'))

— (para0.3) :Yae A(T), Y(a, 2) € ¢(T) X A tel que ac D(w, 1), U,.1 € Q(8). (points fixes des groupes radiciels)
— (para 0.4) :¥n e N(T), Yae A(T), nQ@n= = Q(na).

La plus petite famille de parahoriques pafirsera notég?. On définit encore les condition suivantes sur Q, cer-
taines dependent d’'une faceie ¥ (A(T)), d’une partieQ c A, d'un point ac A ou d’une chambr€ c A':

— (parainj) :Yae A(T), N(T)a = Q(&) n N(T). (inclusion des appartements dans 'immeuble)

— (para2.1)(g) : Vf'e 7(g), vae Ar, Q(a) N P(9) = Q({a, prg(a)}). (lien entre une fagade et son borgfabli)

- (para2.2)(g) : Vf'e F(g), Ya e Ar, N(T)Q(a) N N(T)P(G) = N(T)Q({a, prg(a)}). (lien entre une facade et son
bord)
— (para2.1%)(g) : Vf e 7(g), vae Ar, Q@) N P(g) = Q(a+ g). (lien entre une facade et son bord, intermédiaire)

— (para2.2%)(g) : Vf e 7(g), vae Ar, N(T)Q(@) nN(T)P(G) = N(T)Q(a + g). (lien entre une fagade et son bord,
renforcé)

— (para sph) : Pour tout & Aspr, Q(a) = P(a). (valeur sur les points sphériques)

— (paradec)C,a) : Q@) = (@) N U(C)) . (Q(a) N U(=C)) . N(a). (décomposition de @)

— (para6)(Q) : Q(Q) = No.Q(CI(Q)). (intersections d’appartements)

— (para5)(Q) : Naca(N(T).Q(a)) = N(T).Q(Q). (isomorphismes entre appartements)

Lorsque Q vérifie (para.l)(F) (ou une de ses variantes) pour toute facéiten dirajuste que Q vérifie (paral).

Lorsqu’elle vérifie (par&.l)(ﬁ pour toute facette sphériqu‘ée F(A), on dira qu'elle vérifie (par&.1)(sph), lors-
qu’elle vérifie (para2.1)(m) pour toute cloisom deA, on dira qu’elle vérifie (par&.1)(cloison), etc...
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Remarque:

— Dans (para 6)et (para 5), les inclusidp&?) > Q(CI(Q)) et Naca(N(T).Q(a)) D N(T).Q(2) sont évidemment
toujours vérifiees.

— Le but est de trouver une famille de parahoriques vérif@mtonditions ci-dessus, qui soit "la plus petite pos-
sible” pour que I'immeuble obtenu soit "le plus gros possibBien s, les compromis sont envisagés, on va
considérer des familles de parahoriques vérifiant lesdlitioms précédentes pour seulement certaines pa&dties
certaines facetteEet certaines chambré C'est déja ce qui arrive darfs [GRO8], ol on construit tmasure”

(ce qui correspond a la facade principale de 'immeublesa@téré ici) pour un groupe de Kac-Moody sur un
corps local dont le corps résiduel conti€htet ou on définit un ensemble des partizsappelées "parties qui
ont un bon fixateur”, sur lesquelles (para 6)et (para 5)serifiges.

La suite de cette partie est destinée a étudier la famill@male de parahoriques, et diverses implications ou
conditions sffisantes pour les conditions (para x). Ce ne sera n 3.8a@uedefinirons notre principal exemple
de famille de parahoriques.

3.2.2 La famille minimale de parahoriques

Dans ce paragraphe, on étudie le premier exemple de fatheilfarahoriques disponible : la famille minimdte
Pour touta € A, P(a) doit contenir, a cause de (para 0.2 et 0.3), le grqupg), G(a) ) = { N(@), {U.(a) | @ € ¢} ).
Mais ce groupe vérifie (para 0.1 et 0.4), d’ou :

P = (P(2))aca = (( N(@), G(@) ))aca

Soita € A, et f la direction de la facade d& Pour toute € ¢U(f), on aU,(a) = U,, et poura € ¢ \ ¢(f),
Ua(a) = {e}. DoncG(a) = G(¢(f).a) = ({Ua(a) | a € ¢(f)} ). Sachant que(a) c P(f) = U(f) = M(f), le groupe
( N(a),G(qu(ﬁ, a)> = < N(a), {U(,(a) |a e ¢m(f$} > qui estinclus danM,g(F), normalisdJ(F) N P(a), et on prouve:

P@) = (U(f) N P(@) = ( N(a), G(¢™(f).a) )

CommeN(a) normalise 2 la foit) () N P(a) etG (¢m(f3, a), on a aussi les décompositions :

P(a) (U(f) N P@) = (N(@) . G(¢"™(f). a))

N(@) . (U(f)nP@) . G(¢™(f).a)

Le groupeN(a).G (¢™(f), a) = M(f)nP(a) estle sous-groupe parahorique au paide I'appartemen, pour la
famille minimale de parahoriques dans le groiybg f3 muni de la donnée radicielle valuéé {( f4), (Ug, %)%wm).

Le groupeU(f) n P(a) est le sous-groupe distingué B¢a) engendré paB(¢“(f)), et plus précisement le plus
petit sous-groupe de(a) contenanG(qb“(ﬁ) et normalisé paG (¢m(f$, a). Il peut étre strictement inclus dabh(fj.

LorsqueQ est une partie dé, par I'unicité dans la décomposition de LéMF) = U(f3 = Mg( f}, on obtient :
P(Q) = (U(f) N P(Q)) = (Mg(f) N P(Q)) .

Lorsquefﬁest sphérique, la théorie de Bruhat-Tits décrit bierfaeiaeursMK(fS N P(a), permettant de prouver la
proposition suivante (qui est la raison d’étre de la caodifparasph)) :

Proposition 3.2.2. Soit f’une facette sphérique, &t c Ag.

1. Q) = (U(f) n PQ)) = (N(Q) . G(¢™(). Q).
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2. Pour tout pe P(Q), il existe une parti€2q C Aetne N(Q) tels que pK<2) = Q et pour toutw € Qo, np fixe

w+f
3. PQ) = N(Q).P(Cla (Q)).
4. Pour toutae A, U(f) N P(a) = U(f). En conséquence, le point 1 devient :

P(Q) = U(f) = (N(Q) . G(¢™(f).Q)) .

5. Nuea N-P(w) = N.P(Q).

6. Pour tout ac A, etd € f* n A, Pa) N P(g) = P(a+ g).

7. Pour toute chambr€ de f*, P(Q) = (P(Q) n U(C)) . (P(Q) n U(=C)) . N(Q), autrement dit, P vérifie
(para dec)f2).

RemarqueDans le point 2np fixe une partie)’ c A telle queQg + f'c  c Qo+ f. Sans aucune propriété

topologique sufy on ne peut savoir £’ = Qg + f

Démonstration:

1. Par [BT7B],M4(f) N P(Q) = N(Q). ( {Ua(Q) | @ € ¢™(f)} ). Le résultat decoule alors de la decomposition de
P(Q) écrite plus haut.

2. CommeN(Q) normaliseU (f) N P(Q), le point precédent entraim¥Q) = N(Q) . (U(f) N P(Q)) . G(¢™(f), Q).
Le groupeG(¢™(), Q) fixe (., fﬂ>A, il reste juste a etudiad (f) N P(Q). Pour touta € Q, la description de
U(ﬁnP(a) comme le plus petit groupe con_tenﬁﬂtp“(ﬁ) et normalisé pa@(qu(ﬁ, a) prouve que tout élément
deU(fS N P(a) fixe un cdne de la forme + fﬁpour unw € Atel quepr{w) = a. D’'ou le résultat.

3. Le groupeP(Q) agit sur 'immeuble de Bruhat-TitE - par automorphisme, et il fix@. Il stabilise donc G (<),
ety agit via un element dd. D'ou P(Q) = N(Q2).P(Cla(€)).

4. Tout élémenti du groupeU(F) fixe un cone de la forme + C avecx € A pour toute chambr€ de f*nA
Lintersection aved\ de la réunion de ces cones contient une partie dont I'srdosA - estA,. Ceci entraine

queu stabiliseA;. Mais I'espace fiine engendré par les+ C fixes paru estA.. Donc au finalu fixe Ap.

5. On calcule :

ﬂ N.P(w) N. ﬂ N(f).P(w)

weQ) weQ)

N. (U N(Y . ({Ua@) 1@ € g™(F)) )

we

= N.U(f). ﬂ N(f) . (M(f) n P(@))

we

= N.U(f) . N(f). (M(f) n P(Q))
= N.P(Q)

La premiére égalité est vraie car pour taut Q, P(w) ¢ P(f). La troisiéme vient de I'unicité de la decomposition
de Lévi deP(f), et la quatrieme est le résultat classique dans les irbrasvoir [BT7R].
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6. Soitg € P(a) n P(g). CommeP(a) = U(f) . (M(f) n P(a)), etU(f) c P(a+ g§) grace au point précédent, on
peut supposey € M(f) n P(a) N P(g). Le résultat est alors classique, vdir [BT72].

7. Le groupeM(f) n P(Q) admet par[[BT72] une telle decomposition, elle s'éait |
M(f) N P(Q) = G(¢(C) N ¢™(f), Q) . G(#(C) N ¢™(), Q) . N(Q)
, ouC” est la chambre opposé€:dansf*. Mais¢(C’) N ¢™(f) = ¢(-C) n ¢™(f), d’oli
M(f) N PQ) c G(#(C), Q) . G(#(-C), Q) . N(Q) c (P(Q) nU(C)) . (P(Q) N U(-C)) . N(Q) .

commeU(f) c P(Q) nU(C) etP(Q) = U(f).(M(f) n P(Q), on arrive au résultat annoncé.

Corollaire 3.2.3. Les résultats de la proposition précédente sont vraisrpoimporte quelle famille Q de paraho-
riques vérifian{para sph.

Dans le cas oD vient d’'un groupe de Kac-Moody déployé, Guy Rousseau avgiraquep vérifie (paradeq.
Pour le cas d'un groupe de Kac-Moody sur@it)), c’est [GROB] 3.4.1.

Proposition 3.2.4. Si D est la donnée radicielle valuée issue d’'un groupe de Kaod¥ déployé G, alors la famille
minimale de parahoriques attachéeavérifie (para dec).

3.2.3 La condition (fonc)

Définition 3.2.5. La donnée radicielle valuée = (G, A, (Ua. ¢a)aey) VErifie la condition (fonc)si pour tout groupe
tel queA C A C R, il existe une donnée radicielle valuée notee= (G2, A, (U2, ¥2)aes) telle que, avec les notations
évidentes :

1. Gc G,
2. Pourtoute € ¢, U, = UA N G.
3. Pour toute € ¢, ¢, = ¢2|u, -

Lorsqu’une donnée radiciell® = (G, A, (U,, ¢4).) VErifie (fonc), et lorsqué est un groupe tel quA c A, on
noteraD*, G*, U2, N4, T4, P2 = (P2(@))aca, --- tous les objets obtenus grace a la donnée radiciglaéeD”.

On notera A I'appartement poutD”, muni de ses murs, facettes et son action dedfini a partir de I'espace
affine A et du point de base o (c’est-a-dire les mémes que pour A).

Proposition 3.2.6. Un groupe de Kac-Moody G déployé sur un corps Id€alérifie toujours la condition (fonc).

DémonstrationLorsqueG est un groupe de Kac-Moody déployé sur un cdfps s’agit en fait de la valeur el
d’'un foncteurs desK-algebres vers les groupes munis d’'une donnée radidiels'steme de racine fixé, et pour toute
K-algebreK’, les sous-groupes radiciels ¢€K’) sont isomorphes &{(, +). Etant donn@\, il suffit donc de choisir
une extensiof? deK ramifiee de sorte que(K*) = A, puis de prendr&? = (K2). Le lemme 8.4.4 de[[R&D2]
prouve ques® est muni d’une donnée radicielle vérifiant le point 2 csslgs, les points 1 et 3 sont clairs. O

RemarquelorsqueG n’est que presque déployé, il s'agit encore d’un fonctiegK-algebres vers les groupes
munis d’'une donnée radicielle, mais le systeme de racmie vet les groupes radiciels ne sont plus isomorphes au
groupe additif du corps. La condition (fonc)devrait cepamtcoouvoir tre prouvée par descente, mais nous n’en au-
rons pas besoin.
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Proposition 3.2.7. SoitD une donnée radicielle vérifiant (fonc), saitel queA c A c R. Alors :

1. T=T2NnG,etN* NG =N.

2. L’a%tion de N surA est la restriction de I'action de N En particulier, pour toute facett€ de A, Gn NA(F) =
N(f).
Pour toutf € F(A), PA(f)nG = P(f), puis U(f) = UAFI NG, M(f) = MA( NG, et N*.PA(f) NG = N.P().
L'immeublel = f(Z)) s'injecte dang’® = f(Z)A), les appartements de ces deux immeubles sont isomorphes.
Pour tout ae Aspr, P(3) = P2(a) N G.

¥ = |y ety = v*|y, a condition bien sOr de choisir le m&me point de base sdampour définiv etv2. En
particulier, pour tout ac A, N(@) = N*(a) N G.

7. LorsqueA = R, tout point de A est un sommet spécial ddfs

o gk~ w

Démonstration:

1. On rappelle que par définitidn= (¢4 No(U.), 0uNg(U,) est le normalisateur déd,. Soitg € G N T4, alors
pour toute € ¢, gU,gt c GN UL = U,. Doncg e T.
EtudionsN2 N G. Le groupeN? est engendré par* et par um(u), pour unu € U2 pour chaquer € ¢. On peut
choisiru € Uy, il vient alorsN® = N.T2. Pour conclureN’° NG = NTANG = N.(TAnG) = N.T = N.

2. Laction deN? surA se fait viaWw? = N2/T2, et celle deN viaW = N/T. MaisN® = NT2 etTAnN =T,
doncWA = N/T = W.

3. Soitf une facette d& etg € P(f) N G. SoitC une chambre dé* N A, on noteradJ* = U(C) etg* = ¢(C). On
rappelle la déecomposition de Bruhat fine :

G=| |urn (U nn?utn).
neN
Soitg = u;nw, 'unique écriture dey selon cette décomposition.
La méme décomposition poE’P(F) donne :

PA(f)= | | u*n (U antut).
neNA(f)

Soitg = un*uj la decomposition correspondantegleSin # n*, les cellulesdJ*.n?. (UA+ N nA‘1UA+nA) c
U ntus* etU*.n. (U nntU*n) c US*nUA* sont disjointes. Dona = n* € N n NA(f) = N(f). Ensuite,
I'unicité de I'écriture dans la cellulg+.n. (UA+ N n*lumn) entraineu; = U € U(C) etu, = us € U(C). Ceci
prouve queg € U*N(HU* c P(f).

Ensuite, I'unicité de I'écriture dans la décompositide Léevi PA(f) = UA(f) = MA(f), et les inclusions
U(f) c UA(f) et M(f) ¢ MA(f) entrainent les deux egalités f) = UA(f) n G, M(f) = MA(f) n G.

Soitenfinge Gn NA.PA(fj. CommeN et N induisent le m&me groupe de transformations/%(m’estjuste
le groupe de Weyl associé au systeme de raeipabexisten € N tel queng e PA(F). Alorsng e PA(F) NG =
P(f).
4. Par construction] = G x A/< ol < est la relation d’équivalenceg,@)<(h,b) & Ine Ntgb =naetgtbne
P(F), ot f est la facette contenaat PourZ et 72, les deux appartements de référence sont les mémes, et le
point précédent permet facilement de vérifier (fuiéinjecte dang™.
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5. Soitf une facette sphériquac A-etp € PA(2)NG. Alors p € UA(f) = MA@ NG = (UA(F)NG)=(M*(a)NG)
grace au point 2 et a l'unicité dans la décomposition éeilde PA(fq). Le groupeM?(a) N G est le fixateur
dansG du pointa de I'immeuble de Bruhat-Tits de la donnée radicieNAaA(fq), (s w€¢m(f3)‘ D’'aprées ]
proposition 9.1.17, il s’agit d&(a). D'autre part, il a déja eté vu qué? () N G = U(f).

6. La relationv = V‘AN est une reformulation de 2. Comme le point de basst le méme dana et A%, les action
v etv? coincident sulN,. Il reste a étudier I'action d&. Rappelons que poure T, v(t) est par définition la

translation de¥ de vecteur, tel quea(V) = ¢, (U) — ¢, (tut™?) pour touta € ¢ etu € U, \ {€}. L'égalité dev(t)
et devA(t) est alors conséquence du troisiéme point de la défindtla condition (fonc).

7. Clair.

RemarqueC’est le dernier point qui justifie I'étude de cette cormhit{fonc). Par exemple, lorsquesst un som-
met spécial dana?, alorsN2.Q*(x) = T2.Q*(x) pour toute famille de parahoriques' pourD?.

Lorsqu’une donnée radicielle valugevérifie (fonc), il sera utile, étant donnée une famillepdeahorique& pour
D de savoir siQ se comporte bien vis-a-vis des extensi@sdonnées par (fonc). Ceci justifie d’introduire encore
une définition :

Définitions 3.2.8. Soit Q une famille de parahoriques pour une donnée radecigluéeD.

— Pour toute partie de A, on dira que vérifie la condition (fonc)®) si D vérifie (fonc)et si pour touk tel que
A C A CR, il existe une famille de parahoriques* pour D telle queYa € Q, Q*(a) N G = Q(a).

— Ondira queq vérifie un ensemble de conditions (paka.x, X) "fonctoriellement” si D vérifie (fonc)et si pour
tout groupeA avecA c A c R, il existe une famille de parahoriques® pour D*, contenanty, et vérifiant
(para x, ..., X«)-

— On dira queq vérifie (fonc)Q2) et un ensemble de conditions (para X, X) "fonctoriellement” si D vérifie
(fonc)et si pour tout groupa avecA c A c R, il existe une famille de parahoriques® pour D*, vérifiant
(para x, ..., X), et telle queva e Q, @*(@) N G = Q(a).

— Les notations (fonc)et (fonc)(sph) désigneront respectent (fonc)(A) et (fonc)ehy.

Nous avons vu par exemple que dées @ueérifie (fonc), alors la famille minimale de parahoriquesaciée vérifie
(fonc)(sph). De plus, toutes les propriétés que nousy@ans &tre verifiees par la famille minimale de parainogi
% le seront en fait fonctoriellement. En particulier :

Proposition 3.2.9. Si D est la donnée radicielle valuée attachée a un groupe de-Moody G, alors la famille
minimale de parahoriqueB vérifie (para dec)fonctoriellement.

3.2.4 Relations entre les conditions (para x)

Nous étudions les relations les plus directes entre Ifgrdites conditions introduites ¢n 3/2.1[et 3.2.3. La
philosophie est la suivante : les conditions (pand, (parasphet les variantes de (paraldsont celles qui seront
utilisees pour construire I'immeuble. Elle entrainentaroment certains cas de (para 5)et (para 6), qui elles sont
équivalentes aux propriétés d’incidences classiqtten@ues d'un immeuble. Mais surtout, elles ont déja ume i
terprétation géomeétrique, et ceci permettra de lesatele d’un groupe de Kac-Moody déployé a un groupe peesqu
déployé.

Les conditions (pardeget (fonc)sont plutdt des intermédiaires techniquesifi&'s par les groupes de Kac-Moody
déployés et qui entrainent les conditions précédefrse s’en préoccupera a priori plus lors de I'étude d'rouge
presque déployé.
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On étudiera les relations un peu moins directes entre aeditcans aprés avoir défini la masuréD, q), car cer-
taines implications sont plus facilement prouvées géacet outil géométrique.

Proposition 3.2.10. SoitQ une famille de parahoriques vérifiant (para dec)( décositian de {a) ) fonctorielle-
ment. Alors pour tout point a et toute facette sph’eridfu@(a) N P( f3 = Q(a) N P(pra)).
En particulier,Q vérifie fonctoriellement (para sph)et (pa2al)(sph).

DémonstrationCommef est sphérique, on a la décomposition de Bruhdt/lg}(af} :

U(f) = Mg(f)

U(f) = (G(¢™(f), @) . N G(g™(), a))
= G(¢™(f),a) . U(F) . Np. G(¢™(f), a)
P(af),). U(f).Ne. P& f),)

P(f)

al

Soitg e Q(a) N P(fq), nous pouvons donc suppospe Q(a) N (U(F) < Ng).

Dans un premier temps, supposons guest un sommet spécial. Alors quitte a multiplier par uené&nt de
N(a + f), on peut supposeg € Q(a) N (U(f) = T). Soitu € U(f),t € T tels queg = u.t. Par ailleurs, soiC
une chambre dé* N A, et soientu* € U(C) N Q(a), u € U(-C) n Q(a) etn € N, tels queg = urun. Alors
g = unntu~n = ut, et par 'unicité moduld du facteur dansl dans la decomposition de Birkfigour les chambres
Cet—n"C, on obtient que.T = T, doncg est dans la double classe T U~. Enfin, par unicité d’écriture dans cette
double classe, on obtieat = u e U(f4) NQ@),n=teTnN(@)etnlun=edolu =e Lélementte N@NT
fixe a, sa facade et son adhérencay etU(ﬁ N Q(a) fixe aet Apen entier. Dong € Q(a) N P(pr«a)).

Lorsquea n'est pas un sommet spécial Aeil I'est dans un certai®® grace a (fonc). Le paragraphe précédent
entraine alors qué(a) N P( f3 c Q(a) N PA(prA@)). MaisG n PA(prf{a)) = P(pr«a)) d’apré?. O

Proposition 3.2.11. Toute familleq de parahoriques vérifiant fonctoriellement (para sphjpetrét2.1)(m) pour toute
cloisonm deA vérifie (para inj).

Démonstration:

Soitae Aetg e N N Q(a). SoitA tel quea est un sommet spécial daas, soientD” = (G*, (U2)), N4, TA... les
groupes donnés par la condition (fonc).

Il existen € N2(a) tel queng € T2 N n.Q(a) ¢ T4 n Q*(a). Pour toute cloisom de A, Q* vérifie (para 2L)(1)
d’oting € T4 N Q*(prx(a)). Commem est sphérique, par (pasphon obtientng € T2 N P2(prx(a)) ce qui vaut
TA N UA(M) = M2(prs(a)) par la propositiof 3.22. IcM2 (prx(a)) est le sous-groupe parahorique au sens de Bruhat-
Tits au pointpr«a) pour la donnée radicielle finieM*(mM), (U2, ¢3)segmm). CommeT4 ¢ MA(m) on obtientng €
T2 N M2(prm(@)) et par [BT7P], ceci est le fixateur dams*(m) de Ay, donc I'ensemble dese T2 induisant une
translation de vectewk € Vectgy(m).

Ceci étant pour chaque cloisande A, et comme l'intersection des murs contenant ces cloisdrsieale carA
est essentiel, on voit queg induit une translation triviale, autrement dig € H* puisg € N*(a) N G. Or ceci vaut

N(a) par[3.2.J. o

Remarque:L’hypothese la plus précise pour ce théoreme est en’&itvérifie fonctoriellement (paraphet
(para 21)(f3 pour f dans une familleF de facettes sphériques detelle que s Vect(f3 = {0}. Mais en général,
nous appliquerons ce résultat a des familles vérifiaata21)(sph), ce qui entraine bien (pard gm) pour toute
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cloisonm.

En assemblant les deux propositions précédentes, ovetrou

Corollaire 3.2.12. Toute famille vérifiant fonctoriellement (para dec)¥ierfonctoriellement (para inj), (para sph)et
(para2.1)(sph).

C’est en particulier le cas, lorsqu® est la donnée radicielle valuée issue d'un groupe de Kaody G déployé,
pour la famille minimale de parahoriqués

3.3 Deéfinition de la masure compéte
3.3.1 Larelation d’équivalence

SoitQ une famille de sous groupes Gevérifiant (para 0.1, 0.2 et 0.3).

Définition 3.3.1. Soit~g la relation sur Gx A définie par :
(9,8) ~q (h,b) & Ine N(T)tgb=naetgthne Q(a)

Proposition 3.3.2. La relation~¢ est une relation d’équivalence si et seulemen serifie (para 0.4), c’est-a-dire si
et seulement &R est une famille de parahoriques.

Démonstration:
Déja,~q est toujours réflexive.

Supposons qu@ vérifie (para 0.4).
Commencons par montrer qug est symétrique. Soieng,(a) et (h, b) tels que ¢, a) ~q (h,b). Soitn € N(T) tel que
b = naetgthne Q(a). Alorsa = n"*beth-gn = n(g~thn)n~1 e nQa)n! = Q(b).
Pour la transitivite, soientg(a), (h,b) et (k, ¢) tels que ¢,a) ~q (h,b) ~q (k,¢). Soitn € N(T) tel queb = naet
g thne Q(a), et soitm € N(T) tel quec = mbeth~*kme Q(b).
Alors ¢ = mnaetg~*kmn= (g~*hn)n~1(hkm)n € Q(a).n"*Q(b)n = Q(a).

Réciproquement, supposorg une relation d’équivalence. Saite N(T) eta € A(T). soitq € Q(na), alors
(1,na) ~q (g~*n, a). D’ol par symétrie,d1n, a) ~q (1, na), donc il existay € N(T) tel quena= naetnqr’ € Q(a).
Alors n~!n' € Fixnr)(a) ¢ Q(a) par (para 0.2). D’oin~'gn € Q(a). Nous avons montré quelQ(nan c Q(a). L'in-
clusion inverse s’obtient en appliquant ce résultat’ O

3.3.2 [Efinition

On fixe un tore maximar, et une famille de parahoriquéssur A(To). On va construire I'objet immobilief (Q)
en se basant sur I'appartemét ), on vérifiera eO gue la construction est indépereddnichoix deT,.

Définition 3.3.3. Soit7q = G x A(Tp)/ ~q. C'est la masure compléte associéé?d, Q). Lorsque le contexte sera
clair, on notera juste ga pour la classe @ a) dansZq. Sinon on la noterdg, a).
On définit une action de G surpar g.[g,a] = [9/g, a].

- . A(To) — Ig
Soitityq : a - [Lalg
I(Q) associé a §. Les images de ce dernier par les élements de G sont lesteppents dd (Q).

. C’est l'injection canonique de (&) dansZq. Son image est 'appartement de
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RemarquelorsqueG est un groupe réductif, € = 2, I est le compactifié polyhédral maximal de 'immeuble
de Bruhat-Tits dé&5, la partieG. A(To) étant 'immeuble (essentiel) de Bruhat-Tits lui méma.articulier,G. A(To)
est un immeubleféine.

Proposition 3.3.4. La fonctionir, g est injective si et seulement@ivérifie (para inj).

Dans ce cas, on identifi&(To) a1, o(A(To)).

Démonstration:
SiQ vérifie (paranj), soienta, b € A(Ty) tels que (1a) ~q (1, b). Alors il existen € N(Tp) tel queb = naetn € Q(a).
Doncn e Q(a) N N(Top) = Fixn(r,y)(a), donca = b.

Réciprogquement, supposonsinjective. Linclusion Fixyr,(a) c Q(a) N N(To) est vraie par (para 0.2). Pour
I'autre inclusion, soitg € Q(a) N N(Tp). Alors ga € A(To) et (1, a) ~o (1,ga) d’ou par injectivité dag, a = gaet
g € Fix(a). O

On suppose désormais gQevérifie (paranj).
Proposition 3.3.5. Le stabilisateur de i) dans G est ).

DémonstrationL'inclusion N(To) c Staks(A(To)) est vraie par la définition deg. Réciproquement, saite G tel
queg.A(To) = A(To). Soit fe F(A(To)), soita e A¢. Alors g.a € A(T) et par la définition de-q, il existen € N(To)

tel queg.a = n.a. Doncg € n.P(a) c N(To).P(f). Ceci étant valable pour toute faceffee F(A(To)), on obtient
9 € Mgy N(To)-P( f) = N(To).P(A(To)) = N(To).To = N(To). |

Les deux propositions précédentes permettent de di&fisfructure des appartementsde) :

Définition 3.3.6. La structure d’appartement sur(#A) (c'est-a-dire les facades, les murs, les facettes, efriectire
affine sur chaque facade) est celle qui fait@lgg un isomorphisme d’appartements. On mun(T#) de I'action de
N(To) qui fait decr, @ un isomorphisme {)-équivariant.

Pour tout autre appartement&(To), la structure d’appartement sur8(To) est celle qui fait de|g, un isomorphisme
d’appartements. On munit4(To) de I'action de NgTog™?) = gN(To)g™* définie par n(g.a) = g.((g"*ng).a) pour

n e N(gTog™?) et ae A(Ty). Ces deux définitions sont indépendantes du choix de gé&kada proposition précédente.
L'appartement gA(To) sera noté AgTog™2).

Voici quelques propriétés immédiates Ale

Proposition 3.3.7.

1. Le fixateur d’un point x A(To) est @X). Plus généralement, pour un appartement B.A(To) = A(gTog™),
le fixateur d’un point x B est gQg—'x)g~*

2. Soit T untore maximal,a A(T), g € G. Siga e A(T), alors il existe ne N(T) tel que ga = n.a.
3. Pour tout xe 7, le groupeFixg(X) est transitif sur les appartements contenant x.

Démonstration:

1. Si @, X) ~q X, alors il existen € N(T) tel quenx = x etg~tn € Q(x). Alors n € Fixn(r,)(X) € Q(X) par (para
0.2), et dong € Q(X). La réciproque est claire, le cas général aussi.

2. DansA(Ty), c'est la définition de-q. Le cas plus général s’y raméne tdd(To)h™ = N(hToh™?).

3. SoientA etg.A deux appartements contenan©n peut supposek = A(To). Alorsg*x € A(To), et par le point
précédent, il exista € N(To) tel queg=x = nx. Alors gn € Fixg(X), etg.A(To) = gnA(To).
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On prolonge naturellement la définition des sous-groupestriques, de maniere cohérente avec les notations
Q(x), Q(Q) déja introduites :

Définition 3.3.8. Pour tout xe 7, on note x) = Fixg(X). Pour toute partie de 7, on note QQ) = Fixg(Q).

Remarques:
— L'action ainsi définie d&(T) surA(T) coincide avec I'action induite par celle @Gesur 7.

— On a ainsi définA(T), pour tout tore maximall de G, comme un appartement inclus daf(®). Mais cet ap-
partement est isomorphe a I'appartem&(it) défini dans la partie précédente, gjar,) © t1,.q pour toutg € G
tel queT = gTog ™.

— SiAest un appartement, aic AetV € A, alors le poinia+a V € A est bien défini par la formula +a V =
9(974(a) +a,) 971(V)), ouig € G est tel queg.A(To) = A. Mais ceci dépend a priori de I'apparteméntontenant
aet tel quev € A considéré. On ne peut donc pas noter ce paiat/. En terme de condition sur la familte,
le pointa + V est bien défini SN.Q(g"*a) N N.P(g™*V) c N.(Q({g*a, g*(a + V)}) N P(g~1V)) (ou I'addition est
faite dansA(Tp)). Ceci est une conséquence de (paga)? voir la sectioz.

— Il en va de méme pour les projections ase A et fe F(A), on peut notempr, (@) la projection dea sur la
facadeA; dans I'appartemenh. Le projetépr (a) est bien défini sN.Q(a) N N.P(F) c N.Q({a, pr{a)}), en
particulier siq vérifie (para 22)(f). Voir B-6.1.

— Pour I'enclos enfin, 9i2 est une partie d’'un appartemehton notera G{(Q) I'enclos deQ dansA. Ceci sera
indépendant d& si @ vérifie (para 5)Q) et (para 6)Q).

Enfin, on montre une caractérisation géométrique des-goaupes radiciels valués, k.

Proposition 3.3.9. Soit T un tore maximaly € ¢(T), u € U,. Alors I'ensemble des points fixes de u daii§)lest
précisémen®D(«, ¢, (U)).

Démonstration:
Notonsk = ¢, (u). Par (para 0.3) et comme pour taut A, Q(a) = Fix(a), U,k fixe D(a, k).
Supposons que fixe un pointx € D(-a, —k) \ M(e, k). Soientu’,u” € U_, tels quen(u) = u'uu”. D’aprés4,
0_o(U) = p_o(U’) = —k doncu’ etu” fixentx. Ainsi n(u) € Q(x). Or n(u) induit la réflexion selon le mu¥(a, k) qui
ne contient pag. Doncn(u) € (Q(X) N N) \ N(x), ceci contredit (paranj). O

Deéfinition 3.3.10. Soit T un tore maximady € ¢(T), Q une partie de £T). On note Y,(Q) = {u e U, | Q c D(a, ¢, (U))}.
SiQ est un filtre dans @), on pose Y(Q) = Ugreco Ua ().
Siy est une partie de(T) et Q un ensemble ou un filtre dang®, on pose G, Q) = ({U,(Q) | @ € ¢} ).
Enfin, la notation GQ) désignera Gp(T), Q).

Par exemplel,(A(T)) = {e} etU,(0) = U,.
On pense au grouge(Q).G(Q2) comme au plus grand groupe qui fixe de maniere évidenisutre exemple : le
groupeG(qS”(F), Q) est le plus grand groupe inclus de maniére évidente Uzﬁﬁ)sn Q(Q).

Corollaire 3.3.11. Poura € ¢(T) et xe A(T), Uy(X) = {u e U, | u fixe 4.
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Corollaire 3.3.12. Soita € ¢(T), x€ A(T), et ge G. Alors gU,(X)g ™ = Ug,(g.).

Proposition 3.3.13. Soient Q et R deux familles de parahoriques telles que paircta A(To), Q(a) c Q'(a). Alors
il existe une projection naturelle G équivariante 7(Q) » 7 (R), [0, alo +— [0. alr. En particulier, 'immeublel (P)
correspondant a la famille minimale de parahoriques sggite sur tous les autres immeubles de G.

DémonstrationSi (g, a) ~o (h, b), alors il existen € N tel queb = naetgthne Q(a). CommeQ(a) c R(a), ceci
entraine §, a) ~r (h, b). Donc¢ est bien définie. Le reste est évident. O

3.3.3 Facades d'immeuble

Rappelons que, par définition, les facades d'apparteswizmis/ sont toutes les parties de la formgA, (), avec
geGetfeF(A).

Lemme 3.3.14.Soienti = (hAg), ¢ ete = (gAo)ge deux facades d’appartementsi$ie # 0, alors hf = gé.

Preuve du lemmeOn peut supposér = e. Soita € Ay N (9Ao)ge. Alors gla e Ag donc il existen € N tel que
gne Q(a). En particuliergn € P(f) doncg 1 = nf, et d’autre pargta = nad’otin.f = & Aufinal,g"1f =8 O

En conséquence de ceci, la direction d’'une fagade d'#mpa@nt dand est bien définie :

Définition 3.3.15. Soitf = g.(A,¢) une facade d’appartement, alors la facette vectoriellﬁegst appelée la direction
def.

La réunion de toutes les facades d’appartement dirigisgune facette vectoriell€ est appelée la facade de
de directionf. On la note7 ;.

Proposition 3.3.16. Les facades d& forment une partition de. De plus, I’applicationfﬁn—> I ¢ est une bijection
G-équivariante entre les facettes detles facades d&. En conséquence, le stabilisateur dans G de la faggdest

P(f).

Démonstrationie lemme prouve que deux facades sont disjointes ou édadeplus,Aq est la réunion de ses
facades, dong = G.A est la réunion de ses fagades d’appartement, et donc decsetes d'immeuble.

L'application f I ¢ est clairement surjective &-équivariante. S¥ ¢ = 14, soitf une fagade d’appartement de
directionf eta € f. Par hypothése, il existede directiong contenant. Le lemme entraine alorE= a. O

Proposition 3.3.17. Si f est une facette sphérique de et si Q vérifie (parainj), la facadé ;- est 'immeuble de
Bruhat-Tits du groupe |)g|(f3, pour tout appartemeni contenant’

Pour une facette‘ﬁgén'erale, la facade ferm’eff» = Ugef”* I4 est la masure complete pour la donnée radicielle
valu’ee(M(F), (Ug, <pw)w€¢m(f3) avec la famille de parahorique Q restreinteﬁ_éi\».

RemarqueLe groupeP(f) = U(f) = M(f), et pas seulememd(f), agit surZ . Dans le cas od est spherique, le
facteurU(F) agit trivialement, d’apré.2. Dans le cas généjaﬁ) agit trivialement sui au moins siQ vérifie
(para 21*)(6) pour toute chambr€.
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3.4 Décomposition d'lwasawa

On prouve ici la décomposition d’lwasawa= P(@) . N(T) . G(F), valable pour toute chambédeK(T) et pour
toute facettd= c A. Rappelons que selon nos notations, le gra@ff€) est défini paG(F) = ( {U,(F) | @ € ¢(T)}),
avecU,(F) = {u,(K) | ke K etF c D(a, w(K))}. Pour toute famille de parahoriqd® on aG(F) c Q(F), donc la
décomposition d'lwasawa implique = P(f§ . N(T) . Q(F), pour toute facettéﬁdeA’(T) etF deA(T).

3.4.1 La decomposition

Lemme 3.4.1. SoitC une chambre d&(T), soita € ¢(T) qui s’annule sur une cloisom deC. Autrement ditg est
une racine simple de(C). Alors :
U(G) = U(m) = U,

RemarquePour une chambr€, U(@) = G(qﬁ((f)).

Preuve du lemme:
Le groupeU, fixe la cloisonm donc normaliseJ (m). Soitu € U, n U(m), alorsu fixe les deux chambres dequi
bordentm, etu € U,, ceci entrainel = e. Ainsi le groupe engendré pak, et U(m) est bien un produit semi-direct.
Il est inclus dandJ (C) car U, tout commeU (m) le sont U(mM) = U(C) N U(rs.C) si rm est la réflexion dand par
rapport am.). Enfin, pour toute racing € ¢((f), on a soiP = a, soitp € ¢!(1M), et dans les deux ca; c U(mM) < U,.
D’ou le résultat. m]

Proposition 3.4.2. (Décomposition d'lwasawa) Sdit une chambre d&(T) et F une facette de(&). Alors :
G =U(C) . N(T).G(F).

Démonstration:
La preuve est classique. Il it de prouver que I'ensemble := U(C) . N(T) . G(F) est stable par multiplication a
gauche par n'importe quel élement@eOr G est engendré pat, par lesU, aveca € ¢(C) et par ledJs avecs une

racine simple des(—C). D&ja, Z est clairement stable par multiplication & gauchepat lesU,. Soit doncgs = —a
une racine simple dg¢(—C), montrons qué est stable par multiplication & gauche phy.

Par le lemme précédert(C) = U(m) = U,, avecm la cloison deC qui est incluse dans le noyau gele groupe
U(m) est normalisé pddg, etUs.Z c U(mM).Ug.U,.N(T).G(F). Lensemblela, 8} = {a, —a} est un systeme de racine
fini, donc par[BT7R]Us.U, C (Uﬁ,Uw,T > =U,.T{er U, = U,. TUUU_,Tr, c UU_,N, olr, = n(u) est la
réflexion générée par un élément quelcongdeU,,.

Ainsi, Ug.Z cU(M) . U, . U_, . N(T) . G(F) = UC) . U, . N(T) . G(F).

Etudions maintenant le produit,.N(T).G(F). Pour toutn € N(T), U_,.n = nn*U_,n = nU_, 1. En utilisant la
décomposition d’'lwasawa du group® _-1.,, Up-1,4, T ), il vientU_p1, € Up-1,.N(T).G(F). D'ou U_,.N(T).G(F) c
U,.N(T).G(F).

On a alors obtenuUg.Z c U(mM).U, . N(T) . G(F) U(C) . N(T) . G(F). O

Corollaire 3.4.3. Pour toutes facettef c K(T) et F c A(T), pour toute familleQ de parahoriques sur @), on a
G = P(f).N(T).Q(F)

Corollaire 3.4.4. Pour toutes facetteEde 7 et F de’(Q), il existe un appartement A tel quedA et fcA.
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Démonstration:On peut suppose? c A(T). Soitg € G tel queF c g.A(T). Par le corollaire précederd,
P(f)N(T)Q(g1F). Soitg = pngune écriture dg correspondante. Along.A(T) = gq-tn~1.A(T) contientF et p.A(T)
contientf. O

3.4.2 Unicite

LorsqueQ vérifie (para dec) pour une faceffe on prouve un résultat d’unicité pour le facteur dahgour toute
décomposition d'lwasawa faisant interveRir

Proposition 3.4.5. SoientC une chambre d& et F une facette de A,’Rc A un élément du filtre F. Soit gGet
n,n € N tels que ¢ U(C).n.G(F) n U(C).n".G(F").

Pour tout a € F’, si Q vérifie (paradec)(a), alorsAn’ € N(a). Autrement dit, le facteur dans N dans la
décomposition de Lévi est unique modul@N

En particulier, si Q vérifie (para dec)(a) pour toutaF’, alors mn’ € N(F).

Démonstration:
Soita € F’ tel queQ vérifie (paraded(a). Onan’ € U(C).n.Q(F’), d’otinin’ ¢ U(n"1C) . Q(F’) c U(n"1C) . Q(a) =
UnC) . (U(-n"C)NQ(a)) . N(a) par (paraded(a). Donc il existen, € N(a) tel quen=*n’'n, € U(n~*C) . U(-n"1C).
Par unicité du facteur o dans la decomposition de Birkfivectorielle, on obtientn'n, = e. O

Corollaire 3.4.6. SoitQ une famille de parahoriques vérifiant (para dec)fonctieiment. Alors pour tout tel que
A <A <R, pourtout ac A, GN N2.Q%(a) = N.(G n Q*(a)).
Et donc siQ vérifie en outre (fonc)(a), alors G N*.Q*(a) = N.Q(a).

DémonstrationSoitg = u.n.p une écriture dg dans la decomposition d’lwasavg= U(C) . N . Q(a), pourC
une chambre quelconque &CommeP(a) c PA(@), N c N4, etU((f) C UA((f), c’est aussi une écriture dedans
G2 = UAC) . NA . Q a).

Par ailleurs, soig = n®.g® une écriture venant de I'hypothégee N2.Q*(a). Par la proposition précédente,
n.N2(a) = n®.N*(a). Doncg € n.Q*(a), puisg € n.(Q*(a) N G), ce qui vaun.Q(a) si (fonc)@) est vrai. i

Remarquele méme raisonnement permettra la méme conclusion lansdudiera un groupe presque déployé
par descente galoisienne.

3.5 Deécomposition de BruhatBirkho ff

Proposition 3.5.1. Soient k et F, deux facettes d’un appartemenfTA. On suppose qu’au moins une des deux est
sphérique. Alors G=: G(F1)N(T)G(F2).

RemarqueEn fait, I'hypothése minimale sur les facettéset F, pour que la décomposition soit vraie, et prouvée
par la preuve a suivre est : § et f, sont les directions des facades Beet F», alors pour toutv € W(A(T)),
#™(f; Uwf) est fini.

Démonstration:

Soientf; et f; les directions des facades He et F,. On fixeg € G. Pour cette preuve, I'appartement par défaut est
A(T), c’est-a-dire qu’on noterdl pourN(T), M(f) pour Ma(f)... .

Par la décomposition d’lwasawa @e g € P(f1) . N . G(F2) = U(f1).M(f1) . N . G(F,). CommeU(f;) c G(F1),
on peut supposer qu'il existee N tel queg € M(fZ) .n.
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On utilise alors la décomposition d’'lwasawa damsz), avec la facettefineF; et la facette vectoriellerﬁ(nﬁ).
Le sous;groupeﬂunipotgnt clé(fZ) coirespondzint ';’1 cettti facette vecitorielle estle groggemjré par le§, avec
a € pM(f1) N@p(nty) = ¢(L2), en notant) = conv(f; — f1 + nfz). DoNncM(f1) = Unin(F1) . N(f1) . U(m). Notons que
est équilibrée, car les deux facetm%(fZ) et prff»l(fZ) sont sphériques, incluses dadset de signes opposés. Donc

Uy € M) < U(Q) € M(G) x U(nf). Ainsi,

g€ G(F1) . N(f1) . M(@) . U(nf2).n = G(Fy) . N(f1) . M(Q) . n.U(f)
On peut donc supposer qu'il existe € N(fZ) tel que :
ge nl.M(ﬁ).n

Les facettesiF, et anl se projettent suA;. Et par la décomposition de Bruhat dans le groupe muni d'une
donnée radicielle valuée finM(3), on aM(@) = G(¢™(3), prg(n;*F1)) . N(S) . G(8™(@), prg(nF2)). Enfin, sachant
que pour toute partie deAq, G(¢™(&), F) ¢ G({ F, Vect(@) >A), on arrive a

M(Q) c G(n;*F1) . N(Q) . G(nFy)

, puis :
g € mG(n;*F1) . N(Q) . G(NF2)n = G(F1) . mN(@)n . G(F2) c G(F1) . N . G(F2)

Corollaire 3.5.2. Pour toute famille Q de parahoriques, pour toutes facettestf, d'un appartement ), si 'une
des deux est sphérique, alors :

G =Q(F1) . N(T) . Q(F2)
Corollaire 3.5.3. Pour toute famille Q de parahoriques, pour toutes facetteeti, de 7(Q), si I'une des deux est
sphérique, alors il existe un appartement contenanti».

Démonstration:Soit A(T) un appartement contenalft, soitg € G tel queF,; c g.A(T). Par la décomposition
de BruhatBirkhoff, G = Q(F1) . N(T) . Q(g~*F,). Soitg = gincp I'écriture correspondante dg Alors F; U F,
ql.A(T). (]

3.6 Lien entre les facades
3.6.1 Congquence de (para.2)

La premiere conséquence de (paﬁ)@?) est que la projectiopr «(a) est bien définie dans, independemment de
I'appartement contenaatet f’ considere :

Proposition 3.6.1. SiQ vérifie (para2.2)(f$, alors la projection pg est bien définie sur la reunion de¢B  tels que
fugc A(T) etg c Vecty(f). Pour tout pe P(f), on a ppra) = pr{p.a).

Démonstration: .
Soit a dans une facad&(T)gq telle quef U g c A(T) etg c Vectﬁ(fq). Soit Tp un tore maximal de référence, soit
g € Gtel queg.A(T) = A(Tp). Alors g. f et 0.9 sont deux facettes d&(T) telles queg.g c Vectmo)(g. fj donc la
projectionprgf{ga) est bien définie dar&(To). On veut posepr «(a) = g‘l(prgf{ga)), il s’agit de vérifier que ceci est
indépendant de& et deg.
Soient doncl” et g d’autres choix possibles. Alogg™ envoiega etgfﬁsur un autre point dé(Ty) et une autre
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facette deA(To). Doncg'g™ € N(To)Q(ga) N N(To)P(gf). Ceci vautN(To)Q({ga, pry(9a)}) par (para 2)(f). Soit
n e N(To) tel queg'g* € n.Q({ga. prgf{ga)}). Alors g’g*l(prgf{ga)) = n(prgf{ga)) = prngf{nga) = prg,f*(g'a). Ceci
prouve queg(pry{9a) = (9)*(pry 9'a)). .

On peut alors dans une certaine mesure caractériser uh gmih par ses projetés dans diverses facades. Par
exemple, on prouve le :

Lemme 3.6.2. Soit f une facette d&, et Q une famille de parahoriques vérifiant (pa&a)(m) pour toute cloisom
de f* n A. Alors pour tout ue U(fj, pour tout a€ A, soit ua = a, soitua ¢ A.

Preuve du lemmeSoita € A, supposons.a € A. Soitm une cloison def* N A, alorsu € P(M), doncu.pry(a) =
prm(u.a) € Aq. Ainsi u envoie le pointpry(a) sur un autre point de I'appartemefy. Sachant que fixe par ailleurs
un cdne ouvert déy, (c’est-a-dire une demi-droite, puisque dig{ = 1), et quel, est un immeubleféine (en fait
un arbre), ceci entraine quepr(a) = prm(a), d’ot prp(u.a) = prp(a).

Donca et u.a sont deux points dé dont les projetés sur tous lés,, pourm une cloison def* coincident. Ceci
entraine qua u(a5 est dans l'intersection de cas Mais celle-ci est triviale. O

Proposition 3.6.3. On suppose que Q vérifie (pa2a2)(M) pour toute cloisom. Soity = {ax, ..., ar} < ¢*(C) un
ensemble réduit de racines, rangées dans un ordre gragnio{Ceci signifie que pour tout ker(a;) contient une
cloison incluse dans l'intérieur d@);.; D(a;)).

Soitu= uz...uc avec y € U,,. Alors :

Fixa(u) = (") Fix(u) = ] Dles. ¢ (W)

Démonstration:
La seconde égalité vient fle 3]3.9. Pour la premiereslLision ™>” est claire.

Soita € Fixa(u). Par hypothese, il existe une cloison, incluse dans ket;) et dans l'intérieur de ., D(a;).
Ainsi, u € P(my), et pour toutj > 1, u; fixe Ay, . Doncu agit surAy, commeu;. Par la propositio.netul fixent
le pointpry, (a). Ceci entrainel; € Uy, (prm, (a)) = Uq, ().

Maintenant I’élémenuzlu = Up...Ux fixe a et est le produit d& — 1 €léments de groupes radiciels dans un ordre
grignotant, par récurrence on obtient que pour tauff 2, K], u; € Uy, ().

D’oli u € U,,(a)...U,,(a) eta e MK, Fix(u). o

La proposition suivante donne dans certains cas une détigm de Lévi pouQ(Q) :

Proposition 3.6.4. Soit f une facette sphérique d& soit Q une famille de parahoriques vérifiant (paa)(fj et
(para2.2)(m) pour chaque cloisom def* N A. SoitQ une partie de A telle que €) = f . Alors :

QQ) = (U(f)n Q@)= (NQ).G(s"(f).Q))
(U(f) N Q@)= Q({ . f”)A) .

Démonstration:
N

Il est clair que(U(f) N Q(Q)) = (N(Q).G (¢™(f), ) « (U(F) N Q@)= Q(( . f )A) c Q).

Soitg € Q(Q). NotonsQ = pr{Q), d'apres (para2)(f), g € Q(Q,). D'aprés[3.2R, point 4, on a méme
g € U(f<(N(Qp).G(0™(), 7). MaisG(s™(f), Q) = G(¢™(f), @), on peut donc supposgre (U().N(Q))NQ(Q).
Maintenant, le lemmE 3.§.2 entraiges (U(f) N Q(Q)) . N(€). O
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Cette proposition permet, pour prouver qQevérifie (para ﬂ*)(fq), de se ramener a I'étude dﬁ(f3 N Q(a),
comme l'indique le corollaire suivant :

Corollaire 3.6.5. Soit Q une famille de parahoriques verifiant les hypotkefgela proposition. Si a est un pointd'une
facade A avecg c f. alors :

Q(a) N P()

(U(f) N Q@) = (N(a+ ).G(¢™(f). a))
(U nQ@)=Q((af),) -

DémonstrationAyant remarqué qué(a) N P(ﬁ = Q({a, pr{a)}), on applique la proposition@ = {a, pr{a)}.o

3.6.2 Congquences de (par2.2*)

Proposition 3.6.6. Soit f une facette dé. Si Q vérifie (paréZ.Z*)(F), alors pour toutv € fetac A, pour tout
appartement B contenant a €ton a a+a V = a+g V. Autrement dit, 'opération & V est bien définie, et indépendante
de I'appartement contenant a étconsidéré.

- _ 4 -
De plus, tout appartement contenant afetontient alorsa + f , et cet ensemble est indépendantde A. On pourra
donc le noter justa + f.

Démonstration: A
Soitg € G tel queg.B = A. Alorsg € N.Q(a) N N.P(F) = N.Q(a+ fﬁ) (adhérence dam). On peut supposer

ge Q(a+ f ), en particulierg fixe a+4 v, doncg=(a+a V) = a+4 V. Mais par définition de la structurdfime sur les
appartementg *(@a+aV) = g71(@) +g1a g H(V) =a+g V. D'olla+aV=a+g V.

A A

Ensduite, le fait queB = g™'A, avecg™ € Q(a+ f ) entraine quea+ f < An B. Or de maniére générale,
*)A jilA . . . *)B A)A

glta+f =gla+g?lf ,onobtientdonciciqua+f =a+f . m]

La condition (para 2")permet surtout de prouver que la condition d'isomorphserdre appartements (para 5)est
vérifiee sur certaines parties 8e

Proposition 3.6.7. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (p&a&*)et (para sph). Soif2 une partie de A
contenant au moins un point sphérique et incluse dan®#dans A, ou contenant au moins un point sphérique
positif et un point sphérique négatif.

Alors :

[INQ) = NQE)

we

Démonstration:

Soitg € Nyeq N.-Q(w). En particulierg € N¢.g N.P(f3 = N.P(ﬁ) = N.P(Cl(ﬁ)) par la propositio.l, on peut
donc supposeg € P(CI()), d'otig € N,cq N(f,,).Q(w).

Soit f une facette maximale de @]{, elle est donc sphérique. Par (para+2(f3 et (parasph, on obtientg €
Nuwea N.P(pr«w)), et sachant qug € P(f3 ceci devientg € Nyeo N(f_ﬁ.P(prfe(w)). Alors par, on arrive a
ge N(fj.P(prf(Q)). On peut supposey € P(pr«Q)), sans perdre I'hypothespe P(Cl(ﬁ)) car N(f3 = N(Cl(ﬁ)).
On peut méme supposer, toujours gra.2.2 gu'ilexise partieg deAtelle quepr Qo) = prAQ) et queg

fixe Qg et tous lesvg + fﬁpoura)o € Qo.
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Soitw € Q, etwy € Qo tel quepr{w) = pr{wo). Alors g € N(f,).Q(w) N P(f), donc par (para.2*), g €

N(f.,).Q(w + f). Mais par ailleursg fixe wo + f qui contient un sci€ dew + . Soitg = n.q une écriture dg venant
deg € N(fw) Qw + f3 alorsq et g fixent C, doncn aussi. Commen agit de maniérefiine SurAg ceci entraine

ne Q(w + f), en particulierg € Q(w).
On a donc prouve quge Q(Q). O

Corollaire 3.6.8. Si Q vérifie (para2.2*)et (para sph), si A et B sont deux appartementg (@) dont I'intersection
contient un point sphérique, alors il existesds tel que gA = B et g induit de A sur B un isomorphisme fixant 4.

Autrement dit, si2 est une partie d’appartement contenant au moins un poirgésgphe, alors QQ) est transitif
sur les appartements contenait

3.6.3 Implications entre ces conditions

Il n'est pas la peine d'insister sur le fait que (parzﬂ(ﬁ implique (para 21)(5 et que (para2+)(f3 im-
plique (para 2)(5, pour toute facettd. Par contre, nous prendrons quelques instants pour étedieelations entre
(para 21)et (para 2)d’une part, et (para.2")et (para 2*)d’autre part.

Proposition 3.6.9.

1. Soit Q une famille de parahoriques, séiune facette sphérique telle que Q vérifie (para dec), dph)et
(para2.1)(f3 fonctoriellement. Alors Q vérifie (par&Z)(fj (fonctoriellement).

2. Soitf une facette telle que Q vérifie (pazaZ)(ﬁ. On suppose de plus que Q vérifie (para inj). Alors Q veérifi
(para2.1)(f$.

Remarquekes conditions du deuxieme point sont plutdt plus failgjes celles du premier point, et sa preuve plus
simple, on peut donc considérer (pard)2omme une versiorffaiblie de (para 2).

Démonstration:

1. Soitg € N.Q(a) N N.P( f4), on peut supposere Q(a) N N.P( f4). Grace a (fonc), soit tel quea est spécial dans
A2, puis soitn € N*(a) tel queng e PA(F) CommeQ vérifie fonctoriellement (para]Z)(fq) puis (parasph),
onange Q(a) n PA(f) = Q({a prd@)}) c PA(or {a)) D'otl g € N*.PA(pr«a)) N G. Le pointpr(a) étant
spherlque la famill® vérifie (fonc)(rA(a)) (par(3.2.F) et (pardeq(prAa)) (grace § 3.2] 3-2) Par le corollaire
B-4.6, puis la propositiof 3:2.2, on obtiepte Q(a) N N.P(pr{a)) = Q@) N N.U(f).G(¢™(f), a). Comme
G(¢m(f$, a) € Q(fa, pr(a)}), on peut supposer e Q(a) N NU(f).

Soit C une chambre dont I'adhérence contieﬁnlSoitg = nuune écriture deg correspondant 8¢ N. U(ﬁ

etg = n'u“u une écriture correspondantgac Q(a) = N(a) U= C) N Q(a)). (U(C) N Q(a)) (obtenue par
(paradeqd(a)). Alors n~n’ = u(u€)~X(u=)~1. Etu(ue)~* € U(C). Donc par l'unicité dans la decomposition de
Birkhoft deG, on obtientu = u¢ € U(f} N Q(a) c Q(fa, pr(a)}). Doncg = nue N.Q({a, pr{a)}).

2. Soitg e Q(a) n P(fq). D’apres (para 2)(6, on a alorgy € N.Q({a, pra)}). Soitg = nql'écriture correspon-
dante, on @ = g.a= n.a, d’otin € Q@) NN = N(a) grace a (parinj). De mémef = q.f = n.f d’otin € N(f).
Mais commeN agit de maniérefiine surA, n € N(a) N N(f) = N(a + f) c Q((a, pr{(a)).

Corollaire 3.6.10. Toute famille de parahorique3vérifiant fonctoriellement (para dec)vérifie fonctokeghent (para sph),
(parainj), (para2.1)(sph) et (pare2.2)(sph).
C’est en particulier le cas pour la famille minimale de pacaitgues dans un groupe de Kac-Moody déployé.
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DémonstrationC’est une conséquence du corolldire 32.12 et de la priposi-dessus. o

Passons a (paral?)et (para 2*) :

Proposition 3.6.11.

1. Soitf une facette sphérique telle gaevérifie (fonc), (para dec), et (par&l*)(F) fonctoriellement. Alor®
vérifie (para2.2+)(f3 (fonctoriellement).

2. Soitf une facette telle qu& vérifie (para2.2*)(f). On suppose de plus qakverifie (para inj). AlorsQ vérifie
(para2.1+)(f3.

Démonstration: .

Soita € A, avecf, c f, soitg € N.Q(a) N N.P(F). On peut supposey € Q(a) N N.P(fj, et il existeA, n € N4(a)
tels queng € Q*(a) N PA(f) = Q*(a+ f) par (para 2L*)(f). Doncg € N4(a).Q*(a+ f) N G.

Soient (2, ) € NA x Q*(a+ f) tels queg = nt.g®, et soitg = unqune écriture dey correspondant a la
décomposition d'lwasaw@ = U(@).N.Q(F) pour(f une chambre guelconquefeta facette contenargtern ,(a + f}.
Par unicité dans la decomposition d’'lwasawaGfe(proposition[3.4]5), on obtiemtn* € NA(F). Mais NA(F) =

NA(a+ f) c Q*(a+ f). Ainsi, g e n.Q*(a+ f)NG = n.(Q(a+ f)NG). Mais Q* vérifie (fonc), dond*(a + NG =
Qa+ f).

Le second point se prouve facilement, exatement comme sonlbgue dans la proposition précédente. O

3.7 Deécomposition de Lévi

Nous avons VL@A) une décomposition de Lévi pour lepe®(Q2) Iorsqu@z estdans 'adhérence d’'une facette
f. Cette décomposition repose sur la décomposition deveetorielle deP( ﬁ. Ily aun autre cas ou on dispose d’'une
decomposition de Lévi vectorielle, c’est pour un grougdalformeP(3) avecG une partie equilibrée (c'est-a-dire
une union finie de facettes sphériques dont au moins unesiive et une négative). Ceci fournit naturellement une
décomposition des group€XQ) correspondants.

Proposition 3.7.1. SoitQ une partie de A contenant au moins un point sphérique pesitin point sphérique négatif.
On suppose que Q est une famille de parahoriques vérifiana@1)(sph) et (para.2)(sph). Alors :

Q(Q) = U(Q) < (M(S) N Q(®))
avec :

U(©) = G(¢(4), )
M(S) N Q@) = N(Q).G("(S). Q).

Démon§trati9n: R . R R

Soientf* et f~ des facettes maximales de ﬁ)(m At et Cl@)n A-. Alors Vect(f*) = Vect(f™) = Vect(CI(2)),
donc M(fi) = M(fi) = M(Cl(ﬁ)) = M(ﬁ). De plus,fﬁ+ U f-~ est une partie équilibrée, donc son fixateur admet la
décomposition de Leww(f* U f~) = U(f* U ) = M(Q).

Soitg € Q(Q). En particulier,g € P(Q) = P(CI(S)) c P(f* U f), doncg € Q(Q) N (U(f* U f~) = M(S).
CommeQ vérifie (para 21)(sph), on a de plug € P(prg (Q)). Mais U(fﬂ+ v fi) fixe toute la facadeé\,, donc
g e U(f* U f).(M(©) N P(pre ().

CommeM(@3) = M(f*), la propositior] 3.2]2 entraine qi&(3) N P(pr . () = N(pr (2)).G(#™(@)), pr (Q)) =
N(pre. (Q)).G(¢™()), Q). On peut donc supposgr= un € Q(Q) N U(f* u fi).N(prﬁ(Q)). Maintenant, le lemme
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entraine que etn fixentQ, doncg € (Q(Q) N U(f* U f7)).N(Q).

A présent, le seul point qui n’est pas encore clair est larj@sn deQ(Q)NU (fﬁ v fi). Commef™* U f~ sont deux
facettes sphériques de signes oppposés, on saft pa[R&01 quel(f* U ) = G(¢*(f* U 7)) = TT,cpurory Y

pour un ordre qu’on peut choisir grignotant w(f*’f U fi) (carg(T) est réduit). Alors la propositi.3 permet de
montrer que :

QY NU(Fuf)= [] U@

aepi(fruf™)
Mais sia ¢ ¢”(ﬁ), alorsU,(Q) = {e}. D’ou finalement :

Q) NU(f*uf) = [] Uu@).

acgu(B)

Corollaire 3.7.2. Dans les conditions de la proposition(Q) = N(Q).Q(CI(X2)).

3.8 Compktion d’'une famille de parahoriques

Lemme 3.8.1. SoitC une chambre d& etm une cloison d€. Soite € ¢ la racine telle quey((f) > 0 eta(m) = 0.
Pour toute famille Q de parahorique vérifiant (para sph)sr@2.1)(m), on a :

Q@) N U(C) = (Q(a) N U (M) = Uy(a) .

Preuve du lemmeSoitg € Q(a) N U(C). On sait par le Iemm.l quiC) = U(M) = U,, il existe donc une
décompositiory = u.u, avecu € U(m) etu, € U,. CommeU(C) c P(m), on ag € Q(a) n P(M) = Q({a, prm(a)}
par (para 2)(m). Le facteuru e U(m) fixe toute la cloisomy, (car Q vérifie (parasph), B.2.2), on en déduit que
U, € U, N P(pryw(a)), c’est-a-direu, € U,(a). En particuliery, fixe a, doncu aussi u € U(m) N Q(a). O

Lemme 3.8.2. Soite un signe, soit Q une famille de parahoriques vérifiant (psypd)et (pare2.1)(m) pour toute
cloisonm de signe. On suppose que la famille minimale P vérifie aypsira 2.1)(m) pour toute cloisonm. Alors
pour toute chambr€ deA¢ et pour tout ac A, I'ensemble :

(QE@ NU(C)) . (P(@)nU(-C)) . N(a)
est un sous-groupe de(§ contenant Pa). Il est en outre indépendant de la chamBtele A¢ choisie.

En particulier, la famille des sous-groupes obtenus poarfest une famille de parahoriques vérifiant (para dec).
Preuve du lemme:

Supposons = +. Soita € A etC une chambre d&*, notonsR«(a) = (Q(a) N U(C)) . (P(a) nU(-C)) . N(a).
Commencgons par montrer q&g(a) est indépendant d€ : il suffit de prouver qudR(a) = R ~(a) pour toute

racine simplar de ¢(C). Soita une telle racine, ef, la cloison deC correspondante. D’aprés le lemme précédent,
Q@) N U(C) = (Q(a) N U(M,)) . U.(a) et de mémeP(a) N U(-C) = (P(a) N U(-m,)) = U_,(a). De plus,U,(a)
normaliseP(a) N U(—My). Ainsi :

Re(a)

(Q@) NU(My)) . Us(a) - (P(@) N U(-My)) . U_u(a) - N(a)
(Q@) NU(My)) - (P(a) N U(-my)) . Ua(a).U_o(a) . N(a)
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L'ensembleU,(a).U_,(a) est inclus dans le groupe avec donnée radicielle valageM(m,). Il est méme inclus
dans le fixateur Figm,)(Prm,(a)) du point pry (a) de 7y, limmeuble de Bruhat-Tits dévi(m,). Or ce fixateur
est égal aJ,(a).U_,(a).(N(@) N M(My)) = U_,(8).Ua(a)-(N(@) N M(m,)) d'apres [BT7P]. DondJ,(a).U_.(a) ¢

U_,(a).U,(a).N(a) et finalement :

Re(a)

(Q(@) NU(My)) . (P(&) N U(-My,)) . U_e(a).Uq(a)-N(a)
(Q(@) NU(M)).U_(a) - (P(8) N U(-My)).U.(a) . N(a)

Or ¢(r.C) = (3(C) \ {a}) U {—a} et similairement pous(-r,C), donc le lemme précédent indique qu@&) N
U(My)).U-(a) = Q@) N U(r,C) et (P(a) n U(-m,)).U,(a) = P(a) N U(r,C). Nous avons bien prouvé qiRe(a) =
R (@)

On peut maintenant not&(a) au lieu deR<(a). Pour montrer qu’il s’agit d’'un groupe, il §it de montrer qu'il
est stable par multiplication a gauche [P{a) et parN(a). Commencons par la stabilité par multiplication |P4a).
CommeP(a) = ({U,(a) | @ € ¢} ), il suffit de voir la stabilité sous la multiplication par Wh,(a), @ € ¢. Mais pour
touta € ¢, il existe une chambré positive telle quer € ¢(6). AlorsU,(a) c Q@ n U((f) d'ouU,(a).R(a) c R(a).

Pour finir, soitn € N(a), fixonsC une chambre positive. AlonsR(a) = n.R=(a) = n(Q(a) N u@©)) . (P@@) n

U(-C)) . N(@) = (Q(@ nU(nC)) . (P(a) N U(-nC)) . nN(@) = R «(@) = R(@).

Ceci prouve qudr(a) est un groupe. Il est clair que(a) c R(@) c Q(a), et ceci entraine immédiatement que
(R())aca €St une famille de parahoriques. De plus, pour toute cha@pesitive, Q(a) N U(C) = R(@) n U(C) et
P(a) N U(=C) c R(@) n U(C) doncR vérifie (paraded(C). o

RemarqueCeci et la propositioO prouvent que pour la famillaimiale de parahoriqudy les conditions
(para 21)(sph) fonctorielle et (pardegfonctorielle sont équivalentes.

Définition 3.8.3. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (p@&)(sph) et (para sph). On définit les familles
QP, Q" etQ par:

Q@) = {geP(fa)|Vie ()N Ty, 9.prda) = pry ()

Q@ = {geP(f)|vie () NIy, gprda) = pr,Ha)]

Q@ = [geP(f)1Vfe(f)n Ton g.pra@) = pr, (@)

, étant convenu que lorsq@é) N f;ph = 0, QP(a) = Q(a) et lorsque( ) N fgph =0,Q"@) = Qa).

Ainsi, Q(a) (resp.QP(a), Q"(a)) est 'ensemble des élements@ejui permutent les projetés dedans les facades

de 7(Qepn (reSP.Z(Q 2 L (Qs)-

Proposition 3.8.4. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (p&@&)(sph) et (para sph). Alors les famﬂlégs Qr
et Q" sont des familles de parahoriques qui vérifient (para sgHlgs sont liees par la relatloﬁ)(a) =QP@@)N Q"(a),
pour tout a€ A. De plus,Q vérifie (para2 1), QP verifie (para2. 1*)(6 pour toute facettd” sphérique positive, 6"
vérifie (para2. 1*)(f3 pour toute facettd” sphérique négative.

Démonstration: L _ R
_ Il est clair que pour toua € A, Q(a), QP(a) et Q"(a) sont des sous-groupes BEf,), qui contiennenQ(a). Donc
Q, QP et Q" sont des familles de parahoriques.

Soita € Agpn Sia € A;ph, alors f; est une facette négative dofﬁ:m It=0 (une facette sphérique ne peut étre
a la fois negative et positive) @°(a) = Q(a) = P(a) car Q vérifie (parasph. Sinon f, est une facette sphérique
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posmve donc pour touy € QP(a), a = pre (a) = Plyg; (@ = g.(prf;(a)) = g.a. Doncg € Q(a). Ainsi encore une fois,
(a) Q(a) = P(a). Le raisonnement po@ est identique, celui poud est encore plus simple.
En distinguant les cas alest sphérique positif, sphérique négatif ou non spjuériil est maintenant immédiat
de vérifier que pour tow € A, Q(a) = QP(a) N Q"(a).

Etudions (para2)pourQ. Soita € A, f € F(A) etq € Q@) n P(f). Pour montrer quel € Q(pra)), il

sufit de montrer que pour toute facefiec (f )sph O-Pre(pra)) = pry, r(pr«a)). Mais pri(pr{a)) = pry(a), et
pry, r(pr«a) = prqh(a) le résultat en découle.

Pour finir, soitf une facette sphérique positive, montrons @’e/’erifie (para 2[*)(1‘3 (le raisonnement pouﬁ”
est bien sOr identique) Saite Aetg e §p(a) N P(f}. Soitb € a+ f, montrons que € (5(b), c’est-a-dire que pour
touth e 7—‘(1‘ )N IS p 9-prp(b) = pry ;(b). On peut noter que le résultat est déja clair pour f*, car dans ce cas,
pri(b) = prs(a) et pr(b) = prs(a.

Dans le cas général, comrgdixe d’apres le paragraphe précédeni(a), il existem e G(¢™( fj, a) tel quem.g
fixe Ay et doncAy. En particuliermg € P(f* n A), de plusm e G(¢™(f), a) ¢ Q({ a, Vect(f) )) ¢ Q({a b}) donc
mJg € Qp(a).ﬁ R R R L

Commef eth sont du méme signe, il existe une galdrie Cq, ... Ck minimale def ah. Notonsm les cloisons
traversées pdr, eta; les racines correspondantes, avec la convem(h) >0.0namge P(Cl) N Q(a) - P(my) N
Qp(a) donc par définition d@p(a) m.g fixe le pointpry, (&) de 7(Q). Puis pal-an fixe pro,(a) + o} qui est
un demi-appartement d&y, , dirigé para;. Il existe donau; € U,,(a) tel queu;.m.g fixe Ay, . Comme tout élément
deU,,, u; fixe aussiA_F, et le fait queu; € U,,(a) impliqueu; € Q(b). On construit ainsuy, ..., Ux-1 € Uq,, ..., Ug, ,
tels quely_1...u1.mg € QP(@) N P(f) N P(R) et u_1...ur.m € Q({a, b}). Notonsq = (U_1...Us. m)~. La premiére
relation entraingy t.g € P(prg(a)), doncg.pri(a) = q.pry(@) = pry #(g.2). Commeq fixe a etg. h = a. R, on trouve
g.pri(@) = pry(@). o

Pour l'instant, nous avons pu compléter une fam@leour qu’elle vérifie (para.2*)pour les facettes sphériques
positives ou négatives, au choix. Nous allons maintenesivyer que la familleQ vérifie en fait (para 2*)(sph),
et méme (para.2*)(sph). Ici, il n’est pas du tout évident que (par&*3(sph) implique (para.2*)(sph), car la pro-
position|3.6.1[L ne s’applique pas puisqu’on ne sait pd3 gérifie (paradeq. Les mémes idées de démonstration
s'appliquent néanmoins, avec un peu de soin.

Pour commencer, on énonce quelques propriétés simplismrojection entre deux immeubles correspondant a
deux familles de parahoriques incluses I'une dans I'adtvégfiant (para 2)(sph) et (paraph). Cette projection est
apparue dans le cas généra[en 3]3.13.

Lemme 3.8.5. Soient Q et R deux familles de parahoriques vérifiant (pgia)st (para2.2)(sph). On suppose que
Q - IR
[g’ a]Q — [g’ a]R
duit un isomorphisme ent&Q)sph et (R)spn €t pour toute facette sph’eriqﬁepour tout point a tel que la projection

prr(a) est définie, on @(prz(a)) = prr(¢(a)).

Preuve du lemmad| est clair quey envoie (Q)sph surZ (R)sph Montrons qu’elle est injective sui(Q)spn Soient
g,he G, a,be Agpntels que ¢, a) ~r (h, b). Alors il existen € N tel queb = naetgthn e R(a). MaisR(a) = P(a) =
Q(a) carRet Q vérifient (parasph). D'oul (g, &) ~¢ (h, b).

LorsqueQ et R vérifient (para 2)(ﬁ) pour une certaine facette la compatibilité entre et pri est claire sur la
définition. m]

pour tout ae A, (@) c R(a). Alors le morphisme surjectif G-équivariant d'immeuhles in-

Proposition 3.8.6. Si Q et R sont deux familles de parahoriques comme dans ledgaiarsQ = R, QP = RP et

Q=R
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DémonstrationCeci découle du lemme et du fait que la définition@eQP, Q" ne fait intervenir que l'action de
G surZ(Q)spn Voici par exemple une preuve poQr:

Soitae Aetge (5(a). Soith e (fz’{)sph, montrons que dans(R), g.pri(a) = prqﬁ(a). Soity la projection def (Q)
surZ(R), alorsa = ¢(a) etq.prz(a) = g.pr(¢(a) = 9.¢(prz(a)) = ¢(a.prE(a)) = ¢(Pre(a)) = Pry(e(a).

Pour l'autre inclusion, soit] € ﬁ(a) eth e (f:)sph. Alors g.pri(a) = o to ¢(q.pry(@) = go*l(q.prﬁ(cp(a))) =
¢ (prgp(e(@) = pre(a). o

On étudie maintenant la relation en@etQ* de maniére analogue, lorsqQest une famille vérifiant (parsphet
(para 22)(sph) fonctoriellement.

Lemme 3.8.7.Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para sph)er§®.2)(sph) fonctoriellement. Alors I'ap-
plication
o IQ - I(QY
" [gae ~ (98]
est bien définie, G-équivariante, et compatible aux ig@s (c’est-a-dirgp(pra)) = prA¢(a)) pour toute facette
fﬁsphérique et tout & Ay avecg c vecf). Elle induit une injection d&(Q)sph dansZ(Q*)spn et plus généralement,
limage inverse d’un poini(g, a)]o:, a € A et ge G est de cardinal 1 dés que GN*.Q*(a) = N.Q(a).

En conséquence, la familt@ verifie (fonc), autrement dit pour touteaA, (SA(a) NG = (5(a).

Preuve du lemme:es vérifications sont simples, et similaires a cellesedurhe et de la proposition précédents.
Notons juste quelques mots pour prouver le dernier point :

Soit A une extension d&, a € Aetq € Q* N G, montrons que € (5(a). Soit f une facette sphérique de
f;*, montrons quey.pr{a) = prq‘f{a). Pour commenceq.pr{a) = q.prf{¢*1(¢(a))), ol nous notong™1(p(a)) un
antécédent quelconque @€a). Sachant quen(q.prf{wl(go(a)))) = q.prf{go(cp*1(¢(a)))) = g.pr{¢(a)), on en déduit
queq.pr{¢(¢(a))) est I'unique antécédent parde . pr{¢(a)), autrement dity. pr {¢(¢(a))) = ¢~2(a.pr {¢(a)))
(Punicité vient de la premiere partie du lemme, cppr {¢(a)) est un point sphérique). Maintenant, le fait que
Q*a) entraineq. pr{¢(a)) = prqf~(¢(a)). Et comme précédemment, on vérifie qué(prqf{<p(a))) = prqf{a). O

Proposition 3.8.8. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant fonctorieltarn (para sph)et (para.2)(sph). On
suppose que la famille minimale P vérifie également for@tement (para2.2)sur les cloisons. Alorg®) vérifie
(para2.1*)(sph) et (para2.2*)(sph).

Démonstration: o

On notereRP etR" les familles de parahoriques obtenues comme dans le I¢n@#2Gpartir deQP etQ". Comme
elles vérifient fonctoriellement (padeg, la propositioO entraine qu’elles vérifient (pa2)(sph). Alors la
proposition] 3.8]6 entrain@” = R" = Q. Ainsi, pour touta € A, RP(a) c Q(a) c QP(a) etR"(a) c Q(a) c Q"(a). De
plus, par définition d&° etR", pour toute facettd sphérique positiveQP(a) N U(f) c RP(a), et pour toute facetté
sphérique négativ&"(a) n U(f) c R'(a).

Prouvons (para.2*)(sph). Soita € A et f une facette sphérique, s@te Q(a) N N.P(f4). Soit A une exten-
sion deA etn € N(a) tel queng PA(ﬁ N QA(a). Par (para 2[)(1‘4), (parasph), puis commepr (a) est sphérique,
nge PA(pr«a)) = NA(prf{a)).UA(fq).GA(cpm(fq), a). Quite & modifien, on peut supposerg € TA.UA(f).GA(¢™(f), a).
Soitq e GA(¢™(f), a) tel quengge T2 < UA(f) N Q*(a). Notonst le facteur dang 2.

Soitm une cloison def* N A, alorsngge Q(a) N PA(M) et par (para 2)(M) et (parasph), ngqe PA(pra(a)) N

t.UA(F). Soita la racine contenant et dont le noyau contiem, alorsngqagit sur 'immeuble &inel; comme un
élémentde.Us c T2.U2 quifixe prp(a). Ceci implique que fixe pry(a), donct fixe A. Ceci étant pour toute cloison
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mde f* N A, on obtient € HA.

Ainsi ngge HA.U(f)nQ*(a). Soith € HA tel quehngge UA(f)n Q2 (a) c UA(FIn Q< (a) = UA(F) N Q< (a+ f)
car Q< veérifie (para 21*)(f). Mais UA(f) n Q<4(a+ f) c R&(a+ f). Par ailleursh etq sont dansRé?(a + ), d’oll
nge RA(a+ f).

On est arrivé @ € G N NA.R(a + f). SoitF la facette deA basée em dont la direction contienf. Soitg = urn'q
une écriture dg dans la decomposmon d’'lwasav@ = U((f) N.R¢(F). C’est en particulier une écriture dgpour
la décompositiol* = UA(C).NA.RA. CommeRe vérifie e (paradeq, la propositior 3.4]5 impliqua € n".NA(F) c

n.RA(a + a+ ). Doncg € G N N.RA(a+ f) = N.(G N R (a+ f}). MaisG N R (a+ f) c Gn QMa+ f) = Qa+ f)
carQ vérifie (fonc)par le lemme précédent. Ceci prouve (pa2d)gsph).

La propriété (para.2+)(sph) est alors simple conséquence de la propogitioh.6. o

_ Nous avons en particulier prouvé gQevérifie (para 22)(sph), on peut donc appliquer la proposition 3.8 ét
Q, on obtientQ = P.

Ainsi, P est 'unique famille maximale de parahorique vérifiantrgephet (para 22)(sph).

Elle existe des quP vérifie (para 22)(sph), ce qui est le cas au moins dans le cadre d'un grougacid®loody
déployé (ou presque déployé comme on le verra). Elidig€parasph), (para 21*)(sph) et (para 2*)(sph), et ceci
entraine (parénj). On ne sait pas si elle vérifie (padag, cependant elle contient deux sous-familR¥set R" qui
vérifient (paradeget qui sont définies pd&P(a) = (P(a)nU(C)) (P@@)NU(-C).N(a) etR'(a) = (P(a)nU(-C)).(P(a)N
U(C) N(a), pour n'importe quelle chambre posm(zb

CommeP est la plus grande famille de parahorique vérifiant (pa2)&ph) et (paraph), on peut donc penser
qu’il s'agit de la famille de parahoriques vérifiant un nragim de condition de type (para x), c'est pourquoi dans la
suite, sauf indication contraire, la famille de parahoegjaonsidérée sera toujolRrs

3.9 Intersection d’appartements

On passe maintenant a I'étude de (para 6). On a vu en s’appayr la décomposition de Lévi %), que cette
condition est vérifiee pour des parti@sc A contenant un point sphérique positif et un point sphé&rigégatif. Nous
allons maintenant étudier le cas d’une paflieomposée de points sphériques d’'un méme signe.

Proposition 3.9.1. SoitQ c Agpn Alors :
Q) = No.Q(CI(2) N Asph)
De plus, tout g= Q(Q?) fixe modulo N une partie de la formg,cq, w + Cl(ﬁ), avecQg une partie dél telle que pour
tout f'e F(), pr(Qo) = CI(Q) N A
RemarquelLe premier point est en fait la proposition 3.9 fle [R4uO6htée au contexte présent.

Démonstration:
Linclusion” o> ” est claire.

Soitg € Q(Q). En particulierg e P(CI(Q)). CommeQ vérifie (para 2L)(sph), et grace [ 3.2.2, point 2, il existe

un choixC € ¢ tel que défini dans le lemnfe 3.1110, tel gue N cq ) Ny -Q(w), ou f,, est la direction de la fagade
contenanty, et ouQ’(c) est l'intersection d&€)®(c) avec I'union des facades sphériques de direction iectians
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CI(Q). Lorsquef est une facette sphérique de B)( on obtient alorg € N~.Q(CI(Q™(C) N A) N A). Or la partie
CI(Q™(C) N Ap) N Apcontient CIQ) N Ay, d'apres le lemmp 3.1.110, d'adie N Q(CI(Q) N A)).
Nous voulons maintenant prouver le résultat similairequlefﬂest une facette sphérique m Supposons qu'il
existef une telle facette non incluse dans@)(Quitte a projetelfﬁsur une facette adéquate de@l@le codimension
1, on peut supposer qu’une fagede f de codimension 1 est inclue dans @)( La facettem est dans l'intérieur
de I'enclos deQ U fﬁ(pour la topologie induite), elle est donc sphérique. Liedae ¢ Cl(ﬁ) signifie qu'il existe
a € ¢(ﬁ) telle quea(f3 < 0. Tout demi-appartement dirigé pame contient aucun point d&, or fc a@ ceci
implique qu’aucun demi-appartement dirigé pane contientQ. Il existe donc ¢) € QY telle quea(wn) —noe —
eta(wn) € R pour toutn. La facettem est maximale dans Gﬁ) N ker(@), donc tous lesun ont un projetéo;, dansAp,.
Commem est sphériqueiy est compact, et la suitex) a une valeur d’adhéreneg, dansAy. Commen(we) = —oo,
we est dans une facetgp CI(Q), sphérique. Or, par (para 2. tjfixe tous lesw), n € N, puis commej est sphérique,
g fixe Cl{wy|n € N}. Doncg fixe un conec ¢ Ay tel quews = [C]a,.

g € Q(ww) € P(g), on peut donc rajoutes., 2Q, etgaG. On arrive ainsi & prouver quee P(a@).

Alorsil existe un choixC € ¢ etQ~(C), comme définis cette fois & la propositfon 3.1.8, tels@jae ) cq-(c) Ny Q(w).

Donc pour chaque facette sphérique@ie.QS, g € Ne.Q(Ap N CI(Ap N Q*(C))), or Ap N CI(Ap N Q*(C)) contient
CI(Q) n A, d’apres la propositiop 3.3.8. On conclut alors graca prbpositior} 3.6]7 qug € No.Q(CI(Q) N Aspr).

Ensuite, paf 3.2]2 ¢t 3.].8, on obtient gufixe modulo um € Ng, une partie/ contenant CIQ) N Aspr ainsi qu’un
voisinage de CIR) N Asph dans chaque Aa(CI(Q) N A pour fc CI(Q5 \ Ksph. O

3.10 Indépendance par rapport au tore maximal

Pour construire les masures p&uron est parti d’un tore maximdly et d’une famille de parahoriques siTy).
Le but de cette partie est de vérifier qu’on obtient bien I€nms masures quel que soit le tore maximal choisi au
départ.

Plus précisément, 3i’ = gTog™* est un autre tore maximal d&, alors I'applicationy — (t — a(g~tg)) est un
isomorphisme d&; surT™ qui envoitg(To) sur¢(T’), et I'applicationc — (k — go(t)g™t) est un isomorphisme de
To. surT/, qui induit un isomorphisme d’appartements vectorielsee¢To) et A(T’). Comme on a fixé des origines
0 € A(Tp) eto’ € A(T’), cet isomorphisme définit ensuite un unique isomorphidiappartements entra(To) et
A(T).

On note encorg ces applications. Rappelons que ppur T; et¢ € To., on a @.x)(¢) = x(g1e).

K — Ug

k = gu(kg
entre K, +) etUg,. Il entraine queyU, ,g ! = Ug, 1 pour toutd € A.

Poura € ¢(To), on agU,g ! = Ug,. Notonsug, : _1 , ¢’est un choix possible d’isomorphisme

Lemme 3.10.1.Avec ce choix pourd4, pour tout ac A(T’), gN(T())glelg‘1 = N(T')a.
De plus, pour toutr € ¢(Ty) et € A, g.D(a, 2) = D(ga, A).

Preuve du lemme:
Pour le premier point, il it de montrer quegng™).(gh) = g.(nb) pour toutn € N(To) etb € A(To). A n fixé, les
deux applications — (gng™).(gb) etb — g.(nb) sont des isomorphismes d’appartements. Il est déjawcqna leurs
parties vectorielles coincident, il §it donc de prouver le résultat pooi= o I'origine fixée dansA(To).
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Le groupeN(Tp) se décompose en un prodiiifTo) = To.N(Tg)o 0UN(To), est le groupe engendré par leg+1),
a € ¢(To), et ce groupe fix®, par définition de I'action d&(To) sur A(To) (voir [Rou0§], 2.8 et 2.9). Soit = tn,
une écriture de dans ce produit, alorg.(n.0) = g.(t.0) et @ng™).(go) = (gtg*gn,g™1).0’. Avec le choix pris pour
l'isomorphismeug,, on voit quegN(To)og ™t = N(T’), et par conséquegiog 1.0’ = 0. Il ne reste plus qu’a montrer
quegtg o’ = g.(to).

Par définition,to = 0+ %, ol € To. ® R est défini pary(%) = -w(x(t)), pour touty € T;. De méme,
Otg o’ = 0 + Vgg1, €tVgg: est défini pan(v) = —w(x(gtg™)), pour touty € T**. Commeg.o = 0’, NOUS VOU-
lons juste vérifier qu@.V; = V1. OF poury € T, x(9.%) = (I7)W) = —w(@ (1) = —w(x(gtg™?)). Dol
g.\7t = \7gtg»1.

Passons au deuxieéme point. Ifisuen fait de prouver queg(e)(g.a) = a(a), pour touta € A(Tp). Ecrivonsa sous
la formea = 0+ V, avecv € To. ® R. Alors (g.a(g(o + V) = (g.2)(0' + g.V) = (g.@)(g.V) = (V) = a(0 + V). O

Proposition 3.10.2. SiQ = (Q()acaT,) €St une famille de parahoriques sufm), alors gQ := (9Q(g0)g Doea)
est une famille de parahoriques suT®). De plus, pour re [2, 7], elle vérifie la condition (para n) si et seulement si
Q la vérifie.

Les immeuble$q et 144 sontisomorphes, par I'application induite par

GxATo)) — GxAT)
(ha) + (hg™ ga)
Démonstration:
Pour toutn € [0, 7], il s’agit de voir que sQ vérifie (paran), alorsg.Q aussi.
Pour (para 0) : Soia € A(T’);, alorsg™t.a € A(To)y 1 Par (para 0) pouR, U(gf) c Qg ta) c P(f), puis
U(f) c gQg"a)g* ¢ P(f).

Les autres vérifications sont tout aussi simples, en sasedu lemme pour (para 1). O

4 Masure compkte pour un groupe de Kac-Moody presque dploye

4.1 Rappels et notations pour les groupes de Kac-Moody

Nous nous référons pour les groupes de Kac-Mooéﬁﬁt G un groupe de Kac-Moody sUf, presque
déployé, déployé suk.. Il s'agit donc d’un foncteur deK-algebres vers les groupes, qui coincide avec le foncteur
constructif de Tits sur leKs-algebres. Le groupe de Galdisagit surG(Ks) et sur I'algébre de Lig, en vérifiant
Ad(cg) = 0o Ad(g) o 0! pouro € T etg e G. On a de plus(K) = G(Ks)".

Pour chaque tore maximd@l = T(Ks), on noteT* son groupe de caractéresletson groupe de cocaracteres. Il
existe une forme bilinéairg,.) : T* x T, — Z définie paKy, h) = nsiy o h(k) = k" pour toutk € K.

A chaque tore maximdl correspond un systeme de racigéfl') c T*. Une racine est soit réelle, soit imaginaire,

on noteg(T) 'ensemble des racines réelles ¢&%(T) celui des racines imaginaires. LensemféT) est appelé le
systeme complet de racines. Dans la suite, ce sera le plwesi@(T) qui interviendra, ce qui explique qu’on ait
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choisi la notation la plus courte pour le désigner.

A chague racine réelle € ¢(T) correspond un sous-grouple deG, isomorphe as, +). Il existe une action de
G sur l'algébre de Kac-Moody = g(Ks), appelée action adjointe et notAd, ainsi qu’un choix des isomorphismes
(Ug)qep ENtre ledd, et (Ks, +) tels que poutr € ¢, Ad(u,(K)) = expad(ke,)) € Aut(g), ol (€, ). €St UNE partie d’'une
base de Chevalley dg Le toreT agit diagonalement, pa&d(t).e, = a(t).e,.

Le groupel,, est normalisé paF, plus précisément, la formule suivante est vérifieerpauT etu e U, :
tU, (Kt = Uy (a(t).K)

On noteN(T) le normalisateur dd, il est engendré paf et les élements,(K) = U_,(K)u,(Ku_o(k™1)
poura € ¢ etk € Kg On note également/(T) = N(T)/T le groupe de Weyl vectoriel relatif &. La paire
(W(T), (ne(1).T)4er) forme un systeme de Coxeter pour toute Haske ¢.

Tout ceci entraine que la familld ((U,)qc4(r)) €St une donnée radicielle paBrau sens dg [RoupP6] (ou "donnée
radicielle jumelée entiére” au sens fle [Re02]).

4.2 Le cas @ploye

Comme nous l'avons déja dit, la famille minimale de parée # = (P(a))aca pour une donnée radicielles
valuée venant d’'un groupe de Kac-Moody déployé vérdie ¢onditions (pardeg, (parainj), (para 21)(sph), et
(para 22)(sph). Son complét® vérifie en outre (para.2*)et (para 2*)(sph). Sauf mention du contraire, on notera
I =I(P).

Remarquons que lorsques A(T)spn le groupeP(x) coincide avec le group(x) défini par Guy Rousseau dans

[Rou0$]. Par ailleurs, le groupgQ) est présentement par définition,., P(w) alors que dang [GRPS8], c’est le groupe
engendré par led,(Q) et lesn, (k) tels queQ c M(a, w(k)).

4.3 Topologie dd”

On suppose désormdismuni d’une valuation non triviale : K - R U o0. SoitKs C K la cloture séparable de
K, etl’ = gaf (Ks, K). On suppos& complet, ce qui entraine en particulier quse prolonge de maniere uniqu&g
la valuation obtenue est alors nécessairefiestable. On notd = w(Ks) et Ax = w(K).

Onarl = I<|_r1 {gar (EIK) | E extension galoisienne finie d&, et la topologie d& est induite par la topologie pro-

duitsur[] {gaf (EIK) | E extension galoisienne finie d&. Une base d’ouverts est donc'ensemblefdes I' | o = oo}
pourE une extension galoisienne finie Heetog € gaf (EJK). Les sous-groupes ouverts Hsont donc d’indice fini,
et lorsqud” agit continuement sur un ensemble discret, les orbitesfsoes.

4.4 L'immeuble vectoriel rationnel

Le groupe de GaloiE agit par définition d’un groupe presque déployéGuat sur son algebre de lig en vérifiant
o(Ad(g).x) = Ad(og).ox pourg € G etx € g. Ceci définit une action dE sur 7, par automorphismes d’'immeubles,
qui préserve les immeubles positif et négatif, mais qupréeserve pas le type des facettes.

Les appartements de I’immeubféK), gu’on appelle deK-appartements vectoriels, sont les parties maximales de

7(K) de laformeV N A(T) avecV un sous-espace vectoriel ¥€T) rencontrant l'intérieur d&(T). Ils sont en bijection
avec I'ensemble des tor&déployés maximaux d8(K). Commel” ne respecte pas les types,Kirappartement n’est

43



généralement pas une réunion de facette£.dgn appartement d@(K) est toujours inclus dans un appartement de
7 qui estI'-stable, ceci correspond a l'inclusion d’'un tdfedéployé maximal dans un tore maximal défini &ur
Réciproquement, Sig c T est I'inclusion d’'un tore déployé maximal dans un tore imed défini surk, alorsA(T)
est un appartemeitstable, dont le lieu des points fixes sdusstAg(Tq). Le fixateur duk-appartementy (Tq) est
le centralisateur d&g, notéZ(Ty). Le fixateur deAg(T4) dansG(K) est dondG(K) N Z(Tqg) = Z(Tq)" qu'on notera
Zz(Tq).

Soit Ax un K-appartement vectoriel inclus dans un appartement vettri_es K-facettes deiy sont lesf! =
f'n Ae pour f une facette couparﬁK. Lorsquefﬂ est sphérique, I&-facette fT est dite sphérique. LeE-murs
de KK sont lesM n KK pour M un mur deA ne contenant pagK. Un K-mur est réel s’il contient un&-facette
sphérique, autrement dit s'il coupe l'intérieur 8€T). Les K-racines relativement &g sont les restrictions &y
des racines relatives A& LesK-racines geométriques sont les intersections non keiwid’'un demi-appartement de
A et deAx. UneK-racine est dite réelle si elle induit t&mur réel. L'ensemble de§-racines réelles par rapport a
un toreTy forme un systeme de racines, ngt§Tq) qui n'est plus nécessairement réduit. Son groupe de a4yl
Nk(Ta)/Zx(Tq). Lensemble deX-racines géométriques, nafgeq (Tq) €St un systéme de racines au sens large (au
sens des demi-complexes de Coxeter, ou la notion de iéduth plus de sens). A chaquligracine réellewyx est
associé un sous-groupe radidig], (K) de G(K), et la famille €(T¢)(K), (Ua, (K))aresr(ty)) €St une donnée radicielle
pour G(K). L'immeuble obtenu a partir de cette donnée radicielésnpas toujours exactement : il peut y avoir
dansZ" des facettes non sphériques en plus (Joir [Re02] 12.413 €t2).

4.5 Lappartement rationnel

On veut maintenant définir une masure pour un groupe de Kaedyl presque déploy&(K). Pour utiliser la
partiel]a, il nous sfiit de montrer qu&(K) admet une donnée radicielle valuée, puis de trouveramdle de paraho-
riques adéquate. En fait, nous allons définir directerarat(supposée) masuféQ)x a l'intérieur deZ(Q), la masure
du groupe de Kac-Moody déploy&Ks) pour une famille de parahoriqués On sait déja qu&(K) dispose d'une
donnée radicielle, sa valuation sera construite géoquigment, exactement comme dans le cas classique. Lddamil
de parahoriques sur un appartemap(Tq) sera simplement la famill@x = (Q(&)")acay(ty), OU (Q(@)acr(xy €St la
famille de parahoriques dgKs). On vérifiera alors que la définition abstraite i) coincide avec celle d&(Q)x.
Tous les résultats de la parﬂe 3 pourront alors s’appfique

4.5.1 Actiondel sur A

On choisitTy < Tp un toreK-déployé maximal dans un toke-défini. On noteYy = V(To) etYo = Y(Tp). Le fait
queTy est défini suiK implique queYy estl'-stable, et qu& permute les racines et les sous-groupes radiciels relatifs
a Ty, de maniere compatible a son action sur I'algebre deQiea précisément, poure I eta € ¢(To) :

oUy(K) = Uy (o(K).KD)
ouk7 est défini par.e, = kJ.€y,.
D’ou
oU(a, ) = U(o(a), A + o

ol wJ € A vautw(k?).

Par conséquent, on veut définir une actiodar Ag telle queo- envoieD(a, A) surD(o (@), 1 + w7). Cette action
doit &tre compatible avec I'action vectorielle HesurY, il ne reste donc gu'a déterminer I'image du panvoici en
quelques mots la justification de la définition qui va suivre
Nous voulongrM(e, 1) = M(oa, 2 + w9), C'est-a-dire

foxeYola(X)+1=0}={xeYo|ca(x) + 1+ w] =0}
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Il faut donc quea(c1(X)) = (ca)(X) + w, et ce pour toutr € ¢. Soitd € Yo tel quex = o + @, alors
(ca)(X) = (ca)(t) = a(c1(d). D’autre part, si nous définissons une actidiina dec surY, dont la partie vec-
- —_— .
torielle coincide avec I'action déja connuedsur Yo, nous aurons—1(x) = 0+ 0o1(0) + o~1(t), puisa(c(X)) =
a(oo~Y(0)) + a(o~1(d)). Finalement, il nous faut faire en sorte qu@o(0)) = w?.

Lemme 4.5.1. Soito € T', on notew, = w7 poura € ¢(Tp). Soiente, B € ¢, S€ S tels quer = sB = - <B,hs > a.
Alors w, = wg— < B,hs > wy.

Preuve du lemmeOn note pouty € ¢(To), k, = kJ, doncw, = w(k,). On note égalemerkt = k7, et on reprend

les notations dg [RéP2] partie 7.
Puisquex = spB, on ae, = +S'g; = +Ad(n,(1)).6s. (La notations* désigne I'automorphisme dequi releve
I'element du groupe de Wege W(¢), c'est-a-dires* = expfad fs) expade;) exp@d ). Appliquanto a cette égalité,

on trouve :

Ke€ro = £Ad(c(ny,(1))).0(€3)
+KgAd(Nra, (Ks)) €
+KgAd(Ny, (1)K )5
= +ksks " Ad(Ny (1)) €05
=+ khs " (9009
=+ + kﬁk;<b,hs>ea_a

Dol w, = wg— < b, hs> wy,. O

Pour touto € T, il existeV, € Yy tel queas(V,) = wg:. Alors d'aprés le lemme, on a ausg,) = w?  pour
toute racine réelle.

Si la famille (s)ses N'est pas génératric@, n’est pas unique. On choisit dans ce cas un supplemeiaie
sous-espack)qs ker(as) = N,e4 Ker(@), et on prendi, dansY; pour touto € I'. Le choix est alors unique. Comme

Neep KET(@) EStT-Stable, on peut chois¥, I'-stable.
Comme dans la définition de I'appartemé(T,) on quotiente paf e, ker(e), le choix deY; n'importe pas.

Définition 4.5.2. Pouro € T etd € Yo, on pose
o(0+10) =0+ V, + o(0)

Proposition 4.5.3. La formule ci-avant définit une action de groupeldsur Yy, par isomorphismes d’appartements,
compatible avec celle de(W) = Staly(Yo) au sens otfon).x = o(n(c1.x)), et compatible avec I'action dE sur
les sous-groupes radiciels au sensaiD(e, 1) = D(oa, 1) Sio.Ugx = Use,u. L'ensemble de ses points fixes est un

espace gine dirigé par\?{.

Démonstration:
Pour vérifier qu'il s'agit d’'une action de groupe, on véifa condition de cocycle attendue sur d&& Soiente €
#(To), o,y € T',on calcule dans 'algebre de Lie

Yo = YK €ra) = ¥(K))Kra€oa

et d’autre part :
YO.€ = kgo—eyo'a

D’ou la relationw)” = w(y(k7)) + wh, = w7 + wl,, la deuxieme égalité carpréserve la valuation.

45



Par constructiorl; agit par automorphismed#faes et préserve I'ensemble des murs, il agit donc bien paras
phismes d’appartements.

Maintenant, siy, o € T, on a poutd € Yo, y(c(0+ @) = 0+ v, + (V) + yo (). Par conséquent, il faut vérifier que
Yo =V, +¥(Vy). . . o
Soite € A™, alorsa(V, + y(V,)) = o} + (y l)(V,) = w) + w;’ffa. Par le calcul précédent, ceci vauf 7 =
wa‘T)fl = a(V,,). Commev,, est I'unique vecteur d&; verifiant cette relation pour tout € ¢(To), et comme
v, +y(Vy) € VY, carY; estI'-stable, on obtient bied,, = V, + y(V;), et I'action del" surY, est bien une action de
groupe.

Montrons la compatibilité avec I'action d€(Ty). Pour commencer, un élement de la formér) induit surYp
la réflexionr selon le murM(a, w(r)). L'élémento(n,(r)) = ny,.(o(r)k9) induit alors la réflexion selon le mur
M(oa, w(r) + w9) = o.M(e, w(r)). C'est la bien la conjugaison par I'action dede la réflexiorr. CommeN(To)
est engendré par leg(r) et Ty, il reste a vérifier quedt).x = o(t(c~1X)) pourt € To.

Soitt € Ty, t agit surT” par translation selon le vectewrdéfini par

EH) = —w(E), VE€Tsc Yy
Or pouré € T§, é o o est encore dank; d’ou
EoV) = —w(E(at), VEeTE Y
Ce qui entraing@,; = (%) d'ou la relation de compatibilité entre les actionst@¢ deo.

Enfin, l'action del” est continue sug, ceci implique que I'orbite souB de chaques, est finie, donc I'ensemble
desw?, pouro dansl” et @ une racine simple est fini. Donc I'ensemble dgso € T est fini, ainsi que I'orbitd".o.

a’

Ceci entraine que l'action desurY, fixe un point, disons’. Dés lorsY) = o + VL. o

L'action deT sur Yy ainsi définie préserve la decomposition en facette¥,dear conséquent elle s'étend a une
action del” sur Ag par isomorphismes d’appartements.

Définition 4.5.4. On noteY(Tg)(K) = Y1 et Yo(K) = YJ.

Proposition 4.5.5. L'espaceY(T4)(K) ne dependgectivement que dejt pas de §. Il s'agit de (Tq). ® R.

4.5.2 Actiondel surf

Par définition,] = Gx Ag/ ~, ou~ est la relation d’équivalence définie parx) ~ (h,y) © Ine N(T)tqy = nx
etgthne P(X).

Le groupeN(T) est défini suik, et d’'apres la propositioh 4.5.3, les groujRés), pourx € Aq vérifientoP(x) =
P(ox). Par conséquent, I'action desurG x Ag paro-.(g, X) = (09, oX) passe au quotient et définit une action gur
cette action stabiliséy et prolonge I'action définie precédemment.

Lemme 4.5.6.Soito € I" et Z un appartement. AlotsZ est un appartemer(tFZ) = o(Z) eto induit un isomorphisme
d’appartements entre Z etZ.

Preuve du lemme:
Soitg € Gtel queZ = g.Ap. AlorsoZ = o(g).Ao, c'est donc un appartement, I'appartement vectoriel luiegpondant
esto(g).A = 0(g.A0) = o(Z). De plus, en notant; la restriction de I'action de- 47, etop, sa restriction &, on

46



aoz = o(g) o oa, 0 gt. Commeg?, o(g) etoa, induisent des isomorphismes entre les appartements cises
est bien un isomorphisme d’appartements. O

En particulier, siy = x + V dans un certain appartemehtalorso(y) = o(X) + o-(V) dansoZ.
Ceci entraine également quéA(T)) = A(o(T)), et que toutA(T) avecT un tore maximakK défini estl-stable.

4.5.3 Action deN(T4)(K) sur Y(K)

Nous voulons définir une action #8&T4)(K), le normalisateur du tore déployé maxirial surYp(K). On sait que
N(Tgy) est le stabilisateur o\?é(K), par conséquenton dispose déja de la partie vec®dell'action. En fait, nous allons
changer d’appartement, pour obtenir un autre espéioe¥(K), toujours dirigé pa¥(K) qui soit stable paN(Tq)(K).

RemarqueComme le group&l(T) stabiliseYy, son groupe de point rationne§T)(K) stabiliseYy(K), par com-
patibilité de I'action dd” surG et surYp. On retrouve qué(T)(K) c N(T4)(K), et ce sous-groupe agit déja $g(K).

SoitJ = Ty la facade del de typeY(K). C’est un immeublefiine, carY(K) contient des facettes sphériques.

En fait, c’est 'immeuble de Bruhat-Tits du groupY(K)) = Fixg(Y(K)) = Z(Tq). Les grouped(Tq) etT agissent
surJ, etN(T¢)(K) préserve I'ensemblg™, qui contient le poiny(K).

Lemme 4.5.7.L’'ensembleTT est borné.

Preuve du lemmd-immeuble s est 'immeuble de Bruhat-Tits d&(Ty), c’est donc aussi 'immeuble du semi-
simplifié deZ(Ty), c'est-a-dire d&Z(Tq)/Z(Z(T4)). CommeTy C Z(Z(Ty)), et Tq4 est un toreK-déployé maximal, ce
semi-simplifié n’a pas de toi&-déployg, il est anisotrope.

Proposition 4.5.8. Il existe un sous-espacgiae Y(K) dans’, stable par NTq)(K), fixe parT, dirigé par\?(K).

Démonstration:
Le produitN(T¢)(K) x I agit surJ en stabilisantyT. Donc par le lemme, il admet au moins une orbite bornée, et
donc un point fixe. Ce point fixe a un unique représentantsjuire espacefine Y(K) de 7, dirigé parY(K), et stable
parl. AlorsT agit surY(K) par automorphismesdfines, avec des orbites finies, dori&) admet lui méme un point
I'-fixe p, et commeY(K) estI-fixe, on voit finalement qu¥(K) estI'-fixe. |

4.5.4 Facades

Nous voulons a présent rajouter ses facadg&a pour obtenir un appartementisomorphe a I'appartemesitab
obtenu par la partig 3.1 & partir de la donnée radicidlie
Soit f une facette déy, on définitY, »-comme I'ensemble des conesedirigés parfﬂquotienté par la relation
~, définie comme daffs 3.1.1:~g & f J/ getf ng#0.
On pose ensuite
AR)=AM® = || Y&

f K—facette defyx

Proposition 4.5.9. Soit fc V(K) une facette df(K). Soit T un tore maximal contenang, Boit f; la facette de&’(T)
YE), - YM®)
x+f] — [x+f]

T est défini suik, elle est de plus surjective.

contenantf, alors I'applicationt ¢ : est une applicationfiine bien définie et injective. Si
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Démonstration:
L'application. - est bien définie caf c f;.

Vérifions l'injectivité : soientx,y € A tels quex + f; ~ y + f;. Alors xy € Vect(f1) N Ay = f'doncx+ f ~y+ f.

Enfin, si [x + f}] est un poinf-fixe deYz, et si nous supposon4T) I'-stable, alors pour tout € T', o(X + f}) =

o(X) + f1 ~ x + f;. Donc le sous-espacéfiae x + Vect(f;) c Y(T) estI-stable, il admet un poirf-fixe x'. Alors
[X + f] € Y, (et sonimage pa-; est bien k+ fi]. o

En conséquence de ceci fsést une facette sphérique, la faca&) - est un appartement pour le groupe réductif

M(f)(K).

4.5.5 Murs et demi-appartements
Lemme 4.5.10.Entre deux appartements contenantéxiste un isomorphisme fixant A

Preuve du lemme-appartement rationnek; contient un point sphérique, donc la propositkrs’applique. o

Le lemme permet cette définition :

Définition 4.5.11. Soit A un appartement decontenant 4. LesK-murs (resp. leX-demi-appartements) de:Aont
les intersections avecgAdes murs (resp. demi-appartements) de A.

Lorsqu'unK-mur M est dirigé par un mur réel d&, c'est-a-dire lorsqueM coupe une facette sphérique de, il
est dit reel. UrK-demi-appartement bordé par d&mur réel est dit réel.

Remarquebln K-mur qui n'est pas réel est appelé imaginaire, il corresi@u noyau d’'un&-racine imaginaire.

4.5.6 Sous-groupes radiciels

Rappelons d’abord la définition des sous groupes radi@ésnnels dans le cadre vectoriel :
Soit & un demi-espace d'un apparteme!i)(ﬂ') tel que queaﬁ coupe l'intérieur deA_f(T), donc@ est une partie
équilibrée. L’ensembl@“(T)(ﬁ) est juste I'ensemble des racinegelatives aT telles quea(ﬁ) > 0. C'est une
partie nilpotente de(T).
LesK-racines géométriques poGKK), relatives & sont par définition leX-demi-appartements réels de, elles
entrent donc dans le cadre précédent. On dgte= 6x(Tq) 'ensemble deK-racines géométriques, il s'agit d'un
systeme de racines géomeétrique, c’est-a-dire qualtBsas sont des demi-complexes de Coxeter.
Si D est une telle racine, le sous-groupe radiciel correspdreitrpar définitionJ 5(K) = U(D)T, et on sait que
U(D) = Hmsu(ﬁ) U,, avec écriture unique quelque soit 'ordre g4(D). (Commel’ permute les racines d¢/(B), on
ne peut en déduire une telle deécomposition pdy(K).)
Il est prouvé dang [ReD2] que(K), Z(Ty), (Up)sea,) €st une donnée radicielle (au sens faible, géométrique

Mais G(K) est également muni d’'un systeme de racines au sens fest;&dire vectoriel. Il s'agit dex =
ox(Tq) = {al,gu( | a € ¢(T)}. Contrairement &, ce systeme de racine n’est pas forcement réduiixStst une telle

racine, le sous-groupe radiciel associélést = ( {U,y lag, = aK} > et leK-sous-groupe radiciel associé ek, (K).
Ainsi, si B est unk-demi-appartement)s = ({U., | ax(D) 2 0} ). En fait, le fait quapy est un systeme de racines

entraine qu’il y a au plus deux racineg telles queczK(oﬁ > 0.
On prouve dan§[RéP2] que est éfectivement un systéme de racine (au sens vectoriel), €8(i®, Z(Tq), (Ua, (K))ares:)
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est une donnée radicielle (au sens fort, dénommeé laa@dRyar "donnée radicielle jumelée entiere”).

Lemme 4.5.12. Soit B un demi-appartement réel d&, soit u € U(D). Alors Fixa, (U) est un demi-appartement
dirigé par B.
Preuve du lemme:
Soit T un tore maximal tel qud c A(T), soit¢" = ¢(T)(D). C'est un ensemble nilpotent de racines, dofB) =
[Toege Ua, @vec écriture unique, quelque soit I'ordre choisit gtirCommeg(T) est réduit, on peut choisir un ordre
grignotant. Soiu = uj...u, I'écriture deu dans cette decomposition, avace U,,, @i € ¢. On a par la proposition
B6.3: ]
Fixam(U) = () Fixam(u)
i=1

Or, chaque Fixr)(u;) est un demi-appartement dirigé rﬁ(ai) (par), et son intersection avig est un demi-
appartement dirigé pab(a;) N Ag = D. O

Définition 4.5.13. Soit D unK-demi-appartement réel dexAdoncD est un demi-appartement réel &QT). Le
sous-groupe radiciel de D est :
U(D) = {xe U(D) | x fixe D

Le K-sous-groupe radiciel correspondant est :
U(D)(K) = U(D)"

Définition 4.5.14. UnK-demi-appartementréel D est dit vrai s'il existeslJ (D)(K) tel queFixa, (u) = D. UnK-mur
réel est dit vrai si les appartements qu'il délimite soris.

Proposition 4.5.15. Lorsqu'un K-mur réel M délimite deux demi-appartementsg & D,, alors D; est vrai si et
seulement si Pl'est.

Remarquetn K-mur réel non vrai est appelé "fantdme”, c’est en fait umrrou 'immeublel, "ne branche pas”,
c’est-a-dire un mur "mince”. Dans le cas déployé, les snuais sont ceux de la forn®(a, 2) pourd € w(K) c A =
w(Ks).

4.5.7 K-Valuation

Définition 4.5.16. Soitax € ¢x(Tq). Pour tout ue U, \ {€}, Fixa, (u) est un demi-appartement dirigé pBYer) 1=

{x € Ax | ag(X) > O}. On note Mu) le bord de ce demi-appartement, c’est donc un mur réégéiparker(ex). On
définit alors
Uy, — AU{o0}

Poy - . ag(M(u)) siu+ e
cosiu=e

Pourax € ¢x etd € A U {oo}, on note U, , = ¢71([4, ).
Proposition 4.5.17. La famille (@a, )ayes, €St Une valuation de la donnée radicieli&(K), (Uo, )oyesy)-

Démonstration:

(VO) : Pour toutax € ¢x, ¢q, €st une application de }J dansA U {co}, oU A est un groupe abélien totalement
ordonné. L'image de,, a au moins trois éléments.
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Pour s’assurer que I'image dg, contient au moins trois éléments, remarquons que pautl,, ett € Ty4(K),
M(tut?) = M(u) + V. Il suffit donc de trouver ut € Tq4 tel queax (%) # O (et on prouvera en fait qug, (U,,) est
infini).

(V1) : Pour toutag € ¢k, pour toutd € A U {oo}, U,, 1 €st un sous-groupe de,lJ et Uy, () = {€}.

On constate qu¥,, . = {u € U,, | ufixe le demi-appartemedd(ak, 1)}. Il est alors clair que c’est un groupe. Et
Uy 100} = {€) par définition.

(V2.1) : Pour toutax € ¢y, pour tout ue U,, \ {€}, 'application v i~ ¢_,, (V) — @, (n(U)vn(u)~?) est constante
sur Uy, \ {e}.

Pour toutv € U_,, \ {€}, on a Fix, (n(u)vn(u)™) = n(u).Fixa, (v). Or n(u) agit surAx comme la réflexion se-
lon le mur ker@x), doncn(u) agit surAx comme une réflexion selon un mit de direction kergx), et p_,, (V) —
Par (NU)VN(U)Y) = =20 (M), ce qui est indépendant ge

Usy, \ 8] — A
vV = ‘Paﬂg(v) - ‘ng(tVt_l)

L'élementt € Z(Tq) induit surAx une translation, soit; € Ax son vecteur. Le méme raisonnement que pour (V2.1)
montre alors que la fonction est constante égalg &).

(V2.2) : Pour toutx € ¢ et te Z(T4)(K), la fonction est constante.

(V3) : Pour toute paire prénilpotente déracines{ax, Bx}, on a:

[Vag.1, Upep] © <{UpaK+q8K,pﬂ+qu I p.geN" et prg + g € ¢K} >

L'ensemble des racinese ¢x qui s'écrivent sous la formpey + 9Bk avecp, q € N* est noté ¢, Bx[. Il s'agit
d’un ensemble nilpotent de racines. Le fait qaéT)(K), (Uqy ey e, ) €St Une donnée radicielle au sens fort ("entiere
pour la nomenclature d02]) entraine déja dug [Ug,] c <{U7 |y e]aK,ﬁK[}> = [1yejax pep Yy~ Ce produit
peut s'défectuer dans n'importe quel ordre. Les seules relations lieéawités possible dansg: sont du typey = 26, et
dans ce cas onldys c Ug, toujours par les axiomes d’'une donnée radicielle. Fixanmsay, Bx[ un ordre pour lequel
deux racines colinéaires se suivent. Aldds.[, Ug. ] C [1,ejax sefea Yyr OU Jo, Bx[rea €St 'ensembledy, Bx[ auquel
on a retiré les doubles des racines qu’il contient.

Soitu € [Ug, 1, Up, ], @lorsu € [1,qa, gofes YUy (€N fixant sur &z, Bx[red N'importe quel ordre grignotant) etfixe
D(ax, ) N D(Bx, ). Soient Uy )yela, sl (€IS queu = [], u,. Comme Jrx, Bx[red €St UN €ensemble réduit de racines,
on a Fix, (u) = N, Fixa, (u,) (propositioS), donc chaque fixe D(ax, 1) N D(Bx, ). Ceci entraine bien que si
¥ = pax + 9Bk, alorsu, € U, piiqu.

(V4) : Siag et2ag sont desK-racines,pz,, est la restriction dep,, a Uz, .
Ce point est clair d’apres la définition.

(V5) : Pour toutex € ¢k, pour tout ue U,,, si U,u” € U_,, sont tels que fu) = u”uu, alors ¢_,, (U) =
()O*IYK(U//) = ~Pay (U)

Sachant quél.,, c U(D(zax)), on utilise le Iemm.2. L'élémen(u) agit surAx comme une réflexion selon
un mur dirigé par kertfx), et Fixa, (U) = D(ax, 1) en notantl = ¢, (U). Supposons par exemple quefixe plus que
D(-ax, —A1), c'est-a-dire quep_,, (U) = A’ > —A. Alors la bandgx € Ax | ax(X) € [1, ']} est fixe pau etu’. Par le
Iemm2, elle est alors soit fixe soit envoyée hor&dparu” donc pam(u). Mais ces deux cas sont incompatibles
avec le fait quea(u) induit une réflexion suAx. De mémeg_,, (U”) < —-A.
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En I'absence d’idée directe pour montrer les autres ilitega reste I'argument suivant ; apres le choix d’uneor
maximalK-définiT contenanTq les racines concernées sont en nombre fini, puisque leemdaie esy(T)(ker(ax)) =
#™(T)(ker(ax)) et ker@y) est une partie équilibréee d&T). Ainsi (T, (Ua)aeo(ker@y))) €St une donnée radicielle finie
pour le groupeMac)(ker(ax)), son immeuble de Bruhat-Tits eStere,). Elle est de plud-stable, et ses racines
forment deux orbites opposées sadusle K-systeme de racines associé est jyste —ax}. DoncIEerm(), s'il n’est
pas forcéement un immeuble, est au moins un arbre. L'éted&adtion deu, U’ etu” sur cet arbre permet maintenant
de conclure facilement, sachant qie se projette en une droite, quetw’ commeu etu” en fixent des demi-droites

opposeées, et qué(u) = u”uu y induit une réflexion.

Pour détailler, notonp = Prierpy). SOits: € P(Ak) tel queax (S1) = —¢_q, (U'), S tel quear(Sy) = o, (U) et ss tel
queax(Ss) = —¢q, (U”), Soient ausst et—e les bouts dg(Ax) dans la direction deg et—ax, respectivement. Ainsi,
FiXp(ag)(U) = [S2, €, FiXpag) (W) = [s1, —€[ et Fixpa,)(u”) = [ss, —e[.

Supposons que_,, (U) < -4, c'est-a-dire que l'intervalleq, s;[ est non vide, et aucun de ses points n'est fixé
paru ni paru’. Sachant quae(u).p(Ax) = p(Ax), on vérifie dans cette situation (avec les notationsénes) que
€< 5 < S <n(u).s < n(u).s, < e. Ceci empeche qu#u) fixe un point de §1, s;]. Par des raisonnement semblables,
n(u) ne peut avoir de point fixe dans §, 1], | — €, s3], ni [, €[. Mais n(u) doit tout méme avoir un point fixe puisqu’il
s'agit d’'une réflexion : on arrive a une contradiction. @@ = s,. On prouve similairement qug = <, et ceci
entraine bierp_,, (U) = -2 = ¢_,, (U"). O

4.5.8 lIdentification des appartements

Il faut vérifier que I'appartemex est isomorphe a I'appartement obtenu abstraitementta parla donnée
radicielle valuéeZ(Tq)(K), (Uq, )ay ey )-

4.6 Limmeuble rationnel
4.6.1 Definition

On définit la famille de parahorique suivante gur: Qx = (Qx(@))aca, avecQx(a) = Q(a)', ouQ est la famille de
parahoriques pous sur un apparteme(T) contenanf. Il estimmédiat qu’il s’agit d’'une famille de parahoricgie
Cette définition est indépendante du tdreonsidéré, ca@)(a) dispose de la définition intrinseq@a) = Fixg(a),
mais fixons tout de méme un tel tofe jusqu’a la fin de ce numéro.

Il'y a deux définitions possibles pour 'immeuble @€K) : la premierel (Q(K)) est 'immeuble construit selon la
partie[B a partir de I'appartemeAt et de la famille de parahoriquék:, la seconde esfx = G(K).Ax c 7(Q). Par
définition, les appartements de: seront legy.Ax pourg € G(K), les murs d’'un apparteme@GtAx seront les murs
vrais.

Un de nos premiers buts est bien sir de montrer que ces ééinkidhs coincident. Nous pourrons alors utiliser d’'une
part les résultats abstraits[Je 3, et d’autre part cesgirmpriete dd (Q) qui se transmettront & son sous-immeuhle

Remarquel’'immeuble 7 (K) est inclus dans I'ensemble des poifitfixes deZ, mais n’est généralement pas égal
a cet ensemble, comme c’est déja le cas pour 'immeulilee& -rationnel d’'un groupe réductif sur un corps local.
Posons :
o I(@) - Ix
I lga@le. » ga=[galec 1@

Il est immédiat de vérifier qué est une applicatios(K)-équivariante, bien définie et surjective. L'inject&ifait
I'objet de la proposition suivante.

En attendant, soit, I'injection de A(T) dansZ(Q), qui restreinte &g donne une injection déx danslk. Soit
aussig, I'application canonique (injective si et seulemenfgivérifie (para 1) ) dé\x dansZ(Qx). Alors d’aprés les
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définitionsqa, = J © to,. Le membre de gauche étant injectif, ceci prouve guest injective, donc qu@y vérifie
(para 1).
Proposition 4.6.1.
1. Stalyx)(ta(Ax)) = N(Ta)(K) = Staks) (ta. (Ax)
2. Les appartements dg sont en bijection @K)-équivariante avec ceux d&Qx) et def(K), donc avec les tores
K-déployés maximaux.
3. Ng := N(Ta)(K) = G(K) N ((N(T) N N(Tq)) . Fixe(Ax)).-

4. G(K) vérifie la decomposition d’'lwasawa(®&) = Ux(C) . N(Tg)(K) . Ugmin(F) pour touteK-chambreC de
Ax(Tq) et toute facette F de&Tq).
De plus, le facteur de {¢)(K) est unique modulo (¢)(K)(F) = Fixnyx)(F).

5. Pour tout ae Ax(Ty), pour tout T tel que A(Ty) c A(T),ona:
G(K) N (N(T).Q(a)) = N(Tq)(K).Qx(a)

Géométriguement, ceci signifie que si deux points a et i(@% Avec ac Ag, sont conjugués, pour I'action de
G sur7(Q), a lafois par GK) et par N(T), alors ils sont conjugués par (Yg)(K).

6. jinduit un isomorphisme d’appartements engg(Ax) etiq(Ax).
7. L'application j est une bijection entiB(Qx) et k.

8. La famille de parahoriqueQy vérifie (para 5), et pour toutK-facettefﬁdef(K), elle vérifie les conditions
(para 2.1)(f3 et (para 2.2)() des que les vérifie pour la facetté’ de 7 contenantf’

Remarquele point essentiel est Ea 5. Il découle de I'unicité du éactdeN dans la décomposition d’'lwasawa du
groupe déploy& (propositior 3.4]5).

Démonstration:
1. Par constructionN(Tq)(K) est inclus dans les deux stabilisateurs. Ensuitg, si Stalyx)(te(Ax)), alorsg
permute les fagades @d&. Plus précisémeng permute{ f1fle ?(KK)} (voir la propositior{4.5]9). Dong €

Stalyx) (Ax) = N(Tg)(K). Enfin, le fait quej soitG(K)-equivariante entraine Staf (ta. (Ax)) C Staksx) (ta(Ax)),
ce qui permet de conclure.

2. découle du point précédent.

3. Celavient du fait qu&(Ak) est transitif sur les appartements conterfgntcar Ax contient un point sphérique

(22

4. Comme G(K), (Ua, da)acs,) €St une donnée radicielle valuée, la proposifion B.4oRiyge queG(K) admet la
décomposition d'lwasaw&(K) = Ux(C) . State(Ax(Ta)) . Gx(F), avecUx(C) = ( {Us | @ € ¢x(C)} ) et
Gi(F) = ({Uu(F) | @ € ¢x} ). De plus, Stalk)(Ax(Tq)) = N(Tg)(K) par le point 1.

Etudions l'unicité den : soientg = uimu; = Unzu, deux écritures dg € G(K). Soit T un tore maximal tel
queA(T) > Ax(Tq), on va se ramener a l'unicité dans la décomposition @ddawva du groupe déplog&dans
'appartemeniA(T).

Soit C’ une chambre d&(T) contenanC dans son adhérence, aldig(C) ¢ U(C’). Soit F’ un élément du
filtre F tel queu; etu;, sont danss(F’).
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On décompose enfin, et n; grace au point 3 : il existe],n, € N(T) N N(Tq) etz,z € Z(Ty) tels que
M = Nnj.z; etny = n,.2. Alors pour touta € F/, g = uiny(z;.u;) = uzm,.(z.u5) sont deux écritures dé pour
la decomposition d’lwasawa = U(C’).N.P(a). Par la propositi0.5, on obtielngrln’2 € N(a). Ceci étant
pour touta € F, on a dona; n, € N(F’). Puisn;*n, = z*n} ™}z, € Ng(F’) € Ng(F).

5. Soitg = ng € G(K) N N(T).Q(a). SoitC uneK chambre deAy, par la decomposition d’'lwasawa @G{K),
il existe ng € N(Tg)(K) tel queg € Ux(C).nx.Qx(a). On va utiliser comme au point précédent I'unicité de
la décomposition d'lwasawa dais On sait queN(Tq)(K) c Staks(Ax) = (N(T) N N(Ty)) . Fixs(Ax), car
Fixs(Ax) est transitif sur les appartements conterf@ntSoit doncng = n’z une écriture correspondante, alors
ze Q@ doug e U((f’) . . Q(a), pour n'importe quelle chambi@ de K(T) contenantC. Par la pro-
position[3.4.5n € n".N(a). Doncg € "Q(a) = Nxz*Q(a) = NxQ(a). Doncg € G(K) N N(Ty)(K).Q(a) =
N(Ta)(K).Qx(a).

6. SoitBg un appartement dé(Qx). Le fait queQy vérifie (para 1) entraine quieinduit une bijection déBx sur
son image. Ensuitg;s, = Lall'A]K o1, etiga, COMmerg, sont des isomorphismes d’appartements par définition
de la structure d’appartement g et dewg, (Ax).

7. Montrons qug est injective : soient ff, )], et [(h, b)]o, avecg, h e G(K) eta, b € Ag, deux points de (Qx),
tels que [¢, a)]lo = [(h,b)]lo, montrons que [, a)]q, = [(h,b)]lg,. On peut supposdr = e. Alors il existe
n e N(T) tel quen.a = b etg € nQ(a). Commeg € G(K), le point précédent entraigee N(T4)(K).Qx(a). Soit
ng € N(Tg)(K) tel queg € ng.Q(A). DansZ(Q), on ag.a = b, d'ou ng.a = b. Par définition de cette action,
cette égalité reste vraie pour I'action NéTq) sur I'appartement abstraliz. Alors la définition de~q, entraine
[(g. 8. = [(e ).

8. Soita € Ax un point d’une fagadé - sphérique. Alor€)(a) = U(f3 > Ma(a) = U(ﬁ = Q(au opy(a)). Les deux
groupes sonk-définis, et la trivialité de leur intersection entrai@é)” = U(fq)r = Ma(a)". Nous renvoyons
alors a [BT7PR] pour prouver qukia(a)’ est le groupe engendré pl(a) et par lesU,(a), a € ¢K(f3, eta
[R€02] pour prouver quel(f) est bien le sous-groupe distingueR(g™) engendré par led,,, a € ¢U(f).

Passons a (para Z.ﬁ( Soita un point deAx dans une fagade bordée pare. Soitg € Nx.Qx(a) N NK.PK(fA).

On aNg.Qx(a) ¢ N.Q(a) par le point 3 elNg.Px(f) ¢ N.P(f) = N.P(f’) par le méme raisonement. Donc par
(para 2.1){’), g € G(K) N (N.Q(pr«a))), etg € Nx.Qx(pra)) par le poinlDS.

Prouvons (para 2.2ﬂ[. Soita € A, ¢ etg € Q(a). Soitg une facette dans le bord deet g la facette def la
contenant. Par (para 2.27][, il existeby € pr},l(a) N Ay etn € N(a) tels queng fixe le conebp + ' c Ayg.

Alors il existeb € by + f' N A¢. Pour toute racine e ¢(f7), a(b) = a(a). Et commeb € A, pour toute racine
a € ¢K(f3, a(b) est bien défini, et vaut dong(a). Ceci prouve quer«b) = a. Ainsi, b € Agg N pr;}(a) et

ge G(K) N (N.Qb + ) = Ne.Qr(b + f).

On identifie donc désormafQx) et 7. Comme la famille de parahoriqu&s: vérifie les conditions (para 1, 5,
2.2) et (para 2.1)‘6 pour fﬁsphérique, les résultats de la paﬂie 3 s’appliquent.

4.6.2 Structure des appartements

Soit Ax un K-appartement, nous allons définir les murs, parties clestxettes dé.
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Définition 4.6.2.  — UnK-isomorphisme d’appartements est un isomorphisffieeaqui préserve I'ensemble des
murs vrais.
— Une partieK-close de A est une intersection finie de vrais demi-appartements.tie dihgendré par les parties
K-closes contenant une part@de A est leK-enclos de&?, il est noté GL(Q).

Remarquell faudrait en fait noter G{, (©2), car tant qu’'on n'a pas (para 5 et B)( I'enclos d’'une partie d’appar-
tementQ dépend de I'appartement la contenant considére.

Proposition 4.6.3. L'action de GQK) sur A¢ préserve les ensembles des murs vrais, donc taatG(K) induit un
isomorphisme sur chaque appartemenfdg).

Démonstrationl action deG(K) préserve 'ensemble des murs, et celui des murs réekslegoréserve spn.
SoitD = Fixa, (U(D)(K)) un demi-appartementréel. Sgit G(K), alorsg.D = Fixga, (QU(D)(K)g™ = Fixga, (U(gD)(K),
carg € G(K). O

On définit les facettes d&x de la méme maniere que cellesAle

Définition 4.6.4. Pour xe Ax, (Ax)x est I'espace directeur de la facade contenant x, muni destitins des murs de
Ax contenant x. PouF une facette déAK)x, Fir (x, F) est le filtre engendré par les parties closes degii induisent
un voisinage de x dansxF. Les facettes deAsont tous les filtres obtenus ainsi, auxquels on rajoute enieo
facette vide, qui est le filtl®(Ax) de toutes les parties degA

SiF = Fir(x, ﬁ), alors F est la direction de F, et si x A 1 alors A, ou mémef est appelé la facade de F. De

maniére générale, étant donnée une facette F, on adtesa direction etf sa facade.
Une facette est dite sphérique lorsque sa fagade esrispige

Comme il y a moins de murs dad& que dang\, et commeAx lui-méme n’est pas une partie closeAlde seul
lien entre les facettes deet celles de?x est ceci :

Proposition 4.6.5. Si F est une facette de A, alorsrFAx est inclue dans uni-facette de A.

4.6.3 Decomposition de Levi

SoitQ c A¢ telle que CI() est I'adhérence d’une facette ou une partie equilibtdars Q(Q) = U(Q) < Ma(Q)
pour tout appartemeri contenanfy,. L'écriture Ma(Q) = Q(Q U 0p,(R2)) prouve, puisque gfQ) = op,, () € Ax
queMa(Q) est en fait indépendant dfe on pourra donc noter ce groupi, (Q).

Les trois groupeQ(Q), U(Q2), et Ma, (2) sontK-définis, et ceci entraine que la décomposition de Léenebre vraie
au niveau rationel Q(Q)(K) = U(Q)(K) = Ma, (Q)(K).

Lorsque CI@) N Isphest de plus non vide, la simple transitivité d€Q) sur les parties d’appartement opposées a
Q entraine celle d&J(Q)(K) sur les parties d’appartement opposégsetl’-stables.
Par ailleurs,Ma, (2) est alors un groupe réductif, domda, (Q2)(K) est transitif sur le&K-appartements contenant
QU op,, (Q).
On conclut alors par la décomposition de Lévvi d@)(K) est transitif sur le&-appartements contenant
En résumeé :

Proposition 4.6.6. SoitQ c Ay telle que C(G) est équilibrée ou I'adhérence d’une facette sphérigilers QQ)(K)
est transitif sur leK-appartements contenaft, U(Q(K) est simplement transitif sur les parties Heappartement
opposées &, et My, (Q) est transitif sur les appartements conten@nt op,, ().

Remarquet_e raisonnement su (Q)(K) montre en fait I'équivalence entre "étre une partie gagement opposée

aQ etI'-stable”, "étre une partie d’appartement oppos€eaiI'-fixe”, et "étre une partie d&-appartement opposée
aqQ”.
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4.6.4 Lien entre les facades

Proposition 4.6.7. Soit Ax unK-appartementet & Ax un point sphérique. Softe F (A¢) telle que ac (Ax) ¢ Alors
pour tout ge Q(a)(K), il existe @ € Ax et ne N(Tg)(K) N P(a) tels que nce P(ap + f).

DémonstrationSachant qu&(a)(K) = U(a)(K) < Ma, (a)(K), et que tout élément déd(a)(K) fixe un cdne de
la formeag + f dansAg, on peut supposey € Ma, (8)(K) = Q({a, opa, (8)})(K). Commea est dans une facade
sphérique, on §({a, op,, (a)}) c Stakys(Cl({a, op, (a)})) (corollaire??) , doncAx N q.Ax > Cl({a, opy, (a)}). D’apres
la propositior{4.616, il existe alora € Q(Cl({a, op,, (a)}))(K) tel quemq e Staky) (Ax) = N(Tq)(K). Commem fixe
Cl({a, opa, (a)}) qui contient un cone du typm + f. ceci prouve la proposition. O

A présent que nous savons dB€K) vérifie (para 0,1,3,4, 2.1 et I, et (para 2.2X) lorsque la facade de départ
est sphérique, on peut appliquer les résultats des sarliet@.
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