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1 Introduction

LorsqueG est un groupe réductif sur un corps localK, la théorie de François Bruhat et Jacques Tits permet de
lui associer, outre son immeuble vectoriel, ou sphérique,ou ”de Tits”, un immeuble affine, dit ”de Bruhat-Tits”. Cette
immeuble est plus précis que l’immeuble vectoriel, au sensoù la connaissance du premier permet de reconstruire le
second. Comme tout immeuble, il s’agit d’une réunion d’appartements, et on le qualifie d’”affine” car ces appartements
sont des espaces affines, dont les espaces vectoriels directeurs sont en fait lesappartement de l’immeuble vectoriel.

Maintenant, siG est un groupe de Kac-Moody, déployé ou presque déployé,on sait construire son immeuble
vectoriel. Il s’agit en fait de deux immeubles jumelés, voir par exemple [Ré02]. Le but du travail présent est, dans
le cas oùG est un groupe de Kac-Moody sur un corps local, de définir un objet ”affine”, similaire à l’immeuble de
Bruhat-Tits du cas réductif.

Ceci a déjà été fait dans [GR08] par Stéphane Gaussent et Guy Rousseau, pour un groupe déployé sur un corps
K dont le corps résiduel contientC. L’objet défini est appelé ”masure” car il ne satisfait pastoutes les conditions
demandées à un immeuble habituel. Pour un corps plus gén´eral, mais toujours un groupe déployé, Guy Rousseau
([Rou06]) a défini un ”immeuble microaffine”, que l’on peut voir comme le bord à l’infini d’une masure,semblable
au bord rajouté à un immeuble affine lorsqu’on définit sa compactification polygônale. Par ailleurs, la définition d’une
masure pour un corps local général est a priori effectuée, toujours par Guy Rousseau, la rédaction est en cours.

On se propose ici de se placer dans le cadre général des groupes munis d’une donnée radicielle valuée, cadre qui
inclut les groupes de Kac-Moody déployés ou presque déployés sur un corps muni d’une valuation réelle quelconque.
Nous construirons simultanément une ”masure” et son bord (qui contient donc un ”immeuble microaffine”) car celui-ci
sera utile à l’étude des propriétés géométriques de la masure. L’objet obtenu sera appelé une masure complète.

On se rend compte que plusieurs choix peuvent être faits, menant à différentes masures complètes. Pour rentrer un
peu dans le détail, la construction d’un appartementA ne présente pas de difficulté (partie 3.1) , et on cherche donc
ensuite, selon le procédé habituel de Bruhat et Tits, à construire un objet immobilier comme quotient deG × A par la
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relation d’équivalence déterminée par le choix des sous-groupes deG qui seront les fixateurs des points deA. Ces sous-
groupes sont appelés, comme dans le cas réductif, des ”sous-groupes parahoriques”, et contrairement au cas réductif,
leur définition n’est pas évidente : plusieurs possibilités sont envisageables. Ainsi, dans [GR08], Stéphane Gaussent
et Guy Rousseau définissent les familles de groupes parahoriquesPmin, Ppm, Pnm dont la définition est quelque peu
indirecte, et nécessite l’emploi de ”complétions” du groupe de Kac-MoodyG considéré.

Toujours par soucis de généralité, nous optons pour une approche axiomatique, c’est-à-dire que nous définissons
abstraitement la notion de ”famille de parahoriques”, et nous étudions les objets immobiliers que l’ont peut construire,
en fonction des propriétés vérifiées par une telle famille. C’est la partie 3. Dans le cas d’un groupe de Kac-Moody
déployé, nous aurons essentiellement deux exemples de familles de parahoriques, ce sont ces deux exemples que nous
auront en tête tout au long de cette partie. Dans la partie 4 enfin, on étudie le cas d’un groupe presque déployé : il
s’agit de trouver une famille de parahoriques permettant d’utiliser la constrution générale de la partie 3.

2 Rappels et notations

Lorsqueα : X → R est une fonction sur un ensembleX, on notera pourY ⊂ X, α(Y) = 0 siα(Y) = {0}, α(Y) > 0
si α(Y) ⊂ R+∗, α(Y) ≥ 0 siα(Y) ⊂ R+ etc...
Si A est un complexe simplicial,F (A) sera l’ensemble de ses facettes. Sif est une facette deA, f ∗ est la réunion des
facettes bordées parf . Ainsi, lorsque~f est une facette dans un immeuble~I, ~f ∗ désignera la réunion des facettes de
~I dont l’adhérence contient~f . Si ~Z est un appartement de~I, on notera la réunion des facettes de~Z dont l’adhérence
contient~f par ~f ∗ ∩ ~Z. Enfin, par définition d’un complexe simplicial,F (A) est muni d’un ordre qu’on notera juste≤.

2.1 Donńee radicielle

Il y a plusieurs définitions possibles pour une donnée radicielle, selon que l’on considère qu’un système de racines
est un sous-ensemble d’un espace vectoriel réel ou un ensemble de demi-complexes de Coxeter. La seconde possibilité
est plus générale, la première plus précise, elle permet notamment de distinguer une racine et son double. Un système
de racines du premier type sera dit vectoriel, un système dusecond type sera dit géométrique.

Si α, β sont deux racines d’un systèmeφ, l’intervalle [α, β] est défini de la sorte :
– [α, β] = {pα + qβ | p, q ∈ N et pα + qβ ∈ φ} lorsqueφ est un système de racines vectoriel.
– [α, β] = {γ ∈ φ | α ∩ β ⊂ γ} lorsqueφ est un système de racines géométrique.

On définit aussi ]α, β[= [α, β] \ {α, β} ainsi que ]α, β] et [α, β[ de la manière évidente.
Une partieψ d’un système de racine est dite close lorsque pour toutα, β ∈ ψ, [α, β] ⊂ ψ. La partieψ est dite de plus
nilpotente si elle est finie. Enfin, une partieψ est dite prénilpotente s’il existe un système de positifφ+ de φ et un
élémentw ∈W(φ) du groupe de Weyl associé àφ tel queψ ⊂ φ+ ∩w(−φ+). Une partieψ est nilpotente si et seulement
si elle est close et prénilpotente.

La notion de prénilpotence est principalement utilisée pour les paires de racine. Si{α, β} est une telle paire, il est
presque immédiat que l’intervalle [α, β] est clos, ainsi{α, β} est prénilpotente si et seulement si [α, β] est fini.

Dans la suite, sauf mention du contraire, les systèmes de racines considérés seront toujours de type vectoriel. Ainsi,
l’existence d’un système de racinesφ sous-entend l’existence d’unR-espace vectoriel~V tel queφ ⊂ ~V∗. Un système
de racinesφ est dit réduit si pour toutα ∈ φ, φ ∩ R.α = {±α}. Lorsqueφ n’est pas réduit, la seule possibilité est en fait
φ ∩ R.α = {±α,±2α} ouφ ∩ R.α = {±α,± 1

2α}.

Définition 2.1.1. Soitφ un système de racines, etφ+ un système positif dansφ. Soit G un groupe et(Uα)α∈φ une famille
de sous-groupes de G. On note T=

⋂

α∈φ NG(Uα) l’intersection des normalisateurs des Uα, U+ = 〈 {Uα | α ∈ φ
+} 〉 et

U− = 〈 {Uα | α ∈ −φ
+} 〉.

Le couple(G, (Uα)α∈φ) est appelé une donnée radicielle de typeφ si :
– (DR1) : Chaque Uα est un sous-groupe de G non trivial.
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– (DR2) : Pour toute paire prénilpotente de racines{α, β}, [Uα,Uγ] ⊂
〈 {

Uγ | γ ∈]α, β[
} 〉

. ([Uα,Uγ] est le groupe
des commutateurs de Uα et Uβ.)

– (DR3) : Siα ∈ φ et2α ∈ φ, alors U2α est inclus strictement dans Uα.
– (DR4) : Pour toutα ∈ φ, et tout u∈ Uα \ {e}, il existe u′, u′′ ∈ U−α tels que n(u) := u′uu′′ conjugue chaque

Uβ, β ∈ φ en Urα.β. De plus, les différents n(u) peuvent être choisis de sorte que pour tout u, v ∈ Uα \ {e},
n(u).T = n(v).T.

– (DR5) : T.U+ ∩ U− = {e}.

Cette donné radicielle est dite génératrice si de plus :
– (DRG) : G est engendré par T et les Uα.

Remarque:C’est la définition utilisée dans [Rou06], 1.5, elle équivaut à la définition de ”donnée radicielle jumelée
entière” de [Ré02] 6.2.5. Dans la terminologie de [Ré02], le qualificatif ”entière” sert à indiquer que le système
de racines est de type vectoriel. La définition d’une donnée radicielle pour un système de racines géométrique est
exactement la même, à ceci près que la définition d’un intervalle de racines utilisée en (DR2) a changé, et que (DR3)
devient inutile.

Le qualificatif ”jumelé” sert quand à lui à se rappeler quedans le cas oùφ est infini, cette donnée radicielle menera
à un immeuble jumelé. Il n’a aucune signification formelle, ce qui explique son ommission ici.

Signalons enfin que c’est la notion géométrique de donnéeradicielle qui est définie dans [AB08].

Lorsque (G, (Uα)α∈φ) est une donnée radicielle, on notera toujoursT =
⋂

α∈φ NG(Uα) comme dans la définition.
On prouve que les élémentsn(u) dans (DR4) sont uniques, on peut donc conserver la notationn(u). On note de plusN
le sous-groupe deG engendré par ces éléments et parT, on prouve qu’il s’agit du normalisateur deT sous la condition
(CENT) définie dans [Ré02] 1.2.5. Le groupe quotientN/T s’identifie au groupe de Weyl du système de racineφ en
associant pour toutu ∈ Uα \ {e}, n(u).T à la réflexionrα.

Le groupeT et tous ses conjugués sont appelés les tores maximaux. Si la condition (CENT) est vérifiée, si
T′ = gTg−1 est un tore maximal, on noteN(T′) = gNg−1 son normalisateur,gφ le système de racines abstraite-
ment isomorphe àφ via l’applicationα 7→ gα, et pour toutα ∈ φ, on note enfinUgα = gUαg−1. Alors (G, (Ugα)gα∈gφ)
est encore une donnée radicielle.

Dans la suite, on évitera de particulariser la donnée radicielle (G, (Uα)α∈φ) (correspondantau toreT), on considérera
plutôt queG est muni d’une classe d’équivalence (pour la conjugaison)de données radicielles. Pour chaque toreT on
noteraφ(T) ⊂ ~V(T)∗ le système de racine et (Uα)α∈φ(T) les groupes radiciels correspondants.

SiD = (G, (Uα)α∈φ) est une donnée radicielle, pour toute partieψ deφ, on noteraG(ψ) = 〈 {Uα | α ∈ ψ} 〉.

Par définition même, un groupe de Kac-Moody déployé admet une donnée radicielle. Et c’est un des buts de [Ré02]
que de prouver que c’est encore le cas pour une classe de groupes de Kac-Moody plus générale. Le terme employé
dans [Ré02] pour qualifier ces groupes est ”presque déployé”.

Proposition 2.1.2. Si G est un groupe de Kac-Moody déployé ou presque déploy´e, alors il admet une donnée radi-
cielle. SiK est un corps de cardinal au moins 4, alors G(K) vérifie la condition (CENT).

2.2 Valuation d’une donńee radicielle

A l’exemple de [BT72], on ajoute maintenant une structure supplémentaire à notre donnée radicielle qui permet
de rendre compte, dans le cas d’un groupe sur un corps local, de la valuation du corps.

Définition 2.2.1. Soit φ un système de racines. Soit(G, (Uα)α∈φ) une donnée radicielle, soitΛ un groupe abélien
totalement ordonné, et pour toutα ∈ φ soit ϕα une fonction de Uα dansΛ ∪ {∞}. Pour toutλ ∈ Λ on note Uα,λ =
ϕ−1
α ([λ,∞]).

On dit que la famille(ϕα)α∈φ est une valuation de la donnée radicielle(G, (Uα)α∈φ), ou que(G, (Uα, ϕα)α∈φ) est une
donnée radicielle valuée si :
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– (V0) :∀α ∈ φ, ϕα(Uα) a au moins trois éléments.

– (V1) : Pour toutα ∈ φ etλ ∈ Λ, Uα,λ est un sous-groupe de Uα, et Uα,∞ = {e}.

– (V2.1) : Pour toutα ∈ φ, pour tout u∈ Uα \ {e}, la fonction
U−α \ {e} → Λ

v 7→ ϕ−α(v) − ϕα(n(u)vn(u)−1)
est

constante.

– (V2.2) : Pour toutα ∈ φ, pour tout t∈ T,
Uα \ {e} → Λ

v 7→ ϕα(v) − ϕα(tvt−1)
est constante.

– (V3) : Pour toute paire prénilpotente de racines{α, β}, pour tousλ, µ ∈ Λ :

[Uα,λ,Uβ,µ] ⊂
〈 {

Upα+qβ | p, q ∈ N
∗ et pα + qβ ∈ φ

} 〉

– (V4) : Siα ∈ φ et 2α ∈ φ alorsφ2α est la restriction deφα à U2α.

– (V5) : Pour toutα ∈ φ, pour tout u∈ Uα \ {e}, soient u′, u′′ ∈ U−α tels que n(u) = u′uu′′, alors −ϕα(u) =
ϕ−α(u′) = ϕ−α(u′′).

Lorsque (G, (Uα, ϕα)α∈φ) est une donnée radicielle valuée, on garde la notationUα,λ introduite pour la définition.

Proposition 2.2.2.Soit G un groupe de Kac-Moody déployé, soitK un corps muni d’une valuation̟ : K → Λ∪{∞}.
Alors il existe une valuation(ϕα)α∈φ de la donnée radicielle(G(K), (Uα(K))α∈φ), elle est définie parϕα(uα(k)) = ̟(k),
où uα est un isomorphisme entre(K,+) et Uα(K).

Référence : [Rou06] �

2.3 Immeubles vectoriels

Ce que nous appelons ici les immeubles vectoriels sont les immeubles décrits dans [Ré02]. Ce sont des immeubles
jumelés, donc en fait la réunion de deux immeubles classiques. Dans la réalisation géométrique de ces immeubles que
nous considérons, les appartements sont inclus dans des espaces vectoriels, d’où l’appellation ”immeubles vectoriels”.
Une autre appellation fréquente est ”immeubles coniques”, car les appartements sont des cônes dans ces espaces vec-
toriels.
Dans cette sous-partie, nous rappelons les principaux résultats concernant ces immeubles, et fixons les notations.

On suppose désormaisφ à base libre, c’est-à-dire que toute baseΠ du système de racinesφ est aussi une base de
l’espace vectoriel sous-jacent~V∗.

2.3.1 L’immeuble vectoriel d́eployé

Une donnée radicielle permet de définir un immeuble, voir par exemple [Ré02] partie 2. On notera~I l’immeuble
obtenu à partir de la donnée radicielle (G, (Uα)α∈φ).

Ses appartements sont en bijection avec les tores maximaux deG. Dans la réalisation de~I que nous considérons,
l’appartement correspondant au tore maximalT est inclus dans leR-espace vectoriel~V = ~V(T). Doncφ(T) ⊂ ~V(T)∗ :
les racines relatives àT sont des formes linéaires sur cet espace. Le choix d’une base Π de φ(T) définit un cône
~C =
{

x ∈ ~V(T) | α(x) > 0, ∀α ∈ Π
}

, c’est la chambre positive relative àΠ. Les ensembles obtenus en remplaçant cer-

taines des inégalités> 0 par des égalités= 0 dans la définition de~C sont les facettes de~C. L’appartement~A(T) est

alorsW(T). ~C ∪W(T).(− ~C) ⊂ ~V(T), ses facettes sont les±w~f , pourw ∈ W(T) et ~f une facette de~C. Les chambres
sont les facettes maximales, donc les images de± ~C par unw ∈W(T), et les cloisons sont les facettes de codimension

1. C’est un cône, réunion de deux cônes convexes~A+(T) = W(T). ~C et ~A−(T) = −~A+(T). Le cône positif~A+(T) est
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appelé le cône de Tits. Chacun de ces deux cônes convexes,avec sa structure de facettes, est un complexe de Coxeter
pourW(T).
L’intérieur de ~A(T) dans~V(T) est une réunion de facettes, appelées les facettes sphériques. Ce sont précisément les
facettes dont le fixateur dansW(T) est fini. Les chambres et les cloisons sont toujours sphériques, leur fixateur dans
W(T) étant respectivement{e} et {±1}.

L’immeuble~I est réunion des~A(T) pour tous les tores maximauxT. Ces appartements sont permutés transitive-
ment parG, selon la formuleg. ~A(T) = ~A(gTg−1) ([Ré02] 2.6.2). En conséquence,N(T) est le stabilisateur de~A(T).
Pourα ∈ φ, u ∈ Uα, l’élémentn(u) agit sur~A(T) comme la réflexion selon le mur ker(α). Le groupeT quand à lui est
le fixateur de~A(T).
Pour une racineα ∈ φ(T),D(α) :=

{

x ∈ ~A(T) | α(x) ≥ 0
}

est le demi-appartement associé àα. Le groupeUα fixe ce
demi-appartement, et est simplement transitif sur les appartements le contenant.
Si on fixe un tore maximalT, et une base deφ(T), on définit~I+ = G. ~A+(T) et ~I− = G. ~A−(T). Ce sont deux immeubles
au sens classique, qui ne s’intersectent qu’en 0. Le découpage~I = ~I+ ∪ ~I− est indépendant des choix deT et de la
base deφ(T), mais~I+ et ~I− sont échangés si on remplace une base deφ(T) par son opposée. Ces deux immeubles
sont jumelés.

Pour toute partie~Ω d’un appartement~A(T), on noteP(~Ω) son fixateur dansG, c’est lesous-groupe parabolique de
G associé à~Ω. Rappelons les propriétés essentielles de ces groupes :

Proposition 2.3.1.

1. Pour tout~Ω ⊂ ~A(T),
⋂

~f∈~Ω N(T).P( ~f ) = N(T).P(~Ω), ce qui signifie qu’entre deux appartements contenant~Ω

existe un isomorphisme induit par un élément de G fixant~Ω. Autrement dit, le groupe P(~Ω) est transitif sur les
appartements contenant~Ω.

2. Pour toute partie~Ω ⊂ ~A(T), on a P(~Ω) = P(Cl(~Ω)), où Cl(~Ω) est l’enclos de~Ω dans~A(T), c’est-à-dire l’inter-
section de tous les demi-appartements contenant~Ω. Ceci entraine que l’intersection de deux appartement~A et
~B est une partie close (ie égale à son enclos) dans chacun des appartements~A et ~B.

3. Si ~f et~g sont deux facettes de~I, alors G= P( ~f ).N(T).P(~g) où T est un tore maximal tel que~A(T) contient une
des deux facettes. Ceci entraine qu’il existe un appartement contenant~f ∪~g. Lorsque~f et~g sont de même signe,
cette décomposition est dite de Bruhat, sinon de Birkhoff.

2.3.2 D́ecomposition de Ĺevi

On se réfère ici à [Ré02] partie 6.
Soit ~Ω une partie d’un appartement~A. On note :
– φu(~A)(~Ω) =

{

α ∈ φ(~A) | α(~Ω) > 0
}

– φm(~A)(~Ω) =
{

α ∈ φ(~A) | α(~Ω) = 0
}

– φ(~A)(~Ω) = φu(~A)(~Ω) ⊔ φm(~A)(~Ω) =
{

α ∈ φ(~A) | α(~Ω) ≥ 0
}

.

L’ensemble de racinesφm(~A)(~Ω) est en fait un sous-système de racines deφ(~A). Lorsque~Ω contient un point
sphérique, il est fini.

On définit ensuite les sous-groupes deP(~Ω) suivants :

– Le facteur de Lévi de P(~Ω) par rapport ~A : M~A(~Ω) := FixG(Vect~A(~Ω)) = FixG(~Ω ∪ op~A(~Ω)). Il est d’après 2.3.1

transitif sur les appartement contenant Vect~A(~Ω). Si ~Ω est une facette ou si elle contient une facette sphérique,

alors M~A(~Ω) = 〈T,
{

Uα | α ∈ φ
m(~A)(~Ω)

}

〉. Enfin, le couple (M(~Ω), (Uα)
α∈φm(~Ω)) est une donnée radicielle de
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système de racinesφm(~Ω). En particulier, lorsque~Ω contient un point sphérique,φm(~Ω) est un système de ra-
cines fini, etM(~Ω) est muni d’une donnée radicielle de type fini, comme définie dans [BT72].

– Le facteur unipotent de P(~Ω) : U (~Ω) est le sous-groupe distingué deP(~Ω) engendré par
{

Uα | α ∈ φ
u(~A)(~Ω)

}

. Il

est donc indépendant de l’appartement~A contenant~Ω considéré. Dès queφu(~Ω) est une partie nilpotente de ra-
cines, il admet la décomposition avec écriture unique :U(~Ω) =

∏

α∈φu(~A)(~Ω) Uα, quel que soit l’ordre des facteurs.

C’est en particulier le cas lorsque~Ω intersecte une facette positive sphérique et une facette négative sphérique.
Lorsque~Ω est une chambre,U(~Ω) =

〈 {

Uα | α ∈ φ
u(~A)(~Ω)

} 〉

, et lorsque~Ω est une facette,U(~Ω) est l’intersec-

tion desU( ~C) pour ~C les chambres de~A contenant~Ω dans leur adhérence. On prouve enfin que si~Ω est une
facette sphérique,U(~Ω) = U( ~C) ∩ U(~D) dès que~C et ~D sont deux chambres opposées dans~Ω∗ ∩ ~A.

Une partie équilibrée dans~I est une partie d’appartement qui contient des points positifs et négatifs et qui est
recouverte par un nombre fini de facettes sphériques.

Dans le cas où~Ω est soit une facette soit une partie équilibrée de~A, P(~Ω) admet une décomposition de Lévi
([Ré02], 6.2.2 et 6.4.1) :

P(~Ω) = M~A(~Ω) ⋉ U(~Ω)

Une extension vectorielle de~Ω est une partie de~I de la forme Vect~B(~Ω) pour un appartement~B contenant~Ω. La

décomposition de Lévi peut aussi s’exprimer en disant queU(~Ω) est simplement transitif sur les extensions vectorielles
de ~Ω.

3 Construction générale

Soit ~V unR-espace vectoriel,φ ⊂ ~V∗ un système de racines dont les bases sont des bases vectorielles de~V∗, et
(G, (Uα, ϕα)α∈φ) un groupe muni d’une donnée radicielle valuée. On suppose la condition (CENT) de [Ré02] 1.2.5
vérifiée, donc le normalisateur d’un tore maximalT est le groupe engendré parT et lesn(u), u ∈ Uα, α ∈ φ(T). On
essaie de voir quel genre d’objet immobilier, semblable à l’immeuble affine de Bruhat-Tits ([BT72]), pourrait être
défini dans cette situation.

3.1 L’appartement

Soit T un tore maximal dansG. On définit dans ce numéro l’objetA(T) qui nous sera l’appartement relatif àT. Il
s’agit d’une réunion disjointe d’espaces affines sous~V(T) et certains de ses sous-espace vectoriels. Dans toute cette
partie, on noteraφ = φ(T) et N = N(T).

3.1.1 Façades d’appartement

Soit Y(T) un espace affine sous~V. Un cône dansY(T) est une partie deY(T) de la formef = x + ~f , où ~f est un
cône de~V(T). Le cône vectoriel~f est uniquement déterminé, c’est la direction dex+ ~f . Deux cônes de même direction
sont dits parallèles, on noteg ∥ f . Lorsqueg est parallèle et inclus dansf , on dit que c’est un sous-cône parallèle,
abrégé en ”scp”.

On définit une relation d’équivalence∼ (ou∼T lorsqu’il faut préciser) sur l’ensemble des cônes convexes deY(T).
Soient f = x+ ~f et g = y+ ~g, on pose :

f ∼ g ⇔ ( f ∥ g et f ∩ g , ∅) ⇔ ( f ∩ g contient un scp def et deg ) ⇔ ( f ∥ g et ~xy ∈ Vect(~f ))

Pour tout cône convexe~f on noteY(T) ~f l’ensemble des cônes dirigés par~f quotienté par∼. C’est la façade de

Y(T) de direction~f . C’est un espace affine isomorphe àY(T)/Vect(~f ), et l’action de~V(T) surA passe au quotient sur
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Y(T) ~f .

SoitF (~A(T)) l’ensemble des facettes de~A(T), ce sont en particulier des cônes convexes de~V(T). L’appartement
(complet) associé àT est alors :

A(T) :=
⋃

~f∈F (~A(T))

Y(T) ~f

On noteraA(T) ~f pour désigner la façadeY(T) ~f , et les façades deY(T) seront appelées les façades deA(T).
Les façades ainsi construites seront appelées façades d’appartement, pour les distinguer des façades d’immeubles dont
la définition est à venir. Lorsquea est un point deA(T), on notera~fa la direction de la facade le contenant. L’espace~V
agit donc surA(T) et les orbites sont les façades.

On noteA(T)sph la réunion des façades sphériques deA(T), c’est-à-dire des façades de type une facette vectorielle
sphérique. On note aussiA(T)+sph et A(T)−sph la réunion des façades sphériques positives et négatives. Dans la termino-
logie de [Rou06],A(T)+sph et A(T)−sph sont deux réalisations de Satake d’appartements microaffines.

On définit une topologie surA(T), telle que les voisinages d’un point [x+ ~f ] sont les :

V (U, ~f ) =
{

a ∈ A(T) | un représentant dea est inclus dansU + ~f
}

,

pour tous les voisinagesU de x dans l’espace affineY(T). Cette topologie induit la topologie classique d’un espace
affine de dimension finie sur chaque façade et l’adhérence d’une façadeA~f est l’union des façadesA~g pour ~f ⊂ ~g.

Cette topologie est séparée, et si~f est une facette sphérique, alorsA~f =
⋃

~g tq ~f⊂~g A~g est compact ([Cha08]).

Comme les bases deφ sont des bases de~V∗, la plus petite facette de~A(T) est{0}. La façadeA(T){0} = Y(T) est
appelée la façade principale deA(T), c’est l’intérieur deA(T). On la notera donc̊A(T), et on pourra oublier la notation
Y(T).

Jusqu’à la fin de 3.1, on noteraA = A(T) et ~A = ~A(T).

3.1.2 Projections

On rappelle d’abord la notion de projection dans~I : si ~f et~g sont des facettes de~I, alors la projection de~g sur ~f ,
notéepr ~f (~g) est la facette de dimension maximale, bordant~f , incluse dans Cl(~f ∪ ~g).

On définit également une projection affine, pour l’instant dans l’appartementA(T) :

Définition 3.1.1. Soient~f , ~g deux facettes vectorielles telles que~f ⊂ Vect(~g). Soit a= [x + ~f ] ∈ A~f , on pose alors
pr~g(a) = [x+ ~g].
La fonction pr~g est la projection sur la façade A~g, elle est définie sur la réunion des façades dirigées parune facette
incluse dansVect(~g).

Remarque:L’hypothèse~f ⊂ Vect(~g) assure que ceci est bien défini.

3.1.3 Espaces engendrés

Définition 3.1.2. SiΩ ⊂ A = A(T) est dans une façade A~f , et si ~E est un sev de~Y(T) contenant~f , alors on définit
〈

Ω, ~E
〉

A
= pr−1

~f
(Ω) + ~E.

Si ~E est juste une partie de~A, la notation
〈

Ω, ~E
〉

désignera
〈

Ω,Vect~A( ~E)
〉

.

Remarque:Quels que soientΩ et ~E, siΩ , ∅, alors
〈

Ω, ~E
〉

A
coupe toujours la façade principale.
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3.1.4 Murs et demi-appartements

On fixe une origineo ∈ Y(T), et on identifie les formes linéaires sur~Y(T) à des formes affines surY(T) qui s’an-
nulent eno. Ainsi les racines relatives àT sont identifiées à des formes affines surY(T). Soitα ∈ φ(T) une telle racine.
Si ~f ∈ F est une facette telle queα( ~f ) = 0, alorsα définit encore une forme affine surY(T) ~f . Si α( ~f ) > 0, on dit que

α prend la valeur∞ surY(T) ~f . Enfin siα( ~f ) < 0, on dit queα prend la valeur−∞ surY(T) ~f . De la sorte,α définit une
fonction surA(T), à valeurs dansR ∪ {±∞}.

Ces définitions permettent une caractérisation pratiquede la topologie deA(T) :

Lemme 3.1.3. La topologie de A(T) est engendrée par les demi-espaces ouverts{x ∈ A | α(x) > a} pour a ∈ R et
α ∈ φ. Autrement dit, une suite xn tend vers une limite x si et seulement si∀α ∈ φ, α(xn)→ α(x).

Pour toutα ∈ φ(T) etλ ∈ Λ, on poseM(α, λ) = {x ∈ A(T) | α(x) + λ = 0} etD(α, λ) = {x ∈ A(T) | α(x) + λ ≥ 0}.
L’ensemble desM(α, λ) ainsi obtenus pourα ∈ φ etλ ∈ ϕα(Uα \ {e}) est l’ensemble des murs deA(T) ; l’ensemble des
D(α, λ) correspondants est l’ensemble des demi-appartements deA(T).
Si M = M(α, λ) est un mur deA(T), on notera~M = ker(α) ⊂ ~V la direction deM, c’est un mur de~A (ou plutôt sa trace
sur ~A est un mur de~A).

Voici le résultat qui justifie la définition des
〈

Ω, ~E
〉

A
:

Lemme 3.1.4.Si M est un mur contenantΩ dont la direction contient~E, alors
〈

Ω, ~E
〉

A
⊂ M.

Un isomorphisme affineψ entre les façades principales de deux appartementsA(T) et A(T′) dont la partie vecto-
rielle préserveF induit une bijection, encore notéeψ, entreA(T) et A(T′). Si cette bijection préserve l’ensemble des
murs, on dit queφ est un isomorphisme d’appartements. Remarquons qu’un isomorphisme d’apaprtement ainsi défini
ne préserve pas forcement les types de facettes de~A(T) ni même leur signe.

Pour tout murM = M(α, λ), rM désigne la réflexion de directionrα qui fixe M ∩ Å. Elle induit un automorphisme
involutif de A(T), qu’on appelle la réflexion selonM.

Soit M un mur deA(T) et ~f ∈ F . Alors M∩A(T) ~f est soit vide, soit un hyperplan deA(T) ~f . Ces hyperplans seront
appelés les murs deA(T) ~f .

On notera pour toute partieΩ de A, et pour toutα ∈ φ, Uα(Ω) = {u ∈ Uα | Ω ⊂ D(α, ϕα(u))} et G(ψ,Ω) =
〈 {Uα(Ω) | α ∈ ψ} 〉.

3.1.5 Parties closes

Définition 3.1.5. Une partie close de A(T) est une intersection finie de demi-appartements. L’enclos d’une partie E
de A(T) est le filtre noté Cl(E) engendré par les parties closes de A(T) contenant E.

Remarques:
– Avec cette définition, Cl(∅) = ∅.
– La définition présente de partie close est plus restrictive que celle de [GR08], elle conduit donc à des enclos

plus grand. En effet, dans [GR08], on autorise des demi-appartements dirigés par des racines imaginaires, et une
intersection infinie de demi-appartements est close, pourvu que ces demi-appartements soient dirigés par des
racines deux à deux non colinéaires.

Si Ω est une partie deA, on notera~Ω la réunion des directions des façades rencontrées parΩ. LorsqueΩ est un
filtre, ~Ω sera la réunion des directions des façades rencontrées par tous les éléments deΩ.
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Exemples3.1.6.

1. Soit ~C une chambre de~A etΩ = A~C. Alors Cl(Ω) est le filtre des voisinages deΩ, ~Ω = ~C, et Cl(~Ω) =
−−−−→
Cl(Ω) = ~C.

Tout élément du filtre Cl(Ω) contient des points de chaque façade dirigée par une facette de ~C, mais pourtant,
Cl(Ω) ne contient aucun point d’aucune façadeA~f pour ~f ⊂ ∂ ~C.

2. Soit~mune cloison de~A, prenonsΩ = A~m∪A−~m. Alors ~Ω = ~m∪−~m, et Cl(~Ω) est l’hyperplan contenant~m. Mais

Cl(Ω) = A, donc
−−−−→
Cl(Ω) = ~A , Cl(~Ω). (Il suffit même de prendreΩ = A~m∪ {x} avecx un point deA−~m.)

3. Avec encore~m une cloison de~A, en prenantΩ = A~m, on obtient
−−−−→
Cl(Ω) = ~m∗ , Cl(~Ω) = ~m. Ainsi même en

restant dansA+ ou A− on n’a pas
−−−−→
Cl(Ω) = Cl(~Ω).

Proposition 3.1.7. Pour toute partieΩ de A,
−−−−→
Cl(Ω) est close. En conséquence,

−−−−→
Cl(Ω) ⊃ Cl(~Ω).

Démonstration:
Soit ~f ⊂ Cl(

−−−−→
Cl(Ω)), montrons que~f ⊂

−−−−→
Cl(Ω). Il s’agit de prouver que tout élément du filtre Cl(Ω) contient un point de

A~f . Soit doncD1 ∩ ... ∩ Dk ∈ Cl(Ω) une intersection finie de demi-appartements contenantΩ. Pour touti, Cl(Ω) ⊂ Di

donc
−−−−→
Cl(Ω) ⊂ ~Di , donc ~f ⊂ ~Di . Ainsi, D1 ∩ ... ∩ Dk est stable par~f , et contient donc

〈

Ω,Vect(~f )
〉

A
. Or ceci contient

bien des points deA~f , siΩ , ∅. Le casΩ = ∅ est trivial. �

Le résultat suivant fournit une description plus ou moins constructive de la trace de l’enclos d’une partieΩ dans
une façadeA~f0

. C’est la description qui servira pour prouver que dans l’objet immobilier que nous allons construire,
l’intersection de deux appartements est une partie close, ou que deux appartements diffèrent d’un isomorphisme fixant
leur intersection, dans certains cas au moins. Voir 3.8.

Proposition 3.1.8. SoitΩ une partie de A. SoitD l’ensemble des facettes de
−−−−→
Cl(Ω)). On effectue les opérations

suivantes surΩ :

1. Pour chaque couple(a, ~g) tel que a∈ Ω, ~g ∈ D et a est dans la façade A~f avec~f ⊂ Vect(~g), on rajoute pr~g(a) à
Ω.

2. Pour chaque couple(b, ~f ), avec b∈ Ω, ~f ∈ D, tels que b est dans la façades A~g avec ~f ⊂ Vect(~g), on choisit
a ∈ pr−1

~g
(b) ∩ A~f et on rajoute a+ ~g àΩ.

AppelonsΩ1(C1) l’ensemble ainsi obtenu, où C1 représente les choix effectués à chaque opération 2. Si de nou-
veaux couples(a, ~g) ou (b, ~f ) vérifiant les conditions ci-dessus sont apparus, on effectue à nouveau les opérations 1
et 2, et on noteΩ2(C2) l’ensemble obtenu. On obtient ainsi par récurence un ensembleΩn(Cn) pour tout n∈ N, on
noteΩ∞(C) la réunion de tous ces ensembles, il dépend de la suite C de tous les choix effectués à chaque opération 2.
NotonsC l’ensemble de toutes les suites de choix possibles. Alors pour tout~f0 ∈ F (~A(T)) :

Cl(Ω) ∩ A~f0
=
⋂

C∈C

Cl(Ω∞(C) ∩ A~f0
)

Ou plutôt, Cl(Ω) ∩ A~f0
est le filtre engendré par les Cl(Ω∞(C) ∩ A~f0

), pour C∈ C .

Remarque:Ceci signifie grosso modo que Cl(Ω) est la clôture deΩ sous les opérations 1, 2, et ”prendre la clôture
dans chaque façade”. La difficulté de rédaction vient du fait que l’opération 2 n’est pas bien définie puisqu’elle dépend
d’un choix.

Démonstration:
Pour montrer l’inclusion ”⊃ ”, il suffit de vérifier que pour tout demi-appartementD contenantΩ, il existe un choix
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C ∈ C tel queD ⊃ Ω∞(C). Ceci revient à vérifier que siD contient une partieΘ, alors il contient toute partie obtenue
à partir deΘ par une opération 1, et que pour chaque couple (b, ~f ) vérifiant les conditions de 2, il existe un choix de
a ∈ pr−1

~g
(b) tel que la partie obtenue par l’opération 2 à partir deΘ est encore incluse dansD. Ces vérifications sont

immédiates.

Pour montrer l’autre inclusion, il faut prouver que siD est un demi-appartement, dirigé par une racineα ∈ φm( ~f0),
contenant unΩ∞(C) ∩ A~f0

, pour unC ∈ C , alorsD ⊃ Ω. Soit doncD un tel demi-appartement, et supposons par l’ab-

surde qu’il existeω ∈ Ω \ D. Soit~g la direction de la façade contenantω. Soit~h = pr ~f0(~g), en appliquant l’opération 1

àΩ avec le couple (ω,~h), on voit quepr~h(ω) ∈ Ω∞(C). Ensuite, en appliquant l’opération 2 avec le couple (pr~h(ω), ~f0),

on voit queΩ∞(C) ∩ A~f0
, et donc en particulierD, contient un cône de la formea + ~h. Ceci entraine queα(~h) ≥ 0,

d’où α(~g) ≥ 0. D’autre part,α(~g) ≤ 0 sans quoi on auraitω ∈ A~g ⊂ D. Ainsi, α(~g) = 0 : ~g, ~f0 et donc ausi~h sont dans
ker(α). Doncα(ω) = α(pr~h(ω)) = α(a). Mais ceci contredit le fait queω < D alors quea ∈ D. �

Corollaire 3.1.9. Soient~f , ~g deux facettes incluses dans
−−−−→
Cl(Ω), telles que~f ⊂ Vect(~g). On noteΩ~g = Cl(Ω) ∩ A~g,

Ω ~f = Cl(Ω) ∩ A~f . AlorsΩ~g = pr~g(Ω ~f ).

Si de plus~f ⊂ ~g, alorsΩ ~f contient un voisinage deΩ~g dans A~f ∩ Aff(Cl(Ω)).

Pour utiliser le résultat de la proposition 3.1.8 lorsqu’on ne connait pas précisemment les directions des façades
rencontrées par Cl(Ω), on pourra utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.1.10.On se place à nouveau dans les conditions de la proposition 3.1.8. On suppose en outre que~f0 ⊂
Cl(~Ω). Alors le résultat de la proposition 3.1.8 est encore valable si on définit lesΩ∞(C) de la même manière, mais en
n’effectuant les opérations 1 et 2 que lorsque les facettes~f ou~g concernées sont dans Cl(~Ω).

Preuve du lemme:
Les ensemblesΩ∞(C) obtenus ici sont plus petits que ceux obtenus en 3.1.8, doncl’inclusion Cl(Ω)∩A~f0

⊃
⋂

C∈C Cl(Ω∞(C)∩
A~f0

) est encore vraie.

Pour l’inclusion réciproque, la preuve de 3.1.8 est encorevraie puisqu’elle ne passe que par des facettes~g ⊂ ~Ω et
~h = pr ~f0(~g) ⊂ Cl(~Ω). �

3.1.6 Facettes

Définition 3.1.11. Soit x ∈ A, soit ~f la direction de la façade contenant x. On note~Ax l’espace vectoriel~A~f , muni

des directions des murs contenant x. C’est donc un complexe de Coxeter, a priori non essentiel, de groupe W(~Ax) =
{

~w ∈W(~A) | w.x = x
}

⊂ FixW(~A)( ~f ). On y pense comme à l’espace tangent de A en x.

Soit x ∈ A(T), soit A(T) ~f la façade contenantx. Soit ~F ⊂
−−−−→
A(T) ~f une facette de~Ax. On noteF il (x, ~F) le filtre

engendré par les parties closes deA(T) contenant un voisinage dex dansx + ~F (pour la topologie induite). Insistons
sur le fait queF il (x, ~F) est engendré uniquement par des parties closes.
L’ensemble de ces filtres est l’ensemble des facettes deA(T). Si F = F il (x, ~F) est une facette deA(T), la facette vec-
torielle ~F est uniquement déterminée parF, c’est la direction deF. Le pointx par contre n’est uniquement déterminé
que lorsqueΛ est non discret.

11



Dans le cas oùΛ est discret, et oùφ(T) est fini, les facettes sont en fait les filtres associés à des ensembles, et ces
ensembles sont les facettes affines fermées habituelles.Remarque:Cette définition est identique à celle de [Rou06],
bien que non présentée de la même manière, elle diffère cependant de celle de [GR08].

3.1.7 Action deN(T)

Le normalisateurN(T) d’un toreT agit sur l’appartement vectoriel~A(T), et même sur l’espace~Y(T). On peut
définir une action affine deN(T) surY(T), dont la partie vectorielle coı̈ncide avec celle-ci (voir[Rou06]). L’élément
nα(k) = uα(k).u−α(k−1).uα(k) agit par la réflexion selon le murM(α, ω(k)). Le toreT agit par translation, puisqu’il fixe
l’appartement vectoriel. Précisément, l’élémentt ∈ T agit par translation selon le vecteur~vt défini par :

∀χ ∈ T∗ ⊂ ~Y∗, χ(~vt) = −ω(χ(t))

Cette action se fait par automorphismes d’appartements, elle s’étend donc àA(T). On noteH(T) := FixN(T)(A(T)) =
{t ∈ T | ω(χ(t)) = 0, ∀χ ∈ T∗}.

Le fixateur dansN(T) d’un point ou d’une partiea de A(T) ou de ~A(T) sera notéN(T)a ou N(T)(a). D’ici la
finalisation de ce texte, on essaiera de s’en tenir à une seule notation.

Exemple3.1.12. Remarquons tout de suite que pour une partieΩ ⊂ A, N(Ω) 1 N(Cl(Ω)). Il suffit de choisir deux
chambres~c et ~d de ~A(T), séparées par une cloison~m, et de trouvern ∈ T qui induit une translation dont la direction
n’est pas incluse dans~m. Alors n fixe A~c ∪ A~d mais pasA~m, alors que Cl(A~c ∪ A~d) = A~c ∪ A~d ∪ A~m.

Il est par contre clair qu’unn ∈ N(Ω) agit comme une translation sur chaque sous-espace〈 ω,Vect(Cl(Ω)) 〉A.

La proposition suivante améliore un peu ce résultat, en permettant de remplacer Cl(~Ω) par
−−−−→
Cl(Ω)). Notons que les

différentes translations induites sur chaqueω + Vect(
−−−−→
Cl(Ω))) ne sont a priori pas selon le même vecteur.

Proposition 3.1.13.SoitΩ une partie de A(T), alors N(T)(Ω) ⊂ N(T)(
−−−−→
Cl(Ω).

Démonstration:
Pour simplifier les notations pendant la preuve, on ne note pas les (T).

Soit n ∈ N(Ω), soit ~E = Fix~A(n), c’est une partie close de~A contenant Cl(~Ω). Supposons~E ,
−−−−→
Cl(Ω). Alors il existe

α ∈ φ tel que~E ⊂ ~D(α) et un pointa ∈ Cl(Ω) tel queα(a) = −∞. Ce pointa n’est donc dans aucun demi-appartement
dirigé parα, et pourtant il est dans Cl(Ω) : il n’existe donc pas de demi-appartement dirigé parα qui contienneΩ. Il
existe donc (ω) ∈ ΩN tel queα(ωi) ∈ R ∀i ∈ N et limi∞ α(ωi) = −∞.
L’ensemble~E∩kerα ⊂ ~A est clos et non vide puisqu’il contient les directions des façades contenant lesωn. Soit ~f une
facette maximale de~E∩kerα, alors tous lesωn se projettent surA~f , et ces projetés sont fixes parn. Soit (ω′n)n ∈ (A~f )

N

la suite ainsi obtenue. Soitn ∈ N tel queα(
−−−−→
ω′0ω

′
n) < 0. Alors n fixe la droite contenant{ω′0, ω

′
n}, donc sa direction

−−−−→
ω′0ω

′
n, puis la facette~g contenant cette direction. Donc~g ⊂ ~E, maisα(~g) = R−∗ donc~g 1 ~D(α), ce qui est impossible.

Donc ~E =
−−−−→
Cl(Ω). �

Définition 3.1.14. On notera~ν : N(T) → Aut(~A(T)) et ν : N(T) → Aut(A(T)) les morphismes correspondant à ces
actions de N(T).

Remarque:La définition des façadesA~f ≃ A/Vect(~f ) revient à essentialiser~A pour le groupe de Coxeter FixW(~A)( ~f ).
Cette construction est semblable à la compactification polyhédrale, ou de Satake, d’un appartement d’un immeuble
affine. Elle permet d’avoir surA une topologie séparée, et telle que l’adhérence d’une façade sphérique est compacte.
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Elle a cependant le défaut de perdre une partie de l’action du tore. En effet, si t induit une translation de direction
incluse dans Vect(~f ) surY(T), alorst agit trivialement surA~f . Par exemple les éléments de

⋂

α∈φ⊂T∗ ker(α) fixent A,
mais pas forcementY(T), si φ n’engendre pasT∗. Dans la première réalisation d’un appartement microaffine dans
[Rou06] par exemple, les façades sont toutes isomorphes comme espaces affines àY(T), ce qui évite ce soucis.

3.1.8 Opposition

Définition 3.1.15. Si a= [x+ ~f ] ∈ A(T), le point opposé à a dans A(T) est opA(T)(a) = [x− ~f ].

L’applicationopA(T) est une involution qui permute les façades deA(T), préserve l’ensemble des murs et commute
à l’action deW(T). Plus généralement, elle commute à tout isomorphisme d’appartements. Cependant, ce n’est pas
un automorphisme d’appartement car l’action sur le bord d’une façade n’est pas induite par l’action sur cette façade
(opA(T) n’est pas continue). En fait,opA(T) fixe la façade principale, et le seul automorphisme d’appartement deA(T)
fixant la façade principale estidA(T).

3.2 Familles de sous-groupes parahoriques

Maintenant que nous disposons des appartementsA(T), il faut, pour définir un immeuble selon la méthode usuelle,
déterminer quels seront les fixateurs des points deA(T). Ces fixateurs seront appelés des sous-groupes parahoriques
deG.
Dans cette sous-section, on étudie quelles sont en général les propriétés qu’on peut demander à une famille de sous-
groupes parahoriques, et quelles sont les conséquences deces propriétés sur l’immeuble obtenu. Ensuite, nous prou-
verons quelques unes de ces propriétés pour la famille minimale de parahoriques.

On fixe un tore maximalT, et on noteA = A(T), N = N(T).

3.2.1 D́efinition

Définition 3.2.1. Soit Q= (Q(a))a∈A une famille de sous-groupes de G. SiΩ est une partie de A, on note Q(Ω) =
⋂

ω∈Ω Q(ω). SiΩ est un filtre de A, on note Q(Ω) =
⋃

Ω′∈Ω Q(Ω′).

On dit que Q est une famille de sous-groupes parahoriques pour D si elle vérifie :
– (para 0.1) : Si a∈ A~f , alors Q(a) ⊂ P( ~f ). (compatibilité avec l’immeuble vectoriel)
– (para 0.2) :∀a ∈ A(T), N(T)a ⊂ Q(a). (compatibilité de l’action de N(T))
– (para 0.3) :∀a ∈ A(T), ∀(α, λ) ∈ φ(T)×Λ tel que a∈ D(α, λ), Uα,λ ⊂ Q(a). (points fixes des groupes radiciels)
– (para 0.4) :∀n ∈ N(T), ∀a ∈ A(T), nQ(a)n−1 = Q(na).

La plus petite famille de parahoriques pourD sera notéeP. On définit encore les condition suivantes sur Q, cer-
taine dépendent d’une facette~g ∈ F (~A(T)) ou d’une partieΩ ⊂ A :

– (para in j) : ∀a ∈ A(T), N(T)a = Q(a) ∩ N(T). (inclusion des appartements dans l’immeuble)

– (para2.2) (~g) : ∀ ~f ∈ F (~g), ∀a ∈ A~f , N(T)Q(a) ∩ N(T)P(~g) = N(T)Q({a, pr~g(a)}). (lien entre une façade et son
bord)

– (para2.1) (~g) : ∀ ~f ∈ F (~g), ∀a ∈ A~f , Q(a) ∩ P(~g) = Q({a, pr~g(a)}). (lien entre une façade et son bord, affaibli)

– (para2.2+) (~g) : ∀ ~f ∈ F (~g), ∀a ∈ A~f , N(T)Q(a) ∩ N(T)P(~g) = N(T)Q(a+ ~g). (lien entre une façade et son
bord, renforcé)

– (para2.1+) (~g) : ∀ ~f ∈ F (~g), ∀a ∈ A~f , N(T)Q(a) ∩ N(T)P(~g) = N(T)Q(a+ ~g). (lien entre une façade et son
bord, renforcé)
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– (para dec) (a) : Pour toute chambre~C ⊂ ~A, Q(a) = (Q(a) ∩ U( ~C)) . (Q(a) ∩ U(− ~C)) . N(a).
– (para6) (Ω) : Q(Ω) = NΩ.Q(Cl(Ω)). (intersections d’appartements)

– (para5) (Ω) :
⋂

a∈Ω(N(T).Q(a)) = N(T).Q(Ω). (isomorphismes entre appartements)

– (para sph) : Pour tout a∈ Asph, Q(a) = P(a). (valeur sur les points sphériques)

Lorsque Q vérifie (para2.1) ( ~f ) (ou une de ses variantes) pour toute facette~f , on dira juste que Q vérifie (para2.1)
. Lorsqu’elle vérifie (para2.1) ( ~f ) pour toute facette sphérique~f ∈ F (~A), on dira qu’elle vérifie (para2.1) (sph),
lorsqu’elle vérifie (para2.1) (~m) pour toute cloison~m de~A, on dira qu’elle vérifie (para2.1) (cloison), etc...

Remarque:
– Dans (para 3) et (para 4), les inclusionsQ(Ω) ⊃ Q(Cl(Ω)) et

⋂

a∈Ω(N(T).Q(a)) ⊃ N(T).Q(Ω) sont évidemment
toujours vérifiées.

– Le but est de trouver une famille de parahoriques vérifiantles conditions ci-dessus, qui soit ”la plus petite pos-
sible” pour que l’immeuble obtenu soit ”le plus gros possible”. Bien sûr, les compromis sont envisagés, on peut
considérer des familles de parahoriques vérifiant (para 3et 4) pour seulement certaines partiesΩ. C’est déjà ce
qui arrive dans [GR08], où on construit une ”masure” (ce quicorrespond à la façade principale de l’immeuble
considéré ici) pour un groupe de Kac-Moody sur un corps local dont le corps résiduel contientC, et où on définit
un ensemble des partiesΩ, appelées ”parties qui ont un bon fixateur”, sur lesquelles(para 3 et 4) sont vérifiées.

Toute la suite de cette partie est destinée à étudier divers exemples de famille de parahoriques, et diverses implica-
tions ou conditions suffisantes pour les conditions (para x). Le lecteur pressé pourra la sauter, quitte à y revenir lorsque
nécessaire.

3.2.2 La famille minimale de parahoriques

Dans ce paragraphe, on etudie le premier exemple de famille de parahoriques disponible : la famille minimaleP.
Pour touta ∈ A, P(a) doit contenir, à cause de (para 0.2 et 0.3), le groupe〈 N(a), {Uα(a) | α ∈ φ} 〉. Mais ce groupe

vérifie (para 0.1 et 0.4), d’où :
P = (P(a))a∈A = (〈 N(a), {Uα(a) | α ∈ φ} 〉)a∈A

Soit a ∈ A, et ~f la direction de la façade dea. Pour toutα ∈ φu( ~f ), on aUα(a) = Uα, et pourα ∈ φ \ φ( ~f ),
Uα(a) = {e}. Sachant queP(a) ⊂ P( ~f ) = U( ~f ) ⋊ M~A( ~f ), le groupe

〈

N(a),
{

Uα(a) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

, qui est inclus dans

M~A( ~f ), normaliseU( ~f ) ∩ P(a), et on prouve :

P(a) =
(

U( ~f ) ∩ P(a)
)

⋊

〈

N(a),
{

Uα(a) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

CommeN(a) normalise à la foisU( ~f ) ∩ P(a) et
〈 {

Uα(a) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

, on a aussi les décompositions :

P(a) =
(

U( ~f ) ∩ P(a)
)

⋊

(

N(a) .
〈 {

Uα(a) | α ∈ φm( ~f )
} 〉)

= N(a) .
(

U( ~f ) ∩ P(a)
)

.
〈 {

Uα(a) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

Le groupeN(a).
〈 {

Uα(a) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

= M~A( ~f ) ∩ P(a) est le sous-groupe parahorique au pointa de l’appar-

tementA~f , pour la famille minimale de parahoriques dans le groupeM~A( ~f ) muni de la donnée radicielle valuée

(M~A( ~f ), (Uα, ϕα)
α∈φm( ~f )).

Le groupeU( ~f ) ∩ P(a) est le sous-groupe distingué deP(a) engendré parG(φu( ~f )), et plus précisemment le plus
petit sous-groupe deP(a) contenantG(φu( ~f )) et normalisé par

〈 {

Uα(a) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

.
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LorsqueΩ est une partie deA~f , par l’unicité dans la décomposition de BruhatP( ~f ) = U( ~f ) ⋊ M~A( ~f ), on obtient :

P(Ω) =
(

U( ~f ) ∩ P(Ω)
)

⋊

(

M~A( ~f ) ∩ P(Ω)
)

.

Lorsque~f est sphérique, la théorie de Bruhat-Tits décrit bien lesfacteursM~A( ~f ) ∩ P(a), permettant de prouver la
proposition suivante (qui est la raison d’être de la condition (para sph) ) :

Proposition 3.2.2. Soit ~f une facette sphérique, etΩ ⊂ A~f .

1. P(Ω) =
(

U( ~f ) ∩ P(Ω)
)

⋊

(

N(Ω) .
〈 {

Uα(Ω) | α ∈ φm( ~f )
} 〉)

.

2. Pour tout p∈ P(Ω), il existe une partieΩ0 ⊂ Å et n ∈ N(Ω) tels que pour toutω ∈ Ω0, np fixeω + ~f . En
particulier,P vérifie((para 2.2))( ~f ).

3. P(Ω) = P(ClA~f
(Ω)).

4. Pour tout a∈ A~f U( ~f ) ∩ P(a) = U( ~f ).

5.
⋂

ω∈Ω N.P(ω) = N.P(Ω).

6. Pour tout a∈ A~f , et~g ∈ ~f ∗ ∩ ~A, P(a) ∩ P(~g) = P(a+ ~g).

Remarque:Dans le point 2,np fixe une partieΩ′ ⊂ A telle queΩ0 + ~f ⊂ Ω′ ⊂ Ω0 + ~f . Sans aucune propriété

topologique surΩ0 on ne peut savoir siΩ′ = Ω0 + ~f .

Démonstration:

1. Par [BT72],M~A( ~f ) ∩ P(Ω) = N(Ω).
〈 {

Uα(Ω) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

. Le résultat découle alors de la décomposition de
P(Ω) écrite plus haut.

2. CommeN(Ω) normaliseU( ~f )∩P(Ω), le point précédent entraineP(Ω) = N(Ω) . (U( ~f )∩P(Ω)) .
〈 {

Uα(Ω) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

.

Le groupe
〈 {

Uα(Ω) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

fixe
〈

Ω, ~f
〉

A
, il reste juste à étudierU( ~f ) ∩ P(Ω). La description deU( ~f ) ∩

P(a) comme le plus petit groupe contenantG(φu( ~f )) et normalisé par
〈 {

Uα(a) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

prouve queU( ~f )∩

P(a) fixe un cône de la formeω + ~f pour unω ∈ Å. D’où le résultat.

3. Le groupeP(Ω) agit sur l’immeuble de Bruhat-TitsI ~f par automorphisme, et il fixeΩ. Il fixe donc ClA~f
(Ω),

d’où P(Ω) = P(ClA~f
(Ω)).

4. Le groupeU( ~f ) fixe un cône de la formex+ ~C avecx ∈ Å pour toute chambre~C de ~f ∗ ∩ ~A. L’intersection avec
A~f de la réunion de ces cônes contient une partie dont l’enclos dansA~f estA~f , d’où le résultat.

5. On calcule :
⋂

ω∈Ω

N.P(ω) = N.
⋂

ω∈Ω

N( ~f ).P(ω)

= N.
⋂

ω∈Ω

U( ~f ) . N( ~f ) .
〈 {

Uα(a) | α ∈ φm( ~f )
} 〉

= N.U( ~f ) .
⋂

ω∈Ω

. N( ~f ) .
(

M( ~f ) ∩ P(a)
)

= N.U( ~f ) . N( ~f ).
(

M( ~f ) ∩ P(Ω)
)

= N.P(Ω)

La première égalité est vraie car pour toutω ∈ Ω, P(ω) ⊂ P( ~f ). La troisième vient de l’unicité de la décomposition
de Lévi deP( ~f ), et la quatrième est le résultat classique dans les immeubles, voir [BT72].
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Corollaire 3.2.3. Les résultats de la proposition précédente sont vrais pour n’importe quelle familleQ de paraho-
riques vérifiant(para sph).

Dans le cas oùD vient d’un groupe de Kac-Moody déployé, Guy Rousseau a prouvé queP vérifie (para dec) :

Proposition 3.2.4. SiD est la donnée radicielle valuée issue d’un groupe de Kac-Moody déployé G, alors la famille
minimale de parahorique attachée àD vérifie (para dec) .

3.2.3 La condition (f onc)

Définition 3.2.5. La donnée radicielle valuéeD = (G,Λ, (Uα, ϕα)α∈φ) vérifie la condition ( f onc) si pour tout groupe∆
tel queΛ ⊂ ∆ ⊂ R, il existe une donnée radicielle valuée notéeD ∆ = (G∆,∆, (U∆α , ϕ

∆
α)α∈φ) telle que, avec les notations

évidentes :

1. G⊂ G∆.

2. Pour toutα ∈ φ, Uα = U∆α ∩G.

3. Pour toutα ∈ φ, ϕα = ϕ∆α|Uα
.

Lorsqu’une donnée radicielleD = (G,Λ, (Uα, ϕα)α) vérifie ( f onc) , et lorsque∆ est un groupe tel queΛ ⊂ ∆, on
noteraD∆, G∆, U∆α , N∆, T∆, P∆ = (P∆(a))a∈A, A∆, ... tous les objets obtenus grâce à la donnée radiciellevaluéeD∆.

Proposition 3.2.6. Un groupe de Kac-Moody G déployé sur un corps localK vérifie toujours la condition ( f onc) .

Démonstration:LorsqueG est un groupe de Kac-Moody déployé sur un corpsK, il s’agit en fait de la valeur enK
d’un foncteurG desK-algèbres vers les groupes munis d’une donnée radiciellede système de racine fixé, et pour toute
K-algèbreK′, les sous-groupes radiciels deG (K′) sont isomorphes à (K′,+). Étant donné∆, il suffit donc de choisir
une extensionK∆ deK ramifiée de sorte que̟ (K∆) = ∆, puis de prendreG∆ = G (K∆). Le lemme 8.4.4 de [Ré02]
prouve queG∆ est muni d’une donnée radicielle vérifiant le point 2 ci-dessus, les points 1 et 3 sont clairs. �

Remarque:LorsqueG n’est que presque déployé, il s’agit encore d’un foncteurdesK-algèbres vers les groupes
munis d’une donnée radicielle, mais le système de racine varie, et les groupes radiciels ne sont plus isomorphes au
groupe additif du corps. La condition (f onc) devrait cependant pouvoir être prouvée par descente, mais nous n’en
aurons pas besoin.

Proposition 3.2.7. SoitD une donnée radicielle vérifiant ( f onc) , soit∆ tel queΛ ⊂ ∆ ⊂ R. Alors :

1. T = T∆ ∩G, et N∆ ∩G = N.

2. Pour tout~f ∈ F (~A), P∆( ~f )∩G = P( ~f ), puis U( ~f ) = U∆( ~f )∩G, M( ~f ) = M∆( ~f )∩G, et N∆.P∆( ~f )∩G = N.P( ~f ).

3. L’immeuble~I = ~I(D) s’injecte dans~I∆ = ~I(D∆), les appartements de ces deux immeubles sont isomorphes.

4. Pour tout a∈ Asph, P(a) = P∆(a) ∩G.

5. ~ν = ~ν∆
|N et ν = ν∆

|N, à condition bien sûr de choisir le même point de base o dans Y pour définirν et ν∆. En

particulier, pour tout a∈ A, N(a) = N∆(a) ∩G.

6. Lorsque∆ = R, tout point de A est un sommet spécial dansI∆.

Démonstration:

1. On utilise la description suivante deT ([Ré02] corollaire 1.5.3) :T =
⋂

α∈φ NG(Uα), où NG(Uα) est le normali-
sateur deUα. Soitg ∈ G∩ T∆, alors pour toutα ∈ φ, gUαg−1 ⊂ G ∩ U∆α = Uα. Doncg ∈ T.
Ensuite, soitn ∈ N∆ ∩ G = NG(T∆). Ainsi, n.T∆.n−1 = T∆, d’où n.(T∆ ∩ G).n−1 = T∆ ∩G, donc par le point
précédent,n.T.−1 = T, doncn ∈ NG(T) = N.
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2. L’inclusion P( ~f ) ⊂ G ∩ P∆( ~f ) est claire. Pour la réciproque, sachant queP( ~f ) est l’intersection desP( ~C) pour
~C une chambre de~f ∗ ∩ ~A, et grâce à la relation analogue pourP∆( ~f ), il suffit d’étudier le cas d’une chambre :
soit ~C une chambre de~A, soitg ∈ G∩ P∆( ~C), montrons queg ∈ P( ~C).

On utilise l’unicité dans les décomposition de Bruhat deG etG∆. Pour commencer,G =
⊔

n∈N U( ~C).n.
(

U( ~C) ∩ n−1U( ~C)n
)

avec écriture unique ([Ré02] 1.2.3). Soitg = u1nu2 l’écriture correspondante deg. CommeU( ~C) ⊂ U∆( ~C) et
commeN = T. 〈 {n(u) | u ∈ Uα, α ∈ φ} 〉 ⊂ T∆.

〈 {

n(u) | u ∈ U∆α , α ∈ φ
} 〉

= N∆, cette écriture est également celle

deG dans la décomposition de Bruhat deG∆.
Par ailleurs, soitg = t.u l’écriture deg dans la décomposition de Lévi deP∆( ~C) : P∆( ~C) = T∆ . U∆( ~C).
Cette écriture est encore celle deg dans la décomposition de Bruhat deG∆. Doncu1 = e, n = t ∈ N ∩ T∆ et
u2 = u ∈ U( ~C). Enfin,N ∩ T∆ = T par le point précédent, d’oùg ∈ T.U( ~C) = P( ~C).

Ensuite, l’unicité de l’écriture dans la décompositionde Lévi P∆( ~f ) = U∆( ~f ) ⋊ M∆( ~f ), et les inclusions
U( ~f ) ⊂ U∆( ~f ) et M( ~f ) ⊂ M∆( ~f ) entainent les deux égalitésU( ~f ) = U∆( ~f ) ∩G, M( ~f ) = M∆( ~f ) ∩G.

Soit enfing ∈ G ∩ N∆.P∆( ~f ). CommeN et N∆ induisent le même groupe de transformations sur~A (c’est juste
le groupe de Weyl associé au système de racinesφ), il existen ∈ N tel queng∈ P∆( ~f ). Alors ng ∈ P∆( ~f ) ∩G =
P( ~f ).

3. Découle du point précédent, et du fait que les deux données radicielles ont le même système de racines.

4. Soit ~f une facette sphérique,a ∈ A~f et p ∈ P∆(a) ∩ G. Alors p ∈ U∆( ~f ) ⋊ M∆(a) ∩ G = (U∆( ~f ) ∩ G) ⋊

(M∆(a) ∩G). Le groupeM∆(a) ∩G est le fixateur dansG de l’immeuble de Bruhat-Tits de la donnée radicielle
(M∆( ~f ), (U∆α )

α∈φm( ~f )). D’après [BT72] proposition 9.1.17, il s’agit deM(a). D’autre part, il a déjà été vu que

U∆( ~f ) ∩G = U( ~f ).

5. La relation~ν = ~ν∆
|N est claire par définition de~ν. Il suffit alors de vérifier queν etν∆ coı̈ncident surT. Rappelons

que pourt ∈ T, ν(t) est par définition la translation deY de vecteur~vt tel queχ(~vt) = −̟(χ(t)) pour tout
χ ∈ Q(D). MaisQ(D) = Q(D∆), doncν(t) = ν∆(t).

6. Clair.

�

Remarque:C’est le dernier point qui justifie l’étude la cette condition (f onc) . Par exemple, lorsquex est un som-
met spécial dansA∆, alorsN∆.Q∆(x) = T∆.Q∆(x) pour toute famille de parahoriquesQ ∆ pourD∆.

Lorsqu’une donnée radicielle valuéeD vérifie (f onc) , il sera utile, étant donnée une famille de parahoriquesQ

pourD de savoir siQ se comporte bien vis-à-vis des extensionsD∆ données par (f onc) . Ceci justifie d’introduire
encore une définition :

Définitions 3.2.8. Soit Q une famille de parahoriques pour une donnée radicielle valuéeD.
– Pour toute partieΩ de A, on dira queQ vérifie la condition ( f onc) (Ω) siD vérifie ( f onc) et si pour tout∆ tel

queΛ ⊂ ∆ ⊂ R, il existe une famille de parahoriquesQ ∆ pourD∆ telle que∀a ∈ Ω, Q∆(a) ∩G = Q(a).
– On dira queQ vérifie un ensemble de conditions (para x1, ..., xk) ”fonctoriellement” siD vérifie ( f onc) et si

pour tout groupe∆ avecΛ ⊂ ∆ ⊂ R, il existe une famille de parahoriquesQ ∆ pourD∆, contenantQ , et vérifiant
(para x1, ..., xk).

– On dira queQ vérifie ( f onc) (Ω) et un ensemble de conditions (para x1, ..., xk) ”fonctoriellement” siD vérifie
( f onc) et si pour tout groupe∆ avecΛ ⊂ ∆ ⊂ R, il existe une famille de parahoriquesQ ∆ pourD∆, vérifiant
(para x1, ..., xk), et telle que∀a ∈ Ω, Q∆(a) ∩G = Q(a).

– Les notations ( f onc) et ( f onc) (sph) désigneront respectivement ( f onc) (Aà et ( f onc) (Asph).

Nous avons vu par exemple que dès queD vérifie (f onc) , alors la famille minimale de parhoriques associée vérifie
( f onc) (sph). De plus, toutes les propriétés que nous prouveront être vérifiées par la famille minimale de parahorique
P le seront en fait fonctoriellement. En particulier :
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Proposition 3.2.9. Si D est la donnée radicielle valuée attachée à un groupe de KAc-Moody G, alors la famille
minimale de parahoriquesP vérifie (para dec) fonctoriellement.

3.2.4 Relations entre les conditions (para x)

Nous étudions les relations les plus directes entre les différentes conditions introduites en 3.2.1 et 3.2.3. La phi-
losophie est la suivante : les conditions (para in j) , (para sph) et les variantes de (para2.1) sont celles qui seront
utilisées pour construire l’immeuble. Elle entrainent notamment certains cas de (para5) et (para6) , qui elles sont
équivalentes aux propriétés d’incidences classiques attendues d’un immeuble. Mais surtout, elles ont déjà une in-
terprétation géométrique, et ceci permettra de les descendre d’un groupe de Kac-Moody déployé à un groupe presque
déployé.

Les conditions (para dec) et (f onc) sont plutôt des intermédiaires techniques, vérifiés par les groupes de Kac-
Moody déployés et qui entrainent les condition précédentes. On ne s’en préoccupera a priori plus lors de l’étude d’un
groupe presque déployé.

On étudiera les relations un peu moins directes entre ces conditions après avoir défini la masureI(D, Q ), car cer-
taines implication sont plus facilement prouvées grâce `a cet outil géométrique.

Proposition 3.2.10. SoitQ une famille de parahoriques vérifiant (para dec) ( décomposition de Q(a) ) fonctorielle-
ment. Alors pour tout point a et toute facette sphérique~f , Q(a) ∩ P( ~f ) = Q(a) ∩ P(pr ~f (a)).

En particulier,Q vérifie fonctoriellement (para sph) et (para2.1) (sph).

Démonstration:Comme~f est sphérique, on a la décomposition de Bruhat deM~A( ~f ) :

P( ~f ) = U( ~f ) ⋊ M~A( ~f )

= U( ~f ) ⋊ (G(φm( ~f ), a) . N~f . G(φm( ~f ), a))

= G(φm( ~f ), a) . U( ~f ) . N~f . G(φm( ~f ), a)

⊂ P(
〈

a, ~f
〉

A
) . U( ~f ) . N~f . P(

〈

a, ~f
〉

A
)

Soitg ∈ Q(a) ∩ P( ~f ), nous pouvons donc supposerg ∈ Q(a) ∩ (U( ~f ) ⋊ N~f ).

Dans un premier temps, supposons quea est un sommet spécial. Alors quitte à multiplier par un élément de
N(a+ ~f ), on peut supposerg ∈ Q(a)∩(U( ~f )⋊T). Soitu ∈ U( ~f ), t ∈ T tels queg = u.t. Par ailleurs, soit~C une chambre
de ~f ∗ ∩ ~A, et soientu+ ∈ U( ~C) ∩ Q(a), u− ∈ U(− ~C) ∩ Q(a) et n ∈ Na tels queg = u+u−n. Alors g = u+nn−1u−n = ut,
et par l’unicité moduloT du facteur dansN dans la décomposition de Birkoff pour les chambres~C et −n−1 ~C, on
obtient quen.T = T, doncg est dans la double classeU+TU−. Enfin, par unicité d’écriture dans cette double classe,
on obtientu+ = u ∈ U( ~f ) ∩ Q(a), n = t ∈ T et n−1u−n = e d’où u− = e. Ainsi, g ∈ Q(a) ∩

(

U( ~f ) ∩ Q(a)
)

. t.

Alors a = g−1.a = t−1.a d’où t ∈ T ∩ Q(a). Donc t fixe la façade contenanta, et son adhérence, et en particulier
t ∈ P({a, pr ~f (a)}). Enfin,U( ~f ) fixe la façadeA~f entière (3.2.2), d’oùg ∈ Q(a) ∩ P(pr ~f (a)).

Lorsquea n’est pas un sommet spécial deA, il l’est dans un certainA∆ grâce à (f onc) . Le paragraphe précédent
entraine alors queQ(a) ∩ P( ~f ) ⊂ Q(a) ∩ P∆(pr ~f (a)). MaisG∩ Pδ(pr ~f (a)) = P(pr ~f (a)) d’après 3.2.7. �

Proposition 3.2.11.Toute familleQ de parahoriques vérifiant fonctoriellement (para sph) et (para2.1) (~m) pour toute
cloison~m de~A vérifie (para in j) .
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Démonstration:
Soita ∈ A et g ∈ N ∩ Q(a). Soit∆ tel quea est un sommet spécial dansA∆, soientD∆ = (G∆, (U∆α )), N∆, T∆... les

groupes donnés par la condition (f onc) .
Il existe n ∈ N∆(a) tel queng ∈ T∆ ∩ n.Q(a) ⊂ T∆ ∩ Q∆(a). Pour toute cloison~m de ~A, Q∆ vérifie (para2.1)

(~m) d’où ng ∈ T∆ ∩ P(pr~m(a). Comme~m est sphérique, par (para sph) on obtientng ∈ T∆ ∩ P∆(pr~m(a) ce qui
vautT∆ ∩ U∆(~m) ⋊ M∆(pr~m(a)) par la proposition 3.2.2. Ici,M∆(pr~m(a)) est le sous-groupe parahorique au sens de
Bruhat-Tits du groupe réductifM∆(~m) pour la donnée radicielle finie (M∆(~m), (U∆α , ϕ

∆
α)α∈φm(~m)). CommeT∆ ⊂ M∆(~m)

on obtientng ∈ T∆ ∩ M∆(pr~m(a)) et par [BT72], ceci est le fixateur dansM∆(~m) de A~m, donc l’ensemble dest ∈ T
induisant une translation de vecteur~vt ∈ Vect~A(~m).

Ceci étant pour chaque cloison~m de ~A, et comme l’intersection des murs contenant ces cloisons est triviale car ~A
est essentiel, on voit queng induit une translation triviale, autrement dit,ng ∈ H∆ puisg ∈ N∆(a) ∩G. Or ceci vaut
N(a) par 3.2.7. �

Remarque:L’hypothèse la plus précise pour ce théorème serait en fait ”Q vérifie fonctoriellement (para sph) et
(para2.1) (~f ) pour ~f dans une familleF de facette de~A telle que

⋂

~f∈F Vect(~f ) = {0}. Mais en général, nous appli-
querons ce résultat à des familles vérifiant (para2.1) (sph), ce qui entraine bien (para2.1) (~m) pour toute cloison~m.

En assemblant les deux propositions précédentes, on trouve :

Corollaire 3.2.12. Toute famille vérifiant fonctoriellement (para dec) vérifie fonctoriellement (para in j) , (para dec)
et (para2.1) (sph).

C’est en particulier le cas, lorsqueD est la donnée radicielle valuée issue d’un groupe de Kac-Moody G déployé,
pour la famille minimale de parahoriquesP.

3.3 La définition de l’immeuble

3.3.1 La relation d’équivalence

SoitQ une famille de sous groupes deG vérifiant (para 0.1,0.2 et 0.3).

Définition 3.3.1. Soit∼Q la relation sur G× A définie par :

(g, a) ∼Q (h, b) ⇔ ∃n ∈ N(T) tq b= na et g−1hn∈ Q(a)

Proposition 3.3.2. La relation∼Q est une relation d’équivalence si et seulement siQ vérifie (para 0.4), c’est-à-dire si
et seulement siQ est une famille de parahoriques.

Démonstration:
Déjà,∼Q est toujours réflexive.

Supposons queQ vérifie (para 0.4).
Commençons par montrer que∼Q est symétrique. Soient (g, a) et (h, b) tels que (g, a) ∼Q (h, b). Soitn ∈ N(T) tel que
b = naet g−1hn∈ Q(a). Alors a = n−1b et h−1gn−1 = n(g−1hn)−1n−1 ∈ nQ(a)n−1 = Q(b).
Pour la transitivité, soient (g, a), (h, b) et (k, c) tels que (g, a) ∼Q (h, b) ∼Q (k, c). Soit n ∈ N(T) tel queb = na et
g−1hn∈ Q(a), et soitm ∈ N(T) tel quec = mbeth−1km∈ Q(b).
Alors c = mnaetg−1kmn= (g−1hn)n−1(h−1km)n ∈ Q(a).n−1Q(b)n = Q(a).

Réciproquement, supposons∼Q une relation d’équivalence. Soitn ∈ N(T) et a ∈ A(T). soit q ∈ Q(na), alors
(1, na) ∼Q (q−1n, a). D’où par symétrie, (q−1n, a) ∼Q (1, na), donc il existen′ ∈ N(T) tel quena= n′a etn−1qn′ ∈ Q(a).
Alors n−1n′ ∈ FixN(T)(a) ⊂ Q(a) par (para 0.2). D’oùn−1qn ∈ Q(a). Nous avons montré quen−1Q(na)n ⊂ Q(a). L’in-
clusion inverse s’obtient en appliquant ce résultat àn−1. �
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3.3.2 D́efinition

On fixe un tore maximalT0, et une famille de parahoriquesQ surA(T0). On va construire l’objet immobilierI(Q)
en se basant sur l’appartementA(T0), on vérifiera en 3.10 que la construction est indépendante du choix deT0.

Définition 3.3.3. SoitIQ = G × A(T0)/ ∼Q. C’est l’immeuble (microaffine) de G pour la donnée parahoriqueQ.
Lorsque le contexte sera clair, on notera juste ga pour la classe de(g, a) dansIQ. Sinon on la notera[g, a]Q.
On définit une action de G surI par g′.[g, a] = [g′g, a].

Soit ιT0,Q :
A(T0) → IQ

a 7→ [1, a]Q
. C’est l’injection canonique de A(T0) dansIQ. Son image est l’appartement de

I(Q) associé à T0. Les images de ce dernier par les éléments de G sont les appartements deI(Q).

Remarque:LorsqueG est un groupe réductif, etQ = P , I est le compactifié polyhédral maximal de l’immeuble
de Bruhat-Tits deG, la partieG.Å(T0) étant l’immeuble (essentiel) de Bruhat-Tits lui même. En particulier, c’est un
immeuble affine.

Proposition 3.3.4. La fonctionιT0,Q est injective si et seulement siQ vérifie (para 1).

Dans ce cas, on identifieA(T0) à ιT0,Q(A(T0)).

Démonstration:
SiQ vérifie (para 1), soienta, b ∈ A(T0) tels que (1, a) ∼Q (1, b). Alors il existen ∈ N(T0) tel queb = na et n ∈ Q(a).
Doncn ∈ Q(a) ∩ N(T0) = FixN(T0)(a), donca = b.

Réciproquement, supposonsιQ injective. L’inclusion FixN(T0)(a) ⊂ Q(a)∩N(T0) est vraie par (para 0). Pour l’autre
inclusion, soitq ∈ Q(a) ∩ N(T0). Alors qa ∈ A(T0) et (1, a) ∼Q (1, qa) d’où par injectivité deιQ, a = qaet q ∈ Fix(a).
�

On suppose désormais queQ vérifie (para 1).

Proposition 3.3.5. Le stabilisateur de A(T0) dans G est N(T0).

Démonstration:L’inclusion N(T0) ⊂ StabG(A(T0)) est vraie par la condition (para 0). Réciproquement, soit g ∈ G
tel queg.A(T0) = A(T0). Soit ~f ∈ F (~A(T0)), soit a ∈ A~f . Alors g.a ∈ A(T) et par la définition de∼Q, il existe

n ∈ N(T0) tel queg.a = n.a. Doncg ∈ n.P(a) ⊂ N(T0).P( ~f ). Ceci étant valable pour toute facette~f ∈ F (~A(T0)), on
obtientg ∈

⋂

~f∈F (~A(T0)) N(T0).P( ~f ) = N(T0).P(~A(T0)) = N(T0).T0 = N(T0). �

Les deux propositions précédentes permettent de définirla structure des appartements deI(Q) :

Définition 3.3.6. La structure d’appartement sur A(T0) (c’est-à-dire les façades, les murs, les facettes, et la structure
affine sur chaque façade) est celle qui fait deιT0,Q un isomorphisme d’appartements. On munit A(T0) de l’action de
N(T0) qui fait deιT0,Q un isomorphisme N(T0)-équivariant.
Pour tout autre appartement g.A(T0), la structure d’appartement sur g.A(T0) est celle qui fait de g|A0 un isomorphisme
d’appartements. On munit g.A(T0) de l’action de N(gT0g−1) = gN(T0)g−1 définie par n.(g.a) = g.((g−1ng).a) pour
n ∈ N(gT0g−1) et a∈ A(T0). Ces deux définitions sont indépendantes du choix de g d’après la proposition précédente.
L’appartement g.A(T0) sera noté A(gT0g−1).
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Remarques:
– On a ainsi définiA(T), pour tout tore maximalT deG, comme un appartement inclus dansI(Q). Mais cet ap-

partement est isomorphe à l’appartementA(T) défini dans la partie précédente, viag|A(T0) ◦ ιT0,Q pour toutg ∈ G
tel queT = gT0g−1.

– Si A est un appartement, sia ∈ A et~v ∈ ~A, alors le pointa +A ~v ∈ A est bien défini par la formulea +A ~v =
g(g−1(a)+A(T0) g−1(~v)), oùg ∈ G est tel queg.A(T0) = A. Mais ceci dépend a priori de l’appartementA contenant
a et tel que~v ∈ ~A considéré. On ne peut donc pas noter ce pointa+~v. En terme de condition sur la familleQ , le
pointa+ ~v est bien défini siN.Q(a) ∩ N.P(~v) ⊂ N.Q({a, a+ ~v}) (où l’addition est faite dansA(T0)). Ceci est une
conséquence de (para2.1+) .

– Il en va de même pour les projections : sia ∈ A et ~f ∈ F (~A), on peut noterprA, ~f (a) la projection dea sur

la façadeA~f dans l’appartementA. Le projetépr ~f (a) est bien défini siN.Q(a) ∩ N.P( ~f ) ⊂ N.Q({a, pr ~f (a)}, en

particulier siQ vérifie (para2.2) (~f ).

– Pour l’enclos enfin, siΩ est une partie d’un appartementA, on notera ClA(Ω) l’enclos deΩ dansA. Ceci sera
indépendant deA si Q vérifie (para 3 et 4)(Ω).

Voici quelques propriétés immédiates deI :

Proposition 3.3.7.

1. Le fixateur d’un point x∈ A(T0) est Q(x). Plus généralement, pour un appartement B= g.A(T0) = A(gT0g−1),
le fixateur d’un point x∈ B est gQ(g−1x)g−1.

2. Soit T un tore maximal, a∈ A(T), g ∈ G. Si g.a ∈ A(T), alors il existe n∈ N(T) tel que g.a = n.a.

3. Pour tout x∈ I, le groupeFixG(x) est transitif sur les appartements contenant x.

Démonstration:

1. Si (g, x) ∼Q x, alors il existen ∈ N(T0) tel quenx = x et g−1n ∈ Q(x). Alors n ∈ FixN(T0)(x) ⊂ Q(x) par (para
1.1), et doncg ∈ Q(x). La réciproque est claire, le cas général aussi.

2. DansA(T0), c’est la définition de∼Q. Le cas plus général s’y ramène carhN(T0)h−1 = N(hT0h−1).

3. SoientA etg.A deux appartements contenantx. On peut supposerA = A(T0). Alors g−1x ∈ A(T0), et par le point
précédent, il existen ∈ N(T0) tel queg−1x = nx. Alors gn∈ FixG(x), etg.A(T0) = gnA(T0).

�

On prolonge naturellement la définition des sous-groupes parahoriques, de manière cohérente avec les notations
Q(x), Q(Ω) déjà introduites :

Définition 3.3.8. Pour tout x∈ I, on note Q(x) = FixG(x). Pour toute partieΩ deI, on note Q(Ω) = FixG(Ω).

Enfin, on montre une caractérisation géométrique des sous-groupes radiciels valuésUα,k.

Proposition 3.3.9. Soit T un tore maximal,α ∈ φ(T), k ∈ Λ, soit u∈ Uα,k. Alors l’ensemble des points fixes de u dans
A(T) est précisemmentD(α, k).

Démonstration:
On sait déjà queUα,k fixeD(α, k).
Supposons queu fixe un pointx ∈ D(−α,−k) \ M(α, k). Alors u ∈ Q(x), mais d’autre partu−α(λ−1) ∈ Q(x), d’où
nα(λ) ∈ Q(x). Maisnα(λ) induit la réflexion selon le murM(α, k) qui ne contient pasx. Doncnα(λ) ∈ (Q(x)∩N) \Nx,
ceci contredit (para in j) . �
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Définition 3.3.10.Soit T un tore maximal,α ∈ φ(T),Ω une partie de A(T). On note Uα(Ω) = {uα(k) | k ∈ K etΩ ⊂ D(α, ω(k))}.
Autrement dit, Uα(Ω) = Uα, fα(Ω) où fα(Ω) = inf {α(x) | x ∈ Ω}. Remarquons que fα(Ω) peut être∞ ou−∞. Dans le
premier cas, Uα(Ω) = Uα et dans le second, Uα(Ω) = {1}.

Corollaire 3.3.11. Pourα ∈ φ(T) et x∈ A(T), Uα(x) = {u ∈ Uα | u fixe x}.

Corollaire 3.3.12. Soitα ∈ φ(T), x ∈ A(T), et g∈ G. Alors gUα(x)g−1 = Ugα(g.x).

Proposition 3.3.13.SoientQ etQ′ deux familles de parahoriques telles que pour tout a∈ A(T0), Q(a) ⊂ Q′(a). Alors
il existe une projection naturelleI(Q) ։ I(Q′), [g, a]Q 7→ [g, a]Q′. En particulier, l’immeubleI(P) correspondant à
la famille minimale de parahoriques se projette sur tous lesautres immeubles de G.

3.3.3 Façades d’immeuble

Rappelons que, par définition, les façades d’appartements dansI sont toutes les parties de la formeg.(A0~f ), avec

g ∈ G et ~f ∈ F (~A0).

Lemme 3.3.14.Soientf = (hA0)h~f et e = (gA0)g~e deux façades d’appartements. Sif ∩ e , ∅, alors h~f = g~e.

Preuve du lemme:On peut supposerh = e. Soita ∈ A0~f ∩ (gA0)g~e. Alors g−1a ∈ A0~e donc il existen ∈ N tel que

gn∈ Q(a). En particulier,gn−1P( ~f ) doncg−1 ~f = n~f , et d’autre partg−1a = nad’où n. ~f = ~e. Au final,g−1 ~f = ~e. �

En conséquence de ceci, la direction d’une façade d’appartement dansI est bien définie :

Définition 3.3.15. Soitf = g.(A0~f ) une façade d’appartement, alors la facette vectorielle g. ~f est appelée la direction
def.

La réunion de toutes les façades d’appartement dirigé par une facette vectorielle~f est appelée la façade deI de
direction ~f . On la noteI ~f .

Proposition 3.3.16. Les façades deI forment une partition deI. De plus, l’application~f 7→ I ~f est une bijection

G-équivariante entre les facettes de~I et les façades deI. En conséquence, le stabilisateur dans G de la façade A~f est

P( ~f ).

Démonstration:Le lemme prouve que deux façades sont disjointes ou égales. De plus,A0 est la réunion de ses
façades, doncI = G.A0 est la réunion de ses façades d’appartement, et donc de sesfaçades d’immeuble.

L’application ~f 7→ I ~f est clairement surjective etG-équivariante. SiI ~f = I~g, soit f une façade d’appartement de

direction ~f et a ∈ f. Par hypothèse, il existeg de direction~g contenanta. Le lemme entraine alors~f = ~g. �

Proposition 3.3.17. Si ~f est une facette sphériques de~I, pour peu que Q vérifie (para in j) , la façadeI ~f est l’im-

meuble de Bruhat-Tits du groupe M~A( ~f ), pour tout appartement~A contenant~f .

Pour une facette~f générale, la façade ferméeI ~f :=
⋃

~g∈ ~f ∗ I~g est la masure bordée pour la donnée radicielle

valuée(P( ~f ), (Uα, ϕα)
α∈φm( ~f )) avec la famille de parahorique Q restreinte àA~f .

Remarque:Dans le cas sphérique, le groupeP( ~f ) = U( ~f ) ⋊ M( ~f ) agit surI ~f , et pas seulementM( ~f ). Mais le

facteurU( ~f ) agit trivialement, d’après 3.2.2. Dans le cas général,U( ~f ) agit trivialement surA~f au moins siQ vérifie

(para2.1+) ( ~C) pour toute chambre~C.
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3.4 Décomposition d’Iwasawa

On prouve ici la décomposition d’IwasawaG = P( ~C) . N(T) . G(F), valable pour toute chambre~C de ~A(T) et pour
toute facetteF ⊂ A. Rappelons que selon nos notations, le groupeG(F) est défini parG(F) = 〈 {Uα(F) | α ∈ φ(T)} 〉,
avecUα(F) := {uα(k) | k ∈ K et F ⊂ D(α, ω(k))}. Pour toute famille de parahoriqueQ, on aG(F) ⊂ Q(F), donc la
décomposition d’Iwasawa impliqueG = P( ~f ) . N(T) . Q(F), pour toute facette~f de ~A(T) et F deA(T).

3.4.1 Pŕeliminaires

Lemme 3.4.1.Soit ~Ω ⊂ ~A(T) une partie égale à l’adhérence d’une réunion de chambre. Alors tout élément de G(~Ω)
fixe toutes les chambres dont une cloison est dans l’intérieur de ~Ω.

Rappelons queG(~Ω) =
〈 {

Uα | α ∈ φ(~Ω)
} 〉

.

Exemple3.4.2. Si Ω = ~C ∪ ~D avec ~C et ~D deux chambres adjacentes selon une cloison~m, alors le lemme entraine
G(~Ω) ⊂ P(~m∗).

Preuve du lemme:
Soitα ∈ φ(~Ω) et ~m une cloison intérieure à~Ω. Les deux chambres~C et ~D de ~A(T) bordées par~m sont donc incluses
dans~Ω. Par conséquent,Uα fixe ~C et ~D.
Pour toute racineβ indivisible telle queβ(~m) = 0, les autres chambres de~I bordant~m sont les images de~C ou de~D
parUβ. Ces racines sont en fait au nombre de deux, l’une opposée del’autre, et l’une des deux forme avecα une paire
prénilpotente. Soitβ cette racine, supposons queβ( ~C) > 0, alors l’ensemble des chambres adjacentes à~mestUβ. ~D. La
relation de commutateur [Uα,Uβ] ⊂

〈 {

Uγ | ∃p, q ∈ N tq γ = pα + qβ ∈ φ
} 〉

permet de manière classique de prouver

queUα fixe chaqueuβ(k). ~D. �

Lemme 3.4.3.Soit ~C une chambre de~A(T), soitα ∈ φ(T) qui s’annule sur une cloison~m de ~C. Autrement dit,α est
une racine simple deφ( ~C). Alors :

U( ~C) ⊂ P(~m∗) ⋊ Uα ⊂ P( ~C)

Remarque:Pour une chambre~C, U( ~C) = G( ~C).
Preuve du lemme:

CommeUα fixe ~m, il stabilise~m∗ et donc normaliseP(~m∗). De plus, la trivialité de l’intersectionP(~m∗) ∩ Uα est bien
connue.
Par ailleurs, l’inclusionP(~m∗) ⋊ Uα ⊂ P( ~C) est claire. Il reste donc à montrer queU( ~C) ⊂

〈

P(~m∗),Uα
〉

. On sait que
U( ~C) =

〈 {

Uγ | γ ∈ φ( ~C)
} 〉

. Or pour toutγ ∈ φ( ~C), on a soitγ = α, soitγ(~m) > 0. Dans ce cas, le lemme précédent
entraine queUγ ⊂ P(~m∗). �

3.4.2 D́emonstration

Proposition 3.4.4. (Décomposition d’Iwasawa) Soit~C une chambre de~A(T) et F une facette de A(T). Alors :

G = U( ~C) . N(T) . G(F) .

Démonstration:
La preuve est classique. Il suffit de prouver que l’ensembleZ := U( ~C) . N(T) . G(F) est stable par multiplication à
gauche par n’importe quel élément deG. Or G est engendré parT, par lesUα avecα ∈ φ( ~C) et par lesUβ avecβ une
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racine simple deφ(− ~C). Or Z est clairement stable par multiplication à gauche parT et lesUα. Soit doncβ = −α une
racine simple deφ(− ~C), montrons queZ est stable par multiplication à gauche parUβ.

Par le lemme précédent,U( ~C) ⊂ P(~m∗) ⋊Uα, avec~m la cloison de~C qui est incluse dans le noyau deβ. Le groupe
P(~m∗) est donc normalisé parUβ, et Uβ.Z ⊂ P(~m∗).Uβ.Uα.N(T).G(F). L’ensemble{α, β} = {α,−α} est un système
de racine fini, donc par [BT72],Uβ.Uα ⊂

〈

Uβ,Uα,T
〉

= Uα.T{e, rα}Uα = Uα.T ⊔ U−αrα, où rα = n(uα(k)) est la
réflexion générée par un élément quelconque deUα.
Ainsi, Uβ.Z ⊂ P(~m∗) . (Uα ∪ U−α) . N(T) . G(F).

Étudions maintenant le produitU−α.N(T).G(F). Pour toutn ∈ N(T), U−α.n = nn−1U−αn = nU−n−1.α. En utilisant la
décomposition d’Iwasawa du groupe〈 U−n−1.α,Un−1.α,T 〉, il vient U−n−1.α ⊂ Un−1α.N(T).G(F). D’où U−α.N(T).G(F) ⊂
Uα.N(T).G(F).

On a alors obtenu :Uβ.Z ⊂ P(~m∗).Uα . N(T) . G(F) ⊂ P( ~C) . N(T) . G(F). MaisP( ~C) = U( ~C).T, d’où Uβ.Z ⊂ Z,
et ceci conclut la preuve. �

Corollaire 3.4.5. Pour toutes facettes~f ⊂ ~A(T) et F ⊂ A(T), pour toute familleQ de parahoriques sur A(T), on a

G = P( ~f ).N(T).Q(F)

Corollaire 3.4.6. Pour toutes facettes~f de ~I et F deI(Q), il existe un appartement A tel que F⊂ A et ~f ⊂ ~A. De
plus, entre deux tels appartements, il existe un isomorphisme induit par un élément q∈ Q(F) qui fixe F.

Démonstration:On peut supposer~f ⊂ ~A(T). Soit g ∈ G tel queF ⊂ G.A(T). Par le corollaire précédent,g ∈
P( ~f )N(T)Q(g−1F). Soitg = pnqune écriture deg correspondante. Alorsp.A(T) = gq−1n−1.A(T) contientF et p. ~A(T)
contient~f . �

3.4.3 Unicit́e

LorsqueQ vérifie (para dec) pour une facetteF, on prouve un résultat d’unicité pour le facteur dansN pour toute
décomposition d’Iwasawa faisant intervenirF.

Proposition 3.4.7. Soient~C une chambre de~A et F une facette de A. On suppose que la familleQ vérifie Q(F) =
(U(~D) ∩ Q(F)).(U(−~D) ∩ Q(F)).N(F) pour toute chambre~D de ~A(T). Soit ~f la direction de la façade de F. Alors :

G =
⊔

n.N(F)∈N/N(F)

U( ~C) . n . Q(F)

Autrement dit, le facteur n∈ N dans la décomposition d’Iwasawa par rapport à~C et à F est unique modulo N(F) =
FixN(F).

Démonstration:
On sait déjà par la proposition 3.4.4 queG =

⋃

n∈N U( ~C) . n . Q(F). Étudions l’unicité den. Supposons qu’il existe
n, n′ ∈ N tels queU( ~C).n.Q(F) ∩ U( ~C).n′.Q(F) , ∅. Alors n′ ∈ U( ~C).n.Q(F) et n−1n′ ∈ U(n−1 ~C) . Q(F), ce qui vaut
U(n−1 ~C) . (U(−n−1~C)∩Q(F)) . N(F) par hypothèse. Donc il existenF ∈ N(F) tel quen−1n′nF ∈ U(n−1 ~C) . U(−n−1 ~C).
Par unicité du facteur deN dans la décomposition de Birkhoff vectorielle, on obtientn−1n′nF = e. �

24



Corollaire 3.4.8. SoitQ une famille de parahoriques vérifiant (para dec) fonctoriellement. Alors pour tout∆ tel que
Λ ≤ ∆ ≤ R, pour tout a∈ A, G∩ N∆.Q∆(a) = N.(G ∩ Q∆(a)).

Et donc siQ vérifie en outre ( f onc) (a), alors G∩ N∆.Q∆(a) = N.Q(a).

Démonstration:Soit g = u.n.p une écriture deg dans la décomposition d’IwasawaG = U( ~C) . N . Q(a), pour ~C
une chambre quelconque de~A. CommeP(a) ⊂ P∆(a), N ⊂ N∆, etU( ~C) ⊂ U∆( ~C), c’est aussi une écriture deg dans
G∆ = U∆( ~C) . N∆ . Q∆(a).

Par ailleurs, soitg = n∆.q∆ une écriture venant de l’hypothèseg ∈ N∆.Q∆(a). Par la proposition précédente,
n.N∆(a) = n∆.N∆(a). Doncg ∈ n.Q∆(a), puisg ∈ n.(Q∆(a) ∩G), ce qui vautn.P(a) si ( f onc) (a) est vrai. �

Remarque:Le même raisonnement permettra la même conclusion lorsqu’on étudiera un groupe presque déployé
par descente galoisienne.

Corollaire 3.4.9. SiP est la famille minimale de parahoriques pour un groupe de Kac-Moody déployé, l’immeuble
microaffineIsph(P) s’injecte dansIsph(P∆).

3.5 Lien entre les façades

3.5.1 Conśequence de (para2.2)

La première conséquence de (para2.2) (~f ) est que la projectionpr ~f (a) est bien définie dansI, indépendemment

de l’appartement contenanta et ~f considéré :

Proposition 3.5.1.SiQ vérifie (para2.2) ( ~f ), alors la projection pr~f est bien définie sur la réunion des A(T)~g tels que
~f ∪ ~g ⊂ ~A(T) et~g ⊂ Vect~A( ~f ). Pour tout p∈ P( ~f ), on a p.pr ~f (a) = pr ~f (p.a).

Démonstration:
Soit a dans une façadeA(T)~g telle que ~f ∪ ~g ⊂ ~A(T) et ~g ⊂ Vect~A( ~f ). Soit T0 un tore maximal de référence, soit

g ∈ G tel queG.A(T) = A(T0). Alors g. ~f et g.~g sont deux facettes de~A(T0) telles queg.~g ⊂ Vect~A(T0)(g.
~f ) donc la

projectionprg~f (ga) est bien définie dansA(T0). On veut poserpr ~f (a) = g−1(prg~f (ga)), il s’agit de vérifier que ceci est
indépendant deT et deg.
Soient doncT′ et g′ d’autres choix possibles. Alorsg′g−1 envoiega et g~f sur un autre point deA(T0) et une autre
facette de~A(T0). Doncg′g−1 ∈ N(T0)Q(ga) ∩ N(T0)P(g~f ). Ceci vautN(T0)Q({ga, prg~f (ga)}) par (para2.2) (~f ). Soit

n ∈ N(T0) tel queg′g−1 ∈ n.Q({ga, prg~f (ga)}). Alors g′g−1(prg~f (ga)) = n(prg~f (ga)) = prng~f (nga) = prg′ ~f (g
′a). Ceci

prouve queg−1(prg~f (ga)) = (g′)−1(prg′ ~f (g
′a)). �

On peut alors dans une certaine mesure caractériser un point deI par ses projetés dans diverses façades. Par
exemple, on prouve le :

Lemme 3.5.2. Supposons queQ vérifie (para2.2) (~m) pour toute cloison~m. Soit ~f une facette d’un appartement~A,
soit u∈ U( ~f ). Alors pour tout a∈ A, soit u.a = a, soit u.a < A.

Preuve du lemme:Soit a ∈ A, supposonsu.a ∈ A. Soit ~m une cloison de~f ∗, alorsu ∈ P(~m), doncu.pr~m(a) =
pr~m(u.a) ∈ A~m. Ainsi u envoie le pointpr~m(a) sur un autre point de l’appartementA~m. Sachant queu fixe par ailleurs
un cône ouvert deA~m (c’est-à-dire une demi-droite, puisque dim(A~m = 1), et queI~m est un immeuble affine (en fait
un arbre), ceci entraine queu.pr~m(a) = pr~m(a), d’où pr~m(u.a) = pr~m(a).

Donc a et u.a sont deux points deA dont les projetés sur tous lesA~m, pour ~m une cloison de~f ∗ coı̈ncident. Ceci

entraine que
−−−−→
a u(a) est dans l’intersection de ces~m. Mais celle-ci est triviale. �
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Proposition 3.5.3. On suppose que Q vérifie (para2.1) (~m) pour toute cloison~m. Soit ~C une chambre de~A, Soient
α1, ..., αk des racines deφu( ~C) deux à deux non colinéaires, soit u= u1...uk avec ui ∈ Uαi . Alors :

FixA(u) =
⋂

i

Fix(ui) =
⋂

i

D(αi , ϕαi (ui))

Démonstration:La seconde égalité vient de 3.3.9. Pour la première, l’inclusion ”⊃” est claire.
Soit a ∈ FixA(u). Soit i ∈ ~1, k�, soit ~mi la cloison de~C dirigée parαi . Alors u agit sur la façadeI~m parui et fixe

le pointpr~mi
(a) par 3.5.1. Par conséquent,ui ∈ Uαi (pr~mi

(a)) = Uαi (a), doncui fixe a. �

3.5.2 Conśequences de (para2.2+)

Proposition 3.5.4. Soit ~f une facette de~A. Si Q vérifie (para2.2+) ( ~f ), alors pour tout~v ∈ ~f et a ∈ A, pour tout
appartement B contenant a et~f , on a a+A~v = a+B~v. Autrement dit, l’opération a+~v est bien définie, et indépendante
de l’appartement contenant a et~f considéré.

De plus, tout appartement contenant a et~f contient alorsa+ ~f
A

, et cet ensemble est indépendant de A. On pourra

donc le noter justea+ ~f .

Démonstration:

Soit g ∈ G tel queg.B = A. Alors g ∈ N.Q(a) ∩ N.P( ~f ) = N.Q(a+ ~f
A

) (adhérence dansA). On peut supposer

g ∈ Q(a+ ~f
A

), en particulier,g fixe a+A ~v, doncg−1(a+A ~v) = a+A ~v. Mais par définition de la structure affine sur les
appartements,g−1(a+A ~v) = g−1(a) +g−1A g−1(~v) = a+B ~v. D’où a+A ~v = a+B ~v.

Ensuite, le fait queB = g−1A, avecg−1 ∈ Q(a+ ~f
A

) entraine quea+ ~f
A

⊂ A ∩ B. Or de manière générale,

g−1.a+ ~f
A

= g−1a+ g−1 ~f
g−1A

, on obtient donc ici quea+ ~f
B

= a+ ~f
A

. �

La condition (para2.2+) permet surtout de prouver que la condition d’isomorphismes entre appartements ( (para5)
) est vérifiée sur les parties deA contenant au moins un point sphérique :

Proposition 3.5.5. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para2.2+) et (para sph) . Alors pour toute partie
Ω ⊂ A contenant au moins un point sphérique, on a

⋂

ω∈Ω

N.Q(ω) = N.Q(Ω)

Démonstration:
Soit g ∈

⋂

ω∈Ω N.Q(ω). En particulier,g ∈
⋂

~f∈~Ω N.P( ~f ) = N.P(~Ω) = N.P(Cl(~Ω)), on peut donc supposerg ∈

P(Cl(~Ω)), d’où g ∈
⋂

ω∈Ω N( ~fω).Q(ω).
Soit ~f une facette maximale de Cl(~Ω), elle est donc sphérique. Par (para2.2+) ( ~f ) et (para sph) , on obtient

g ∈
⋂

ω∈Ω N.P(pr ~f (ω)), et sachant queg ∈ P( ~f ) ceci devientg ∈
⋂

ω∈Ω N( ~f ).P(pr ~f (ω)). Alors par 3.2.2, on arrive à

g ∈ N( ~f ).P(pr ~f (Ω)). On peut supposerg ∈ P(pr ~f (Ω)), sans perdre l’hypothèseg ∈ P(Cl(~Ω)) car N( ~f ) = N(~Ω). On

peut même supposer, toujours grâce à 3.2.2 qu’il existe une partieΩ0 de Å telle quepr ~f (Ω0) = pr ~f (Ω), queg fixeΩ0

et que tous lesω0 + ~f pourω0 ∈ Ω0.
Soit ω ∈ Ω, et ω0 ∈ Ω0 tel quepr ~f (ω) = pr ~f (ω0). Alors g ∈ N( ~fω).Q(ω) ∩ P( ~f ), donc par (para2.2+) , g ∈

N( ~fω).Q(ω + ~f ). Mais par ailleurs,g fixeω0 + ~f qui contient un scpC deω + ~f . Soitg = n.q une écriture deg venant
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de g ∈ N( ~fω).Q(ω + ~f ), alorsq et g fixent C, doncn aussi. Commen agit de manière affine surA~fω
, ceci entraine

n ∈ Q(ω + ~f ), en particulier,g ∈ Q(ω).
On a donc prouvé queg ∈ Q(Ω). �

Corollaire 3.5.6. Si Q vérifie (para2.2+) et (para sph) , si A et B sont deux appartements deI(Q) dont l’intersection
contient un point sphérique, alors il existe g∈ G tel que g.A = B et g induit de A sur B un isomorphisme fixant A∩ B.

Autrement dit, siΩ est une partie d’appartement contenant au moins un pint sph´erique, alors Q(Ω) est transitif
sur les appartements contenantΩ.

3.5.3 Implications entre ces conditions

Il n’est pas la peine d’insister sur le fait que (para2.1+) ( ~f ) implique (para2.1) (~f ) et que (para2.2+) ( ~f ) im-
plique (para2.2) (~f ), pour toute facette~f . Par contre, nous prendrons quelques instants pour étudier les relations entre
(para2.1) et (para2.2) d’une part, et (para2.1+) et (para2.2+) d’autre part.

Proposition 3.5.7.

1. Soit ~f une facette sphérique telle queQ vérifie (para dec) et (para2.1) ( ~f ) fonctoriellement. AlorsQ vérifie
(para2.2) ( ~f ) (fonctoriellement).

2. Soit ~f une facette telle queQ vérifie (para2.2) ( ~f ). On suppose de plus queQ vérifie (para in j) . AlorsQ vérifie
(para2.1) ( ~f ).

Remarque:Les conditions du deuxième point sont plus faibles que celles du premier point, au sens où elles ne de-
mandent pas que la donnée radicielle vérifie (f onc) . On peut donc considèrer (para2.1) comme une version affaiblie
de (para2.2) .

Démonstration:

1. Rappelons que (para dec) fonctoriel implique (para sph) (proposition 3.2.10). Soitg ∈ N.Q(a) ∩ N.P( ~f ), on
peut supposerg ∈ Q(a) ∩ N.P( ~f ). Grâce à (f onc) , soit∆ tel quea est spécial dansA∆, puis soitn ∈ N∆ tel
queng ∈ P∆( ~f ). CommeQ vérifie fonctoriellement (para2.1) (~f ) puis (para sph) , on ang ∈ Q∆(a) ∩ P∆( ~f ) ⊂
Q∆(pr ~f (a)) = P∆(pr ~f (a)). D’où g ∈ N∆.P∆(pr ~f (a)) ∩G. On conclut par le corollaire 3.4.8.

2. Soitq ∈ Q(a) ∩ P( ~f ). D’après (para2.2) (~f ), on a alorsq ∈ N.Q({a, pr ~f (a)}). Soit g = nq l’écriture corres-

pondante, on aa = g.a = n.a, d’où n ∈ Q(a) ∩ N = N(a) grâce à (para in j) . De même,~f = q. ~f = n. ~f d’où

n ∈ N( ~f ). Mais commeN agit de manière affine surA, N(a) ∩ N( ~f ) = N(a+ ~f ).

�

Corollaire 3.5.8. Toute famille de parahoriquesQ vérifiant fonctoriellement (para dec) vérifie fonctoriellement (para in j)
, (para2.1) (sph) et (para2.2) (sph).

C’est en particulier le cas pour la famille minimale de parahoriques dans un groupe de Kac-Moody déployé.

Démonstration:C’est une conséquence du corollaire 3.2.12 et de la proposition ci-dessus. �

Passons à (para2.1+) et (para2.2+) :

Proposition 3.5.9.
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1. Soit ~f une facette sphérique telle queQ vérifie ( f onc) , (para in j) , (para sph) et (para2.1+) ( ~f ) fonctorielle-
ment. AlorsQ vérifie (para2.2+) ( ~f ) (fonctoriellement).

2. Soit~f une facette telle queQ vérifie (para2.2+) ( ~f ). On suppose de plus queQ vérifie (para in j) . AlorsQ vérifie
(para2.1+) ( ~f ).

Démonstration:

Soit a ∈ A, avec ~fa ⊂ ~f , soit g ∈ N.Q(a) ∩ N.P( ~f ). On peut supposerg ∈ Q(a) ∩ N.P( ~f ), et il existe∆, n ∈ N∆

tels queng ∈ Q∆(a) ∩ P∆( ~f ) = Q∆(a+ ~f ). Doncg ∈ N∆.Q∆(a+ ~f ) ∩ G. En particulier,g ∈ N∆.Q∆(pr ~f (a)) ∩ G =

N∆.P∆(pr ~f (a)) ∩G = N.P(pr ~f (a)) par 3.4.8 (en un point sphériquex, on a toujoursP(x) = (U( ~C) ∩ P(x)) . (U(− ~C) ∩

P(x)) . N(x) donc le corollaire est encore vrai).On peut donc supposerg ∈ P(pr ~f (a)). Alors il existea0 ∈ Å tel

que pr ~f (a0) = pr ~f (a) et g ∈ P(a0 + ~f ) (proposition 3.2.2). Le côneC := a0 + ~f ∩ a + ~f est un scp dea + ~f , et on

a n ∈ Q∆(C) ∩ N∆ = N∆(C) par (para in j) . Commen agit A~fa
de manière affine, ceci entraine quen fixe en fait

AffA~fa
(a+ ~f ), doncn ∈ Q∆(a+ ~f ). On arrive ainsi àg ∈ Q∆(a+ ~f ) ∩G. On peut conclure par (f onc) .

Le second point se prouve facilement, exatement comme son homologue dans la proposition précédente. �

3.6 Compĺetion d’une famille de parahoriques

Définition 3.6.1. Soit Q une famille de parahoriques vérifiant (para2.1) (sph) et (para sph) . On définit la famillēQ
par :

Q̄(a) =
{

g ∈ P( ~fa) | ∀ ~f ∈ ( ~f ∗a )sph, g.pr ~f (a) = prg. ~f (a)
}

Ainsi, Q̄(a) est l’ensemble des éléments deG qui permutent les projetés dea dans les façades deI(Q)sph.

Lemme 3.6.2. Pour tout signeǫ, pour tout a∈ A et g ∈ G, g est dansQ̄(a) si et seulement si pour toute facette
~h ∈ ( ~f ∗a )sph∩ ~I

ǫ , g.pr~h(a) = prg~h(a).

Preuve du lemme:Ce lemme est non trivial seulement si~fa ⊂ ~I+ ∩ ~I−, assertion que nous supposons donc. Quitte
à remplacerI(Q) parI(Q) ~fa et ~I par (l’essentialisé de)~f ∗a , on supposera même~fa = {0}, autrement dit,a est dans la
façade principale deI. Supposons aussi par exempleǫ = +.

Soit g ∈ G tel que∀~h ∈ ~I+sph, g.pr~h(a) = prg~h(a). Il s’agit de montrer que cette égalité reste vraie pour~h ∈ ~I−sph.

Soit donc~h une telle facette. SoitA un appartement contenanta et ~h (un tel appartement existe par le corollaire
de la décomposition d’Iwasawa 3.4.6). Alorspr~h(a) = opA(prop~A(~h)(a)), doncg.pr~h(a) = opgA(g.prop~A(~h)(a)), et par

hypothèse, puisque op~A(~h) ∈ ~I+sph, g.prop~A(~h)(a) = prg.op~A(~h)(a). Au final,g.pr~h(a) = opgA(propg~A(g~h)(a)) = prg~h(a). �

Proposition 3.6.3.Si Q est une famille de parahoriques vérifiant fonctoriellement (para2.1) (sph) et (para sph) , alors
Q̄ est une famille de parahoriques vérifiant (para sph) , (para in j) , et (para2.1) . Elle satisfait de plus (para2.1+) .

Il est clair que chaquēQ(a) est un sous-groupe deP( ~fa), et qu’il contientQ(a) (car Q vérifie (para2.1) (sph)).
DoncQ̄ est une famille de parahoriques.

Soienta ∈ Asph et q ∈ Q̄(a). Alors ~fa ∈ ( ~f ∗a )sph, donc par définition dēQ(a), q.pr ~fa(a) = prq. ~fa
(a), autrement dit

q.a = a, doncq ∈ Q(a) puisq ∈ P(a) par (para sph) pourQ. DoncQ̄ vérifie (para sph) .
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Soienta ∈ A et q ∈ Q̄(a) ∩ N. Soit∆ tel quea est spécial dansA∆, soitn ∈ N∆(a) tel quenq ∈ T. Alors pour tout
~f ∈ F (~Asph), q.pr ~f (a) = pr ~f (a) et ceci entraineq ∈ N(a). On donc prouvé (para in j) .

Enfin pour (para2.1) , soita ∈ A, ~f ∈ F (~A) etq ∈ Q̄(a)∩P( ~f ). Pour montrer queq ∈ Q̄(pr ~f (a)), il suffit de montrer

que pour toute facette~h ∈ ( ~f ∗)sph, q.pr~h(pr ~f (a)) = prq.~h(pr ~f (a)). Maispr~h(pr ~f (a)) = pr~h(a), etprq.~h(pr ~f (a)) = prq~h(a),
le résultat en découle.

Étudions (para2.1+) : soienta ∈ A, ~f ∈ F (~A) et g ∈ Q̄(a) ∩ P( ~f ). Soit b ∈ a+ ~f , montrons queg ∈ Q̄(b),
c’est-à-dire que pour tout~h ∈ F ( ~f ∗b ), g.pr~h(b) = prg.~h(b). On peut noter que le résultat est déjà clair pour~h ⊂ ~f ∗, car
dans ce cas,pr~h(b) = pr~h(a) et prg~h(b) = prg~h(a).

Dans le cas général, commeg fixe pr ~f (a), il existem ∈ G(φm( ~f ), a) tel quem.g fixe A~f et doncA~f . En particulier,

m.g ∈ P( ~f ∗ ∩ ~A), de plusm ∈ G(φm( ~f ), a) ⊂ Q(
〈

a,Vect(~f )
〉

) ⊂ Q({a, b}) doncm.g ∈ Q̄(a).

Par le lemme, on peut supposer~h du même signe que~f . Il existe alors une galerieΓ = ~C1, ..., ~Ck minimale de
~f à ~h. Notons~mi les cloisons traversées parΓ, et αi les racines correspondantes, avec la conventionαi(~h) > 0. On
a m.g ∈ P( ~C1) ∩ Q̄(a) ⊂ P(~m1) ∩ Q̄(a), donc par définition dēQ(a), m.g fixe le point pr~m1(a) deI(Q). Puis par
3.2.2,m.g fixe pr~m1(a) + ~C1, qui est un demi-appartement deI~m1, dirigé parα1. Il existe doncu1 ∈ Uα1(a) tel que
u1.m.g fixe A~m1. Comme tout élément deUα1, u1 fixe aussiA~f , et le fait queu1 ∈ Uα1(a) implique u ∈ Q(b). On

construit ainsiu1, ..., uk−1 ∈ Uα1 , ...,Uαk−1 tels queuk−1...u1.m.g ∈ Q̄(a)∩ P( ~f )∩ P(~h) etuk−1...u1.m ∈ Q({a, b}). Notons
q = (uk−1...u1.m)−1. La première relation entraineq−1.g ∈ P(pr~h(a)), doncg.pr~h(a) = q.pr~h(a) = prq.~h(q.a). Commeq

fixe a et g.~h = q.~h, on trouveg.pr~h(a) = prg.~h(a). �

Voici enfin la conclusion de ces études sur les familles de groupes parahoriques :

Proposition 3.6.4. SoitD une donnée radicielle valuée vérifiant ( f onc) , et telle que la familleP minimale de pa-
rahorique associée vérifie (para dec) . Alors la familleP̄, complétée deP est une famille de parahoriques vérifiant
(para in j) , (para sph) , (para2.1+) , et (para2.2+) (sph).

C’est en particulier le cas pour la famille minimale de parahoriques d’un groupe de Kac-Moody déployé.

Démonstration:Ce résultat est la concaténation de 3.5.8, 3.6.3, puis 3.5.9. �

3.7 Décomposition de Bruhat/Birkhoff

Proposition 3.7.1. Soient F1 et F2 deux facettes d’un appartement A(T). On suppose qu’au moins une des deux est
sphérique. Alors G= G(F1)N(T)G(F2).

Remarque:En fait, l’hypothèse minimale sur les facettesF1 et F2 pour que la décomposition soit vraie, et prouvée
par la preuve à suivre est : si~f1 et ~f2 sont les directions des façades deF1 et F2, alors pour toutw ∈ W(~A(T)),
φm( ~f1 ∪w~f2) est fini.

Démonstration:
Soient ~f1 et ~f2 les directions des façades deF1 et F2. On fixeg ∈ G. Pour cette preuve, l’appartement par défaut est
A(T), c’est-à-dire qu’on noteraN pourN(T), M( f ) pourMA( f )... .

Par la décomposition d’Iwasawa deG, g ∈ P( ~f1) . N . G(F2) = U( ~f1).M( ~f1) . N . G(F2). CommeU( ~f1) ⊂ G(F1),
on peut supposer qu’il existen ∈ N tel queg ∈ M( ~f1) . n.
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On utilise alors la décomposition d’Iwasawa dansM( ~f1), avec la facette affineF1 et la facette vectoriellepr ~f1(n
~f2).

Le sous-groupe unipotent deM( ~f1) correspondant à cette facette vectorielle est le groupe engendré par lesUα avec
α ∈ φm( ~f1)∩ φ(n~f2) = φ(~Ω), en notant~Ω = conv(~f1− ~f1+ n~f2). DoncM( ~f1) = Umin(F1) . N( ~f1) . U

φ(~Ω). Notons que~Ω

est équilibrée, car les deux facettespr ~f1(
~f2) et pr

− ~f1
( ~f2) sont sphériques, incluses dans~Ω, et de signes opposés. Donc

U
φ(~Ω) ⊂ M(~Ω) ⋉ U(~Ω) ⊂ M(~Ω) ⋉ U(n~f2). Ainsi,

g ∈ G(F1) . N( ~f1) . M(~Ω) . U(n~f2).n = G(F1) . N( ~f1) . M(~Ω) . n.U( ~f2)

On peut donc supposer qu’il existen1 ∈ N( ~f1) tel que :

g ∈ n1.M(~Ω).n

Les facettesnF2 et n−1
1 F1 se projettent surA~Ω

. Et par la décomposition de Bruhat dans le groupe réductifM(~Ω),

on a M(~Ω) = G(φm(~Ω), pr~Ω(n−1
1 F1)) . N(~Ω) . G(φm(~Ω), pr~Ω(nF2)). Enfin, sachant que pour toute partieF de AΩ,

G(φm(~Ω), F) ⊂ G(
〈

F,Vect(~Ω)
〉

A
), on arrive à

M(~Ω) ⊂ G(n−1
1 F1) . N(~Ω) . G(nF2)

, puis :
g ∈ n1G(n−1

1 F1) . N(~Ω) . G(nF2)n = G(F1) . n1N(~Ω)n . G(F2) ⊂ G(F1) . N . G(F2)

�

Corollaire 3.7.2. Pour toute famille de parahoriquesQ, pour toutes facettes F1 et F2 d’un appartement A(T), si l’une
des deux est sphérique, alors :

G = Q(F1) . N(T) . Q(F2)

Corollaire 3.7.3. Pour toute famille de parahoriquesQ, pour toutes facettes F1 et F2 deI(Q), si l’une des deux est
sphérique, alors il existe un appartement contenant F1 ∩ F2.

Démonstration:Soit A(T) un appartement contenantF1, soit g ∈ G tel queF2 ⊂ g.A(T). Par la décomposition
de Bruhat/Birkhoff, G = Q(F1) . N(T) . Q(g−1F2). Soit g = q1nq2 l’écriture correspondante deg. Alors F1 ∪ F2 ⊂

q1.A(T). �

3.8 Isomorphismes entre appartements

On prouve ici que la condition (para 4) est vérifiée pour lespartiesΩ ⊂ Asph (dès lors que sont vérifiées (para

1,5,2.2) et (para 2.1)(~f ) pour toute facette~f sphérique).

Proposition 3.8.1. SoitΩ ⊂ A. NotonsΩsph= Ω ∩ Asph et

~V =
⋂

~g∈F (Cl(~Ω)∩~Asph)

Vect(~g) .

Alors pour tout g∈
⋂

ω∈Ω N.Q(ω), il existe n∈ N tel que n−1g fixeΩsph, et fixe tous les autres éléments deΩ modulo
une translation dans~V.
En particulier on a

⋂

ω∈Ω

N.Q(ω) = N.Q(Ω)
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dès queΩ ⊂ Asph, ou bien lorsque Cl(~Ω) contient suffisement de facettes sphériques pour que~V = {0}.

Remarque:La condition~V = {0} est vérifiée dès que Cl(~Ω) contient une facette dont les bord de codimension 1
sont sphériques. C’est par exemple le cas d’une chambre de~A.

Démonstration:
Pour commencer

⋂

ω∈Ω N.Q(ω) ⊂
⋂

~f∈F (~Ω) NP( ~f ) = Np(~Ω) = NP(Cl(~Ω). Soitg ∈
⋂

ω∈Ω N.Q(ω), on peut donc suppo-

serg ∈ P(Cl(~Ω)). Ceci entraine queg ∈
⋂

ω∈Ω N~fω
Q(ω), où ~fω est la direction de la façade contenantω.

Soit ~f une facette maximale de Cl(~Ω), ~f est donc sphérique. D’après (para2.1) , g ∈
⋂

ω∈Ω N~f Q(pr ~f (Ω)) et ceci

vautN~f .Q(pr ~f (Ω)), car ~f est sphérique. On peut supposerg ∈ Q(pr ~f (Ω)), sans perdre notre hypothèseg ∈ P(Cl(~Ω))

carN~f ⊂ P(Cl(~Ω)).

Utilisant maintenant (para 2.2) amélioré, il existeΩ0 ⊂ Å tel quepr ~f (Ω0) = pr ~f (Ω) et g ∈ Q(Ω0 + ~f ) (modulo un
n ∈ N~f qu’on peut supposer égal à l’élément neutre).

Soit ω ∈ Ω. Supposons dans un premier tempsω dans une façade sphériqueA~g. Il existe a0 ∈ Ω0 tel que

pr ~f (a0) = pr ~f (ω). Alors g ∈ N(~g).Q(ω) ∩ Q(pr~g(ao)) par (para 2.1)(~g). Soit ~f ′ = pr~g( ~f ), on a aussig ∈ P( ~f ′),

donsg fixe le cônepr~g(a0) + ~f ′. Au total, g ∈ N(~g).Q(ω) ∩ Q(a0 + ~f ′) = N(~g).Q({ω} ∪ (a0 + ~f ′)) ∩ Q(a0 + ~f ′) =

N(a0 + ~f ′).Q({ω} ∪ (a0 + ~f ′)) ⊂ Q(ω). La première égalité car~g est sphérique, la dernière carω ∈ a0 + Vect~A( ~f ′).

Étudions enfin le cas d’un pointω ∈ Ω non sphérique. Pour toute facette~g de Cl(~Ω) sphérique,g ∈ N(~g).Q(pr~g(ω))
par (para2.1) , puisg ∈ Q(pr~g(ω) d’après le paragraphe précédent. Alorspr~g(g.ω) = g.pr~g(ω) = pr~g(ω). Et par
hypothèseg ∈ N.Q(ω), doncg.ω ∈ A. Ainsi,

−−−−−→
ωg(ω) ∈

⋂

~g⊂Cl(~Ω)∩~Asph

Vect(~g)

�

Corollaire 3.8.2. Entre deux appartements A et B existe g∈ G induisant un isomorphisme fixant Asph∩ Bsph. De
plus, si A∩ B est tel que

⋂

~f⊂~Asph∩~Bsph
Vect(~f ) = {0}, alors il existe g∈ G induisant un isomorphisme fixant A∩ B.

Autrement dit, siΩ ⊂ A est tel que
⋂

{

Vect~A( ~f ) | ~f ⊂ ~Asph∩ ~Bsph

}

= {0}, ou queΩ ⊂ Asph, alors Q(Ω) est transitif sur
les appartements contenantΩ.

3.9 Intersection d’appartements

On passe maintenant à l’étude de (para 5). Nous allons prouver que cette condition est partiellement vérifiée pour
une partieΩ composée de points sphériques d’un même signe.

Proposition 3.9.1. SoitΩ ⊂ Asph. Alors :

Q(Ω) = NΩ.Q(Cl(Ω) ∩ Asph)

De plus, tout g∈ Q(Ω) fixe modulo N un voisinage de Cl(Ω) ∩ Asph dansAff(Cl(Ω)).
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Remarque:Le premier point est en fait la proposition 3.9 de [Rou06], adaptée au contexte présent.

Démonstration:
L’inclusion ” ⊃ ” est claire.

Soit g ∈ Q(Ω). En particulier,g ∈ P(Cl(~Ω)). Commeg vérifie (para 2.2) et (para 2.1) pour les facettes sphériques,
il existe un choixC ∈ C tel que défini dans le lemme 3.1.10, tel queg ∈

⋂

ω∈Ω′(C ) N~fω
.Q(ω), où ~fω est la direction de la

façade contenantω, et oùΩ′(C ) est l’intersection deΩ∞(C ) avec l’union des façades sphériques de direction incluse
dans Cl(~Ω). Lorsque~f est une facette sphérique de Cl(~Ω), on obtient alorsg ∈ N~f .Q(Cl(Ω∞(C) ∩ A~f ) ∩ A~f ). Or la
partie Cl(Ω∞(C) ∩ A~f ) ∩ A~f contient Cl(Ω) ∩ A~f , d’après le lemme 3.1.10, d’oùg ∈ N~f . Q(Cl(Ω) ∩ A~f ).

Nous voulons maintenant prouver le résultat similaire lorsque~f est une facette sphérique de
−−−−→
Cl(Ω). Supposons qu’il

existe~f une telle facette non incluse dans Cl(~Ω). Quitte à projeter~f sur une facette adéquate de Cl(~Ω) de codimension
1, on peut supposer qu’une face~m de ~f de codimension 1 est inclue dans Cl(~Ω). La facette~m est dans l’intérieur
de l’enclos deΩ ∪ ~f (pour la topologie induite), elle est donc sphérique. Le fait que ~f 1 Cl(~Ω) signifie qu’il existe

α ∈ φ(~Ω) telle queα( ~f ) < 0. Tout demi-appartement dirigé parα ne contient aucun point deA~f , or ~f ⊂
−−−−→
Cl(Ω), ceci

implique qu’aucun demi-appartement dirigé parα ne contientΩ. Il existe donc (ω) ∈ ΩN telle queα(ωn) →n→∞ −∞

etα(ωn) ∈ R pour toutn. La facette~m est maximale dans Cl(~Ω) ∩ ker(α), donc tous lesωn ont un projetéω′n dansA~m.
Comme~mest sphérique,A~m est compact, et la suite (ω′) a une valeur d’adhérenceω∞ dansA~m. Commeα(ω∞) = −∞,
ω∞ est dans une facette~g 1 Cl(~Ω), sphérique. Or, par (para 2.1),g fixe tous lesω′n, n ∈ N, puis comme~g est sphérique,
g fixe Cl{ω′n|n ∈ N}. Doncg fixe un cônec ⊂ A~m tel queω∞ = [c]A~m

.

g ∈ Q(ω∞) ⊂ P(~g), on peut donc rajouterω∞ àΩ, et~g à ~Ω. On arrive ainsi à prouver queg ∈ P(
−−−−→
Cl(Ω)).

Alors par (para 2), il existe un choixC ∈ C et Ω∞(C), comme définis cette fois à la proposition 3.1.8, tels

queg ∈
⋂

ω∈Ω∞(C) N~fω
Q(ω). Donc pour chaque facette sphérique de

−−−−→
Cl(Ω), g ∈ N~f .Q(A~f ∩ Cl(A~f ∩ Ω

∞(C))), or
A~f ∩ Cl(A~f ∩ Ω

∞(C)) contient Cl(Ω) ∩ A~f , d’après la proposition 3.1.8. On conclut alors grâce à la proposition 3.8.1
queg ∈ NΩ.Q(Cl(Ω) ∩ Asph).

Ensuite, par (para 2.2) et la proposition 3.1.8, on obtient queg fixe modulo unn ∈ NΩ, une partieV contenant

Cl(Ω) ∩ Asph ainsi qu’un voisinage de Cl(Ω) ∩ Asph dans chaque AffA(Cl(Ω) ∩ A~f pour ~f ⊂
−−−−→
Cl(Ω) \ ~Asph. �

Corollaire 3.9.2.
– Si B est un appartement tel que A∩ B contient une partieΩ ⊂ Asph, alors A∩ B contient aussi une partie V

contenant Cl(Ω)∩Asphet un voisinage de Cl(Ω)∩AsphdansAffA(Cl(Ω))∩A~f pour toute facette~f ∈
−−−−→
Cl(Ω)\ ~Asph.

– Si A∩ B contient une partie équilibrée, alors A∩ B est une partie close de A (et de B).
– SiΩ est une partie équilibrée d’un appartement, alors son enclos est indépendant de l’appartement contenant
Ω considéré. On pourra le noter Cl(Ω).

– SiΩ est une partie équilibrée d’appartement, alors Q(Ω) ⊂ StabG(Cl(Ω)), et siΩ est une partie d’un Asph alors
Q(Ω) ⊂ StabG(Cl(Ω) ∩ Asph).

3.10 Indépendance par rapport au tore maximal

Pour construire les masures pourG, on est parti d’un tore maximalT0 et d’une famille de parahoriques surA(T0).
Le but de cette partie est de vérifier qu’on obtient bien les mêmes masures quel que soit le tore maximal choisi au
départ.
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Plus précisément, siT′ = gT0g−1 est un autre tore maximal deG, alors l’applicationα 7→ (t 7→ α(g−1tg)) est un
isomorphisme deT∗0 surT′∗ qui envoitφ(T0) surφ(T′), et l’applicationc 7→ (k 7→ gc(t)g−1) est un isomorphisme de

T0∗ surT′∗, qui induit un isomorphisme d’appartements vectoriels entre ~A(T0) et ~A(T′). Comme on a fixé des origines
o ∈ A(T0) et o′ ∈ A(T′), cet isomorphisme définit ensuite un unique isomorphismed’appartements entreA(T0) et
A(T′).
On note encoreg ces applications. Rappelons que pourχ ∈ T∗0 etφ ∈ T0∗, on a (g.χ)(φ) = χ(g−1φ).

Pourα ∈ φ(T0), on agUαg−1 = Ugα. Notonsugα :
K → Ugα

k 7→ guα(k)g−1 , c’est un choix possible d’isomorphisme

entre (K,+) et Ugα. Il entraine quegUα,λg−1 = Ugα,λ pour toutλ ∈ Λ.

Lemme 3.10.1.Avec ce choix pour ugα, pour tout a∈ A(T′), gN(T0)g−1ag−1 = N(T′)a.
De plus, pour toutα ∈ φ(T0) etλ ∈ Λ, g.D(α, λ) = D(gα, λ).

Preuve du lemme:
Pour le premier point, il suffit de montrer que (gng−1).(gb) = g.(nb) pour toutn ∈ N(T0) et b ∈ A(T0). A n fixé, les
deux applicationsb 7→ (gng−1).(gb) etb 7→ g.(nb) sont des isomorphismes d’appartements. Il est déjà connu que leurs
parties vectorielles coı̈ncident, il suffit donc de prouver le résultat pourb = o l’origine fixée dansA(T0).

Le groupeN(T0) se décompose en un produitN(T0) = T0.N(T0)o oùN(T0)o est le groupe engendré par lesnα(±1),
α ∈ φ(T0), et ce groupe fixeo, par définition de l’action deN(T0) sur A(T0) (voir [Rou06], 2.8 et 2.9). Soitn = tno

une écriture den dans ce produit, alorsg.(n.o) = g.(t.o) et (gng−1).(go) = (gtg−1gnog−1).o′. Avec le choix pris pour
l’isomorphismeugα, on voit quegN(T0)og−1 = N(T′)o′ , et par conséquentgnog−1.o′ = o′. Il ne reste plus qu’à montrer
quegtg−1o′ = g.(to).

Par définition,to = o + ~vt où ~vt ∈ T0∗ ⊗ R est défini parχ(~vt) = −ω(χ(t)), pour toutχ ∈ T∗0. De même,
gtg−1o′ = o′ + ~vgtg−1, et~vgtg−1 est défini parχ(~vt) = −ω(χ(gtg−1)), pour toutχ ∈ T′∗. Commeg.o = o′, nous vou-
lons juste vérifier queg.~vt = ~vgtg−1. Or pourχ ∈ T′∗, χ(g.~vt) = (g−1χ)(~vt) = −ω((g−1χ)(t)) = −ω(χ(gtg−1)). D’où
g.~vt = ~vgtg−1.

Passons au deuxième point. Il suffit en fait de prouver que (g.α)(g.a) = α(a), pour touta ∈ A(T0). Ecrivonsa sous
la formea = o+ ~v, avec~v ∈ T0∗ ⊗ R. Alors (g.α(g(o+ ~v))) = (g.α)(o′ + g.~v) = (g.α)(g.~v) = α(~v) = α(o+ ~v). �

Proposition 3.10.2.SiQ = (Q(a)a∈A(T0) est une famille de parahoriques sur A(T0), alors g.Q := (gQ(g−1b)g−1)b∈A(T′)

est une famille de parahoriques sur A(T′). De plus, pour n∈ ~2, 7�, elle vérifie la condition (para n) si et seulement si
Q la vérifie.

Les immeublesIQ etIg.Q sont isomorphes, par l’application induite par

G× A(T0) → G × A(T′)
(h, a) 7→ (hg−1, ga)

Démonstration:
Pour toutn ∈ ~0, 7�, il s’agit de voir que siQ vérifie (paran), alorsg.Q aussi.

Pour (para 0) : Soita ∈ A(T′) ~f , alorsg−1.a ∈ A(T0)g−1 ~f . Par (para 0) pourQ, U(g−1 ~f ) ⊂ Q(g−1a) ⊂ P( ~f ), puis

U( ~f ) ⊂ gQ(g−1a)g−1 ⊂ P( ~f ).

Les autres vérifications sont tout aussi simples, en se servant du lemme pour (para 1). �
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4 Masure compl̀ete pour un groupe de Kac-Moody presque d́eployé

4.1 Rappels et notations pour les groupes de Kac-Moody

Nous nous référons pour les groupes de Kac-Moody à [Ré02]. Soit G un groupe de Kac-Moody surK, presque
déployé, déployé surKs. Il s’agit donc d’un foncteur desK-algèbres vers les groupes, qui coı̈ncide avec le foncteur
constructif de Tits sur lesKs-algèbres. Le groupe de GaloisΓ agit surG(Ks) et sur l’algèbre de Lieg, en vérifiant
Ad(σg) = σ ◦ Ad(g) ◦ σ−1 pourσ ∈ Γ et g ∈ G. On a de plusG(K) = G(Ks)Γ.

Pour chaque tore maximalT = T(Ks), on noteT∗ son groupe de caractères etT∗ son groupe de cocaractères. Il
existe une forme bilinéaire〈., .〉 : T∗ × T∗ → Z définie par〈χ, h〉 = n si χ ◦ h(k) = kn pour toutk ∈ Ks.

A chaque tore maximalT correspond un système de racinesφc(T) ⊂ T∗. Une racine est soit réelle, soit imaginaire,
on noteφ(T) l’ensemble des racines réelles, etφim(T) celui des racines imaginaires. L’ensembleφc(T) est appelé le
système complet de racines. Dans la suite, ce sera le plus souventφ(T) qui interviendra, ce qui explique qu’on ait
choisi la notation la plus courte pour le désigner.

A chaque racine réelleα ∈ φ(T) correspond un sous-groupeUα deG, isomorphe à (Ks,+). Il existe une action de
G sur l’algèbre de Kac-Moodyg = g(Ks), appelée action adjointe et notéeAd, ainsi qu’un choix des isomorphismes
(uα)α∈φ entre lesUα et (Ks,+) tels que pourα ∈ φ, Ad(uα(k)) = exp(ad(keα)) ∈ Aut(g), où (eα)α∈φ est une partie d’une
base de Chevalley deg. Le toreT agit diagonalement, parAd(t).eα = α(t).eα.

Le groupeUα est normalisé parT, plus précisemment, la formule suivante est vérifiée pour t ∈ T etu ∈ Uα :

tuα(k)t−1 = uα(α(t).k)

On noteN(T) le normalisateur deT, il est engendré parT et les élémentsnα(k) := u−α(k−1)uα(k)u−α(k−1)
pour α ∈ φ et k ∈ Ks. On note égalementW(T) = N(T)/T le groupe de Weyl vectoriel relatif àT. La paire
(W(T), (nα(1).T)α∈π) forme un système de Coxeter pour toute baseΠ deφ.

Tout ceci entraine que la famille (T, (Uα)α∈φ(T)) est une donnée radicielle pourG au sens de [Rou06] (ou ”donnée
radicielle jumelée entière” au sens de [Ré02]).

4.2 Le cas d́eployé

Comme nous l’avons déjà dit, la famille minimale de parahoriqueP = (P(a))a∈A pour une donnée radicielles
valuée venant d’un groupe de Kac-Moody déployé vérifie les conditions (para dec) , (para in j) , (para2.1) (sph), et
(para2.2) (sph). Son complété̄P vérifie en outre (para2.1+) et (para2.2+) (sph). Sauf mention du contraire, on notera
I = I(P̄).

Remarquons que lorsquex ∈ A(T)sph, le groupeP(x) coı̈ncide avec le groupêP(x) défini par Guy Rousseau dans
[Rou06]. Par ailleurs, le groupeP(Ω) est présentement par définition

⋂

ω∈Ω P(ω) alors que dans [GR08], c’est le groupe
engendré par lesUα(Ω) et lesnα(k) tels queΩ ⊂ M(α, ω(k)).

4.3 L’immeuble vectoriel rationnel

Le groupe de GaloisΓ agit par définition d’un groupe presque déployé surG et sur son algèbre de lieg, en vérifiant
σ(Ad(g).x) = Ad(σg).σx pourg ∈ G et x ∈ g. Ceci définit une action deΓ sur ~I, par automorphismes d’immeubles,
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qui préserve les immeubles positif et négatif, mais qui nepréserve pas le type des facettes.

Les appartements de l’immeuble~I(K), qu’on appelle desK-appartements vectoriels, sont les parties maximales de
~I(K) de la forme~V∩ ~A(T) avec~V un sous-espace vectoriel de~Y(T) rencontrant l’intérieur de~A(T). Ils sont en bijection
avec l’ensemble des toresK-déployés maximaux deG(K). CommeΓ ne respecte pas les types, unK-appartement n’est
généralement pas une réunion de facettes de~I. Un appartement de~I(K) est toujours inclus dans un appartement de
~I qui estΓ-stable, ceci correspond à l’inclusion d’un toreK-déployé maximal dans un tore maximal défini surK.
Réciproquement, siTd ⊂ T est l’inclusion d’un tore déployé maximal dans un tore maximal défini surK, alors ~A(T)
est un appartementΓ-stable, dont le lieu des points fixes sousΓ est ~AK(Td). Le fixateur duK-appartement~AK(Td) est
le centralisateur deTd, notéZ(Td). Le fixateur de~AK(Td) dansG(K) est doncG(K) ∩ Z(Td) = Z(Td)Γ qu’on notera
ZK(Td).

Soit ~AK unK-appartement vectoriel inclus dans un appartement vectoriel ~A. LesK-facettes de~AK sont les~f Γ =
~f ∩ ~AK pour ~f une facette coupant~AK. Lorsque ~f est sphérique, laK-facette ~f Γ est dite sphérique. LesK-murs
de ~AK sont les ~M ∩ ~AK pour ~M un mur de~A ne contenant pas~AK. Un K-mur est réel s’il contient uneK-facette
sphérique, autrement dit s’il coupe l’intérieur de~A(T). LesK-racines relativement à~AK sont les restrictions à~AK
des racines relatives à~A. LesK-racines géométriques sont les intersections non triviales d’un demi-appartement de
A et deAK. UneK-racine est dite réelle si elle induit unK-mur réel. L’ensemble desK-racines réelles par rapport à
un toreTd forme un système de racines, notéφK(Td) qui n’est plus nécessairement réduit. Son groupe de Weylest
NK(Td)/ZK(Td). L’ensemble desK-racines géométriques, notéφgéoK(Td) est un système de racines au sens large (au
sens des demi-complexes de Coxeter, où la notion de réduction n’a plus de sens). A chaqueK-racine réelleαK est
associé un sous-groupe radicielUαK (K) deG(K), et la famille (Z(Td)(K), (UαK(K))αK∈φK(Td)) est une donnée radicielle

pourG(K). L’immeuble obtenu à partir de cette donnée radicielle n’est pas toujours exactement~IΓ : il peut y avoir
dans~IΓ des facettes non sphériques en plus (voir [Ré02] 12.4.4 et13.4.2).

4.4 Topologie deΓ

On suppose désormaisK muni d’une valuation non trivialeω : K → R ∪ ∞. SoitKs ⊂ K̄ la clôture séparable de
K, etΓ = Gal (Ks,K). On supposeK complet, ce qui entraı̂ne en particulier queω se prolonge de manière unique àKs,
la valuation obtenue est alors nécessairementΓ-stable. On noteΛ = ω(Ks) etΛK = ω(K).

On aΓ = lim
←−−

{

Gal (E|K) | E extension galoisienne finie deK
}

, et la topologie deΓ est induite par la topologie pro-

duit sur
∏{

Gal (E|K) | E extension galoisienne finie deK
}

. Une base d’ouverts est donc l’ensemble des
{

σ ∈ Γ | σ|E = σ0
}

pourE une extension galoisienne finie deK etσ0 ∈ Gal (E|K). Les sous-groupes ouverts deΓ sont donc d’indice fini,
et lorsqueΓ agit continuement sur un ensemble discret, les orbites sontfinies.

4.5 L’appartement rationnel

On veut maintenant définir une masure pour un groupe de Kac-Moody presque déployéG(K). Pour utiliser la
partie 3, il nous suffit de montrer queG(K) admet une donnée radicielle valuée, puis de trouver une famille de paraho-
riques adéquate. En fait, nous allons définir directementune (supposée) masureI(Q)K à l’intérieur deI(Q), la masure
du groupe de Kac-Moody déployéG(Ks) pour une famille de parahoriquesQ. On sait déjà queG(K) dispose d’une
donnée radicielle, sa valuation sera construite géométriquement, exactement comme dans le cas classique. La famille
de parahoriques sur un appartementAK(Td) sera simplement la familleQK = (Q(a)Γ)a∈AK(Td), où (Q(a)a∈I(Ks) est la
famille de parahoriques deI(Ks). On vérifiera alors que la définition abstraite deI(QK) coı̈ncide avec celle deI(Q)K.
Tous les résultats de la partie 3 pourront alors s’appliquer.
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4.5.1 Action deΓ sur A

On choisitTd ≤ T0 un toreK-déployé maximal dans un toreK-défini. On note~Y0 = ~Y(T0) et Y0 = Y(T0). Le fait
queT0 est défini surK implique que~Y0 estΓ-stable, et queΓ permute les racines et les sous-groupes radiciels relatifs
à T0, de manière compatible à son action sur l’algèbre de Lie.On a précisément, pourσ ∈ Γ etα ∈ φ(T0) :

σuα(k) = uσα(σ(k).kσα )

oùkσα est défini parσ.eα = kσα .eσα.

D’où
σU(α, λ) = U(σ(α), λ + ωσα )

oùωσα ∈ Λ vautω(kσα ).
Par conséquent, on veut définir une action deΓ surA0 telle queσ envoieD(α, λ) surD(σ(α), λ+ωσα ). Cette action

doit être compatible avec l’action vectorielle deΓ sur~Y0, il ne reste donc qu’à déterminer l’image du pointo. Voici en
quelques mots la justification de la définition qui va suivre:
Nous voulonsσM(α, λ) = M(σα, λ + ωσα ), c’est-à-dire

{σx ∈ Y0 | α(x) + λ = 0} =
{

x ∈ Y0 | σα(x) + λ + ωσα = 0
}

Il faut donc queα(σ−1(x)) = (σα)(x) + ωσα , et ce pour toutα ∈ φ. Soit ~u ∈ ~Y0 tel que x = o + ~u, alors
(σα)(x) = (σα)(~u) = α(σ−1(~u)). D’autre part, si nous définissons une action affine deσ sur Y, dont la partie vec-

torielle coı̈ncide avec l’action déjà connue deσ sur~Y0, nous auronsσ−1(x) = o+
−−−−−−→
oσ−1(o) + σ−1(~u), puisα(σ−1(x)) =

α(
−−−−−−→
oσ−1(o)) + α(σ−1(~u)). Finalement, il nous faut faire en sorte queα(

−−−−−−→
oσ−1(o)) = ωσα .

Lemme 4.5.1.Soitσ ∈ Γ, on noteωα = ωσα pourα ∈ φ(T0). Soientα, β ∈ φ, s∈ S tels queα = s.β = β− < β, hs > α.
Alorsωα = ωβ− < β, hs > ωα.

Preuve du lemme:On note pourγ ∈ φ(T0), kγ = kσγ , doncωγ = ω(kγ). On note égalementks = kσas
.

Puisqueα = s.β, on aeα = ±s∗eβ = ±Ad(nαs(1)).eβ. (La notations∗ désigne l’automorphisme deg qui relève l’élément
du groupe de Weyls ∈W(φ), c’est-à-dires∗ = exp(ad fs) exp(ades) exp(ad fs)). Appliquantσ à cette égalité, on trouve :

kαeσα = ±Ad(σ(nαs(1))).σ(eβ)
= ±kβAd(nσαs(ks))eσβ
= ±kβAd(nσαs(1).k−hσs

s )eσβ
= ±kβk

−<b,hs>
s Ad(nσαs(1)).eσβ

= ± ± kβk
−<b,hs>
s eσ(s).σ(β)

= ± ± kβk
−<b,hs>
s eσa

D’où ωα = ωβ− < b, hs > ωas. �

On suppose que la famille (αs)s∈S ⊂ T∗0 ⊂ ~Y
∗
0 des racines simples est libre.

Alors pour toutσ ∈ Γ, il existe~vσ ∈ ~Y0 tel queαs(~vσ) = ωσ
−1

αs
. Alors d’après le lemme, on a aussiα(~vσ) = ωσ

−1

α

pour toute racine réelleα.

Si la famille (αs)s∈S n’est pas génératrice,~vσ n’est pas unique. On choisit dans ce cas un supplémentaire~Y1 au
sous-espace

⋂

s∈S ker(αs) =
⋂

α∈φ ker(α), et on prend~vσ dans~Y1 pour toutσ ∈ Γ. Le choix est alors unique. Comme
⋂

α∈φ ker(α) estΓ-stable, on peut choisir~Y1 Γ-stable.

Comme dans la définition de l’appartementA(T0) on quotiente par
⋂

α∈φ ker(α), le choix de~Y1 n’importe pas.
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Définition 4.5.2. Pourσ ∈ Γ et~u ∈ ~Y0, on pose

σ(o+ ~u) = o+ ~vσ + σ(~u)

Proposition 4.5.3. La formule ci-avant définit une action de groupe deΓ sur Y0, par isomorphismes d’appartements,
compatible avec celle de N(T0) = StabG(Y0) au sens où(σn).x = σ(n(σ−1.x)), et compatible avec l’action deΓ sur
les sous-groupes radiciels au sens oùσ.D(α, λ) = D(σα, µ) si σ.Uα,λ = Uσα,µ. L’ensemble de ses points fixes est un
espace affine dirigé par~YΓ0 .

Démonstration:
Pour vérifier qu’il s’agit d’une action de groupe, on vérifie la condition de cocycle attendue sur lesωσα . Soientα ∈
φ(T0), σ, γ ∈ Γ,on calcule dans l’algèbre de Lieg :

γσ.eα = γ(kσαeσα) = γ(kσα )kγσαeγσα

et d’autre part :
γσ.eα = kγσα eγσα

D’où la relationωγσα = ω(γ(kσα )) + ωγσα = ωσα + ω
γ
σα, la deuxième égalité carΓ préserve la valuationω.

Par construction,Γ agit par automorphismes affines et préserve l’ensemble des murs, il agit donc bien par isomor-
phismes d’appartements.

Maintenant, siγ, σ ∈ Γ, on a pour~u ∈ ~Y0, γ(σ(o+~u)) = o+~vγ + γ(~vσ)+ γσ(~u). Par conséquent, il faut vérifier que
~vγσ = ~vγ + γ(~vσ).

Soit α ∈ ∆re, alorsα(~vγ + γ(~vσ)) = ω
γ−1

α + (γ−1α)(~vσ) = ω
γ−1

α + ω
σ−1

γ−1α
. Par le calcul précédent, ceci vautωσ

−1γ−1

α =

ω
(γσ)−1

α = α(~vγσ). Comme~vγσ est l’unique vecteur de~Y1 vérifiant cette relation pour toutα ∈ φre(T0), et comme
~vγ + γ(~vσ) ∈ ~Y1 car ~Y1 estΓ-stable, on obtient bien~vγσ = ~vγ + γ(~vσ), et l’action deΓ surY0 est bien une action de
groupe.

Montrons la compatibilité avec l’action deN(T0). Pour commencer, un élément de la formenα(r) induit surY0

la réflexion r selon le murM(α, ω(r)). L’élémentσ(nα(r)) = nσα(σ(r)kσα ) induit alors la réflexion selon le mur
M(σα, ω(r) + ωσα ) = σ.M(α, ω(r)). C’est la bien la conjugaison par l’action deσ de la réflexionr. CommeN(T0)
est engendré par lesnα(r) et T0, il reste à vérifier que (σt).x = σ(t(σ−1x)) pourt ∈ T0.
Soit t ∈ T0, t agit surΓ par translation selon le vecteur~vt défini par

ξ(~vt) = −ω(ξ(t)), ∀ξ ∈ T∗0 ⊂ ~Y
∗
0

Or pourξ ∈ T∗0, ξ ◦ σ est encore dansT∗0 d’où

ξ(σ~vt) = −ω(ξ(σt)), ∀ξ ∈ T∗0 ⊂ ~Y
∗

Ce qui entraine~vσt = σ(~vt) d’où la relation de compatibilité entre les actions det et deσ.

Enfin, l’action deΓ est continue surg, ceci implique que l’orbite sousΓ de chaqueeα est finie, donc l’ensemble
desωσα , pourσ dansΓ etα une racine simple est fini. Donc l’ensemble des~vσ, σ ∈ Γ est fini, ainsi que l’orbiteΓ.o.
Ceci entraine que l’action deΓ surY0 fixe un point, disonso′. Dès lors,YΓ0 = o′ + ~YΓ0 . �

L’action deΓ sur Y0 ainsi définie préserve la décomposition en facettes de~Y, par conséquent elle s’étend à une
action deΓ surA0 par isomorphismes d’appartements.

Définition 4.5.4. On note~Y(Td)(K) = ~YΓ0 et Y0(K) = YΓ0 .

Proposition 4.5.5. L’espace~Y(Td)(K) ne dépend effectivement que de Td et pas de T0. Il s’agit de (Td)∗ ⊗ R.
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4.5.2 Action deΓ sur I

Par définition,I = G×A0/ ∼, où∼ est la relation d’équivalence définie par (g, x) ∼ (h, y) ⇔ ∃n ∈ N(T) tq y = nx
et g−1hn∈ P(x).

Le groupeN(T) est défini surK, et d’après la proposition 4.5.3, les groupesP(x), pourx ∈ A0 vérifientσP(x) =
P(σx). Par conséquent, l’action deΓ surG × A0 parσ.(g, x) = (σg, σx) passe au quotient et définit une action surI,
cette action stabiliseA0 et prolonge l’action définie précédemment.

Lemme 4.5.6.Soitσ ∈ Γ et Z un appartement. AlorsσZ est un appartement,~(σZ) = σ(~Z) etσ induit un isomorphisme
d’appartements entre Z etσZ.

Preuve du lemme:
Soitg ∈ G tel queZ = g.A0. AlorsσZ = σ(g).A0, c’est donc un appartement, l’appartement vectoriel lui correspondant
estσ(g). ~A0 = σ(g. ~A0) = σ(~Z). De plus, en notantσZ la restriction de l’action deσ à Z, etσA0 sa restriction àA0, on
aσZ = σ(g) ◦ σA0 ◦ g−1. Commeg−1, σ(g) etσA0 induisent des isomorphismes entre les appartements concernés,σZ

est bien un isomorphisme d’appartements. �

En particulier, siy = x+ ~v dans un certain appartementZ, alorsσ(y) = σ(x) + σ(~v) dansσZ.
Ceci entraine également queσ(A(T)) = A(σ(T)), et que toutA(T) avecT un tore maximalK défini estΓ-stable.

4.5.3 Action deN(Td)(K) sur Y(K)

Nous voulons définir une action deN(Td)(K), le normalisateur du tore déployé maximalTd, surY0(K). On sait que
N(Td) est le stabilisateur de~Y(K), par conséquent on dispose déjà de la partie vectorielle de l’action. En fait, nous allons
changer d’appartement, pour obtenir un autre espace affineY(K), toujours dirigé par~Y(K) qui soit stable parN(Td)(K).

Remarque:Comme le groupeN(T) stabiliseY0, son groupe de point rationnelsN(T)(K) stabiliseY0(K), par com-
patibilité de l’action deΓ surG et surY0. On retrouve queN(T)(K) ⊂ N(Td)(K), et ce sous-groupe agit déjà surY0(K).

SoitJ := I~Y(K) la façade deI de type~Y(K). C’est un immeuble affine, car~Y(K) contient des facettes sphériques.

En fait, c’est l’immeuble de Bruhat-Tits du groupeM(~Y(K)) = FixG(~Y(K)) = Z(Td). Les groupesN(Td) etΓ agissent
surJ, etN(Td)(K) préserve l’ensembleJΓ, qui contient le pointY0(K).

Lemme 4.5.7.L’ensembleJΓ est borné.

Preuve du lemme:L’immeuble J est l’immeuble de Bruhat-Tits deZ(Td), c’est donc aussi l’immeuble du semi-
simplifié deZ(Td), c’est-à-dire deZ(Td)/Z(Z(Td)). CommeTd ⊂ Z(Z(Td)), et Td est un toreK-déployé maximal, ce
semi-simplifié n’a pas de toreK-déployé, il est anisotrope.

Proposition 4.5.8. Il existe un sous-espace affine Y(K) dansI, stable par N(Td)(K), fixe parΓ, dirigé par~Y(K).

Démonstration:
Le produitN(Td)(K) × Γ agit surJ en stabilisantJΓ. Donc par le lemme, il admet au moins une orbite bornée, et
donc un point fixe. Ce point fixe a un unique représentant qui est un espace affineY(K) deI, dirigé par~Y(K), et stable
parΓ. Alors Γ agit surY(K) par automorphismes affines, avec des orbites finies, doncY(K) admet lui même un point
Γ-fixe p, et comme~Y(K) estΓ-fixe, on voit finalement queY(K) estΓ-fixe. �
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4.5.4 Façades

Nous voulons à présent rajouter ses façades àY(K) pour obtenir un appartement isomorphe à l’appartement abstrait
obtenu par la partie 3.1 à partir de la donnée radicielleDK.

Soit ~f une facette de~AK, on définitY
K, ~f comme l’ensemble des cônes deYK dirigés par~f quotienté par la relation

∼, définie comme dans 3.1.1 :f ∼ g ⇔ f ∥ g et f ∩ g , ∅.
On pose ensuite

A(K) = A(T)(K) =
⊔

~f K−facette de~AK

Y(K) ~f

Proposition 4.5.9. Soit ~f ⊂ ~Y(K) une facette de~I(K). Soit T un tore maximal contenant Td, soit ~f1 la facette de~A(T)

contenant~f , alors l’applicationι ~f ,T :
Y(K) ~f → Y(T)(K) ~f1

[x+ ~f ] 7→ [x+ ~f1]
est une application affine bien définie et injective. Si

T est défini surK, elle est de plus surjective.

Démonstration:
L’applicationι ~f ,T est bien définie car~f ⊂ ~f1.

Vérifions l’injectivité : soientx, y ∈ AK tels quex+ ~f1 ∼ y+ ~f1. Alors ~xy ∈ Vect(~f1) ∩ ~AK = ~f doncx+ ~f ∼ y+ ~f .

Enfin, si [x+ ~f1] est un pointΓ-fixe deY~f1
, et si nous supposonsY(T) Γ-stable, alors pour toutσ ∈ Γ, σ(x+ ~f1) =

σ(x) + ~f1 ∼ x + ~f1. Donc le sous-espace affine x + Vect(~f1) ⊂ Y(T) estΓ-stable, il admet un pointΓ-fixe x′. Alors
[x′ + ~f ] ∈ Y

K, ~f et son image parι ~f ,T est bien [x+ ~f1]. �

En conséquence de ceci, si~f est une facette sphérique, la façadeY(K) ~f est un appartement pour le groupe réductif

M( ~f )(K).

4.5.5 Murs et demi-appartements

Lemme 4.5.10.Entre deux appartements contenant AK existe un isomorphisme fixant AK.

Preuve du lemme:L’appartement rationnel~AK contient un point sphérique, donc la proposition 3.5.5 s’applique.�

Le lemme permet cette définition :

Définition 4.5.11. Soit A un appartement deI contenant AK. LesK-murs (resp. lesK-demi-appartements) de AK sont
les intersections avec AK des murs (resp. demi-appartements) de A.
Lorsqu’unK-mur M est dirigé par un mur réel de~AK, c’est-à-dire lorsque~M coupe une facette sphérique de~AK, il
est dit réel. UnK-demi-appartement bordé par unK-mur réel est dit réel.

Remarque:UnK-mur qui n’est pas réel est appelé imaginaire, il correspond au noyau d’uneK-racine imaginaire.

4.5.6 Sous-groupes radiciels

Rappelons d’abord la définition des sous groupes radicielsrationnels dans le cadre vectoriel :
Soit ~Ω un demi-espace d’un appartement~A(T) tel que que∂~Ω coupe l’intérieur de~A(T), donc ~Ω est une partie
équilibrée. L’ensembleφu(T)(~Ω) est juste l’ensemble des racinesα relatives àT telles queα(~Ω) ≥ 0. C’est une
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partie nilpotente deφ(T).
LesK-racines géométriques pourG(K), relatives à~AK sont par définition lesK-demi-appartements réels de~AK, elles
entrent donc dans le cadre précédent. On noteδK = δK(Td) l’ensemble desK-racines géométriques, il s’agit d’un
système de racines géométrique, c’est-à-dire que les racines sont des demi-complexes de Coxeter.
Si ~D est une telle racine, le sous-groupe radiciel correspondant est par définitionU ~D(K) = U(~D)Γ, et on sait que
U(~D) =

∏

α∈φu(~D) Uα avec écriture unique quelque soit l’ordre surφu(~D). (CommeΓ permute les racines deφu(~D), on
ne peut en déduire une telle décomposition pourU ~D(K).)
Il est prouvé dans [Ré02] que (G(K),Z(Td), (U ~D)~D∈∆K ) est une donnée radicielle.

Mais G(K) est également muni d’un système de racines au sens fort, c’est-à-dire vectoriel. Il s’agit deφK =
φK(Td) =

{

α
|~AK
| α ∈ φ(T)

}

. Contrairement àφ, ce système de racine n’est pas forcement réduit. SiαK est une telle

racine, le sous-groupe radiciel associé estUαK =
〈 {

Uα | α|~AK = αK
} 〉

, et leK-sous-groupe radiciel associé estUαK (K).

Ainsi, si ~D est unK-demi-appartement,U ~D =
〈 {

UαK | αK(~D) ≥ 0
} 〉

. En fait, le fait queφK est un système de racines

entraine qu’il y a au plus deux racinesαK telles queαK(~d) ≥ 0.
On prouve dans [Ré02] queφK est effectivement un système de racine, et que (G(K),Z(Td), (UαK(K))αK∈φK) est une
donnée radicielle.

Lemme 4.5.12.Soit ~D un demi-appartement réel de~AK, soit u ∈ U(~D). Alors FixAK (u) est un demi-appartement
dirigé par ~D.

Preuve du lemme:
Soit T un tore maximal tel que~D ⊂ ~A(T), soit φu = φu(T)(~D). C’est un ensemble nilpotent de racines, donc
U(~D) =

∏

α∈φu Uα, avec écriture unique, quelque soit l’ordre choisit surφu. Soit u = u1...un l’écriture deu dans
cette décomposition, avecui ∈ Uαi , αi ∈ φ

u. Le système de racinesφ(T) étant réduit, toutes les racines deφu sont non
colinéaires, et dans ces conditions, on a par la proposition 3.5.3 :

FixA(T)(u) =
n
⋂

i=1

FixA(T)(ui)

Or, chaque FixA(T)(ui) est un demi-appartement dirigé par~D(αi) (par 3.3.9), et son intersection avecAK est un demi-
appartement dirigé par~D(αi) ∩ ~AK = ~D. �

Définition 4.5.13. Soit D unK-demi-appartement réel de AK, donc ~D est un demi-appartement réel de~A(T). Le
sous-groupe radiciel de D est :

U(D) =
{

x ∈ U(~D) | x fixe D
}

LeK-sous-groupe radiciel correspondant est :

U(D)(K) = U(D)Γ

Définition 4.5.14. UnK-demi-appartement réel D est dit vrai s’il existe u∈ U(D)(K) tel queFixAK (u) = D. UnK-mur
réel est dit vrai si les appartements qu’il délimite sont vrais.

Proposition 4.5.15. Lorsqu’unK-mur réel M délimite deux demi-appartements D1 et D2, alors D1 est vrai si et
seulement si D2 l’est.

Remarque:UnK-mur réel non vrai est appelé ”fantôme”, c’est en fait un mur où l’immeubleIK ”ne branche pas”,
c’est-à-dire un mur ”mince”. Dans le cas déployé, les murs vrais sont ceux de la formeD(α, λ) pourλ ∈ ω(K) ⊂ Λ =
ω(Ks).
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4.5.7 Valuation

Définition 4.5.16. SoitαK ∈ φK(Td). Pour tout u∈ UαK \ {e}, FixAK(u) est un demi-appartement dirigé par~D(αK) :=
{

x ∈ ~AK | αK(x) ≥ 0
}

. On note M(u) le bord de ce demi-appartement, c’est donc un mur réel dirigé parker(αK). On
définit alors

ϕαK :

UαK → Λ ∪ {∞}

u 7→















αK(M(u)) si u, e

∞ si u= e

PourαK ∈ φK etλ ∈ Λ ∪ {∞}, on note UαK ,λ = φ
−1([λ,∞]).

Proposition 4.5.17. La famille (ϕαK )αK∈φK est une valuation de la donnée radicielle(Z(Td), (UαK)αK∈φK), au sens de
[Rou06] 2.2.

Les axiomes pour une valuation d’une donnée radicielle seront rappelés au cours de la preuve.

Démonstration:

(V0) : Pour toutαK ∈ φK, ϕαK est une application de UαK dansΛ ∪ {∞}, oùΛ est un groupe abélien totalement
ordonné. L’image deϕαK a au moins trois éléments.

Pour s’assurer que l’image deϕαK contient au moins trois éléments, remarquons que pouru ∈ UαK et t ∈ Td(K),
φαK (tut−1) = φαK(u) + ω(αK(t)). Sachant queTd est non trivial, ceci entraine que l’image deϕαK est stable parΛK.

(V1) : Pour toutαK ∈ φK, pour toutλ ∈ Λ ∪ {∞}, UαK ,λ est un sous-groupe de UαK , et UαK ,{∞} = {e}.

On constate queUαK ,λ =
{

u ∈ UαK | u fixe le demi-appartementD(αK, λ)
}

. Il est alors clair que c’est un groupe. Et
UαK ,{∞} = {e} par définition.

(V2.1) : Pour toutαK ∈ φK, pour tout u∈ UαK \ {e}, l’application v 7→ ϕ−αK (v) − ϕαK (n(u)vn(u)−1) est constante
sur UαK \ {e}.

Pour toutv ∈ U−αK \ {e}, on a FixAK(n(u)vn(u)−1) = n(u).FixAK(v). Or n(u) agit sur ~AK comme la réflexion se-
lon le mur ker(αK), doncn(u) agit surAK comme une réflexion selon un murM de direction ker(αK), et ϕ−αK (v) −
ϕαK (n(u)vn(u)−1) = −2αK(M), ce qui est indépendant dev.

(V2.2) : Pour toutα ∈ φK et t ∈ Z(Td)(K), la fonction
UαK \ {e} → Λ

v 7→ ϕαK (v) − ϕαK (tvt−1)
est constante.

L’élémentt ∈ Z(Td) induit surAK une translation, soit~vt ∈ ~AK son vecteur. Le même raisonnement que pour (V2.1)
montre alors que la fonction est constante égale àαK(~vt).

(V3) : Pour toute paire prénilpotente deK-racines{αK, βK}, on a :

[UαK,λ,UβK,µ] ⊂
〈 {

UpαK+qβK,pλ+qµ | p, q ∈ N
∗ et pαK + qβK ∈ φK

} 〉

.

L’ensemble des racinesγ ∈ φK qui s’écrivent sous la formepαK + qβK avecp, q ∈ N∗ est noté ]αK, βK[. Il s’agit
d’un ensemble nilpotent de racines. Le fait que (Z(Td)(K), (UαK)αK∈φK ) est une donnée radicielle au sens fort (”entière”
pour la nomenclature de [Ré02]) entraine déjà que [UαK ,UβK ] ⊂

〈 {

Uγ | γ ∈]αK, βK[
} 〉

=
∏

γ∈]αK ,βK[ Uγ. Ce produit
peut s’effectuer dans n’importe quel ordre. Les seules relations de colinéarités possible dansφK sont du typeγ = 2δ, et
dans ce cas on aU2δ ⊂ Uδ, toujours par les axiomes d’une donnée radicielle. Fixonssur ]αK, βK[ un ordre pour lequel
deux racines colinéaires se suivent. Alors [UαK ,UβK ] ⊂

∏

γ∈]αK ,βK[red
Uγ, où ]αK, βK[red est l’ensemble ]αK, βK[ auquel
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on a retiré les doubles des racines qu’il contient.
Soitu ∈ [UαK ,λ,UβK,µ], alorsu ∈

∏

γ∈]αK ,βK[red
Uγ etu fixeD(αK, λ)∩D(βK, µ). Soient (uγ)γ∈]αK ,βK[red tels queu =

∏

γ uγ.
Comme ]αK, βK[red est un ensemble réduit de racines, on a FixAK(u) =

⋂

γ FixAK(uγ) (proposition 3.5.3), donc chaque
uγ fixeD(αK, λ) ∩D(βK, λ). Ceci entraine bien que siγ = pαK + qβK, alorsuγ ∈ Uγ,pλ+qµ.

(V4) : SiαK et 2αK sont desK-racines,ϕ2αK est la restriction deϕαK à U2αK .

Ce point est clair d’après la définition.

(V5) : Pour toutαK ∈ φK, pour tout u ∈ UαK , si u′, u′′ ∈ U−αK sont tels que n(u) = u′′uu′, alors ϕ−αK (u
′) =

ϕ−αK (u
′′) = −ϕαK (u).

Sachant queU±αK ⊂ U(~D(±αK)), on utilise le lemme 3.5.2. L’élémentn(u) agit surAK comme une réflexion selon
un mur dirigé par ker(αK), et FixAK(u) = D(αK, λ) en notantλ = ϕαK (u). Supposons par exemple queu′ fixe plus que
D(−αK,−λ), c’est-à-dire queϕ−αK (u

′) = λ′ > −λ. Alors la bande{x ∈ AK | αK(x) ∈ [λ, λ′]} est fixe paru et u′. Par le
lemme 3.5.2, elle est alors soit fixe soit envoyée hors deAK paru′′ donc parn(u). Mais ces deux cas sont incompatibles
avec le fait quen(u) induit une réflexion surAK. De même,ϕ−αK (u

′′) ≤ −λ.

En l’absence d’idée directe pour montrer les autres inégalité, il reste l’argument suivant : après le choix d’un tore
maximalK-définiT contenantTd les racines concernées sont en nombre fini, puisque leur ensemble estφ(T)(ker(αK)) =
φm(T)(ker(αK)) et ker(αK) est une partie équilibrée de~A(T). Ainsi (T, (Uα)α∈φ(ker(αK))) est une donnée radicielle finie
pour le groupeMA(T)(ker(αK)), son immeuble de Bruhat-Tits estIker(αK). Elle est de plusΓ-stable, et ses racines
forment deux orbites opposées sousΓ : le K-système de racines associé est juste{αK,−αK}. DoncIΓker(αK), s’il n’est
pas forcément un immeuble, est au moins un arbre. L’étude de l’action deu, u′ et u′′ sur cet arbre permet maintenant
de conclure facilement, sachant queAK se projette en une droite, queu etu′ commeu etu′′ en fixent des demi-droites
opposées, et quen′(u) = u′′uu′ y induit une réflexion.

Pour détailler, notonsp = prker(αK). Soits1 ∈ p(AK) tel queαK(s1) = −ϕ−αK(u
′), s2 tel queαK(s2) = ϕαK (u) et s3 tel

queαK(s3) = −ϕαK (u
′′), soient aussiǫ et−ǫ les bouts dep(AK) dans la direction deαK et−αK, respectivement. Ainsi,

Fixp(AK)(u) = [s2, ǫ[, Fixp(AK)(u′) = [s1,−ǫ[ et Fixp(AK)(u′′) = [s3,−ǫ[.
Supposons queϕ−αK (u

′) < −λ, c’est-à-dire que l’intervalle ]s1, s2[ est non vide, et aucun de ses points n’est fixé
par u ni par u′. Sachant quen(u).p(AK) = p(AK), on vérifie dans cette situation (avec les notations évidentes) que
ǫ < s1 < s2 < n(u).s1 < n(u).s2 < ǫ. Ceci empèche quen(u) fixe un point de [s1, s2]. Par des raisonnement semblables,
n(u) ne peut avoir de point fixe dans ]−ǫ, s1], ] −ǫ, s3], ni [s2, ǫ[. Maisn(u) doit tout même avoir un point fixe puisqu’il
s’agit d’une réflexion : on arrive à une contradiction. Donc s1 = s2. On prouve similairement ques3 = s2, et ceci
entraine bienϕ−αK (u

′) = −λ = ϕ−αK (u
′′). �

4.5.8 Identification des appartements

Il faut vérifier que l’apaprtementAK est isomorphe à l’appartement obtenu abstraitement à partir de la donnée
radicielle valuée (Z(Td)(K), (UαK)αK∈φK).

4.6 L’immeuble rationnel

4.6.1 D́efinition

On définit la famille de parahorique suivante surAK : QK = (QK(a))a∈AK avecQK(a) = Q(a)Γ, oùQ est la famille de
parahorique pourG sur un appartementA(T) contenantAK. Il est immédiat qu’il s’agit d’une famille de parahoriques.
Cette définition est indépendante du toreT considéré, carQ(a) dispose de la définition intrasèqueQ(a) = FixG(a),
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mais fixons tout de même un tel toreT, jusqu’à la fin de ce numéro.

Il y a deux définitions possibles pour l’immeuble deG(K) : la premièreI(Q(K)) est l’immeuble construit selon la
partie 3 à partir de l’appartementAK et de la famille de parahoriquesQK, la seconde estIK = G(K).AK ⊂ I(Q). Par
définition, les appartements deIK seront lesg.AK pourg ∈ G(K), les murs d’un appartementG.AK seront les murs
vrais.
Un de nos premiers buts est bien sûr de montrer que ces deux d´efinitions coı̈ncident. Nous pourrons alors utiliser d’une
part les résultats abstraits de 3, et d’autre part certaines propriété deI(Q) qui se transmettront à son sous-immeubleIK.

Remarque:L’immeubleI(K) est inclus dans l’ensemble des pointsΓ-fixes deI, mais n’est généralement pas égal
à cet ensemble, comme c’est déjà le cas pour l’immeuble affineK-rationnel d’un groupe réductif sur un corps local.

Posons :

j :
I(QK) → IK

[(g, a)]QK 7→ g.a = [(g, a)]Q ∈ I(Q)

Il est immédiat de vérifier quej est une applicationG(K)-équivariante, bien définie et surjective. L’injectivité fait
l’objet de la proposition suivante.

En attendant, soitιQ l’injection de A(T) dansI(Q), qui restreinte àAK donne une injection deAK dansIK. Soit
aussiιQK l’application canonique (injective si et seulement siQK vérifie (para 1) ) deAK dansI(QK). Alors d’après les
définitions,ιQ|AK = j ◦ ιQK . Le membre de gauche étant injectif, ceci prouve queιQK est injective, donc queQK vérifie
(para 1).

Proposition 4.6.1.

1. StabG(K)(ιQ(AK)) = N(Td)(K) = StabG(K)(ιQK(AK)

2. Les appartements deIK sont en bijection G(K)-équivariante avec ceux deI(QK) et de~I(K), donc avec les tores
K-déployés maximaux.

3. NK := N(Td)(K) = G(K) ∩ ((N(T) ∩ N(Td)) . FixG(AK)).

4. G(K) vérifie la décomposition d’Iwasawa G(K) = UK( ~C) . N(Td)K . UKmin(F) pour touteK-chambre~C de
~AK(Td) et toute facette F de AK(Td).
De plus, le facteur de N(Td)(K) est unique modulo N(Td)(K)(F) = FixN(Td)(K)(F).

5. Pour tout a∈ AK(Td), pour tout T tel que AK(Td) ⊂ A(T), on a :

G(K) ∩ (N(T).Q(a)) = N(Td)(K).QK(a)

Géométriquement, ceci signifie que si deux points a et b de A(T), avec a∈ AK, sont conjugués, pour l’action de
G surI(Q), à la fois par G(K) et par N(T), alors ils sont conjugués par N(Td)(K).

6. j induit un isomorphisme d’appartements entreιQK(AK) et ιQ(AK).

7. L’application j est une bijection entreI(QK) etIK.

8. La famille de parahoriquesQK vérifie (para 5), et pour touteK-facette ~f de ~I(K), elle vérifie les conditions
(para 2.1)(~f ) et (para 2.2)(~f ) dès queQ les vérifie pour la facette~f ′ de~I contenant~f .

Remarque:Le point essentiel est le 5. Il découle de l’unicité du facteur deN dans la décomposition d’Iwasawa du
groupe déployéG (proposition 3.4.7).

Démonstration:
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1. Par construction,N(Td)(K) est inclus dans les deux stabilisateurs. Ensuite, sig ∈ StabG(K)(ιQ(AK)), alorsg per-
mute les façades deAK. Plus précisemment,g permute

{

~f | ~f Γ ∈ F (~AK)
}

(voir la proposition 4.5.9). Doncg ∈

StabG(K)(~AK) = N(Td)(K). Enfin, le fait quej soitG(K)-équivariante entraine StabG(K)(ιQK(AK)) ⊂ StabG(K)(ιQ(AK)),
ce qui permet de conclure.

2. découle du point précédent.

3. Cela vient du fait queQ(AK) est transitif sur les appartements contenantAK, carAK contient un point sphérique
(3.5.5).

4. CommeG(K) admet la donnée radicielle valuée (Z(Td)(K), (Uα, φα)α∈φK), la proposition 3.4.4 prouve qu’il admet
la décomposition d’IwasawaG(K) = UK( ~C) . StabG(K)(AK(Td)) . UKmin(F), avecUK( ~C) =

〈 {

Uα | α ∈ φK( ~C)
} 〉

etUKmin(F) = 〈 {Uα(F) | α ∈ φK} 〉. De plus, StabG(K)(AK(Td)) = N(Td)(K) par le point 1.

Étudions l’unicité den : soientg = u1n1u′2 = u2n2u′2 deux écritures deg ∈ G(K). Soit T un tore maximal tel
queA(T) ⊃ AK(Td), on va se ramener à l’unicité dans la décomposition d’Iwasawa du groupe déployéG dans
l’appartementA(T).
Soit ~C′ une chambres de~A(T) contenant~C, alorsUK( ~C) ⊂ U( ~C′). Soit x ∈ AK(Td) et ~F ∈ ~A(Td)x tels que
F = F il K(x, ~F), soitF′ = F il (x, ~F′) où ~F′ est la facette deA(T)x contenant~F. Alors UKmin(F) ⊂ Umin(F′).
Enfin,N(Td) = StabN(T)(AK(Td)) . FixG(AK(Td)). Soientn1 = n′1z1 et n2 = n′2z2 des décompositions correspon-
dantes. Alorsg = u1 . n′1 . (z1u′1) = u2 . n′2 . (z2u′2) sont deux écritures deg dans la décomposition d’Iwasawa du
groupe déployéG = U( ~C′) . N(T) . Q(F′). Doncn′1

−1n′2 ∈ N(F′) par la proposition 3.4.7. Maisz1 et z2 fixent
AK et donc aussiF′, doncn−1

1 n2 = z−1
1 n′1

−1n′2z2 ∈ N(Td)(K) ∩ Fix(F′) = N(Td)(K) ∩ Fix(F).

5. Soit g = nq ∈ G(K) ∩ N(T).Q(a). Soit ~C uneK chanbre de~AK, par la décomposition d’Iwasawa deG(K),
il existenK ∈ N(Td)(K) tel queg ∈ UK( ~C).nK.QK(a). On va utiliser comme au point précédent l’unicité de la
décoposition d’Iwasawa dansG. On sait queN(Td)(K) ⊂ StabG(AK) = (N(T)∩N(Td)) . FixG(AK), car FixG(AK)
est transitif sur les appartements contenantAK. Soit doncnK = n′z une écriture correspondante, alorsz ∈ Q(a)
d’où g ∈ U( ~C′) . n′ . Q(a), pour n’importe quelle chambre~C′ de ~A(T) contenant~C. Par la proposition 3.4.7,
n = n′.Q(a). Doncg ∈ n′Q(a) = nKz−1Q(a) = nKQ(a). Doncg ∈ G(K) ∩ N(Td)(K).Q(a) = N(Td)(K).QK(a).

6. SoitBK un appartement deI(QK). Le fait queQK vérifie (para 1) entraine quej induit une bijection deBK sur
son image. Ensuite,j |AK = ι

−1
Q|AK
◦ ιQK , et ιQ|AK commeιQK sont des isomorphismes d’appartements par définition

de la structure d’appartement deAK et deιQK(AK.

7. Montrons quej est injective : soient [(g, a)] et [(h, b)] avecg, h ∈ G(K) et a, b ∈ AK, deux points deI(QK),
tels que [(g, a)]Q = [(h, b)]Q, montrons que [(g, a)]QK = [(h, b)]QK. On peut supposerh = e. Alors il existe
n ∈ N(T) tel quen.a = b et g ∈ nQ(a). Commeg ∈ G(K), le point précédent entraineg ∈ N(Td)(K).QK(a). Soit
nK ∈ N(Td)(K) tel queg ∈ nK.Q(A). DansI(Q), on ag.a = b, d’où nK.a = b. Par définition de cette action,
cette égalité reste vraie pour l’action deN(Td) sur l’appartement abstraitAK. Alors la définition de∼QK entraine
[(g, a)]QK = [(e, b)]QK.

8. Soita ∈ AK un point d’une façadeA~f sphérique. AlorsQ(a) = U( ~f ) ⋊MA(a) = U( ~f ) ⋊Q(a∪ opA(a)). Les deux

groupes sontK-définis, et la trivialité de leur intersection entraineQ(a)Γ = U( ~f )Γ ⋊ MA(a)Γ. Nous renvoyons
alors à [BT72] pour prouver queMA(a)Γ est le groupe engendré parNK(a) et par lesUα(a), α ∈ φK( ~f ), et à
[Ré02] pour prouver queU( ~f )Γ est bien le sous-groupe distingué deP( ~f Γ) engendré par lesUα, α ∈ φu( ~f ).

Passons à (para 2.1)(~f ). Soita un point deAK dans une façade bordée parA
K ~f . Soitg ∈ NK.QK(a) ∩ NK.PK( ~f ).

On aNK.QK(a) ⊂ N.Q(a) par le point 3 etNK.PK( ~f ) ⊂ N.P( ~f ) = N.P( ~f ′) par le même raisonement. Donc par
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(para 2.1)(~f ′), g ∈ G(K) ∩ (N.Q(pr ~f (a))), etg ∈ NK.QK(pr ~f (a)) par le point 5.

Prouvons (para 2.2)(~f ). Soit a ∈ A
K ~f et g ∈ Q(a). Soit~g une facette dans le bord de~f , et~g′ la facette de~I la

contenant. Par (para 2.2)(~f ′), il existeb0 ∈ pr−1
~f ′

(a) ∩ A~g′ et n ∈ N(a) tels queng fixe le côneb0 + ~f ′ ⊂ A~g′ .

Alors il existeb ∈ b0 + ~f ′ ∩ AK. Pour toute racineα ∈ φ( ~f ′), α(b) = α(a). Et commeb ∈ AK, pour toute racine
α ∈ φK( ~f ), α(b) est bien défini, et vaut doncα(a). Ceci prouve quepr ~f (b) = a. Ainsi, b ∈ AK~g ∩ pr−1

~f
(a) et

g ∈ G(K) ∩ (N.Q(b+ ~f )) = NK.QK(b+ ~f ).

�

On identifie donc désormaisI(QK) etIK. Comme la famille de parahoriquesQK vérifie les conditions (para 1, 5,
2.2) et (para 2.1)(~f ) pour ~f sphérique, les résultats de la partie 3 s’appliquent.

4.6.2 Structure des appartements

Soit AK unK-appartement, nous allons définir les murs, parties closeset facettes deAK.

Définition 4.6.2. – UnK-isomorphisme d’appartements est un isomorphisme affine qui préserve l’ensemble des
murs vrais.

– Une partieK-close de AK est une intersection finie de vrais demi-appartements. Le filtre engendré par les parties
K-closes contenant une partieΩ de AK est leK-enclos deΩ, il est noté ClK(Ω).

Remarque:Il faudrait en fait noter ClAK (Ω), car tant qu’on n’a pas (para 5 et 6)(K), l’enclos d’une partie d’appar-
tementΩ dépend de l’appartement la contenant considéré.

Proposition 4.6.3. L’action de G(K) sur AK préserve les ensembles des murs vrais, donc tout g∈ G(K) induit un
isomorphisme sur chaque appartement deI(K).

Démonstration:L’action deG(K) préserve l’ensemble des murs, et celui des murs réels carelle préserveIsph.
SoitD = FixAK (U(D)(K)) un demi-appartement réel. Soitg ∈ G(K), alorsg.D = Fixg.AK(gU(D)(K)g−1 = Fixg.AK(U(gD)(K),
carg ∈ G(K). �

On définit les facettes deAK de la même manière que celles deA.

Définition 4.6.4. Pour x∈ AK, (~AK)x est l’espace directeur de la façade contenant x, muni des directions des murs de
AK contenant x. Pour~F une facette de~(AK)x, F il (x, ~F) est le filtre engendré par les parties closes de AK qui induisent
un voisinage de x dans x+ ~F. Les facettes de AK sont tous les filtres obtenus ainsi, auxquels on rajoute encore la
facette vide, qui est le filtreP(AK) de toutes les parties de AK.
Si F = F il (x, ~F), alors ~F est la direction de F, et si x∈ A

K, ~f , alors A
K, ~f ou même~f est appelé la façade de F. De

manière générale, étant donnée une facette F, on notera ~F sa direction et~f sa façade.
Une facette est dite sphérique lorsque sa façade est sphérique.

Comme il y a moins de murs dansAK que dansA, et commeAK lui-même n’est pas une partie close deA, le seul
lien entre les facettes deA et celles deAK est ceci :

Proposition 4.6.5. Si F est une facette de A, alors F∩ AK est inclue dans uneK-facette de AK.

45



4.6.3 D́ecomposition de Ĺevi

SoitΩ ⊂ AK telle que Cl(~Ω) est l’adhérence d’une facette ou une partie équilibrée. Alors Q(Ω) = U(Ω) ⋊ MA(Ω)
pour tout appartementA contenantAK. L’écriture MA(Ω) = Q(Ω ∪ opA(Ω)) prouve, puisque opA(Ω) = opAK(Ω) ⊂ AK
queMA(Ω) est en fait indépendant deA, on pourra donc noter ce groupeMAK (Ω).
Les trois groupesQ(Ω), U(Ω), etMAK(Ω) sontK-définis, et ceci entraine que la décomposition de Lévi etencore vraie
au niveau rationel :Q(Ω)(K) = U(Ω)(K) ⋊ MAK(Ω)(K).

Lorsque Cl(~Ω) ∩ Isph est de plus non vide, la simple transitivité deU(Ω) sur les parties d’appartement opposées à
Ω entraine celle deU(Ω)(K) sur les parties d’appartement opposées àΩ etΓ-stables.
Par ailleurs,MAK(Ω) est alors un groupe réductif, doncMAK (Ω)(K) est transitif sur lesK-appartements contenant
Ω ∪ opAK(Ω).
On conclut alors par la décomposition de Lévvi queQ(Ω)(K) est transitif sur lesK-appartements contenantΩ.
En résumé :

Proposition 4.6.6. SoitΩ ⊂ AK telle que Cl(~Ω) est équilibrée ou l’adhérence d’une facette sphérique. Alors Q(Ω)(K)
est transitif sur lesK-appartements contenantΩ, U(Ω(K) est simplement transitif sur les parties deK-appartement
opposées àΩ, et MAK (Ω) est transitif sur les appartements contenantΩ ∪ opAK(Ω).

Remarque:Le raisonnement surU(Ω)(K) montre en fait l’équivalence entre ”être une partie d’appartement opposée
àΩ etΓ-stable”, ”être une partie d’appartement opposée àΩ etΓ-fixe”, et ”être une partie deK-appartement opposée
àΩ”.

4.6.4 Lien entre les façades

Proposition 4.6.7.Soit AK unK-appartement et a∈ AK un point sphérique. Soit~f ∈ F (~AK) telle que a∈ (AK) ~f . Alors

pour tout q∈ Q(a)(K), il existe a0 ∈ ÅK et n∈ N(Td)(K) ∩ P(a) tels que nq∈ P(a0 + ~f ).

Démonstration:Sachant queQ(a)(K) = U(a)(K) ⋊ MAK (a)(K), et que tout élément deU(a)(K) fixe un cône de la
formea0+ ~f dansÅK, on peut supposerq ∈ MAK (a)(K) = Q({a, opAK(a)})(K). Commea est dans une façade sphérique,
on aQ({a, opAK(a)}) ⊂ StabG(Cl({a, opAK(a)})) (corollaire 3.9.2) , doncAK ∩ q.AK ⊃ Cl({a, opAK (a)}). D’après la pro-
position 4.6.6, il existe alorsm ∈ Q(Cl({a, opAK (a)}))(K) tel quemq ∈ StabG(K)(AK) = N(Td)(K). Commem fixe

Cl({a, opAK (a)}) qui contient un cône du typea0 + ~f , ceci prouve la proposition. �

A présent que nous savons queP(K) vérifie (para 0,1,3,4, 2.1 et 7)(K), et (para 2.2)(K) lorsque la façade de départ
est sphérique, on peut appliquer les résultats des parties 3.8 et 3.9.
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