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Résumé— Une comparaison entre trois approches de décomposition de domaine) (#HdMes
aux problemes non-linéaires est présentée. Basees sur la condedsgtimbleme non linéaire,
ces stratégies meénent a la résolution d’'un probléme tangent d’interfaleepebblémes locaux
non linéaires. Le probleme d’interface rentre dans le cadre usuell@isliDéaires (FETI, BDD,
etc) ; les problémes locaux non-linéaires peuvent étre résolus avéediff types de conditions
aux limites (Dirichlet, Neumann, Robin), dont le réle est évalué dans cette.étud

Mots clés— Décomposition de domaine sans recouvrement, problémes non-linéaires

1 Introduction

Les décompositions de domaine ont jouées un rble prépondérant dénsleapement du cal-
cul intensif en offrant la possibilité d’exploiter au maximum les propriétéscdisilateurs paral-
leles modernes. Introduites le plus souvent dans un contexte algélaligsenffrent la possibilité
de transformer la résolution d'un probléme linéaire en un ensemble detiésslde problémes
linéaires définis sur les sous-structures couplés sur l'interface. @@e oecoupe de nombreuses
méthodes [5] dont I'efficacité a été validée sur des problémes d'origimessds, et qui sont a
présent considérée comme matures. Parmi les points a développer, on note

— les interfaces non parfaites (interfaces de contact, interfacesweg)eésécemment traitées
dans le cadre de I'approche LaTlIn [6, 7] mais peu envisagées daadre des approches
de type Schur [3],

— les problémes non linéaires, ou I'approche classique consistant aiderélar probléme
global et a résoudre les problémes tangents par une approche papaliééequ’elle traite la
non-linéarité monolithiqguement, peut se révéler peu efficace. [1] s'sdera ce probléme
dans le cadre de I'extension des méthodes de Schwarz aux problemiséaines et [2]
dans le cadre de I'approche LaTlIn.

Dans cet article nous abordons ce second point en présentantpmoetsgpour la résolution des
problémes de minimisation du type :

E() = minE(Y)  with E(v):/Q

e(DSv)dQ—/Qf.de— [ gvar (1)
f

ou la fonctione n’est pas une fonction quadratique (le cadre pourrait étre étenda@ndereuses
autres non-linéarités comme les problémes avec variables internes). Phitpsament notre dé-
marche se rapproche des approches de Schur dans le cas linédireBBB,...) mais la prise en
compte de la non-linéarité est ramenée autant que possible au niveaaudestractures. Ainsi,
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on condense le probléme non linéaire aux interfaces de la décompositidrdavésoudre le pro-
bléme d'interface (non linéaire) par une approche de Newton Raptheonant ainsi lieu a chaque
itération de cette algorithme & deux types d'opérations : la résolution d’inéone tangent d'in-
terface — a la structure similaire a une DDM linéaire — et la résolution de problEmaux non
linéaires. Ce cadre permet de décliner une extension de I'approcheakik problémes non li-
néaires [8] et une version non linéaire de I'approche BDD [9]. Undeéplus fine montre que le
choix des conditions aux limites sur les problemes locaux (Dirichlet, NeumarbinRpeut étre
rendu indépendant de la formulation (primale, duale, mixte). Aussi naymopons une approche
ou les problemes locaux non-linéaires sont soumis a des conditions @ogeté Robin (dont le
choix de I'impédance doit permettre de rendre la méthode trés efficacg) |J@probléme global
d’interface est résolu en primal.

Ce papier donne une premiére évaluation comparée de ces trois méthadea Bection 2 la
méthode est exposée, pour des raisons de concision et de clarté, laendtade est détaillée et
les autres ne sont que positionnées par rapport a celle-ci. Dans lanstgotrois méthodes sont
évaluées sur le méme cas-test.

2 Formulation et algorithme

2.1 Principe commun a toutes les approches

On introduit une partition sans recouvrement du dom&iren sous-structures notes. I',
est l'interface du sous-domair® avec ses voisins €t est l'interface globalet, est 'opérateur
de trace défini d&, versl’,. On noteu™= (u,) les champs de déplacement liés & chaque sous-
structure. On a donc a minimiser la somme des énergies de chaque sousetrumtéesE, ) —
par rapport a I'ensemble des champs de déplacement locaux sousntemtiegalité a I'interface.
La différence entre les trois approches présentées réside daitst&des conditions d’interface,
on distingue deux cas :

Raccord direct entre les sous-domaines on introduit un prolongement signée deversl’ noté
A.. Ainsi on peut écrire une condition d'interface globale et 'imposer diraetg par un
multiplicateur de Lagrangk :

Trouver(G,A) € Ux W* tel que £(G,\) = inf SUpL(W, p)

W

avecL(G,\) = 'iEi (u)+ <_§1Aiti ui,)\> (2)

Cette approche est a la base de I'extension de la méthode duale.

Raccord indirect entre les sous-domaines pn introduit un champ d’interfaceet un ensemble
de multiplicateurs de Lagrand@,) recollant chaque sous-domaine a l'interface, un terme
d’augmentation [4] peut également étre introduit :

Trouver(ﬂ,vj\) € Ux W* tel que L(O,vj\) = inf ir;f SUpL(W,z )
W -
fu
n

avecL(G,v,\) = ; (Ei (u)+ <ti u -V, ,)\i>i + %H\ti u—v |Hi2> (3)

ol désigne la restriction suir, d’'un champ défini suf et||.[||; désigne une norme définie

par|||u|| |i2 =(u,Qu,),. La prise en compte du terme d’augmentation permet de passer d’une
approche primale a une approche mixte.
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La démarche menée dans les trois cas est la méme : I'écriture du probleme [ssateselle fait
apparaitre uprobléme locabui permet de définir un opérateur non linéaire d’interface (analogue
d’'un complément de Schur) et udguation globale d’interfaceLa condensation implicite des
éguations locales fait alors apparaitre un probléme non linéaire d’ingelfacrésolution de ce
dernier par une approche Newton-Raphson consiste & enchaindrcdralésidu, qui dans notre
cas nécessite la résolution de problémes non linéaires indépendammeraue sous-structure

et une étape d’'assemblage, et résolution du probleme tangent, qui atarstdiune approche de
décomposition de domaine classique.

2.2 Approche duale

Dans le cas d’'un raccord direct entre les sous-domaines, on intrdayiggateur notéD,
(aprés avoir noté = (fi,gi,uid)) qui résout les problémes locaux, le probléme a résoudre s'écrit
donc:

Trouver(d,\) € U x W* tel queY (0%, A*) € U x W* on ait :

vi, ai(uhui*) = Ii(ui*)_<)\7Aitiui*>i & tu=D\;c)+tR

[$ auur) -

L'existence de solutions des problémes locaux est associée a la condiviants :

L(p)—(tp,N) =0 V¥p €R =Ker(d)nu° (4)

Si on injecte la définition de I'opératelly, dans I'équation d’interface, on obtient le probleme
condensé sur l'interface posé sous la contrainte d’autoéquilibre desssmictures :

<ipﬁ D, (Ai;c.),x*> + <__§1Ati pi,A*> =0

Vi, <ti Ri7)\i>i = Ii(pi)
qui donne, apres discrétisation, le probléeme d’interface :

D(A;c)+Ga = 0
(5)
G'A = e

ouG est défini a partir de 'assemblage des traces des mouvements de solidadigidsibles de
chaque sous-structures. L'application de I'algorithme de Newton Raphsprobléme précédent
conduit donc aux itérations suivantes :

n+

vn>0 A=A 1 L o =a s

o2 5) (2)-)- ()

La résolution de ce probléme implique :

Initialisation : afin d’assurer la vérification de la contrainte par le multiplicateur initial, on peut
utiliser le probleme grossier de I'approche FETI associé a la prédictiotigilasvoire
mener quelque itérations de cet algorithme.
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Problémes locaux non linéaires : le calcul du résidu non linéaire nécessite la résolution de pro-
blémes locaux non linéaires a efforts imposés sur l'interface qui peéwentraités par un
algorithme de résolution quelconque. La version la plus simple & mettre ereagilige un
algorithme de Newton tangent, du méme type que celui du probléeme d'interfaizisé
par le champ de déplacement issu de la résolution du probléme tangentgm&ta condi-
tion d’existence de solutions du probléme non linéaire est automatiquemefaitagar le
champ d’effort d’interface.

Résolution du probléme tangent : le probléme a résoudre a exactement la structure d’'une ap-
proche FETI classique, on réutilise donc les outils existants pour le traiteleeattype de
probléme (préconditionnewscaling etc).

2.3 Approche primale

Dans le cas d’'un raccord indirect entre les sous-structures sangiotilida terme d’augmen-
tation, on peut mener une démarche similaire qui mene a I'approche primale :

Initialisation : une initialisation particuliére n’est priori pas requise. Cependant, compte tenu
de I'importance de l'initialisation pour une bonne convergence des appsoslewton-
Raphson, on peut mener quelques itérations du solveur linéaire d'oaesfssocié a la
prédiciton élastique.

Problémes locaux non lin€aires : les calculs non linéaires locaux sont pilotés par le déplace-
ment d’interface. La encore on peut choisir un solveur indépendasblgeur global, mais
le choix le plus simple correspond a un Newton tangent initialisé par le chamgptecd-
ment local issu du probléme tangent d’interface précédent.

Résolution du probleme tangent : Le probléme tangent ayant la structure d’'un probleme primal
de base, on peut utiliser une approche BDD.

2.4 Approche primale-mixte

La résolution de problémes locaux non linéaire fait apparaitre deux ssque

— L'apparition d'instabilités purement locales, qui ne seraient pas liéee dnstabilité glo-
bale physique. Par exemple, lors de la simulation d’'un probleme de flambag®us-
structure élancée pourrait avoir tendance a converger vers des tnogé&levés.

— Le déclenchement local de phénomeénes irréversibles qui n'auraerdepraison d’étre
dans la solution du probléme. Par exemple, une sur-estimation de la condititimaes
peut conduite a endommager ou plastifier la sous-structure au dela detlarsglobale
lors des itérations locales.

On peut estimer que ces deux défauts sont liés a une mauvaise regré@sqranles conditions
d’interface du reste de la structure. C'est a partir de cette observattonays décidons de mettre
en place une approche mixte qui permet de jouer sur I'opérateur d'impéddin de représenter
correctement le voisinage d’'une sous-structure. Dans le cadre dedtititisdu lagrangien aug-
menté, on arrive tout naturellement a une extension non linéaire de l&mpEETI 2LM. A noter
gu'il est possible par un changement de variable de tranformer la tiésotlu probléme tangent
mixte en un probléme primal et de profiter des performances de I'app&IBbe on a alors la
stratégie primale-mixte suivante :

Initialisation :  une initialisation particuliere n’est paspriori requise, néamoins il est possible
de mener quelques itérations du solveur primal correspondant a latpméditastique.
Problémes locaux non linéaires : les calculs non linéaires locaux sont pilotés par une variable

mixte a l'interface. Le choix du solveur non linéaire local se fait de la fadentique aux
stratégies précedentes.
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Résolution du probléme tangent : aprés transformation du probléme tangent, on se raméne a

un probléme primal type BDD.

3 Résultats

Les trois approches ont été implantées dans le code de calcul élémentsehalsrZ Nous
proposons de les valider sur un cas académique, celui d’'un poutre 32aation dont le com-
portement est régi par une loi élastique endommageable. Les stratéigis imtroduites dans le
cas d'une formulation hyperélastique mais les idées se généralisent aulamat®ec variables
internes, les idées restant les mémes mais I'écriture théorique de la stratqgiesemplexe.

Le tenseur des contraintes de Cauchy s’écrit a I'aide d’une variabteldmmagement —scalaire—

d(u(t)) :

IAACOIRA
VY=Y

Y. désignant le maximum de la force thermodynami¥igair I'histoire de la résolution.

o(u(t)) = (1—d(u(t)) % : O°(ult) avec dut))

Y, (u(t)) = fgtpY(U(ﬂ) with Y (u(t)) = %S(U(t)) K e(u(t))
Pour une étude détaillée de ce type de comportement, on pourra se &fE0grOn résume les
performances de la stratégie dans le tableau 1 pour les trois conditionsfdirtprésentées et
dans le cas d’'une décomposition de domaine linéaire (donc utilisée commershivetobléme
tangent) ou non linéaire (directement utilisée pour résoudre le problemaaaite). Dans le cas
non linéaire, les problémes locaux sont tous résolus avec la méme précianrigre d'erreur
se fait sur la norme du résidu d’interface.

Conditions| Solveur | Iterations| Iterations
d'interface | d’interface | globales| locales

primale linéaire 5 —
non linéaire| 1 +ini 4
duale linéaire 5 -
non linéaire| 1 +ini 5
mixte linéaire 5 -
non linéaire| 1 +ini 2

Tableau 1 — Comparaison entre les différentes approches

Il est difficile sur cet exemple de tirer des conclusions sur les spécifiitéhaque méthode.
A noter cependant plusieurs choses : l'utilisation de conditions en efietisammener a une
propagation des dégradations instables dans les sous-structutilisation de conditions mixtes
permet de régler ce probleme et le choix d’un bon opérateur d’augmengaimet d’améliorer
la convergence des problémes locaux.
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4 Conclusion

Dans ce papier, trois méthodes de décompositions de domaine non linéapeisentées. In-
troduites dans une état d’esprit similaire aux méthodes de décompositiomdeddinéaire, elles
proposent de condenser le probléme non linéaire sur les interfacedémlaposition de domaine
par I'introduction d’un opérateur d’interface non linéaire (version lnoéaire du complément de
Schur classique) et de résoudre cette équation d’interface par uittalgmde Newton Raphson.
On notera au passage qu'il est envisageable d'utiliser d’autres algestpour résoudre le pro-
bléme condensé. Le calcul du résidu du probléme non linéaire condécessite la résolution de
problémes locaux non linéaires indépendants par sous-structuresyédmivables en paralleles
par un algorithme non linéaire quelconque adapté. Des conditions aux limites iokgees relo-
calisations peuvent également étre utilisées pour controler les itératiofiaémines locales. Des
résultats sont présentés afin d'illustrer le comportement des 3 méthodest 8Memple simple,
peu de conclusions peuvent étre tirées sur les particularités de chathaméussi la premiére
perspective sera de définir un futur cas test pertinent vis a vis desomb@ noter cependant que
concernant la méthode duale, des résultats quantitatifs ont déja été&@séatams [3].
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