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Résumé— Nous nous intéressons a la résolution d’une succession de problégsebdéfinis
positifs symétriques (a matrices non constantes) par un gradient conjligug montrons com-
ment il est possible de déduire a faible colt puis d’automatiquement eraitiisue de chaque
résolution un modéle réduit dont I'utilisation permet de diminuer fortement le rodikiérations

avenir.

Mots clés— solveur itératif de Krylov, multirésolution, réduction de modéle

1 Introduction

Larésolution d’'un unique systéme linéaire est rarement suffisantedgmamare a un probléme
mécanique. En général, une suite de systemes linéaires doit étre résivlper,ce que la technique
de résolution s'appuie sur la décomposition du probléme originel en plasigstémes linéaires
(ce qui est par exemple le cas de la majorité des méthodes traitant la noitdinéda dépendance
en temps), soit parce que la question posée implique en soi de résougieeEsystémes (comme
dans le cas de I'exploration d’un plan d’expérience).

Il semble donc du plus grand intérét de conserver a la fin d’'une résolutie information
numérique permettant d’accélérer les résolutions suivantes. Dansmigigedes solveurs directs
montrent rapidement leurs limites puisqu’ils ne sont adaptés qu’au cas otrieaest constante
(en conservant la matrice sous forme factorisée) ou de rang trés faitilgar@nt (en utilisant
la formule de Sherman-Morisson). Les solveurs itératifs de Krylov [G@i,reposent sur une
recherche de la solution en projection sur un sous-espace de dimensissacte, permettent
eux aussi (a condition de stocker une base des sous-espacesitsirdditraiter le cas d'une
succession de seconds membres variables (algorithmesmtiiple right-hand sides [11, 4]). lls
permettent également d’apporter des réponses intéressantes as oegrites variables [7, 15].

En effet les solveurs de Krylov s’appuient sur la vérification de conutae Petrov-Galerkin
et entrent naturellement dans I'esprit des techniques de réduction déemada fin de chaque
systeme on obtient une base de I'espace de recherche et une iexpdasse « inverse réduite »
sur cette base. Ces informations peuvent étre réutilisées sur les systévaessspar des tech-
niques de préconditionnement, de correction de préconditionneur][8ul@augmentation [9].
Dans les cas ol le sous-espace stocké est de dimension importante, s asdociés a cette
réutilisation peuvent devenir colteux. Il est alors nécessaire derdig criteres, relativement
objectifs, permettant de condenser l'information. Dans [5], un premi@deéavait été conduite
sur le sujet, une procédure de sélection de I'information basée sur alys@spectrale de Ritz [3]
était proposée, I'algorithme résultant est nommé SRKS pour Selective REKsylov Subspaces
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par opposition & I'approche sans sélection nommée TRKS pour Total BEkisdov Subspaces.
Nous prolongeons ici ces travaux en améliorant les critéres de chobbdsdaéduite.

La suite du papier est organisée de la fagcon suivante : dans la secti@g@jthme de base
est rappelé ainsi que les propriétés fondamentales qui seront utiligéés suite, la technique
d’analyse spectrale fait I'objet de la section 3 alors que la section 4miedgeelques résultats.

2 Gradient conjugué préconditionné augmenté

On cherche a résoudre le systéedie = b, avecA un opérateur symétrique défini positif. On
notex; 1ai®™ approximation (dong I'initialisation), etr; = b— Ax = A(x—X) le résidu associé.
L'algorithme du gradient conjugué est extrémement classique ([1, 12]des détails théoriques
et pratiques), il consiste a recherclesous la forme :

Xi €X0+K(Aar0) i—1
avec %i(A,rg) =Vect(rg, Arg,..., AT 1
{ f L K(A, o) %i(A;ro) (ro, Aro 0) 1)

Cet algorithme est extrémement sensible au spectre de I'opérateuténagaen premiere ap-
proximation par le conditionnement. Le préconditionnement par un opérsmaetrique defini
positif M permet d’améliorer les propriétés spectrales en essayant de « tasspestte. L'aug-
mentation (ou de maniére équivalente la déflation [6, 14]) permet de castéimitialisation une
partie de la solution appartenant & un sous-espat€jiret de trouver itérativement le reste de la
solution dans un sous-espace supplémentaire. En particulier 'augmem@tidas sous-espaces
stables permet d’éliminer des bandes spectrales. L'élimination de partiémestdu spectre per-
mettant schématiquement de redéfinir un conditionnement plus faible. lithiperl présente un
gradient conjugué précondionné augmenté dont 'augmentation est@gsu une projection.

Algorithm 1: APCG(A, M, C, b)

CalculerAC, factorise(CT AC)~t; poserP = Id—C (CTAC) 'C" A
xo = C(CTAC)1CTb
ro=b—Axg=P'b
20 =P M 1o, Wo =2
for j=1,...,ido
Xj =Xj—1+0Aj_1Wj_1

Fp=rj1-0-1AWj1 ; 0j1=(r-1,Zj-1)/(AWj-1,Wj-1)
Zj:PMflI'H_l
Wi =2z —Biwj-1 ;  Bj = (AWj-1,2)/(Wj-1, AWj_1)

end

On note en majuscules les matrices formées par des collections de veceesemppler; =
(ro,...,ri—1). L'algorithme du gradient conjugué repose sur la construction d’utaicenombre
de bases de I'espace de Krylov, notamment la He&@rthogonale des résidus préconditionnés
Z; et la baseA-orthogonale des directions de descamteles conditions de Petrov-Galerkin se
traduisent par la formule suivante :

X = Xo+W (WTAW) "W 2)
ou I'on voit queW, (vv,TAvv.)‘lvv. constitue une «inverse en projection » (A, b) de A, et

donc que le coupIéV\/.,V\/iTAV\/.) permet de déduire un modéle réduit du systéme (en particulier
ici, ce modele est diagonal).
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Le principe de la multirésolution par augmentation consiste aprés une pregseéfation a
réutiliser une base d&; (A, b) comme matrice d’augmentati@idu nouveau systéme. Dans le cas
particulier ou I'opérateur est invariant, le choix\epermet de grandement simplifier les calculs,
on se retrouve a résoudre le nouveau systéme exactement comme prdesieres itérations
avaient permis de construire la base En particulier si le second membre appartient toujours a
%i(A,b) alors Tinitialisation permet de converger immédiatement.

Dans le cas ol I'opérateur change (on note le nouveau systéme avildeesAX = b), il
est toujours possible de se resservir d’'une bas&@d, b) comme matrice de contrain@. On
peut alors espérer une convergence rapide si « I'essentiel » delfi@sd appartient &4 (A, b).
Néanmoins les bonnes propriétés de conjugaison #hte¢ A étant perdues, la mise en place du
modele réduifW AW) nécessite le calcul puis la factorisation d’'une matrice dense, opérations
qui peuvent s'avérer coliteuses. L'objectifs de nos travaux estde déduire un meilleur modéle
réduit que celui construit automatiquement a partir de la base de Krylov.

3 Construction du modele réduit

On suppose que le premier systére= b a convergé au bout déérations. L'utilisation d’un
préconditionneur symétrique défini positif, donc factorisable soustadd? = LLT, permet de
raisonner sur le systéme symétrigie* AL~ équivalent au systéme préconditionné a gauche.

3.1 Sous-espace pertinent — analyse spectrale de Ritz

L'extraction d’'un sous-espace d(A,b) est guidé par I'analyse suivante. Sditune base

orthonormale dexj, on appelle matrice de Rayleigh la matri@éTAVi) dont on note(eij)_ et
j

(t;) les valeurs propres et vecteur propres orthonormés@‘}_eent appelées les valeurs de Ritz
i

et les vecteury t} sont les vecteurs de Ritz. Les éléments de Ritz convergent vers les éléments

propres de la matricd et la convergence du gradient conjugué est liée a celle des valeuizde R

par la relation suivante [3] :

[ eij —t

X—X =T5(A)(X—Xp) avec m(E):I‘L 5
J:

i_ (3)
i
En particulier la convergence du gradient conjugué est obtenue goarattain nombre de valeurs
de Ritz approchent suffisamment bien des valeurs propres critiquésn[phrticulier les valeurs
extrémales du spectre). En conséquence, une base réduite particetiegertinente peut étre
obtenue en ne conservant que des vecteurs de Ritz associés a deso@ieergées. Siles vecteurs
propres du nouvel opérateur sont suffisament proches de cdianden, on a alors un certain
nombre de valeurs de Ritz du nouveau systéme qui sont immédiatementyéaser

3.2 Sélection

La convergence des valeurs de Ritz est évaluée par un critére eatgiagmpres convergence
a l'itérationi, on calcule les valeurs de Ritz pour les itératioes — 1, on compare ces valeurs dont
on sait qu’une partie converge vers le haut et I'autre vers le bass 8aleurs sont suffisamment
proches, on suppose qu'il y a convergence. En résumé :

ei__ei_—l
j=1..i—1 si Bf‘:%ge , ou

g _ gi__l alors on conservi t| (4)
j=2..0i s =T

%
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Le critére de sélectioa doit faire I'objet d’'une
étude préalable. Cependant il est important de
noter qu’en général pour un systéme précondi-
tionné, les valeurs de Ritz ont une convergence
franche et que la distinction entre une valeur en
cours de convergence et une valeur convergée
est relativement objective. On pourra se référer
a la figure 1 ou on représente les deux critéres
pour le spectre d’'un opérateur issu d’'un pro-
bléme de mécanique classique (complément de
Schur primal d'un comportement tangent hyper-
léastique).

AT T T T T T T
+10000 +5000 [ 5000 10000 15000

Figure 1 — Criteres de convergence

3.3 Calcul pratique

Il est & noter qu’il est possible de connecter la méthode du gradiepigeana une procédure
d’Arnoldi sur le systéme symétrique équivalent en posant :

4 /B 1 i—1 v/ Bj
vj = (1)) —2—= et H; = tridiag( P 1 1, P BJ) (5)
roZj aj—1 dj aj—1 dj
La matrice d’Hessembeld; est la matrice de Rayleigh associée a la héselle est tridiagonale
symétrique et son lI'analyse spectrale peut étre efficacement conduiteswiautinesapack.

3.4 Enchainement de résolutions

Ainsi le second systéme est augmenté par les vecteurs de Ritz réputésgésmu premier.
En fonction de la stabilité des sous-espaces de Krylov [2] I'accéléradmumtante peut étre trés
significative ; il est & noter que dans tous les cas l'augmentation ne peutégaader les per-
formances du solveur. Aprés la convergence du second systénmackede Krylov'.7~( est, par
construction,M-orthogonal &. On peut alors envisager au choix de faire une analyse de Ritz
sur le sous-espadg ¢ X [13] pour obtenir une base optimisée de vecteurs de Ritz, ou bien de
simplement calculer les meilleurs vecteurs de Ritz&Let les concaténer aux contraintes précé-
dentes. Si on suppose que I'évolution de I'opérateur est peu préyisible a pas de raisons de
préférer un opérateur a un autre, aussi nous retenons le se@rdueipeut cependant conduire a
un accroissement trop rapide du nombre des contraintes, on propmsdgladjoindre un second
critere basé sur I'activité des vecteurs de Ritz : si le second membreatigiugment orthogonal
a un vecteur de Ritz, celui-ci est n’est pas utilisé pour 'augmentation.

4 Validation

On propose de valider la stratégie introduite en s’intéressant a la résalitimensemble de
problémes d’élasticité linéaire. On considére un carré encastré suotogatiche et soumis a un
effort ponctuel au coin haut droit et on fait varier le coefficient dsgon du matériau entre 0.15 et
0.44 par pas de 0.01. Les performances de la stratégie en terme de garateangdginstantanné
et moyenné sur le nombre de systémes) sont résumés sur la figure 2ugitsicpmparaison en
terme de gain moyen avec I'approche sans sélection. Afin de valider lagrexginlu processus de
sélection de l'information, on s'intéresse a la taille de I'espace d’augmentajiwasenté sur la
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+  Nombre moyen itérations SRKS

©  Nombre moyen itérations TRKS
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Figure 2 — Nombre d'itérations
(a) Performances de SRKS — (b) Comparaison avec TRKS

figure 3. On constate que le choix d’'une information pertinente permetrd®pger un gain trés
important en nombre d'itérations et ce pour un espace d’augmentation dasade limitée.

O Taille de C: SRKS
+ Taille de C: TRKS

Figure 3 — Taille de I'espace d’augmentation — comparaison avec TRKS

L'analyse de convergence du gradient conjugué a l'aide du condiioant est basée sur
une hypothése de répartition uniforme des valeurs propres dans teespaicn’est pas respectée
dans la pratique et en particulier pour les systémes préconditionnés tldteepdus évoluée des
mécanismes de convergence est possible et méne a une prise en confpeeddis extrémités
du spectre qui permet de définir des critéres de choix de l'informationpgat®ents que ceux
présentés ici. Ces extensions sont en développement actuellement.

Figure 4 — Spectre des opérateurs

5 Conclusion

Dans ce papier, nous avons présenté une technique de réutilisatiaudesspaces de Krylov
pour accélérer la résolution d'une séquence de systéemes linéairessttiasée sur une tech-
nique d’augmentation par un sous-espace pertinent au sens de lkadalgenvergence de Ritz.
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Les résultats pratiques sont tout a fait satisfaisants mais dépendemdnttde la variation des
sous-espaces stables des opérateurs considérés. Les travaik Goneerneront I'appréciation
de I'évolution de ces propriétés spectrales, avec des techniques clioséeriori des bases de
contrainte pertinentes, et la ré-optimisation des sous-espaces au esuésalutions.
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