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DÉRIVATION DES SURFACES CONVEXES DE R3 DANS
L’ESPACE DE LORENTZ ET ÉTUDE DE LEURS FOCALES

YVES MARTINEZ-MAURE

Dedicated to the memory of Heliodoro Martinez.

A�������. Introducing an appropriate notion of derivative of closed convex
surfaces of R3 in the Lorentz-Minkowski space R3,1, we give a natutal three-
dimensional equivalent of an upper bound of the isoperimetric deficit in terms
of the signed area of the evolute of a closed convex curve of R2. Furthermore we
etablish a series of geometric inequalities for focals of closed convex surfaces.

1. Introduction et majoration du déficit isopérimétrique dans R3

Soit K un corps convexe de classe C4+ [5] dans le plan vectoriel euclidien R2.
Paramétré par son vecteur normal sortant, le bord de K est un hérisson Hh de
fonction de support définie sur le cercle unité S1 par : ∀u(θ) = (cos θ, sin θ) ∈ S1,
h(θ) = maxx∈K 〈x, u(θ)〉, où 〈., .〉 est le produit scalaire standard sur R2. La
développée (resp. la développée seconde) de Hh est encore un hérisson H∂h (resp.
H∂2h) de fonction de support (∂h)(θ) = h′

(
θ − π

2

)
(resp.

(
∂2h

)
(θ) = −h′′ (θ)).

L’aire a (h) et la longueur l(h) de Hh, l’aire a (∂h) de sa développée H∂h et l’aire
mixte a

(
h, ∂2h

)
de Hh et de sa développée seconde H∂2h vérifient [3, Prop. 6] :

0 ≤ l(h)2 − 4πa(h) ≤ −4πa (∂h) = −4πa
(
h, ∂2h

)
.(1)

La première inégalité est l’inégalité isopérimétrique. La seconde majore le déficit
l(h)2−4πa(h) à l’aide des “courbes dérivées” H∂h et H∂2h de Hh. Dans cette Note,
nous prouvons que (1) admet un équivalent naturel en dimension 3.

Soit K un corps convexe de classe C4+ dans l’espace vectoriel euclidien R3.
Paramétré par son vecteur normal sortant, le bord de K est un hérisson Hh de fonc-
tion de support définie sur la sphère unité S2 par : ∀u ∈ S2, h(u) = maxx∈K 〈x, u〉,
où 〈., .〉 est le produit scalaire standard sur R3. La développée moyenne de Hh
est l’enveloppe des plans médiateurs des segments focaux σh(u) :=

[
c1h(u) , c

2
h(u)

]
,

où c1h(u), c
2
h(u) sont les centres de courbure principaux de Hh au point de vecteur

normal sortant u. Elle est, plus précisément, le hérisson de fonction de support(
∂2h

)
(u) = −1

2 (∆h)(u), où (∆h)(u) est la somme des valeurs propres du hessien
sphérique de h en u. L’intégrale de la courbure moyenne m(h) et l’aire s(h) de Hh,
et l’aire mixte s

(
h, ∂2h

)
de Hh et de sa développée moyenne H∂2h (définie en po-

larisant la forme quadratique h 	−→ s(h) sur C4
(
S2;R

))
sont données par [3] :

m(h) =

∫

S2

hdσ, s(h) =
∫

S2

Rhdσ =

∫

S2

hR(1,h)dσ et s
(
h, ∂2h

)
=

∫

S2

(
∂2h

)
R(1,h)dσ
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où σ est la mesure de Lebesgue sphérique et Rh (resp. R(1,h)
)
le produit R1R2

(resp. la moyenne 1
2 (R1 +R2)

)
des rayons de courbure principaux R1, R2 de Hh,

c’est-à-dire la fonction de courbure (resp. le rayon de courbure moyen) de Hh. Pour
tout u ∈ S2, l’application tangente à la réciproque xh de l’application de Gauss de
Hh est donnée en u par Tuxh = h(u) IdTuS2+Hh(u), où Hh(u) est l’endomorphisme
symétrique associé au hessien de h en u [1]. Par conséquent, R(1,h) = h+ 1

2∆h.

Théorème 1. Soit K un corps convexe de classe C4+ de R3 et soit h ∈ C4
(
S2;R

)

sa fonction de support. L’intégrale de la courbure moyenne m(h) du hérisson Hh,
son aire s(h) et l’aire mixte s

(
h, ∂2h

)
de Hh et de sa développée moyenne H∂2h

vérifient :

0 ≤ m(h)
2 − 4πs(h) ≤ −4πs

(
h, ∂2h

)
.(2)

L’encadrement (2) est vérifié pour tout hérisson Hh ⊂ R3, où h ∈ C4
(
S2;R

)
.

Si Hh est non convexe, son aire s(h) s’écrit s+(h)− s−(h), où s+(h) (resp. s−(h))
est l’aire totale de ses régions elliptiques (resp. hyperboliques). Le lecteur pourra
consulter [1] pour une introduction aux hérissons et [4] pour un panorama récent.

Preuve. La première inégalité est bien connue pour Hh convexe (e.g. [5, p. 322]).
Le cas général est traité dans [3]. Par ailleurs, l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

m(h)2 − 4πs(h) =
(∫

S2

R(1,h)dσ

)2
− 4πs(h) ≤ 4π

∫

S2

(
R2(1,h) −Rh

)
dσ.

Or, on a
∫
S2
Rhdσ =

∫
S2
hR(1,h)dσ par symétrie du volume mixte [3]. Comme

R(1,h) = h+ 1
2∆h, on en déduit que :

∫
S2

(
R2(1,h) −Rh

)
dσ = −s

(
h, ∂2h

)
. �

La comparaison des encadrements (1) et (2) suggère l’existence d’une “surface
dérivée” H∂h dont l’aire s(∂h) devrait vérifier :

0 ≤m(h)2 − 4πs(h) ≤ −4πs(∂h) = −4πs
(
h, ∂2h

)
.

Une telle notion de surface dérivée ne peut être définie dans R3 et c’est sans
aucun doute ce qui explique que son existence soit passée inaperçue jusqu’à ce jour.
Cette surface H∂h est en effet à chercher dans l’espace de Lorentz-Minkowski R3,1.
C’est en effet ce que nous suggère le fait que l’intégrale

−s
(
h, ∂2h

)
:=

∫

S2

(
R2(1,h) −Rh

)
dσ =

1

4

∫

S2

(R1 −R2)
2 dσ

soit l’aire de Laguerre du hérisson Hh paramétré par la réciproque xh : S2 → R3,
u 	−→ ∇h(u) + h(u)u de son application de Gauss (e.g. [2, 6]) :

L (xh) :=

∫

S2

H2 −K

K

dσ

K
=

∫

S2

(
R2(1,h) −Rh

)
dσ,

où H (resp. K) est la courbure moyenne (resp. de Gauss) de Hh. Autrement dit,
−s
(
h, ∂2h

)
est égale à l’aire de la surface décrite dans l’espace Σ ≈ R3,1 des sphères

orientées et sphères-points de R3 par la sphère moyenne S
(
1
2

(
c1h + c2h

)
(u);R(1,h)(u)

)
,

orientée par u en xh(u), lorsque u décrit S2. Nous verrons que cette surface peut
s’interpréter comme une surface dérivée H∂h de fonction de support ∂h = (dh) /

√
2
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et donc
√
2 ∂ comme l’opérateur de Dirac-Hodge D = d+ δ, où δ est la codifféren-

tiation extérieure, de sorte que l’on a bien ∂2h = 1
2δ (dh) = −1

2∆h(u). En passant,
cela permet d’interpréter l’aire de Laguerre L (xh) comme l’aire mixte s

(
h, ∂2h

)
.

2. Développement des hérissons de R3 dans l’espace de Lorentz R3,1

Reprenons les notations précédentes. Posons R3,1 =
(
R3 ×R, 〈., .〉3,1

)
, où 〈., .〉3,1

est la métrique de Lorentz : 〈(x; t) , (x′; t′)〉3,1 = 〈x, x′〉−t t′. Pour tout (x; r)∈ R3,1,
(x; r) sera vu comme la sphère S(x; |r|) de R3 orientée par le vecteur normal sortant
(resp. rentrant) si r>0 (resp. r<0), et comme la sphère-point {x} si r = 0.

Pour interpréter −s
(
h, ∂2h

)
comme l’aire d’une surface dérivée, identifions pour

tout u ∈ S2, la droite normale à Hh en xh(u), soit Nh(u) := {∇h(u)} + Ru,
à la droite Lh(u) := {(∇h(u) ;h(u))} + R (u;−1) de R3,1, en associant à xh(u)
(resp. à tout x ∈ Nh(u) − {xh(u)}), la sphère-point (xh(u) ; 0) (resp. la sphère
de centre x passant par xh(u) et orientée par u en xh (u)), à l’aide de la bijection
Σh(u) : Nh(u) → Lh(u), ∇h(u) + λu 	−→ (∇h(u) ;h(u)) + λ (u;−1), où λ ∈ R. Le
point ch(u) = 1

2

(
c1h + c2h

)
(u) = ∇h(u)−∆h(u)

2 u de la surface moyenneMh = ch
(
S
2
)

est ainsi identifié à la sphère moyenne
(
ch(u) ;R(1,h)(u)

)
orientée par u en xh(u).

L’hypersurface réglée Lh de R3,1 dont les Lh(u) sont les génératrices est l’enveloppe
de la famille d’hyperplans d’équation

〈(x; t) , uL〉3,1 =
h(u)√
2
, où uL =

1√
2
(u;−1) .

Elle peut être paramétrée par Λh : S2×R→ R3,1, (u, r) 	−→ (xh (u) ; 0)− r (u;−1).
Elle jouit d’un “caractère hérisson” (de “fonction de support” h (u) /

√
2
)
dans la

mesure où uL reste 〈., .〉3,1-orthogonal à l’espace tangent à Lh tout le long de Lh(u).
Comme tous les hérissons parallèlesHh+t, (t ∈ R), ont la même surface moyenne et,
pour tout u ∈ S2, la même normale Nh(u) et des droites Lh+t(u) (resp. des sphères
moyennes

(
ch+t(u) ;R(1,h+t)(u)

))
telles que Lh+t(u) = Lh(u) + {(0R3 ; t)}) (resp.(

ch+t(u) ;R(1,h+t)(u)
)
=
(
ch(u) ;R(1,h)(u)

)
+ {(0R3 ; t)}), nous considérerons Lh et

toutes les Lh+t = Lh + {(0R3 ; t)} comme une seule et même hypersurface. Comme
{h+ t |t ∈ R} est l’ensemble des fonctions dont ∇h est le gradient, on définira donc
la “fonction de support” de Lh par ∂h := (dh) /

√
2. L’identification des normales à

Hh aux génératrices de Lh fait correspondre à la surface moyenneMh, une surface
H∂h ⊂ Lh (que l’on confond avec ses translatées H∂(h+t) ⊂ Lh+t

)
. Cette surface

est paramétrée par x∂h : S2 → H∂h, u 	−→
(
ch(u) ;R(1,h) (u)

)
= (xh(u) ; 0) −

R(1,h)(u)(u;−1) = (∇h(u) ;h(u)) + (y; s), où (y; s)∈R (u;−1) est déterminé par :

〈(y; s) , vL〉3,1 = −
∆h(u)√

2
= δ (∂h)(u) , où vL =

1√
2
(u; 1) ,

Le calcul de sa première forme fondamentale g donne x∗∂hg =
1
4 (R1 −R2)

2
gS, où

x∗∂hg est l’image réciproque de g par x∂h et gS la métrique standard sur S2. L’aire
de H∂h est donc égale à −s

(
h, ∂2h

)
. Son élément d’aire 1

4 (R1 −R2)(u)
2 dσ(u)

n’est autre que la projection orthogonale sur le plan médiateur du segment focal
σh(u) de l’élément d’aire correspondant de la surface moyenne. Comme la com-
posée de l’application tangente Tux∂h : TuS

2 → Tx∂h(u)Lh avec la projection de
Tx∂h(u)Lh =

(
TuS

2 × {0}
)
⊕R (u;−1) sur TuS2 × {0} ≈ TuS

2 inverse l’orientation,



4 YVES MARTINEZ-MAURE

nous définirons l’aire algébrique de H∂h par : s (∂h) := s
(
h, ∂2h

)
. Notons que les

surfaces dérivées H∂h forment un espace vectoriel sur lequel ∂h 	−→
√
−s (∂h) est

une norme associée à un produit scalaire s’interprétant comme une aire mixte.

3. Des inégalités de type Brunn-Minkowski pour les surfaces focales.

Soit Hh un hérisson de R3 de fonction de support h ∈ C4
(
S2;R

)
. Sa focale

Fh est définie comme le lieu de ses centres de courbure principaux (ou, ce qui est
équivalent, comme l’enveloppe de ses normales). Définissons le volume de Fh par :

v (∇h) := −
∫

R3

iFh(x) dx,

où iFh(x) := 1− 1
2νh(x), en désignant par νh(x) le nombre de normales orientées

à Hh passant par x. Notons que Fh, et donc son volume, ne dépendent que de ∇h.

Théorème 2. Soit Hh un hérisson de R3 de fonction de support h ∈ C4
(
S2;R

)
.

Le volume de la focale Fh de Hh est donné par :

v (∇h) = 1

6

∫

S2

|R1 −R2|3 dσ =
4

3

∫

S2

(
R2(1,h) −Rh

) 3

2

dσ,

où R1 et R2 désignent les rayons de courbures principaux de Hh.
Preuve. On exprime v (∇h) comme une intégrale sur S2 × [0, 1] en notant que
−iFh(x) = Card

[
γ−1h ({x})

]
, où γh : S

2×[0, 1]→ R3, (u, t) 	−→ tc1h(u)+(1− t) c2h(u),
c1h(u), c

2
h(u) désignant les centres de courbure principaux de Hh en xh (u). �

Corollaire 1. Soit H l’espace vectoriel réel des familles de hérissons parallèles

de classe C4 de R3. L’application v : H→ R+, ∇h 	−→ v (∇h)
1

3 est une norme.

Enmajorant |s (∂h)| à l’aide de l’inégalité de Hölder avec (p, q) = (3/2, 3), il vient :

Corollaire 2. Soit Hh un hérisson de R3 de fonction de support h ∈ C4
(
S2;R

)
.

L’aire de la surface dérivée H∂h et le volume de la focale Fh vérifient

4 |s (∂h)|3 ≤ 9πv (∇h)2 .
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