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DERIVATION DES SURFACES CONVEXES DE R? DANS
L’ESPACE DE LORENTZ ET ETUDE DE LEURS FOCALES

YVES MARTINEZ-MAURE

Dedicated to the memory of Heliodoro Martinez.

ABSTRACT. Introducing an appropriate notion of derivative of closed convex
surfaces of R3 in the Lorentz-Minkowski space R3:1, we give a natutal three-
dimensional equivalent of an upper bound of the isoperimetric deficit in terms
of the signed area of the evolute of a closed convex curve of R2. Furthermore we
etablish a series of geometric inequalities for focals of closed convex surfaces.

1. Introduction et majoration du déficit isopérimétrique dans R?

Soit K un corps convexe de classe C’f‘; dans le plan vectoriel euclidien R2.
Paramétré par son vecteur normal sortant, le bord de K est un hérisson H;, de
fonction de support définie sur le cercle unité S! par : Vu (6) = (cos,sinf) € St,
h(0) = max,ex (z,u(0)), ot (,,.) est le produit scalaire standard sur R?. La
développée (resp. la développée seconde) de Hj, est encore un hérisson Hgy, (resp.
Haep,) de fonction de support (9h) (0) = h' (0 — Z) (vesp. (9°h) (0) = —h" () .
L’aire a (h) et la longueur [ (h) de Hy, l'aire a (Oh) de sa développée Hoy, et Vaire
mixte a (h, 82h) de Hj, et de sa développée seconde Hgzj, vérifient [3, Prop. 6] :

L(h)?
4

La premiére inégalité n’est autre que l'inégalité isopérimétrique. La seconde
majore le déficit I (h)® —4ma(h) a Daide des “courbes dérivées” Hay, et Haz), de Hi,.
Dans cette Note, nous prouvons que (1) admet un quivalent naturel en dimension 3.

Soit I un corps convexe de classe Cf‘; dans D’espace vectoriel euclidien R3.
Paramétré par son vecteur normal sortant, le bord de C est un hérisson H;, de fonc-
tion de support définie sur la sphére unité S? par : Vu € S?, h (u) = max,ex (z,u),
ot {.,.) est le produit scalaire standard sur R3. La développée moyenne de Hj, est
I'enveloppe des plans médiateurs des segments focaux oy, (v) = [c}, (u), ¢} (u)], on
c} (u), ¢ (u) sont les centres de courbure principaux de Hy au point de vecteur
normal sortant u. Cette développée moyenne est un hérisson Hyz;, de fonction de
support (0%h) (u) = —34 (Ah) (u), ot (Ah) (u) est la somme des valeurs propres
A1 (u), A2 (u) du hessien sphérique de h en u. L’intégrale m (h) de la courbure
moyenne de H,, son aire s(h) et aire mixte s (h, 9*h) de Hy, et de sa développée
moyenne Hgzj, (aire mixte définie en polarisant la forme quadratique h — s (h)
sur C* (S%;R)) sont données par [3] :

(1) 0< —a(h) < —a(0h) = —a (h,0°h) .

Key words and phrases. Evolute, focal surface, hedgehog, isoperimetric deficit, Lorentz space.
MSC (2010): 52A38, 52A15, 52A40, 51B15.
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m (h) :/ hdo, s (h) :/ tha:/ hR pydo et s (h,d%h) :/ (8?h) Ry pydo
S2 S2 S? S?

ol o est la mesure de Lebesgue sphérique et Ry (resp. R(l,h)) la fonction de
courbure (resp. le rayon de courbure moyen) de Hj, c’est-a-dire le produit Ry Rs
(resp. la moyenne 3 (R;+ Ro) =h+ %Ah) des rayons de courbure principaux
Ri:=X +het Ry:=Xy+ h de Hy,.

Théoréme 1. Soit K un corps convezxe de classe C’i de R? et soit h € C* (Sz; R)
sa fonction de support. La courbure moyenne m (h) du hérisson Hy, son aire s(h)
et Uaire mizte s (h,0%h) de Hy, et de sa développée moyenne Hpz), vérifient :

m (h)’
47
L’encadrement (2) est vérifi¢ pour tout hérisson H, C R3, ou h € C* (S%R).
Si Hj, est non convexe, son aire s(h) s’écrit s1(h) — s—(h), ou s4(h) (resp. s—(h))
est aire totale de ses régions elliptiques (resp. hyperboliques). Le lecteur pourra
consulter [1] pour une introduction aux hérissons et [5] pour un panorama récent.

(2) 0<

—s(h) < —s (h,07h).

Preuve. La premiére inégalité est bien connue pour H;, convexe (e.g. [6, p. 322]).
Le cas général est traité dans [3]. Par ailleurs, 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

m(h)’ (hy< [ (R%, —Rn)d
47 5 T s (1,1) h) 4o
En utilisant la relation de Stoker [7] fSQ Rpdo = fSQ hR pydo et I'expression

Rapy = h+ %Ah, nous en déduisons immédiatement que le second membre de
cette inégalité n’est autre que 'opposé de s (h, 82h). O

La comparaison des encadrements (1) et (2) nous suggere l’existence d’une “sur-
face dérivée” Hayp, dont l'aire s (0h) devrait vérifier :

m (h)?
47

Une telle notion de surface dérivée ne peut étre définie dans R? et c’est sans
aucun doute ce qui explique que son existence soit passée inapercue jusqu’a ce jour.
Cette surface Hyj, est en effet & chercher dans I’espace de Lorentz-Minkowski R3:1.
C’est en effet ce que nous suggere le fait que l'intégrale

(2) 0<

— s(h) < —s(0h) = —s (h,0?h)..

1 2
—s (h, 0?h) = /S2 (B2 — Bn)do = /S2 (Ry — Ro)? do

soit I'aire de Laguerre du hérisson H;, paramétré par la réciproque zj, : S? — R3,
u+— Vh(u)+ h(u) u de son application de Gauss (e.g. [2, 8]) :

HQfK@

L = _— =
@)= | K K

(Rfm) - Rh> do,
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ot H (resp. K) est la courbure moyenne (resp. de Gauss) de Hj,. Autrement dit,
Iintégrale —s (h, 82h) est égale & ’aire de la surface décrite dans ’espace ¥ ~ R3:!
des sphéres orientées de R? par la sphére moyenne S (% (C}L + ci) (u); =R(1,n) (u))
orientée par u au point zj, (u). Nous verrons que cette surface peut s’interpréter
comme une surface dérivée Hpy, de fonction de support dh = (dh) /v/2 et que
s (h,azh) n’est autre que son aire s (0h) dans R*>!. En passant, nous venons de
donner une interprétation géométrique de l'aire de Laguerre dans R3.

2. Développement des hérissons de R dans I’espace de Lorentz R3!

Reprenons les notations de la premiére section. Notons R3! Iensemble R? x R
muni de la pseudo-métrique de Lorentz définie par : V ((z;1), (/;1')) € (R3 x R)Z,

((z5t), (251))3, = (2,2") =t 1.

L’interprétation de —s (h,9%h) comme aire de Laguerre L (x5) de xj : S — R3
nous suggere d’identifier pour tout u € S?, la normale & Hy, en xy, (u), & savoir
Ny, (u) :={Vh(u)} +Ru, ala droite Ly, (u) := {(Vh (u);—h (u))} +R (u; 1) de R®?
via Papplication VA (u) + tu — (Vh (u); —h (u)) + t (u; 1). L’hypersurface réglée
de R*! dont les génératrices sont ces droites Ly (u) n’est autre que I’enveloppe Ly,
de la famille d’hyperplans d’équation

h(u) . 1

<(3C;t),UL>3,1:W, ol uL:%(u;l).

Cette enveloppe L, jouit d’une forme de “caractére hérisson” dans la mesure ou
ur, reste (.,.)3 ,-orthogonal & I'espace tangent a Ly, tout le long de Ly (u). Sil'on
ne définit £, qu’a translation temporelle prés (ce qui revient a consideérer la famille
de hérissons paralleéles (Hpt),cp dans son ensemble), il est naturel de définir sa
“fonction de support” comme étant Oh = (dh) /v/2. L’identification des normales
Np, (u) aux génératrices Ly, (u) de Ly, fait alors correspondre a la surface moyenne
My =cp (Sz), ou ¢cp, (u) = % (c,ll + C%) (u) = xp (u) — Ra,p) (u) u, une surface Hop
définie & translation temporelle prés dans R*!. La paramétrisation zap, : S — Ly,
u— xap (u) = (Vh (u); —h(u)) + (y; 8) € Li, (u) de Hop est donnée par :

((:5) 0wy = == = 8.(0) (u), 00 vg = —= (ui 1),

(6 étant la codifférentiation), c’est-a-dire zay, (v) = (VA (u); —h (u)) — M;Q (u;1).
Un calcul direct sans difficulté prouve que laire de Hpy, est donnée par —s (h, 82h).

L’élément d’aire § (R; — R») (u)? do (u) est autre que la projection orthogonale

sur le plan médiateur du segment focal oy, (1) de I’élément d’aire correspondant sur
la surface moyenne M;,. Comme la composée de 'application tangente Ty, zsy, :
TuS? — Ty, (w)Lh avee la projection de Ty, (L = (TuS? x {0}) ® R (u; 1) sur
T,S? x {0} ~ T,,S? inverse l'orientation, 1’aire algébrique de la surface dérivée Hap,
est définie par : s(0h) := s (h, 82/1). Notons que 'ensemble des surfaces dérivées
Hsp, forment un espace vectoriel sur lequel Oh — /—s(0h) définit une norme
associée a un produit scalaire que 1’on peut interpréter comme une aire mixte.
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3. Des inégalités de type Brunn-Minkowski pour les surfaces focales.

Soit Hj;, un hérisson de R? de fonction de support h € C* (S%R). Sa focale
F, est définie comme le lieu de ses centres de courbure principaux (ou, ce qui est
équivalent, comme 'enveloppe de ses normales). Définissons le volume de Fj, par :

o) = [ in (@)da,

o iz, () est le nombre de normales orientées a Hj passant par x. La notation
v (Vh) s’explique par le fait que F, et donc son volume, ne dépendent que de Vh.

Théoréme 2. Soit Hj, un hérisson de R3 de fonction de support h € C* (SQ; R).
Le volume de la focale F, de Hj, est donné par :

1 4 3
MVMZEéJR_Jm%w:§éAﬁam—RQ do,

ot Ry et Ry désignent les rayons de courbures principauz de Hy,.

Preuve. On exprime v (Vh) comme une intégrale sur S* x [0,1] en notant que

iz, (x) = Card [’y;l ({})], oty : $x[0,1] — R3, (u, t) — te}, (w)+(1 —t) . (u),

c} (u), ¢2 (u) désignant les centres de courbure principaux de Hy, en xp, (u). ]

Corollaire 1. Soit H l’espace vectoriel réel des familles de hérissons paralléles
1
de classe C* de R3. L’application v: H — Ry, Vh — v (Vh)? est une norme.

En majorant |s (Oh)

al’aide de 'inégalité de Holder avec (p, q) = (3/2, 3), il vient :

Corollaire 2. Soit Hj, un hérisson de R? de fonction de support h € C* (Sz; R).
L’aire de la surface dérivée Hyy, et le volume de la focale Fj, vérifient

4|s (8h))* < 9mv (Vh)?.
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