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Résumé Depuis sa publication il y a une décennie, le “Gradient Vector Flow” est utilisé
dans de nombreuses applications. Sa popularité est certainement due à son efficacité à pro-
duire un champ de force qui permet de pallier aux problèmes de convergence connus des
contours actifs. Le principal inconvénient de l’approche GVF et sa généralisation est leur
coût important en temps de calcul, et sa conséquence sur la zone d’influence. Nous proposons
et nous comparons dans ce travail, différents schémas numériques efficaces pour résoudre le
problème du GVF et ses généralisations.

Mots clés : contours actifs, flot de vecteur gradient (GVF), schémas numériques.

1 Introduction

La segmentation d’images en utilisant les modèles déformables se ramène à la minimisa-
tion d’une fonctionnelle d’énergie à deux termes (interne et externe)[9]. L’énergie interne
modélise notre connaissance a priori en terme de régularité de la solution recherchée.
L’énergie externe dépend des données image et sert à attirer le modèle déformable aux ca-
ractéristiques désirées, telles les frontières de l’objet d’intérêt. Traditionnellement, l’énergie
externe est basée uniquement sur l’information gradient de l’image I et est définie comme
−f(·), où f(·) est une carte de contours de l’image I(·), habituellement définie comme
étant la norme du gradient d’une version filtrée de l’image originale par un filtre gaussien
d’écart type σ ; c’est-à-dire |∇Gσ(·) ∗ I(·)|2. La valeur de σ permet le contrôle de la zone
d’influence du contour, dite également zone d’attractivité. Les vecteurs gradients de la
carte de contour pointent vers les frontières et sont normaux aux points de discontinuités
de l’image. Le champ de vecteurs ∇f est le champ de force externe responsable de l’at-
traction du modèle déformable vers les discontinuités désirées. Cependant, cette force est
importante seulement au voisinage immédiat de la frontière. De tels modèles rencontrent
de nombreuses difficultés, parmi lesquelles leur sensibilité à l’initialisation, en raison de
l’étroite zone d’influence de la force externe, et surtout leur difficulté à converger vers les
concavités des frontières. Cela impose donc une initialisation du modèle très proche de la
solution.

Plusieurs chercheurs ont souligné ces limitations et ont proposé des solutions alter-
natives afin d’accrôıtre la zone d’influence du modèle et de réduire ainsi sa sensibilité à
l’initialisation (voir par ex. [3,4,10]). De récents travaux proposent également des solutions
au problème de convergence vers des frontières concaves. Nous citerons, par exemple, le
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modèle de contour actif basé sur les forces de charges électrostatiques (CACE)[18] et le
modèle de convolution avec un champ de vecteur (Vector Field Convolution)[11]. Dans ce
dernier, la force externe est obtenue via une simple convolution de la carte de contours
avec un noyau de convolution vectoriel défini par l’utilisateur. La simplicité de la méthode
combinée avec sa robustesse au bruit fait du VFC une technique très prometteuse.

La première et la plus populaire des solutions proposées dans la littérature est tou-
tefois le champ de flot de vecteur gradient ou ‘Gradient Vector Flow’ (GVF) [17] et sa
généralisation, le GGVF [16]. Depuis sa publication il y a une décennie, le GVF a été
utilisé et adapté à différents modèles et problématiques relevant du traitement d’images.
Nous citerons à titre d’exemples, la segmentation [17,12,14], le suivi [13], la segmenta-
tion en utilisant des relations spatiales floues [5] et la squelettisation [8]. La popularité
du GVF est certainement due à son efficacité. Le principal inconvénient de l’approche et
de sa généralisation est son coût en temps de calcul, et sa conséquence sur la zone d’at-
tractivité. En effet, traditionnellement, le GVF est obtenu via la minimisation itérative
d’une fonctionnelle. Ainsi, la zone d’influence du flot résultant dépend bien sûr du nombre
d’itérations utilisées. Très récemment, les techniques de résolution multigrille ont été uti-
lisées avec succès pour résoudre le problème du GVF et ses généralisations [7]. Dans ce
travail, nous proposons et comparons l’efficacité d’autres schémas numériques alternatifs.

2 Formulation du GVF

L’approche du flot de vecteur gradient permet l’extension de la zone d’influence de la carte
de contour en utilisant un processus de diffusion. Le flot est défini comme le champ de
vecteurs v(x ) : Ω → IRd qui minimise la fonctionnelle suivante [16] :

E =
∫

Ω
g(x)|∇v|2 + h(x)|v −∇f |2dx , (1)

g(x) et h(x) sont des fonctions à valeurs positives. L’idée de base de cette formulation
variationnelle est d’imposer une certaine régularité à la solution dans les régions lointaines
aux données (premier terme), et d’être très proche du champ initial où des mesures fiables
sont disponibles (second terme). Le calcul des variations du problème de minimisation
ci-dessus nous conduit à exprimer la solution via l’équation d’évolution suivante [16]

∂tv = ∇ ·
(
g(x)∇v

)
− h(x)(v −∇f) , (2)

avec des conditions aux limites de type Neumann, et v(x, 0) = ∇f comme condition
initiale. Selon le choix des deux fonctions de pondérations g(x) et h(x), Xu et Prince [16]
ont proposé deux champs de flot de vecteur gradient :

a) Le flot de vecteur gradient (GVF) : Il est défini pour le cas où g(x) = µ et h(x) =
|∇f |2. µ est une constante positive qui permet le contrôle du terme de régularisation dans
(1). Pour ce cas particulier, l’équation d’évolution (2) se simplifie à

∂tv = µ∇2v − h(|∇f |)(v −∇f) , (3)

où ∇2 est l’opérateur laplacien.
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b) Le flot de vecteur gradient généralisé (GGVF) : Afin d’éviter un lissage excessif
dans le voisinage des discontinuités détectées, et de renforcer la régularisation dans les
régions lointaines, les choix suivants sont proposés par [16] :

g(x) = exp
{
−|∇f |

K

}
, h(x) = 1− g(|∇f |) . (4)

Xu et Prince [16] ont, cependant, décidé d’approcher l’équation d’évolution (2) en ignorant
les variations de g. Ils ont défini le GGVF comme la solution de

∂tv = g(|∇f |)∇2v − h(|∇f |)(v −∇f) . (5)

Nous noterons TGGVF, pour ‘True Generalized Gradient Vector Flow’, la solution de
(2) en utilisant les fonctions de pondération définie dans (4). Dans la suite de cet article,
nous nous limiterons aux domaines bidimensionnels (d = 2) et nous n’expliciterons les
relations que pour la composante u dans la direction x du champ v. A partir de (5), nous
obtenons

∂tu = g∇2u− hu + h1, avec h1 = h∂xf . (6)

3 Résolution numérique

Notons par uk
i,j la version discrète de u(i∆x, j∆y, kτ) où τ est le pas en temps, ∆x

et ∆y sont les pas de discrétisation du domaine spatial. Il est naturel de supposer que le
maillage discret est isotrope (i.e ∆x = ∆y = h). Les différences finies sont généralement
utilisées dans ce contexte pour l’approximation des différentes dérivées partielles, ce qui
nous conduit à résoudre un système d’équations discrètes.

a) Schéma explicite : Le schéma explicite du problème du GGVF est donné par [17] :

uk+1
i,j = ri,j(uk

i+1,j + uk
i,j+1 + uk

i−1,j + uk
i,j−1 − 4uk

i,j) + (1− τhi,j)uk
i,j + τh1

i,j , (7)

avec r = τh−2g. C’est un schéma explicite car il donne une formule explicite de calcul de
la solution au temps tk+1 en fonction des valeurs de la solution au temps précédent. Il n’y
a pas d’équation à résoudre pour obtenir la valeur uk+1 au nouvel instant tk+1. L’étude
de stabilité de ce schéma nous conduit à la condition suivante (§ App. A)† :

τ ≤ 2h2

maxi,j(h2hi,j + 8gi,j)
. (8)

Les schémas explicites sont très populaires pour la résolution des équations aux dérivées
partielles, principalement en raison de leur simplicité. Cette simplicité, en contre partie,
impose des pas en temps très petits, ce qui conduit à des coûts importants en terme de
temps de calcul. Les schémas explicites sont plutôt limités par leur stabilité que par leur
précision [15]. Par conséquent d’autres schémas, semi-implicites ou implicites sont très
souhaitables car ils restent numériquement stables pour des pas en temps importants,
ce qui permet des gains non négligeables de temps de calcul. De tels schémas sont donc



4 D. Boukerroui

à considérer avec intérêt lorsque la charge de calcul en plus est réduite par le biais de
l’utilisation de méthodes numériques appropriées (voir [1,15]).
b) Schéma semi-implicite : Le schéma implicite de l’équation (6) est donné par :

uk+1
i,j −uk

i,j

τ = gi,j

h2 (uk+1
i−1,j + uk+1

i+1,j + uk+1
i,j−1 + uk+1

i,j+1 − 4uk+1
i,j )− hi,ju

k+1
i,j + h1

i,j . (9)

Ce schéma est dit implicite car le calcul de la solution au temps tk+1 nécessite la résolution
d’un grand système linéaire avec une matrice très creuse. Il est inconditionnellement stable
(voir App. A). La difficulté de résolution augmente avec le nombre de dimensions du
domaine Ω. Nous proposons l’étude du schéma semi-implicite suivant :

uk+1
i,j −uk

i,j

τ = gi,j

h2 (uk+1
i−1,j + uk+1

i+1,j + uk+1
i,j−1 + uk+1

i,j+1 − 4uk+1
i,j )− hi,ju

k
i,j + h1

i,j , (10)

où un seul terme à droite est au temps tk. Ce schéma est stable pour τ ≤ 2/hmax (voir
App. A). Ici aussi, nous avons besoin de résoudre un système linéaire pour obtenir la solu-
tion à l’itération k + 1. Notons cependant que pour le cas particulier du GVF, la matrice
du système est indépendante des données du problème (c’est-à-dire lorsque gi,j = µ). La
transformée en cosinus discrète (DCT) peut donc être utilisée pour résoudre efficacement
ce schéma (La DCT respecte les conditions aux limites de type Newmann). Sans perte
de généralité, considérons avec un pas de discrétisation spatiale h = 1, l’application de la
DCT à l’équation (10), qui nous conduit à :

ûk+1
m,n =

d̂k
m,n

1 + 4µτ
(
sin2

(
πm
N1

)
+ sin2

(
πn
N2

)) , (11)

avec d̂k
m,n = DCT

{
(1− τhi,j)uk

i,j + τh1
i,j

}
et (m,n) ∈ [0, N1 − 1] × [0, N2 − 1]. Ainsi, le

calcul du champ GVF en utilisant ce schéma nécessite une transformée en cosinus directe
et une transformée inverse pour chaque composante du champ par itération.
c) Schéma des directions alternées explicite : Le schéma des directions alternées
explicite ou ADE pour ‘Alternating Direction Explicit’ est un schéma à deux pas et il est
connu pour être inconditionnellement stable. Les deux étapes du schéma numérique de
l’équation d’évolution (6) sont données par

uk+1
i,j − ri,j(u

k+1
i−1,j+uk+1

i,j−1)

1+2ri,j+τhi,j
=

(1−2ri,j)u
k
i,j

1+2ri,j+τhi,j
+

ri,j(u
k
i+1,j+uk

i,j+1)

1+2ri,j+τhi,j
+

τh1
i,j

1+2ri,j+τhi,j
, (12)

uk+2
i,j − ri,j(u

k+2
i+1,j+uk+2

i,j+1)

1+2ri,j+τhi,j
=

(1−2ri,j)u
k+1
i,j

1+2ri,j+τhi,j
+

ri,j(u
k+1
i−1,j+uk+1

i,j−1)

1+2ri,j+τhi,j
+

τh1
i,j

1+2ri,j+τhi,j
. (13)

Il est simple de voir que ce schéma est explicite. En effet, le calcul dans l’équation (12)
se fait dans l’ordre lexicographique, et l’équation (13) procède dans le sens inverse. Ce-
pendant cette méthode souffre d’anisotropie pour des pas en temps très importants. Afin
† Notre condition de stabilité est plus restrictive que celle de Xu et Prince τ ≤ ∆x∆y/4gmax [16,17]. Nous

supposons une erreur dans leur dérivation. Heureusement les deux conditions sont équivalentes pour le
GGVF dans le cas particulier des fonctions de pondération données en équation (4) pour h = 1.
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de réduire cet effet, un retournement gauche-droite du domaine est recommandé entre les
itérations, (i.e une itération procède dans le sens de la diagonale d’équation y = x et la
suivante dans le sens de la diagonale y = −x). Cette variante sera dénommée ADES.
d) Méthodes d’approximation par factorisation : Notons que le terme de diffusion
dans l’équation de l’évolution (2), prend exactement la même forme que celui de la dif-
fusion non-linéaire [15, eq. 1]. Les méthodes d’approximation par factorisation ont été
utilisées avec succès pour résoudre ce problème. Dans notre cas, il y a un terme en plus
qui, nous verrons, ne nous posera guère de problème. Pour une meilleure lisibilité nous
réécrivons le schéma implicite de (2), donné en (9), sous sa forme matricielle, donnée par :

(I− τAx − τAy) uk+1 = uk + τh1 , (14)

où I est la matrice identité et u ∈ IR2 est représenté comme un vecteur. Les matrices Al

correspondent aux discrétisations des dérivées secondes dans la direction l, c’est-à-dire que
le produit matrice-vecteur Alu est l’approximation discrète de l’opérateur ∂xl

(
g(x)∂xl

u
)
−

1
dh(x)u. Ainsi, les éléments Al sont donnés explicitement par [15,2]

(al)ij =


gj+gi

2h2 (j ∈ N (i)),
−hi

d −
∑

n∈N (i)
gi+gn

2h2 (j = i),
0 (sinon),

(15)

où N (i) est l’ensemble des deux voisins du pixel i le long de axe l. Barash et al. [2] ont pro-
posé et comparé différents opérateurs d’approximation par factorisation pour la résolution
de la diffusion non linéaire qui pourraient être utilisés pour résoudre (14) : la méthode
de factorisation additive AOS (pour ‘Additive Operator Splitting’), multiplicative LOD
(pour ‘Locally One Dimensional’), et combinée AMOS (pour ‘Additif Multiplicative Ope-
rator Splitting’), données respectivement par :

uk+1 =
1
2

2∑
l=1

(I− 2τAl)
−1 (uk + τh1) , (16)

uk+1 =
2∏

l=1

(I− τAl)
−1 (uk + τh1) , (17)

uk+1 =
1
2

[
(I− τA1)−1(I− τA2)−1 + (I− τA2)−1(I− τA1)−1

]
(uk + τh1) . (18)

L’approximation LOD est connue pour être la plus efficace, mais elle n’est pas symétrique.
La méthode AOS a l’avantage d’être symétrique et la méthode AMOS, comme son nom
l’indique, est une combinaison des deux précédentes. Toutefois toutes ces approximations
ne tiennent pas en compte de l’erreur de factorisation (c’est-à-dire la différence entre
le vrai opérateur dans (14) et l’approximation). Testées sur notre problème, toutes ont
données de bons résultats pour des petits pas en temps. Les résultats se détériorent
considérablement pour des pas importants. Un calcul simple de l’erreur de factorisation
de la méthode LOD nous donne : EAF = τ2A1A2u

k+1. Ce terme est d’ordre 2 en temps et
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Fig. 1. De gauche à droite : Image de la carte de contour. Image des orientations théoriques du champ de
vecteurs du flot. Amplitude du champ des vecteurs du flot obtenu après 300 itération du schéma explicite
avec τ = .2, les lignes de niveau sont également montrées. Image de l’erreur angulaire absolue du résultat
du schéma explicite en degré. Exemple des lignes de trajectoires du champ de flot de vecteur gradient.

comprend des dérivées d’ordre 4 mixtes de la solution à l’étape k+1. Cela explique l’une de
nos observations sur le comportement de l’erreur du schéma LOD. Cette approximation
a tendance à manquer de précision dans le voisinage de la carte de contours. Comme
alternative, nous proposons l’approximation suivante :

(I− τA1)u∗ =(I + τA2)(uk + τh1) (19)

(I− τA2)uk+1 =u∗ − τA2u
k

L’erreur de factorisation de cette approximation est EAF = τ2A1A2(uk−uk+1). Contraire-
ment à l’approximation multiplicative LOD, elle dépend du résidu et non pas de la solution
à l’itération k + 1. Par conséquent, on peut s’attendre à la voir diminuer à mesure que la
méthode converge. Le schéma ci-dessus est noté AFI (pour ‘Approximation Factorisation
Implicit’). Compte tenu de la forme des matrices Al, toutes les approximations ci-dessus
peuvent être résolues efficacement par l’algorithme de Thomas [15]. Il est à noter que les
schémas itératifs ci-dessus résolvent l’équation du TGGVF.

4 Résultats et discussion

Nous avons présenté plusieurs schémas numériques alternatifs au schéma de base expli-
cite, qui tous permettent l’utilisation d’un plus grand pas en temps. Tous ces schémas sont
du second ordre en espace et sont du premier ordre en temps, et sont inconditionnellement
stable (à l’exception du semi-implicite). Toutes les méthodes ont une complexité O(N2)
à l’exception du schéma semi-implicite utilisant la DCT où la complexité est de l’ordre
O(N2 log2 N) pour une image de taille N ×N . Le temps de calcul pour une itération du
schéma ADE est approximativement le même que pour le schéma explicite, et il est de 2
à 3 fois plus important pour les schémas ADES, LOD, AOS et AFI. La méthode AMOS
a besoin en revanche d’un effort 5 fois plus important. Ces résultats sont basés sur une
moyenne de 600 itérations et pour 8 dimensions différentes d’image. Cela impose donc un
minimum de pas en temps entre 0, 25 et 1, 5 pour que les alternatives proposées soient plus
rapides que l’explicite. Il est à retenir cependant qu’un pas en temps très grand introduit
une perte en précision, et dans certaines approximations une perte d’isotropie. Dans ce
qui suit, nous proposons un moyen de quantifier cette perte de précision lorsque des pas
en temps importants sont utilisés.

Le schéma utilisant la DCT ayant une complexité plus importante et une condition de
stabilité plus restrictive, généralement un pas en temps max de 3 à 5, le gain en temps
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Fig. 2. (à gauche) Évolution de la fonction d’énergie du GGVF (1) en fonction du temps pour les différents
schémas ; (à droite) Évolution de l’erreur absolue angulaire moyenne en degré en fonction du temps. Les
petites images représentent un zoom autour de t = 300. Le terme GVF désigne le schéma explicite.

de calcul est moindre (de 2 à 3 par rapport au schéma explicite). Il convient de souligner
toutefois que cette méthode peut être très intéressante dans la mesure où une approxi-
mation d’ordre supérieur est nécessaire pour la discrétisation du laplacien. Nous avons
inclut ce schéma dans un souci d’exhaustivité, mais nous ne le discuterons pas plus ample-
ment. Aussi, nous ne présenterons pas nos tests du schéma AMOS car son comportement
peut-être prédit de celui du LOD et AOS, mais aussi pour son coût important.

Critères de comparaison : Lors de la mise au point d’une méthode de quantification
de la précision des différents schémas numériques, nous devons également garder à l’esprit
notre objectif final quant à l’utilisation du GVF. En effet, généralement, dans la plupart
des utilisations du flot de vecteur gradient, l’information la plus importante est l’orien-
tation des vecteurs du flot. L’amplitude est rarement utilisée dans des applications de
segmentation par exemple. Pour ce faire, nous avons synthétisé une carte de contours d’un
cercle parfait pour lequel nous disposons d’une vérité terrain de l’orientation théorique
du champ de vecteurs en chaque point de l’image (voir figure 1). Deux critères sont alors
utilisés pour la comparaison des différentes méthodes : l’erreur angulaire absolue moyenne
estimée du champ de vecteurs par rapport à la vérité terrain, et la valeur de la fonction
d’énergie E donnée par l’équation (1). Les résultats pour différentes valeurs de pas en
temps τ sont présentés sur la figure 2.

Comparaison : La première observation est le comportement prévisible de toutes les
méthodes pour de très faibles pas en temps. Nous observons que les résultats de toutes les
méthodes sont très proches de ceux du schéma explicite ; cela permet en partie de vérifier
notre implémentation. Une observation importante est que la mesure proposée est très
informative vu que son comportement n’est pas toujours corrélé avec celui de l’énergie à
minimiser. Nous remarquons que les courbes de l’erreur angulaire sont de l’ordre de 1◦

pour des pas en temps τ inférieur à 10, à l’exception des schémas ADE, LOD et AOS.
Les plus grands écarts sont obtenus pour les deux approximations LOD et AOS (la plus
grande erreur approche les 5◦ à t = 300 pour la méthode LOD avec τ = 25). Cela confirme
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Fig. 3. 1ère ligne : Image de l’amplitude du champ du flot de vecteur gradient ; Les courbes en noir
représentent les lignes de niveau. 2ème ligne : Image de l’erreur angulaire absolue en degré. Respectivement
partant de la colonne de gauche, les schémas LOD, AOS, ADES et AFI. Tous les résultats sont obtenus
pour τ = 25 en 20 itérations. L’échelle à droite est commune à toutes les images.

les observations faites par Papandreou et Marogos lors de l’utilisation du schéma AOS
dans un modèle de contour actif [6].

Remarquons que les résultats des schémas AFI et ADES sont très satisfaisants. L’er-
reur sur l’orientation des vecteurs gradients est du même ordre que la méthode explicite
pour t > 50 avec τ = 10, et pour t > 100 pour τ = 25 (autrement dit seulement au
bout de 4 à 5 itérations). Comme nous l’avons souligné dans l’analyse de l’erreur de
factorisation, la méthode AFI améliore considérablement les performances des méthodes
d’approximation. Elle présente cependant une baisse du taux de convergence, comme il est
constaté sur la courbe d’énergie. Afin de compléter notre analyse, la figure (3) présente les
images de l’amplitude des champs obtenus. Cela nous donne une indication de l’étendue
de la zone d’attractivité. Les lignes de niveau sont superposées pour indiquer la direction
des vecteurs. Les images de l’erreur angulaire absolue y figurent également. Des images
équivalentes pour le schéma explicite sont données en figure (1). Notons la dissymétrie
du LOD et l’imprécision de l’AOS. En revanche les deux schémas proposés donnent des
résultats très satisfaisants. Ces résultats nous permettent d’avancer que le schéma ADES
est probablement le mieux approprié.

Nous avons également mis en œuvre la technique de résolution multigrille proposée
dans [7]. L’application du schéma FMG-GS(1,2,2), suggéré par les auteurs, à notre problème
donne une erreur angulaire de 1.9◦. La méthode ADES produit une erreur inférieur à 1, 9◦

après 4 itérations avec un pas en temps τ = 15. Les temps de calcul des deux méthodes sont
approximativement les mêmes avec notre mise en œuvre. Nos expériences suggèrent toute-
fois l’utilisation d’environ 10 itérations. D’autres expériences devraient être menées pour
une comparaison plus rigoureuse des deux méthodes. Nos résultats, certes préliminaires,
suggèrent cependant que le schéma proposé est une alternative intéressante.
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5 Conclusion

Depuis son introduction, le flot de vecteur gradient est devenu très populaire et est
largement utilisé dans de nombreuses applications. Le principal inconvénient de l’approche
GVF et de sa généralisation est son coût important en temps de calcul. Nous avons pro-
posé et comparé dans ce travail différents schémas numériques efficaces pour résoudre
cette problématique. Nous avons montré que le schéma ADES peut être une bonne alter-
native aux techniques multigrille. Nos résultats montrent également que notre proposition
d’approximation par factorisation AFI est largement meilleure que les autres méthodes de
factorisation connues dans la littérature. Enfin, il est à noter que le schéma ADE et ses
variantes sont peu connus par la communauté de traitement d’image. Leur utilisation pour
résoudre d’autres problèmes d’EDP de traitement d’image est certainement d’intérêt.
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die dans le carde du projet de Recherche Régional et Structurant 2008 (ECHOPEDIA).
L’auteur remercie également JF. Lerallut pour sa relecture et ses nombreuses corrections.

A Stabilité d’un schéma numérique

La condition minimale de stabilité impose que le vecteur de composantes uk
i,j reste borné

pour tout k ∈ [0,K]. Une technique simple de calcul de la stabilité d’un schéma est donnée
dans le cas de problèmes linéaires par l’analyse de Fourier (voir, par exemple [1]). Cette
approche étudie le comportement du schéma pour un mode de Fourier discret. Dans notre
cas, donné par uk

i,j = ξk exp{ıπh(im+jn)}, où l’indice k sur ξ est un exposant multiplicatif.
Une condition nécessaire et suffisante de stabilité est obtenue par la restriction de h et τ
de telle sorte que |ξ| ≤ 1.
a) Schéma explicite : L’étude de stabilité du schéma (7) nous conduit à :

ξ = [1− τhi,j − 4ri,j + 2ri,j(cos(πmh) + cos(πnh))] .

Posons γ = cos(πmh) + cos(πnh) et remplaçons ri,j par sa valeur τh−2gi,j , et après
quelques manipulations algébriques, nous arrivons à la condition suivante

0 ≤ τ

(
hi,j +

2gi,j

h2
(2− γ)

)
≤ τ

(
hi,j +

8gi,j

h2

)
≤ 2 .

La condition de stabilité du schéma explicite est alors donné par :

τ ≤ 2h2

maxi,j(h2hi,j + 8gi,j)
(A.1)

b) Schéma semi-implicite : En utilisant la même procédure, la condition de stabilité
pour le schéma donné en (10) implique∣∣∣∣ 1− τhi,j

1 + 2ri,j(2− γ)

∣∣∣∣ ≤ 1 , (A.2)

où γ est comme ci-dessus. Connaissant que (2− γ) ≥ 0 et que ri,j ≥ 0, il est simple de
vérifier que le dénominateur est toujours ≥ 1. En plus hi,j ≥ 0, ce qui induit

τ ≤ 2
hmax

avec hmax = max
i,j

hi,j . (A.3)
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c) Schéma implicite : pour le schéma implicite donné en (9) nous obtenons

ξ =
1

1 + hi,jτ + 2ri,j(2− γ)
, (A.4)

où γ est comme ci-dessus. La condition |ξ| ≤ 1 donne : |1 + hi,jτ + 2ri,j(2− γ)| ≥ 1
qui est toujours vrai car (2− γ) ≥ 0, ri,j ≥ 0 et hi,j ≥ 0. Donc le schéma implicite est
inconditionnellement stable.
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