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ESPACE DES MODULES DE CERTAINS POLYEDRES
PROJECTIFS MIROIRS

par

Ludovic Marquis

Abstract. — A projective mirror polyhedron is a projective polyhedron endowed with reflections
across its faces. We construct an explicit diffeomorphism between the moduli space of a mirror
projective polyhedron with fixed dihedral angles in (0, ], and the union of n copies of R, when the
polyhedron has the combinatorics of an ecimahedron, an infinite class of combinatorial polyhedra
we introduce here. Moreover, the integers n and d can be computed explicitly in terms of the

combinatorics and the fixed dihedral angles.

1. Introduction

Un ouvert convexe () de 'espace projectif réel P*(R) est dit divisible lorsqu’il existe un
sous-groupe discret I' du groupe des transformations projectives PGL, 1 (R) qui préserve Q) et
agit proprement et cocompactement sur €2. On dit aussi que I' divise ). Vinberg a trouvé une
méthode géométrique pour construire des convexes divisibles a ’aide des groupes de Coxeter.
Cette méthode a été initiée par Poincaré pour construire des réseaux du groupe des isométries
de I’espace hyperbolique réel.

Dans la méthode de Poincaré, on commence par se donner un polyédre P de I'espace hy-
perbolique réel H™ et une famille d’isométries identifient 2 a 2 les (n — 1)-faces de P. Si ces
isométries vérifient des relations de compatibilité, qui disent que I’on pave bien autour de chaque
(n — 2)-face, alors le groupe engendré par ces isométries agit proprement sur H" et P est un
domaine fondamental pour cette action. En particulier, si P est un polyédre de H" dont les
angles entre les (n — 1)-faces adjacentes sont des sous-multiples de 7, alors le groupe engendré
par les réflexions qui fixent les faces de P est un groupe de Coxeter; il agit proprement sur H"
et P est un domaine fondamental.

Vinberg a généralisé cette méthode au cadre projectif de la facon suivante. On se donne un
polyédre compact P de P"(R) et des réflexions qui fixent les faces de P. Cette fois-ci, on a
des degrés de liberté pour choisir ces réflexions. L’hypothése « les angles diédres de P sont des
sous-multiples de 7 » devient « le produit de deux réflexions par rapport a des faces adjacentes
est conjugué a une rotation d’ordre fini ». Alors, le groupe I' engendré par ces réflexions est un
groupe de Coxeter, qui agit proprement sur un certain ouvert convexe €2 de P"(R) qui contient
Iintérieur de P, et P N est un domaine fondamental pour ’action de I" sur €.

Cette construction motive l'introduction de la notion de polyédre projectif miroir. Il s’agit
de la donnée d’un polyédre projectif P et de réflexions par rapport aux faces de P. On a alors
une notion naturelle d’angle diédre (on donnera les définitions précises a la partie 2). Dans ce
texte, on s’'intéresse au probléme suivant : étant donné le graphe d’un polyédre G dont les arétes

sont étiquetées par des réels 6 €]0, 7], on cherche & comprendre I'espace des modules Xg des



polyédres projectifs miroirs qui ont la combinatoire de G, et dont les angles diédres sont les
angles fixés par les étiquettes de G.

Choi s’est intéressé a ce probléme dans [Cho06|, sous un angle un peu différent : il fixe un
polyédre projectif P dont il étiquette les arétes par des réels 6 €]0, 7], et il cherche a comprendre
Iespace des réflexions par rapport aux faces de P qui font de P un polyédre projectif miroir
dont les angles diédres sont les étiquettes des arétes de P. Choi montre sous une hypothése
dite « d’ordonnabilité », que cet espace des modules est une variété lisse dont il sait calculer
la dimension. Il faut noter que I’hypothése d’ordonnabilité de Choi porte non seulement sur la
combinatoire du polyédre P mais aussi sur les étiquettes des arétes de P.

Pour pouvoir décrire la topologie de Xg, on aura besoin de faire une hypothése sur la com-
binatoire du graphe de polyédre G. On va définir une sous-classe de graphes de polyédres :
les écimaédres. De facon imagée, il s’agit des polyédres obtenus a partir du tétraédre et par
une suite finie de coupes "prés d’un sommet" (voir définition 3.1). On montrera le théoréme
suivant :

Théoréme (3.16). — Soit G un écimaédre étiqueté. L’espace Xg est vide ou difféeomorphe a la
réunion de n copies d’un certain R?, ot les entiers n et d s’expriment a l’aide de la combinatoire
de G et de ses étiquettes.

On donnera un critére précis et simple pour savoir si Xg est vide ou non. On donnera aussi
un systéme de coordonnées explicite sur 'espace X¢ (théoréme 4.42).

Rappelons que I'objectif est de construire des convexes divisibles. Il est donc essentiel de savoir
qu’il existe une infinité d’écimaédres étiquetés permettant grace a la méthode de Vinberg de
construire des convexes divisibles. On montrera aussi le théoréme suivant qui sera un corollaire
évident du théoréme 3.16.

Théoréme (Corollaire 3.19). — Soient P un écimaédre hyperbolique de H* compact dont
tous les angles diédres sont aigus ou droits, et G le graphe de P étiqueté par les angles diédres
du polyedre P, alors, I'espace des modules Xg des polyédres projectifs miroirs qui réalisent G
est diffeomorphe a R =3, ol e, est le nombre d’arétes de P dont ’angle diédre est différent de
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Terminons cette introduction en donnant le plan de cet article. La deuxiéme partie est consti-
tuée de rappels et de définitions. On rappelle les définitions de polyédre projectif et de groupe
de Coxeter. Ensuite, on définit la notion de polyédre projectif miroir qui est 'objet central de
cet article. Pour motiver cette définition, on rappelle le théoréme de Vinberg. Pour calculer
les entiers n et d du théoréme 3.16, on introduira la notion de 3-circuits de G, il s’agit des
triplets (7, s,t) de faces fermées de G mutuellement adjacentes. Le théoréme d’Andreev, qui
est un analogue hyperbolique du théoréme principal et dont on rappellera un énoncé, pousse a
définir les notions de 3-circuits prismatiques(i.e r N s Nt = &), non prismatiques , mais aussi
les 3-circuits sphériques, affines et hyperboliques selon la somme des angles diédres 0,4, 05~ €t
O ; et enfin de 3-circuit avec angle droit ou sans angle droit selon que 'un des angles 6,;,
05t ou 64, est droit ou non. Toutes ces notions sont cruciales dans I'étude de la topologie de Xg.

Dans la troisiéme partie, on commence par présenter la notion d’écimaédre qui sera la seule
hypothése du théoréeme 3.16. On montre que les écimaedres peuvent étre obtenus en recollant
des blocs fondamentauz le long de faces triangulaires. Un bloc fondamental est un tétraédre



tronqué en un ou plusieurs sommets distincts. Ensuite, on consacre un paragraphe a la présen-
tation du théoréme 3.16.

Les paragraphes a partir du paragraphe 3.3 jusqu’au paragraphe 4.8 constituent la démons-
tration du théoréme 3.16. On commencera par montrer les points les plus simples du théoréme.
Au paragraphe 4.2, on montre que I'espace des modules du triangle est homéomorphe a R (ou
a un point s’il y a un angle droit), pour cela on introduit I'invariant R d’un triangle miroir. Cet
invariant sera la clé de voute de la paramétrisation de ’espace Xg.

Dans le paragraphe 4.3, on construit pour tout 3-circuit prismatique (r,s,t) un plan ca-
nonique coupant P a l'intérieur des arétes communes a r,s,t. Ce plan permet de découper
géométriquement le polyédre P, en blocs fondamentaux que l'on comprendra par la suite.

Lorsque le 3-circuit est prismatique, sans angle droit, et affine ou sphérique, I'invariant R
ne peut pas a appartenir a un certain intervalle compact. C’est cette obstruction qui est la
cause de la non connexité de 'espace Xg. Dans les paragraphes 4.4, 4.5 et 4.6, on cherche a ra-
mener le comptage des composantes connexes de Xg a un probléme combinatoire sur des foréts.

Enfin, dans la partie 4.7, on calcule I'espace des modules pour le tétraédre et pour les blocs
fondamentaux. Dans la partie 4.8 on décrit la maniére de recoller deux blocs fondamentaux.

On termine la quatriéme partie en explicitant au paragraphe 4.9 un systéme de coordonnées
sur 'espace des modules des polyédres projectifs miroirs.

Enfin, la cinquiéme partie décrit des exemples concrets d’espaces des modules de polyédres
projectifs miroirs.

Je tiens a remercier Yves Benoist pour m’avoir guidé pendant ce travail, mais aussi pour
m’avoir fait découvrir les convexes divisibles. Je remercie aussi Mickaél Crampon pour ses
conseils de rédaction. Enfin, je remercie « le rapporteur anonyme » dont les conseils m’ont
permis d’améliorer grandement la qualité de ce texte.

2. Notion de polyédre projectif miroir

Commencons par donner des définitions précises et par rappeler le théoréme de Vinberg. On
en profitera pour rappeler le théoréme d’Andreev dont le théoréme 3.16 est un analogue naturel.

2.1. Les convexes de Pt (V). — Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie n+1 > 3.
Notons P*(V') = {demi-droites vectorielles de V'} = (V — {0})/r: la sphére projective; c’est
une variété projective difféomorphe a la n-sphére euclidienne usuelle. Le groupe des transfor-
mations projectives de P* (V) est SL=(V) = {u € GL(V) tel que det(u) = +1} ~ GL(V) /g .

Définition 2.1. — Une partie Q de PT(V) est dite convezxe lorsque son intersection avec tout
grand cercle de P (V) est connexe. On dit qu’elle est proprement conveze s’il existe en plus une
hypersphére projective de P (V) qui ne rencontre pas 2, Padhérence de €2, ce qui est équivalent
a l'existence d’une carte affine dans laquelle €2 est un convexe borné. L’intérieur d’une partie
Q de P+(V) sera noté €. Un convexe Q est dit strictement conveze si son bord 9Q = Q\() ne
contient pas de segments non triviaux. On dit qu'un ouvert convexe est divisible s’il existe un
sous-groupe discret I' de SL*(V) qui préserve Q, agit proprement sur et tel que le quotient
Q/r soit compact. On dit aussi que I' divise Q.



Pour en savoir plus sur la théorie des convexes divisibles, on pourra consulter la série d’articles
de Benoist : [Ben04a, Ben03, Ben05, Ben06|, pour une étude compléte de la dimension 2
on pourra consulter I'article de Goldman : [Gol90].

Donnons tout de suite des exemples de convexes divisibles :

— La sphére projective est un convexe divisible.

— N’importe quel espace affine de dimension n inclus dans P*(R"™!) est divisé par le groupe
7" ; R™ est donc un exemple de convexe divisible non proprement convexe.

— On peut construire un autre convexe divisé par Z" de la facon suivante. La base canonique
de R™"! définit naturellement un pavage de PT(R"*!) en 2""! simplexes de dimension n.
Si on note €2 lintérieur de I'un deux, alors la composante neutre du stabilisateur de 2
dans SL,1(R) est le groupe D des matrices diagonales & diagonale strictement positive
de déterminant 1. Le groupe D agit proprement et simplement transitivement sur €2, et
I'image I' de toute représentation fidéle et discréte de Z™ dans D est un réseau cocompact
de D. Ainsi, I' divise 2 qui est donc un convexe divisible proprement convexe mais non
strictement convexe.

— Terminons cette liste d’exemples par la construction d'un convexe divisible strictement
convexe. Soient ¢ une forme quadratique sur V' de signature (n, 1), et  'une des 2 com-
posantes connexes de Pouvert {[v] € PT(V)|q(v) < 0}. Il s’agit du modeéle projectif de
I’espace hyperbolique réel H™ : il est donc divisé par tous les réseaux cocompacts de
Isom(H"), le groupe des isométries de H".

On va construire dans ce texte des convexes divisibles €2, divisés par des groupes de Coxeter
W, selon une méthode initiée par Vinberg.

2.2. Les polyédres projectifs. — On notera p: V' \ {0} — P™(V) la projection naturelle.

Définition 2.2. — Un polyédre projectif est un fermé proprement convexe P d’intérieur non
vide de PT(V) tel qu’il existe un nombre fini de formes linéaires ay,...,ap sur V telles que

P =p({z € VA{0} ] ai(z) <0, i = 1...f}).

Pour tout polyedre projectif P de P*(V), on définit une relation d’équivalence ~p sur P de
la fagon suivante :

x ~py < lesegment [x,y] se prolonge strictement des deux cotés dans P

Les adhérences des classes d’équivalences de ~p s’appellent les faces de P. On appelle dimen-
sion (resp. codimension) d’une face la dimension (resp. codimension) de l'unique sous-espace
projectif minimal la contenant.

2.3. Groupes de Coxeter. — Les groupes de Coxeter seront au coeur de nos motivations;
nous allons donc rappeler quelques définitions.

Définition 2.3. — Un systeme de Coxeter est la donnée d’un ensemble fini S et d’'une ma-
trice symétrique M = (Mg)s1es telle que les coefficients diagonaux vérifient My = 1 et les
coefficients non diagonaux vérifient My € {2,3,...,00}. Le cardinal de S s’appelle le rang du
systéme de Coxeter (S, M). A un systéme de Coxeter, on associe un groupe de Cozeter W. 11
s’agit d'un groupe défini par générateurs et relations. Les générateurs sont les éléments de S et
on impose les relations (st)™st =1 pour s,t € S tels que M # oco.

Avec toute partie S’ de S, on peut former le groupe de Coxeter W/ associé au systéme de
Coxeter (S, M'), ot M’ est la restriction de M a S’. Un corollaire du théoréme de Vinberg
montre que le morphisme naturel Wy — Wy est injectif. Ainsi, W peut étre identifié avec le



sous-groupe de Wy engendré par la partie S’. On utilisera donc la notation Ws pour désigner
ces deux groupes.

2.4. Polyédre projectif miroir. — Dans le cadre projectif, si on se donne un polyédre
projectif, on peut choisir pour chaque face une réflexion qui la préserve. On va utiliser cette
liberté pour construire de nombreux convexes divisibles associés a un groupe de Coxeter.

2.4.1. Le théoréme de Vinberg. — Le but de ce paragraphe est de rappeler I’énoncé du théoréme
de Vinberg dont on peut trouver une démonstration dans |[Vin71| et dans |[Ben04b].

Soit P un polyédre projectif; on note S ’ensemble des faces de codimension 1 de P, et on
suppose que P = p({z € V' \ {0} | as(z) <0, s € S}). En particulier, pour toute face s € S et
pour tout élément x € s, on a az(z) = 0. On se donne pour chaque face s de codimension 1,
une réflexion projective o, = Id — a; ® vg avec vy € V et az(vs) = 2 qui fixe la face s, et on
note I' le groupe engendré par les réflexions o, pour s € S, et v,s = —as(vy).

Une étude locale autour des faces de codimension 2 montre que des conditions nécessaires
pour que les v(P) pavent une partie de PT(V) (c’est a dire que les (P) soient d’intérieur
disjoints) sont les suivantes :

Vs, t € S, tels que codim(sNt) =2, on a:
1) Vs = 0 et (vs = 0= vy =0)
2)a) Vgt =4 ou b)) vy = 4cos? (mit)
avec mg = 2 entier
Le théoréme de Vinberg affirme que ces conditions sont en fait suffisantes.
On va relacher légérement la condition (2) en la condition (2’) qui autorise les angles a
prendre toutes les valeurs dans |0, 7].

2)a) vgvs =4 ou b)) vy = 4cos?(0y)
avec 0y €]0, 7]

Définition 2.4. — Un polyédre projectif miroir est la donnée d’un polyédre projectif P et,
pour chaque face s de P, d’une réflexion o, = Id — oy ® v, qui fixe s, avec les conventions
suivantes : P = p({z € V\ {0} | as(x) <0, s € S}), as(vs) = 2 et les conditions (1) et (2°D)
sont vérifiées. On dit que l’angle diédre entre deux faces s et ¢ telles que codim(s Nt) = 2 est
Os €]0, 5] si vgpvps = 4 cos®(0).

Remarque 2.5. — 1l est important de noter que l'on exclut le cas (2’a) de la définition de
polyédre projectif miroir. En effet, la seule définition d’angle diédre acceptable pour le cas (2’a)
serait un angle nul, et ce cas ne nous intéresse pas.

Notations 2.6. — Soit P un polyédre miroir, on désignera par la lettre S I’ensemble de ses
faces de codimension 1. On s’est donné pour chaque s € S une réflexion o, = Id — o, ® v,
telle que as(vs) =2 et P =p({zx € V\ {0} as(x) < 0, s € S}). Cette convention de signe
détermine un unique couple ([ay], [vs]) € PH(V*) x PT(V). On appellera le point [v,] la polaire
de la face s. On fera bien attention au fait que le couple (ay,v,) n’est pas unique. En effet, si
(cvs, v5) convient alors pour tout A € R% le couple (A~ tay, Avy) convient aussi. Enfin, si s,¢ € S
alors on notera g la quantité vsvgy = as(v)ay(vs) qui est bien définie indépendamment de A.
Par définition, si s et ¢ sont deux faces de P telles que codim(s Nt) = 2 alors g = 4 cos?(0y) ;
dans ce cas on notera my = 6%' Ces notations et conventions seront utilisées tout au long de
ce texte.

Définition 2.7. — Soit P un polyedre projectif miroir dont les angles diédres sont des sous-
multiples de 7. Le systéme de Cozeter associé a P est le systéme de Coxeter (S, M), ot S est
I’ensemble des faces de codimension 1 de P et pour tous s,t € S, on a My = my si les faces s



et t vérifient codim(s Nt) = 2 et My = oo sinon. On note Wy le groupe de Coxeter associé au
systéme (S, M).

Théoréeme 2.8 (Vinberg). — Soit P un polyédre projectif miroir dont les angles diédres sont
des sous-multiples de . Soient (S, M) le systéme de Coxeter associé o P, W le groupe de
Cozxeter associé et I le groupe engendré par les réflexions projectives (04)ses. Alors,

a) Les polyeédres «y(P) er pavent un conveze 2 de PT(V).

b) Le morphisme o : Ws — I' défini par o(s) = o5 est un isomorphisme.

¢) Le groupe T' est un sous-groupe discret de SL*(V/).

d) Le groupe T' agit proprement sur Q, Uintérieur de €.

e) L’ensemble Q est ouvert si et seulement si pour tout sommet v de P, Wg, est fini, ot

Sy ={se S|vCs}.

Remarque 2.9. — Lorsque le graphe de Coxeter de Wy est connexe, que Wy est infini et que
les vg engendrent V', alors 2 est proprement convexe (Cela est démontré dans [Ben04b]).

Remarque 2.10. — Le point e) du théoréme de Vinberg et la classification des groupes de
Coxeter finis (|Bou|) montrent que si € est ouvert et le polyédre P est de dimension 3, alors
pour tout sommet v de P le groupe Wy, est de type (2,2,n) avec n > 2, ou (2,3,3), (2,3,4)
ou encore (2,3,5). En particulier, tout sommet de P doit étre de valence 3 pour obtenir un
convexe divisible 2.

2.4.2. Combinatoire d’un polyedre de PT(R*). — On se restreint désormais a la dimension 3
et on appellera une face de codimension 1 (resp. 2, resp. 3) une face (resp. une aréte, resp. un
sommet). Certaines propriétés combinatoires des polyédres seront essentielles, nous allons donc
donner quelques définitions.

A tout polyédre P, on associe un graphe Gp planaire et 3-connexe (i.e Gp a plus de quatre
sommets et Gp privé de 2 sommets quelconques non adjacents est encore connexe) dont les
sommets sont les sommets de P et les arétes les arétes de P.

Définition 2.11. — Soient P un polyédre et G un graphe, on dira que P réalise G lorsque G
et Gp sont des graphes planaires isomorphes.

Remarque 2.12. — En fait, on peut montrer qu’un graphe est réalisé par un polyédre si et
seulement s’il est planaire et 3-connexe (Théoréme de Steinitz, voir le livre [RG96]). De plus,
le plongement d’un tel graphe dans le plan est unique a isotopie et réflexion preés.

Ce qui nous intéresse, c’est de réaliser des polyédres avec des angles diédres prescrits; on en
vient donc a la définition suivante :

Définition 2.13. — Un graphe étiqueté est la donnée d’un graphe de valence 3, planaire et
3-connexe G et pour chaque aréte e de G d'un réel 0, €]0, 7.

Remarque 2.14. — Un graphe étiqueté G est en particulier un graphe planaire et 3-connexe,
la notion de face de G est donc bien définie.

Notations 2.15. — Soit G un graphe étiqueté, si e est une aréte de G, on désignera par 6,
I’angle associé. De plus, on désignera par . le réel 4 cos?(6.); et si 0, = 7, o m est un entier
supérieur ou égale a 2, on dira que l'aréte est d’ordre m. De plus, si s et ¢ désignent deux faces
de G qui partagent une aréte alors cette aréte sera notée st, et 0, désigne alors I’angle qu’elle
porte.

Définition 2.16. — Un graphe étiqueté (resp. polyédre miroir) est dit marqué lorsqu’une
numeérotation de ses faces a été choisie.



Définition 2.17. — Soient G un graphe étiqueté marqué, et P un polyédre miroir marqué;
on dit que P réalise G lorsque le polyédre sous-jacent a P réalise le graphe sous-jacent a G via
une identification qui respecte leur marquage et que les angles diédres du polyédre projectif
miroir P correspondent aux étiquettes de G.

Remarque 2.18. — Pour alléger la rédaction, on supposera implicitement tout au long de ce
texte que tous les graphes étiquetés et tous les polyédres projectifs miroirs sont marqués.

Définition 2.19. — Soit G un graphe planaire et 3-connexe, un k-circuit orienté (resp. k-
circuit) I' de G est une suite (f1, €1, fa, €9, ..., fr, €) définie & permutation circulaire prés (resp.
a permutation circulaire prés et a sens de parcours prés) telle que :

les f; sont des faces distinctes de G,
les e; sont des arétes de G,
Vi=1.k, fiN fiz1 =e;, ou frp1 = fi1.
De plus, si toutes les extrémités des arétes de I' sont distinctes, alors on dit que I' est
prismatique.

Remarque 2.20. — On voit aisément que si G est un graphe planaire, 3-connexe et de valence
3 alors les trois arétes de tout 3-circuit non prismatique ont un sommet en commun.

Définition 2.21. — Soient G un graphe étiqueté et I' un k-circuit de G, on note (6;);=1. x les
angles des arétes de I'; posons X = Z 0;.
i=1..k

™

sans angle droit  si les 0; sont tous différents de § pour i = 1...k,
avec angle droit  si I'un au moins des 6; est égal & § pour ¢ = 1...k,

On dira que I" est sphérique lorsque X > (k — 2),
affine lorsque ¥ = (k — 2),
hyperbolique lorsque ¥ < (k — 2)7.

2.4.3. Le théoréeme d’Andreev. — L’étude des polyédres hyperboliques et des polyédres projec-
tifs miroirs fait apparaitre une famille de graphes étiquetés qui nécessite un traitement a part.
Il s’agit des graphes étiquetés de la figure 1 qu’on appellera les prismes exceptionnels et on les
notera Gq 3. -

FIGURE 1. Prisme exceptionnel, avec «, 3,7 €]0, 5]

Théoréme 2.22 (Andreev). — Soit G un graphe étiqueté qui n’est pas le graphe d’un tétra-
edre. Alors, il existe un polyédre compact hyperbolique P qui réalise G si et seulement si les
quatre conditions suivantes sont vérifiées :

— Tout 3-circuit non prismatique de G est sphérique.

— Tout 3-circuit prismatique de G est hyperbolique.



— Tout 4-circuit prismatique de G est hyperbolique.
— G n’est pas un prisme exceptionnel.

De plus, ce polyedre est unique @ isométrie pres.

On peut trouver une démonstration du théoréme d’Andreev dans [And70] ou [RHDO7|. On
va s’intéresser a présent a un analogue projectif de ce résultat.

2.4.4. Espace des modules d’un polyedre projectif miroir. — Soit G un graphe étiqueté marqué ;
on introduit ’espace suivant :
Yg = {P polyédre projectif miroir marqué tel que P réalise G}.

Le groupe SLi(R) agit naturellement sur Yg. On souhaite comprendre 'espace quotient Xg =
YQ/SLjf(R) que l'on appelle espace des modules des polyédres projectifs miroirs marqués qui réalisent G.

3. Présentation des résultats

Dans ce texte, on s’intéresse exclusivement a une classe trés particuliére de polyédres, que
nous allons définir et étudier dans toute la partie 3.1 ; on appellera ces polyédres les écimagédres.

3.1. Les écimaédres combinatoires. — Soient un graphe planaire 3-connexe G de valence
3 et un sommet v de G ; on définit un nouveau graphe G’ planaire 3-connexe de valence 3 ou le
sommet v a été remplacé par un triangle dont les sommets appartiennent aux arétes issues de
v, comme sur la figure 2. Cette opération sera appelée I’écimage du graphe G au sommet v.

| v .1 - | v .1 -
W < N <<
\ — \ —

N -~ AN ~

N - AN -

— -

N — N —
— —
FiGURE 2. Ecimage

Définition 3.1. — Un graphe G est un écimaedre combinatoire lorsqu’on peut 1’obtenir & par-

tir du graphe du tétraédre combinatoire (i.e le graphe complet & 4 sommets) et d’un nombre fini
d’écimages. Un polyédre P est un écimaedre si son graphe Gp est un écimaédre combinatoire.

Définition 3.2. — Soient G; (resp. Go) un polyédre combinatoire qui posséde une face trian-
gulaire T} (resp. T3) et une identification ¢ de T3 et T (qui renverse l'orientation). Le polyédre
combinatoire G obtenu en recollant les polyédres combinatoires Gy et Gy le long des faces tri-
angulaires Ty et Ty via [identification ¢ est le polyédre combinatoire obtenu par le procédé
suivant :
1. On identifie les arétes et les sommets de T} (resp. T3) via ¢, on obtient ainsi un triangle
7T inclus dans G.
2. On retire I'intérieur des arétes du triangle 7T'. Ainsi les 3 sommets vy, v9, v3 de T" deviennent
de valence 2.
3. Pour i =1, ..,3, on note e; et f; les arétes incidentes en v; et on fusionne ces deux arétes
en une seule aréte en oubliant le sommet v;.

On obtient ainsi un graphe G planaire, 3-connexe et de valence 3.



FiGUuRrE 3. Graphes de 7gy, 71, T2, 73 et 1y

Nous allons décomposer les écimaédres combinatoires en blocs fondamentaux. 11 s’agit des
écimaédres (7;);—o. 4. L’écimaédre 7; est obtenu en écimant le tétraédre combinatoire 7 en 4
sommets distincts. Leurs graphes sont représentés par la figure 3.

Proposition 3.3. — Toul écimaédre combinatoire est obtenu en recollant un nombre fini de
blocs fondamentaux le long de faces triangulaires. Inversement tout polyédre combinatoire qui est
obtenu comme recollement de blocs fondamentauz le long de faces triangulaires est un écimaédre
combinatoire.

Démonstration. — Les deux directions se montrent par récurrence.

Commencons par montrer que tout écimaédre combinatoire G est obtenu en recollant un
nombre fini de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires, par récurrence sur le nombre
d’écimage subis par G.

L’initialisation de la récurrence est évidente. A présent, si G a subi n écimages alors il est
obtenu en écimant un sommet v d’un écimaédre H qui est par hypothése de récurrence obtenu
en recollant des blocs fondamentaux (B;);e; en nombre fini. Le sommet v appartient donc a
un bloc fondamental B;,. Distinguons deux cas, ou bien le sommet v de B;, est un sommet du
tétraédre sous-jacent a B;, ou bien il est sur face provenant de I’écimage.

Si le sommet v est un sommet du tétraédre sous-jacent a B;, alors ’écimaédre obtenu en
écimant B;, au sommet v est encore un bloc fondamental, par conséquent G est obtenue en
recollant un nombre fini de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires.

Si le sommet v est sur une face de B;, venant de ’écimage alors v est sur une face tri-
angulaire s de B;,. Dans ce cas, G est obtenu en recollant 'une des deux faces triangulaires
du bloc fondamental 75 avec la face s de H. Ainsi, G est obtenu en recollant un nombre fini
de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires. Ce qui conclut la premiére partie de la
démonstration.

Montrons a présent que tout polyeédre combinatoire qui est obtenu comme recollement de
blocs fondamentaux le long de faces triangulaires est un écimaédre, par récurrence sur le nombre
de blocs fondamentaux du recollement.

L’initialisation de la récurrence est encore évidente. A présent, si le polyédre combinatoire G
est obtenu en recollant n blocs fondamentaux le long de faces triangulaires, alors par hypothése
de récurrence G est obtenu en recollant un écimaédre H et un bloc fondamental le long d’une
face triangulaire s. Par conséquent, le polyédre G est obtenu en écimant la face s en 1,2 ou 3
sommets. C’est donc un écimaédre. O

On a d’abord besoin de quelques définitions purement combinatoire.



Définition 3.4. — Soient G un graphe planaire et 3-connexe et I' un 3-circuit orienté de G.
La coupe droite (resp. gauche) de G le long de T est le graphe G¢ (resp. G) obtenu en retirant
tous les sommets et les arétes de G a gauche (resp. droite) de I' et en ajoutant un triangle dont
les sommets sont les extrémités des arétes de I' qui sont a gauche (resp. droite) de I'. (Voir
figure 4.)
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FiGure 4. Coupe d’un graphe étiqueté

Définition 3.5. — Soit G un écimaédre, on dit qu’un 3-circuit prismatique est combinatoire-
ment essentiel lorsqu’il ne fait pas le tour d’'une face triangulaire.

Proposition 3.6. — Si un écimaédre G est obtenu en recollant des blocs fondamentaux (qui
ne sont pas des prismes triangulaires) le long de faces triangulaires, alors, les 3-circuits combi-
natoirement essentiels de G sont exactement les triangles le long desquels se recollent les blocs
fondamentau.

Démonstration. — En effet, tous les triangles le long desquels se recollent les blocs fonda-
mentaux correspondent naturellement & un 3-circuit prismatique combinatoirement essentiel.
Enfin, il faut montrer par récurrence (de fagon analogue a la proposition 3.3) que tout 3-circuit
prismatique combinatoirement essentiel correspond a un triangle. On ne fait que la propriété
d’hérédité, I'initialisation étant évidente. Soit I' un 3-circuit prismatique combinatoirement es-
sentiel d’un écimaedre G. On suppose que G est obtenu en recollant un écimaédre H et un bloc
fondamental B (qui n’est pas 77) le long d’une face triangulaire. Si I' est inclus dans H ou B
alors I’hypothése de récurrence conclut cette remarque. Sinon I' posséde une face f; (resp. f3)
qui est une face de H (resp. B) et qui n’est pas une face de B (resp. H). Mais les faces f; et f3
ne peuvent s’intersecter le long d’une aréte, ce qui est absurde (le 3-circuit I" posséde une face
fo qui est une face de H et B, et qui est une face du triangle de recollement de H et B). O

Remarque 3.7. — Comme tout écimaédre est obtenu en recollant des blocs fondamentaux le
long de faces triangulaires, il est facile de voir que tout 3-circuit non prismatique de G est inclus
dans un et un seul des blocs fondamentaux qui décomposent G. La proposition 3.6 montre que
tout 3-circuit prismatique non combinatoirement essentiel de G est inclus dans un ou deux
blocs fondamentaux qui décomposent G, et s’il est inclus dans 2 alors I'un d’eux est un prisme



triangulaire. Enfin, la proposition 3.6 montre que tout 3-circuit prismatique combinatoirement
essentiel de G est inclus dans exactement deux blocs fondamentaux. Par conséquent, I’ensemble
des 3-circuits de G peut étre réalisé comme un ensemble de courbes simples, continues, tranverses
aux arétes de G et disjointes. Nous allons découper G le long de ces courbes.

On a des définitions analogues pour les graphes étiquetés.

Définition 3.8. — Soient G un graphe étiqueté et I' un 3-circuit orienté de G ; on définit la
coupe droite (resp. gauche) de G le long de I', comme le graphe étiqueté G¢ (resp. G2) dont le
graphe sous-jacent est la coupe droite (resp. gauche) du graphe sous-jacent a G, et on étiquette
les nouvelles arétes de G (resp. GP) par des 2 et les anciennes gardent leurs étiquettes. (Voir
figure 4.)

Remarque 3.9. — Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le 3-circuit I', on allégera les notations
G et G en notant G¢ = G4 et G = GY.

Définition 3.10. — Soit G un écimaédre étiqueté, on dit qu'un 3-circuit prismatique est es-
sentiel lorsqu’il ne fait pas le tour d’une face triangulaire dont toutes les arétes sont d’ordre
2.

Définition 3.11. — Un bloc fondamental étiqueté est un graphe étiqueté et dont le graphe
sous-jacent est un bloc fondamental combinatoire, et les faces triangulaires issues de I’écimage
ne possédent que des arétes d’ordre 2.

Remarque 3.12. — 1l faut bien faire attention aux blocs fondamentaux qui sont des prismes
triangulaires. En effet, ces derniers possédent deux faces triangulaires mais une seule de ces
deux faces provient de ’écimage. Par conséquent, les blocs fondamentaux qui sont des prismes
triangulaires ne possédent a priori qu'une seule face triangulaire qui porte uniquement des
arétes d’ordre 2.

Tout cela permet d’associer a tout écimaedre G, un arbre Ag qui « mémorise » les écimages
effectués. Cet arbre permet de coder une partie de la combinatoire de G.

Nous allons découper G le long de ces 3-circuits prismatiques. Pour cela, on se donne une
famille (I';)je; de 3-circuits orientés de G o chaque 3-circuit est représenté exactement une
fois. La proposition 3.6 et la remarque 3.7 montrent que si 'on découpe G le long d’un 3-circuit
prismatique I';, de G alors les 3-circuits (I';);;, sont des 3-circuits de g{f ou bien de GZ. On
découpe G le long de tous les 3-circuits (I';);es qui sont prismatiques. Les écimaeédres obtenus
par ce découpage ne posseédent plus aucun 3-circuit prismatique essentiel. Par conséquent, la
proposition 3.6 et la remarque 3.7 montrent que ce sont des blocs fondamentaux étiquetés.

Définition 3.13. — Soit G un écimaédre combinatoire, notons (I';) ;e la famille compléte des
3-circuits orientés de G. L’arbre associé a G sera noté Ag et il est défini de la fagon suivante :
les sommets de Ag sont d'une part les sommets de G, d’autre part les blocs fondamentaux
(B;)i=1..n+1 résultant du découpage de G le long des 3-circuits prismatiques de la famille (I';) c.
Deux sommets de Ag qui sont des blocs fondamentaux B; et By de Ag sont reliés par une aréte
lorsque B; et By partagent un 3-circuit de (I';);je;. Un sommet v de G est relié a un bloc
fondamental lorsque v appartient a ce bloc.

On représentera les arétes extrémales de Ag en pointillés, car elles sont en bijection avec
les sommets de G, alors que les arétes non extrémales sont en bijection avec les 3-circuits
prismatiques de G. De plus, les arétes extrémales du sous-arbre en trait plein sont en bijection
avec les 3-circuits prismatiques non combinatoirement essentiels.

On a représenté les arbres Az pour ¢ = 1,...,4 a l'aide de la figure 5.
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FIGURE 5. Les arbres Az, A, Az, Ar; et Ag,.

Remarque 3.14. — L’application G — Ag n’est pas injective. En revanche, on vérifie facile-
ment que 'image de cette application est I’ensemble des arbres dont les sommets non extrémaux
sont de valence 4.

Nous allons montrer que 'on peut construire tous les écimaédres miroirs dont le graphe
sous-jacent n’est pas celui d’un tétraédre en recollant « des blocs fondamentaux miroirs ».

3.2. Enoncé du résultat. — Pour énoncer le résultat, on a besoin d’introduire plusieurs
quantités associées a G. Nous allons calculer la dimension attendue de Xg de fagon heuristique.
Rappelons que lorsque deux faces adjacentes s et ¢ partagent une aréte s Nt qui porte
Iétiquette g alors (définition 2.4 et notations 2.6) :
— On a v = —a,(vy) = 0.
— Si I'aréte s Nt est d’ordre 2 alors les deux équations suivantes doivent étre vérifiés :
Vs = Vgt = 0.
— Si laréte s Nt n’est pas d’ordre 2 alors une seule équation doit étre vérifiée : vgvs = g
On peut voir Xg de la fagon suivante : soient S ’ensemble des faces de G et f le cardinal de

S.
1. Nombre d’inconnues : ([a], [vs])ses € (PT((RY)*) x PT(R*))® est une variété de dimension
6f.
2. Nombre d’équations : on a e + ey équations, ou e est le nombre d’arétes de G et ey le

nombre d’arétes d’ordre 2.
3. Modulo SL(R) qui agit librement et proprement sur Y et dim(SLi(R)) = 15.

Donc la dimension attendue de G est d(G) = 6f —e—ey—15. Or, G est de valence 3, il posséde
donc e sommets. La relation d’Euler montre que f = %< il vient donc d(G) = (e —e3) —3 =
ey — 3,00 ey =e — e est le nombre d’arétes de G d’ordre différent de 2. Il est intéressant de

noter que ce calcul heuristique ne suppose pas que G est un écimaeédre.

Définition 3.15. — Soit G un écimaeédre étiqueté, on définit les quantités suivantes :
- d(g) = €4 — 3.
— n(G) est le nombre de 3-circuits affines ou sphériques, prismatiques, sans angle droit de G.
— m(G) est le nombre de 3-circuits affines ou sphériques, prismatiques, avec angle droit de

g.



Théoréeme 3.16. — Soit G un écimaeédre étiqueté marqué. Alors,

1) Sim(G)=0etd(G) =0 alors Xg est difféomorphe a k(G) copies de RU9),
et G n’est pas un prisme ot k(G) est un entier pair ou égal a 1,
exceptionnel qui vérifie 1 < k(G) < 29,

2) Sim(G)=0etd(G) <0 alors on a deuz cas :
a) Le graphe sous-jacent a G est un tétraeédre
combinatoire et Xg est un singleton.
b) G = Gap.z pour un certain couple (o, 3)
avec a + 3 < § et Xg = 2.

3) Sim(G) >0 alors on a deuz cas
a) $1G = Ga, 1o,z alors Xg est un singleton
et m(G) = 1.

b) sinon (en particulier si G = Go 57
avec o+ > §) alors Xg = @.

4) SiG = Gap~ est un prisme alors on a 3 cas
a) si o+ B4y <malors Xg = 9.

exceptionnel avec b) si o+ B+ =m alors Xg est un singleton.
0<a,B,v<3 c) siao+ B+ >m alors Card(Xg) = 2.
Remarque 3.17. — 1l faut bien remarquer que les points 1, 2, 3, et 4 sont disjoints. La seule

difficulté est de voir que le cas 4) est disjoint des trois autres. Mais dans le cas 4, on a m(G) = 0,
d(G) =0 et G est un prisme exceptionnel.

Corollaire 3.18. — Soit G un écimaedre étiqueté marqué : alors Xg est une variété qui pos-
sede un nombre fini de composantes connexes, toutes les composantes conneres de Xg sont
homéomorphes a des boules et elles ont toutes la méme dimension.

Enfin, lespace Xg est vide si et seulement si on est dans ['un des cas suivants :

1. Xg est un prisme exceptionnel dont ['unique 3-circuit prismatique est hyperbolique.
2. m(G) = 1 et G nest pas un prisme exceptionnel dont ['unique 3-circuit prismatique est
affine avec angle droit.

Démonstration. — En effet, si m(G) = 0 alors les cas 1), 2) et 4) du théoréme 3.16 montrent
que X¢g = @ si et seulement si G est un prisme exceptionnel dont 'unique 3-circuit prismatique
est hyperbolique. Si m(G) > 1 alors c’est le cas 3) du théoréme 3.16 qui conclut. O

Corollaire 3.19. — Si G est un écimaédre étiqueté qui vérifie les conditions du théoreme d’An-
dreev alors Xg est difféomorphe @ RU9).

Démonstration. — 1l est clair que m(G) = n(G) = 0 et que G n’est pas un prisme exceptionnel,
il reste donc a vérifier que d(G) > 0, pour appliquer le point 1). Il faut noter que G n’est pas un
tétraédre puisqu’il vérifie les hypothéses du théoréme d’Andreev. Le plus simple est de distin-
guer deux cas : G est un prisme (dont le circuit prismatique est nécessairement hyperbolique)
ou bien G n’est ni un tétraédre, ni un prisme.

Dans le premier cas, il est facile de voir que tout prisme non exceptionnel qui vérifie que
m(G) = 0 posséde au moins 3 arétes qui ne sont pas d’ordre 2. Par suite, d(G) > 0.



Si G est un écimaédre qui n’est ni un tétraédre, ni un prisme alors G posséde au moins
deux 3-circuits prismatiques. Comme G vérifie les hypothéses du théoréme d’Andreev, tout 3-
circuit prismatique de G est hyperbolique et posséde donc au plus une seule aréte d’ordre 2.
L’écimaédre étiqueté G posséde donc au moins 3 arétes d’ordre différent de 2 (la 3-connexité
de G entraine que deux 3-circuits distincts de G ont au plus une aréte en commun). Par suite,
d(g) > 0. O

Remarque 3.20. — L’hypothése d’ordonnabilité de Choi est plus forte dans le cas ot le graphe
G est trivalent que I'hypothése de cet article selon laquelle G est un écimaédre. Nous avons
supposé que les graphes étiquetés étaient des graphes de valence 3, et dans ce cas, on peut
montrer que, si G est un graphe étiqueté ordonnable, alors le graphe sous-jacent a G est un
écimaedre combinatoire. Mais il existe des graphes planaires et 3-connexes de valence supérieure
a 3 qui sont ordonnables (s’ils sont étiquetés correctement). Il faut noter que pour construire un
convexe divisible via la méthode de Vinberg, une condition nécessaire (voir la remarque 2.10)
est que le polyédre de départ soit de valence 3.

Remarque 3.21. — Pour calculer £(G) nous allons retirer certaines arétes de l'arbre Ag et
on obtient une forét que l'on notera Fg. Puis on introduira la notion d’orientation partielle et
d’orientation partielle admissible de la forét Fg (voir partie 4.4). Enfin on démontrera que x(G)
est le nombre d’orientations partielles admissibles de la forét Fg (voir le théoréme 4.42).

Remarque 3.22. — Nous énoncerons a la fin de ce texte le théoréme 4.42 qui précise la partie
1) du théoréme 3.16 en donnant une paramétrisation explicite de Xg.

Nous allons commencer par les points 2) et 3) qui sont beaucoup plus faciles & montrer. Puis
on attaquera la démonstration des points 1) et 4).

3.3. Démonstration des points 2 et 3. —

Lemme 3.23. — Soit P un polyédre miroir, soient s et t deux faces distinctes quelconques de
P; alors vis = —as(vy) =2 0 et vy = —ag(vy) = 0 si et seulement si s et t partagent une aréte
d’ordre 2.

Démonstration. — Si s et t sont adjacentes alors les conditions 1)-2’b) (définition 2.4 et no-

tations 2.6) entrainent le lemme. A présent, soient s et ¢ deux faces non adjacentes de P,
et r1,...,7; les faces de P adjacentes a t. Comme P est un polyédre proprement convexe,
son dual dans PT(R*)* est aussi un polyédre proprement convexe dont les sommets sont les
faces de P. Par conséquent, le segment qui relie [—a,] & [—ay] traverse ’enveloppe convexe des
([—ar,])iz1... & dans PT(R*)*. Par conséquent, —a, peut s’écrire comme une combinaison linéaire
a coefficients positifs des (—ay,)i=1.. x et de a; dont le coefficient associé a oy est strictement
positif. Les inégalités —a,., (v;) = 0 pour i = 1...k et I'égalité a;(v;) = 2 entrainent I'inégalité
—as(vy) > 0. O

Remarque 3.24. — Rappelons que pour tout polyédre projectif miroir P, pour toute face s
de P, la polaire [v,] de s n’appartient pas & P puisque —a,(vs) < 0. Le lemme 3.23 montre que
tout segment projectif issu de [vy] et rencontrant P, rencontre en premier la face s.

Le lemme suivant démontre le point 3) et un résultat sur les 3-circuits affines ou sphériques,
prismatiques qui sera utile a plusieurs reprises.

Lemme 3.25. — Soit G un graphe étiqueté tel que Xg # &, alors tout 3-circuit T affine ou
sphérique, prismatique de G posséde au plus un angle droit. Et s’il en posséde un alors G est le

prisme exceptionnel ga,g_a,g pour un certain a €]0, 7| et Xg est un singleton.



Démonstration. — Soient P un polyédre miroir qui réalise G et I' un 3-circuit orienté prisma-
tique avec angle droit, affine ou sphérique.

Commencons par numéroter de 1 a 3 les faces qui forment I" de telle sorte que ’aréte adjacente
aux faces 1 et 2 soit d’ordre 2. Le 3-circuit I' est prismatique donc il existe une face a gauche
de I" et une a droite de I' qu’on numérote 4 et 5. On peut supposer que ’on a la configuration
suivante dans une base (e;);-1.4 de R*: a; = —e; pour ¢ = 1...4. On souhaite avoir une forme
simple pour la forme linéaire a5, on va montrer que 1’on peut supposer que as = —ej—ej—ej+ej.
Le stabilisateur des ([a;])i=1.4 est le groupe des matrices diagonales & diagonales strictement
positives dans la base (e;);=1..4 de R*. La forme linéaire as se décompose dans la base duale
de la base (e;)j=1.4. Il suffit de vérifier que les signes des coefficients de cette décomposition
sont les bons. Le polyédre dual de P est un polyédre convexe dont les sommets sont les faces
de P, par conséquent le segment reliant [—ay] & [—as] dans P+ (R?) traverse le triangle dont les
sommets sont les points [—a;], [—as] et [—a3]. Par conséquent, as est une combinaison linéaire a
coefficients positifs de —a;, —aw, —ag et ay. On peut donc supposer que as = —ej —e5 —ej +ej.
Soient v;; les coordonnées de (v;);=1..5. On a :

U1 —2 0 V13 V14
(%) = 0 —2 V23 Ug
U3 U31 V32 —2 V34

On rappelle que si les faces i et j sont adjacentes alors v;vj; = u;; = 4 cos?(6;;) (définition 2.4
et notations 2.6). Le lemme 3.23 affirme que v;; > 0 pour i # j et que les inégalités suivantes
doivent étre vérifiées :

—as(vy) =0 cest-a-dire vz > 2 + vy4,
—as(vy) =0 cest-a-dire wvgg = 2 + voy,
—as(vg) =0 clest-a-dire ’;le + ’;72: > 2+ v34.

Donc vz > 2 et vo3 > 2 et ainsi, ju13+ 93 > 4 et donc 013 + 03 < 5. Or, 0134053 > 5 (car I’
est affine ou sphérique) donc 013-+03 = 7, et pg+pi93 = 4. Il vient finalement que vi3 = va3

et donc v = 52 et vy = B2, puis vy = voy = v34 = 0, et enfin as(v1) = as(v2) = as(vs) =
Les faces 4 et 5 sont donc adjacentes aux faces 1, 2 et 3, d’aprés le lemme 3.23.

Ainsi, le polyedre miroir ) obtenu a l'aide des faces 1,2,3,4,5 de P réalise un G z o,z pour
a = arccos(\/“TT) €]0, 5[ et le polyedre @ est clairement unique puisque les coordonnées des
vecteurs (v;);—1.5 ont été calculées explicitement.

Cela montre aussi que si Xg est non vide alors tout 3-circuit prismatique affine ou sphérique
avec angle droit est affine. Par conséquent, le polyédre @) est le polyédre P lui-méme. En
effet, si P possédait d’autres faces, alors comme P est un écimaédre, P posséderait un 3-
circuit prismatique sphérique avec angle droit provenant d’un des six 3-circuits non prismatiques
sphériques de Q. O

Maintenant que le point 3) est acquis, on peut montrer le point 2).

Démonstration du point 2. — On a par hypothése m(G) = 0 (i.e. tout 3-circuit prismatique
avec angle droit de G est hyperbolique). Par conséquent, aucun 3-circuit prismatique de G ne
posseéde deux angles droits. Mais on a aussi supposé que d(G) < 0, par conséquent e, < 2.
Comme dans un graphe 3-connexe deux 3-circuits distincts ont au plus une aréte en commun,
I’écimaédre étiqueté G contient au plus un 3-circuit prismatique.

Les seuls écimaeédres qui possédent au plus un 3-circuit prismatique sont le tétraédre combi-
natoire et le prisme triangulaire combinatoire.

Commencons par le cas ou le graphe sous-jacent & G est un prisme triangulaire combinatoire.
On a supposé que d(G) < 0 donc G posséde au moins 7 arétes d’ordre 2, et comme G n’a pas de
3-circuit affine ou sphérique, prismatique, avec angle droit (m(G) = 0), G posséde exactement



7 arétes d’ordre 2, et G = G, 5.z pour un certain couple («a, 3) €]0, Z[* tels que 4+ 3 < Z. On
reprend le calcul de la démonstration du lemme 3.25.

On rappelle que dans la démonstration du lemme 3.25, on a en particulier calculé 'espace
des modules d’un prisme exceptionnel dont I'unique 3-circuit prismatique est a angle droit et
affine ou sphérique. A présent, on doit calculer I’espace des modules d’un prisme exceptionnel
dont I'unique 3-circuit prismatique est a angle droit et hyperbolique.

On reprend les mémes notations pour les faces et on suppose toujours que c’est 'aréte parta-
gée par les faces 1 et 2 qui est d’ordre 2. On obtient les coordonnées suivantes pour les formes
linéaires (o )i—1,.. 5 et les vecteurs (v;)i=1, 5.

J— * y
o =—e,1=1,..,4
_ * * * *
5 = —€] — €y — €3+ €y
U1 —2 0 V13 0
(%) = 0 —2 V23 0
U3 vz vz —2 0

La face numérotée 5 de G ne contient que des arétes d’ordre 2 par conséquent on a :

—as(vy) =0 c'est-a-dire v3 = 2,
—as(vy) =0 c'est-a-dire w93 = 2,

—as(v3) =0 clest-a-dire £ 4 L2 =2

Donc v3 = vy3 = ﬁ + % = 2, il vient que g3 + po3 = 4. Ce qui est absurde puisque par
hypotheése 0oz + 031 < 5 et donc g3 + pro3 > 4. Par conséquent X¢g = &.

Il reste le cas ou le graphe sous-jacent & G est un tétraédre combinatoire. La démonstration
de ce point sera faite au paragraphe 4.7.1, proposition 4.29, ot I’on calcule I’espace des modules

d’un tétraédre étiqueté marqué quelconque. O

4. Démonstration des résultats

4.1. Plan de la démonstration des points 1) et 4). — A partir de maintenant tous les
graphes étiquetés que 'on considére n’ont aucun 3-circuit affine ou sphérique, prismatique, avec
angle droit, autrement dit ils vérifient m(G) = 0.

La démonstration se déroule en 6 étapes :

1. Comme les 3-circuits vont jouer un role essentiel dans la compréhension des polyedres
miroirs, on va commencer par s’intéresser aux triangles miroirs. Dans la partie 4.2 on
introduit l'invariant R qui parametre ’espace des modules d’un triangle combinatoire
étiqueté.

2. L’idée pour comprendre I'espace Xg est de découper les polyédres miroirs qui réalisent G
le long de leurs 3-circuits prismatiques essentiels. On obtient ainsi des polyédres miroirs
qui réalisent des blocs fondamentaux. Les démonstrations des lemmes nécessaires a la
construction des blocs fondamentaux et des plans pour découper P font ’objet de la
partie 4.3.

3. Une bonne méthode pour comprendre les composantes connexes de Xg est de parler
d’orientation partielle admissible de la forét Fg qui est une sous-forét de l’arbre Ag. Nous
donnerons les définitions de tout cela dans la partie 4.4.

4. Pour que la bijection entre les composantes connexes de Xg et les orientations partielles
admissibles de Fg soit la plus simple possible, il faut introduire un outil technique : les
systémes puits-source de 3-circuits de G. Cela sera fait dans la partie 4.5.

5. 1l faut ensuite comprendre Xg pour les blocs fondamentaux et les prismes exceptionnels
sans angle droit, ce qui est fait dans la partie 4.7.



6. Enfin, une fois que ’on a découpé P en blocs fondamentaux, il faut comprendre comment
on peut les recoller, c’est la partie 4.8.

4.2. Les triangles miroirs. —

Définition 4.1. — On appellera triangle combinatoire le graphe complet & 3 sommets. Un
triangle étiqueté est la donnée d’un triangle combinatoire 7 et pour chaque sommet s de 7
d’un réel 6 €]0, 7]. Un triangle combinatoire est dit marqué lorsque 'on a numéroté ses arétes
de 1 & 3. On a une définition analogue a celle des paragraphes précédents de triangle avec
angle droit, sans angle droit, affine, sphérique, hyperbolique, projectif, miroir, marqué et aussi
d’espace des modules de triangles miroirs marqués.

Remarque 4.2. — Le marquage de 7 fournit une orientation naturelle de 7.

Proposition 4.3. — Soient T un triangle étiqueté marqué, et X1 'espace des modules associé.

— Si T ne posséde aucun sommet d’ordre 2 alors X7 est diffécomorphe a R. De plus, si [’on
numérote les arétes du triangle projectif miroir T via le marquage de T, alors [’application :

T+ Ry = log (O”(”?)O‘?(U?»)%(vl))

(03] (’U3)043(’U2)062 (’Ul)

est un difféomorphisme de X7 sur R.
— Si T possede un sommet d’ordre 2 alors X1 est un singleton.

Démonstration. — On ne démontre que le cas ou tous les sommets sont d’ordre différent de
2, lautre cas se démontre par un calcul analogue. Numérotons les faces du triangle étiqueté
7 de 1 a 3, et notons (e;);—1..3 la base canonique de R3. On peut supposer que a; = —e.
Le stabilisateur des classes projectives [a1], [a], [a3] dans SL; (R) est I’ensemble des matrices
diagonales, on peut donc supposer que dans la base (e;);—1..3, le vecteur vy = (=2, \/fi1z, \/[13)-
Le stabilisateur de [a], [as], [as] et [v1] est réduit & I'identité.

On note encore pour tout i, j =1, ..., 3, v;; = —;(v;), on rappelle que pour tout i, 7 =1, ..., 3,
les équations suivantes doit étre vérifiees v;;v;; = p;; (Définition 2.4 et notations 2.6)

On obtient donc pour un certain z € R :

vy _ Vi —2 23T
vy Vi B =2

Cela montre que I'application T+ log <Zigg§gg§gzzggzgxg> = —2log(z) est un difféeomorphisme

de X7 sur R. O

Soit 7 un triangle étiqueté marqué, les quantités suivantes vont se révéler cruciales dans la

suite. On note X = puy9 + fiog + p31, p = /Hizfiasfizr- Lorsque 7 est sphérique (et sans angle

4-S4((4-%)2—p?)?
p

que la quantité r7 est bien définie mais on le montrera dans la démonstration du lemme 4.4.

droit, i.e p > 0) on définit aussi la quantité r7 = 2log > (. Il n’est pas clair

Lemme 4.4. — Soient un triangle étiqueté marqué T avec au plus un angle droit et un triangle
miroir marqué T qui réalise T. On note B une base de R® dont ’orientation est opposée a celle
de la base antéduale du triplet (aq, ag, ag).



1)Si T est  hyperbolique alors detg(vy, va,v3) >0
affine sans angle droit et Ry # 0
sphérique sans angle droit et |Rp| > rr

2) Si T est affine avec angle droit alors detg(vy, vo,v3) = 0.
affine sans angle droit et Rp =0
sphérique sans angle droit et |Ry| = rr

3) Si T est sphérique sans angle droit et |Ry| < rz alors detp(vy, v, v3) < 0.
sphérique avec angle droit

Remarque 4.5. — On rappelle que les couples (o, v;);=1,.._3 sont bien définis & une constante
multiplicative strictement positive prés (notations 2.6). Par conséquent, la valeur de la quantité
dets(v1, v, v3) n’a pas de sens, mais son signe et sa nullité ont un sens.

Démonstration. — Notons (e;);—1..3 la base canonique de R?. On peut supposer que a; = —e.
La base canonique de R? posséde bien une orientation opposée a celle de la base antéduale du
triplet (g, as, as). Commengons par le cas ou I' est avec angle droit. On suppose que c’est
'angle entre l'aréte 1 et l'aréte 2 qui est égal a 7. On obtient facilement (aprés multiplication
par une matrice diagonale positive qui fixe donc les classes projectives de aq, aq, a3) que :

vy —2 0 s
V2 = 0 =2 /123
U3 Vsl ez —2

Par conséquent, D = det(vy, vy, v3) = 2(os + pt13 — 4) = 8(cos?(fa3) + cos?(f3;) — 1). Par
conséquent, D > 0 si fhs + 031 < 7, nul si Oz + 031 = 5 et D < 0 si Oy + 031 > 7.

On suppose a présent 7 sans angle droit et on pose D = det(vq, vo, v3). Le lemme 4.3 montre
(aprés multiplication par une matrice diagonale positive qui fixe donc les classes projectives de
aq, g, a3) que

U1 —2 v 12 \/,U13RT
ve | = | V2 —2 . flo3€” 2
‘T

vs VH13  \/H3eT —2

R —Rp

On a D = det(vy,v9,v3) =pe2 +pe 2 +2(X —4). On pose P(x) = pr? — 2(4 — )z + p;
ainsi D = e_RTTP(eRTT). Si A est le discriminant de P, on a A = 4(4 — ¥ —p)(4 — X + p).
Commencons par remarquer que comme p > 0, si les racines de P sont réelles alors elles sont

toutes les deux du signe de 4 — .. Ensuite, un peu de trigonomeétrie montre que

4—% —p=—16cos (M) oS (m) oS (m) oS (M)
2 2 2 2 :

On remarque que comme les angles 0;; sont aigus le produit des 3 derniers membres est
strictement positif.
On distingue donc 3 cas :

1. Si 7 est sphérique, alors 4 — 3 — p > 0, par suite A > 0 et 4 — 3 > 0. Les racines ur, u}l
de P sont donc réelles, strictement positives et inverses 'une de "autre. On peut supposer
que ur > 1 et en remarquant que r7 = 2log(uz), on obtient donc que la quantité r7 est
bien définie et strictement positive. La quantité D est du signe de |Rp| — r7.

2. Si 7T est affine, alors 4 — 3 —p = 0; par suite A =0et 4 —3 = p > 0, et ainsi 1 est racine
double. La quantité D est strictement positive si et seulement si Ry # 0, et nulle sinon.



3. Si 7T est hyperbolique, alors 4 — > —p < 0. Alors soit 4 — >+ p < 0 et les racines de P sont
strictement négatives, soit 4 — X + p > 0 et les racines de P sont complexes. La quantité
D est toujours strictement positive.

O

Notations 4.6. — Soient G un écimaédre étiqueté marqué, P un polyédre miroir qui réalise G
et I' un 3-circuit orienté de G. Alors I' définit un triangle étiqueté marqué 7 dont les sommets
sont les arétes traversées par I', les arétes de 7 sont les faces traversées par I', les étiquettes
portées par les sommets sont les étiquettes portées par les arétes de I', et on marque les arétes
a l'aide de l'orientation de I'.

Lorsque I est sans angle droit, on notera Rp(P) le réel Ry introduit dans I’énoncé du lemme
4.3; si 7 est sphérique, on notera rr le réel 7 introduit avant le lemme 4.4 et si 7 est affine,
on pose rr = 0. Cette convention permet de ne pas distinguer le cas affine du cas sphérique.

On utilisera une autre convention, si un 3-circuit I' est avec angle droit alors on pose
Rr(P) = 0. Cette convention permet de distinguer le cas sans angle droit du cas avec angle
droit uniquement lorsque c’est nécessaire.

Enfin, plus généralement, si (f1, ..., fx) est une suite de faces de P, on peut définir la quantité

suivante :
arn(ve)ag(ve) - - af, (v
R(fl,---,fk)(P) _ 10g< f1( fz) fz( f3) fk( f1) )
ar (vg)ap(vn) - ag (v, )
Ainsi, lorsque I' est un 3-circuit orienté, il définit naturellement une suite de faces et 1'on
retrouve la définition précédente.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on allégera les notations en notant Ry, . r)(P) = R, )
et RI‘(P) = RF.

4.3. Les lemmes de coupe. — On cherche tout d’abord a construire les blocs fondamentaux
miroirs en coupant un tétraedre miroir le long de ses 3-circuits. C’est l'objet des lemmes 4.10,
4.11 et 4.16, des deux prochains paragraphes. Ensuite, on se donne un polyédre miroir P et
on souhaite découper P le long de ses 3-circuits prismatiques essentiels pour obtenir des blocs
fondamentaux. Nous allons avoir besoin des définitions suivantes :

Définition 4.7. — Soient P un polyédre miroir et [' un 3-circuit de P qui traverse les faces
r,s,t de P. On désignera par Il le sous-espace projectif engendré par les points polaires
(0], [vs], [ve]. On dira que IIp coupe P le long de T' lorsque IIp est un plan et l'intersection
de Il avec les arétes de P est incluse dans les arétes ouvertes le long desquelles se rencontrent
les faces r, s, t.

Remarque 4.8. — Soient P un polyédre miroir de Xg et I' un 3-circuit prismatique non
essentiel de P (définition 3.10). On numérote de 1 & 3 les faces traversées par I', et on numérote
4 la face triangulaire dont I' fait le tour. Nous allons montrer que si IIp est un plan alors la
réflexion o4 est entiérement déterminée par les réflexions oy, o9, 03.

En effet, comme I" n’est pas essentiel, les arétes de la face 4 sont toutes d’ordre 2 (en particulier
04 commute avec 0y, 0y et 03), par conséquent les points vy, ve et vs vérifient ay(v1) = ay(ve) =
ay(vs) = 0 (définition 2.4 et notations 2.6). Ainsi, le plan projectif définissant la face 4 est le
plan projectif IIr qui est engendré par les points polaires [v1], [vs] et [v3]. La polaire [vg] de
la face 4 vérifie les équations ayq(vy) = as(vy) = as(vy) = 0, cette intersection est réduite a
deux points car P est un polyédre convexe. La polaire [vy] doit aussi vérifier que ay(vy) = 2, il
vient qu'un seul des deux points de 'intersection des plans projectifs associés aux faces 1, 2 et
3 vérifie ces propriétés.

Nous allons montrer que, pour tout polyédre miroir P de Xg et tout 3-circuit prismatique
essentiel I', I est un plan et que ce dernier coupe P le long de I'. On peut donc définir la coupe
droite P¢ (vesp. gauche P?) de P le long de I' comme le polyédre miroir obtenu en retirant les



faces et les réflexions par rapport aux faces a gauche (resp. droite) de I' et en ajoutant 'unique
(remarque 4.8) réflexion par rapport au plan ITr qui commute avec les réflexions associées aux
faces traversées par I'.

Remarque 4.9. — Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le 3-circuit I', on allégera les notations
P# et PY en notant P¢ = P? et PY = P9.

4.3.1. Lemme d’écimage. —

Lemme 4.10. — Soient P un polyédre miroir et I' un 3-circuit orienté de P. Le sous-espace
IIr est un plan projectif sauf si les conditions 1)2)3) ou 1)2)3) ou 1)2)3)" sont réunies.

1) Le polyédre P est un tétraédre ou un prisme triangulaire.

2)  Les arétes des faces qui ne sont pas traversées par I' sont d’ordre 2.

3) Le 3-circuit T' est affine sans angle droit et Ry = 0.

3)  Le 3-circuit I' est sphérique sans angle droit et |Rp| = rr.

3)"  Le 3-circuit I' est affine avec angle droit.

Démonstration. — Soient sq, So, s3 les faces de P traversées par I'. Soit s4 une face quelconque
de P différente de sy, s, s3. On peut supposer que les faces (s;);—1,.. 4 sont définies par les formes
linéaires (—e})i=1.. 4, OU (€;)i=1,.. 4 est une base de R, car P est un polyedre convexe. Le sous-
espace IIp n’est pas un plan projectif si et seulement si la matrice M = (—o;(v;))iz1..3,j=1..4
est de rang 2, donc si et seulement si tous les mineurs de taille 3 extraits de la matrice M sont
nuls. On a :

—2 v Uiz Vs
M = V21 -2 Va3 U24
U3l Uy —2 Usg

ot les v;; désignent les coordonnées de (v;);=1..3 dans la base (e;);=1. 4.

Le mineur obtenu en rayant la derniére colonne donne le déterminant du lemme 4.4. Donc,
si I n’est pas un plan, alors I'une des conditions 3), 3)" ou 3)” est réalisée.

Calculons a présent le mineur D; obtenu en rayant la lére colonne :

Dy = v19(v23034 + 2024) + v13(2034 + V32024) + V14(4 — f123).

Le lemme 3.23 montre que v;; > 0 pour i # j; de plus p93 < 4 et donc v14 = 0 quand Dy = 0.
De la méme fagon, le calcul des mineurs obtenus en rayant la 2éme ou la 3éme colonne montre
que v9y = v34 = 0. Le lemme 3.23 montre donc que la face sy est adjacente a sq, so et s3 . Les
conditions 1) et 2) sont alors réalisées car il y a au plus 2 faces adjacentes simultanément & s,
So et s3.
Les mémes calculs montrent que si les conditions 1)2)3) ou 1)2)3)" ou 1)2)3)” sont réunies
alors Il est une droite projective. O

Lemme 4.11. — Soient P un polyédre miroiwr et I' un 3-circuit qui entoure un sommet v. On
suppose que P n’est pas un tétraédre dont la face opposée a v ne posséde que des arétes d’ordre
2. On suppose aussi que IIp est un plan projectif et que I' posséde au plus un seul angle droit.
On note Py le polyédre projectif sous-jacent a P.



1)SiT est  hyperbolique alors Iy coupe Py le long de T'.
affine sans angle droit et Rp # 0
sphérique sans angle droit et |Rr| > rr

2) Si T est affine avec angle droit alors Il N Py = {v}.
affine sans angle droit et Rpr =0
sphérique sans angle droit et |Rp| =

3) Si T est sphérique sans angle droit et |Rp| < rp alors IIr N Py = @.
sphérique avec angle droit

Remarque 4.12. — Pour alléger I’énoncé du lemme 4.11 nous apportons une précision au cas
3) sous la forme d’une remarque. On numérote les faces de I' de 1 & 3. On note ¢; la i-éme
aréte fermée traversée par I' et C' le convexe polyédral obtenu a partir de Fy en oubliant les
inégalités associées aux faces traversées par I' (ces faces partagent un sommet). On note L; la
droite engendrée par e; et D; I'intersection C'N L;. On note M; le point d’intersection du plan
IIr et D;, pour i = 1,...,3. Il n’est pas évident que les points (M;);—;.. 3 sont bien définis mais
nous montrerons que c’est le cas. Nous allons montrer que dans le cas 3), les points M; sont
dans Uintérieur de D; \ e;.

Remarque 4.13. — Avant de démontrer ce lemme, on pourra remarquer que les conditions
1)2)3) sont celles du lemme 4.4.

Démonstration. — Solent (s;);=1,.._3 les faces de P traversées par I et soit s4 une face quelconque
de P. Soit IIr le sous-espace engendré par les points polaires [v1], [v2] et [v3]. On a supposé que
IIr est un plan projectif.

Comme on travaille dans le revétement a deux feuillets de P(R*) Pintersections de trois plans
en positions génériques est la réunion de deux points opposés. On définit les six points Mli, ]\42i
et M3, de la fagon suivante : {M;", M} = IrN{ay = 0}N{as = 0}, {M;", My} = TIrN{as =
O}H{Oél :0}, {M;,Mg_} :Hpﬂ{al :O}ﬂ{ag :O}

Commencons par vérifier que les points M5, M3 et Mj sont bien définis. On ne traite que
les points MljE Il s’agit de montrer que 1’ensemble des solutions des équations suivantes en les
inconnues x, ¥y, z est un espace vectoriel de dimension 1.

=0
=0

as(xv1 + Yyvg + 2v3)
az(xvy + yvg + 2zv3)

Le calcul explicite de ce systéeme donne :

zag(vy) + 2y + zas(vz) =0
rvaz(vy) + yas(vy) + 2z =0

Ce systéme est de rang 2 puisque 4 — a(vs)as(vs) = 4 — 193 > 0. Les points M=, M3 et M3
sont donc bien définis.

On peut supposer que les faces (s;);=1,. 4 sont définies par a,, = —e} pour i = 1...4 dans
une base (e;);—1.4 de R%. Ainsi, le plan projectif ITp est défini par une équation de la forme
{axq + bxy + cx3 + dzy = 0}, ot a,b,c,d € R. 1l faut prendre garde au fait que les quantités
a, b, c,d sont bien définies seulement & une constante multiplicative prés.

Introduisons la quantité :

—2 vy w3
D=|vg =2 vg |,
Vi3 Uz —2



ot les v;; désignent les coordonnées de (v;);=1..3 dans la base (e;);=1. 4. La quantité D est le
déterminant du lemme 4.4.

Le plan projectif IIr d’équation axy +bxs+cx3+dry = 0 est le plan engendré par les vecteurs
vy, Uy et v3. Par conséquent, il existe un A # 0 tel que pour tout z,y,2,t € R on a :

—2 vy V31
Vg —2 Uz

Vs Vg -2 = Maz + by + cz + dt)

SRS NS

V14 V24 V34

Nous allons distinguer les cas D >0, D =0et D < 0.

Commencons par supposer que D > 0. D’aprés le lemme 4.4, cette hypothése revient a se
placer dans le cas 1), on a alors D = \d # 0 par la formule de Cramer. Pour fixer les idées, on
suppose a présent que d = —1.

Les formules de Cramer permettent de calculer a. On a —aX = aD = vy4(4 — pag) + vo4 (2012 +
V13U32) + V34 (V12023 + 2013).

Par hypothése I' posséde au plus un angle droit donc au plus une seule des quantités
V12, V13, U9z est nulle. De plus, on a supposé que P n’était pas un tétraédre ou la face op-
posée & v ne possédait que des arétes d’ordre 2. Par conséquent, I'une des arétes de la face 4
n’est pas d’ordre 2. Il vient donc que v14 ou voy ou v34 est strictement positif. Il est donc clair
a présent que aD > 0. De la méme facon, on obtient que b et ¢ sont strictement positifs.

On peut donc a présent écrire explicitement les coordonnées des points Mli, M2jE et M3jE dans
la base (e1,...,e4). Ona: M " =[-d:0:0:a], My =[0: —=d:0:b], My =[0:0: —d: ] et
My =1[d:0:0:—a], My =[0:d:0:—bjet My =[0:0:d:—¢].

En résumé o;(M;") = d < 0 et (au(M;), as(My ), as(My)) = (—a,—b,—c) < 0. Ainsi, on
obtient que le point M;" est a I'intérieur de 'aréte adjacente aux faces i + 1 et ¢ + 2 [mod 3]
du tétraédre formé par les faces 1,2,3 et 4. Mais la face s est une face quelconque de P. Par
conséquent, le point M;" est & l'intérieur de I'aréte adjacente aux faces i + 1 et i + 2 [mod 3|
du polyédre F,. Ce qui entraine que Ilp coupe Py le long de T'.

A présent, si D < 0 alors le lemme 4.4 montre que ’on est dans le cas 3). On suppose encore
que d = —1. On a encore l’égahté aD = ’U14(4 - ,UQg) +1)24(21)12 —|—’U131)32) +1)34(’U12’U23 -+ 2’1]13) > 0.
On obtient donc que a,b et ¢ sont strictement négatifs.

On écrit explicitement les coordonnées des points Mli, M2jE et Mf dans la base (eq, ..., €4). On
a:MP=[-d:0:0:a], M =[0:=d:0:b], M- =[0:0:—-d:cJet M] =[d:0:0: —a,
My =[0:d:0:—=blet My =[0:0:d:—].

Cette fois-ci on obtient que a;(M; ) = —d > 0 et (ay(M; ), as(My ), as(My5)) = (a,b,c) < 0.
Ainsi, le point M, n’appartient pas a l'aréte adjacente aux faces i + 1 et i + 2 [mod 3| du
tétraédre formé par les faces 1,2,3 et 4 mais le point M, vérifie ay(M,; ) < 0. La face s4 est
une face quelconque de P. Par conséquent, le point M, n’appartient pas a l'aréte adjacente
aux faces i + 1 et i + 2 [mod 3| du polyédre P, mais il appartient au convexe C' = p({z €
R* | as(r) <0, s # 1,2,3}) (le point M, est le point M; de la remarque 4.12). Comme la partie
C' est incluse dans une carte affine, il vient que le polyédre P et les points M, sont eux aussi
inclus dans une carte affine. Ce qui entraine que Il N Py = & et la remarque 4.12.

Enfin, si D = 0 alors le lemme 4.4 montre que l'on est dans le cas 2), mais dans ce cas,
on a d = 0. Rappelons que v est le point dont I' fait le tour. Comme d = 0 l'intersection
Ir N {a; = 0} N{as = 0} N {az = 0} = {v, —v} et par suite les ensembles {M;", M, } (pour
i=1,...,3) sont confondus et égaux a {+v}. Ce qui conclut la démonstration. O

Remarque 4.14. — Il est important de noter que cette étude est exhaustive si les hypothéses
du lemme 4.10 sont vérifiées.

4.8.2. Lemme de coupe le long d’un 3-circuit prismatique essentiel. —



Lemme 4.15. — Soient P un polyedre miroir et I' un 3-circuit prismatique essentiel. Alors
[Ty coupe P le long de T'.

Démonstration. — Comme P posséde un 3-circuit essentiel, P n’est ni un tétraedre, ni un
prisme exceptionnel et par conséquent, le lemme 4.10 permet d’affirmer que Ilp est un plan.
On suppose que les faces traversées par I' sont numérotées de 1 a 3. On note S¢ (resp. S9)
I'ensemble des faces du polyédre P strictement a droite (resp. strictement a gauche) de I' (on
considére que les faces 1,2 et 3 ne sont ni strictement a droite ni strictement a gauche de T').

On note e; 'aréte adjacente aux faces i + 1 et ¢ + 2 |mod 3]. On note D; l'intersection entre
la droite engendrée par laréte e; et le convexe C¢ = p({x € R?|Vs € 5%, a,(z) < 0}). On note
M; le point d’intersection du plan IIp avec D; [mod 3|. Le lemme 4.11 est exhaustif, ainsi en
utilisant la remarque 4.12, seul I’'un de ces trois cas est possible :

— Le point M; appartient a l'intérieur de e;, pour i =1, ..., 3.

— Les points M; sont tous égaux au sommet e; MNes N eg.

— Les points M; appartiennent a 'intérieur de D; \ e;, pour i =1, ..., 3.

Il est important de remarquer que D; prolonge 'aréte e; uniquement a un bout, a savoir le
bout a gauche de I'.

Comme I" est prismatique essentiel, on peut faire la méme chose avec le convexe C9 = p({z €

R* |Vs € S9, a,(z) < 0}). Par conséquent, seul le premier cas peut étre réalisé, ainsi IIp coupe
P le long de I'. 0

4.3.3. Lemme de non-chevauchement. —

Lemme 4.16. — Soient P un polyédre miroir, u,v deux sommets de P reliés par une aréte
e. Soit 'y (resp. I'y) un 3-circuit qui entoure u (resp. v). On suppose que I, (resp. Ilr,)
coupe P le long de I, (resp. I',). Si Py désigne le polyédre projectif sous-jacent a P, alors
Py NIy, NIy, = @.

Démonstration. — On peut supposer que le sommet u est a droite de I', et on note Pﬁu la
coupe gauche de P le long de Ily,. Pour montrer ce lemme il suffit de montrer que IIy, coupe
P! le long de T',.

D’aprés le lemme 4.11, il suffit de vérifier que le 3-circuit I', vérifie la condition 1) du lemme
4.11. Or le 3-~circuit I, coupe P le long de IT',, il vérifie donc la condition 1) du lemme 4.11.

O
4.4. La forét F; et son orientation. —
4.4.1. Classification des arétes de Ag. — Nous sommes & présent en mesure de définir ’en-
semble Ilg des valeurs possibles a priori pour la quantité Rp.
1. T est affine ou sphérique avec angle droit prismatique alors Ilg =g
I' est hyperbolique avec angle droit quelconque G
2. - : : : alors I{ := {0}
I' est affine ou sphérique avec angle droit non prismatique
I' est hyperbolique sans angle droit quelconque G
3. L . . . alors If =R
I" est affine ou sphérique sans angle droit non prismatique
4. I est affine ou sphérique sans angle droit prismatique alors Ilg =R~ [—rr, 7r]
Remarque 4.17. — On rappelle que lorsque le 3-circuit I' est affine sans angle droit on utilise

la convention rr = 0 (voir notations 4.6). On a aussi convenu que Rr = 0 lorsque I est & angle
droit.



Ces notations sont justifiées par les propositions suivantes :

Proposition 4.18. — Soient G un écimaeédre étiqueté qui vérifie m(G) = 0 et P un polyédre
maroir qui réalise G. Soit v un sommet de G, on note I le 3-circuit orienté qui entoure le sommet
v et tel que la coupe gauche G ne contienne pas le sommet v. Alors, IIr coupe P le long de T

g
si et seulement si Rp(P) € ]gr.

Démonstration. — Cette proposition est essentiellement une relecture du lemme 4.11. Comme

I" devient prismatique dans Gi., 'intervalle ]Ing est égale a l'intervalle Ilg moins un segment S.
Il suffit de maintenant, par une étude exhaustive, de voir que S correspond aux valeurs de Rp
pour lesquels le plan IIr ne coupe pas P le long de I'. Remarquons que I' (vu dans GY) peut
étre de 3 types de la classification énoncée au paragraphe 4.4.1 : 2.(premiére ligne) ; 3.(premiére
ligne) ; et 4.

Le lemme 4.11 montre que si IIr coupe P le long de I' alors Rr(P) € Ilglg.
g9
Inversement, le lemme 4.10 montre que si Rp(P) € Igr alors Ily est un plan. Le lemme 4.11

montre que si ITr est un plan et que Rp(P) € Iglg alors Il coupe P le long de T'.
]

Proposition 4.19. — Soient G un écimaédre étiqueté qui vérifie m(G) = 0 et qui n'est pas un
prisme exceptionnel, P un polyédre miroir qui réalise G et I' un 3-circuit orienté de G. Alors

Rr(P) € I£.

Démonstration. — 11 faut distinguer les 4 cas de la définition de 119. Le cas 1) ne peut pas
apparaitre puisqu’on a supposé m(G) = 0. Si I' est du type 2 de la classification alors on a la
convention Rp(P) = 0 (notations 4.6). Si I est de type 3 alors il n’y a rien & montrer. Enfin, si I
est de type 4, aucun des deux polyédres combinatoires étiquetés G ou G2 n’est un tétraédre car
I' est prismatique. Notons Q le polyédre combinatoire étiqueté obtenu en collant un tétraédre
sur la face triangulaire de G dont T fait le tour (autrement dit Q est le polyédre combinatoire
obtenu & partir de G{ en oubliant 'inégalité associée a la face dont T" fait le tour dans Gf). On
note () le polyédre obtenu a partir de P par le méme procédé.

Si le 3-circuit I' de G est essentiel alors le lemme 4.15 montre que IIr coupe P le long de I'.
En particulier, Il coupe @ le long de I'.

Si le 3-circuit I' de G n’est pas essentiel, cela signifie que I'un des deux polyédres combinatoires
G ou G¢ est un prisme exceptionnel. On peut supposer que G n’est pas un prisme exceptionnel.
On va montrer que Il coupe @ le long de I'. Le lemme 4.10 montre que Il est un plan car I’
est prismatique et G n’est pas un prisme exceptionnel. Donc le plan Il et le plan engendré par
la face de P dont T fait le tour sont égaux, il vient que Il coupe @ le long de I'.

Ainsi, le lemme 4.11 appliqué & Q montre que Rp(P) € If. O

Si G est un écimaédre étiqueté, alors les arétes de Ag sont par définition en bijection avec les
3-circuits de G. On a donc une définition naturelle d’aréte affine, sphérique, hyperbolique, sans
angle droit, avec angle droit, prismatique et enfin, non prismatique.

Remarque 4.20. — On rappelle que ’on suppose toujours, depuis le paragraphe 4.1, que tout
écimaeédre étiqueté vérifie m(G) = 0; il n’y a donc pas d’aréte du type 1 de la classification que
I’on vient de donner dans Ag.

Définition 4.21. — Soit G un écimaedre étiqueté. La forét associée a G est la forét Fg ob-
tenue en supprimant les arétes avec angle droit de 'arbre Ag (i.e. les arétes de type 2 de la
classification). Les arétes (resp. les 3-circuits de G) de Fg se séparent en deux familles via la
classification énoncée plus haut :

— les arétes (resp. les 3-circuits) hyperboliques sans angle droit quelconques et les arétes
(resp. les 3-circuits) affines ou sphériques sans angle droit non-prismatiques;



— les arétes (resp. les 3-circuits) affines ou sphériques sans angle droit prismatiques qu’on
désignera dorénavant par le terme spéciales (resp. spéciaur).

4.4.2. Orientation de la forét Fg. —

Définition 4.22. — Soit F une forét orientée. On dira qu’un sommet s de F est un puits
(resp. une source) lorsque toutes les arétes incidentes a s possédent le méme but (resp. la méme
source).

Définition 4.23. — Soient G un écimaédre étiqueté, et Fg la forét associée.

— Une orientation globale admissible de Fg est une orientation de Fg qui ne contient aucun
sommet de valence 4 qui soit un puits ou une source.

— Une orientation partielle de Fg est une orientation de toutes les arétes spéciales de Fg.

— Une orientation partielle admissible de Fg est une orientation partielle de Fg telle qu’il
existe une orientation globale admissible de Fg qui la prolonge.

Nous allons voir que si G est un écimaédre étiqueté alors les composantes connexes de Xg
sont en bijection avec les orientations partielles admissibles de la forét Fg. Cette bijection est
construite a l'aide du signe des quantités Rp(P), ot I' est un 3-circuit orienté spécial de G et P
un polyédre projectif miroir qui réalise G. Pour uniformiser la construction de cette bijection,
il faut choisir correctement un systéme de 3-circuits orientés. Nous appellerons ces systémes les
systémes puits-source de 3-circuits et nous allons les définir dés a présent.

4.5. Systéme puits-source de Ag. —

4.5.1. Orientation d’une aréte de Ag induite par orientation d’un 3-circuit de G. — Chaque
aréte e de Ag définit une tripartition des arétes de G : {e} et les deux composantes connexes
de Ag — {e}. Le choix d’une orientation de 'aréte e permet de distinguer les deux composantes
connexes de Ag — {e}. On a celle donnée par le but de l'aréte orientée e et celle donnée par sa
source.

De méme, chaque 3-circuit I' de G définit une tripartition des 3-circuits de G. Le choix d’une
orientation du 3-circuit I' permet de les distinguer. On a le 3-circuit I', les 3-circuits de G a
droite de I' et les 3-circuits de G a gauche de I'.

Il est évident que la bijection entre les 3-circuits de G et les arétes de Ag respecte cette
tripartition. On a donc une définition naturelle d’orientation d’'une aréte de Ag induite par
Porientation d’un 3-circuit de G :

Définition 4.24. — Soient G un graphe étiqueté, I' un 3-circuit orienté de G et e l'aréte
correspondante de I’arbre Ag. On dira que e est orienté dans le sens (resp. sens contraire) de I'
lorsque la composante connexe de Ag — {e} donnée par le but de I’aréte orientée e correspond
aux 3-circuits de G a droite (resp. a gauche) de I'.

4.5.2. Systéme puits-source de Ag. —

Définition 4.25. — Soit G un écimaédre étiqueté, un systéeme puits-source de 3-circuits de G
est le choix d’une orientation de chaque 3-circuit de G, de telle sorte que si toutes les arétes de
I’arbre Ag sont orientées dans le sens des 3-circuits orientés choisis, alors tous les sommets de
Ag sont des puits ou des sources.

Remarque 4.26. — Puisque le graphe Ag est un arbre, il est clair que tout écimaédre étiqueté
G posseéde exactement deux systémes puits-sources inverses 1’'un de 'autre.

4.6. Orientation partielle et globale de F; induite par P € Xy via un systéme puits-
source. —



4.6.1. Orientation partielle induite. —

Définition 4.27. — Soient G un écimaeédre étiqueté et P un polyédre miroir qui réalise G. On
suppose que l'on s’est donné un systéme puits-source de 3-circuits de G. L’orientation partielle
de Fg induite par P est 'orientation obtenue en orientant toute aréte spéciale e de F¢ dans le
sens de I' ('unique 3-circuit orienté correspondant a e via le systéme puits-source que 1'on s’est
donné), lorsque Rr(P) > 0 et dans le sens contraire lorsque Rr(P) < 0.

Remarque 4.28. — Il n’y a pas d’ambiguité dans la définition précédente. En effet, si [' est
un 3-circuit spécial de G, alors Rrp(P) # 0.

4.6.2. Orientation globale induite. — Soit G un écimaeédre étiqueté. On se donne un systéme
puits-source de 3-circuits orientés de G. Supposons a présent que pour tout 3-circuit sans angle
droit I' de G, on ait Rr(P) # 0. Alors on peut définir de fagon analogue une orientation globale
de Fg induite par P via le systéme puits-source que 'on s’est donné.

4.6.3. Obstruction. — 11 faut bien faire attention au fait que toutes les orientations globales
ou partielles de Fg ne peuvent pas étre induites par des polyedres miroirs.

En effet, si on note, pour chaque sommet s de Fg de valence 4, (I'?);—1_ 4 les quatre 3-circuits
orientés via notre systéme puits-source, qui correspondent aux arétes de JFg incidentes a s,
et si P est un polyédre miroir qui réalise G, alors la définition méme des (Rps(P))i=1..4 (voir
notations 4.6) montre qu’ils vérifient la relation suivante :

RF? + Rp; + Rrg + RFZ = 0. (>|<)

Par conséquent, aucune orientation induite partielle ou globale ne peut posséder de sommet de
valence 4 qui soit un puits ou une source, ce qui explique la définition d’orientation partielle ou
globale admissible.

Nous allons montrer que les composantes connexes de Xg sont en bijection avec les orienta-
tions partielles admissibles de Fg.

4.7. Le tétraédre miroir et les blocs fondamentaux. —

4.7.1. Le tétraedre miroir. — La proposition suivante donne une paramétrisation de 1’espace
Xg lorsque G est un tétraédre combinatoire étiqueté. Cette proposition conclut la démonstration
du point 2)a) du théoréme 3.16 et est le point de départ pour I’étude des blocs fondamentaux.

Proposition 4.29. — Soit G un tétraedre combinatoire étiqueté marqué. Alors Xg est difféo-
morphe a RU9) si d(G) > 0 et est un singleton sinon.

— Cas 1 : i toutes les arétes de G sont d’ordre différent de 2, on choisit un systéme puits-
source de 3-circuits de G, {I'1, 9, I's, 'y }. L’application P € Xg — (Rr,, Rr,, Rr,, Rr,) €
{(r1,79,73,74) € R tels que vy + 79 + 13 + 14 = 0} est un difféomorphisme.

— Cas 2 : Si une seule aréte de G est d’ordre 2, alors G posséde exactement deuzr 3-circuits
orientés (a orientation prés) sans angle droit 'y et T's. L’application P € Xg — (Rr,, Rr,) €
R? est un difféomorphisme.

— Cas 3 : St exactement 2 arétes de G sont d’ordre 2, et si elles sont sur la méme face,
alors G posseéde exactement un 3-circuit orienté (a orientation pres) I' sans angle droit.
L’application P € Xg — Rr € R est un difféomorphisme.



— Cas 4 : Si exactement 2 arétes de G sont d’ordre 2, et si elles ne sont pas sur la méme
face, alors il existe un unique 4-circuit sans angle droit I' de G (a4 orientation pres). L’ap-
plication P € Xg — Rpr € R est un difféomorphisme.

— Cas 5 : S au moins 3 arétes de G sont d’ordre 2, alors Xg est un singleton.

Démonstration. — On ne démontre la proposition que lorsque G ne posséde pas d’aréte d’ordre
2, les autres cas se démontrent de facon analogue. Soit P un tétraeédre qui réalise Xg. On procéde
comme pour le triangle étiqueté (proposition 4.3). On note (e;);=1..4 la base canonique de R*.

On peut supposer que «; = —e} pour i = 1...4 et vy = (=2, \/fi12, /1113, /114)- Le stabilisateur
de oy, ..., ay, vy est réduit a 'identité. On rappelle que les notations 2.6 fournissent les équations

suivantes sur vs, vs, vy :

a;(v;) =2 pour i =1,...,4
Oéi(’Uj)Oéj(’Ui) = W5 pour Z,j = 1, ,4 et 7 #]

Alinsi, on obtient les coordonnées des vecteurs vy, v3 et vy.

H23T
U3 = ( vV K13 \/ZE —2 H3a2 )
Vg = ( V14 A/ H24Y @ -2 )

avec z,y,z > 0. On a alors comme dans la preuve de la proposition 4.3 : Ry, = —2In(zyz),
Rr, =21In(2), Rr, = 2In(y) et Rp, = 2In(x). Ce qui montre le résultat. O

4.7.2. Les blocs fondamentaur. —

Proposition 4.30. — Soit G un bloc fondamental étiqueté qui n’est pas un prisme exceptionnel
et tel que m(G) = 0. On se donne un systéme puits-source de 3-circuits de G et on note (I';)i=1..4
les quatre 3-circuits de G de notre systéme puits-source qui viennent du tétraedre T sous-jacent
ag.

L’application ¢ : P € Xg — Q € X7, ou Q est le tétraedre miroir sous-jacent a P, est un
diffeomorphisme sur son image € = {Q € X7 |Vi =1,..,4, Rr,(Q) € Ilgl} En particulier,
Xg est diffeomorphe o k(G) copies de RU9) ou k(G) est le nombre d’orientations partielles
admissibles de Fg.

Démonstration. — Soit P un polyédre miroir de Xg. Comme G n’est pas un prisme exception-
nel, le lemme 4.10 montre que pour tout 3-circuit prismatique I' de G, Il est un plan.

Commencons par montrer que 'application ¢ : P € Xg — @ € X7 (le tétraédre sous-jacent)
est injective. On appellera faces tronquées les faces de P qui ne sont pas des faces de (). Les
faces tronquées sont des faces triangulaires ou toutes les arétes sont d’ordre 2. La remarque 4.8
montre que la réflexion par rapport a une face tronquée s est entiérement déterminée par les
réflexions par rapport aux faces adjacentes a s.

On rappelle que X7 est 'espace des modules des polyédres projectifs miroirs marqués qui
réalisent le tetraédre étiqueté 7.

Montrons ensuite que I'image de ¢ est incluse dans € = {Q € X7 |Vi=1,...,4, Rr,(Q) €
Ilgl} C’est exactement le contenu de la proposition 4.19.

Ensuite, il faut montrer que 'image de ¢ est exactement £. On se donne un tétraédre () € X7
qui vérifie que Vi = 1,....,4 , Rr,(Q) € Ilgi, alors la proposition 4.18 montre si I'; est prismatique
pour G et Rr,(Q) € ]1%_ alors le plan IIp, coupe @ le long de I';. Enfin, le lemme 4.16 montre
que les nouvelles faces créées par ces écimages ne se chevauchent pas, par conséquent il existe
un polyédre miroir P € Xg tel que p(P) = Q.



Enfin, il ne reste plus qu’a montrer que l'inverse de ¢ est continue. Mais il s’agit simplement
de voir que la réflexion par rapport a une face tronquée s dépend continiment des réflexions
par rapport aux faces adjacentes a s. Et cela est clair a la vue de la remarque 4.8.

Comme m(G) = 0 tous les ensembles 1191- sont non vides (remarque 4.20) et ainsi la proposition
4.29 montre que & est une réunion d’ouverts convexes disjoints, naturellement indexée par les
orientations partielles admissibles de Fg. O

Pour illustrer cette proposition on donne un tableau dont les entrées en colonnes indiquent
le nombre de 3-circuits affines ou sphériques, sans angle droit et prismatiques de G. Les entrées
en lignes indiquent de quel écimaédre G il s’agit (on rappelle que 7; est le tétraédre écimé en 7
sommets distincts). Les sorties sont les nombres k(G) correspondants.

Ty T T, T; 1,
o0j1 1 1 1 1
1 2 2 2 2
2 4 4 4
3 8 8
4 14
4.7.3. Les prismes exceptionnels. — Nous avons déja traité le cas des prismes exceptionnels

avec angles droits a l'aide du lemme 3.25 et du second point du théoréme 3.16 (proposition
4.29).

Proposition 4.31. — Soit G un prisme exceptionnel sans angle droit. On note I' ['unique
3-circuit prismatique de G.

— Si I est sphérique, alors Card(Xg) = 2.
— Si T est affine, alors Xg est un singleton.
— Si T est hyperbolique, alors Xg = @.

Démonstration. — On numérote les faces de 'unique 3-circuit prismatique I' de G de 1 a 3, et
on numérote les deux autres faces 4 et 5. Les mémes arguments que ceux de la démonstration
du lemme 3.25 montrent que 1'on peut supposer que I’'on a la configuration suivante dans une
base (€;)i=1.4 de R* : oy = —e} pour i = 1.4 et a5 = —e} — e} — e} + ¢e;. Enfin, pour
simplifier la discussion, on suppose que p3; = p12. On utilise les notations 2.6. Les équations
as(v1) = as(vy) = as(vs) = 0 donnent les équations suivantes :

-2 + vz + vz =0
Vs — 2 + v = 0
V31 + Uy — 2 =0

On obtient ainsi que Xg est homéomorphe a :

V12, U3, V31 > 0

Vg + 8 =2
(v12, Va3, v31) € R tels que : U3

Hi2
U23+E_2

23
U31—|—5T3—2

Alinsi, si on pose x = v15 et que 'on substitue les quantités vs; et vo3 dans la derniére ligne
du systéme précédent, alors on obtient que Xg est en bijection avec les racines de f(z) =

H31 B23 ; ; 5 1% K12
£+ poft 2 qui appartiennent a U'intervalle [#32, 2[.
_ —_ 4— . . P , N
On pose o = —’Wﬁﬁl—mg‘lw et p = ’“1(_7;&31). On est ainsi ramené a I’étude du polynome

Q=a*—20x+psur |42 2 OnposealorsY =z —0,0=0>—pu=2 —-cgetv=2—0

(noter u < v). On est ainsi ramené a étude du polynoéme R = Y? — § sur Ju, v|.



Le discriminant 0 de R est égal a

5 — (4 — M31 — H12 — H23 — \/,u31,u12/t23)(4 — 31 — 12 — Moz + \/,U31M12M23)
(4 — po3)? .
Comme dans la preuve du lemme 4.4, on a :

4 — pzy — pig — fog 4/ M31H12123 =

_ 012+623+6031 012—023+031 0124023031 —012+023+031
16 cos <72 ) cos ( 2 ) cos ( 2 ) cos (72 )

On remarque que, comme les angles sont aigus, le produit des 3 derniers membres est strictement
positif.

On rappelle que par définition p;; = 4 cos*(6;;), o1 0 < 6;; < 5 car on a supposé que m(G) = 0
(i.e. I" sans angle droit). On a les inégalités suivantes :

v _ 4—#221—!;2;—#12 >1
2 _ piz2p23(4—p12)
U o = “d(i—pm) >0 (Sl)
V2 —§ = p31(4—p12) >0

4—p23
B2 < usiinnfios
Ces quatres inégalités viennent de ’hypotheése 110 < 31 et des inégalités 0 < pig9, pios, 131 < 4.
Le signe de la quantité D =4 — uzy — p1a — pa3 — \/H31ft12/l23 est crucial dans cette preuve.
Pour conclure, il faut distinguer 2 cas :
1) I' est sphérique (i.e. D > 0) ou affine (i.e. D =0). On calcule

o = 0
H12H2
= 4—#31—#12_—}22334— - 3 >0
Ces deux inégalités sont évidentes puisqu’on a supposé que D > 0.
Donc si I' est sphérique, alors u < —V0 < V0 < v donc R posséde 2 racines sur I'intervalle
Ju, v, et si I" est affine, alors R posséde une racine double sur l'intervalle |u, v].
2) Si I" est hyperbolique (i.e. D < 0), alors il faut de nouveau distinguer 2 cas, posons

D =4 — p31 — pa2 — pio3 + /Hs1 a2/

a) Si D > 0 alors 6 < 0 et les racines de R sont complexes.

b) Si D < 0 alors —u(4—p93) < D < 0, puisque la quatriéme inégalité du systéme S entraine
inégalité suivante : 4 — g1 — fi1g — pog + #5722 < D <0.

On a § > 0 mais V§ < u < v : les racines de R sont réelles mais a 'extérieur de Ju,v[. O

4.7.4. Blocs fondamentaux a structure projective firée. — Dans ce paragraphe, on cherche a
comprendre ’espace des modules d'un bloc fondamental G dont la structure projective d’un
triangle est fixée.

Notations 4.32. — Soit G un bloc fondamental étiqueté marqué, on suppose que l'on s’est
donné un systéme puits-source de 3-circuits de G. Soit I' un 3-circuit prismatique orienté de G.
On se donne r € I et on pose X5 = {P € Xg|Rr =r}.

On dira qu’une orientation de Fg est compatible avec r lorsque r appartient a la composante
connexe de Ilg donnée par l'orientation de Fg.

Proposition 4.33. — Soit G un bloc fondamental étiqueté qui n’est pas un prisme exceptionnel
et tel que m(G) = 0, muni d’un systéeme puits-source. Soit I' un 3-circuit prismatique de G
orienté via le systeme puits-source, et r € [Ig.

Alors, Xg est difféomorphe a x(G,I',r) copies de RU9=1 o4, k(G,T,7) est le nombre d’orien-
tations partielles admissibles de Fg compatibles avec r.



Démonstration. — L’idée de la démonstration est que les propositions 4.29 et 4.30 fournissent
une parameétrisation de I’espace Xg uniquement a ’aide des quantités (Rr,)i—1._ 40t les (I';)i=1. 4
sont les 3-circuits du tétraédre étiqueté 7 sous-jacent a G de notre systéme puits-source.

Le moyen le plus simple de démontrer cette proposition est de faire une étude exhaustive.
Pour restreindre le nombre de cas, on peut remarquer que comme m(G) = 0 et que G n’est pas
un prisme exceptionnel, le tétraédre étiqueté 7 posséde au plus 3 arétes d’ordre 2.

On obtient facilement le résultat, en distinguant les cas : 7 ne posséde aucune aréte d’ordre
2, une seule aréte d’ordre 2, deux arétes opposées d’ordre 2, deux arétes non opposées d’ordre
2 ou exactement 3 arétes d’ordre 2. 0

Remarque 4.34. — Pour illustrer cette proposition on donne un tableau dont les entrées en
colonnes indiquent le nombre de 3-circuits affines ou sphériques, sans angle droit et prismatiques
de G différents de I'. Les entrées en lignes indiquent de quel écimaédre G il s’agit. Les sorties
sont les nombres x(G,r) correspondants.

L T, I3 T
o[1 1 1 1
1 2 2 2
2 4 4
3 7

En particulier, x(G, ', 7) ne dépend pas de r, on le notera donc (G, T").

4.8. Lemme de recollement. — On cherche a présent a comprendre comment coller 2 poly-
édres miroir, L et D, le long d’une face triangulaire 77, incluse dans L et d’une face triangulaire
Tp incluse dans D (les arétes de Tp et T, sont d’ordre 2). Notons I';, (resp. I'p) le 3-circuit
prismatique de L (resp. D) qui fait le tour de la face triangulaire T, (resp. Tp).

Pour recoller L et D le long de T}, et Tp, une condition nécessaire est que les quantités
Rr, (L) et Rr, (D) soient égales. Nous allons voir avec le lemme 4.36 que c’est une aussi une
condition suffisante. Le lemme 4.36 montre aussi que ce recollement n’est pas unique, on peut
le paramétrer par un nombre réel. Pour paramétrer ce recollement, on va utiliser 'invariant R
d’un triplet de trois faces (pas nécessairement adjacentes) dont I'une appartient seulement a L,
I'autre a D et la derniére aux deux.

Notations 4.35. — Comme il y a plusieurs polyédres en jeu dans le lemme qui suit, on notera
Rr(P) la quantité que I'on notait habituellement Rp associée & un 3-circuit orienté I de P.

Lemme 4.36. — Soit G un graphe étiqueté tel que m(G) = 0 et d(G) = 0. On suppose que
G posséde un 3-circuit orienté prismatique essentiel T'. On note G et G2 les coupes droite et
gauche de G par rapport a I

On suppose que G est un bloc fondamental étiqueté.

Soient s une face traversée par I', | une face de G a gauche de I, et enfin d une face de G a
droite de I'. On suppose que sil (resp. d) et s sont adjacentes alors 'aréte commune n’est pas
d’ordre 2. On suppose aussi que ni la face l, ni la face d ne font partie de I

Alors Uapplication ¢ - P € Xg — (P, Rysq) € ng X R est une fibration dont les fibres

¢~Y(L,7) s'identifient o Ey, = {D € Xg4 | Rr(D) = Rp(L)} = XRF(L .

Remarque 4.37. — On rappelle que 'on peut définir la quantité R, 4y pour n’importe quel
triplet ordonnés de faces (notations 4.6). Il est essentiel de remarquer que les faces [, s,d ne
forment pas un 3-circuit.

Remarque 4.38. — Pour mesurer le paramétre de recollement on a besoin de trois faces [, s, d.
Pour que la quantité R q) soit définie, on impose que si [ (resp. d) et s sont adjacentes alors
I’aréte commune n’est pas d’ordre 2. Pour mesurer effectivement le recollement, on impose



qu’aucune des faces [ et d ne fait partie de I'. Comme m(I") = 0 et que I' n’est pas un prisme
exceptionnel, on peut toujours trouver un tel triplet.

Remarque 4.39. — L’ensemble Ey, est difféomorphe & x(GZ,T') copies de Xba =~ RUGH)-1,
r
d’aprés la proposition 4.33. On verra qu’il ne dépend pas de r.

Démonstration. — On remarque pour commencer que G ne peut étre un prisme exceptionnel
car I est essentiel. Il faut aussi noter que G¢ est un bloc fondamental, pas un écimaédre quel-
conque, donc on connait la topologie de X¢. Soit F' le sous-fibré du fibré Xgs x R x Xga de base
Xgs x R dont la fibre au-dessus du point (P9,7) est Pespace {P? € Xga | Rp(PY) = Rp(P?%)}
(la proposition 4.33 et la remarque 4.34 montrent que les fibres sont difféomorphes deux a
deux). Le lemme 4.15 fournit une application naturelle ¢ : P € Xg — (P9, R 4.4, PYH e F C
Xgo X R x Xga et on a bien Rp(PY) = Rp(P?), donc 1 est bien définie. On note 7 la projection
m: ' — Xgs X R donnée par 'oubli de la troisiéme coordonnée, on a ¢ = 7 o 1. Nous allons
montrer que ¢ est un difféomorphisme, ce qui montrera la proposition.

On peut construire ’application réciproque de ¥ comme suit.

Soit (L,r,D) € F, nous allons construire un polyédre P tel que ¥(P) = (L,r, D). On
commence par choisir une normalisation pour les faces de L et D. On peut numéroter les faces
traversées par I' de 1 4 3. Si on note (e;);—1. 4 une base de R, alors on peut supposer que les faces
traversées par I' sont définies par les formes linéaires —e; pour 7 = 1...3, que la face s est aussi
la face 1, et que le plan Il est défini par la forme linéaire —e}. Les mémes arguments que ceux
de la démonstration de la proposition 3.25 montrent qu’on peut aussi supposer que la face [ de
L est définie par —ej —eb —ej; —ej, que la face d de D est définie par —\jef — Age; — Asel + A\se,
avec \; > 0 pourt=1,....4.

Les réflexions par rapport aux faces 1 (resp. 2, resp. 3) des polyédres miroirs L et D sont les
mémes, car Rp(L) = Rp(D). On appellera face 4 de L et D, la face définie par le plan IIp. I
faut remarquer que ay définit la face 4 du polyédre D, alors que c’est —ay qui définit la face 4
du polyeédre L.

On peut alors construire le polyédre miroir P dont les faces et les réflexions sont les faces et
les réflexions de L ou D moins la face de L entourée par I et la face de D entourée par I'. Mais
on peut en construire d’autres. En effet, pour tout A > 0, considérons ’élément g, de SL4(R)
dont la matrice dans la base (eq, e, e3,€4) est :

A

g\ = \
)\—3

L’hyperplan propre de o; est le noyau de o; = —e;, pour « = 1, ..., 3. Le vecteur propre v; de
o; appartient au noyau de la forme linéaire —ej, pour ¢ = 1, ..., 3. L’élément g, commute donc
avec les réflexions o1, 09, 03. De plus, tout élément g € SL4(R) qui commute avec oy, 09, 03 et
qui fixe point par point dans P*(R?) la face 4 de L et D, est un gy avec A > 0.

On peut construire un polyédre miroir P, € Xg dont les réflexions a gauche de I' sont les
réflexions de L et les réflexions a droite de I' sont les conjuguées des réflexions de D par g,.
Comme g, commute avec oy, 09,03, cette définition n’est pas ambigué. Et il est clair que les
polyédres Py sont convexes. De plus, si on a un polyédre P’ qui vérifie P = L et P{ = D, alors
il existe un unique A > 0 tel que P’ et Py soient équivalents. Nous allons relier les quantités
T = Rl,s,d et A

Résumons les coordonnées des différentes quantités, on met le symbole A en exposant pour
signaler que ces quantités sont attachées au polyédre Py (p.ex : v} et o). Pour faciliter les
calculs on note wu; (resp. w;) la projection de v; sur I'hyperplan engendré par ey, es, €3 (resp. la
droite engendrée par e4). On note uy (resp. wy) la projection de vy sur 'hyperplan engendré



par eq, eg, €3 (resp. la droite engendrée par e,). Enfin, il faut se rappeler que la face s et la face
1 sont identiques.

Oél)\: (041+042+043)+Oé4 Ul)\: U + wy
Oéi\ = (03] U{\ = U1
Oé[)i‘ = )\_1()\1041 + Agavg + )\30&3) - )\3)\4CM4 Uc)l\ = Aug+ )\_3wd

Il ne reste plus qu’a montrer qu’il existe un unique réel A > 0 tel que R q)(Py) =7, et cela
résulte du calcul suivant :

(Rz,s,dua)) M) w)ad(w)) a4+ A
exXp = ) ) =
d 1

(v}) c+ \4d’

2

Pour cela on fait le calcul suivant :

(o} (v}) = ay(v1) <0
ay(v)) = Ay (vg) <0
Oéé(’ul)‘) = >\_1(>\1a1 + Ao + )\30&3)(’&1) - A )\40&4(’(1][)
a(v)) = Mag + ag + a3) (ug) + X 3ay(wy)

a%(vi) = A ag(vy) <0

L X (v) = ay(vr) <0

Avant de définir K, a,b, ¢, d, justifions ces calculs. Pour les égalités, il s’agit simplement de
calculer, en se rappelant que s = 1 et ay(v;) = 0 car la face 4 est la face définissant le plan Ilp.
On a aussi par définition ay(u;) = as(uq) = 0 et o;(w;) = a;(wg) = 0, pour i = 1, ..., 3. Pour
les inégalités, elles résultent simplement du lemme 3.23. A présent, on pose :

K = @vei(vy) >0
ag(vi)ai(vr)

a = —()\1&1 + Ay + >\3a3)(ul) >0

b = )\40(4(’&01) >0

c = —(oq+ g+ as)(ug) >0

d = —oy(wg) > 0.

Il faut vérifier que les quantités K, a,b, c,d sont strictement positives. Pour K, c’est une
conséquence des inégalité précédentes. Ensuite, il faut se rappeler que a4 définit la face 4
du polyédre P9, alors que c’est —ay qui définit la face 4 du polyédre P9. Par conséquent,
ag(wg) = ag(vg) < 0 et ay(w;) = ay(v;) > 0. Il reste a montrer que a et ¢ sont strictement
positifs. Mais le lemme 3.23 montre que o;(u;) = o;(v) < 0 et a;(ug) = a;(vg) < 0 pour
1=1,..,3.

Par conséquent, la fonction A > 0 — K C‘f:;’\ibd est continue, strictement croissante et tend
vers 0 en 0, et vers +-00 en +o00. Il existe un unique réel A > 0 tel que R ;4 (P\) = r. De plus,
il est clair que A dépend contintiment de r.

On définit ainsi ¢ : (L,r, D) € F — Py € Xg, ou Py est I'unique polyédre projectif miroir
tel que P¢ = L, P} = D et R;,4(Py) = r. La fonction ¢ est continue et il est clair que les
applications ( et ¢ sont inverses 'une de I'autre. Ce qui termine la démonstration.

O

Remarque 4.40. — Ce lemme montre que Xg est une variété et qu’elle est de dimension d(G).
Il s’agit d’une récurrence sur le nombre de 3-circuits prismatiques essentiels de G. Le cas initial
est donné par la proposition 4.30, et sinon on choisit un 3-circuit orienté prismatique essentiel
I tel que G¢ soit un bloc fondamental. Le lemme 4.36, la proposition 4.33 et 'hypothése de
récurrence montrent que Xg est une variété de dimension d(G7) + (d(GZ) — 1) + 1 = d(G).



4.9. Explicitation du difféomorphisme. — On peut construire explicitement le difféo-
morphisme entre Xg et les copies de R49) . Pour cela, introduisons les notations suivantes :

1. On commence par se donner un systéme puits-source S de 3-circuits de G.

2. On note V l’ensemble des sommets de valence 4 de la forét Fg. Si w € V, alors on note
(I'¥");=1...4 une suite des quatre 3-circuits de S qui correspondent aux arétes incidentes de
w.

3. On note C}5 la partie de S formée des 3-circuits sans angle droit de G, et on pose

VT € Cs, ap € IY
E=X xR | et
Yw € Vv, Zi:l..A Trw = 0

Cet espace & est une réunion d’ouverts convexes disjoints indexée naturellement par les

orientations partielles admissibles de Fg.

4. On note Cf la partie de S formée des 3-circuits prismatiques essentiels de G. Pour tout
élément T’ de C4, on choisit une face sy de ', une face s¢ a droite de T', et enfin une face s
a gauche de I'. On suppose que si s (resp. s&) et s sont adjacentes alors I'aréte commune
n’est pas d’ordre 2, et qu’aucune des faces sf et s& ne fait partie de I

5. On note C, ’ensemble des sommets de Ag dont le bloc fondamental correspondant vient
d’un tétraédre 1" qui posséde exactement 2 arétes d’ordre 2 qui ne sont pas sur la méme
face de T. A tout élément w € Cj est associé un unique 4-circuit orienté (a orientation
prés) noté A,.

6. On note Mg lespace € x R x R%.

Remarque 4.41. — Soit G un écimaédre étiqueté. Si w est un sommet de Ag, et si on note
B,, le bloc fondamental associé & w alors on a une projection naturelle p,, : Mg — Mp, .Le
lemme 4.36 montre que cette application est surjective.

On a un énoncé plus précis que le théoréme 3.16.

Théoreme 4.42. — Soit G un écimaédre étiqueté qui n’est pas un prisme exceptionnel et tel
que m(G) =0 et d(G) = 0, avec les notations introduites ci-dessus. L’application
bg: Xg — £ X RC X R

P — ((RF)FECg ) (RAw)wEC’4 ) (R(s%,snsg))FEC’é)

est un difféomorphisme sur Mg. En particulier, les composantes connexes de Xg sont en bijec-
tion avec les orientations partielles admissibles de Fg, et Xg s’identifie a une réunion d’ouverts
converes d’un espace vectoriel de dimension d(G).

Démonstration. — Ce théoréme a déja été démontré lorsque G est un bloc fondamental ou un
tétraedre : il s’agit des propositions 4.29 et 4.30. Nous allons procéder par étapes.

Commencons par montrer que ¢g est injective. Pour cela, il suffit de procéder par récurrence
sur le nombre de 3-circuits prismatiques essentiels de G. Si G ne posséde pas de tel 3-circuit, alors
G est un bloc fondamental ou un tétraédre et le théoréme est démontré dans ce cas. Si G posséde
un 3-circuit prismatique essentiel alors G posséde un 3-circuit orienté prismatique essentiel I" tel
que G2 soit un bloc fondamental. Le lemme de collage (lemme 4.36), Phypothése de récurrence
et la proposition 4.30 montrent que tout polyédre P € Xg est entiérement déterminé par ¢g(P).
Donc ¢g est injective.

Montrons a présent que 'image de ¢g contient Mg. Soit m € Mg. Pour tout sommet w
de Ag, on note B, le bloc fondamental étiqueté de G correspondant au sommet w. Le lemme
4.36 montre qu'il existe un P € Xg tel que ¢g(P) = m si et seulement si pour tout sommet



w de Ag il existe un bloc fondamental B, € X, tel que ¢p,(By) = pw(m), ou p, désigne
la projection naturelle p,, : Mg — Mp, (remarque 4.41). La proposition 4.30 et le fait que
toute orientation partielle admissible de Fg induit une orientation partielle admissible de Fp,,
montrent ’existence de tels blocs fondamentaux. La surjectivité de p,, permet de conclure que
Mg est inclus dans 'image de ¢g.

Il faut montrer a présent que 'image de ¢g est incluse dans Mg. Soit P € Xg, montrons
que P définit une orientation partielle admissible. La proposition 4.19 montre que pour tout
3-circuit sans angle droit I', on a Rp(P) € Ir. Par conséquent, si le 3-circuit I' est prismatique
sans angle droit et affine ou sphérique alors en particulier Rp(P) # 0. On a vu au paragraphe
4.6.2 qu’un tel polyédre définit une orientation partielle de Fg. Il ne nous reste plus qu’a montrer
que cette orientation est admissible. La difficulté est la suivante, a priori le polyédre P peut
posséder un 3-circuit I' prismatique et hyperbolique qui vérifie Rp(P) = 0. La présence d’un
tel 3-circuit empéche P de définir une orientation partielle admissible a ’aide des signes des
invariants R. Pour remédier & ce probléme, il suffit de remarquer que ’espace des modules de
tout bloc fondamental B est une variété connexe Xz et que ’ensemble des bloc fondamentaux
miroirs B qui posséde un 3-circuit I qui vérifie Rr(B) = 0 est une réunion de sous-variété (de
codimension 1) de cette variété Xz. Par conséquent, pour tout polyédre P, on peut trouver une
famille continue (F)icpo1] € Xg)’” telle que Py = P et pour tout ¢ # 0 et tout 3-circuit I' de
G, on a Rp(FP,) # 0. En effet, il est clair que 'on peut faire cela pour tout bloc fondamental
et comme Ag est un arbre on peut s’assurer que le long de ces déformations les conditions de
recollement (égalités des invariants R, lemme 4.36) soient assurées.

Il faut a présent montrer la continuité de l'application réciproque. On a déja vu avec la
proposition 4.29 et la proposition 4.30 que les réflexions par rapport aux faces des blocs fonda-
mentaux dépendaient continiment des quantités Rr pour I' € Cs. Il ne reste plus qu’a vérifier
que les réflexions dépendent continiment du paramétre de recollement. On a vu durant la dé-
monstration du lemme 4.36 que les réflexions dépendaient continiment de ce paramétre. Ce
qui conclut la démonstration. O

Remarque 4.43. — 1l est a présent clair que x(G) est un entier pair ou égal a 1, qui vérifie
1 < k(G) < 2™9). En effet, si on posséde une orientation partielle admissible alors I'orientation
obtenue en renversant toutes les fléches est aussi admissible.

5. Exemples

On donne ici quelques exemples de calcul du nombre de composantes connexes de Xg. Les
figures sont décomposées en trois parties : le graphe combinatoire associé & G et I’arbre associé,
que l'on a représenté deux fois.

Pour rendre les figures lisibles, nos exemples vérifient tous les hypothéses suivantes : les arétes
extrémales sont sphériques avec angle droit et les arétes non extrémales sont sans angle droit.

Enfin, on a inscrit sur les arétes la nature géométrique de ’aréte, en utilisant les abréviations
suivantes : a = affine ou sphérique et h = hyperbolique.

On désignera par k; (resp. ko) le nombre de composantes connexes de 1'espace des modules
associé a n’importe quel graphe étiqueté qui vient du graphe étiqueté dessiné et dont les 3-
circuits vérifient les hypothéses données par les étiquettes des arétes de I’arbre dessiné a gauche
(resp. droite).

Rappelons qu’avec les notations que ’on vient de mettre en place, se donner une orientation
partielle c’est orienter les arétes marquées a. Se donner une orientation partielle admissible c¢’est



se donner une orientation partielle, telle qu’il existe une orientation des arétes marquées h telle
que ’arbre ainsi orienté ne posséde aucun puits et aucune source.

FIGURE 6. k1 =1 et kg =14

1) L’arbre A, de la figure 6 ne posséde aucune aréte marquée a, par conséquent, il n’y aucune
aréte a orienter d’ou k; = 1.

2) L’arbre A, de la figure 6 posséde 4 arétes marquées a, par conséquent, il y a 2* = 16
orientations partielles. Si on oriente toutes ces arétes vers l'intérieur (resp. l'extérieur) alors
on obtient un puits (resp. une source). Il est facile de voir que ce sont les seules orientations
partielles non admissibles. On a donc ko = 16 — 2 = 14.

FIGURE 7. k1 =2° =32 et ko = 14 - 22 = 56

1) L’arbre A; de la figure 7 posséde 5 arétes marquées a, par conséquent, il y a 2° = 32 orien-
tations partielles. Il est facile de voir que toutes ces orientations partielles sont admissibles. On
a donc Ky = 2° = 32.

2) L’arbre A, de la figure 7 posséde 6 arétes marquées a, par conséquent, il y a 2° = 64 orien-
tations partielles. Mais elles ne sont pas toutes admissibles. Se donner une orientation partielle



admissible de Ay, c’est se donner une orientation partielle admissible du sous-arbre formé des 4
arétes marquées a qui ont une sommet en commun, puis se donner n’importe quelle orientation
pour les 2 arétes restantes. On a donc ko = 14 - 22 = 56.

a h
a a a a_.
a~2a a =N <A
a a a a a

g
BB

FIGURE 8. k1 = 14 -7* = 33614 et ko = 22 — 2 = 4094

1) L’arbre A; de la figure 8 posséde 16 arétes marquées a, par conséquent, il y a 2!6 = 65536
orientations partielles. Mais elles ne sont pas toutes admissibles. Se donner une orientation
partielle admissible de A;, c¢’est se donner une orientation partielle admissible du sous-arbre
formé des 4 arétes marquées a qui ont un sommet en commun, au centre de Ay, puis se donner
I'une des 7 orientations partielles admissibles pour chacun des 4 groupes de 3 arétes restantes.
On a donc k; = 14 - 7* = 33614.

2) L’arbre A de la figure 8 posséde 12 arétes marquées a, par conséquent, il y a 2% = 4096
orientations partielles. Mais elles ne sont pas toutes admissibles. En effet, si 'on oriente toutes
les arétes marquées a vers l'intérieur (resp. l'extérieur), alors on doit orienter toutes les arétes
marqués h vers l'extérieur (resp. Uintérieur). Il est facile de voir que ce sont les deux seules
orientations partielles non admissibles.
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