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Résumé

Cet article est le premier d’une série de trois articles consacrés aux images
directes d’isocristaux : ici nous considérons des isocristaux sans structure de
Frobenius; dans le deuxieme [Et 6] (resp. le troisieme [Et 7]), nous introdui-
rons une structure de Frobenius dans le contexte convergent (resp. surcon-
vergent).

Pour un morphisme propre et lisse relevable nous établissons la surconver-
gence des images directes, grace a un théoreme de changement de base pour
un morphisme propre entre espaces rigides analytiques. Ce résultat répond
partiellement a une conjecture de Berthelot sur la surconvergence des images
directes par un morphisme propre et lisse.

Abstract

This article is the first one of a series of three articles devoted to direct
images of isocrystals : here we consider isocrystals without Frobenius struc-
ture; in the second one [Et 6] (resp. the third one [Et 7]), we will introduce
a Frobenius structure in the convergent (resp. overconvergent) context.

For a liftable proper smooth morphism we establish the overconvergence
of direct images, owing to a base change theorem for a proper morphism
between rigid analytic spaces. This result partially answers a conjecture of
Berthelot on the overconvergence of direct images under a proper smooth
morphism.

2000 Mathematics Subject Classification : 13B35, 13B40, 13J10, 14D15,
14F20, 14F30, 14G22.

Mots clés : algebres de Monsky-Washnitzer, schémas formels, espaces ri-
gides analytiques, théoreme de changement de base propre, cohomologie ri-
gide, isocristaux surconvergents.

Key words : Monsky-Washnitzer algebras, formal schemes, rigid analy-
tic spaces, proper base change theorem, rigid cohomology, overconvergent
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0. Introduction

Soit V un anneau de valuation discrete complet, de corps résiduel k£ =
V /m de caractéristique p > 0 et de corps des fractions K de caractéristique 0.

Cet article est le premier d'une série de trois consacrés aux images directes
d’isocristaux. Ici on rappelle la définition des images directes d’isocristaux
surconvergents par un morphisme f : X — S (cf [B 5], ou [C-T], [LS]) de
k-schémas et on prouve leur surconvergence dans le cas ou f est propre et
lisse relevable, ou X est une intersection complete relative dans des espaces
projectifs sur S.

L’outil essentiel dans la preuve de ce résultat est le théoreme de change-
ment de base pour un morphisme propre du §1 : on établit celui-ci d’abord
dans le cadre des schémas formels [théo (1.1)], puis dans le cadre des espaces
rigides analytiques [théo (1.2)] grace aux travaux de Bosch et Liitkebohmert
[Bo-Lii 1],[Bo-Lii 2],[Li].

La notion de voisinage strict étant étroitement liée a celle de surconver-
gence des isocristaux, on développe au §2 quelques propriétés de ces voisi-
nages stricts dans le cas plongeable : dans le cas cartésien, 'image inverse
d’un systeme fondamental de voisinages stricts est un systeme fondamental
de voisinages stricts [prop (2.2.3)] ; le méme résultat vaut pour un morphisme
fini et plat, ou fini étale, ou fini étale galoisien [prop (2.3.1)], ce qui nous ser-
vira dans un article ultérieur.

Apres avoir rappelé au §3 la définition des images directes d’isocristaux
surconvergents donnée par Berthelot dans une note non publiée [B 5] (voir
les articles [C-T], [LS] de Chiarellotto-T'suzuki et Le Stum pour la publica-
tion des détails), on établit leur surconvergence pour un morphisme propre
et lisse relevable, en méme temps que le théoreme de changement de base
[théo (3.4.4)] : un ingrédient essentiel est l'extension aux voisinages stricts
du théoreme de changement de base pour un morphisme propre [théo (3.3.2)].

Des résultats de relevement de [Et 5] on déduit alors la surconvergence des
images directes d’un isocristal surconvergent par un morphisme f : X — S
projectif et lisse, o1 S est lisse sur le corps de base k et X relevable en un V-
schéma plat [théo (3.4.8.2)] (resp X est une intersection relative dans des es-
paces projectifs sur S [cor (3.4.8.6)]). Une variante, étudiée dans le théoreme
(3.4.9), ramene la preuve de la surconvergence du cas projectif lisse au cas ou
la base S est affine et lisse sur k. Ici nous avons laissé de c6té le cas d’un mor-



phisme fini étale qui sera traité dans [Et 6] et [Et 7] (cf [Et 4, chap III, et IV]).

Ces théoremes (3.4.8.2), (3.4.8.6) et (3.4.9) [resp. le théo (3.4.4)] résolvent
partiellement une conjecture de Berthelot [B 2] sur la surconvergence des
images directes par un morphisme propre et lisse : dans [Et 7] ( cf [Et 4,
chap IV]) nous en donnons une version avec structure de Frobenius.

Dans le cas ou la base S est une courbe affine et lisse sur un corps
algébriquement clos k (resp. S est une courbe lisse sur un corps parfait k)
la conjecture a été prouvée pour le faisceau structural par Trihan [Tri] (resp.
Matsuda et Trihan [M-T]). Dans le cas relevable, la conjecture a aussi été
prouvée indépendamment par Tsuzuki par des voies différentes [Tsu] : en
particulier il n’a pas a sa disposition le théoreme de changement de base
pour un morphisme propre entre espaces rigides analytiques, alors que pour
nous celui-ci tient une place centrale. Une autre approche est celle de Shiho
qui utilise les log-schémas [Shi 1], [Shi 2], [Shi 3].

Notations : Pour les notions sur les espaces rigides analytiques et la
cohomologie rigide nous renvoyons le lecteur a [B 3], [B 4], [B-G-R], [C-T] et
[LS]. Sauf mention contraire, dans tout cet article on désigne par V un anneau
de valuation discrete complet, de corps résiduel £ = V/m de caractéristique
p > 0, de corps des fractions K de caractéristique 0, d’uniformisante 7 et
d’indice de ramification e.

On suppose donné un entier a € N* et on désigne par C'(k) un anneau de
Cohen de k de caractéristique 0 [Bour, AC IX, § 2, n°3, prop 5] : C(k) est
un anneau de valuation discrete complet d’idéal maximal p C'(k) [EGA Oy,
19.8.5] et on note Ky son corps des fractions, K, = Frac (C(k)). Il existe
une injection fidelement plate C(k) < V qui fait de V un C(k)-module libre
de rang e [EGA Ojy, 19.8.6, 19.8.8] et [Bour, AC IX, § 2, n°1, prop 2].
On fixe un relévement o : C(k) — C(k) de la puissance ™ du Frobenius
absolu de k comme dans [Et 2, I, 1.1]; on suppose que 'on peut étendre
o en un endomorphisme de V, encore noté o, de telle sorte que o(7) = 7;
on notera encore o l'extension naturelle de o a K : lorsque k est parfait
C(k) est isomorphe a 'anneau W (k) des vecteurs de Witt de k et o est un
automorphisme de K. Si k < £’ est une extension de corps de caractéristique
p>0,V :=V®cuw C(K), K’ = Frac()'), on peut relever la puissance a’"*
du Frobenius absolu de £ en un morphisme ¢’ : K’ — K’ au-dessus de
o: K — K [Et2 1 1.1].



1. Changement de base pour un morphisme
propre

Le théoreme suivant est un préalable pour les théoremes de changement
de base en géométrie rigide.

Théoréme (1.1). Soient V un anneau noethérien et I G V un idéal; on
suppose V séparé et complet pour la topologie I-adique. Soit

v

X —X
|
S L>S
un carré cartésien de V-schémas formels (pour la topologie I-adique) de type
fini, avec f propre.
(1.1.1) Soit F un Ox-module cohérent. Alors, pour tout entier i >0, on a :
(1) R f.(F) est un Os-module cohérent.

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement de
base

W R f.(F) — R'g,v*(F)
est un isomorphisme.
Plus généralement on a :

(1.1.2) Soient EY un complexe borné de Ox-modules cohérents et Y, = E3 Qo
Os:. Alors, pour tout entier i >0, on a :

(1) R'f.(E%) est un Os-module cohérent.

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement de
base _ A
U R [(Ey) — R'g.(E%)
est un isomorphisme, qui s’interpréte aussi comme un iSoOmor-

phisme _ _
limuy, R’ e (E%, )— lim ngn*(é')'%) :

(cf. notations plus bas).



Démonstration.
Pour (1.1.1)(1). La cohérence de R'f,(F) sur Og est rappelée pour
mémoire [EGA III, (3.4.2)].

Pour (1.1.1)(2). Notons F,, = F/I"*1F et ¢, le morphisme canonique
on @ Rf.(F) = R'f.(F,). Posons C, = Coker p,, H = R f(F),H, =
R f.(F,) et H!, = H/I"'"H. Comme [""'H C Ker ¢, on a une surjection

H,, — H/Ker ¢,

de noyau noté K,. Dans les suites exactes
(1.1.1.1) 0 — K, — H,, — H/Ker p, — 0
(1.1.1.2) 0 — H/Ker ¢, — H, — C, — 0,

les systémes projectifs (H],), et (H/Ker p,,), vérifient la condition de Mittag-
Leffler (notée M-L) car les fleches de transition sont surjectives. De plus (H,,),
vérifie M-L d’apres [EGA 111, (3.4.3)], donc (C,,),, aussi [EGA Oy, (13.2.1)].

D’ou l'exactitude de la suite

(1.1.1.3) 0 — lim H/Ker o, — lim H,, — lim C, — 0.

D’autre part on a un isoyrlnorphisme [EGA IInI, (3.4.3)]

R f(F)——lim H, ;

n

comme R'f,(F) est un Og-module cohérent [EGA III, (3.4.2)], il est séparé
et complet pour la topologie I-adique, donc on a aussi un isomorphisme

R f.(F)—1lim .

n

Ainsi le morphisme composé
lim H, — lim#H /Ker ¢, < lim #,

est un isomorphisme, donc chacune des fleches est un isomorphisme (car la se-
conde est injective par (1.1.1.3)). Par suite lim C,, = 0; comme (C,,),, vérifie

M-L, on en déduit que le pro-objet < (Cn): > associé est le pro-objet nul
(G, 195-03, §2], i.e.



(1.1.1.4) Vn, In’ > n tel que C,y — C, soit la fleche nulle

(cf aussi [Bour, TG 1I, §3, n°5, théo 1]).

D’apres [EGA 111, (3.4.4)] les Ker ¢,, définissent sur H une filtration /-bonne,
i.e. [EGA 0y, (13.7.7)], on a IKer ¢, C Ker ¢, 41 avec égalité pour n assez
grand ; en particulier on a Ker ¢,, C I'H pour n assez grand et la topologie
sur H définie par les Ker ¢, coincide avec la topologie I-adique : par plati-
tude de u, la topologie sur Og ®p, H définie par les Og ®p 4 Ker ¢, coincide
donc avec la topologie I-adique. Comme H est cohérent sur Og on en déduit
des isomorphismes

Os ®os H— lim (Os @0z H/ " (Os @05 H))
s lfgn (Os ®ogs H/ Os @0 Ker ¢,,)
5 lim (Os ®og (H/Ker ¢,)) -
Or il résulte de (l.l.ln.4) que

Vn, In’ > n tel que Os ®o; Cpy — Osr ®og Cy, soit la fleche nulle,

donc lim (Os ®ps Cn) = 0; comme les fleches de transition du systeme

projectif {Os ®og (H/Ker ¢,)}, sont surjectives, ce systeme projectif vérifie
M-L : la suite exacte (1.1.1.2) le reste apres tensorisation par Og sur Og et
en passant a la lim on déduit de ce qui précede un isomorphisme

lim (Os ®0s (H/Ker ¢,)) — lim (Os @os Hn) -
D’ou I'isomorphisme
(1.1.1.5) u*(H)— lim u,(H,) ,

n

ou 'on note

le carré cartésien déduit de celui de la proposition par réduction mod ™1
Or, u,, étant plat, [EGA 111, (1.4.15)] fournit un isomorphisme de changement
de base



Un(Hn) = U (R fron(F)) = R g0 (Fa)),

d’ot, par passage a la limite et via (1.1.1.5), des isomorphismes

n n

u (R (F) = lim R'gn.(vn(Fn)) = lim R'g.(v,(F,))

n

5 Rig,(v*(F)) [EGA IIL, (3.4.3)],

car v*(F) = lim v, (F,). Dot le (1.1.1) du théoréme.

Pour (1.1.2)(1). On note V, = V/I"!, £ = EL/I"MEY et E%, =
Es /I £, Tl suffit d’établir le lemme suivant :

Lemme (1.1.2.1). Sous les hypothéses (1.1.2) et avec les notations ci-dessus
on a un isomorphisme de Og-modules cohérents :

RUf(EY) = lim R fu(E%,) -

n

Démonstration du lemme. 11 s’agit d’étendre la preuve de [EGA III, (3.4.4)]
des Oy-modules cohérents aux complexes de Oy-modules cohérents.
Comme R f,, (€%, ) est I'aboutissement d’une suite spectrale de terme E
donné par

E%j = ijn* (‘%(n)

et que Ei] est cohérent sur Og, puisque f, est propre, on en déduit que
R f,. (%) est cohérent sur Og, : plus généralement, par la méme méthode
que pour la preuve de [EGA III, (3.4.4)], on prouve que la condition (F;) de
[EGA Oy, (13.7.7)] est vérifiée pour tout 4, donc par [loc. cit.] on a :

(1.1.2.2) Pour tout 7 le systeme projectif (R f.(E%,))n vérifie M-L.
(1.1.2.3) lim R'f,,.(£%,) est un Og-module cohérent.

(1.1.2.4) La filtration sur R'f.(E%) définie par

est I-bonne.

Or R f,(E%) est 'aboutissement d’une suite spectrale de terme E =
RIf.(E%) qui est un Og-module cohérent via (1.1.1), donc R f,(E3) est
un Os-module cohérent ; comme la topologie I-adique sur R'f,(£%) coincide

8



d’apres (1.1.2.4) avec la topologie définie par les Ker{v,}, on en déduit des
isomorphismes

R f.(€y) — Hm(R'fu(E3) /TR fu(E3))— Um(R'f.(E3)/Ker{iy}) .

n n

En passant a la limite projective sur les injections canoniques

(R'fo(E3)/Ker{t}) — R'f.(E%,)
il en résulte une injection canonique

Rf.(€y) = Im RUL.(E%,) -

n

Montrons & présent la surjectivité de cette fleche. Puisque R f.(E%) (vesp.
lim R'f,(E%,)) est le faisceau associé au préfaiscean U — H'(f~'(U),E%)

(resp. U — lim H'(f~'(U),£%,)), il suffit de montrer que pour tout ouvert

U de S on a une surjection canonique
H'(f71(U), &%) » tm H'(f7(U). €%,) -

Pour m > n, notons A}, , le noyau de la projection £% ~— &%, et choi-
sissons des résolutions injectives [C-E, chap. XVII, §1] Z%*  Z5* , I** de
N €., > €x, respectivement telles que I'on ait un diagramme commutatif
a lignes et colonnes exactes [C-E, chap. V, §2] et morphismes d’augmentation

les e

0 0 0

]

0—=Nmn Exm x. 0

lem,n Lem L

0 i, I e 0

Alors, pour U ouvert de S, la suite
0—=T((U), T3,) —=T(f 1 (U), I3}) —=T(f (V). 13") —=0
est exacte; en particulier le systeme projectif {T'(f~1(U),Z2*)}, a des fleches

de transition surjectives, d’ot R’ lim L(f~Y(U),Z2*) = 0 pour j > 0 [J, prop

n



2.1 et théo 1.8]. Pour la méme raison on a aussi R’ lim % = 0 pour j > 0.

On en déduit donc des quasi-isomorphismes

RO(f1(U), &%) ~RT(f~1(U),Rlim Ey) ~ RImRI(f~'(U), £%,)

n

~RImT(f~1(U),Zy*) ~ imT(f (V). Z;°) .

n n

Ainsi, pour tout entier ¢ > 0, le morphisme canonique 6

H'(f7(U),€%) — H'(RT(f7H(V),€3)) —

H (Hm D (1 (U), Te0) = Em H(D(fH(U), T3%)) = lim B (f71(U), £%,)

n n n

est surjectif d’apres [EGA 07, (13.2.3)]; en fait [loc. cit.] fournit aussi I'in-
jectivité de 6 puisque le systeme projectif {H'(f~1(U),E%, )} vérifie M-L
d’apres (1.1.2.2); d’ou le lemme. O

Pour (1.1.2)(2). Au cran fini n le morphisme de changement de base
par u,

(1.1.2.5) un R fru(E%,) — R g,.(E%,)

est un isomorphisme car c¢’en est un au niveau des termes E'’ de chaque
membre puisque u, est plat. Compte tenu de (1.1.2.4) le passage a la lim

sur (1.1.2.5) fournit, par la méme méthode qu’au cas (1.1.1)(2) du théoreme
(1.1), 'isomorphisme de changement de base

U*le*(“:;() — Rig*(“:;(')
qui s’interprete aussi comme un isomorphisme

n

Théoréme (1.2). Soient V un anneau de valuation discréte séparé et com-
plet pour la topologie m-adique, ot m est son idéal mazimal, k = V/m son
corps résiduel supposé de caractéristique p > 0, K son corps des fractions de
caractéristique 0.

Soit

10



b'd L>X
|
S ——=8

un carré cartésien de K-espaces analytiques rigides, avec f propre.

(1.2.1) Soit E un Ox-module cohérent. Alors, pour tout entier i > 0,

(1) R f.(E) est un Og-module cohérent.

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement de base

w(R'fo(E)) — R'g.(v"(E))
est un isomorphisme.

Plus généralement on a :
(1.2.2) Soient E* un complexe borné de Ox-modules cohérents et E'® =
E* ®og Ogr. Alors pour tout entier i > 0

(1) R f.(E*) est un Og-module cohérent.

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement de base

est un isomorphisme.

Démonstration du théoréme (1.2).

lere étape. Supposons d’abord démontré le théoreme dans le cas ot les K-
espaces analytiques rigides sont tous quasi-compacts et quasi-séparés.

Prouvons alors (1.2.1) dans le cas général.

L’assertion (1) est locale sur S puisque R'f,(FE) est le faisceau associé au
préfaisceau
Vi HY(fH(V),E)

ou V parcourt les ouverts de S [SGA 4, V| prop 5.1].
Soient ¢ : V —— S un ouvert affinoide de S et W défini par le carré
cartésien

11



0

WL x
(1.2.1.1) f’l f
v

(4
d s [1 . ] . hi .
apres [OC. Clt.] oIl a alors un 1somorpiisme canonique

VRf(E) = R(07(F)).

Or ici V est quasi-compact, quasi-séparé, et W aussi car f’ est propre; d’ou
'assertion (1) via le cas quasi-compact, quasi-séparé.

Pour le (2) on reprend le carré cartésien (1.2.1.1) : soient
u: V' =VxgS — V
et v’ : V" < V' un ouvert affinoide de V',

et on considere le diagramme commutatif suivant

X=X X
9// 9/
0
W W W i
v v .
g” S/:::: ::::S/ ................................ >S
w// "7 / -'7 /
9 f
VI v’ - v

dont les faces verticales sont cartésiennes.

Vu le caractere local de l'isomorphisme (2) cherché, il suffit de montrer
que l'on a un isomorphisme

@/)/,*U*le*(E) ; @Z)"*Rig* v* (E)

Or ici V et V" sont quasi-compacts, quasi-séparés, donc W et W aussi car
f" et g” sont propres et on peut appliquer 'isomorphisme de changement de
base du cas quasi-compact, quasi-séparé pour le carré cartésien

12



W/ 1}01}

‘| lv

V// _)

d’ol une suite d’isomorphismes

w”*u*RZf*(E)—( / //) *Rz ( )
) R

= (W) R f.(0"(E))
~ R'g!((v' ”) (0*(E)))
= ng”(e”*( “(E)))
= " Rlg.(v*(E)).
D’ou le (2).
Pour prouver (1.2.2) a partir du cas quasi-compact, quasi-séparé la démarche
est analogue.

2eme étape. Prouvons le théoreme dans le cas quasi-compact, quasi-séparé.

Pour (1.2.1). Le (1) est un théoreme de Liitkebohmert [Lii, theo 2.7].
Pour le (2) on adopte les notations de [Bo-Lii 1, démonstration de 4.1] :

d’apres [loc. cit.] il existe des modeles formels X', S, &’ de X, S, S’ respecti-
vement et des éclatements admissibles

v X=X , 179:8 =8
et des morphismes

p: X—=8 , 0:8—=S8
tels que
Prig = fo Tarig €t erig = U ° Torigs
avec 6 plat [Bo-Lii 2, 5.2, 5.10 (c)].
Remarquons que tous les schémas formels précédents sont admissibles au
sens de [Bo - Lii 1], donc sont plats sur V [Bo - Lii 1, § 1].

On dispose donc d’un carré cartésien

13



x L x

R
S’ T> S ’
qui est un modele formel du carré du théoreme : de plus il existe un Ox-

module cohérent F tel que Fpjp = E [Li, 2.2], ou [Bo-Lii 1, 5.6] et ¢ est

un morphisme propre [Lii, 2.6]. D’apres le théoreme (1.1) le morphisme de
changement de base

0 R, (F) — R'¢. 0™ (F)

est un isomorphisme ; par passage aux fibres génériques le (1.2.1) en résulte.

Pour (1.2.2) : le complexe E* provient, a multiplication pres par p~", d'un
complexe £° de Oy-modules cohérents. 11 suffit alors d’appliquer le (1.1.2)
du théoreme (1.1) et de passer aux fibres génériques pour obtenir (1.2.2).

Nous rassemblons pour mémoire dans la proposition suivante quelques
propriétés des immersions.

Proposition (1.3). Soient V et K comme en (1.2). Alors

(1.3.1) Toute immersion (resp. immersion ouverte, resp. immersion fermée)
a: X =Y de K-espaces rigides analytiques quasi-compacts et quasi-
séparés admet un modéle formel 5 : X < Y au sens de [Bo-Li 2, cor
5.10] qui est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une
immersion fermée) : en particulier X et Y sont plats sur V.

(1.3.2) Pour tout K-espace analytique rigide X, le faisceau d’anneaur Ox est
cohérent.

(1.3.3) Soient o : X — Y wune immersion fermée de K-espaces analytiques
rigides et M un Ox-module cohérent. Alors, pour tout entier i > 0 on
a

R'a, (M) =0

et le morphisme canonique

est un isomorphisme.

14



Démonstration. Le (1.3.1) n’est autre que [Bo-Lii 2, cor 5.10].

Pour le (1.3.2) la propriété est locale sur X [B-G-R, 9.4.3] : on peut donc
supposer X affinoide ; par suite X est quasi-compact et quasi-séparé et admet
un modele formel X'. Il suffit de prouver la cohérence du faisceau d’anneaux
Oy : comme X est un schéma formel de type fini sur 'anneau noethérien V,
le faisceau Oy est un faisceau cohérent d’anneaux par [EGA I, (10.11.2)].

Pour le (1.3.3), les assertions sont locales sur Y : on peut donc supposer
Y affinoide, donc quasi-compact, quasi-séparé et de méme pour X puisque
a est propre [B-G-R, 9.5.3, prop 2, 9.6.2, prop 5]. On prend alors un modele
formel 5 : X < ) de « [Bo-Lii 2, 5.10(d)] et un Ox-module cohérent M tel
que My = M [Lii, lemma 2.2]. Soient (3, : X, < Y, la réduction de  mod
m" et M, = M/m" M ; alors

BBu(M)/m"™ = B B (M)
et puisque M et 3,(M) sont cohérents [théo (1.1)] on a des isomorphismes

M S lim M, et f7B.(M) S lim ] B (M,).
Or le morphisme canonique

est un isomorphisme : en effet, M,, étant de présentation finie sur Oy, , on
est ramené au cas de Oy, pour lequel I'assertion est claire puisque [, est
une immersion fermée. En prenant la limite sur n de ces isomorphismes et
en passant aux fibres génériques on en déduit un isomorphisme canonique

o (M) = M .
Légalité Ria, (M) = 0 pour 7 > 0 résulte de I'isomorphisme

R'B (M) 5 lim R'B,.(M,,)  [EGAIII, (3.4.3)]

et de I’égalité R'f3,.(M,) = 0 pour i > 0, puisque f3,, est fini. [J

15



2. Sorites sur les voisinages stricts

2.0. Rappelons la définition de <voisinage strict> dans un espace rigide
analytique [G-K 2, 2.22].

Si U est un ouvert admissible d’un espace rigide analytique W, un ouvert
admissible V' C W est appelé voisinage strict de U dans W si {V, W\U} est
un recouvrement admissible de W. Cette définition redonne celle de [B 3,
(1.2.1)], [B 4, §1], [LS, chap 2 et 3] dans le cas des tubes.

2.1. Considérons un diagramme commutatif

(2.1.1) fl lh . lg

S——=S—=T
is

dans lequel le carré de droite est un carré cartésien de V-schémas formels
séparés plats de type fini, f est un morphisme de k-schémas, iy, iy = oiy,
is et i = p oig sont des immersions.

On note
W)X [xe — 1S[s, B 21Xy — 1S[r,

X [x — [ Xy, ¢ 1Sls — ]S[r

les morphismes induits sur les tubes respectivement par h, h, 1, ¢ [B 3,
(1.1.11) (i)], [B 4, 1.1], [LS, chap 2].

Proposition (2.1.2). Avec les notations précédentes, on a un diagramme
commutatif a carrés cartésiens

X[ —~]X]y

X
s

Démonstration. Pour le carré du bas, ca résulte de la définition des tubes et
du morphisme de spécialisation. Pour le carré du haut, il s’agit de vérifier
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que | X[y satisfait la propriété universelle du produit fibré. Soit Z un espace
rigide analytique s’insérant dans un diagramme commutatif

7 —— X[y Yk

[

SKWTK )

par propriété universelle de Xx = Sk X7, Yk on en déduit une fleche
Z - Xk qui s’insere dans le diagramme commutatif

X——X
ix iy
X—r—y
sp sp
7 —= Xk b Vi
y

X[ —— X[y

ou sp sont les morphismes de spécialisation. Puisque sp(]X[y) = X — ) et
iy

compte tenu de la commutativité du diagramme précédent le morphisme v
se factorise par | X[y en

[ X v
d’ou la proposition. [
2.2. Considérons a présent un diagramme commutatif

Jx,q

x¢ Xl( Jy ye iy Y

(2.2.1) xl 0 lf lh p

S——T——T w

JT T

17



dans lequel le carré de gauche est cartésien f, fi et f sont des morphismes
de k-schémas, h et p sont des morphismes de V-schémas formels séparés plats
de type fini, jx,, jy et jr sont des immersions ouvertes, iy et ip sont des

immersions fermées. Notons Xy = 571(5), Yo=nh 1(T) et fo: Xo— S, fy:
Y, — T les morphismes induits par h. Soient Y et T} les réductions modulo 7
de Y et T : les immersions fermées iy et ip se factorisent respectivement via
les immersions fermées iay, : Y — Yp, iy, 1 Y = Yo = Yy et igy, 1 T — 1.
On désigne par hyx : | X[y — |S[r, hy : Y[y — ]T[r les morphismes
induits par hx : Yk — Tk [B 3, (1.1.11) ()], [B 4, 1.1}, [LS, chap 2]
gy Xy — Yy, iy, : Y[y —Yoly = Yk, dby, :JYo[—= Vi ceux induits
par l'identité de Vi et jz : ]Sy — T, i : [Ty — [Tolr = Tk ceux
induits par l'identité de Tx. Si V' est un voisinage strict de |S[r dans |T[r,
alors W := E;I(V) est un voisinage strict de | X[y (donc de | X[y) dans [Y]y

[B 3, (1.2.7)], [LS, chap 3] et on note hy := hyw : W = V.
Proposition (2.2.2). Sous les hypothéses (2.2) on a :

(2.2.2.1) Supposons que ?_1(5) = X, alors le diagramme (2.2.1) induit un dia-
gramme commutatif

X Y [y Y
th/ O \Lhy lh;{
1S[7¢ P 1T 7€ - Tk

dans lequel le carré de gauche est cartésien et les fleches horizontales
sont des immersions ouvertes .

(2.2.2.2) Supposons que Eil(T) =Y et 771(5) = X. Alors :
Les deuz carrés du diagramme précédent sont cartésiens.
St de plus V' décrit un systéeme fondamental de voisinages stricts de
|S[7 dans Ty, alors E;l(V) décrit un systeme fondamental de voisi-
nages stricts de | X[y dans |Y[y.

Démonstration.

L’existence du diagramme commutatif dans (2.2.2.1) résulte de (2.2.1) et [B
3, (1.1.11) (i)] ou [LS, 2.2] via la définition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap
2].
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Puisque ?_1(5 ) = X le diagramme (2.2.1) se décompose en

Xy sy

N
(2.2.2.3) RNS)—=h (1) —=Y

RN

S T T —">W

On est donc ramené a étudier séparément le cas ou E_l(T) =Y et ?_1(5 )=
X et celui ou h = id : on montrera d’abord (2.2.2.2) et pour (2.2.2.1) il nous
suffira de traiter le cas o h = id.

Pour (2.2.2.2). Les carrés du diagramme (2.2.2.1) sont cartésiens d’apres
la définition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap 2] et le fait que Eil(T) =Y
——1
et f (9)=X.

Pour la deuxieme assertion de (2.2.2.2), on va utiliser les voisinages stan-
darts V;x = U,en Vi, de Berthelot [B 3, (1.2.4)], [LS, 3.4] : rappelons au
passage que si A, < A}, alors V;, y C V. ..

Si V est un voisinage strict de ]S[r dans |T'[7, alors E;l(V) est un voisi-
nage strict de | X[y dans |Y[y [B 3, (1.2.7)], [LS, 3.1]. Soit W un voisinage
strict de | X[y dans Y[y ; d’apres [B 3, (1.2.2)] on se ramene au cas ou Y[y
est affinoide, et avec les notations de [loc. cit.] il existe Ay < 1 tel que, pour
Ao < A <1, onait Uy C W. Avec les notations de [B 3, (1.2.4) (i)] si V;,.(5)
parcourt un systéme fondamental de voisinages stricts de |S[r dans |7,
alors il existe 7, et A, assez proches de 1 tels que (hy)™ (V1. (S)) C U,
car les équations locales de Y (resp de Z := Y \ X) sont obtenues par image
inverse par h des équations locales de T' (resp de T'\ S) (cf. aussi [LS, 3.2]).

Pour (2.2.2.1). Puisque | X[y et |Y[y sont des ouverts de Vi [B 3, (1.1.2)],

[LS, chap 2] il en résulte que jy- et iy, sont des immersions ouvertes ; de méme
pour jr et i, .
Pour montrer que le carré de gauche du diagramme (2.2.2.1) est cartésien il
nous suffit de traiter le cas ou h = id. Comme f_l(S) = X, les équations
locales de Z = Y \ X sont obtenues par image inverse par f des équations
locales de 7"\ S : la définition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap 2] fournit
alors 'égalité | X [y=]S[y [ ]Y [y, d’ou le carré cartésien de (2.2.2.1). O
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Proposition (2.2.3). Sous les hypothéses de (2.2) on a :

(2.2.3.1) §up]iosons_ﬁ_1(T) =Y, 7 () =R (S) = X et h est propre. Alors
hi,hy et hyx sont propres. Si V' est un voisinage strict de |S[r dans
|T[r et W = E;I(V), alors hy = hy,, : W — V est propre.

(2.2.3.2) Supposons h lisse sur un voisinage de X dans ). Alors

(i)

(i)

(i)

hx est lisse et quel que soit V un voisinage strict de |S[y dans
|T[7 il existe un voisinage strict W de | X[y dans Y[y tel que hg
induise un morphisme lisse hy : W — V. De plus Q%/V/V est un
Ow -module cohérent et localement libre.

Si l'on suppose aussi que E_l(T) =Y, et E_l(S) = X, alors il
existe un voisinage strict V- de |S[r dans [Ty tel qu’en posant
W = E;l(V) le morphisme hy induise un morphisme lisse

hy : W =V .

Si de plus h est propre, alors le morphisme propre hy est ouvert

pour la topologie rigide et hy (W) est un ouvert admissible de V
et de Tk.

Si en outre g : T — Spf V est lisse sur un voisinage de S dans
T, alors on peut prendre le V' du (1) lisse sur K et ainsi Q%//K
est localement libre de type fini sur le faisceau cohérent d’anneaux

Oy.

Supposons f surjectif, Eil(T) =Y, Eil(S) = X et h est propre.
Pour V- et W comme en (ii) posons V' = hy(W).
Si (W) est un systéme fondamental de voisinages stricts de | X [y
dans Y[y avec Wy C W, alors (hy(Wy))a est un systeme fonda-
mental de voisinages stricts de |S[r dans V.
De plus le morphisme hy induit un morphisme propre lisse et sur-
jectif

hy - W — V.

Démonstration.

Prouvons

(2.2.3.1). Sous nos hypotheses les deux carrés de (2.2.2.1) sont

cartésiens [cf (2.2.2.2)]. D’apres Liitkebohmert [Lii, theo 3.1] le morphisme
propre h induit un morphisme propre d’espaces analytiques rigides hg :
Vi — Tgk. Comme la notion de morphisme propre est stable par change-
ment de base en géométrie rigide [B-G-R, fin de 9.6.2, p 396], on en déduit
que Ey,EX et hy sont propres.
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Pour (2.2.3.2).

(i)

(iii)

(iv)

L’ensemble W’ des points de ]Y[; ol le morphisme hx est lisse est un
voisinage strict de | X[y dans Y[y [B 3, (2.2.1)], [LS, 3.3]. Si V est un
voisinage strict quelconque de |S[r dans |T[r, W = E;l(V) N W' est
un voisinage strict de | X[y dans Y[y [B 3, (1.2.7) et (1.2.10)], [LS,
3.1] et hg induit donc un morphisme lisse hy : W — V'; en particulier
hx ] X[y—]S[rC V est lisse.

La lissité de hy prouve que Q%/V/V est un Oy-module localement libre
de type fini, et comme Oy est un faisceau cohérent d’anneaux [prop
(1.3)], il résulte de [EGA Oy, (5.4.1)] que Q%/V/V est un Oy -module
cohérent.

Si V' décrit un systeme fondamental de voisinages stricts de |S[r dans

T, alors E;I(V) décrit un systeme fondamental de voisinages stricts
de | X[y dans |Y[y [(2.2.2.2)] : ainsi la premiere assertion de (ii) résulte
de (i).

Si de plus h est propre alors le morphisme hy = Ey|w W — V est
propre et lisse; en particulier hy est ouvert pour la toplogie rigide :
en effet on se ramene, comme dans la premiere étape de la preuve
du théoreme (1.2) (puisque hy est propre), au cas des espaces quasi-
compacts quasi-séparés et on applique alors [Bo-Lii 2, 5.11]. Donc V’ :=
hy (W) est un ouvert admissible de V', donc de Tk car V est un ouvert
admissible de Txk.

Supposons en outre g : T — SpfV lisse sur un voisinage de S dans
T ; alors 'ensemble des points de |T'[r ol gk est lisse est un voisinage
strict de |S[7 dans |T[r [B 3, (2.2.1)], [LS, 3.3] : quitte a restreindre le
V du(i) [B 3, (1.2.10)], [LS, chap 3] on peut supposer que la restriction
de g &V est lisse. Ainsi O, /i Sera un Oy -module localement libre de
type fini, donc cohérent sur Oy [(1.3)]. D’ou (iii).

Puisque f est surjectif et h plat au voisinage de X, le morphisme

hx ] X[y — |S[r

induit par h est surjectif [B 3, (1.1.12)] et lisse puisque c’est aussi la
restriction de hy. De plus hy (W) contient |S[r par la surjectivité de
hx. Dans le diagramme commutatif

X[ W = by (V1) = by (V) =W
(2.2.3.2.1) hxi ihvl hy
Sr————V' =hy(W)——V
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les carrés sont cartésiens d’apres (2.2.2.2)et hyr, hy sont lisses et sur-
jectifs.

Soit Wy un voisinage strict de | X[y dans |Y[y avec W, C W, ou W
est défini ci-dessus : le morphisme ouvert hy [cf(ii)] envoie le recouvre-
ment admissible {Wy; W \ | X[y} de W sur le recouvrement admissible
{hyv(W);
hy (W \ |X[y)} de V! = hy(W). Par la surjectivité de hy et le fait
que hy'(]S[r) = 1 X[y on a hy(W) \ ]X[y) = V' \ ]S[r; par suite
{hy(W))); V' \ |S[7} est un recouvrement admissible de V', i.e. hy (W))
est un voisinage strict de |S[r dans V',

Supposons maintenant que (W), décrive un systeme fondamental
de voisinages stricts de | X[y dans |Y[y avec W, C W. Soit V" un voi-
sinage strict de ]S[7 dans V' : montrons que hy; (V") est un voisinage
strict de | X[ dans W. D’abord {V"; V'\ ]S|7} est un recouvrement ad-
missible de V', donc par image inverse {hy (V"); hy (V/\]S[r)} est un
recouvrement admissible de hy/ (V') = W ; en utilisant encore 1'égalité
hyt (1S[7) =]X[y on en déduit que hyy (V'\ 1S[r) = W\ ] X[y : donc
hy (V") est un voisinage strict de | X[y dans W. Ainsi il existe pu tel
que W, C hy/(V"), dott

hy (W) C hy h‘—/}(vﬂ) .

par suite (hy(W,))a est bien un systeme fondamental de voisinages
stricts de |S[r dans V.

Si de plus h est propre alors hy+ est de surcroit propre puisque
(2.2.3.2.1) est a carrés cartésiens et hy est propre. [

2.3. Soient S' = Spec Ay un k-schéma lisse et f : X = Spec By — S un k-

morphisme fini. Désignons par A = V[ty, ..., t,]/(f1, ..., f») une V-algebre lisse
relevant Ay, P la fermeture projective de Spec A dans P}, P’ le normalisé de
P et notons § = Spf A, S=PetS= P les complétés formels de Spec A,
P et P’ comme dans le théoreme [Et 5, théo (3.1.3)] : on sait [loc. cit.] que
S et S sont propres sur V, que S est normal, qu’il existe une A-algebre finie
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B et un carré cartésien de V-schémas formels

SpfB=X—X =P’

3 Ji

SpfA=S8——>S5=P

ot P’ est la fermeture intégrale de P' dans Spec B, avec h fini, h fini et j
une immersion ouverte. On note f: X — S la réduction de h: X — § sur

k=V/m.
Rappelons [Et 5, théo (3.1.3)] qu'il existe a € A et f(t) € A,[t] tels que

B est la fermeture intégrale de A dans A,[t]/(f). Fixons d’autre part une
présentation de la V-algebre B

B ~ V[t}, ...t/ (g1, gs).

Soient_y le complété formel de la fermeture projective Py de Spec B dans
IP@I et Y sa réduction sur k.

Comme P’ est le normalisé de P on a un triangle commutatif

= P
j lv
— P

S——=S:

J

.

ot v est fini et j une immersion ouverte. Un systeme fondamental de voisi-
nages stricts de Sk dans Sk est fourni par les intersections Vy de (Spec A)%
avec les boules fermées B(0,AT) C A% pour A — 17 et Vi = Spm A,
Al = lim Ay [B 3, (2.5.1)], [LS, 5.1]. Puisque v est propre, et étale au voi-

A
sinage de S, il existe A\g > 1 tel que tout A\,1 < A < Ao, v induise un
isomorphisme entre V) et un voisinage strict V) de Sk dans Sk [B 3, (1.3.5)],
[LS, chap 3] : on identifiera V) et V) dans la suite.

Notons Py I'adhérence schématique de Spec B plongé diagonalement dans

P! xy P, Z = J/Dz’ le complété formel de Py et Z sa réduction mod m. On
a un diagramme commutatif
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E

TN
&

-
<
s
-
<
=

I

ou les u;, v; sont propres et les u; sont étales au voisinage de X. D’apres [B 3,
(1.3.5)], [LS, chap 3] u;x induit un isomorphisme entre un voisinage strict de
X[z dans Zk et un voisinage strict de | X[y ~ | X[y = Xx dans X et par
suite un isomorphisme entre des systemes fondamentaux de tels voisinages
stricts. De méme usx induit un isomorphisme entre un systeme fondamental
de voisinages stricts de | X[z dans Z et un systeéme fondamental (W5,)y de
voisinages stricts de Xx dans YVg. Par composition il en résulte pour \' —
1" un isomorphisme entre les W}, et un systeme fondamental de voisinages
stricts (W},) de Xx dans X identifiés ci-apres. Pour A > 1, il existe donc
A > 1 et des immersions ouvertes

Spm By = Xy — W), LN E;(V)\) =: Wj.

Proposition (2.3.1). Avec les notations de 2.3 on a :

(1) Si (Vi) est un systéme fondamental de voisinages stricts de Sk dans

Sk, alors (Wy)y = (E;(l(i/,\))A est un systéme fondamental de voisi-
nages stricts de Xx dans X k.
SiVy = SpmAA,\, alors Wy = Spm B, ou B, est la fermeture intégrale

de Ay dans By, et By est une Ay-algébre finie.

(2) Supposons de plus f fini et plat (resp. fini et fidélement plat, resp.fini
étale, resp. fini étale galoisien de groupe G) et V) = Spm Ay. Alors il
existe Ao > 1 tel que pour tout \,1 < XA < A, el Wy := E;(V)\), le
morphisme induit par hy

hy = EK\WA Wy — V),
soit fini et plat (resp. fini et fidélement plat, resp. fini étale, resp. fini

étale galoisien de groupe G), avec Vy lisse sur K et Q%/A/K localement
libre de type fini sur le faisceau cohérent d’anneauz Oy, .
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Démonstration. On utilise les notations du 2.3.

(1)

On a déja prouvé la premiere assertion du (1) en (2.2.2.2) : prou-
vons la seconde assertion du (1). On peut supposer A, B, P’ et P/

intégralement clos. Comme hy est fini, Wy = E;(VA) est un affinoide
noté Spm B, et B) est une Ay-algebre finie [B-GR, 9.4.4 cor 2|; on
note hy := EK‘WA : Wy = Spm B, — V), = Spm A,. Puisque P/ est la
fermeture intégrale de P’ dans Spec B , il résulte de [EGA IV, 6.14.4]
que B, est la fermeture intégrale de A, dans Brk.

Dot le (1).

La encore on peut supposer A et B intégralement clos : on traitera a
part le cas fini étale galoisien.

Notons ¢ : A — B le morphisme fini tel que Spec ¢ : Spec B —
Spec A releve f [Et 5, théo (3.1.3)], et ¢ : A — B (resp. o : At — BY)
le morphisme induit sur les séparés complétés (resp. sur les complétés
faibles). D’apres [loc. cit.], ¢! et ¢ sont finis et plats (resp. finis et
fidelement plats, resp. finis étales) si et seulement si f l'est. Avec les
notations du (2.3) on a :

Al = lim Ay, Bj; = lim By et ¢} : Al — Bl
> >

A—1 A—1

est la limite inductive des ¢, : Ay — By [EGA 1V, (8.5.2.1)] avec

hy = Spm (¢,) : Wy = Spm B, — V) = Spm A,.

Si f est fini et plat (resp. ...) alors gp}( I’est et pour \ assez proche de
1, oy lest aussi par [EGA TV, 11.2.6, 8.10.5, 17.7.8], de méme pour h,.
D’ou le (2) hormis la cas galoisien.

Considérons a présent le cas galoisien.

Puisque f est galoisien il est surjectif; ainsi

h:X=SpftB — S=Spf A

est fini étale surjectif et galoisien de groupe G, d’ou en particulier une
injection : A < B. Par suite hx : Xx — Sk est fini étale surjectif et
galoisien de groupe G.
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Remarquons ensuite que puisque B est la fermeture intégrale de A
dans A,[t]/(f) et que Spec AT — Spec A est un morphisme normal [Et
5, prop (1.1)], il résulte de [EGA 1V, (6.14.4)] que B = B ®4 AT est
la fermeture intégrale de A" dans (B'), = (A", [t]/(f) : par suite B,
est la fermeture intégrale de Al dans (A", [t]/(f). L’anneau Af est
réduit par [Et 5, prop (1.7)], car A est réduit, et AT — BT est fini étale
car A — B lest : donc Bf est réduit car A est réduit [Et 5, lemme
(1.6)]. Ainsi BT est intégralement fermé dans B [Et 5, théo (2.2)(2)ii] ;

A

d’ott Bl est la fermeture intégrale de Al dans By.

On a vu ci-dessus que, pour A suffisamment proche de 1,

h)\ZW)\:SmeA%V)\:SpmA)\

est fini étale. Compte tenu du diagramme commutatif

BK jB)\

<

A <Al <A,

la fleche Ay, — B, induite par h) est injective, donc h) est surjectif.
Choisissons un ensemble fini {z;} de générateurs de B) sur Ay. Comme
chaque z; est entier sur Ay, les éléments g5 (x;) € By, pour g décrivant

G et gg, : By — By induit par g, sont aussi entiers sur Ay C A}(,
donc a fortiori sur A}( = lim A,. Or on a vu que B}( est la fermeture

u
intégrale de A}( dans By et que Bk est intégralement fermé dans By
il existe donc X, 1 < X < A tel que pour tout 7 et tout g € G on ait
98, (r:) € By. Ainsi 'action de G s’étend de X a Wy = Spm By :
en effet g € G définit un morphisme g,y : Wy, — W), s’insérant dans
le diagramme commutatif a carré cartésien




d’ou la factorisation de gy par Wy.

Montrons que le morphisme fini étale surjectif
h)\/ . W)\/ — V)\/

est galoisien de groupe G. On a

A~ ~

(B)\/)G C (BK)G - AK,
d’ot A
Ay C (By)® C By N Ag

et on dispose d'un carré commutatif

Ay—— AK

|

By By

avec Ay — B, fidelement plat et BK = AK ®a,, By @ d’apres [Et 2,
prop 2] on en déduit

Ay = By NAg = (By)°,

d’ou la proposition (2.3.1). O

3. Images directes d’isocristaux

3.1 Sections surconvergentes

On suppose donné un diagramme commutatif tel que (2.2.1). Pour un
voisinage strict W (resp. un couple de voisinages stricts W/ C W) de | X[y
dans |Y'[y on note ay (resp.aww-) 'immersion ouverte de W dans Y[y (resp.
de W’ dans W). Si A est un faisceau d’anneaux sur W et E un A-module,
on pose [B 3,(2.1.1.1)], [LS, chap 5] :

(3.1.1) G E = lim oyyndfyu B
w!'cw

la limite étant prise sur les voisinages W’ C W.

De méme [B 3,(2.1.1.3)], [LS, chap 5] :
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(3.1.2) VE = ay. gl E

(3.1.3) Si V est un voisinage strict de |S|r dans |T'[r, alors W = EIQI(V) NY[y =
Ey_l(V) est un voisinage strict de ] X[y dans [Y[y [B 3, (1.2.7)], [LS, chap
3] et on note hy la restriction de hy a W, et RihK*j;r,E = Rihy*j;r,E.

Proposition (3.1.4). Avec les hypothéses et notations de (3.1.3) supposons
que hy : Y [y—|T[r soit quasi-compact et quasi-séparé; soit E un faisceau

abélien sur W.

(a) Supposons que h _1(T) =Y eth _1(5) = X ; alors, pour tout entier

120, on a des isomorphismes canoniques
(3.1.4.1) R'hy-(jiy E) = jl, Rihy-(E).
(3.1.4.2) R (j} B) = jLRihy-(E).

Si de plus h est une immersion fermée, alors
(3.1.4.3) Rihy-(jiy E) = 0 pouri>1

et le morphisme canonique
(3.1.4.4) hych-ji E =5 jLE
est un isomorphisme.

(b) Si l’'on ne suppose plus que h _1(T) =Y eth _1(5) = X, alors, pour
tout entier 1 > 0, on a des isomorphismes canoniques

(3.1.4.5) R'hy-(jiy E) = jl, Rihy-(jly E).
(3.1.4.6) R'hie- () B) = jp R hy- (Gl E).
Démonstration

(a) Les deux foncteurs
F:Evr— hyejl, B

et
G:E v jlhyE

de la catégorie C des faisceaux abéliens sur W dans la catégorie des
faisceaux abéliens sur V' sont exacts a gauche [B 3,(2.1.3)(iii)], [LS,
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5.3]. Comme la catégorie abélienne C admet suffisamment d’injectifs,
les foncteurs dérivés droits R'F et R'G existent et (R'F); , (R'G); sont
des d-foncteurs universels : puisque j&, et j;r, sont exacts [loc. cit.], et
que ay : W ==Yy (resp. ay : V ——|T[r) est exact sur la catégorie
des ji,Z-modules (resp. des j,Z-modules) [B 3, dém. de (2.1.3)], on est
ramené pour le (a) a prouver que F = G.

Comme hy est quasi-compact et quasi-séparé, il en est de méme par
changement de base pour hy, donc hy+ commute aux limites inductives
filtrantes : de plus les hypotheses entrainent que si V' décrit un systeme
fondamental de voisinages stricts de | S[y dans |T'[r, alors hy (V') = W'
décrit un systeme fondamental de voisinages stricts de | X[y dans |Y[y
[(2.2.2.2)]; d’ou

-t o . —1
w/'cw
R E -1
— lin O{V‘//* h/V/* O[WW/E
vicv
T -1
— lin O{V‘//* O[VV/hV*E

vicv

ce qui prouve (3.1.4.1) et (3.1.4.2).

Si h est une immersion fermée, alors hx en est une aussi [B 3, (0.2.4)(iv)]
,ou [Bo-Lii 1, §4] et [B-G-R, 9.5.3 prop 2 et 7.1.4 def 3], de méme que hy
par changement de base : en particulier hy est quasi-compact et quasi-
séparé. Ainsi (3.1.4.3) résulte de (3.1.4.1) et (1.3.3). Pour (3.1.4.4) on
utilise la suite d’isomorphismes

hychgejb B =5 hyjihy-E (3.1.4.2)
& iR by (E) B 3,(2.1.4.8)],[LS, 5.3]
= (B (1.3.3).

L’ouvert W = Eyfl(V) est un voisinage strict de | X[y (donc de | X[y)
dans Y[y ; la définition de ]I]:V(E) fait intervenir une limite inductive
sur les voisinages stricts W' de ] X[y dans ]Y[y : si cette fois la limite
inductive est prise sur les voisinages stricts WW;de | X[y dans ]Y'[y nous

noterons j‘T,Vl(E) le résultat, et on a [B 3, (2.1.7)], [LS, chap 5]
I (E) = iy © G, (E) = iy, © jiv (E).
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D’ou, en appliquant (3.1.4.1) :
R'hy-(fiyE) = R'hy-jiy, (il E)
= U R'hy-(ily B);

de méme pour (3.1.4.6). O

3.2 Définition des images directes

(3.2.1) On suppose fixé un diagramme commutatif tel que (2.2.1) et on fait
I’hypothese supplémentaire que h (resp p) est lisse sur un voisinage de X
dans Y (resp de S dans T)

Soient E € Isoc'((X,Y)/W), W un voisinage strict de | X[y dans |Y[y
et Ey un Op-module cohérent muni d’une connexion intégrable tel que
i1 By =: Ey soit une réalisation de E [B 3, (2.3.2)], [LS, 7.1]. Lorsque Y est
propre sur YW on notera Isoc'((X,Y)/W) = Isoc'(X/W) [B 3, (2.3.6)] : si
de plus W = SpfV on notera Isoc'(X/SpfV) =: Isoc’(X/K).

Pour E € Isoc'((X,Y)/W) Berthelot a défini dans [B 5,(3.1.11)] les
images directes en cohomologie rigide (cf. aussi [LS, (7.4)] et [C-T, 10]) par
la formule

(32.11) RY i (X, Y)/TS E) 1= Rhuc- (G} Ew @01y, Uiy
= Rhy~ (];r/EW ®O]Y[y Q}.Y[y/}T[T);

et la cohomologie de ces complexes est indépendante du Y choisi [B 5, (3.1.2)],
[LS, 7.4.2].

Lorsque X =Y, alors f : X — T et on obtient la cohomologie convergente :
(3212) R?conv*<<X7 Y)/Tv E) = R?rzg*<<X7 X)/Tv E)
(3.2.2) Sous les hypotheses (3.2.1) supposons de plus h propre : ainsi Y est

une compactification X = Y de X au-dessus de 7. Berthelot définit alors
R frig«(X/T; E) par la formule [B 5, (3.2.3)] ( cf. aussi [LS, 8.2])
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(3.2.2.1) Rfrig-(X/T; E) := Rf,;4e (X, X)/ T E);

et la cohomologie de ce complexe est indépendante du X choisi [B 5,(3.2.2)]
LS, 8.2.1] [C-T, 10.5.3].

3.3 Changement de base

(3.3.1) Avec les notations de (2.2) on consideére un parallélépipede commu-
tatif

(3.3.1.1)
X C Jy y ¢ iy
V v 7
of of
e : Iy ¢ i byl L, _
X Y’ — "y A
/ 4§c ....................... T :7!( ......................... Z.'T>7‘ p W
2 ?’ E/
77 / /

S’ C . Tl C . Tl - W/

Jr! Lyt P

dans lequel le cube de_,g;auche est formé de k-schémas séparés de type fini, les
morphismes g, h, §', h, p, p', 0 sont des morphismes de V-schémas formels
(V-schémas formels que I'on supposera séparés, plats et de type fini), les j
(resp. les ) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). On suppose 0 lisse
et X' =X x5, Y =Y xrT et Y =Y xsT.

On vérifie alors facilement que 1'on a

(3.3.12) 1X'=1X [y x)s1,15 7, 1Y [y =]Y [y X, 1T

Soient V' un voisinage strict de |S[r dans |T[r et V' un voisinage strict
de |S'[y+ dans |T'[1+ tel que V' C g ' (V)N]T'[1; alors W := EK_l(V)ﬁ]Y[y
est un voisinage strict de | X[y dans |Y[y et W’ = E;l(V’)ﬂ]Y’[y/ est un
voisinage strict de | X'[y+ dans Y[+ tel que W’ C gt (W)N]Y[yr.

Notons

hy W =V, gv: V' =V, hi, : W =V etgy W —-W
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les morphismes induits respectivement par hx, Gx, E,K, et G
Ainsi on dispose d’un cube commutatif

WYk

Iw T
b
: ’ _
W' S : yK hi

(3.3.1.3) |
v
i V G o - TK
7 _
gv th
Ve Ti

dans lequel W/ =W xy V' et Vi = Vi X7 T'k.

Lemme (3.3.1.4). Avec les hypothéses et notations de (3.5.1) supposons de
plus que G soit plat (resp. que G soit lisse sur un voisinage de S’ dans T").
Alors il existe un voisinage strict V' de |S'[7+ dans |T'[1+ tel que gy soit plat
(resp. que gy soit lisse).

Démonstration. Dans le cas plat c’est clair puisque ggest plat; dans le cas
lisse, c’est [B 3, (2.2.1)], [LS, chap 3]. O

Définition(3.3.1.5) Soit € un j}@v—module ; S0M 1mage iNverse surconver-
gente est définie par la formule

(9. %.9)(€) = i (TKE);
lorsque € est une réalisation d’un isocristal E € Isoct((S,T)/W) on écrira
ausst

(0, 9)(€) = (0,5, 9)1(€) = i1 (G5E).

Théoréme (3.3.2) Sous les hypothéses (3.5.1) supposons que h 71(T) =
Y, h _1(5) = X et hy propre (cette derniére hypothése est vérifiée si h est
propre).
(3.3.2.1) Soit Ew un Ow-module cohérent. Alors, pour tout entieri >0, on a :
(1) R'hg-(j} Ew) est un j}(’)]T[T—module cohérent et on a un isomor-
phisme
R'hg-(jy Ew) = 5 R'hy+(Ew),
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(2) Supposons de plus gy plat; alors

(i) On a des isomorphismes de changement de base au sens sur-
convergent

(0. 2.9 (R Bw) = R (Gl Ew)
~ R (il g Ew)
= jp RNy (g Bw).

(ii) Si de plus o ~*(S) = S, les isomorphismes précédents de-
viennent
G R i3l Ew =~ R (gl Ew)
~ g R Ry (gt Bw),
et l'on a des isomorphismes
Gy R'hvjlyEw =~ R (g ity Ew)
= th/\/’*jW’gWEW
(3.3.2.2) Soient Ey, un compleze borné de Oy -module cohérents et
By, = By ®o, Ovr = gy Eyy.

Alors, pour tout entier i >0, on a :
(1) Rihg-(j}Eyy) est un jT(’)}T[T-module cohérent et on a un isomor-
phisme
R (- Eyy) == R hy-Eyy
(2) Supposons de plus gy plat; alors

(i) On a des isomorphismes de changement de base au sens sur-
convergent

i_/ . * °
(0, 2. 9) (R jy Byy) =~ R'hy.(jigi Ewy)
~ jT/RZ V’*(EW’)'

(i) Si de plus p ~1(S) = ', les isomorphismes précédents de-
viennent

12

_ i . ° Z'—/ . .
g R hK*J;L/EW Rh. (jiT//EW’)
~ jT{RZ Vl*(EW/),
et l’on a des isomorphismes
Gy R by jl By~ Rbyngiiil, B
~ RZ V/*jW’gWE
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Démonstration
Le (1) de (3.3.2.1) résulte de (3.1.4.2) et (1.2.1).
Pour le (i) de (3.3.2.1)(2) on considere le diagramme commutatif

S CJ_T> T
wlT | T@
S/ (_>T/
Jir!
.
S/ (—)Tl
JT!

dans lequel le carré du haut est cartésien et ¢ = 1 0 7. On a alors une suite
d’isomorphismes

(0,%,9) "(Rhx-jl Bw) ~ jLgicRhcjlBw  [(3.3.15)]
= j%/jIng*vRihwEw B 3,(2.1.4.8)],[LS, (5.3)]
= jT,gVR'hV*EW B 3,(2.1.7)],[LS, (5.1)]
= JTfRZh’w "wEw [(1.2.1)(2)]
& RZhK*]Y/gWEW [( 142)]
& Ryl Bw B 3,(2.1.4.8)],[LS, (5.3

Pour le (ii) de (3.8.2.1)(2) il suffit de remarquer que les hypotheses im-
pliquent que (¢,3,79) T(€) = 75 (£) pour tout faisceau abélien £ sur Ty ; la
derniere assertion résulte de (3.1.4.1), [B 3,(2.1.4.7)] ou [LS, 5.3] et (1.2.1)
comme ci-dessus.

Pour (3.3.2.2) on procede de méme en utilisant cette fois le (1.2.2) du
théoreme (1.2). O

Remarque (3.3.3) En fait, dans le (3.3.2.1) (2) (ii) du théoreme précédent, si
I’on ne suppose plus l'existence de g, mais que 'on suppose toujours l'exis-
tence du carré cartésien

on obtient, pour tout Oy ,-module cohérent Ey, un isomorphisme de chan-
gement de base
goRihy-jl By 5 Rih",,*ngIT/VEW

3.3.3.1 N .
( ) _> thV,*JW/gWEW
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De méme, pour le (3.3.2.2)(2)(ii) du théoreme, on a un isomorphisme

(3.3.3.2) 9o Ryt (B S R 50, (B,

3.4 Surconvergence des images directes.

Nous allons considérer dans le prochain théoreme 1'une des trois situa-
tions suivantes.

(3.4.1) Dans le premier cas, nous considérons un diagramme com-
mutatif satisfaisant aux hypotheses de (2.2)

X Jy y ¢ iy y
(3.4.1.1) ft O lf O h
o Jr Te iT T p W,

et un diagramme commutatif

g Jr T(iT T

(3.4.1.2) soT wT Tg T@

1 C 1 C ! /
S Jrt T i T ! W

ZT/ p

tel qu’en prenant I'image inverse de (3.4.1.1) par (3.4.1.2) on obtienne un
parallélépipede commutatif tel que (3.3.1.1). On suppose de plus les carrés
de (3.4.1.1) cartésiens (R (T) =Y , i ' (S) = X), h propre, h lisse sur
un voisinage de X dans ), 6 lisse, p (resp p’) lisse sur un voisinage de S
dans T (resp de S’ dans T”). On suppose également satisfaite I'une des deux
hypotheses suivantes : g est lisse sur un voisinage de S’ dans 7”7, ou g est plat.

(3.4.2) Dans le deuxiéme cas, nous considérons un diagramme com-
mutatif tel que (3.4.1.1) et un diagramme commutatif

p

g« Jr T C iT T W
(3.4.2.1) 4 soT T@
Sl C ; Tl C . Tl - W!

p

! Lt




satisfaisant aux mémes propriétés que (3.4.1.2) excepté 'existence de g, mais
en supposant p propre, et nous noterons

X' =X xgS e Yoy, T

et
X c Jjy %
of
5 ¢ R ;
(3.4.2.2)
v Jr
fl S Co 2 > T
7 =
f /
e %
S C — T

'image inverse par (p, @) de (3.4.1.1).

(3.4.3) Dans le troisiéme cas, qui généralise le premier, nous considérons
des diagrammes commutatifs tels que (3.4.1.1) et (3.4.2.1) mais sans suppo-
ser p propre. Par contre nous supposons de plus l'existence d'un diagramme

commutatif
X ¢ Iy y! ¢ by yl
(3.4.3.1) f’l O lf/ O lh’
S/ C _ T/ C _ T/ p’ W/
Jr g

satisfaisant aux mémes hypotheses que (3.4.1.1), et dans lequel X', Y’ satis-
font aux propriétés de (3.4.2.2).

Dans le cas relevable le théoreme suivant résout une conjecture de Ber-
thelot [B 2, (4.3)] et généralise le théoreme 5 de loc. cit.

Théoréme (3.4.4) Pour tout entier i > 0, on a :
(8.4.4.1) Sous les hypothéses (3.4.3), on a :

(i) f induit un foncteur

R f 0 (X, Y)/T5 =) t Isoc'((X,Y) /W) — Isoc'((S,T)/W).
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(i1) il existe un morphisme de changement de base
(907 @)*RZ?rlg*((Xu Y)/Tv E) — RZ?MQ*((‘)(Ia Y/)/T/a (Solu @I)*<E))

et celui-ci est un isomorphisme dans Isoc' ((S',T')/W').
(3.4.4.2) Sous les hypothéses (3.4.2) on a :
(i) finduit un foncteur

Rifrige(X)T; =) : Isoc! (X/W) — Isoc! (S/W).

(i1) L’isomorphisme de changement de base de (3.4.4.1)(ii) existe et
devient

(0. 2) R frige( X/ T E) — R P 0, (X Y) [T (¢, @) (E)).

(i1i) Si de plus p' est propre, alors lisomorphisme de (ii) précédent
devient un isomorphisme dans Isoc' (S'/W') :

PR frig X/ T E) — RUf} (X[ T" 7(E)).

(iv) Si 8" =T', l'isomorphisme du (ii) précédent devient un isomor-
phisme dans Isoc(S'/W') :

Sp*j’;:RZfTZQ*(X/T’ E) ;) RZ éonv*(X//T/ﬂ SOI*(E))

ot E € Isoc(X)W) est lisocristal convergent associé a E € Isoct(X/W)

par le foncteur d’oubli Isoc'(X/W) — Isoc(X/W).
En particulier si 8" =T" =S, on a un isomorphisme

j;lemg*(X/T, E) - szcom)*(X/Ta E)

(8.4.4.3) Sous les hypothéses (3.4.3) avec S =T et S"=T" on a :

(i) finduit un foncteur
R fronvs = ITsoc(X/W) —s Isoc(S/W).

(11) Il existe un isomorphisme de changement de base dans Isoc(S'/W')
P R foonvs(X/ T3 E) = R fioa (X' T'; ().
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Avant de donner la preuve du théoreme, faisons quelques remarques :

Remarques (3.4.4.4) :

(i)

(i)

(i)

Sous les hypotheses de (3.4.4.2)(iii), et en supposant de plus que ¢ est
I'identité de S et 0 l'identité de W, 'isomorphisme de changement de
base prouve que R’ f,;,.(X/T; E) est indépendant du schéma formel 7~
dans lequel S est plongé (avec bien sur 7 propre sur W, p lisse sur un
voisinage de S dans T et h vérifiant (3.4.4)).

La méme remarque s’applique & R’ fepnps(X/T;E).

D’apres [Et 5, théo (3.2.1)] les hypotheses de (3.4.4.2)(iii) sont vérifiées
pour W = SpfV, S affine et lisse sur k et certains morphismes f pro-
jectifs et lisses.

En conjuguant (i) et (ii) nous en déduirons plus loin [Théoreme (3.4.8.2)]
que les constructions se recollent pour certains morphismes f projectifs
lisses et S un k-schéma lisse ( plus nécessairement affine).

Démonstration de (3.4.4).

Le (3.4.4.3) est conséquence directe de (3.4.4.1).

La preuve de (3.4.4.1) et (3.4.4.2) va se faire en six étapes que 'on précise

icl :

Dans les quatre premieres étapes on va faire la preuve de (3.4.4.1) sous
I'hypothese plus particuliere (3.4.1) (i.e. existence de g) :

étape @ : montrer que R'f,;..(X,Y)/T;E) est un Oy, -module
cohérent.

étape @ : montrer I'isomorphisme de changement de base (3.4.4.1)(ii)
lorsque p1(5) = 9.

étape @ : achever la preuve de (3.4.4.1)(i).

étape @ : achever la preuve de I'isomorphisme de changement de base
(3.4.4.1)(ii).

étape @ : on prouve (3.4.4.1) sous les hypotheses (3.4.3).
étape @ : on prouve (3.4.4.2).
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Plagons-nous d’abord sous les hypotheses (3.4.1).

On se donne donc un diagramme tel que (3.3.1.1) avec Eil(T) =Y, 571(5) =
X :onnote S; =g 1(9) et S’ EN 57 2L S 1a factorisation de ¢ ol j est une
immersion ouverte; on en déduit un diagramme commutatif a carrés verti-
caux cartésiens

g’ ( : T ( : T

J ipr

Pour E € Isoc'((X,Y)/W) on notera (p,p)*(E) son image inverse par le
couple (¢, %) [B 3, (2.3.2)(iv)], [LS, chap 7] pour préciser la dépendance en
p et p : d’autres images inverses seront utilisées, que le contexte précisera
(cf. déf. (3.3.1.5)).

Etape @ Avec les notations de (3.2) il existe un voisinage strict W de | X[y,
dans Y[y tel que Ey := jl By soit une réalisation de E, et d’apres (2.2.2.2)
on peut supposer que W est de la forme W = E;l(V) pour un voisinage
strict V' de |S[r dans |T[r; de plus on a un diagramme commutatif

X[y =W <Yk
o W e
1S[r

C V(ozv TK

dans lequel les carrés sont cartésiens et ou les fleches horizontales sont des
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immertions ouvertes, hx est propre et hy est propre et lisse [(2.2.3.2)(i)] :
quitte & restreindre V' on peut supposer via [(2.2.3.2)(ii)] que hy est propre

et lisse.
Or R f,.((X,Y)/T; E) est l'aboutissement d’une suite spectrale de terme

E" donné par B _ :
EY = Rihie- (4 Bw ®0,y, Qviymc)
avec filtration
Fil' = Fil'(j} Ew @ Qv /7,.)

>i

= i Bw © Q5

et on a une suite d’isomorphismes

Ew @0y, Qyiyme = (aW j?E) D0y, Yy iy /7
~ aw-(JwEw Qo O‘W(Q} Yy /TK))
~ (jJr Eyw ®o,, QW/TK) car ay est étale
~ (jWEW R0y QW/V) car oy est étale
~ aw-(jlyOw ®oy Ew Qoy Dy ) [B 3,(2.1.3)], [LS, chap 5]
~ aw*j‘T,V(EW oy Q@V/V) [loc. cit.]

= j;r/(EW ®OW Q%/V/V)’

ol sy st un Oy -module cohérent et localement libre [(2.2.3.2(i)]. D’apres
(3.1.4) on en déduit un isomorphisme

EY = Rhg(jiEw D0y, vy 7ic)
S Ry (Bw Qoy Qypy);

or Rihy-(Ew ®o,, Q{/V/V) est un Oy-module cohérent d’apres le théoreme
(1.2), donc E}7 est un j}(’)mT—module cohérent. Comme la filtration Fil" est
finie, il en résulte que I'aboutissement R/ f,. ((X,Y)/T; E) est un jLO)p(,-
module cohérent. Remarquons que pour prouver cette cohérence on aurait
pu appliquer le (1) de (3.3.2.2).

Etape @ On a vu a I'étape @ que

Ri?rig*<<X7 Y)/Tv E) = RiﬁK* (le/'EW ®O]Y[y Q}.Y[y/TK)
~ R (3} (Bw @0y Byprr),

et les By ®o,, Q{/V/v sont des Oy-module cohérents.
Puisque ou bien g est plat, ou bien g est lisse sur un voisinage de S’ dans 7,
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on peut d’apres (3.3.1.4) et quitte a restreindre V' supposer gy plat : le (2)
de (3.3.2.2) nous fournit alors I'isomorphisme de changement de base

(344.1L1) Gy R [,;0.(X,Y)/T5E) = R F0.(X1,Y)/ T (01, %) (E)).

Etape @ En reprenant la construction de la connexion de Gauf-Manin
décrite explicitement par Katz dans [K, 3.4 et 3.5 on prouve que cette
connexion agit aussi bien sur le terme E}” que sur aboutissement [loc. cit.,
theo. 3.5] : ainsi R’ f,i4(X/T; E) est muni d’une connexion V' (de Gauf-
Manin) intégrable. Pour construire cette connexion de Gaufi-Manin V* on
peut aussi établir des isomorphismes [B 3, (2.2.5.1)], [LS, chap 7] vérifiant
la condition de cocycles : cette construction coincide avec la précédente [B
1,V, 3.6.3, 3.6.4, 3.6.5], et cette deuxiéme construction va nous permettre
d’établir la surconvergence de V.

On a un diagramme commutatif a carrés cartésiens

I=(1yxh) P

Y YxwT Y

y e

T T xwT T,
-

piT

ol p17, pj sont les premieres projections, I'; est le morphisme graphe de h
et A7 est le morphisme diagonal : I'; est une immersion fermée puisque 7
est séparé sur W; on note alors |Y[y«,,7 le tube de Y dans Y xy, T pour

F_
'immersion fermée composée Y «—— Y <5 Y xy T, et [T celui de T
dans 72 pour I'immersion fermée T' — T i T xwT.
T

D’apres (2.1.2) on a alors un diagramme commutatif a carré cartésien

(3.4.4.1.2) ]Yl[y ]Y[IXT
ITlr i T

ot A}, B!, h sont induits respectivement par hg X 17, 1y, X hx et hx X h.
On a de méme un diagramme analogue (3.4.4.1.2)" avec py a la place de p;
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et hi, hj...
D’apres (3.2.2.1) et [B 5, (3.2.3) et (3.1.11)(i)] ou [LS, 7.4] on a les isomor-
phismes canoniques

~

R'hy, (0'1(Ey) © Qy,,, - y2)

& iRy (By @ Q) [étape ()]

12

I’avant-dernier isomorphisme ci-dessus est réalisable via 'étape @ car p
étant lisse sur un voisinage de S dans 7, p17: T Xy T — T est lisse sur un
voisinage de S dans T Xy, T.
Or lisomorphisme [B 3, (2.2.5.1)], [LS, 7.2]

pZy(Ey) — p?y(Ey)

assurant l'existence d’une connexion (surconvergente) sur Ey fournit aussi
les isomorphismes

R'h.(p5y(Ey) ® Yy ar2) = R'h.(piy(Ey) ® Uy m2)s

c’est-a-dire, par les mémes arguments que ci-dessus, des isomorphismes

satisfaisant aux conditions de [B 3, (2.2.5)], [LS, 7.2]. De plus la connexion

surconvergente sur R'f,; .((X,Y)/T; E) obtenue par I'isomorphisme (3.4.4.1.3)
est bien celle de GauB-Manin [B 1,V, 3.6.4].

Ceci acheve la preuve de 'étape

Etape @ Puisque R'f,.,.((X,Y)/T;E) est un isocristal surconvergent le
long de T"\ S, son image inverse par (p, ) est, d’apres ’étape @, I'image
inverse par (7, idz) de l'isocristal surconvergent (le long de 7"\ S7)

R (X1Y")/ T (01, 8)(B)) = il (R By (g3 (Bw ) ®0,,, By o)) (ef (3.3.1.3)).
Le Oy-module
V= Ry (g (Bw) ®o,, Q)

est cohérent, et par définition des images inverses [B 3, (2.3.2)(iv)], [LS, chap
5] on a ' ‘
(i) (i (€)= G (€3);
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or d’apres [(3.3.2.2)(1)] on a :

= R (XY T (0,9)(E)),

d’ou I'isomorphisme de changement de base
N i — %
qui est celui de (3.4.4.1)(ii).

Etape @ Plagons-nous sous les hypotheses (3.4.3) et prouvons (3.4.4.1)
dans ce cas.

Considérons les parallélépipedes commutatifs suivants dans lesquels les faces
verticales sont cartésiennes

X¢ Jjy ye iy Y
¢ 7 7 P1y
X/( Iy’ Y,( Y/ y,, 7

(3.4.4.1.5)
\ N ;
/ ) GG JT: S T T . W
¢ 7 ’ i
S/( = T/( - 7'// — 7— X 7'/
T/
X/( Iy’ Y/( iy y///
’c I i S AR =
X Y y B
(3.4.4.1.6) | |
’ V/( It/ V,( T 1"
f GG o Vo - T
id - -
f h
e /, id Dot
C 1C !/ /
S Jrr T i T 0 44

ou p; est la projection sur le ¢ facteur et i, = (ig 0 @, i7).
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On forme aussi le carré cartésien

u2

5} y//
(3.4.4.1.7) l Lz"
y/// — S T// .

h

Comme u; et up sont propres, et lisses sur un voisinage de X’ dans ;)7, on
peut d’apres [B 5, (3.1.2)] ou [LS, 7.4] faire le calcul de
i N*

R frig (XY T (6, @) (E))
a l'aide /(Iie la cohomologie de de Rham, aussi bien avec EW, B o uy = 7o
uy ou h, qui sont tous les trois propres, et lisses sur un voisinage de X’
respectivement dans )", ) et V”. Or pyr» (resp por») étant lisse sur un
voisinage de S’ dans T”, on a d’apres 'étape @ des isomorphismes de

changement de base (le premier calculé via B et le second via EW)

(0,5 p17) R F i (X, Y) /T E) = R'F (XY /T (¢, 9)(B)) |
(porn)” = RFp (XYY T' (¢, ) (B)) = RF, (XY T (¢, ) (B))

et les seconds membres coincident en faisant le calcul de la cohomologie de
de Rham via B o Uy = 1o uy. Ceci acheve la preuve de l'isomorphisme
de changement de base : d’ou, ici encore, 'isomorphisme (3.4.4.1.3). Comme
Iétape @ s’applique on a prouvé (3.4.4.1).

Etape @ L’étape @ reste inchangée puisqu’on peut faire les changements
de base par pi7 et po7 car ils sont lisses sur un voisinage de S dans 7 xw T :
en particulier R'f,;,.((X,Y)/T; E) est un isocristal surconvergent le long de
T\ S. Soit Wy la réduction sur k de WW. On note

(3.4.4.2.1)

Iy

iyll
Xl/( Y//( y// — y XW 7—/

f” l ?N l/ E” l

S”:SXWO S/:—>, T Z:TXWO T/:—>T// I:TXW T/

I =jr ><jT/ iT// =iT XiT/

I'image inverse de (2.2.1) par le diagramme commutatif

g Jr T C ir
(3.4.4.2.2) plsT Tm Tpm
S// C ] T//( . 7’//
T i



. o . - -
ol les p; sont les projections sur le premier facteur : h est propre et h est
lisse sur un voisinage de X” dans ).

De méme
X7 ¢ Jyr A tyrohy y”
(3.4.4.2.3) f/l l?/ lh”
g'c Jr a i OP T

est l'image inverse de (3.4.4.2.1) par le diagramme commutatif

g C Jrr TV C i T
(3.4.4.2.4) ws=(w,1s/)T Tsz(a,lT,) iden
1 C 1 C 1
S It T L1 0P T

ol Yg, Y sont des immersions fermées et ¢y est I'immersion fermée définie
par le carré cartésien

y! ¢ Yy ~ Yy

1

T ¢ >
Yr ’

En appliquant (3.4.4.1)(ii) au changement de base par p;7 et ¥r on obtient
un isomorphisme

* )k i i — %
Vi B frige (X, Y) TS E) = R (XY T (¢, @) (E)).
Puisque le carré suivant commute
re—"
p1T0¢T¢T TplT”
T e——T",

ipi oY

pour prouver (3.4.4.2) il suffit d’apres [B 3, (2.3.2)(iv)] ou [LS, chap 7] de
prouver que la projection sur le second facteur por» : 7" — T’ induit un
isomorphisme

Por R Frige (XY )T (9,0) (B)) = RUF i (X, Y) T (¢, 0)(E)).

Considérons alors le diagramme commutatif a carré cartésien
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vy

X/( Iy’ Y/( Y//( ty! y//

EW 7—//
lpﬂ’ "
" /
T Port T

D’apres les hypotheses faites sur p, Pparr est propre et porr est lisse sur un
voisinage de S” dans T : ainsi payn 0 B est propre et payn o 1" est lisse sur
un voisinage de X’ dans )’ ; par suite en appliquant (3.4.4.1) on en déduit
que

R f g (X Y) /T (6,8) (B)) et R0 (XY) /T (,6) (B))

sont des isocristaux surconvergents et puisque iy~ est propre, que l'on a des
isomorphismes (ot p1y : Y’ — ) est la premiere projection)

p;T”Ri?m’g*«X,’ YT (¢, @) (E)) th p3y((P1yEy) ® Q]Y/[ ///7’/)

R’hl/l(p:sypw(Ey) ® Q]y/[ /7— ) [(212>]

~ R'R, ( //psyply(Ey) ® Q}y/[y”/']‘l’é) [B5,(3.2.2)]
= R0 (X Y)/T" (¢, 9) (E)) [(322);

au lieu de [B 5, (3.2.2)] ci-dessus on peut utiliser [LS, 7.4]. D’ou (3.4.4.2),
compte tenu des définitions (3.2). Ceci acheve la preuve de (3.4.4). O

(3.4.5)

(3.4.5.1) Supposons donné un diagramme commutatif

xC Jy Y

| o
ST —L W,

JIT

dans lequel le carré est cartésien, f est un morphisme propre de k-schémas
séparés de type fini, h et p sont des morphismes de V-schémas formels séparés
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plats de type fini, h est propre, h (resp p) est lisse sur un voisinage de X
(resp S) dans Y (resp T), jy et jy sont des immersions. Soit T I'adhérence
schématique de S dans T et

Se—T—T

Jr i
la factorisation de jr : jr est une immersion ouverte dominante et iy est
__1 p— J—
une immersion fermée. On note Y = h (T) et f:=h), : Y — T. Avec les

notations précédentes on est donc dans la situation (2.2.1) avec f_l(S ) =X.

(3.4.5.2) Supposons de plus donné un diagramme commutatif

p

[ —

w
‘| E Jo
g’ C T T’ o W

dans lequel ¢ est un morphisme de k-schémas séparés de type fini, g, p’ sont
des morphismes séparés de V-schémas formels séparés plats de type fini, p’
est lisse sur un voisinage de S” dans T, € est lisse et jr+ est une immersion.
On définit f': X’ — S’ par le carré cartésien

/

X' X

/ I

5'4@>S.

On note T adhérence schématique de S’ dans T et

S/ <_> T/ (_) T/
Jr! Ll
la factorisation de j7 par I'immersion ouverte dominante j7+ et I'immersion
fermée ipv : g induit un k-morphisme @ : 7" — T .
Par image inverse de (3.4.5.1) par (3.4.5.2) on obtient un parallélépipede
commutatif tel que (3.3.1.1), dont on reprend les notations; on en déduit :

Corollaire (3.4.5.3). Sous les hypotheses (3.4.5.1) et (3.4.5.2) les parties
(3.4.4.1) et (3.4.4.3) du théoréme (3.4.4) sont valides.

(3.4.5.4) Supposons donné cette fois un diagramme commutatif

p

[ — W

4 T 6

S/ C ] T/ - W/
T P



dans lequel ¢ est un morphisme de k-schémas séparés de type fini, p, p’, 6
sont des morphismes (séparés) de V-schémas formels séparés plats de type
fini, 0 est lisse, p (resp p') est lisse sur un voisinage de S dans 7T (resp de
S" dans T7), jr et j7 sont des immersions. Et on suppose de plus que p est
propre. D’apres 'étape @ de la démonstration du théoreme (3.4.4) on a
montré :

Corollaire (3.4.5.5). Sous les hypothéses (3.4.5.1) et (3.4.5.4) la partie
(8.4.4.2) du théoréme (3.4.4) s’applique.

3.4.6. Sous les hypotheses de (3.4.5.1) avec k parfait supposons que W =
SpfVetquep: T — SpfV est lisse sur un ouvert S de 7, avec S contenu
dans S.

Soient i5 : s = Spec k(s) < S un point fermé de S et f; : Xy — s la fibre
de f en s. On note V(s) = W(k(s)) @w V, ou W = W(k), W(k(s)) sont les
anneaux de vecteurs de Witt a coefficients dans k et k(s) respectivement, et
K(s) le corps des fractions de V(s). Le morphisme i; définit des foncteurs
images inverses [B 3, (2.3.2)(iv) et (2.3.6)], [LS, chap 7]

(3.4.6.1) it* . Isoct((S,T)/V) Isoc(Spec k(s)/K(s))

!

Isoc(Spec k(s)/K(s)),

qui, pour p propre, devient

(3.4.6.2) il* . Isoc'(S/K) Isoc'(Spec k(s)/K(s))

|

Isoc(Spec k(s)/K(s)),
et qui, pour S =T, devient
(3.4.6.3) it 2 Isoc(S/K) — Isoc(Spec k(s)/K(s)).

Nous allons donner maintenant une réalisation explicite de ces foncteurs :
dans la notation i*, le ()T n’est pas utile, sauf pour insister que 1’on travaille
avec la catégorie surconvergente, et pas seulement la convergente.
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Dans le carré cartésien de V-schémas formels plats et séparés

/

U(s) “ S

v’l v

Spf V(s) — Spf Vv

les morphismes u et u’ (resp v et v’) sont finis étales (resp lisses et séparés).
Par lissité de S sur V le morphisme composé

Spec k(s) LS s S

se releve en un morphisme séparé
gs : SpfV(s)— S.
Par la propriété universelle du produit fibré, g, se factorise en
g : SpfV(s) T u(s) <5 S

avec v’ o gy = Idgys y(s) : on en déduit que g, est une immersion fermée. En
notant g, le morphisme composé

g, : SpfV(s) TS — T,
les foncteurs if* et ¥ sont induits par g* [B 3, (2.3.6) et (2.3.2)(iv)], [LS,
chap 7], ce qui fournit une réalisation explicite de ces foncteurs comme nous

’annoncions.

Théoréme (3.4.7). On se place sous les hypotheses et notations de (3.4.6).

(3.4.7.1) Soit E € Isoc'((X,Y)/V). Alors, pour tout entier i > 0 et tout point

fermé s de S, on a des isomorphismes

L RT g (XY)/T: B) = R, g (X/V(s): Ex,)
= szs conv*(Xs/V<3);EXs>

H;y(Xo/ K (s); Bx,)
H o (Xs/ K (5); Ex,)

conv

ot Uisocristal convergent Ex. € Isoc (Xs/K(s)) = Isoct (X,/K(s))
coincide avec l'isocristal surconvergent Ex, € Isoc' (X,/K(s)).
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(3.4.7.2) Supposons p T — Spf V propre et soit E € Isoc' (X/K). Alors, pour
tout entier 1 = 0 et tout point fermé s de S, on a des isomorphismes

iR frige(X/T: B) 2 RUfy vige(Xo/V(s); Ex,)
~ szs conv*(Xs/V(S>;EXs)

Hy(X,/ K (s): Ex,)

Ho(Xs/ K (5); Ex,)

conv

ot Uisocristal convergent Ex. € Isoc (Xs/K(s)) = Isoct (X,/K(s))
coincide avec l'isocristal surconvergent Ex, € Isoc' (X /K(s)).

(3.4.7.3) Supposons que S =T et soit £ € Isoc (X/K). Alors, pour tout entier
1 = 0 et tout point fermé s de S, on a des isomorphismes

%:lecom)*(X/Tv 8) = les conv*(Xs/V(S)ngs)
= Hlp(X,/K(s): Ex.).

conv

Démonstration. On applique le changement de base par (is, g,) et les corol-

laires (3.4.5.3) et (3.4.5.5). O

3.4.8. Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X — S un k-morphisme
projectif et lisse. Notons S = |J Sa0 une décomposition de S en réunion

d’ouverts connexes affines S, o = Spec(Ano), Ao = VI[t1,..., ta,]/Ja une V-
algebre lisse relevant A, ¢ dont on a fixé une présentation et S, = Spec(A,).
On désigne par S, 'adhérence schématique de S, dans IP’?;’, par S, (resp Sy)
le complété formel m-adique de S, (resp S,) et par

fa . Xa,O =X Xg Sa,O — Sa,o

la restriction de f. Quitte a décomposer X, o en somme disjointe de ses com-
posantes connexes on peut supposer X, o connexe. D’apres [Et 5, (3.2.1.1)]
(0%

il existe un carré cartésien
X X,
hal \Lha
S. S,

dans lequel h,, est projectif, h, est un relevement projectif de f, et les fleches
horizontales sont des immersions ouvertes. Le complété formel de ce carré est
d’apres [Et 5, théo (3.2.1)] un carré cartésien de V-schémas formels

X,
l;m
Sa

O

S

X,
(3.4.8.1) Bal
S, ——m
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dans lequel h, est projectif, h, est un relevement projectif de la restriction
fo de f et les fleches horizontales sont des immersions ouvertes.

Théoréme (3.4.8.2). Sous les hypotheses (3.4.8) supposons que, pour tout
a, X, est plat sur V. Alors, pour tout entier ¢ > 0, on a un diagramme
commutatif de foncteurs naturels induits par f et définis ci-aprés en (3.4.8.5)

Rifrig*

Isoc'(X/K) Isoc'(S/K)
Isoc(X/K) 2 feone Isoc(S/K)

ou les fleches verticales sont les foncteurs d’oubli.

De plus ces foncteurs commutent a tout changement de base S — S entre
k-schémas lisses et séparés; en particulier ils commutent auzr passages auz
fibres en les points fermés de S.

Démonstration. Puisque, pour tout a, X, est plat sur V, le théoreme [Et 5,
théo (3.2.1)] prouve que hq est un relevement projectif et lisse de la restriction
fa de f.Soient E € Isoc'(X/K) et E, sarestriction & X, : grace a l'existence
du carré cartésien (3.4.8.1) dans lequel h, est un relevement projectif et lisse
de f, on conclut & I'aide du théoreme (3.4.4) que

R furige(Xa0/Sa; Fa) € Is0c'(Sa0/K).

Montrons que celui-ci ne dépend que de S, et non de Sa.

, , < .
Supposons donnés un k-schéma propre S, o, un V-schéma formel propre
—/

S

fermée 7,  : g;p — 3;70 tels que le morphisme S, — SpfV soit lisse sur

—/
s Une immersion ouverte dominante j, o : Sa0 <> S, €t une immersion

un voisinage de S, o dans g;. Notons T, I'adhérence schématique de S,
plongé diagonalement dans 3’61 = gap Xk g;,o et 32 = gofwg;. On a un
diagramme commutatif

SCV,O = Tai] = glo/é

(3.4.8.3) idl lpa Lp

Sa0 >80 >3

Js s

dans lequel les fleches verticales sont induites par la premiere projection, les
i (resp les j) sont des immersions fermées (resp ouvertes). Comme p, est
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*

propre, le foncteur (pa,p; ,)* est une équivalence de catégorie [B 3, (2.3.5)],
[LS, 7.1l de la catégorie des isocristaux sur S, /K surconvergents le long de
Za0 = Sa0\ Sao dans la catégorie des isocristaux sur S, /K surconvergents
lelong de 7, , = T 0.0\ Sa0- De plus D1, €st propre, et lisse sur un voisinage de
Sa,0 dans S;Il, donc par le théoreme (3.4.4) on a isomorphisme de changement
de base

Dio R farige (Xa0/Sai Ea) = B farige(Xa0/S4; Ea),
et de méme

Do R farige(Xa0/Ses Ba) = R farige(Xa0/Sai Ba),
d’ol1 un isomorphisme canonique
(3.4.8.4) R farige(Xo0/Sai Ba) = R farige(Xa0/Sy: Ea).

Ainsi R’ forige(Xa.0/Sa; Ea) ne dépend que de S, ; de plus sur S, N Sgo
ces isocristaux se recollent car on a des isomorphismes analogues a (3.4.8.4)
et vérifiant la condition de cocycles. Ces données qui se recollent fournissent
un isocristal surconvergent sur S/K [B 3, (2.3.2)], [LS, 8.1] noté

(3.4.8.5) R frige(E),

et c’est le seul possible d’apres le théoreme de pleine fidélité de Kedlaya
[Ked 3, Theo 5.2.1] qui prouve que l'extension de l'isocristal surconvergent
de Sa 0N Spp a Sa, est unique.

On raisonne de maniere analogue pour R’ f,,n..(F) et le carré du théoréme
est clairement commutatif.

L’assertion sur les changements de base S" — S résulte du théoréme (3.4.4).
O

Corollaire (3.4.8.6). Sous les hypotheses (3.4.8), supposons que f définit
X comme une intersection compléte relativement a S dans un espace pro-
jgectif sur S [Et 5, déf (3.2.5)]. Alors les conclusions du théoréme (3.4.8.2)
demeurent valides.

Démonstration. Avec les notations de [Et 5, (3.2.5.2)], chaque fo5: Xap —
Sa se releve d’apres [Et 5, cor (3.2.6)] en un morphisme projectif et lisse
au-dessus de V et donne lieu a un diagramme commutatif tel que (3.4.8.1)
en remplacant S, par S, g, et on conclut comme pour (3.4.8.2). OJ
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On a la variante suivante du théoreme (3.4.8.2) :

Théoréme (3.4.9). Supposons que le théoréme (3.4.8.2) est vrai pour tout
morphisme projectif et lisse f : X — S avec S un k-schéma affine et lisse
(donc sans faire Uhypothese X, plat sur V). Soient S un k-schéma lisse et
séparé et f : X — S un k-morphisme projectif et lisse. Alors, pour tout
entier 1 = 0, on a un diagramme commutatif de foncteurs naturels induits
par f et définis a la maniére de(3.4.8.5)

Isoc'(X/K) i Isoc'(S/K)
Isoc(X/K) 2 feonae Isoc(S/K)

ou les fleches verticales sont les foncteurs d’oubli.

De plus ces foncteurs commutent a tout changement de base S — S entre
k-schémas lisses et séparés; en particulier ils commutent auzr passages auz
fibres en les points fermés de S.

Démonstration. 11 suffit de décomposer S en schémas affines et lisses sur & et
d’opérer les recollements comme dans la preuve de (3.4.8.2). [
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