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Etienne Bézout : Analyse algébrique au siécle desiiniéres

Liliane ALFONSI

Résumé :Le but de cet article, & travers I'étude des travauanalyse algébrique finie d’Etienne Bézout
(1730-1783), est de mieux faire connaitre ses taisultels qu'il les a effectivement trouvés, etrdettre en
valeur aussi bien les points de vue novateurs gsieniéthodes originales, mis en ceuvre a cet efieééd_de
ramener le probléeme de I'élimination d'une ou pwss inconnues a I'étude d'un systeme d'équatians d
premier degré, son utilisation inhabituelle desfficients indéterminés qu'il ne calcule pas maisitdeeuls
I'existence et le nombre l'intéressent, une fag@és personnelle de trouver la résultante de deuatims et
enfin I'idée d’étudier, dans leur ensemble, les s@® de produits de polynémes, font partie des appoet

des démarches de Bézout que nous nous proposopeses dans cette étude.

Abstract : The topic of this paper is, on the one hand teothice algebraic analysis results of Etienne
Bézout (1730-1783) not as we know them today but as he founthtirehis time, and on the other hand to
emphasize his innovating viewpoints. We will be @emed with Bezout special way of reducing elinorator
any degree systems to finding conditions for linegstems solutions, with his typical use of indeieate
coefficients that he doesn’t compute but looks diolyexistence and number, with his idea to workset of
polynomials products sums, and with a very persorahod to found two equations resultant.

Mots clefs: Analyse algébrique, Bézoutien, coefficients ind@ataés, déterminant, élimination,

équations algébriques, géométrie algébrique, ligédézout, Cramer, Euler, Sylvester.

Key-words: Algebraic analysis, algebraic equations, algebrgéometry, Bezoutiant, elimination,
determinant, indeterminate coefficients, linear@¢zout, Cramer, Euler, Sylvester.

Classification mathématique par sujets (AMS 2000) 01A50, 12D05, 1403, 15A15

. Introduction

Le nom d’Etienne Bézout (1730-1783) est passépstérité grace a deux théorémes -
'un sur le nombre de points d’intersection desrbes et des surfaces, l'autre, plus connu
sous le nom d«identité », sur les polyndmes peesnientre eux - et a son cours de

mathématiques, qui a servi de référence a plusggngrations d’éléves.



Jusque-la, ces résultats et ce cours, sortis declatexte, n’avaient suscité aucune
étude approfondie sur Etienne Bézout, véritabl®rina célébre Sa vie, sa personnalité,
aussi bien que son ceuvre mathématique et didaatiquaient fait I'objet que de quelques
courts écrits ([Condorcet 1783], [Grabiner 197@4jtant rapidement et partiellement de I'un
ou l'autre de ces aspects, quelquefois de facaméer ([Vinot 1883], [Lhuillier 1886], [Petit
1930]). C’est a cette carence que nous avons varhedier en écrivant une biographie
scientifique [Alfonsi 2005] a laquelle on pourrarseorter.

Etienne Bézout est né le 31 mars 1730 & NerfoApseés I'obtention de la maitrise es
arts, il s’installe a Paris vers 1750 comme mai&genathématiques et fréquente rapidement le
monde des mathématiciens et des académiciens iggid¢tonsi 2005, p. 19-34]. Influencé
par d’Alembert, il travaille dans un premier tem(#s/55-1760) sur des problemes de
mécanique et de calcul intégtat dans ce dernier domaine, on peut déja remafthier p.
38-41, 45-47] son choix d’'une approche trés alggieripour résoudre des questions de calcul
infinitésimal. Son godt pour la théorie des éequai@algébriques va se préciser a partir de
1762 et, ses responsabilités trés lourdes d’orgtmis et d’examinateur d’écoles militaires
(Marine a partir de 1764, Artillerie a partir de6Bj I'obligeant par manque de temps a faire
un choix, il va se consacrer entierement a ce dognai

L’étude de ses travaux nous a amenes a nous igéersar la spécificité de la démarche
mathématique d’Etienne Bézout, académicien, enastget chercheur au siécle des Lumiéres
et c’est ce sujet que nous aborderons dans ceteartijuels sont exactement les résultats

trouvés ? Quelles sont ses problématiques et stwdes ? Quelle est sa part d’originalité et

! Une illustration de cela est I'hésitation persistasur I'orthographe méme de son nom, Bezout ao@é
Nous avons choisi d'orthographier Bézout (avecagent sur le e et un t) pour respecter son prdpoexc cette
orthographe est celle de la signature d’Etiennésap765 et de ses textes imprimés aprés 1770. &énienet les
siens signaient Bezout avant 1765, et c’est ain'gist] écrit son nom dans les textes imprimés d'ag&B9. Si
dans les archives notariales, le nom est toujo@zodt, en revanche dans les registres paroissiguiouve
deux écritures : Bezou (le plus souvent) ou BezGela ne semble pas avoir paru important au prppre
d’Etienne, qui signe Bezout des actes dans lesgoalsiom est écrit sans t.

2 Une erreur, sans doute typographique, sur soreasimé@aissance (1739 au lieu de 1730) figure danigle

du DSB[Grabiner 1970]

% Voir [Bézout 1760, 1763]



d’'innovation dans son approche des problemes et BEnmoyens mis en ceuvre pour les
résoudre ? Dans quel contexte intellectuel et pedd@nel ses recherches eurent-elles lieu ?
Telles sont les questions auxquelles nous allocisetad’apporter des éléments de réponse.
Nous allons nous intéresser ici, uniguement, aaxauix de Bézout en analyse algébrique
finie*, domaine auquel il a consacré I'essentiel de claerehé et ol son originalité apparait
le mieux.

Bézout déplorait d’ailleurs le désintérét de laonigg des mathématiciens de I'époque
pour l'analyse algébrique finie au profit de I'gsalinfinitésimal@:
« L'application de l'analyse algébrique aux diffées questions qui sont du ressort des
Mathématiques, se fait presque uniquement a l'defeéequations. L'analyse infinitésimale
également attrayante & importante par les objetalimeux et utiles auxquels on a vu qu'elle
pouvait étre appliquée, a entrainé tout l'intéré&bds les efforts; & I'analyse algébrique finie
semble, & compter de cette époque, n'avoir etédegaue comme une partie sur laquelle ou
il ne restait plus rien a faire, ou dans laque#teqai restait a faire, n‘aurait été que de vaine
spéculation » [Bézout 1779, jgij].

Il défendait son choix en faisant référence a pilébre que lui :
« Néanmoins la nécessité de perfectionner cetteeg#ianalyse algébrique finie], n'a pas
eéchappé a ceux a qui l'analyse infinitésimaleeeptus redevable : on a vu que celle-ci méme
avait besoin que la premiere fut perfectionnéereEptusieurs analystes trés distingués, les

célébres MM. Euler & de la Grange ont donné sutecetatiere des mémoires qui ne

* « L'analyse est divisée, par rapport a son objenalyse des quantités finies, & analyse destiggginfinies.

L'analyse des quantités finies est ce que nouslapp@utrement arithmétique spécieuse ou algébaealyse
des quantités infinies [...] est celle qui calculg flapports des quantités qu’on prend pour infiniesfiniment
petites » [Encyclopédie |, 1751, article « analyke.'analyse algébrique finie est donc essentiediat I'étude
des équations polynomiales, tandis que l'analydmit@simale comprend le calcul différentiel et égtal.
Cependant les objets comportant un nombre infiopéiations, comme les séries, étaient aussi tsaitioes de
maniére algébrique et on a pu parler d'« analygébaique » pour qualifier 'ensemble de I'analysel’dpoque,
notamment la présentation de Lagrange (voir [Fra887, 1989]).

® Pour les autres travaux de Bézout (dynamiqueutaltégral) voir [Alfonsi 2005, p. 35-51]

® Les citations sont toujours données avec I'ortaphe originelle. Nous avons seulement changé gagolr
une meilleure compréhension, les majuscules etdesnts.



renferment ni moins de profondeur, ni moins de ciégajue les autres productions de ces
illustres analystes. s¥jid.]

Son ceuvre algébriqgue comprend essentiellementécinis : trois mémoires présentés a
I’Académie des sciences en 1762, 1764 et 1765lleme d’Algebre, datant de 1766, de son
cours de mathématiques et son liileeorie générale des équations algébrigpeblié en
1779. Nous n’aborderons pas ici le mémoire de 1q@5compléte celui de 1762 mais
n‘apporte rien de nouveau par rapport a notre étubus analyserons ses textes
mathématiques et nous les replacerons dans le xtentde travaux antérieurs ou
contemporains. D’autre part la prise en compte dleumet de I'histoire personnelle
d’Etienne Bézout, nous permettra d’avancer des thgses ou des explications pour certains
de ses choix, aussi bien dans les sujets traiteslgus la facon dont il les expose et les lieux

ou il choisit de les publier.
II. Le mémoire de 1762sur la résolution algébrique des équations

Le 20 janvier 1762, il présente a '’Académie desrses le mémoire « Sur plusieurs
classes d'équations de tous les degrés qui admettensolution algébrique ». Ce travail
représente un tournant dans ses recherches qaitiade la, ne traiteront plus que d’'un seul
sujet, les équations : d'abord la résolution algélerdes équations a une seule variable, puis,
ce qui est, on le verra, lié, I'élimination de &sutes inconnues sauf une, pour des systemes
d'équations a plusieurs variables. C’'est dans aceietedomaine que pourra s’affirmer
I'originalité de sa réflexion.

« Quelque importante que soit dans les différemagies des Mathématiques, la

résolution algébrique générale des équations delésudegrés, nous ne sommes encore guere

plus avancés a cet égard, qu'on ne l'était du telm@descartes : les équations des deuxieéme,

" Pour I'étude du mémoire de 1765 [Bézout 1768]; [Alfonsi 2005, p. 75-91]



troisieme et quatrieme degreés, sont les seulesldaggelles on ait pu jusqu'a présent assigner
la valeur algébrique générale des racines. » [BRéZtda, p. 17]

Voici le constat par lequel Bézout commence sont.élircommente longuement
'ouvrage d’Euler de 1732 et fait part de son adcavec une conjecture de celui-ci portant

sur I'équation polynomiale générale de deg coefficients réels, dont il a annulé de facon

standard le terme de degrél : « Soit I'équationx” +a,_, X" +a, X" +..+ax+a, =0,
ses racines sont de la forme=Yy, +%/y, +....+%/y,, , ou lesy, sont les racines d'une

équatioff de degrér-1 » [Euler 1738, p. 8.

Pour résoudre une équation a une inconnue de deguelconque, I'idée de Bézout
dans ce mémoire est la suivante : « On peut [.. jqree arbitrairement une équation a deux
termes en y, & du degré de la proposée, comparett@ équation une équationxe& v, telle
gue de cette comparaison il résulte une équatiomméme degré que la proposée, avec

laguelle on la comparera terme a terme. » [Bézo644, p. 22]

Il va donc considérer I'équation générg®: x" +mxX™" + pxX2 +gxX > +rx"* +..+M =0, de

(B):y"+h=0,
degrén quelconque, comme le résultat du syste %) __Xx+a
. - X + b .

Ceci lui servira de fil conducteur pour traiter l@sis problemes qui structurent cet
écrit :
- résoudre I'équation générale de degré 3 en lasa&at a une équation du méme degré a deux
termes ;
- trouver les conditions qui réduiraient une éqratie degré quelconque a une équation du
méme degré a deux termes ;
- trouver des équations résolubles par la sommg, @ 4, etc., « radicaux du degré de ces

équations »Ipid., p. 33].

8 Equation sans second terme, c’est & dire sang mendegré n-2, par annulation standard du seeonmbt



En appliquant sa méthode au degré 3, Bézout tiaifgemier point, a quelques cas
particuliers prés [Alfonsi 2005, p. 70]. Mais, déeples algébristes italiens du X\iécle, on
savait résoudre les équations du troisieme degeémpris par des méthodes tres proches de
la sienne comme celle de Tschirnals exposée end&@&3leActa Eruditorumde Leipzig —
méthode que Bézout ne connaissait pas, semble#t-i762 Ibid., p. 67].

Nous allons donc nous intéresser surtout aux detresaproblemes. Pour trouver les
conditions qui réduiraient une équation de degelapunque a une équation du méme degré a

deux termes, les notations étant celles donnésshplut, Bézout élimingentre B) et (C), et

Cix"™ alehb’
1+h

obtient I'équatior? (D) : Y
k=0
Il considere ensuite, ce qui est toujours possiblem changement de variable pres, que
m=0, et donc par identification, que = - a/b, ce qui lui permet d'écrire qu®) donne
I'équation
(E): x"-C2x"?ab-C>x"*ab(a+b) -C!x"“ab(az+ab+b?) —-..—ab(@a"* +a"*b+..+b"?) =0

En identifiant les coefficients des termes ¥ff et X" de (A) et de (E), c'est a dire,

C?ab=-
{ " P , il obtienta etb comme solutions deX? —i X _P_ 0.

Clab(a+b)=-q (n-2p  C?
Il n'envisage que le cas général, ne s’occupantdessexceptionslljid., p. 71]. Ceci lui
permet de trouver « les conditions qui réduiraiemé équation de degré quelconque a une
équation du méme degré a deux termes » [Bézoutal7p427] par identification des
coefficients restants d@) et(E), dans laquelle il remplaceetb par leurs valeurs en fonction
dep etq.
Quand l'équation générale de degrévérifie les conditions qui la réduisent a

y"+h=0, il trouve, en remplacartt par— a/b ety par la valeur qui en découle, que les

® Bézout n'utilise pas la notation,"Cmais I'écriture développée en quotient de preddientiers. C'est pour
faciliter I'écriture et la lecture que nous utilides notations plus actuelles.



racines de I'équation de degrés'écrivent comme la somme el racinesn-iemes :

x=8a™b +%a™b? +....+ab™ | aetb étant les solutions d'une équation 8fidzgré.

« On voit par-la, écrit-il, que, dans une équatitendegré quelconque et sans second
terme, les coefficiens du troisiéme et du quatriderene étant tels qu’on voudra, si les
coefficiens des autres termes sont tels qu'ilslésude la comparaison des deux équations
(E) et (F) [(F) étant I'équation générale de degrésans second termejette équation sera
résoluble et aura pour racines la sommende moyennes proportionnelles entre les deux
racines d’'une équation du deuxiéme degré. » [Bexobda, p. 27]

Bézout retrouve ainsi, I'écriture conjecturée paleEen 1732, mais avec des conditions
trés contraignantes sur les coefficients de I'équate départ ; il ne parvient pas, bien sir, a
la résolution du cas général de degrémais il ajoute une classe d'équations résolulies,
celles déja trouvées par Moivre et Euler.

Dans la troisieme partie, Bézout revient a la démainverse de la précédente, qui fut
aussi celle d'Euler dans son mémoire de 1732 :agiamt d'une somme de racimegmes,

chercher les équations dont cette somme peutditieer.

Posantx:Q/a”‘lb +Q/a”‘2b2 et apres avoir traité les cas particuliers; 3, 4, 5, 6, 7, 8, il
parvient par induction, pour toata I'équation :

n-4n-5_,_
—a

_ _ _ n-3 ,_
X" =a" b+ a"?h2+ na"*bx+ nTan *bx2 +n

n-p n-2p+3
2 2

..tn a" PhxPt + ...

« suite, dit-il, qu'on doit pousser seulement jimaguerme dont le coefficient devient z&rp

& dans laquelle le signe + du terna8*b® est pour les degrés impairs, & le signe — pour les

19| ne fait donc pas de calcul sur des séries filesie



degrés pairs ; donc toute équation qui pourra gporder a cette derniere, sera résoluble en

faisantx = Ya™b +%a"%b? » [Ibid. p. 37].

Il traite ensuite le cax =Ya"b? +%a™b? , pourn allant de 5 & 9, mais ne parvient pas a

induire une équation pour tont car « les coefficients suivent une loi moins amiie ». De

méme, il travaille sur d'autres cas particulier&de?/ a""p™ +8/a" ™™

jusqu'an=7.

A la lecture de ce mémoire, on voit apparaitre é&&ments qui vont déterminer
I'orientation future du travail de recherche d'Btie Bézout. Tout d'abord la résolution des
équations a une variable par I'élimination d'urt®imuey dans un systéme de deux équations
a deux inconnues, y, pose le probléme du degré de I'équation « réddite

D'autre part dans ce travail, Bézout utilise beapcta méthode des coefficients
indéterminés, méthode classique que d'Alemberibaéira Descartes: « La méthode des
coefficienandéterminés est une des plus importantes décmsvgue I'on doive a Descartes »
[Encyclopédieart. « coefficient », t. 3, 1753]. On la trouvesiidécrite danka Géométrie
de ce dernier : « Mais je veux bien, en passants avertir que l'invention de supposer deux
équations de mesme forme, pour comparer séparémantles termes de l'une a ceux de
l'autre, & ainsi en faire naistre plusieurs d'ueals, dont vous avez vu icy un exemple, peut
servir a une infinité d’autres problesmes & n’ea$ fune des moindres de la méthode dont je
me sers » [Descartes 1637, p. 351].

D'Alembert lui-méme I'expose ainsi :
« Cette méthode [...]Jconsiste a supposer l'incodmade a une quantité dans laquelle il entre
des coéfficiensqu'on suppose connus, & qu'on désigne par degdetton substitue cette

valeur de l'inconnue dans I'équation ; & mettaatlas sous les autres les termes homogénes,

» A I'époque, I'équation obtenue par éliminationnddonnues dans un systéme s'appelle plutét la dteéeysi

le systéme est celui que I'on écrit en vue de rdsoune équation a une inconnue (la réduite d'gpmtion), et
plutét la « résultante », si le systéeme est quejaer(la résultante d'un systéme). Mais dans leg$exes deux
expressions sont parfois utilisées indifferemmemtsices deux situations.



on fait chaqueoefficient= 0, & on détermine par ce moyen lesoefficiensindéterminés »
[Encyclopédieart. « coefficient », t. 3, 1753] (souligné pausp
Il donne un exemple dans le cas d'une équatiogrdiitielle dont il cherche la solution sous
la forme d’'un polynédme du second degré, écrit arpavec des coefficients indéterminés :
soit 'équation dy + (by + a¥ + cx + f)dx =0, il supposey = A + Bx + C®, ouA, B etC
sont des coefficients indéterminés, aldgs = Bdx + 2Cxdx et bydx = bAdx + bBxdx +
bCxdx ; en identifiant les deux formes, d’Alembert ohtide systeme de trois équations a
trois inconnues,B + bA+f=0 , Z +bB+c=0 ,bC +a=0 , systéme qui lui permet
de calculeA, B, etC.

Il est important de rappeler ces définitions carers 1762 Etienne Bézout utilise la
méthode de facon classique (égaler une quantitGueom une expression contenant des
coefficients indéterminés, calculer les coeffic®nhous verrons que dans ses travaux

ultérieurs, il n'utilisera plus la méthode des dmédnts indéterminés de cette facon.

1. Le mémoire de 1764 sur I'élimination des incomues

En 1764, Etienne Bézout présente a I'Académie dies&s un écrit qui deviendra I'un
de ses deux plus importants travaux de recherchetr@ étant laThéorie générale des
équations algébriquesie 1779), le mémoire « Recherches sur le degré édestions
résultantes de I'évanouissement des inconnuesr desumoyens qu'il convient d'employer
pour trouver ces équations ». Il le lit au cours déances des' 115, 24 et 29 février et cet

ouvrage est publié en 1767 dansN&moires de I’Académie royale des scienuesr 1764.

1. Le probléme de I'élimination
Bien que nous ayons déja parlé d'élimination danscdntexte de la résolution

algébrique des équations, nous allons reveniresie aotion dans un cadre plus général.
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Le probleme de I'élimination peut s’énoncer ainsin certain nombre d'inconnues et de
relations polynomiales entre ces inconnues étanhéloy-a-t-il des valeurs de ces inconnues
qui vérifient toutes ces relations ? Et dans ledtase réponse positive, quelles sont-elles ?

Pour résoudre ce double probléme, on cherche airdédu partir des relations
polynomiales données, une équation dans laquellingiste plus, au maximum, qu'une seule
inconnue. On dit alors que I'on a « éliminé » leges. Cette équation donnera une condition
d'existence, d'ou I'on pourra tirer éventuellenlestvaleurs de l'inconnue restante qui, une
fois calculées, permettront de trouver celles deea inconnues.

Exemplé? : soientP(x,y) etQ(x,)) deux polynémes exety tels que, une fois ordonnés

P(x,y) = Aly)x2+B(y)x+C(y) =0

par rapport aux puissancesxjen ait le systéme{ . . .
Q(x,y) = A(y)x*+ B'(y)x+C'(y) =0

Eliminerx dans ce systéme, donne la condition d'existenseldéons en X,

[AY)B'(Y) - BWA'(Y)] [C'(Y)B(Y) - B'(V)C(Y)] = [A'(V)C(Y) — AY)C ()]~

Cette relation est une équation ¥n la résultante du systéme -, dont la résolutienmet
d'avoir lesx correspondants.

Pour mieux situer le mémoire de 1764 d’Etienne Bémbd montrer ce qu’il apporte de
nouveau et d’original, nous allons évoquer rapidenies travaux de ses prédécesseurs les
plus importants, Newtdfi Euler et Cramer qu'il cite lui méme dans sonddtrction. Comme
dans son premier mémoire sur la résolution algébrides équations, Bézout, de facon trés
pédagogique, commence par un rapide historique rdblé@me de I'élimination. Il veut,
comme il I'écrit, « ne point envelopper dans [stnalail ce qui peut appartenir a d'autres »

[Bézout 1767c, p. 289]. L'élimination des inconng&xait essentiellement portée jusque-1a,

12 Cet exemple, sous une forme légérement différéigiere dans le mémoire de Bézout [Bézout 1767818].

Il'y est traité par la méthode dite plus tard dBézoutien », voiinfra.

13 Newton avait, dans soArithmetica universalisfNewton 1707] donné directement les formules de la
résultante, sans facteurs superflus, pour deuxtiégsade degré chacune, aven=1, 2, 3 ou 4. Par ailleurs, le
nombre de points d'intersection de deux courbeseplétait pour lui, de toute évidence et sans détraiion, le
produit des degrés des deux courbes. On le vails da de ses écrits rédigé vers 1665 et non pdbligon
temps [NewtorMP, Vol.1], pour lui c'est plus un principe qu'un prdte. Il affirme qu'« il suffit » d'éliminer
une inconnue, et on trouve « autant d'intersectijomesle rectangle des dimensions des courblsd; p. 498].



11

sur le cas de deux équations a deux inconnuegjuia®rrespondait a la recherche des points
d’intersection de deux courbes planes, et querisolvait surtout par substitution, ce qui
entrainait souvent des facteurs superflus dangdtéan finale.

Euler est le premier qui ait donné une démonstratiofait qu'une courbe de degnéet
une courbe de degré se coupaient au plus emnpoints, méme si cette preuve contient des
points a éclaircir. Il présente en 1748 a I'Acadendes Sciences de Berlin, un écrit intitulé
« Démonstration sur le nombre de points ou deuxebgdes ordres quelconques peuvent se
couper » qui sera publié en 1750 dans legemoires de I'Académipour 1748. Dans son
introduction il situe I'état du probleme :
« Dans la piece précédente [Euler 1750a], j'ai satgpsans démonstration cette proposition,
que deux lignes courbes algébriques, dont I'unedestordré® m et l'autre de l'ordre n, se
peuvent couper en m.n pointsa vérité de cette proposition est reconnue des ties
géometres, quoiqu'on doive avouer, qu'on n'en gomvlle part une démonstration assés
rigoureuse. Il y a des vérités générales que restpeit est prét d'embrasser aussitét qu'il en
reconnoit la justesse dans quelques cas partisuliet c'est parmi cette espece de vérités
qu'on peut ranger a bon droit la proposition, denviens de faire mention, puisqu'on la
trouve vraie non seulement dans quelques ou phsséas, mais aussi dans une infinité de cas
différens. Cependant on conviendra aisément queedoces preuves infinies ne sont pas
capables de mettre cette proposition a l'abri deetles objections qu'un adversaire peut
former, et qu'il faut absolument une démonstratigoureuse, pour le réduire au silence. »
[Euler 1750b, p. 46]

Il expligue ensuite ce qu'il faut entendre par pidintersection de deux courbes et
avance une conception tout a fait moderne, quapproche de I'énoncé actuel du « théoréme

de Bézout » : « le sens de notre proposition est@mombre des intersections ne peut jamais

4 ordre est le degré du polyndéme définissant larbe
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étre plus grand quen.n quoiqu'il soit souvent plus petit ; et alors oigg, ou que quelques
intersections s'éloignent a l'infini, ou qu'ellesviggnnent imaginaires. De sorte qu'en contant
les intersections a l'infini et les imaginaires ausien que les réelles, on puisse dire que le
nombre des intersections est toujoursia» [Ibid.]. Par ailleurs il écarte le cas ou les deux
courbes ont une infinité de points communs, dorecaomposante commune.

Apres quelques exemples par lesquels il montrenqout facilement obtenir, dans la
résultante, des facteurs qui donnent de fausse®ssait en vient a la méthode qu'il va suivre :
En partant de deux courbes planes, donc de deuxtiéns a deux inconnuesg éty) de
degrés respectifis et n, il choisit d’ordonner chaque équation par rap@art puissances de

y. Il considere donc le systéme suivant :

f(y)=y"-Py™ +Qy™? -Ry"* +Sy"* —etc=0
g(y) - yn _ pyn—l + qyn—z _ r.yn—3 + Syn—4 —etc = O

ouP, Q, R, Setc ont des polyndbmes eq de degrés respectifs, 1, 2, 3, etc. jusqu’a
et p, q, r, s.etc sont des polyndmes eq) de degrés respectifs, 1, 2, 3, etc. jusqu’a
Si, A, B, C, D.etc., sont lesnracines de la premiére équatiffy)=0, eta, b, c, detc.,

lesn racines de la secondgy)=0, il peut écrire :

{f (y) =(y-A(y-B)(y-C)(y-D)etc=0
g(y) =(y-a)(y-b)(y-c)(y-d)etc=0

Alors pour que les deux équations aient une racomemune, il faut et il suffit que l'une des
racinesA, B, C, D.etc., de la premiére équation soit égale a l'useaeanes, b, c,etc, de la
seconde, donc il faut et il suffit que

[(A-8)(A-b)(A-0) etc] . [(B-a)(B-b)(B-¢).etc] . [(C-a)(C-b)(C-c) etc] . etc.= 0.

Autrement dit, 9(A).g(B).g(C).g(D).etc. =0,

ou, f(a).f(b).f(c).f(d)etc. =0
Ces dernieres équations, qui sont équivalenteséseptent, pour lui, la résultante cherchée.

Comme elles représentent une condition nécesdageffesante pour que les deux équations
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de départ aient une racine commune, il est slrcgtte résultante ne contient pas de facteurs
superflus.

Euler est conscient que « les expressions desas#jB, C, Detc.,a, b, c, detc., sont
pour la plupart fort irrationnelles et souventas|l qu'on ne les peut pas assigndbie] p.
55], et qu'il faut montrer que sa résultante est lnin polynédme er. Il résout le probleme en
se servant des relations entre les coefficientestracines d'une équation. Il affirme que
'« on voit aisément », que damgA).g(B).g(C).g(Detc. = Q les termes obtenus par les
produits des différentes puissances desB, C, D,etc., peuvent étre remplacés par des
produits de différentes puissances Be®), R,etc., qui eux sont des polyndmesxemais il
ne le montre vraiment, que sur des cas particutierdegrés 2 et 3.

Il a raison sur ce dernier point — bien qu'il nait’pas montré - car, si on considére sa
résultante sous la fornggA).g(B).g(C).g(Detc. = Q il s’agit bien d’un polynédme symétrique
enA, B, C,etc., donc aussi, nous le savons aujourd’hui, lyngme enP, Q, R.etc., donc un
polynédme erx.

. A+B+C+D+etc=P 3
Par ailleurs, on avecP etp chacun de degré 1 e&n
atb+c+d+etc=p

De méme la somme des produits deux a deux deses®B, C, D,etc., est de degré 2, de
méme poun, b, c, detc., et plus généralement pour un nom@mpris entre 1 eh pourf,
et entre 1 eh pourg, la somme des produiksa k des racine#\, B, C, D,etc., est de degié
enx, de méme poua, b, c, detc. Il conclut de la que les racinksB, C, D.etc., eta, b, c, d,
etc., peuvent étre considérées chacune comme yngmoé de degré 1 en Etant donné la
forme de la résultante trouvée, produitnde facteurs de degré au plus 1, elle ne peut étre que
de degré au plus.nenx.

On voit tout de suite quel est le point faible nuajde ce raisonnement :
Euler, comme d’Alembert, avait donné en 1746, uvamahstration, lacunaire mais sérieuse,

du théoreme fondamental de 'algebre, pour un @ohga une variable a coefficients réels. I
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énonce que, tout polynbme a une variable, de degté coefficients réels,raracines réelles
ou imaginaires.

Dans ce mémoire de 1748, Euler étend le résultatapalogie a un polynébme dont les
coefficients sont eux-mémes polynomiaux, mais aucésultat, a son époque, ne lui
permettait de le faire. En langage actuel, lesnexdh, B, C, D,etc., eta, b, c, detc., qu'il
considere, existent, mais ce sont des éléments déture algébrique de(X), c'est a dire de
la cl6ture du corps des fractions rationnellesRsur

Il est alors difficile de dire, comme il le faitug: « on pourra regarder chaque racine
comme une fonction d'une dimensionxde. En effet, d'une part il s'est placé d'embléesda
un cas particulier, ca@®, Q, Retc., etp, q, r,etc., n’ont pas obligatoirement les degrés (1 pour
P etp, 2 pourQ etq, etc.) qu'il leur impose (les degrés peuvent @ti€rieurs a son choix),
d'autre part, méme dans la situation choisie, mple exemple du second degré montre bien
que la somme des racines étant du premier dedeepebduit du second, les racines ne sont
pas obligatoirement du premier degré, ni mémepdmomes®.

Pourtant, en admettant sa factorisationfdst deg, sa résultante est bien de degré
inférieur ou égal an.nenx: cette résultante est un polynéme symétriqué e, C, D,etc.,
comme nous l'avons vu, et ce polynbme est d'ondet de degrén.n par rapport a ces
variables ; cette méme résultante est donc un polgnde degrén par rapport aux
coefficientsP, Q, R.etc. ; donc, sa résultante est de degré inférieugal am.nenx.

En conclusion, si la démonstration d’Euler étaiulaaire dans I'état des connaissances
de I'’époque (et il en avait conscience puisqu'ilivégt : « S'il y a dans cette démonstration
encore quelque obscurité, cela vient de sa graédérglité » [Euler 1750b, p. 57]), elle peut

étre établie rigoureusement aujourd'hui.

1
12 Sj I'on prend y2-(x-1)y-(x2+2)=0 comme un polynoeey, les racineg (Xx—=1++/5x2—-2x+9) ne sont

pas des polyndmes, et pourtant leur somme estlynduoe de degré 1 et leur produit, un polynéme elgré 2.
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En ce qui concerne les travaux d’Euler sur I'éliation, il faut citer aussi le chapitre
XIX du tome 2 de l'ouvragéntroductio in analysin infinitorunfEuler 1748], ainsi que le
mémoire intitulé « Nouvelle méthode d'éliminer lggantités inconnues des équations »
[Euler 1766]qu'il présente la méme année que Bézout, maia llAcadémie des sciences de
Berlin et qui sera publié en 1766. Dans ces deuitséE&uler présente des techniques
différentes pour obtenir la résultante mais il @@ent pas sur le calcul de son degré.

Cramer, cité lui aussi par Bézout, a publié¢ & Genem 1750 sorintroduction a
I'analyse des lignes courbes algébriqudans lequel, bien qu'il ne semble pas avoir eu
connaissance du mémoire d'Euler de 1748, publiadssi en 1750, il emploie la méme idée
(présentée sous une forme différente), pour araveméme résultat sur les intersections de
courbes planes. Comme il le dit dans sa préfaceexposant les différents sujets qu'il va
aborder dans son livre, Cramer pense étre le preamiavoir démontré : « On y voit [...] le
nombre des points dans lesquels une ligne d'ureatdnné peut rencontrer une ligne du
méme ordre, ou d'un autre ordre aussi donné. Lk g détermine ce nombre est trés
importante dans la théorie des courbes, plusietasdg géométres l'ont supposée, mais
personne, que je sache, n'en a donné la démoastrafCramer 1750, p. XIlII].

Il note™ le systéme des deux équatignetB & deux inconnues :

dans lequel, contrairement a Euler, il se placesdamras général, considérant qog €st une
constante, [1] efm-1) des polyndmes ende degré au plus 1, [12] eh{f2) des polynbmes en

y de degré au plus deux, etc.)][@st de degré au pluset (0) de degré au plus

16 | écriture du systéme est exactement celle de €rafpoints de suspension y compris). Cramer ad'idé
originale d’introduire une numérotation dans legfficients qui en indique I'emplacement. Ses notai se
rapprochent de notations plus modernes et fadillenompréhension des calculs. Voir Cajori [1928993, p.
398].
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Il part lui-aussi de la factorisation linéaire daidquation, mais ne I'utilise que pour I'équation
A, notanta, b, c, detc., ses racines. Si nous notons féx)=0 I'équationA, et parg(x)=0
I’équationB, nous pouvons noter alors, comme Euler, I'équagenltante qu'il obtient :
9(a).g(b).g(c).g(dgtc. = 0.
Il ne remarque pas, contrairement a Euler, quee aégfuation ne contient sirement aucun
facteur superflu. A partir de 13, sa méthode déféku lieu de garder la résultante sous l'une
des formes que nous avons vues chez Euler, iMalaigpe, autrement dit, il effectue tous les
produitsg(a).g(b).g(c).g(detc.

En revanche, il ne fait pas de remarque sur lareatas racines, b, c, d,etc., mais
déplore simplement que ces racines soient inconruessque |'équation A est d'un degré
trop élevé pour que I'Algebre en puisse donneolation » [Ibid. p.662]. C'est pour cela qu'il
utilise les coefficients de A. En partant des iela entre les coefficients et les racines, et
grace a des jeux d'écriture facilités par ses motsiqui lui permettent d'évaluer facilement les
exposants dg, il montre que le degré de la résultantey @ peut pas dépassem

La méthode de Cramer part donc du méme principecqlie d'Euler, mais, si elle est
moins élégante - beaucoup plus longue, laboriezeeulatoire et basée sur des astuces de
notations -, elle est plus satisfaisante pour leutalu degré de la résultante, car Cramer se

place dans le cas général et démontre vraimenieqiegré ne peut dépassemn

2. Le calcul du degré de la résultante de deux équatis a deux inconnues

Revenons maintenant au travail d'Etienne Bézous.ID#roduction celui-ci fait le lien
avec son premier travail sur la résolution algéligles équations, écrit deux ans plus t6t :
« Les recherches [il s'agit de travaux sur I'élaion] dont je vais exposer les résultats dans

ce mémoire, doivent naissanceceélles dont je continue de m'occuper sur la résofut
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algébrique des équatiosouligné par nousi » [Bézout, 1767c, p. 92]. Cependant, Bézout a
découvert l'intérét propre et plus général de &otie de I'élimination, puisqu’il ajoute :

« Si les méthodes d'élimination n‘avoient d'autiktéi que leur application a la résolution
algébrique des équations, je me serois content@ dgii peut avoir rapport a ce dernier objet
& je l'aurois réuni avec ce que j'ai pu trouverquia présent sur cette matiere ; mais ces
méthodes ont une application beaucoup plus étenfludelle qu'elles deviennent
indispensables dans tous les problémes ou il yua ¢@lune inconnue. En effet, si on a des
méthodes pour résoudre, par approximation, lesl¢gmuds déterminés lorsqu'on n'a qu'une
seule équation, on n'en a pas de méme pour lesidEsgar approximation lorsque les
relations des inconnues, qui en font l'objet, m@stpour ainsi dire, dispersées dans plusieurs
équations ; ainsi quand méme on seroit condamnér goujours a résoudre par
approximation, les méthodes d'élimination n'enisatgpas moins indispensablesliid.].

On s'apercoit dans ce dernier passage, qu'il egeviarésolubilité des équations de
degré 5 et au-dela. En tout cas, amené au probtfmi&limination par la résolution des
équations, il la considere maintenant comme unt sujgart entieére et cela va conduire ses
recherches vers ce domaine de l'algebre dans ldaggralellera.

Bézout expose une idée nouvelle et personnelle fpaiter ce probléme : « Je réduis,
dans ce mémaoire, tout le travail de I'éliminatiamuelques degrés que montent les équations,
je le réduis, dis-je, a éliminer des inconnues ramer degré. » [Bézout 1767c, p. 291]

Cette méthode, caractéristique de Bézout, consistamenant — nous verrons de quelle
facon - la résolution d'un systeme quelconque la dain systéme linéaire homogene, a écrire

I'équation résultante comme condition d'existeneesdlutions non nulles a ce systéme

7 Cette phrase, écrite en 1764, explique son mérdeirk765 sur la résolution des équations, sujék mavait
pas abandonné.
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linéaire, c’est-a-dire & annuler son détermitfa@®n peut dés lors comprendre la progression
de son ouvrage qui se développe en plusieurs étapes

- améliorer la formation du déterminant d'un sysdiméaire,

- ramener le calcul de la résultante a celui derdéihant d'un systéme linéaire homogene ;

- appliquer cette méthode, d’abord, a la rechedthdegré de la résultante de 2 équations a 2
inconnues, puis de équations & inconnues, aven>2 ;

- puis I'appliquer pour mettre au point une méthpaeformante de calcul de la résultante,
dans le cas de deux équations a deux inconnude @&l a conduit a l'introduction du
Bézoutien).

Une des grandes originalités du travail d’Etiendit sur I'élimination est 1a : pour
lui, la résultante est toujours donnée par le déteant d'un systéme linéaire. Cette idée est
tout a fait nouvelle et sera son fil conducteur.

Pour la formation du déterminant, tout en rendarhimage a Cramer, Bézout pense
avoir apporté quelgues améliorations a l'applicatie ses formules :

« Il n'y a encore que fort peu de temps qu'on a mgéhode pour trouver la valeur des
inconnues dans les équations dudegré d'une maniére simple & sans que cette valgitir
compliquée de quelque facteur inutile; [...] M. @ex a donné une regle générale pour les

exprimer toutes débarrassées de ce facteur :igpmam'en tenir & cette rédiemais I'usage

18 Bézout n"emploie pas le mot déterminant, ni laation que nous employons aujourd’hui (voir [MuirOB) et
[Knobloch 1994]). Quand cela s'avérera nécessaire gommodité et pour une compréhension actuelle des
calculs et des résultats, nous les emploieronsdmuiéme par la suite, en le signalant chaque fois.

19 La régle de Cramer qui correspond & la formatiercel que nous appelons aujourd'hui le détermirsiriae
suivante : « Soient plusieurs inconnues z, y, x, &cautant d'équations

Al =Z'z+Y'y+ X'x+V'v+&ec.
A* =Z7%2+Y?y+ X*x+V?v+&c.
A3 :Zsz+Y3y+ X3x+V3/+&¢c. ou les lettres A, A%, A®, A* &c., ne marquent pas comme a
A'=Z%z+Y*'y+ X*x+Viv+&c.

& cC.
I'ordinaire les puissances de mais le premier membre supposé connu de la prems&conde, troisieme,
quatriéme, &c. équation. [...] Le nombre des équatiendes inconnues étanton trouvera la valeur de chaque

inconnue en formanh fractions dont le dénominateur commun a autanttedenes qu'il y a de divers
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m'a fait connaitre que quoiqu'elle soit assez smgluant aux lettres, elle ne l'est pas de
méme a I'égard des signes lorsqu'on a au-deleacditsin nombre d'inconnues a calculer ; j'ai
donc cru devoir revenir sur cet objet. » [BézoWdAd, p. 291]

Etienne Bézout va donc reprendre, a sa faconsiagiion du déterminant d’un systéme
linéaire et cela aura une grande importance damsamovre. Au lieu de compter pour chaque
terme les « dérangements » et en déduire son sigoemme le propose Cramer - il indique
qu'il « réduit le travail & n'exiger d'autre attentque celle qu'il faut pour écrire des lettres ».
Comme il le dit au début de son lemme 1 :

« Si 'on a un nombren d’équations du premier degré qui renferment chacun pareil
nombre d’inconnuessans aucun terme absolument corisouligné par nous, il n’y a donc
pas de terme constant a gauche du signe égallletreent zéro a droite de ce signe, comme
on le constate dans les exemples que Bézout dorsuéte], on trouvera par la regle suivante
la relation que doivent avoir les coefficients s énconnuepour que toutes ces équations
aient lieu[souligné par nous, Bézout veut donc des solutmmrsnulles] » [Bézout 1767c, p.
292].

Le probleme qui intéresse Bézout, n'est pas, doatnant & Cramer, de résoudre un systeme
quelconque, mais, de trouver la condition pourmgysteme homogene ait des solutions non
toutes nulles. Il énonce alosgns aucune démonstraticsa regle dont on peut supposer qu'il
I'a obtenue par inductidfi:

« Soienta, b, ¢, d &c., les coéfficiens de ces inconnues dans lenjine équation.

a', b, c', d &c., les coéfficiens de ces inconnues dans larsde équation

arrangements de choses différentes. Chaque terme est composéites|ZYXV, &c., toujours écrites dans le
méme ordre, mais auxquelles on distribue, commesaqs, lemn premiers chiffres rangés en toutes les
maniéres possibles. [...] On donne a ces termesgess+ ou -, selon la regle suivante. Quand usxm est
suivi dans le méme terme, médiatement ou immédetend'un exposant plus petit que lui, j'appellesa un
dérangementQu'on compte, pour chaque terme, le nombre desgéments : s'il est pair ou nul, le terme aura
le signe + ; s'il est impair, le terme aura le signLe dénominateur étant ainsi formé, [...] » [Cearh750, p.
657-659]

%2 On peut penser qu'il s’est inspiré de la régleGtamer, donnée dans la note ci dessus, régle élrem
obtenue par induction a partir des nas 1, 2, et 3 [Cramer 1750, p. 657-658]
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a", b", c", d' &c., ceux de la troisieme & ainsi de suite.
[...] Formez les deux permutatioab & ba & écrivezab-ba; avec ces deux permutations &
la lettrec formez toutes les permutations possibles en oasede changer de signe toutes les
fois quec changera de place daais & la méme chose a I'égard de vous aurez

abc-acb+cab-bac+bca-cba.

Avec ces six permutations et la lettréormez toutes les permutations possibles, en vaser
de changer de signe a chaque fois dubangera de place dans un méme terme [...].at ains
de suite jusqu'a ce que vous ayez épuisé tousolffiatens de la premiére équation. Alors
conservez les lettres qui occupent la premiereepldonnez a celles qui occupent la seconde,
la méme marque qu'elles ont dans la seconde éguaticelles qui occupent la troisieme, la
méme marque qu'elles ont dans la troisieme équadi@insi de suite; égalez enfin le tout a
Zéro et vous aurez I'équation de condition chereh@wd.]

En termes actuels, Bézout donne un algorithme gaure un déterminant d’ordre
quelconque et il affirme qu'un systeme homogenesasdlutions non nulles si et seulement si
son déterminant est égal a zéro. Il met ensuitea@editions sous la forme :

ab'-a'b=0,

(ab'-a'b)c"+(a"b-ab")c'+(a'b"-a"b")c=0 &c...

« Cette nouvelle forme a deux avantages, affirihelg-premier, de rendre les substitutions a
venir, plus commodes; le deuxieme c'est d'offrie iiegle encore plus simple pour la
formation de ces formules. En effet, il est fadiéeremarquér

1° que le premier terme de I'une quelconque detqaations, est formé du premier membre

de I'équation précédente, multiplié par la premdss lettres qu'elle ne renferme point, cette

2L pour éclaircir ce qui va suivre dans les 1°, &, @oici littéralement cette formation pouE 1, 2, et 3 :

- Pour une équation a une inconnare= 0, la condition pour des solutions non nullésaesO ;

- Pour 2 équations a 2 inconnuas+by= 0,a’x+b’y = 0, le 1° donnab’ et le 2° donne-a’b, donc la condition
pour des solutions non nulles est bien celle qusBa annoncée plus hautab’-a’b = 0 ;

- Pour 3 équations a 3 inconnues (notations anak)gle 1° donneap’-a’b)c”, le 2° donne gb”-a"b)c’, et le

3° donne -4"b’-a’b” )c, donc la condition pour des solutions non nudsts la aussi, celle annoncée au dessus
(ab’-a’b)c” +(a’b-ab” )c'+(a’b”-a’b’ )c = 0.
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lettre étant affectée de la marque qui suit immédiant la plus haute de celles qui entrent
dans ce méme membre ;

2° Le deuxieme terme se forme du premier, en charig#ans celui-ci la plus haute marque

en celle qui est immédiatement au—dessous & régignment, & de plus en changeant les
signes ;

3° Le troisieme, se forme du premier, en changeéans celui-ci la plus haute marque en celle
de deux numéros au—dessous & réciproquement, &udeep changeant les signes ;

4° Le quatrieme, se forme du premier, en changdans celui-ci la plus haute marque en

celle de trois numéros au—dessous & réciproquenfenhangeant les signes, & toujours de

méme pour les suivans. id. p.294]

Il ajoute en corollaire : « Chacun des termesétpihtion de condition a donc essentiellement
le méme nombre de facteurs, & ces facteurs soleinteht combinés que jamais, dans un
méme terme, il ne s'y en rencontre deux qui apgarént & une méme inconnudbid.].

Sa regle d'écriture a deux caractéristiques, elfed en méme temps les termes et leurs
signes et elle procéde par induction sur le nondlireonnues et donc de coefficients d'une
équation. Il est remarquable, en plus de sa siit¥pliet des caractéristiques précédentes,
gu'elle donne les mises en forme suivantes :

1°)ab'c"-ac'b"+ca'b"-ba'c"+bc'a"-cb'a" = (ab'-a'b)c"€a"b-ab")c'+(a'b"-a"b’)c

2°) ab'c'd™-ab'd"c™"+ad'b"c"-da'b"c"-ac'b"d"+ec'd"b"-ad'c"b"'+da'c"b"+ca'b"d"-
ca'd"b™+cd'a"b™-dc'a"b"-ba'c"d"'+ba'd"c"-d'a"c"'+db'a"c"+bc'a"d™-bc'd"a"+bd'c"a"-
db'c"a™-cb'a"d"+cb'd"a"-cd'b"a"+dc'b"a™ = [(ab'-a'b)c"+(a"b-ab")c'+(a'b"-a"b’)dd™ +
[(@'b-ab’)c"+(ab™-a"b)c'+(a"b-a'’b™)dd" + [(@"'b-ab™)c"+(ab"-a"b)c"+(a"b™-a"b")c]d'

+ [(@b™-a"b)c"+@"b"-a"b™)c+@"b'-a’h")c""] d. [voir Ibid. p. 293]
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Bien que le contexte théorique et algébrique sed différent, on reconnait ici ce qui
fut appelé postérieurement, le développement déterchinant suivant les éléments d'une
ligne ou d'une colonne, faisant apparaitre lesrohéb@nts mineurs correspondants.

Bézout revient ensuite au calcul de la résultdhtmnstate que les méthodes d’Euler et
de Cramer, trés performantes de ce point de vue, geux équations a deux inconnues, ne le
sont plus dés qu'on dépasse ce nombre d'équatonstelle est la nature de ces méthodes,
qu'elle exige que pour éliminer on compare les goos deux a deux : or [...] ce procédé
conduit & des équations beaucoup plus élevéesngufdut. » Ibid.]. En effet, les méthodes
de ses prédécesselirspar exemple dans le cas de trois équati?y)s @), (C) a trois
inconnuesx, Yy, z consistaient a éliminer d’abord entre A) et B), ce qui donnait une
nouvelle équation) d’inconnuesy et z, puis x entre B) et (C), pour obtenir une équation
(E) eny, z aussi. lls éliminaient along entre D) et E) et arrivaient a une équation gnla
résultante de (A), (B), (C), qui, a cause de tassdalculs intermédiaires, contenait presque
toujours des facteurs superflus et des racineagras aux équations de départ.

Pour remédier a ces défauts, Bézout entreprend,ghiauiner une inconnue :

- de traiter toutes les équations en méme temps ;

- de ramener I'élimination a la résolution d'untéyee linéaire ;.

- enfin de trouvem priori le degré de la résultante — c’est-a-dire du patym@n la ou les
inconnue(s) restante(s).

Etant données équations & inconnues de degrés quelconques, sa démarcheteonsi

- a multiplier chacune des équations par un polymamoefficients indéterminés ;

2| Les méthodes de ses prédécesseurs sont cellésgue d'Alembert :

« Quand il y a plus de deux inconnues, par exemplg, z, &c on réduit d'abord les inconnues a une de moins ;
on fait évanoliirx ouy, &c. en traitantz & les autres comme une constante ; ensuite ontrésduinconnues
restantes a une de moins, & ainsi du reste. Celaantune difficulté. »Hncyclopédiet. V, 1756, article

« Evanouir »]. Sa conclusion péremptoire (« Cedaanicune difficulté ») a peut-étre fait sourire @ézuand il

en a pris connaissance.
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- a égaler la somme de tous ces produits a zétenamt ainsi ce qu'il appelle « I'équation
somme » ;

- a annuler dans cette équation-somme tous lediaeats de l'inconnue qu'il a choisie
d'éliminer, grace aux indéterminées des différpotgndmes multiplicateurs.

Il aborde ainsi simultanément deux problemes :rdéter les degrés des polyndmes
multiplicateurs et celui de la résultante (partdmtprincipe que, comme pour le cas de deux
équations a deux inconnues, il n'y a, les inconmessintes étant choisies, qu'une résultante a
un coefficient multiplicateur pres).

Etienne Bézout calcule d’abord le degré de la tésté pour deux équations & deux
inconnues :

«non que je prétende, justifie-t-il, décider matiméde préférable a celle que™MEuler &
Cramer ont donnée pour ce cas seulement, mais gaeceette méthode étant uniforme, j'ai
cru me rendre plus clair en fortifiant I'analoger e réunion de ce cas avec les autres, & en
méme temps parce que dans un travail aussi lond'@giesouvent celui de I'élimination, il
n'‘est pas inutile de multiplier les méthodes saquelles les Calculateurs peuvent porter leur

choix » [bid.p. 291].

. , | AXT+BX"T+CX™ 2 + DX+ EX™ +V =0
Soit les deux équatiors . g g -
AXT+B X" T+ C'X" 2 +D'X" P+ E'X" ™ +.....+V'=0

dans lesquelles, B, C, D, Eetc., A, B', C', D', E',etc., sont des polyndmes en la deuxieme
inconnuey, de degrés respectifp; p+1, p+2, p+3, etc., etp', p'+1, p'+2, p'+3, etc.
Il multiplie les deux équations respectivement, lparpolynédmesL() et (L") suivants :

(L) Mx"+NxX""+Px"?+Qx"° +RX"™ + ..o, +T
(L)Y M'X"+N'X"T+PX"?+Q X" +RXx"* 4. +T'

et obtient donc, pour que chaque puissance de pamisse dans I'équatimomme, le

systeme ci-dessous :
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AM + AM' = 0
AN + A'N'" + BM + B'M' = 0
AP + AP+ BN + BN + CM + CM' = 0
AQ + AQ" + BP + BP + CN + CN + DM + D'M'" = 0
& cC.
VT + V'T' = 0

avec les conditionsm+n=m'+n’, et m+n+1=n+1+n'+1 (i.e. autant d'équations que
d'inconnues). Les valeurs destn' sont alors fixéesy = m'-1 etn' = m-1, et le déterminant
du systeme doit étre nul car sinon les inconieM’, N, N’, etc., devraient toutes I'étre et
cela impliquerait que les deux équations de déparit pas de racines communes.

Voila donc la nouveauté, précédemment annoncékagleroche de Bézout : il définit
la résultante du systéme de départ - de deux @msadi deux inconnues - comme I'équation
obtenue en écrivant que le déterminant du systaréaite induit est égal a zéro.

Il remarque que les coefficients d'une méme incensont des polynédmes dont les
degrés sont en progression arithmétique de raisdhfait alors appel au lemme Il qu'il a
démontré au début de son mémoire :

« Si on a un nombre quelconguele quantités, b, ¢, d, e &c. & qu’au dessous de chacune

de ces quantités, on écrive les progressions agtijoes suivantes,

a b c d e &c.
a+k b+k c+k d+k e+k &c.
a+2k b+2k c+2K d+2k e+2k &c.
a+3k b+3k c+3K d+3k e+3k &c.
&c. &c. &c. &c. &c. &c.

en continuant les progressions jusqu’a ce que mebne des termes de chacune soit égal au
nombre n des quantités, je dis que dans quelque ordre gajonte n termes de cette

progression, pourvu qu’on n'y comprenne jamais deusnes d’'une méme colonne ni deux
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termes d’'une méme bande, la somme sera toujoménae & =S+

@ , Smarquant la

somme des termes qui composent la premiére bafRkzout 1767c, p. 296]

Il en est de méme s’il y a des lacunes dans leaablen sommant comme premiers termes,
ceux qui sont ou devraient étre en premiére ligne.

Par application immédiate de ce lemme aux suitéhnaétiques des degrés gndes
coefficientsA, A', B, B', C, C'etc., qui se retrouvent dans le systeme linéaid egdl’, N, N',

P, P' etc., c’'est-a-dire

p P’

p+1 p'+1 p P’

p+2 p'+2 p+1 P+l p P’
p+3 p'+3 p+2 p'+2 p+1 P+l
etc. etc. etc. etc. etc. etc.

on trouve que le degré de chaque terme du détemtiesystéme sera au plus égal a

n'+1+ m+n+1
2 2

@p-n) "2+ @p-n) (m+n).

Or, l'annulation de ce déterminant donne I'équati&sultante du systéme de départ donc en
appelant G le maximum possible du degré de cedtétadte, on a,

n'+1+ m+n+1
2 2

G=@2p- n)nTJrl+ (2p'-n") (m+n), et commer = m’-1 etn’ = m-1

G=mm'+mp'+m'p.
On peut remarquer plusieurs autres résultats sgéards qui ressortent de ce texte :
- deux polyndme#(x,y) et Q(x,y) étant donnés d’ordre respectivemenet m' en X,
Bézout a, en fait, montré qu'il existe un polynénua nulLi(x,y) d'ordre au plusn’-1 enx, et
un polyndme non nulLy(x,y) d'ordre au plusn-1 enx, tels quelL;.P+L,.Q = O soit une
équation ery, si et seulement si, le déterminant du systémenobén égalant a zéro tous les

coefficients des différentes puissances,ddansL;.P+L,.Q, est nul ;
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- la résultante qu'il obtient, étant le détermindiin systeme dont les coefficients sont
des polynémes eyy Bézout est sdr que c'est aussi un polynédmye paisqu'on ne fait que des
multiplications et des sommes de polyndmes. Eul@ramer manipulant des fractions et des
racines de polynémes, n’ont pas montré ce poirfiacien convaincante.

- si les deux équations de départ sont de degseectfsm etm’, alorsp = p' = 0, et on
retrouve, dans sa formule, pour maximum du degié désultante le produih.m'des degrés
des équations.

Par contre, Bézout a oublié de préciser que lex deurbes définies par les équations du
systeme de départ ne doivent pas avoir de compmosamimune, car sinon il y aurait une
infinité de points communs, ceux de la composante.

Donc, a cela pres, Bézout a démontré rigoureusemeatdeux courbes planes de
degrés respectifsr et m’, se coupent au plus en.m’ points. Avant méme la généralisation
qu'il fera en 1779, pour un nombre quelconque dtons et d'inconnues, cela justifie déja
que le théoreme correspondant porte son nom.

Par contre, Euler a montré que sa résultante ngecbrmucun facteur superflu et donc
ne peut donner aucune racine étrangére au prob&are,que, si Bézout donne une condition
nécessaire pour que le systéme ait des racinesdémontre pas qu'elle est aussi suffiSante
Etant parvenu & une équation de méme degré qu'@u@mamer, Bézout a sans doute estimé
gu'il ne pouvait y avoir de facteur superflu daagésultante, d'aprés le résultat méme de ses
prédécesseurs.

Aprés cet exposé de son travail, il convient deem@vsur les caractéristiques de la
méthode de Bézout. Celui-ci utilise, au départpriacipe des coefficients indéterminés tel
gu'il est exposé par Euler dans dotroductio in analysin infinitorum[Euler 1748, t. 2ch.

XIX], pour trouver la résultante de deux équatiandeux inconnues. Mais Euler n’utilise pas

3 La démonstration de la condition suffisante egiad’hui aisée, grace au Résultant.
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la méthode des coefficients indéterminés pour abtarpriori, le degré de la résultante, alors
que c'est ainsi que Bézout l'utilise. Celui-ci andeaison de dire qu'il ne suit pas la méme
méthode qu'Euler et Cram@qur calculer le degré de la résultarfsouligné par nous].

Par ailleurs, il faut souligner la différence entes méthodes d’Euler [1748] et de
Bézout [1767c] pour I'obtention de I'’équation réante. Certes, elles suivent la méme idée
de départ : multiplier chacune des équations papalgnéme a coefficients indéterminés,
chacun de ces deux polynédmes ayant pour degréapport a I'inconnue qui apparait dans
I'écriture, celui de cette inconnue dans I'équatjoii ne multiplie pas, moins un.

A partir de 13, Euler identifie les coefficientssddeux polynémes produits, ce qui lui
permet d'obtenirm étant le degré en de la premiere équation Btcelui de la seconde, un
systeme d'équations linéairesrden-1 équations an+n-2 inconnues. Mais chez lui, a cause
de certains coefficients choiélsle systéme n'est pas homogeéne. Il calcule lefficieats
indéterminés avec lew+n-2 premiéres équations, et, en placant ces valeurs k& derniére
équation, il obtient la résultante.

Quels sont les défauts de ce procédé ? D’une Ipasysteme n'étant pas homogeéne, il
peut ne pas avoir de solutions. D’autre part, loeslgs solutions existent, ce sont souvent des
fractions rationnelles et non des polynédmes. Erimler utilise la méthode des coefficients
indéterminés de facon classique, c'est-a-dire entiithnt des termes et en calculant les
coefficients pour les remplacer dans une des épmtibtenues. Il suppose implicitement que
ces coefficients existent, dtcherche leurs valeurs, valeurs dont il a besfouligné par
nous].

Etienne Bézout, aprés avoir multiplié lui aussiguaéquation (d'ordres respectifiset

m' enx) par un polyndme a coefficients indéterminés (ites respectifsn’-1 etm-1 enx),

4 Dans chacun des polyndmes multiplicateurs & aeffis indéterminés, un des coefficients est détérnie
coefficient du terme ey** du premier polynéme multiplicateur est celui durte eny” de la seconde équation
et réciproquement, le coefficient du termey&n du second polynéme multiplicateur est celui dmeeny™ de
la premiére équation. Il y a donc des termes corms nuls, dans les coefficientsylde chaque produit.
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fait la somme des deux produits et égale a zérodefficients de tous les termeserMais
chez lui, on I'a vu, le systeme obtenurdem' équations an+m' inconnues (les coefficients
indéterminés), est homogene. Il a donc toujourssdgtions et I'équation résultante est la
condition d'existence de solutions non toutes subiéest-a-dire, 'annulation du déterminant.
Ce dernier étant constitué de sommes de produipplj@dmes, est lui-méme un polynéme.
Bézout ne travaille ainsi que sur des polynémes.l@woit, la méme idée de départ est
utilisée de facon plus élégante et surtout plus sbiez Bézout.

D’autre part, Bézout, lui, se sert seulement dedffiotents indéterminés comme outils pour
construire sa résultante. Il n’a pas besoin de a&treleurs valeurs et dailleurs il ne les
cherche pas. Il veut uniquement connaitre leur itiond d'existence, qui est I'équation
cherchée. Il faut la remarquer l'originalité depldication que fait Bézout des coefficients
indéterminés. Ce n'est pas du tout l'utilisatiobituelle, et nous verrons par la suite que, dans
son ouvrage de 1779, il continuera a les employaredfacon constructive qui lui est propre
[Alfonsi 2006].

Pour illustrer ce qui précede, voici les deux mé#wappliquées a un exemple d’Euler,

Py2+Qy+R=0
{p y2+Qy , 0uP, Q, R, p, q, r,,ssont des polynébmes an

Y +qgy2+ry +s=0

-Méthode (et notations) d’Eul@Euler 1748, t. 2ch. XIX] :

Il multiplie la premiére équation pgny? + ay + b et la seconde pd&y + A ou seuls, b, A
sont les coefficients indéterminés. Il obtient, identifiant les coefficients d'une méme
puissance dg pour chacun des deux produits obtenus, le syslé@aire non homogene de
quatre équations a trois inconnes\, etb :
Pa+ Qp=pA+qP =a Pb+Qa+Rp=qgA+rP
Qb +Ra=rA +sP Rb =sA

a-qgP

Euler tire de la premiere équatiom,= et A=

a —PQD , puis de la deuxiéme,
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— — — — — 02
,=B-Qa-Rp_pB-Rp_aQ-Q?p ot p=p+ 9GP

P P P2

Substituant cette valeur diedansb, il obtientb en fonction dex uniquement, comme c’est
déja le cas poua et A. En substituant maintenant, ces valeurdbdee a et deA dans la
troisieme équation, il obtient, puis enfin,a, A etb, en fonction deP, Q, R, p, g, r, S. La
quatrieme équation lui donne alors la résultante en

- Méthode de Bézout sur cet exenfpte

Il multiplie la premiere équation parfy?2 + Ny + L, et la deuxieme pavl’y + N’. Il écrit
I'« équation-somme »My2 + Ny + L)(Py2 + Qy + R) + (M'y + N )(py> + qy2 + ry + s) = 0.
Il égale a 0 chaque coefficient des puissancey, de qui lui donne un systeme linéaire

homogene de cing équations a cing inconmigs!’, N, N’, L:

MP + M'p = 0

NP + N'p + MQ + M'q = O

LP + NQ + Ng + MR + M'r = 0
LQ + NR + N'r + M's = 0
LR + N's =0

L’équation qui égale a zéro le déterminant de stésye, donne la résultantexecherchée.
En revanche, si I'on examine les deux méthodeddfELV48] et [Bézout 1767c]) du
point de vue de l'algébre linéaire actuel, on catestgu'elles nous conduisent a la méme

matrice carrée que nous noteréghgmatrice résultante), qui est d'ordne-m’, et qui avec les

A 0 O A0 O

B A O BB A O

C B A c B A

. : . . .| D C B D' C' B

notations polynomiales de Bézout est égde=a

etc D C etc D' C

O etc D .. 0 etc D
O O et .. 0 O etc

o o0 o .. o o0 o

5 sachant que Bézout ne I'a pas traité, ni d’aileamcun autre dans son mémoire de 1764, pourrdlust
méthode générale de calcul du degré de la résailtant
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C'est le déterminant dR qu’on appelle couramment aujourd’huiRésultart® du systéme

AX" +BX" +CX" 2 + DX P A EX" H o +V =0
AXT+B X" HCXT 2+ DX HEXT T+ 4V'=0

et dont I'égalité ou non a zéro permet de savde siystéme ci-dessus a des solutions.

Si on peut attribuer a Euler I'idée qui a condditen plus tard, a cette matrice
résultante, c'est Bézout qui a le premier pensdiliden I'annulation de son déterminant
comme condition nécessaire a la résolution du systées deux équations. Pour deux
équations a deux inconnues la détermination duédegt donc pleinement réussie, car les
conditions permettent de déterminer sans ambiguitéet G Il n'en sera pas de méme quand
Bézout augmentera les nombres d'équations et diwes considérées. Pour trois équations a
trois inconnuesy, v, z,il est obligé, puisqu'il n'envisage que I'éliminatd'une inconnue dans
son calcul, d'appliquer sa méthode deux fois, éedite qu'il devra obtenir trois polyndmes
pour éliminerx et obtenir un premier polyndme gn z; puis trois autres pour un second
polynédme ery, z; enfin, il devra éliminey ouz dans les deux derniers polyndmes trouvés.

Il commence donc par éliminer Les notations sont analogues aux précédentes : So
trois équations de degrés respectifscerm, m’, m”, dans lesquelles les coefficie#sB, C,
etc, A’, B’, C’, etc., A”, B”, etc., sont des polyndbmes a deux inconnuestz, telles que les
degrés dé\, B, C,etc.,A', B', C',etc.,A", B", C", etc.,soient respectivemen, p+1, p+2,
etc., p, p'+1, pt+2, etc., p”, p’+ 1, p"+2, etc. Les polyndmes multiplicateurs de chaque
équation ont pour degrés respectifsxem, n’, n". Bézout suppose, pour que les termes de
plus haut degré de I'équation somme puissent dEmiguiem+n = m’+n’ et m+n = m”+n” .

On doit aussi avoim+n+1 = n+1+n’+ 1+n"+ 1, (autant d'équations que d'inconnues), donc

n'=m-n"-2 et n=m'-n"-2.

% \/oir [Levavasseur 1907], [Apéry 2006]. Il sappelussi le déterminant de Sylvester. Par exempie da
[Apéry 2006, p. 3]: « Cet ouvrage développe laotlkee du Résultant de deux polynémes a une variable,
autrement dit du déterminant de Sylvester ». Gastffet ce dernier qui lui a donné sa forme d@fandans sa

« méthode dialytique » pour trouver les soluticommunes a deux équatioffs)=0 etg(x)=0 [Sylvester 1840,

p. 54].
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Par un raisonnement analogue au précédent, sweget dlu déterminant du systeme
obtenu en annulant les coefficientsxdgans I'équatioisomme d’ordren, il obtient,G étant le
degré de ce premier polynbmeyerz:

G=mm’+pm’+p’'m—-m-m’+m”—p—p’+p”+ 1p+p’—p”’+m+m’'—m”"—n"— 2)n”,
oun” est indéterminé, et pour avoir G minimum, il arnlad dérivée de G par rapporha,

(m+m+n'+p+ p'+p")
2

ce qui donnen''= -m'-p"-1.

Cette valeur de" ne pourra pas toujours étre prise car on doitra&da fois: n”
positif, le terme entre parenthéses pait;n>m"+n" et m’-2=>n", puisqu'on supposa'sm.
Bézout choisitalore” = [(m+m'+m”+p+p' +p” —a)/l2] -m” —p” —1 oua est « la
plus petite valeur possible ». Il ne trouve pasisdee cas, de formule qui lui donne de fagon
certaine le meilleur résultat pour G, puisque leixide n" reste aléatoire. Il reconnait le
caractére insatisfaisant de son résultat puiségerit :

« Si I'on ne peut parvenir a donnenan’, n', des valeurs positives, qu'en rendant G plus
grand qu'il ne serait par la combinaison des égnatdeux a deux, on aura recours a ce
dernier moyen » [Bézout 1767c, p. 305], ce qui dneéne alors a la méthode de ses

prédécesseurs.

3. La méthode du Bézoutiefl
Il revient maintenant sur le cas de deux équatiomsis seulement pour calculer la
résultante d'une autre facon, puisque, dorénavacdninait le degré qu'elle doit avoir. Il

envisage d'abord le cas de deux équations a dexonrimes de méme degrd en X.

% La matriceB que nous considérerons dans ce paragraphe, appe&éa par J.J. Sylvester [1853], le
« Bezoutiant», reconnaissant ainsi le rble de Bézout dansdegssus qui I'a faite naitre, et c'est le nom que
cette matrice a gardé (on trouve aussi en angid@gzoutian », ou « Bezout matrix »). En franca@ppellation

de Sylvester a été transformée en Bézoutien. Cestlernier nom que I'on trouve le plus souvent dans
littérature francaise contemporaine [Levavasse0i7],Elkadi 2007], et c’est donc celui que nousrm choisi
d’employer dans cet article. Sur le Bézoutien et@m®priétés, en plus des ouvrages déja cités,[wWammer
1990], [Fuhrmann et Helmke 1989], [Fuhrmann 199B§rer et Haimovici 1995], [Lerer et Rodman 1996,
1999], par exemple.
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Contrairement a la précédente, cette méthode dtnede la résultante est entierement une
création de BézouOn verra qu'elle n'utilise pas de coefficientitedminés, mais seulement
les coefficients des équations de départ. De musalcul sera plus facile que celui du
résultant puisque l'ordre du déterminant obtena, s&sus le verrons, seulementau lieu de
m+m' = 2m.

Il considere le systeme

AX" +BX" +CX" 2 + DX+ EX™ 4+ +Ux+V =0
AX"+B X" +C'X"2 +D'X"P +E'X™ +.....4+U'x+V'=0

et il multiplie :
- la premiere équation paf et la deuxieme pah, la différence est de degnél ;
- la premiere équation pafx+B’ et la deuxieme pakx+B, la différence est de degml ;
- la premiére équation p@’x2+B’x+C’ et la deuxieme pahx2+Bx+C, la différence est de
degrém-1 ; etc.
jusqu’a avoim équations, chacune de degrd.
Il considére chaque puissance xlecomme inconnue, et obtient donc un systéememde
équations an-1 inconnues. Grace au résultat sur les équatiogaites donné au début, il
peut dire que le déterminant du systémentdéquations an inconnues, obtenu a partir de
celui qu'il a construit, en multipliant la colondes constantes par une méme lettre, doit étre
égal & zéro pour qu'il y ait des solutiths

Notons les deux équations de dégad=0 etg(x)=0, et les polyndmes multiplicateurs,

a partir def: fo=A | fna= AX+B |, £.,=Ax2+Bx+C ,...etc..., fni=AX+Bx+ etc., etc.,

P(x,y) = A(y)x2+B C(y)=0
% |’'exemple donnésupra au début du III.1,{ (x.) I(y)X ¥ I(y)X+ (IY) est traité par
Q(x,y) = A(y)x*+B'(y)x+C'(y) =0
Bézout de cette fagon. Il calcule A'P — AP’, puis’x + B)P — (Ax + B)P’, et obtient ainsi
{[A'(y)B(y) — A(y)B'(y)Ix+ A (y)C(y) - A(y)C'(y) =0

[A(Y)C(Y) - A(y)C'(y)]x+ B'(y)C(y) - B(y)C'(y) =0
précedemment  A{y)B’(Y) - By)A'(Y)] [C'(Y)B(Y) - B'(Y)C(y)] = [A'()C(Y) — AY)C' (V)2

d'ou la résultante donnée
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f,=AXTHBX™2+CX ™3+ +U, et & partir dg: gn=A', Gna= AX+B', gn=AX2+B'X+C'
etc., gnmAX+B'X +etc., etc., G=AXTH+BXMZ+CX ™3+ +U",

on peut écrire, avec nos notations actuelles,d&gye obtenu par Bézout sous la forme

X" I fm
Xm—2 gm—l fm—1
etc etc etc . ) \
B, = f(x) -g(x) ou la matriceB est égale a
X 9, fa
1 O f,
A 0 0O .. OyB C D ..V A0 O oyB C D Vv
B AO. O|C D .. .. 0 B A O ojc D . 0
B=C B A .. O0|D .. V' .. O|-|C B A .. O/D ..V .. 0
u T S .. Ajvi 0 0 .. O u 1T s .. AJ(V 0 0 .. O

L'équation obtenue en écrivant I'annulation du déteant deB, (le Bézoutief?), est,

d'aprés ce qui précede, la résultante du systéntgpl@rt, donc une condition nécessaire et

suffisante pour que ce systéme ait des solutions.

En fait, pour une variable, le systeme a une swiusi et seulement si D& = 0 ou si et

seulement si D&R = 0 [Sylvester 1840, 1853]

Il envisage maintenant le cas ou les deux équat#ordsinconnues sont de degrés
différents erx, metm’, avecm’<m:
AX" +BX" +CX" P+ DX+ EXT T 4, +V =0
{A‘xm' +B' X" +C X"+ DX HEXT 4. 4V'=0
Bézout essaie le méme genre de procédeé, mais'aedsesmoins simple. Il multiplie

- la premiére paf’ et la deuxieme pakx™™ et fait la différence qui est de degnél enx ;

- la premiére paA’x+B’ et la deuxiéme pakx™ ™" + Bx™™™, la différence est de degné-1
enx;

29 On trouve, suivant les auteurs, le méme nom de®#&n, pour la matrice B, ou pour son déterminant,
pour la forme quadratique qu’elle représente. Brégd, cela ne crée pas d’ambiguité.
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- la premiére paA’x2+B’x+C’ et la deuxieme pakx™ ™" + Bx™™* + Cx™™, la différence
est de degrétl enx; etc., jusqu’a avoim’ équations, chacune de degrdl.

Puis il multiplie chacune de ces équations par oeffcient indéterminé, et la deuxiéme
équation de départ paM'x™™ T+ N'X™ ™2+ P X" 4 L +T ; une fois tous ces
produits obtenus, il les ajoute et égale a 0 larserdes coefficients de chaque puissance de
Par les formules du lemme Il, il obtient I'équatide condition.

Dans ce cas, il retombe donc sur la premiére métfipdisque ce n'est plus un systéme
d'équations ou les inconnues sont des puissancegjdd obtient, mais un systeme ou les
inconnues sont les coefficients indéterminés intitsd Bézout poursuit par des exemples et
recherche des procédés pour simplifier les caloodgs ne trouve plus un niveau de généralité
et de simplicité intéressant.

Il le trouve encore moins lorsqu'il veut passerea dquations a un plus grand nombre
d’'inconnues. Il est, comme dans sa premiére méthomie@ronté aux mémes difficultés de
détermination des exposants et a des calculs lehgaéatoires. Il en est d'ailleurs tres
conscient : « Au reste, je crois ces méthodes ences susceptibles de perfection, & il y a un
grand nombre de cas ou en suivant les principekesguels elles sont fondées, on parvient a
trouver des routes plus faciles. [...] c'est urvdilaauquel jinvite ceux qui seront assez
heureux pour avoir plus de temps a dépenser quexfiBézout 1767c, p. 329]

Cette derniere remarque figurant dans la derniardepdu mémoire lu le 29 février
1764, fait sans doute allusion a la perspectivaalevelles charges liées a la formation des
gardes du Pavillon et de la Marine, le conduisas# eendre a Brest des mars 1764.

Ce point est important car il explique en partidaié que Bézout se soit exclusivement

consacré (le manque de temps nécessaire a la chehBobligeant a faire des choix) a

%0 0On verra que c'est en rédigeant, en 1766, laepaigiebre de son cours pour la Marine que Bézouvéra
l'application du Bézoutien au cas ou m et m' sdffiérénts. C'est d'ailleurs dans son cours quijlosera cette
méthode, nous y reviendrons.
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I'analyse algébrique finie (plus spécialement tiéhation) pendant le reste de sa vie et il
explique aussi son peu de productions en recharcteématique jusqu’en 1779. Nous y

reviendrons plus loin.

4, L'« Identité de Bézout »

Dans le tout dernier paragraphe Bézout écrit :

« On peut encore appliquer a beaucoup d'autresesisegtte maniere de combiner les
équations, particulierement a la recherche du commdiviseur de plusieurs quantités
complexes. En effet, si deux, trois ou un plus dranmbre de quantités complexes ont un
diviseur commun composeé, par exemplexd& de telles autres quantités qu'on voudra, on
peut supposer que chacune de ces quantités espaére qu'elle le deviendroit en effet, si on
mettoit pourx sa valeur qu'on auroit en égalant ce diviseurra zélors ou le diviseur est
d'une, ou de deux ou d'un plus grand nombre derdiimes ; il n'y a donc qu'a chercher quels
sont les polinomes indéterminés par lesquels difaitt multiplier chaque équation pour qu'en
égalant a zéro la somme des produits, il n'y regtétles deux derniers termes, si le commun
diviseur doit étre d'une dimension, ou les troimags, s'il doit étre de deux dimensions, &
ainsi de suite. Je me contente d'indiquer cet usafigezout 1767c, p. 337-338]

L’énoncé peut laisser penser qu’il envisage plusiemmconnues alors qu’il n’en
considere qu’une, celle qu'il cite et il énonce donc la propriété pour une seuleakb. On
peut comprendre ce qui suit : Bézout considéradanjere méthode qu'il a exposée, celle de
la multiplication par des polyndmes indétermindsse place dans le cas ou le résultant est
égal a zéro, nécessaire pour que les polynbmesdasrsolutions communes ; dans ce cas, il
essaye d'annuler seulement les coefficients deseteernx pour des exposants deupérieurs
al, ou 2, etc., ce qui va lui donmarn-2, oum+n-3, etc.. équations @+n inconnues (les
coefficients indéterminés), qu'il pourra toujouésaudre en fonction de deux, ou trois, etc.,

coefficients choisis ; grace a cela, il aura aescdeux (ou trois, etc.) derniers coefficients des
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puissances dg, deux (ou trois, etc.) équations a deux (ou treis,) inconnues ; suivant la
compatibilité de ce dernier systeme, il pourra darecs'il a ou non atteint le degré du PGCD.

On peut constater que Bézout considere le PGCDlugeprs polyndmes comme la
somme des produits de chacun de ces polyndbmes mpapolyndme a coefficients
indéterminés. On retrouvera cette idée en 1853 Slybzstet" puis avec I'émergence de la
notion d'idéal sur un anneau, elle sera dévelogageDedekind [1877] : dans un anneau
principal, tout idéal est engendré par son PGCD.

Pourquoi cette toute fin de son mémoire de 1784gaelle il semble lui-méme ne pas
attacher beaucoup d’importance — « je me contémeiguer cet usage » [Bézout 1767c] — a-
t-elle donné lieu a ce que I'on appelle I'« |dentite Bézout » ?

Soit le systéeme :

P(X) = AX" + BX™ +Cx™? + DX™° + EX™* +........... +V =0
{Q(x) =AXT+B X" +CX" P4+ D' X" P HE X" +....+V'=0
OUA, A', B, B', C, C'etc.,sont des nombres et non des polynémes.

Bézout a montré qu'il existe un polyndme non ni(k) de degré au plum-1 et un

polyndme non nuLy(x) de degré au plus+1, tels queLi.P+L,.Q = O, si et seulement si, le

Résultant du systéme est nul. Donc si le résuttai et Q n'est pas nul, c'est a dire si P et Q

M
N
P

n'ont pas de racine commune, cela signifie qugd®me R | = |= ouM, N, P, &c..,

MI
NI

o O O O O

M, N', P', &c.sont des nombres, a une solution.

%1 Sylvester appelle la somme des produits de chaglyadme par un polynéme a coefficients indétersjiné
une fonction « syzygétique » des polyndmes de dépgvester 1853].



37

Par ailleurs la réciproque est évidente. On sa# gansK[X], avoir une racine
commune et avoir un diviseur commun sont deux [¢tgs équivalentes, contrairement au
cas de plusieurs variables. Il est clair que, deabyndmesP(x) et Q(x) étant donnéss'il
existe deux polyndmeds(x) etLx(x), tels qud.,.P+L,.Q =1, alorsP etQ n'ont pas de racine
commune et pas de diviseur commun.

D'ou le résultat de Bézotftbien connu : Les polyndme®(X) et Q(X) sont premiers
entre eux, si et seulement si, il existe un couwpligue depolynémesL;(X) et Lo(X) tels que
I'on ait I'identité L,.P+L,.Q =1, avec le degré deg strictement inférieur au degré Qe et le
degré del, strictement inférieur au degré &e Si Etienne Bézout ne I'a jamais clairement
énoncée, ce résultat provient assez facilementsiengthodes de calcul de la résultante (aussi
bien en 1764 qu’en 1779) et fortement suggéré @Baosnclusion de son mémoire de 1764.

L'attribution du nom de Bézout a ce théoréme n'araisemblablement lieu que trés
tard. Pendant longtemps ce résultat ne fut pasirecoomme spécialement important. Ainsi
dans les cours de la fin du XiX%iécle, soit il n’apparait pas, soit on le troumvais démontré
grace a l'algorithme d’Euclide et non attribué & &6t (voir [Alfonsi 2005, p. 347-348)).
C’est grace a la nouvelle approche avec les idé@aula notion de PGCD rejoint celle de
Bézout, que le lien a été fait par certains mathieieas et que le théoréme a pu prendre son
nom. On trouve une attribution & Etienne Bézouti@out du XX siécle [Papelier 1903]. On
le retrouve cité en 1937 [Garnier 1937], mais c®sttout a partir de Bourbaki [1952], qui
donne le nom de Bézout au résultat plus génér&aut que les éléments)(¢ d’'un anneau

principal A, soient étrangers dans leur ensemble, il faut siffit qu'il existe des éléments

(&)iar deA, nuls sauf un nombre fini d’entre eux et tels (Ea X, =1 », que l'identité lui est
icl

définitivement attribuée.

%2 e théoréme analogue dangDeux éléments d&, a etb, sont premiers entre eux si et seulement si igtex
un couple(u,v) d'éléments d& tels queau+bv=1), est souvent appelé aussi, de facon impropreréhdée de
Bézout, alors qu'il est attribué a Bachet de MaeifPeiffer et Dahan 1986].

% Ni dailleurs & quiconque.
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V. La partie Algébre du cours de mathématiques d&tienne Bézout

Choiseul, secrétaire d’Etat a la Marine et a la i@yeconfie & Bézout, le®1loctobre
1764, la lourde responsabilité de réorganiser ceétapient les études des officiers de la
marine, en le nommant examinateur des écoles deffieigrs et en lui confiant la rédaction
du cours qui constituera I'essentiel de leurs &uém 1768, il lui confie les mémes charges
pour lartillerie [Alfonsi 2005, chap.lV]. De 1764 1773, Etienne Bézout va donc se
consacrer a la rédaction de ses cours et a sadontiorganisateur et d’examinateur des
écoles d'officiers, fonction qui I'éloigne de Pafgpsesque six mois par an. On comprend
mieux son obligation de faire des choix dans sgdsde recherches (vaupra).

Etienne Bézout a écrit deux manuels de mathématique
Le Cours de Mathématiques a l'usage des Gardes dilétaet de la Marine[1764-1769],
qui met en lumiére, par dela le cadre des écolétairgs, la réflexion tres poussée de Bézout
sur l'enseignement des mathématigties réflexion influencée par d'Alembert et
I"Encyclopédie la haute idée qu’il se fait de I'enseignemeritietportance, pour lui, du lien
entre I'enseignement et la recherche,

Le Cours de Mathématiques a l'usage du Corps royal'atéllerie [1769-1772], qui est,
pour la partie théorique, une version tres simgifdu premier, sauf en mécanique. C’est
donc a la partie Algébre du premier cours que mtloss nous intéresser beaucoup plus riche
et innovante dans son contenu que les cours d'agdtistant a son époque.

Le volume lll, ALGEBRE & application de cette science a I'Arithioué¢ & la
Géomeétrie,est publié en 1766. Comme on le comprend en lisanpréface, Bézout
considere que c'est avec cet ouvrage qu'il va grdinvoir dépasser le niveau élémentaire

auquel il s'est astreint dans les deux premiereepg Arithmétique et Géométrie). Il y a

3 Sur la question de la place des mathématiquesldarzoles militaires par opposition avec cettenm@lace
dans les autres institutions d’enseignement, etl'sstivité de Bézout pour développer encore plas |
mathématiques et leurs aspects spécifiques darécteaes de la Marine et de I'Artillerie, voir [Alfisi 2005,
chap. IV].
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deux raisons a cela. La premiéere est pédagogiqite troisieme partie est destinée a la
derniere année d'études des Gardes de la Marime, aax plus agés et aux meilleurs,

puisqu'ils auront passé le barrage des examengeldéme raison lui est plus personnelle,

l'analyse algébrique finie — c’est-a-dire la théodes équations algébriques - est, nous
I'avons vu, I'unique theme de recherche de Bézoatta époque.

Quand Bézout aborde les systemes d'équations duigerdegré a deux ou plusieurs
inconnues, il donne pour tous les éléves la méthdmeubstitution y compris pour des
quantités littérales, mais il ajoute en petits ctmaes(c’est-a-dire en partie non obligatoire
pour tous¥’, I'idée de base de son mémoire de 1764 :

« D'allleurs nous réduirons, par la suite, I'arctasser les inconnues dans les équations qui
passent le premier degré, a celui de les chasseradles du premier degré. Les méthodes
que l'on a eues jusqu'ici pour éliminer ou chassgrinconnues, dans les équations qui
passent le premier degré, ont toutes (si I'on eepe seulement celles qu'ont données MM.
Euler & Cramer) l'inconvénient de conduire a degagdigns beaucoup plus composées qu'il
ne faut. Ces dernieres méme ne sont point a kbdet inconvénient, lorsqu'on a plus de
deux inconnues. Il peut donc étre utile de doneerdés moyens faciles pour avoir les
valeurs des inconnues dans les équations du prelexeé. » [Bézout 1766, p. 95].

Dans le paragraphe « Des équations a deux inconluusgu'elles passent le premier
degré », Bézout innove completement par rappogspeedécesseurs. Apreés avoir, pour tous
les éléves, expliqué la méthode de substitutiorr poriver a la résultante, il réserve aux
meilleurs une des méthodes d'élimination de son eirénde 1764, celle qui conduit au
Bézoutien. Mais, a partir du § 166, page 205, Béaxpose sa méthode originale pour

arriver a la résultante quand les deux équatiohteanéme degrén enx, en y apportant une

% Cette idée - séparer nettement les connaissaecbasg des autres, ne rendre obligatoires quadesidres
mais développer le golt du savoir par les secondepliquée a un cours entier, constitue une intmvakElle
est matérialisée par des distinctions typograplsiqi@®zout peut étre considéré comme le prédécesssur
auteurs actuels de cours pour les classes prépasatdans lesquels la méme notion est souveniéétdddeux
niveaux, distingués justement par la grosseur dexcteres, le niveau « Maths-sup » et le niveawathd4spé ».
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modification : il ne calcule pas le déterminant slistéme homogene obtenu, mais chaque
variable avec lest+1 premieres équations. Il les remplace ensuitdgsavaleurs obtenues,
dans la derniere, qui lui donne donc la résultahtrchée. Bézout montre bien que le degré
de cette résultante ne peut dépasser le produitieges des deux équations, ce qu'il ne
faisait pas dans le mémoire.

De plus, il apporte une autre amélioration esskatéela méthode exposée en 1764
dans le cas ou les équations n'ont pas le mémeé.degreffet, au lieu de ce qui est proposé
dans le mémoire et qui, nous l'avons vu, condiat méthode des coefficients indéterminés

et a des calculs incertains et pénibles, il proppsear le systeme suivant :

AX" +BX" T+ CX" 2 + DX+ EX" M 4 V=0 .
, olin<m

AX"+B X" +CX" P+ DX +EX"+....V'=0

de multiplier la deuxiéme équation pdf™" et d'appliquer alors sa méthode du Bézoutien
jusqu'a ce que le multiplicateur soit de denf&, ce qui donnera équations chacune de
degrém-1. Il continue en substituant X, dans les diverses équations du systéme ainsi
obtenu, sa valeur dans la seconde équation etdtite opération jusqu'a ce que la plus
haute puissance restante séit. On a alors équations chacune de degrd, et on résout
comme plus hautllhid. p. 205] en considérant le systeme dels premiéres équations, aux
inconnuesx™, xX"2 x"3...x. Il n'emploie pas, comme dans le mémoire, les fierits
indéterminés et ramene le cas de deux degrésatitia celui de deux équations de méme
degré auxquelles il peut alors appliquer son précéd

Il faut s'arréter sur ce qui précéde car il estdiaple d’'une caractéristique essentielle
du Cours de Bézout: la réciprocité du lien enssigent-recherche. D'une part, les
recherches récentes (mémoire de 1764) d'Etienn@uBéapparaissent dans son cours

Algebre de 1766 et elles I'élevent, par-la méme, bien au-dessus dburs classique. Il

donne d’ailleurs les références de plusieurs owgatjun trés haut niveau, voire du niveau
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de la recherche de I'époque : outre les siens [B€td67c, 1768], il cite aussi «Ahalyse
démontréedu Pere Reyneau », «un mémoire de Tschirnalsiépalins lesActes de
Leipzig», un mémoire d’Euler publié « dans le tome IX dmiveaux commentaires de
Pétersbourg qui vient de paroitre » [Bézout 1766, p. viljAnalyse des lignes courbeke
Cramer [1750] et un mémoire de I'’Académie de Bedkind’Alembert [1748]. D'autre part,

la volonté d'inscrire ces travaux dans son couahligé I'auteur a les reprendre, et c'est sans
doute cela qui a abouti, non seulement a une arattba notable —le degré de la résultante
obtenue par le Bézoutien est au plus égal au proési degrés des deux équations — mais
aussi a une méthode, celle du Bézoutien pour dgesieifférents, qu'il n'avait pas obtenue
en 1764.

Il est important de noter que Bézout a donné lenguir de ce résultat a un manuel
d'enseignement et non & un mémoire acadérffigliesqu'a un certain point, il se comporte
comme si le prestige des deux lieux de publicaétzit le mém¥. Cela montre bien, que
pour lui enseignement et recherche sont de valedlimportance égales, qu'ils sont aussi
complémentaires et s'enrichissent mutuellemergrdenier, par la clarté et la précision qu'il
demande aux méthodes, obligeant la seconde a sttreiparfois en question.

Cette attitude face a I'enseignement a sans dduteprs causes. Bézout était un
homme des Lumiéres qui considérait 'instructiomote primordiale pour le progrés de
'humanité [Alfonsi 2005. chap. IV et p. 371-375Jlais la volonté de nommer des
académiciens, donc des chercheurs, aux plus hfaresons de I'enseignement, est une
volonté politique. Elle anticipe sur ce qui se caen France, dans les grandes écoles
d’abord, dans les universités ensuite : le lieregmement-recherche. L'importance donnée

dans les écoles militaires aux mathématiques,plisei dont dépendaient complétement les

% Bézout n'a jamais reparlé de ce résultat, ménie@a.

37 Cela a nui dailleurs & sa postérité : Jacobiepdd la méthode de Bézout (celle du Bézoutien),amonme
due a ce dernier, mais comme une méthode qu'ilrappelle avoir lue dans le cours de Bézout etbmaricoup
d’autres mathématiciens ont donnée » [Jacobi 1838)7]
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examens pour devenir officiers, met déja en placahception de la formation scientifique
et technique que 'on retrouvera par la suite &dIE polytechnique. Sur beaucoup de ces
points, la Révolution a donc continué et amplifiés déformes mises en ceuvre sous la

monarchie par des réformateurs éclairés.
V. La Théorie générale des équations algébriqu&g79)

La période 1773-1779 est pour Etienne Bézout, caléa consécration professionnelle
et de la maturité de ses recherches mathématiges€onnaissances, le sérieux et la force de
caractére qu’il a montrés pour réformer la fornrasecientifique dans les écoles de la Marine,
lui ont apporté la pleine confiance des ministiescessifs de ce département. Il a maintenant
une autorité incontestable et 'importance de sd@ pour ce corps, pleinement reconnue, va
de plus lui apporter une confortable aisance. D&aptrt les circonstances vont lui redonner
du temps libre, ce qui va lui permettre d’étre phlisponible pour sa famille et pour
I’Académie des sciences, et surtout de se remeetaeecherche.

En effet, la disgrace de Choiseul en décembre Efitaine la fermeture de I'Ecole
royale d’artillerie de Bapauriele 1* octobre 1772. Etienne Bézout perd le jour méme ses
fonctions d’examinateur de [I'Artillerie et de prefeur de physique expérimentale a
Bapaume. Si la perte financiére causée par la temmée I'école d’Atrtillerie, est lourde pour
Etienne Bézout, en revanche, il va pouvoir gagmetemps appréciable : Outre les lecons et
les examens a I'école de Bapaume, il n’a plus arass depuis 1770, les lecons de physique
gu’il donnait a Mézieres (confiées a Monge, [Alfo2905, chap. V]) et, depuis 1771, les
examens a I'école des Gardes de Rochefort (suppraete année lalbid. chap. 1V]). Ses
voyages, qui le mobilisaient environ six mois pay\eont donc, a partir de 1773, se réduire a

un voyage annuel sur Brest et Toulon, qui lui pranth peu moins de trois mois. Il récupére

% Le lien entre la disgrace de Choiseul et la feamete I'école de Bapaume est étudié dans [Hah#]196
[Alfonsi 2005, p. 236-237]
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donc, a peu pres un trimestre, sur les deux gatisacrait a ses taches d’examinateur et de
professeur. Par ailleurs, son travail de rédacties cours pour la Marine et I'Artillerie est
achevée depuis 1772. Il se retrouve donc, au début773, beaucoup plus maitre de son
temps.

Depuis 1765 et son écr8ur la résolution générale des équations de tossdkgrés
Etienne Bézout n'a plus présenté de mémoire de énaitiques a I'’Académie des sciences.
Méme si, on I'a vu, ses cours I'ont amené a amé&lioertains de ses procédés algébriques et
lui ont aussi fait faire quelques recherches tonthada mécanique, I'optique et I'astronomie,

il navait pas le temps et la disponibilité nécéssa pour mener a bien des travaux
d’envergure. Maintenant que la situation a chaligéploi de ce temps retrouvé lui permet,
dés 1774, de présenter & I'Académie des scienceséumire, malheureusement peftisur
I'étude de la résultante d’'un systéme d’équati@esmémoire, le premier depuis 1765, est la
preuve de son retour a la recherche mathématigpiugtprécisément a la recherche sur la
théorie de I'élimination.

C'est le 17 mars 1779 que Bézout présente son ouvrageTt&orie générale des
équations algébriquesa I'Académie des sciences, qui désigne d'Alemi2uséjour et
Laplace comme commissaires. Le rapport rendu leniil 1779, est écrit de la main de
Laplace. Les trois commissaires sont tres élogetusecommandent I'impression du traite,
avec « approbation de I'’Académie et privilege dui Rosuivant I'expression consacrée.

Etienne Bézout vient présenter un exemplaire ddiganle mercredi 28 avril 1779 : c’est un

%9 Bézout présente ce mémoire & I'Académie en janiigt4. Le titre apparait dans les comptes rendus du
comité de librairie, en date du 19 janvier 1774e@va mention en marge : «imprimé ». Mais il est
incomplétement recopié car sans doute trop lon@ud &on détermine a quel degré doit monter I'égrafinale
résultante de I'élimination dans un nombre quelcend’équations & &..» Les comptes-rendus des séances
attestent aussi de son existence puisque I'on ¢r@uw samedi 5 mars 1774, « M. Bézout a fini laulectde
I'écrit commencé le 19 janvier RMAS1774, p. 69]. Malheureusement ce texte est introlevdtienne Bézout

a, sans doute, refusé la publication et reprisnsanuscrit car, continuant a travailler sur le sujet di réserver
son contenu pour le grand livre qu'il devait déjaimen vu, laThéorie générale des équations algébriques,
publiée en 1779.

“CEntre 1764 et 1779, des travaux d'autres auteurgasu sur I'élimination : [Euler 1766], [Lagran@euvre}
[Vandermonde 1776], mais traitant le sujet sousittés angles que Bézout, ils n'ont pas influencélemier
(voir [Alfonsi 2005, p. 251-253)).
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tres gros volumén quarta de 469 pages, précédées elles-mémes, d’'une mmp@gréface de
21 pages.

Apres son mémoire de 1764, Bézout, conscient deoin'gpas résolu de facon
satisfaisante le calcul du degré de la résultanote plus de deux équations et deux inconnues,
continue a travailler sur ce sujet et tient congeece qui lui semble avoir causé son échec. I
y fait allusion, dés 1766, dans son cours pour daiiié :

« Au reste, quoique ces méthodes auxquelles nawsyens [celles du mémoire de 1764],
abaissent considérablement le degré auquel conellircelles qu'on a eues jusqu'ici, &
autant qu'il est possible en n'éliminant qu'uneoimzie a la fois ; il y a lieu de croire
cependant, qu'il peut étre encore diminué ; maiablement on n'y parviendra que quand
on aura trouvé une méthode pour éliminer a la foistes les inconnues hors ufsmuligné
par nous] ce que je ne sache pas qu'on puisseeepcatiquer généralement sur d'autres
équations que sur celles du premier degré. » [BEZOR6, p. 208-209]

La préface est extrémement riche. |l justifie ssssherches en analyse algébrique finie
(voir supral’introduction), et se livre notamment a I'analysiique des défauts des méthodes
de ses prédécesseurs, mais aussi et surtout adesllimsuffisances de son travail précédent
sur le sujet (1764) :

« Je congus dés-lors qu'en combinant les équatiopdus grand nombre a la fois, on pouvoit
espérer des résultats plus simples. Ce soupc¢oronuisit & un travail qui a fait la matiéere
d'un Mémoire parmi ceux de I'Académie des Sciepoes I'année 1764. Mais quoique par
les moyens proposés dans ce mémoire on arrive fef) afujours, a une équation finale
beaucoup moins composée, que par les méthodes quaih jusques-la, néanmoins on
n'arrive pas a I'équation finale la plus simple gdoique le facteur qui complique le résultat

soit bien moins élevé que par les autres procéldeést, en général d'autant plus composé, que
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les équations proposées le sont plus elles-ménessditficultés n'ont pu que me faire sentir
plus vivement combien l'analyse était encore imgta® [Bézout 1779 wiij]

Bézout recense alors, de facon lucide, les déthutes précédentes tentatives :

- élimination des inconnues de maniere successive ;

- recherche simultanée du degré de I'équationdfiabtie celui des polynémes multiplicateurs,
car « ignorant pleinement quel devoit étre le detgrééquation finale, on ignoroit également
celui qu'on devoit donner aux polyndmes-multipkeat, & par conséquent aussi le nombre
total de coefficiens qu'ils pouvoient fournir ; Bugp forte raison ignoroit-on combien il y en
avoit d'inutiles » Ibid. p.ix].

Le passage suivant contient une analyse remarqadabteroulement de sa recherche.
Bézout formulant les questions qu’il se pose egaeXes il lui faut répondre pour continuer,
décrit en détail la démarche de sa pensée :

« L'idée de multiplier les équations proposées, ges fonctions de toutes les inconnues
gu'elles renferment, de faire une somme de touspoeduits, & de supposer, dans cette
somme, que tous les termes affectés de toutes niesnnues qu'il s'agit d'éliminer,
s'anéantissent ; cette idée, dis-je, s'étoit dégagmtée plusieurs fois a mon esprit, ainsi que
probablement elle s'esifferte a d'autres. Mais quelles devoient étre foextions pour
satisfaire a la question ? Elles pouvoient foumains, autant, ou plus de coefficiens qu'il
n'est nécessaire pour I'anéantissement des terglaninaer. Quel usage pouvoit-on faire des
coefficiens surnuméraires ? Qatoient-ils ? En quel nombre étoient-ils ? Eté&dit possible
d'en employer un nombre moindre que celui des tei@Taire disparoitre (comme cela a lieu,
en effet, dans plusieurs cas, ainsi qu'on le vaurda fin de cet ouvrage), comment devoit-on
se conduire pour ne pas arriver a des équationgodelition ? Ces questions étoient

précisément ce qui faisoit le noeud de la diffiéult..]
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En un mot, l'idée de procéder a I'élimination enltipliant les équations proposées
restoit toujours une idée stérile, tant que cestiies n'auroient pas été résoluedbid[]

C’est, entre autres, sur ces questions, qu'il & bahs le cas de trois équations a trois
inconnues dans le mémoire de 1764. En effet noossavu qu'il n'arrivait pas a déterminer le
degré des polynébmes multiplicateurs et donc le merde coefficients avec lesquels il devait
travailler.

Cette démarche analytique d’explication du déroelenue ses recherches, sans cacher
ses [souligné par nous] échecs mais au contraire enrémdant constructifs pour ses
démarches ultérieures, exposée dans un traité fergpr marque, elle aussi, une
caractéristique de Bézout. La aussi ses qualigisctques, venant a la fois de sa formation,
de ses responsabilités enseignantes et de la ioéflgxédagogique de I'Encyclopédie
[Encyclopédie, art. « élémens des sciences »] meaed’ Alembert qui fut un de ses proches,

expliquent cette originalité dans I'écriture de smvrage.

1. Le Livre |: le théoreme de Bézout sur le degrde la résultante den équations an
inconnues.
Nous allons maintenant reprendre les divers paletéa démonstration du « théoréme

de Bézout », en respectant les notations origird@d®uteur, qui écrit :
- Un polynéme complét de degré T & une seule inconmue(x)"
- Un polyndme complet de degré hiénconnues u, X, y, z, etc(u...n)’

Cette facon d’écrire les polyndmes est personrel®ézout. Ce n'est pas I'écriture
classique qu’il avait employée en 1764 et qui daplus répandue. Sans doute, voulant ici
traitern équations @ inconnues, a-t-il pensé que I'écriture habitudls coefficients ea, a’,

a’, etc. b, b’, b”, etc. et le nombre trop important de termes (comete de toutes les

“1 Un polyndme complet est un polynéme dans lequeliaterme ne manque, autrement dit, dans lequelhauc
coefficient n'est nul. On rappelle que dans un pdiye a plusieurs variables, le degré du polynérheedsi du
mondme de plus haut degré.
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combinaisons possibles entre les exposants desbles) était impraticable et cela 'a amené
a une recherche symbolique sur les notations digmdroes : ils sont caractérisés par leurs
degrés et leurs nombres de variables, c’est céllaagetenu pour leur écriture.

La démonstration met en ceuvre le dénombrementede®s$ d’'un polyndme et donc de
ses coefficients, idée que Bézout est le premigiliaer systématiquement dans ce domaine.
Il se propose ainsi de déterminer le degré de #éqn finale résultante d’'un nombre

quelconque d’équations completes, a pareil nomimeahnues.

(u...n)' =0
(U...n)* =0
Soientn équations complétesréinconnues 3 (u...n)? =0, avect>t, =t, 2t; >....... >t .

n-1
Il écrit, pour toui entier compris entre 1 81,  x" =x" +> (u..n)". Ax"" avec un
i=1
n-1
choix desA; tels que1+ZAa1 =0, lesa, étant les coefficients des' dans les différentes
i=1
équations. On obtient aloss: en fonction des puissances)d@férieures d;. Il fait de méme
pour les autres inconnueg,,z", etc., en prenant la valeur O pour I'exposgntt, quand
celui-ci est négatif, et en exprimant a chaque ¢eis puissances en fonction des puissances

inférieures de la méme lettre, sans faire réappardds puissances disparues des lettres

précédentes.
Il considére alors un seul polynéme complet de éefr Q=(u..n)", dont les
coefficients sont indéterminés et forme « I'équagpooduit » Qu..n)' =(u..n)™ =0.
Pour tenir compte des1 autres équations, il remplace dans cette équatioduit les

termesx", y%,z", etc .. par les valeurs obtenues précédemment graceéguasions.
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Il fait le méme travail pour Q. Il y a donc une miere condition qui apparait pour Q, il faut
queT =t +t, +t, +....... +t,,. Puis, grace aux coefficients de Q, il se progbaenuler dans

™ = 0, tous les termes ex vy, z, etcde fagon & ne garder qu'une équation

I'équation (u...n)
enu qui sera « I'équation résultante » du systeme.

Pour lui, un tel polyndme Q existe sirement capr seulement on concgoit que cela
peut arriver ; mais on voit que cela doit arrived puisque la question doit a la fin se réduire
a une équation em il faut, qu'aprés ces substitutions, tous lemts affectés d, y, z,&c.,
puissent étre détruits. ibjd. p. 29]

Il lui faut donc maintenant déterminer :

- le nombre de termes eny, z etc., restant dans I'équation produit, apresigsstitutions
envisagées ;

- le nombre de termes restant dans Q aprés leditatibas envisagées, qui serviront a
éliminer les termes précédents.

Pour cela, il a I'idée originale de faire intervelds différences finieset le résultat

cherché, le degré de la résultante, va apparaitre la forme d’une différence finie.

Différences finies

Soit X une fonction de, il note X’=X(x+Kk). Alors X-X, la différence [finie] deX est notée ici
X
dXoud(X) ou d(X)...(kj , C'est la différence des valeursXiequandx varie dek.

. o : : . X z
Si P est une fonction a plusieurs variables, par exempy, z il note d(P)..(k Iy ] la
m

différence deP, x variant dek, yvariant dd etz variant dem.
_ X X X X . . e s
Puis dd(X)..(k k'j = d(d(x)"(kj)"(k'j = d(X'—X)..(kJ, désigne la différence

seconde d&, xvariant d'abord dk et ensuite d&'.
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On peut, de la méme fagon, définir les différergfed®, 5°, etc.

Exemple&?:

X
d(x® _5X2+3X_6)"(kj = 3x2k + 3xk2 -10xk + k® —5k2 + 3k

Il aborde ensuite le probleme du dénombrement deses en le décomposant en

plusieurs étapes correspondant a autant de probleme

Probléme |: Déterminer la valeur du nombie(u..n)’, des termes d’'un polynéme
complet & n inconnues de degré N(u..n)"

Onvoit queN(u..)" =T+ 1
Puis a lI'aide d’'une nouvelle inconnxe on rend homogene tous les termes du polynéme
(u..2)", on obtient alors les termes de la dimensiotu polyndome(u...2)" dont le nombre

estT+1.
Exemple donné par Bézout : « Si a I'aide de l'inmagy, on rend homogenes de degré 3, tous
les termes du polynémae.(.2)%, c’est-a-dire tous les termes suivans

ooux e X

u? ux X2
u X
1

on aura les termes® wx w@ X Wy uxy Xy Uy Xxy2 Yy quisonttous ceux
qui peuvent composer la dimension 3 du polyndme3)°. » [Bézout 1779, p. 22-23]
De méme, ceux de la dimensidfl sont au nombre dg etc., donc

(T+D(T+2)

N(u..2)" = (T+1)+T+(T-D)+(T-2)+.....+42+1 = 5

2 Ces exemples sont donnés par Bézout et les deniedevont lui servir dans les dénombrements ieftés.
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En recommencant la méme opération, pdur..3)" a partir de (u..2)" on trouve

N(U.3)" = (T+D(T +2)(T +93)
1.2.3
En général, par induction, il pose N(u..n)" = (T +1)(T1+22; """""" (T+n) .

Bézout ne fait pas de démonstration par récurreac®n épogue, l'induction était considérée

comme une preuve suffisante quand la loi de fowngtaraissait réguliére.

Probléeme II: Dans un polynbme complet a un nombre quelconqueatinues u, x, Y,
z, etc., combien y-a-t-il de termes divisibles par? combien, outre ceux-ci, sont divisibles
par x° ? combien outre les précédents sont divisiblesydar etc.
sachant que P+Q+R+etes T, T étant le degré du polynéme.

Le groupement de tous les termes divisibles papeut se mettre sous la forme

u” (u..n)* et doncK=T-P. Le nombre de termes divisibles p&r est N(u..n)" "
Le nombre de termes divisibles pet est de la méme fagoN(u..n)™™

et le nombre de termes divisibles p&r outre ceux divisibles pau® est

N(U..n)"™@ = N(u..n)"P< = d[N(u...n)T-Q]...(T__PQj

De proche en proche, il induit que le nombre dméar divisibles par lék+1)-ieme inconnue
a la puissancg, outre les termes divisibles par legnconnues précédentes a des puissances

T-K

P, Q, ..&cC., données, eSjk[N(U...n)T_K]..{_ —Jj ouJest la puissance de ka

ieme inconnue.
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Probléme Il : Le nombre de termes restant dans le polyn@men)’ une fois que I'on

a enlevé tous les termes divisibles par les k grsFsiinconnues aux puissances respectives
A, B, C, &c..est d"[N(u...n)T]...(

Il le montre par induction, aprés vérification justk=4.

Si I'on reprend I'exemple précédent uobléme 3 (u...2)°, le nombre total de termes est
N(u...2)® = 45/2 donc 10, comme on peut le vérifier. Le nombeeetmes divisibles pas
estN(u...2)>? = 23/2, d'oul 3, en effet ce sont les term&su?x, etu?2. Le nombre de termes
divisibles parx, aprés la suppression des termes divisibles@astN(u...2)** - N(u...2)***
=34/2 — 1 =5, ce qui se vérifie puisque ces ternes sux, X°, ux, X2, etx. Donc le nombre
de termes restants apres avoir enlevé les termesbdies paru? etx, est 10 -3 -5 = 2, il ne

reste effectivement que les termest 1.

Il peut revenir a la recherche du degré de la tastd, puisqu'il sait maintenant que :

- le nombre de termes restant dans Q, apres lestitstions envisagées, est

_ T
d" l[N(u...n)T]...( J

—t,,~t,, g, —t .

- et celui restant dans I'équation-produit aprés mémes substitutions, est

n-1 T+t ( T+t j
d" [N(u..n) "]...

—t,,~t,, g, —t
Si D est le degré de I'équation résultante,ed+1 est le nombre de termes de cette équation.
Le nombre de termes a éliminer dans I'équationpt@st donc

T+t

—t,, =t~y =t

d”‘l[N(u...n)T”]...[ j - (D+1),

qui est aussi le nombre des équations a résoudre.

3 Ce que ne fait pas Bézout qui prend un exempfel@oéme complet de degré 6 a 3 inconnues, autUéesi
trés longues, voir [Bézout 1779, p. 27-28]
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Le nombre des inconnues est celui des coefficiegtants de Q moins 1, car on peut
toujours, par exemple, prendre dans I'équationptach terme égal a 1.

On doit donc avoir

n-1 T+t T+t
1> d"[N(u..n)™]... D-1
—t,,~t,,~ty,...=t

et pour le plus petit D possible, I'égalité.

T

—t,,~t,, ... —t .

d”‘l[N(u...n)T]...[

D'oul la valeur de D = t.t1.to.t3.....th.1, car, d'apres ce qui précede, et puisque
ot _ (THE+DY(T +t+2)....... (T+t+n)
N(u-m)™ = 1.23.....n , alors

T +t T +t
D = d"[N(u..n)™]... -1 grrenn
~t~t,~t,~t,,..~t ) 123...n tt,

et les deux derniers exemples des différencessfinigpermettent de conclure.

Bézout énonce alors son théoréme
« Le degré de I'équation finale résultante d'un boenquelconque d'équations complettes
renfermant un pareil nombre d’'inconnues, & de degpéelconques, est égal au produit des
exposans des degrés de ces équationbid p. 32]

Cet énoncé appelle quelques remarques : Bézoubsepimplicitement, - puisqu’il tire
la valeur de D de I'égalité entre le nombre d’incoes et le nombre d’équations - non
seulement que le systtme homogene dont le noméguadions est celui du nombre de

termes a éliminer dans @...n)' et le nombre d'inconnues celui des coefficieastants dans

Q aprés substitution, moins 1, est toujours corbfmt{ce qui est le cas puisqu'il est
homogene). Il suppose de plus que I'équation fieateune vraie équation enet non une
condition toujours (ou inversement jamais), véefiét que les coefficients de I'équation
résultante e ne s'annulent pas pour le (ou les) plus haut@éds).

Or, si on arrive a une condition toujours vérifieen général 0=0), c'est que les

équations de départ ont, toutes, un facteur comehdionc une infinité de racines communes.
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pY

Bézout n'a pas pensé a retirer ce cas des équativisagées. Ce n'est qu'a la fin de

I'ouvrage ou il est confronté a un tel exemple,ilgatique :

« On se tromperoit cependant si de ce dernier tedsoh concluoit que l'une des deux

équations proposées exprime toute la question 2d&él779, p. 438]. Il pose, sur ce cas

particulier, la question de la validité de ce ga'fhit, et il répond :

« Non, sans doute, [ce n'est pas valide] si avapiptiquer ce qui a été dit, on n'a pas eu soin
de simplifier les équations proposées autant gstilpossible ; c'est a dire, de leur 6ter leur
commun diviseur »/pid. p. 439].

Si par contre la condition n'est jamais vérifiéadans les réels ni dans les imaginaires,
la seule solution sera infinie. Si les coefficiedes plus hauts degrés s'annulent, I'équation
aura autant de solutions réelles ou imaginairessqyaus haute dimension, les autres valeurs
étant infinies.

Bézout n’a pas évoqué ce dernier point mais ilorgredit pas sa conclusion.
En dehors du cas ou les équations ont un facteamem, le résultat d’Etienne Bézout

est correct : les équations ne peuvent pas avas ge ttt,t,.....t  solutions communes

réelles ou imaginairé%

Nous avons parlé jusque la de I'énoncé.

Des limites apparaissent aussi en ce qui concermgmonstration. En particulier, on
doit constater que la « réciproque » c'est a dirddmonstration qu'il n'y a pas de racines
étrangéres dans la résultante trouvée et que chragine de la résultante correspond bien a
une solution des équations, ne s'y trouve pas. Bézout pense avi@ tous les « facteurs

étrangers a la question », par le remplacement dangolyndbme multiplicateur et le
polynéme-produit des termes & , y2,Z% etc., qui d'aprés lui « doivent suffire pour y

exprimer toutes les conditions de la conditions laequestion » ; par l'usage des seuls

4 En comptant les points multiples, connus a I'égoqu
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« coéfficiens utiles », qui mettent a I'abri d'avdans la résultante certaines racines du
polyndme multiplicateur, puisqu'il évite « les faats superflus »; et par la forme générale de
son procédé qui, en évitant les éliminations sigiges, ne peut mener qu'a une seule
équation, la résultante.

Il I'écrit dans sa préface, «I'équation finaleaquielle on seroit conduit par ce procédé
[des éliminations successives], peut étre diff@eaion la maniere dont on l'aura appliqué, &
cependant on sent bien qu'il ne peut y avoir quagude équation finale » [Bézout 1779yp.
Pour lui, la construction qu'il donne, régle d'etiéme le probleme.

Bézout applique ensuite son résultat a la géomeétrie
« On sait que les surfaces des corps peuvent &panges par des équations a trois
inconnues, donc si ces corps sont tels que leufacas puissent étre exprimées par trois
équations algébriques, il résulte immédiatemennoee Théoréme général, ce Théoréme
général de Géométrikes surfaces de trois corps dont la nature peut éprimée par des
équations algébriques, ne peuvent jamais se reneohbutes les trois, en un plus grand
nombre de points, qu’il 'y a d’'unités dans le pudddes trois exposans du degré de ces
équations >f1bid. p. 32]

En fonction de ce que nous avons remarqué plus baugsultat est vrai en prenant la
précaution de préciser que ces corps ne doivent auwcune composante commune (par
exemple trois plans ne doivent pas avoir une demteommun).

On a vu gu'en dimension deux, bien qu'il y ait @s dentatives de démonstration par
Euler et Cramer, la preuve de Bézout est la preamigaiment satisfaisante. En dimension 3 et
plus généralement en dimension quelconque, Bézout est le premier a donner une
démonstration du fait que la résultante a pourd@égproduit des degrés des équations.

A la fin de ce livre premier, et surtout, & la fie son étude des équations complétes, dés

la page 34, Bézout a résolu le probléme essentiel'ayait empéché jusque-la ([Bézout
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1767c]) de trouver la résultante au-dela de dewatgns a deux inconnues : il connait
maintenant le degré de la résultante, ou au meimsaximum possible de ce degré, pour tout
systeme d& équations & inconnues. Il peut donc a présent, en considé&taue faut toutes

les équations comme complétes avec des termesuéllentent nuls, déterminer le degré des
polynédmes multiplicateurs de chaque équation pounér la résultante, ce qu'il ne réussissait

pas & faire antérieuremé&hnt

2.  Le Livre Il : Calcul de la résultante den équations an inconnues

Le « Livre second » de son traité va avoir des pangr sujet, les méthodes pour obtenir
I'équation résultante de eéquations a inconnues. Il revient sur une des idées qui fait s
originalité et qu'’il a déja exprimée en 1764 :«rhéthode par laquelle, dans le livre premier,
nous sommes parvenus a déterminer le degré deatiéqg finale, indique assez que l'art
d'éliminer, a la fois, toutes les inconnues moine, e réduit a la méthode d'élimination dans

les équations du premier degré, a un nombre queleod'inconnues. >Hjid. p. 168]

Equations linéaires et déterminants

Il expose alors une «régle générale pour calctbertes a la fois, ou séparément, les
valeurs des inconnues dans les équations du prefegre, soit littérales soit numériques »
[Ibid.]. Cette regle est la suivante :

« Soientu, X, y, z, & des inconnues dont le nombre sojtainsi que celui des
équations. Soierd, b, c, d, &c les coéfficiens respectifs de ces inconnues tapsemiére
équation @', b', ¢', d', &c les coéfficiens des mémes inconnues dans la decuation a",

b", c", d", &c. les coéfficiens des mémes inconnues dans laenogs équation; & ainsi de
suite. Supposez tacitement que le terme tout cderthaque équation soit affecté aussi d'une

inconnue que je représente paFormez le produitixyzt&c..de toutes ces inconnues écrites

“5 Cette premiére partie, contenant le résultatus pbnnu de Bézout, ne correspond qu'au 34 presmpéages
d'un traité qui en compte 469.
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dans tel ordre que vous voudrez d'abord; maisrdee ane fois admis, conservez le jusqu'a la
fin de l'opération. Echangez successivement, chamamnue, contre son coéfficient dans la
premiere équation, en observant de changer le sigiieaque échange pair : ce résultat sera,
ce que j'appelle, un@emiere ligne
Echangez dans cetpgemiére ligne chaque inconnue, contre son coéfficient danedarsde
équation, en observant, comme ci-devant, de chdagggne a chaque échange pair ; & vous
aurez uneseconde ligneEchangez dans cetsmconde lignechaque inconnue, contre son
coéfficient dans la troisieme équation, en obsdrdenchanger le signe a chaque échange
pair ; & vous aurez ungoisieme ligne

Continuez de la méme maniére jusqu'a la dernianati@n inclusivement; & la derniére
ligne que vous obtiendrez, vous donnera les valdessnconnues de la maniére suivante :
Chaque inconnue aura pour valeur une fraction lontimérateur sera le coéfficient de cette
méme inconnue dans la derniere ounkdme ligne, & qui aura constamment pour
dénominateur le coéfficient que l'inconnue intraeldi se trouvera avoir dans cette méme
n.ieme ligne »Ipid.].

Cette régle n'est pas démontrée par Bézout et oh qupposer qu'il I'a trouvée par
inductiorf®. Le passage de la « derniére ligne » correspdadéyle connue aujourd’hui, d'un
déterminant constitué des coefficients et des inges, dont on sait qu'il donne, de la méme

maniére que la « régle générale », la valeur demimues.

% Comme & son habitude, Bézout donne beaucoup dde®nd’équations a deux ou trois inconnues, a
coefficients littéraux (il retrouve ainsi, sans lemmer, les formules de Cramer) ou numériquesillgstrent
bien I'application de cette régle dans le cas générais aussi dans des cas particuliers ou dllsusseptible de
simplifications.
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ax+by+c=0
Exemplé’ [Ibid. p. 176]: Soit le systém Y , la derniére ligre de
a'x+b'y+c'=0

a b c
Bézout n'est autre que le développementatieb’ c| suivant sa derniére ligne, dans lequel
X y t

les coefficients de, y, t sont bien, respectivement, les numérateurs dét®minateur des
inconnues.

Bézout remarque aussi que dans le cas d’'un systemegene [« sans aucun terme
absolument connu » dit-il] de équations & inconnues, sa « derniere ligne », dono-lame
ligne, est le déterminant du systéme et que l'atian de cette-ieme ligne est la condition
pour avoir d’autres solutions que la solution nuilenc la résultante du systéme [« I'’équation
de condition nécessaire pour que toutes ces egsapioissent avoir lieu a la fois » [Bézout
1779, p. 180]]. Il revient donc ici & sa conceptoin mémoire de 1764, dans lequel il avait
donné, pour « un nombre d'équations du premier degré qui renferment chaaum pareil
nombre d'inconnues, sans aucun terme absolumenticofBézout 1767c, p. 292], la régle
permettant d'obtenir « la relation que doivent ales coéfficiens de ces inconnues pour que
toutes ces équations aient lielbid.], c’est-a-dire 'annulation du déterminant. Bézoeih
1779, donne en plus, comme l'avait fait Cramereal‘antre facon, la régle pour obtenir les
solutions d'un systéme linéaire quelconque.

En étudiant plus spécialement les systemes liraioenogenes, il constate que dans un de
ces systemes de n équations1al( inconnues, I'une des inconnues étant choisge autres
sont proportionnelles a celle-ci ;

De plus grace a sa méthode d'écriture de lignesoiitre que I'on peut toujours trouver
« un nombren+1 de fonctions d'un nombre+1 dequantités[souligné par nous], lesquelles

fonctions soient zéro par elles-mémedbid. p. 181]. Pour cela il considere un systéeme

“"Tous les exemples présentés ici sont dans |é tlaiBézout.
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homogene, dont les+1 quantitéssont les coefficients, avec un nombre d'équatéyed au
nombre d'inconnues moins 1, il rajoute une de epstns au systeme, et écrit que le

déterminant est nul.

ax+by+cz=0
Exemple: Soient les quantités b, c, a', b', ¢'il considéresa’'x+b'y+c'z=0 ,
ax+by+cz=0

et il écrit la nullité du déterminant, ce qui donmee égalité toujours vérifiée.
[l utilise en fait la propriété que le déterminast nul si deux lignes sont égales, c'est a

dire que le déterminant est une forme alternée.

Calcul de la résultante : ¥¢ méthode

Dans les « Observations générales » qui ouvrebhivie second, Bézout revient sur le
réle des coefficients indéterminés dans son calaudegré de la résultante et analyse la facon
dont il veut les utiliser pour déterminer la réante elle-méme :
« Nous concevrons qu'on multiplie chacune des tans données, par un polynéme
particulier, & qu'on ajoute tous ces produits. Lésultat sera ce que nous appellerons
I'Equation-Somme, laquelle deviendra I'équationalin par l'anéantissement de tous les
termes affectés des inconnues qu'il s'agit d'éemjsouligné par nous] Il s'agit donc
actuellement 1° De fixer la forme que doit avoiachn de ces polynomes-multiplicateurs ; 2°
De déterminer le nombre des coéfficiens qui, ddragen, ne peuvent étre considérés comme
utiles a I'élimination ; 3° De faire connoitre §i un choix a faire parmi les termes qu'on doit
ou qu'on peut rejetter dans chaque polynome-midatdur ; 4° Si on peut se dispenser de les
rejetter, quel est le meilleur emploi qu'on peutare. » [Bézout 1779, p. 188]

Bézout vient d'établir son programme de travaihais allons le suivre sur un exemple
de systeme de 3 équations a 3 inconnues, pour enaqifil réussit bien a résoudre des cas

pour lesquels les autres mathématiciens avangtlllij-méme en 1764, n'avaient pas abouti.
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ax2 +bxy+cxz+dy? + eyz+ fz2+ gx+hy+kz+1 =0
Soit le systéme suivant g'x+hy+k'z+|'=0
gllx+ hlly+ kllz+|II:O

Il sait que la résultante sera de degré 2, guegstoduit des degrés des trois équations.

Il multiplie donc la premiére équation par une d¢ante L, la seconde par
G'x+H'y+K'z+L', et la troisieme paB"x+H"y+K"z+L".

Ajoutant les trois produits, il obtient I'équatisomme, dont il cherche a annuler tous
les termes sauf ceux ne contenant que l'inconnue

Il obtient le systeme suivant de 7 équations &@rnnues :

Lb + G + G'h" + H'g" + H"g" =
Lc + Gk + Gk + K'g + K'g" =
Ld + H'h o+ Hh =
Le + HK + H'kK" + Kh + K'h' =
Lf + Kk + KK =
Lh +OHT o+ H + LU'h + L'h" =
Lk £ OKT o+ KMo+ LK+ Lk =

Le nombre de coefficients inutiles a I'éliminatiest un. En effet :

- dans le premier polynéme multiplicatean ne peut faire disparaitre aucun terme a ld@le
la seconde ou de la troisieme équation ;

- dans le deuxiéme polynéme multiplicateur on plaire disparaitre un terme grace a la
troisieme équation.

En récapitulant, on a donc pour I'équation-somméeume inutile a I'élimination, dans
les coefficients indéterminés introduits. On pean@disposer arbitrairement d'un coefficient.
Pour conserver la symétrie, Bézout pose une équatlmtraire, par exempl€'h'+K"h"=0.

Il a donc 8 équations a 9 inconnues. Prenant coparemetre une inconnue autre due.,
L", G', G", qui apparaissent dans les termes contenant unanexm il détermine ces
dernieres et en les substituant dans I'équatiomsani obtient la résultante :

L[(La+G'g'+G"g" X2 + (Lg+GI+G"I"+L'g+L"g ")x + (LI+LT+LI" )] =0

O O O O o o o



60

ou L=(k'h")?;

L'=-[f(h'l")-k(k'h")] h"+[e(h'l")-d(k'l")+k(k'h)]K" ;

L"=[f(h'l")-k(k'n")] h'-[e(h'l")-d(k'l")+k(k'h")]K';

G=-[c(k (g h*+{e(h'g)-d(k g)-b(k ]k

G=[e(k'h)+('g")]h-[e(h'g)-d(k'g)-blkh)]k
avec la notational) = ab'-a'h, déterminant d’'ordre 2, la significatiagdtant la méme pour
tous les groupements de deux lettres entre parseghe
Il'y a un facteur constamt = (k'h")?2 = (k'h" —k"h)2 dont il montre que I'annulation, quand elle
est possible, permet d'abaisser le degré de |#ags

L’avantage de cette méthode, selon Bézout, estifju& peut jamais se présenter de
facteur qui puisse altérer le degré de l'équatild. Le facteur ou les facteurs qui
affecteront cette équation, ne peuvent jamaiscgteedes fonctions des coéfficiens donnés des
équations proposées : & ces facteurs ont, comme Fexons vu, l'usage important de faire
connoitre les cas ou I'équation est susceptibleabsement. » [Bézout 1779, p. 335], et |l
souligne : « En un mot notre premiére méthode agéie analytiguement, est, ce me semble,
aussi parfaite qu'il est possible.lbifl., p. 294]

Cependant, il reconnait que cette méthode donmeadliee trés longs calculs, ce qui
'amene a en présenter une deuxieme — génératisddosa premiere méthode pour deux

variables dans son mémoire de 1764 — beaucoupapide.

Calcul de la résultante : 9"°*méthode

Voici cette seconde facon de procéder :
Soientn équations a inconnues, il choisit I'inconnue qui sera cellelaeésultantez par
exemple, et il factorise dans chaque équationaderf a ce que tous les termes contenant les

autres inconnues aient pour coefficient un polyn@mz
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On obtient alors un systeme deéquations an-1 inconnues, et I'« équation résultante est
I'équation de condition entre les coéfficiens dpsadions proposées » .
Bézout n'a pas besoin des valeurs des coefficguitisintroduit pour trouver la résultante,
mais seulement de leur condition d'existence paliscoient non nuls.

Pour caractériser toutes les méthodes dont noumsete parler,
- la premiére méthode de 1779 consiste a travalerc toutes les variables (et toutes les
équations) sans en privilégier aucune et a mudtipthaque équation par des polynédmes a
coefficients indéterminés contenant eux aussi folete variables ;
- la premiére méthode de 1764 pour deux équatiodsux inconnuex ety, consiste a
ordonner les deux équations par rapport aux puiesad’une inconnue choisie, par exemple
X, 'autre inconnuey, ne se retrouvant que dans les coefficients polyaox des puissances
dex, puis a multiplier chaque équation par des polye®enx aux coefficients indéterminés ;
- enfin, la deuxieme méthode de 1779, consistévdggier une variable, celle choisie comme
I'inconnue dans la résultante, et a ordonner lagatons par rapport aux autres inconnues,
I'inconnue choisie ne se retrouvant que dans lesficeents polynomiaux des puissances des
autres variables. Il reste ensuite a multiplier oqulea équation par des polyndmes aux
coefficients indéterminés ne contenant que lesalbobes non choisies.
Il compare ainsi ces deux « procédés » du traite7de :
« Par le premier, jamais cette équation n‘auraagmédplus élevé qu'elle ne doit I'avoir ; mais
on aura toujours un grand nombre de coéfficienaléuter, parce qu'indépendamment de
I'équation finale, l'analyse donnera aux coéffisiele cette équation finale des facteurs qui
indiqueront, ou les cas de dépression, ou desisotuparticuliéres. Par le second procédé, le
calcul pour arriver a I'équation finale, sera inpamablement plus court ; il y aura beaucoup
moins de facteurs ; mais ces facteurs pourront damesques cas, compliquer le degré de

I'équation finale. » [Bézout 1779, p. 225]
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Reprenons le méme exemple que précédemment aitéantipar le second procédé :

axt+bxy+cy2+dx+ey+ f =0
d'x+ey+f'=0
d'x+€'y+f"=0

Soit le systéme suivant : ou les 3 inconnues de départ

y, Z ont déja été ramenées a 2, c'est a dire qua, lbsc, d, e, f, d'etc., sont des polynébmes
enz

Puisque Bézout sait que la résultante des équatior®ty, sera de degré 2, il choisit
pour polyndmes multiplicateursine constante€C pour la premiere équatipi\'x+B’y+C’
pour la seconde, ét’x+B"y+C"” pour la troisieme.
Il obtient donc I'équation-somme
(Ca+A'd'+A"d")x 2+(Cb+A’e’+A”e”+B’d'+B"d")xy+(Cc+B’e’+B”’e")y  2+(Cd+A'f+A”
f’+c’'d’+C"d")x+(Ce+B’f+B"f"+C’'e'+C"e")y+Cf+ Cf+C"f" =0
qui doit étre le polynbme identiquement nul.
Cela donne un systéme linéaire de 6 équationsnaohinues et comme il y a un coefficient
inutile a [I'élimination (voir suprg, Bézout introduit en plus [I'équation arbitraire
B'd'+B’d"=0 .

Il écrit alors I'annulation du déterminant, nécassa l'existence, pour les inconnues
C,A'B',C',A",B",C' de solutions autres que la solution nulle.
Pour cela il considére, comme il I'explique danségle de formation des lignes (« premiére
ligne », etc., « derniére ligne », vauprg A’A"B’'B"CC’C” , expression (qui n'est pas un
produit mais seulement un jeu d'écriture), dansuédle il remplace chaque terme
successivement par son coefficient dans les seitiégs données par :

1°) coefficient dex2=0 ; 2) coefficient dexy=0 ; 3) équation arbitraire ;

4% coefficient dey2 =0 ; 5) coefficient dex=0 ; 6) coefficient dey =0 ;

7°) terme constant=0 ;

en changeant le signe pour les remplacements apbaeements pairs.
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by

Il arrive avec sa «derniere ligne », c'est-a-dire@ la septieme, a [I'équation:
(dieﬂ) [C(d’f”) 2+(d7e”)-(de’f”)_b(e’f”)'(dif”)+a(elfll) 2]:0,
qui est la résultante endu systeme homogene des sept équations (citédesaus) a sept

inconnues, ou les groupements de deux lettres patemthéses représentent des déterminants

d
d’'ordre 2, [d'e") = d'e"-d"e'= ‘e‘ ‘], et les groupements de trois lettres entre pheseis

él
d d d"
représentent des déterminants d’ordre 3, par exe@el)=|e € &'|.
fof f"

Bézout traite a part les deux cas (d’e”)=0 et
(E) c(d'f)2+(d'e”).(de’'f”) - b(e’'f").(d'f")+a(e’f ")2=0.

Il remarque que le premier cas implique une dimarutiu degré de la résultante.

Il est conscient que cette deuxieme méthode pénatdimire des facteurs superflus mais
il justifie cependant son intérét par la plus genabidité des calculs :
« Dans la seconde méthode [...] le degré appareltégleation finale peut dans plusieurs cas
étre différent du véritable. Comme les calculs, pzstte seconde méthode, sont
incomparablement plus courts que dans la premigregnvénient de rencontrer des facteurs
superflus, n'est pas assez grand pour faire renawoseavantages qu'elle présente. Mais il est
nécessaire d'avoir des moyens de dégager I'équatale de ces facteurs, si comme il y a
grande apparence, on ne peut espérer de les géitéralement. » [Bézout 1779 p. 336]

Il explique alors comment reconnaitre les factsurgerflus :
« Dans le procédé que nous avons donné€, nous &waosirs un certain nombre d'équations
arbitraires a former [...] Comme ces équations alvés peuvent toujours étre choisies de
plusieurs manieres différentes, il est clair gue Jariations, dans ce choix, introduiront des
variations dans le facteur superflu, par conséqdans I'équation finale apparente : en sorte

que cette derniere peut toujours étre regardée eocomposée de deux facteurs dont lI'un qui
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est la véritable équation finale cherchée, ne vaa® avec les équations arbitraires, & l'autre
au contraire qui est le facteur superflu, variecases équations arbitraires. Ibifl.]
Revenons sur l'exemple traité plus haut en dondast noms aux polynédmes qui

constituent les premiers membres des équations.

f(x,y) =axt+bxy+cy2+dx+ey+ f =0
g(x,y)=d'x+ey+f'=0
h(x,y)=d"x+e'y+ f"=0

En termes actuels, |& théthode de Bézout consiste a dire que élimiredly dans ce systéme
revient a écrire que 6 quelconques des 7 polyndned, xg, yg, xh, ytsont liés.
Si I'on écrit I'annulation du déterminant des coomiEes des 6 premiers par exemple, dans la

basex?, xy, ¥, X, y,1, on retrouve son équatioB)(

3. Réception du traité

Le premier avis sur Id@héorie générale des équations algébrigess celui des trois
académiciens commissaires d’Alembert, Duséjour agtldce, chargés de son étude pour
permettre sa publication. Le manuscrit originaltseive aux Archives de I'Académie des
Sciences, dans la pochette de séance du 17 awi9l &% il est consigné dans les Procés
Verbaux de I'AcadémieRMAS1779, f. 89-97], avec quelques erreurs de copikfesginal
est bien signé des trois commissaires, mais deala de Laplace, ce qui signifie, d’aprées les
habitudes de I'Académie, que c'est surtout ce elequii a étudié I'ouvrage.

Le rapport de Laplace est trés long, puisqu'icesistitué de 15 pages manuscrites d'une
écriture tres serrée, et, contrairement a ceux tldnadémie des Sciences a I'habitude -
souvent un résumé des grandes lignes des ouvragesngs -, il contient une étude détaillée
et minutieuse de I'ceuvre principale de Bézout. Mémeaplace reconnait que I'exercice est

difficile (« Nous allons essayer, écrit-il, de denm I'Académie, autant qu'il est possible de le
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faire sans calcul, une idée du travail de cet ava&dén »), il donne une idée précise du
contenu du traité.

Lui non plus, comme Bézout, ne voit pas le défautaddémonstration du théoréme sur
le degré de la résultante — le manque de récipratpre de la démonstration que toute racine
de la résultante donne bien une solution du systemeaisqu'il écrit : « Cette forme est donc
la plus simple a laquelle on puisse arriver erafatisisage de toutes les équations proposées »
[RMAS1779, f. 91]. Il est trés admiratif de l'origirtéliet de l'intelligence de la méthode :
« Nous remarquerons ici que c'est principalementetie considération [utilisation du
dénombrement et des différences finies] fine etartgmte, que M. Bezout doit I'élégance de
sa méthode et la simplicité de ses résultatbid.], et il conclut :

« Tels sont les principaux objets que M.Bezout scuté dans son ouvrage ; nous
n‘avons pd dans ce rapport, en donner qu'une idéenparfaite, par I'impossibilité de faire
entendre sans calcul des théories difficiles drs&igss mesme qu'elles sont présentées avec
tout le développement dont elles sont susceptiplesis nous ne craindrons point d'estre
démentis par ceux qui liront avec attention cetrage, en assurant qu'il en existe trés peu
d'aussi utiles au progres de l'analyse par l'ingpae & la nouveauté de la matiérre, & qui
soient également propre a intéresser les Géomedirels: finesse et la variété des méthodes ;
nous croyons donc qu'il mérite d'estre imprimé alagprobation et sous le privilege de
l'académie. »Ipid. f. 97]

On voit donc que la toute premiére réception demonre est extrémement favorable.
En dehors de la réaction officielle de I'Acadéntest surtout le jugement de Laplace, qui
nous intéresse. Comme nous l'avons remarqué, eeprg tres flatteur n'a rien de convenu et
n'est pas simplement une politesse entre académjaieais le résultat d'une étude attentive.
Ce sentiment est d'ailleurs confirmé par la comasgipnce personnelle de Laplace. En effet,

dans une lettre privée antérieure a sa nominatmmnee commissaire pour l&héorie
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générale des équations algébriquesisqu'elle est datée du 25 février 1778, Lapkad a
Lagrange qui est a Berlin : « Il ne parait rierbden nouveau, en Géométrie, a Paris ; mais on
imprime actuellement un Ouvrage de M. Bézout, dftjet est une théorie générale de
I'élimination entre un nombre quelconque d'équatiend'inconnues, quel que soit le degré
des équations. Je ne connais cet Ouvrage que pkectiare que l'auteur en a faite a
I'Académie, et par le peu qu'il m'en a dit ; il mp&u trés bon, et d'autant plus intéressant qu'il
me semble que les recherches des géometres q'¢tmigmici bornées a éliminer entre deux
équations et deux inconnues. » [Lagrar@eyvres. 14, p. 80]

Son ouvrage édité, Bézout l'envoie a Lagrange,saltirecteur de la classe de
Mathématiques de I'Académie des Sciences de Bedirange lui répond, le 12 juillet 1779,
une lettre qui montre qu’il a étudié soigneusenl&ruvre recue. Si son opinion est trés
positive, il se permet de proposer des critiqueatestconseils précis :

« Monsieur, Je vous dois des remerciements infimos, seulement pour I'hnonneur que
vous m'avez fait en m'envoyant volreéorie des équationsais encore pour le plaisir que la
lecture de cet Ouvrage m'a cause.

J'y ai trouvé beaucoup a m'instruire, et je le nderss le petit nombre de ceux qui sont
véritablement utiles aux progres des Sciencessuiput été frappé et enchanté de l'usage
que vous faites de la méthode des différences g@@rminer le nombre des termes restants,
ou la différence entre le nombre des termes dadton somme et le nombre des coefficients
utiles de tous les polyndmes multiplicateurs, efirpparvenir par ce moyen a l'expression
algébrique déterminée du degré de I'équation filizdéte partie de votre Travail est un chef-
d'ceuvre d'Analyse, et suffirait seule pour rentd&vrage trés intéressant pour les géometres
[souligné par nous]; mais le prix en est encoreubeap augmenté par les autres recherches

ingénieuses et savantes qu'il renferme, parmi &kguje distingue principalement la régle



67

pour I'élimination dans les équations du premiagrég[...] la maniere d'avoir les équations
de condition les plus simples au moyen des coefitsiindéterminés, [...] s#jid., p. 276]
Cependant Lagrange fait remarquer a Bézout queéthoatle permet de calculer facilement
les inconnues autres que celle de la résultantdn avantage, particulier a votre méthode
d'élimination etdont vous n‘avez point par[éouligné par nous], consiste en ce qu'on peut
avoir avec la méme facilité I'expression la plus@e des valeurs des autres inconnues. En
effet, si D est le degré de I'équation finale xeret que, dans I'équation somme, on fasse

disparaitre la puissana® en conservant & sa place le terme affectg ale dez, etc., on aura
pour la détermination dgenx, une équation de la forfffe  ky+(x)°™ = 0 » [Ibid. p. 277]

Enfin Lagrange termine en faisant constater tragethent a Bézout — bien que de fagon
délicate, puisqu'il introduit sa critique aprés iavionné un satisfecit pour le calcul des
solutions — qu'il manque, dans son travail, undigamportante, la démonstration de la
réciproque de son théoréme sur la résultante, éeaqua nous avons déja évoqué (sipra).
L’attribution & Etienne Bézout du théoréme surdgré de la résultante deéquations a
n inconnues, s'est effectuée rapidement. Il I'avd@montré pour deux équations a deux
inconnues en 1764, puis dans le cas général en. Z&9fut Laplace qui lui attribua
officiellement ce résultat en 1795, pendant lessow'il donna a I'Ecole Normale de I'an IlI.
En effet, le 11 mars 1795 (21 ventdse de l'anRiBrre Simon Laplace donne sa sixieme
lecon de mathématiques aux éleves réunis dansatel gmphithéatre du Muséum d'histoire
naturelle. Aprés avoir expliqué comment trouvedégré de la résultante pour deux équations
a deux inconnues il énonce : « Vous trouverez ceéthode exposée dans un grand détail et
appliguée a un nombre quelconque d'équations retotihues dans un trés bon ouvrage de
Bézout qui a pour titre Théorie des équationd.'auteur y démontre, par une application

ingénieuse du calcul des différences finies, cerirée général, savoir qusi I'on a un

“8 Les notations sont, tout au long de la lettrdesale Bézout, que I'on a vues au début de la demation de
son théoréme sur le degré de la résultante.
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nombre quelconque d'équations complétes entre weilpgombre d'inconnues, le degré de
I'équation finale, résultant de I'élimination deutes les inconnues, a I'exception d'une seule,
est égal au produit des degrés de toutes ces égquafisouligné par nous] (voir [Laplace,
1992, p. 83)).

Etienne Bézout étant mort le 27 septembre 178Bgeiconnut pas la reconnaissance

publique de son travail, survenue douze ans phds ta

VI. Conclusion

A la fin de cette étude, qu’avons-nous appris esrrésultats réels, les problématiques,
les méthodes et l'originalité du travail algébrigqgi&tienne Bézout, qui nous permette de
mieux comprendre le mathématicien dont des outitkes théorémes actuels portent le nom ?
En savons-nous un peu plus sur sa personnaligefagbn dont il a considéré et assumé ses
responsabilités d’enseignant et de pédagogue, l@ansntexte de son époque, le XVIlI
siecle ?

Le point le plus novateur de Bézout sur la théded’élimination est, sans nul doute,
son approche consistant a tout ramener a des systémaires et, lié a cela, sa conception de
la résultante en tant que condition d’annulationdéiterminant d'un systeme du premier
degré. En suivant cette idée nouvelle, il a, pceuxdéquations a deux inconnues, d’abord
transformé la méthode d’Euler delnfroductio in analysin infinitorumet donné une
démonstration correcte pour le degré de la réseltgouis trouvé une méthode treés originale
de calcul de cette résultante, celle qui conduiin&roduction de la matricd8. Cependant |l
n'y a pas eu de réaction notable aprés la pulditati mémoire de 1764 et la postérité de ce
résultat est essentiellement due a Sylvester. €elgui connaissait bien I'ceuvre de Bézout,
a repris lui aussi le probleme de I'élimination sdangle des systémes linéaires. Quand il

présente sa méthode « dialytic », il exprime la médée que Bézout: «In such method
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accordingly the process of elimination between &@quoa of a higher degree than the first is
always reduced to a question of elimination betweguations which are of the first degree
only » [Sylvester 1853, p. 581]. Sylvester abowit,suivant ce point de vue, d’'une part a la
matrice R, dont le déterminant s’appelle, on l'a vu, le Résul (ou le déterminant de
Sylvester) [Sylvester 1840], et d’autre part a latnee B dont il appelle le déterminant le
Bezoutiant® [Sylvester 1853. p. 430-431], rendant ainsi jestid’initiateur de la méthode, ce
que n'avait pas fait Jacobi en 1836. Comme l'at é¢1$. White, président de I’American
Mathematical Society : « Yet what a commentarylanftitility of the best efforts is found in
the fact that both Jacobi and Minding, only 60 gelater, published investigations as new
whose methods and results were in effect identigdd Bézout's ! At least this showed not
that his work was unnecessary, but only that heiwvaslvance of his time. » [White, 1909, p.
332].

Une autre méthode originale de Bézout est cellecguisiste a considérer, certains
polyndmes étant donnés, I'ensemble des sommes rdesits de ces polyndmes par des
polyndmes a coefficients indéterminés. Cela lunpey en 1764 de considérer le PGCD de
plusieurs polyndmes a une inconnue comme une desareses (ce qui donnera naissance a
I'« identité de Bézout ») et en 1779, dans le LiNrdu Traité des équations algébriquese
chercher dans cet ensemble la meilleure résul@atplusieurs équations, c’est-a-dire celle
qui n'a pas de facteurs superflus. Sylvester lgsatravaillera avec ces objets, en appelant
ces sommes de produits, des fonctions « syzygé8glwester 1853, p. 585].

On peut remarquer l'inégalité paradoxale de tragetmpar la postérité des deux

résultats qui précédent. La méthode de calcul dedaltante qui a conduit au Bézoutien,

49 L'ceuvre de Bézout n'étant pas, bien sir, aussiesspnnante que celle d'Euler, certains auteurseon
tendance, quand un sujet avait été un tant soitapeudé par ces deux mathématiciens, a toujoursicéner
qu’Euler en était l'initiateur. Malgré la reconrssiace de Sylvester qui l'a attribué a Bézout, commos |'avons
vu, le Bézoutien n'a pas échappé a ce travergjymiisertains, de facon tout a fait indue, ont vdaliribuer a
Euler (voir [Le Vavasseur 1907, p. 80-81]). D’astreomme Jacobi, I'ayant trouvé dans un livre dasgvoir
notesuprg, ont pensé qu'il s'agissait d'un résultat anonyme
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figurant explicitement dans son travail, passa temgps inapercue et fut méme attribuée a
d’autres mathématiciens. Son « identité », au aoetrqu’il n’a jamais énoncée clairement
mais seulement évoquée sous une forme assez tardaicelle que I'on connait aujourd’hui,
est sans doute le plus connu des résultats quemgadn nom.

Il faut retenir aussi l'originalité de [I'utilisatio par Bézout de la méthode des
coefficients indéterminés. Dans ses deux mémotrekgésolution des équations, présentés a
I’Académie royale des sciences en 1762 et 17650&zinnove pas, car la méthode est déja
largement connue et il l'utilise de la facon haddigi présentée par Descartes et d'Alembert.
En revanche dans ses travaux sur I'éliminationsidnien en 1764 qu’en 1779, Bézout utilise
largement les coefficients indéterminés, mais, ceroml’a vu, ce n’est alors :

- ni pour égaler une « quantité » connue a uneesspn contenant les coefficients
indéterminés (méthode de Descartes pour®ldegré, décomposition en éléments simples),
puisqu'il n'y a pas d’expression ni de degré compuus la résultante ;

- ni pour chercher un polynédme a coefficients ied@inés mais de degré fixé, qui doit
obéir a des conditions (exemple d'équation difféeda donnée par d'Alembert dans l'article
« coefficients indéterminés » de I'Encyclopédiehezche de I'équation de la normale a une
courbe comme le fait Descartes [1637]). En effemime il ne connait pas au départ le degré
de la résultante, il ne peut supposer a priorosaé polynomiale ;

- ni surtout [souligné par nous] pour calculer les coefficiegtamme le font Descartes,
d'Alembert et les autres mathématiciens, dans uesses utilisations.

Ce n'est pas le calcul de la valeur des coeffisiemtiéterminés qui l'intéresse mais leurs
conditions d’existence [Bézout 1767c, 1779] et lddnombrement [Bézout 1779], d’ou il

déduit le degré de la résultante pour plusieursaons a plusieurs inconnues et les
conditions surnuméraires qui lui permettent de walcla résultante le plus simplement

possible et sans coefficients superflus. Bézouses¢ donc des coefficients indéterminés
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uniqguement comme outils de construction et non cerdes paramétres de la valeur desquels
dépendent ses résultats.

Dans un autre ordre d’idée, il faut remarquer lectixité de sa maniere d’introduire
ses travaux, dont la préface dOraité des équations algébriquesst un exemple
caractéristique : il rappelle ses échecs passésnalyse les raisons, en déduit toutes les
questions qui en découlent et détaille le prograndmdravail nécessaire a I'obtention du
résultat qu’il va exposer dans le traité. |l necsatente pas d’énoncer des résultats et des
démonstrations achevées, mais il fait I'effort diiigue de décrire sa démarche de chercheur.
Influencé par d’Alembert etEncyclopédigil ne fait décidément pas partie de ces « maitres
de l'art, qui par une étude longue et assidue d@nvaimcu les difficultés & connu les
finesses » et qui « dédaignent de revenir surgaarpour faciliter aux autres le chemin qu'ils
ont eu tant de peine a suivre.Bngyclopédieart. « Elémens des sciences » d’Alembert]. Son
réle d’enseignant et de rédacteur de cours, expligussi cette spécificité remarquée par
Bouligand qui, apres avoir cité la préface Traité des équations algébriquesesque in
extenso, conclut : « Ces importants passages @edans la préface du livre de Bézout, sont
tres représentatifs de la pensée du savant alggbhéieux que tout commentaire, ils
témoignent de son habileté a situer les difficutijas se présentent et a construire en pleine
conscience de la vraie raison des choses. On dguaéauteur de pareils travaux devait étre
un professeur éminent. » [Bouligand 1948, p. 122]

Enfin, nous voudrions souligner une derniere carastique de I'ceuvre de Bézout : le
lien et la réciprocité enseignement-recherche,rgues avons vus se manifester trés fortement
dans son cours d’Algébte Il a montré que, si un ouvrage de cours devait & fait de la
recherche pour pousser vers elle les meilleursipn@guement cette derniére pouvait

s'enrichir des soins mémes apportés a la clakémseignement.

0 On le trouve aussi, a un degré moindre, dans leakigue [Bézout 1767a - b, 1772b] et le Traité de
Navigation [Bézout 1769].
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Comment nous apparait finalement Etienne BézouaBdbd comme un mathématicien
assez solitairg, isolé des autres académiciens des sciencessp@eselourdes responsabilités
qu’il avait acceptées dans les écoles militairgsadir de 1764. Ces charges l'ont de plus
obligé a consacrer ses recherches a un unique théaralyse algébrique finie. Ensuite
comme un homme dont la modestie - que montre entres? le fait de publier des résultats
de recherche dans un livre de cours — et l'isoléament en partie desservi la carriere de
savant et d’académicien, malgré l'originalité de s&sultats, de ses méthodes et de son style
de travail.

Enfin Bézout était un homme des Lumiéres par laehaée qu'il avait de I'importance
de l'enseignement, son travail d’examinateur, gé$apes et ses cours le prouvent (voir
[Alfonsi 2005]). Il I'était aussi par le goQt ceirtaqu’il avait pour la recherche, non seulement
mathématique, mais aussi dans beaucoup d’autresides) ou, grace a I'Académie des
sciences et a ses voyages dans les ports, il Bwedasion de I'appliquer. L'esprit des
Lumiéres, qui donnait pour but a l'individu de tagler pour le bien public, a 'amélioration
et a la bonne marche de la société, ressort aassi cette phrase écrite par Etienne Bézout
dans la préface de son traité de 1779 :

« Nous nous estimerons heureux si considérantiteé po nous avons pris les choses, & celui
ol nous les amenons, on trouve que nous avonst@cqgoe partie du tribut que tout homme
doit a la société dans I'état ou il se trouve plad8ézout 1779, xx]|

Pour notre part, nous nous estimerions heureusa, lai fin de cet article, les travaux et la

personnalité de Bézout étaient un peu mieux corhappréciés.

*1 Bézout semble avoir été assez isolé dans le mdeslenathématiciens, surtout aprés 1764 : par exerhple
faisait partie d’aucune Académie étrangére. Alars Bossut, si on le prend pour point de compargsosque
Bézout et lui furent souvent en concurrence, étambre associé de la Royal Society et des Acadédeies
Berlin et de Saint-Pétersbourg.

*2 D'autres éléments la prouvent aussi, voir [Alfo28D5]
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