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ENTRE ANALYSE COMPLEXE ET SUPERANALYSE.Pierre Bonneau, Anne CumengeEquipe Emile Piard, Institut de Mathématiques,Université Paul Sabatier - 31062 Toulouse Cedex 9pierre.bonneau�math.univ-toulouse.fr, anne.umenge�math.univ-toulouse.fr
0. Introdution.L'analyse omplexe s'est fortement développée au 19�sièle, en partiulier ave les travaux de Cauhy,Riemann et Weierstass. Les essais de généralisation en dimension supérieure onduisirent à la onstrutiondes quaternions et des otonions. Toutefois, es nouveaux objets s'avérèrent alors un peu déevants auniveau de l'analyse. Par ailleurs, de fortes limitations à e type de généralisations furent obtenues, entreautres par Frobenius ave une lassi�ation des algèbres assoiatives de division réelles de dimensions �nies,ou par Bott et Milnor qui démontrèrent le théorème suivant.Théorème ([BM℄) : L'espae vetoriel Rn possède une opération produit bilinéaire sans diviseur de 0seulement pour n=1,2,4 ou 8.Pour n=4 et 8, on obtient respetivement les quaternions et les otonions. Dans le as de R2, la onditiond'intégrité est équivalente à l'existene d'un élément i de R2 tel que 1 + i2 = 0.Sahant qu'il est impossible de trouver en dimensions supérieures des algèbres assoiatives de division,nous reherherons des algèbres ayant de bonnes propriétés analytiques, 'est-à-dire dans lesquelles existeune théorie des fontions analogue à l'analyse omplexe. Par onséquent, nous essaierons d'étendre, en di-mension supérieure à deux, le point de vue de Cauhy-Riemann sur l'analyse omplexe (fontions dérivableset représentation intégrale).Nos résultats sont valables dans une algèbre ommutative, mais pour aroître leur généralité, nous nousplaerons dans le adre de la superanalyse.Il est à noter que, ontrairement à l'analyse omplexe ou quaternionique, nous ne disposons pas d'unopérateur de onjugaison sur les algèbres Λ = Λ0⊕Λ1 � où les éléments de Λ0 (resp. Λ1) ommutent (resp.anti-ommutent) entre eux � et les superespaes Λn

0 × Λm
1 assoiés à Λ que nous onsidérons .Nous dé�nirons sur ertains superespaes un opérateur d′′ de Cauhy-Riemann dont le noyau oïnideraave l'espae des fontions superdi�érentiables (S-di�érentiables en abrégé).Des onditions (Aj), j = 0, 1 sur Λj , à mettre en parallèle ave la relation omplexe 1 + i2 = 0, s'imposentalors de manière naturelle lorsque nous herhons une solution fondamentale de et opérateur d′′.Nous obtenons en partiulier une formule de représentation ave opérateurs intégraux à noyaux expliites :Théorème 0.1. On suppose les onditions (A0) et (A1) satisfaites par l'algèbre Λ = Λ0 ⊕ Λ1. Soit Douvert de Λn

0 × Λm
1 borné et à frontière C1 et f forme di�érentielle ontinue sur D et de lasse C1 dans

D, alors
f(x) =

∫

∂D

f(y)K(y, x) −

∫

D

d′′f(y)K(y, x) + d′′
∫

D

f(y)K(y, x) , x ∈ D .et un théorème de type Hartogs :Théorème 0.2. On suppose que la superalgèbre ommutative Λ véri�e une propriété (P) de positivité ettoujours les onditions (A0) et (A1). Alors une fontion f dé�nie sur un domaine Ω de Λn
0 ×Λm

1 à valeursdans Λ séparément S-di�érentiable en les variables y1, . . . , yn, θ1, . . . , θm est S-di�érentiable en tout point
x = (y, θ) de Ω.Date: 17 otobre 2009. 1



2 17 otobre 2009Dans une première partie, nous préiserons nos notations et rappellerons les prinipales notions de su-peranalyse, suivant, pour l'essentiel, la présentation de Khrennikov [K℄. Nous fournirons aussi quelquesexemples.Dans la seonde partie, suivant le point de vue "riemannien" de l'analyse omplexe, nous dé�nirons unopérateur de Cauhy-Riemann dont le noyau est onstitué des fontions super-di�érentiables en les va-riables ommutatives et "quasi"-super di�érentiables en les variables anti-ommutatives.La troisième partie sera dévolue à la reherhe de représentations intégrales pour les fontions dé�nies dansun super-espae et à valeurs dans notre algèbre. C'est dans e paragraphe qu'apparaîtront les onditions
(A0) et (A1), qui fourniront une superanalyse aux propriétés étonnamment voisines de l'analyse omplexe.Les représentations intégrales seront alors l'outil que nous utiliserons pour étudier les propriétés des fon-tions super-di�érentiables.Dans la quatrième partie, nous donnerons les premières propriétés d'analytiité de es fontions.La inquième partie sera onsarée à la démonstration d'un théorème analogue au théorème de Hartogssur l'analytiité séparée des fontions holomorphes et d'un théorème de prolongement des fontions super-di�érentiables.L objetif de l'artile n'est pas un reensement exhaustif des propriétés des fontions super-di�érentiables ;il essaie de souligner une étrange proximité, sous ertaines onditions, entre l'analyse omplexe et la su-peranalyse. 1. La superanalyse.Conformément à [K℄, nous noterons Λ une superalgèbre ommutative réelle (en abrégé CSA).Un R-espae vetoriel Z2-gradué Λ = Λ0

⊕
Λ1 muni d'une fontion parité σ dé�nie sur les éléments homo-gènes par σ(a) = 0 (resp. 1) si a ∈ Λ0 (resp. si a ∈ Λ1) devient une superalgèbre si on le munit d'une stru-ture d'algèbre assoiative unitaire dont la multipliation véri�e la propriété σ(ab) = σ(a) + σ(b) (mod. 2)pour tout ouple (a, b) d'éléments homogènes.Le superommutateur est dé�ni sur les éléments homogènes par [a, b} = ab − (−1)σ(a)σ(b)ba (et prolongépar bilinéarité). Une superalgèbre est dite (super)ommutative si pour tout ouple (a, b) d'éléments homo-gènes [a, b} = 0.Nous dé�nissons le Λ1-annihilateur omme étant ⊥Λ1 = {λ ∈ Λ : λΛ1 = 0}. Toutes les CSA onsidé-rées ii seront de dimensions �nies. Nous noterons (e0, e1, ..., ep) une base de Λ0 (e0 est l'élément unitéde Λ), (ε1, ε2, ..., εq) = (ep+1, ep+2, ..., ep+q) une base de Λ1, et dé�nissons les oe�ients de struture(d'algèbre) Γ de Λ par eiej =

∑p+q
k=0 Γk

i,jek pour i, j = 0, 1, ..., p + q. On remarque que, d'après la dé�-nition d'une CSA, les oe�ients Γ sont symétriques en (i, j) si i ou j ∈ {0, 1, ..., p}, anti-symétriques si
i et j ∈ {p+ 1, p+ 2, ..., p+ q}.On appelle superespae sur la CSA Λ tout R-espae vetoriel

R
n,m
Λ = Λn

0 × Λm
1où n,m ∈ N.Si U est un ouvert de R

n,m
Λ et F une appliation de U dans Λ, nous disons que F est superdi�érentiable(ou S-di�érentiable) en x ∈ U s'il existe des éléments ∂F

∂xj
(x) de Λ, j = 1, ..., n + m tels que, pour tout

h ∈ R
n,m
Λ tel que x+ h ∈ U , on ait

F (x+ h) = F (x) +
n+m∑

j=1

∂F

∂xj

(x)hj + o(h)ave lim‖h‖7→0
‖o(h)‖
‖h‖ = 0 où ‖ . ‖ est une norme sur l'espae vetoriel R

n,m
Λ .Nous remarquons que ∂F

∂x1
(x), ..., ∂F

∂xn
(x) sont dé�nis de façon unique par la ondition i-dessus, tandisque ∂F

∂xn+1
(x), ..., ∂F

∂xn+m
(x) sont dé�nis modulo ⊥Λ1. La ondition de S-di�érentiabilité de F exprime donle fait que F est di�érentiable et que sa dérivée est dé�nie par les opérateurs de multipliation par deséléments de Λ.Exemple 1. Si Λ1 = 0 et Λ0 = Vet (e0, e1) ave e0 = 1 et e 2

1 = −e0, les fontions S-di�érentiables sontles fontions holomorphes et la superanalyse est alors l'analyse omplexe.Exemple 2. (Analyse hyperbolique.) : Λ1 = 0 et Λ0 = Vet (e0, e1) ave e0 = 1 et (e1)
2 = e0.

f = u e0 + v e1 S-di�. ⇐⇒ ∂u
x0

= ∂v
x1

et ∂u
x1

= ∂v
x0Alors f , u et v véri�ent l'équation des ondes ∂2u
∂x2

0
− ∂2u

x2
1

= 0.



17 otobre 2009 3Remarque : soient ϕ et ψ fontions de lasse C1 sur R. Alors f : Λ → Λ dé�nie par
f(xe0 + ye1) = [ϕ(x+ y) + ψ(x− y)]e0
+ [ϕ(x + y) − ψ(x − y)]e1 est S-di�érentiable, mais pas plus régulière que ne le sont ϕ et ψ.Exemple 3. Soit A une algèbre de Cli�ord réelle de dimension 2k dont les générateurs e1, ..., ek véri�ent
eiej + ejei = −2δij ; A peut s'érire omme une superalgèbre A = Λ0 ⊕Λ1 ave Λ0 = V ect{eI ; |I| pair },
Λ1 = V ect{eI ; |I| impair }, où e∅ = 1,et si I = (i1, . . . , iν) , eI = ei1 . . . eiν

.Exemple 4. Supposons Λ1 et Λ0 de dimensions respetives 4 et 6, ave la table de multipliation suivante :
× e0 e1 e2 e3 e4 e5 ε1 ε2 ε3 ε4

e0 e0 e1 e2 e3 e4 e5 ε1 ε2 ε3 ε4
e1 e1 −e0 e3 −e2 e5 −e4 ε2 −ε1 ε4 −ε3
e2 e2 e3 0 0 0 0 0 0 0 0
e3 e3 −e2 0 0 0 0 0 0 0 0
e4 e4 e5 0 0 e4 e5 0 0 0 0
e5 e5 −e4 0 0 e5 −e4 0 0 0 0
ε1 ε1 ε2 0 0 0 0 0 0 −e3 e2
ε2 ε2 −ε1 0 0 0 0 0 0 e2 e3
ε3 ε3 ε4 0 0 0 0 e3 −e2 0 0
ε4 ε4 −ε3 0 0 0 0 −e2 −e3 0 0L'ensemble des nilpotents de Λ0 est ii Vet (e2, e3) don l'algèbre Λ0 n'est isomorphe à auun produitd'algèbres ∏s

j=1 Lj, où les Lj sont des extensions de R .2. L'opérateur de Cauhy-Riemann en superanalyse.Soit f une fontion d'un ouvert U de R
n,m
Λ = Λn

0 × Λm
1 dans Λ = Λ0 × Λ1. Il sera ommode, ommedans [K℄, d'érire x ∈ R

n,m
Λ sous la forme x = (y, θ) ave y ∈ Λn

0 et θ ∈ Λm
1 . Ainsi f(x) = f(y, θ) =

f(y1, ..., yn, θ1, ..., θm) =
∑p

k=0 fk(x)ek +
∑q

l=1 fp+l(x)εl, ave yi =
∑p

k=0 y
k
i ek ∈ Λ0 et θj =

∑q
l=1 θ

l
jεloù f0, ..., fp+q sont des fontions réelles. Par onséquent

df(x) =

p∑

k=0

dfk(x)ek +

q∑

l=1

dfp+l(x)εl

=
n∑

i=1

p∑

k′=0

[ p∑

k=0

∂fk

∂yk′

i

(x)ek +

q∑

l=1

∂fp+l

∂yk′

i

(x)εl

]
dyk′

i

+

m∑

j=1

q∑

l′=1

[ p∑

k=0

∂fk

∂θl′

j

(x)ek +

q∑

l=1

∂fp+l

∂θl′

j

(x)εl

]
dθl′

j

=

n∑

i=1

p∑

k′=0

∂f

∂yk′

i

(x)dyk′

i +

m∑

j=1

q∑

l′=1

∂f

∂θl′

j

(x)dθl′

j(2.1)Dé�nition : f est S-di�érentiable en x s'il existe ∂f
∂y1

(x), ..., ∂f
∂yn

(x), ∂f
∂θ1

(x), ..., ∂f
∂θm

(x) ∈ Λ tels que si
h = (h1, ..., hn, h

′
1, ..., h

′
m) ∈ Λn

0 × Λm
1 ,

df(x)(h) =

n∑

i=1

∂f

∂yi

(x)hi +

m∑

j=1

∂f

∂θj

(x)h′j

=

n∑

i=1

p∑

k′=0

∂f

∂yi

(x)ek′dyk′

i (h) +

m∑

j=1

q∑

l′=1

∂f

∂θj

(x)εl′dθ
l′

j (h)'est-à-dire si
∀i = 1, ..., n; ∀k′ = 0, ..., p;

∂f

∂yi

(x)ek′ =
∂f

∂yk′

i

(x),

∀j = 1, ...,m; ∀l′ = 1, ..., q;
∂f

∂θj

(x)εl′ =
∂f

∂θl′

j

(x),ou enore, puisque ∂f
∂yi

(x) = ∂f

∂y0
i

(x) :propriété : une fontion f Fréhet-di�érentiable en ses variables réelles est S-di�érentiable en x ∈ Λ si
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∂f

∂yk′

i

(x) =
∂f

∂y0
i

(x)ek′ , ∀i = 1, ..., n et ∀k′ = 1, ..., p(2.2)
(
∂f

∂θ1j
(x), ...,

∂f

∂θq
j

(x)) ∈ Λ(ε1, ..., εq) := {(aε1, ..., aεq) , a ∈ Λ} , ∀j = 1, ...,m(2.3)Rappelons que ∂f

∂θl
j

(x) est dé�ni modulo ⊥Λ1.Nous sommes ainsi amenés naturellement à traiter di�éremment les "variables ommutatives" y1, . . . , ynet les "variables anti-ommutatives" θ1, . . . , θm.2.1. Etude dans Λn
0 . Oublions provisoirement les variables anti-ommutatives et intéressons-nous auxvariables y1, ..., yn. Et, d'abord, onsidérons le as n=1.Soit f une fontion d'un ouvert U de Λ0 dans Λ. Si x =

∑p
k=0 x

kek ∈ U , alors f est S-di�érentiableen x si df(x) = ∂f
∂x0 (x)

∑p
k=0 ekdx

k puisque, pour tout k, ∂f
∂xk (x) = ∂f

∂x0 (x)ek omme nous venons de levoir. Dans le as général, nous déomposerons df(x) en une partie Λ0-linéaire notée d′f(x) et un reste noté
d′′f(x) :

df(x) = d′f(x) + d′′f(x)ave
d′f(x) =

∂f

∂x0
(x)

p∑

k=0

ekdx
k,

d′′f(x) =

p∑

k=1

(
∂f

∂xk
(x) − ek

∂f

∂xo
(x))dxk .Plus généralement, si ω est une forme di�érentielle dé�nie dans U , à valeurs dans Λ, nous dé�nissons

d′ω =

p∑

k=0

ekdx
k ∂ω

∂x0
,(2.4)

d′′ω =

p∑

k=1

dxk(
∂ω

∂xk
− ek

∂ω

∂x0
).(2.5)On véri�e immédiatement que d′2 = d′′2 = 0 et don d′′d′+d′d′′ = 0. Une fontion f est S-di�érentiable dansU si et seulement si d′′f = 0 dans U. On généralise aisément au as de plusieurs "variables ommutatives".Si x = (x1, x2..., xn) ∈ Λn

0 ave xi =
∑p

k=0 x
k
i ek, on dé�nit pour ω une forme di�érentielle de degréquelonque dé�nie dans un ouvert U de Λn

0 , et à valeurs dans Λ,

d′′ω =
n∑

i=1

p∑

k=1

dxk
i (
∂ω

∂xk
i

− ek

∂ω

∂x0
i

),(2.6)
d′ω =

n∑

i=1

p∑

k=0

ekdx
k
i

∂ω

∂x0
i

.(2.7)Remarque : dans le as de Λ0 = C, la façon traditionnelle de dé�nir l'opérateur de Cauhy-Riemann n'estpas la même que i-dessus, puisque l'habitude est de faire élater df en une partie C-linéaire et une partie
C-antilinéaire. Cette proédure ne peut marher ii ar nous n'avons pas, dans le as général, d'opérateur deonjugaison. Toutefois, l'opérateur de Cauhy-Riemann habituel dans C et elui qui est dé�ni i-dessus ontle même noyau, l'ensemble des fontions holomorphes. Et 'est e qui nous importe, puisque notre objetifest l'étude des fontions S-di�érentiables ('est-à-dire, dans le as de C, des fontions holomorphes).2.2. Etude dans Λm

1 . Oupons nous, maintenant, des "variables non-ommutatives", et, tout d'abord,du as d'une seule variable anti-ommutative. Soit f une fontion dé�nie dans un ouvert U de Λ1, à valeursdans Λ. Si θ =
∑q

l=1 θ
lεl ∈ U , f est S-di�érentiable en θ s'il existe un élément ∂f

∂θ
(θ) de Λ tel que, pourtout l = 1, ..., q, ∂f

∂θl (θ) = ∂f
∂θ

(θ)εl.Mais, ontrairement au as des "variables ommutatives", il n'existe, en général, auun moyen ano-nique pour déterminer le oe�ient multipliatif ∂f
∂θ

(θ) de l'appliation Λ1-linéaire d′f(θ) ; autrement dit,il n'existe, en général, auun moyen naturel pour déomposer df(θ) en une partie Λ1-linéaire et un reste.Pour onserver le maximum de souplesse dans le hoix de es projetions assoiées de df(θ), nous suppo-serons que nous disposons d'une norme ‖ ‖ dans Λ (norme sous-additive ‖xx′‖ ≤ C‖x‖‖x′‖) déduite d'unproduit salaire g (eiej = gi,j pour i, j = 0, 1, ..., p+ q).



17 otobre 2009 5Nous herhons à dé�nir un opérateur d′′ dont le noyau ontient les fontions S-di�érentiables.Nous pourrions e�etuer une projetion orthogonale de ( ∂f
∂θ1 (θ), . . . , ∂f

∂θq (θ)
) sur Λ(ε1, . . . εq) a�n de dé�nird'abord d′ = d − d′′ puis d′′, mais ela ne donne pas, en général, un opérateur d′′ vraiment expliite et,partant, il semble di�ile d'obtenir ainsi une solution fondamentale expliite pour l'opérateur d′′, e quisera l'objetif du paragraphe suivant.

d′′ est bien plus expliite si nous supposons satisfaite la ondition suivante :il existe une suite �nie 1 = s1 < s2 < ... < sr < sr+1 = q + 1 telle que
εj = εsk

aj si sk ≤ j < sk+1 où aj ∈ Λ et as1 = as2 = ... = asr
= e0(2.8)(en fait aj est un élément de Λ0).Alors :propriété : Sous la ondition (2.8) sur Λ1, une fontion f est S-di�érentiable en θ ∈ Λ1 si(2.9) (

∂f

∂θs1
(θ), . . . ,

∂f

∂θsr
(θ)) ∈ Λ(εs1 , . . . , εsr

)(2.10) ∂f

∂θj
(θ) =

∂f

∂θsk
(θ)aj si sk ≤ j < sk+1La plus utile des deux relations i-dessus lorsque nous herherons à donner des propriétés de régularitédes fontions S-di�érentiables sur un ouvert de Λ1 sera (2.10). Nous sommes don amenés à poser

d′′(= d′′θ ) =
r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

dθj

(
∂

∂θj
− aj

∂

∂θsk

)
,et

d′ = d− d′′ =

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk

dθjaj

∂

∂θskOn véri�e immédiatement que d′2 = d′′2 = 0 et d′d′′ + d′′d′ = 0.On généralise au as de plusieurs "variables anti-ommutatives" : Si θ = (θ1, θ2, ..., θm) ∈ Λm
1 ave θi =∑q

j=1 θ
j
i εj , on dé�nit pour une forme di�érentielle ω dé�nie dans un ouvert U de Λm

1 ,
d′ω =

m∑

i=1

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk

ajdθ
j
i

∂ω

∂θsk

i

(2.11)
d′′ω =

m∑

i=1

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

dθj
i (
∂ω

∂θj
i

−
∂ω

∂θsk

i

aj)(2.12)2.3. Cas général. En�n, dans le as d'un superespae R
n,m
Λ = Λn

0 × Λm
1 sur la CSA Λ, un élément x de

R
n,m
Λ est noté x = (y, θ) = (y1, y2, ..., yn, θ1, ..., θm) ∈ Λn

0 ×Λm
1 ave yi =

∑p
j=0 y

j
i ej et θk =

∑q
l=1 θ

l
kεl. Lesvariables anti-ommutatives θ1, ..., θm étant �xées, nous avons dé�ni d′′y l'opérateur de Cauhy-Riemanndans Λn

0 , d′′y =
∑n

i=1

∑p
j=1 dy

j
i (

∂

∂y
j
i

− ej
∂

∂y0
i

). Les variables ommutatives y1, ..., yn étant �xées, noussavons aussi dé�nir d′′θ l'opérateur de Cauhy-Riemann dans Λm
1 , nous pouvons dé�nir l'opérateur deCauhy-Riemann d′′ dans R

n,m
Λ en posant d′′ = d′′y + d′′θ .3. Représentation intégrale et solution fondamentale de d′′.Si D est un ouvert de R

n,m
Λ borné et à frontière lisse, si f est une forme ontinue dans D et de lasse

C1 dans D, nous herhons une représentation intégrale de f , 'est-à-dire nous essayons d'érire
f(x) =

∫

∂D

f(y)K(y, x) −

∫

D

d′′f(y)K(y, x) + d′′
∫

D

f(y)K(y, x) , x ∈ D(3.1)Cette représentation intégrale peut s'érire en termes de ourants d′′K(y, x) = [∆] où [∆] est le ourantd'intégration sur la diagonale ∆ = {(x, x) : x ∈ D} (voir [HP℄). Un noyau K(y, x) véri�ant ette dernièreégalité est appelé solution fondamentale de l'opérateur de Cauhy-Riemann d′′. Cherher une formule dereprésentation intégrale pour d′′ équivaut don à herher une solution fondamentale de d′′.Soit Ψ : D×D → R
n,m
Λ dé�nie par Ψ(y, x) = y− x. Alors [∆] = Ψ∗([0]) où [0] est le ourant d'évaluationen 0 ∈ R

n,m
Λ . Don d′′K = [∆] s'érit aussi d′′Ω = [0] si l'on pose K = Ψ∗Ω (le premier d′′K porte sur lesdeux variables (x,y), d′′ = d′′y + d′′x, tandis que le seond d′′Ω porte sur la variable x′ = y − x que nousnoterons x).



6 17 otobre 2009Comme dans le paragraphe préédent, nous allons d'abord supposer que f est une forme en x ∈ Λ0 (don
n = 1 dans un premier temps) et �xer les variables θ ∈ Λm

1 . Dans le as Λ0 = C, une solution fondamentalede d′′Ω = [0] est Ω = 1
2iπz

. Mais pour p > 1, notre algèbre ommutative Λ0 n'est pas intègre (f. [BM℄ oule théorème de Frobenius lassi�ant les algèbres réelles assoiatives de division de dimensions �nies). Nousn'avons pas non plus de onjugaison sur Λ0 omme en analyse omplexe ou quaternionique, et un noyaurésolvant de type Bohner-Martinelli n'est pas envisageable.Nous devons herher une solution fondamentale sous une autre forme.Nous munissons Λ0 d'une norme eulidienne ‖ ‖ pour laquelle (e0, ..., ep) est une base orthonormée (ave
e0 l'élément unité).Lemme 3.1. Soit Ω(x) = A(x)

‖x‖p+k où A(x) =
∑p

i=1 (−1)iAi(x)d̂xi est une p-forme à oe�ients Ai(x) poly-n�mes (en x0, ..., xp) homogènes de degré k et véri�ant d′′Ω = 0 hors de 0. Alors d′′Ω = −
(∫

‖x‖≤1 d
′′A
)
×

[0].Preuve : Soit ϕ ∈ C∞
0 (Λ0) une fontion test.

〈d′′Ω, ϕ〉 = 〈Ω, d′′ϕ〉 = 〈Ω,

p∑

i=0

(
∂ϕ

∂xi

− ei

∂ϕ

∂x0

)
dxi〉

=

∫ p∑

i=1

Ai

‖x‖p+k

(
∂ϕ

∂xi

− ei

∂ϕ

∂x0

)
dx1...dxp

= lim
ε→0

∫

‖x‖≥ε

p∑

i=1

Ai

‖x‖p+k

(
∂ϕ

∂xi

− ei

∂ϕ

∂x0

)
dx1...dxp

= − lim
ε→0

∫

‖x‖>ε

d

[
p∑

i=1

Aiϕd̂xi

‖x‖p+k
−
Aieiϕd̂x0

‖x‖p+k

]
+

∫

‖x‖>ε

ϕd′′Ω

= − lim
ε→0

1

εp+k

∫

‖x‖=ε

ϕ

p∑

i=1

Aid̂xi(−1)i −Aieid̂x0

= −ϕ(0)

∫

‖x‖=1

p∑

i=1

(−1)iAid̂xi − eiAid̂x0

= −ϕ(0)

∫

‖x‖≤1

(
p∑

i=1

∂Ai

∂xi

− ei

∂Ai

∂x0

)
dx1...dxp = −ϕ(0)

∫

‖x‖≤1

d′′A.Ainsi, grâe à e lemme, pour obtenir une solution fondamentale pour d′′, nous allons herher Ω(x) =
A(x)

‖x‖p+1 ave A(x) p-forme à oe�ients polyn�mes homogènes de degré 1 véri�ant ∫
‖x‖≤1

d′′A 6= 0.Remarque : hors de 0, d′′Ω = 0 s'érit d′′A

‖x‖p+1 − p+1
2

d′′‖x‖2

‖x‖p+3 ∧A = 0, 'est-à-dire
d′′A − d′′ log ‖x‖p+1 ∧A = 0. Si ω est une forme régulière (hors de 0), dé�nissons l'opérateur T par :

T (ω) = d′′ω − d′′ log ‖x‖p+1 ∧ ω.Il est immédiat que T 2 = 0. On a don envie de hoisir A = T (v) où v est une (p-1)-forme, de façon àavoir d′′Ω = 0 hors de 0. Mais on véri�e qu'alors ∫
‖x‖≤1

d′′A = 0 et don, d'après le lemme, on obtiendrait
d′′Ω = 0 au lieu de d′′Ω = [0] .Par onséquent, nous onsidérons

Ω =
1

‖x‖p+1

p∑

j=1

(−1)j d̂xj

p∑

k=0

bkjxk =
A

‖x‖p+1
.(3.2)où bkj ∈ Λ et x =

∑p
k=0 xkek. Nous allons hoisir les éléments bkj de Λ de façon à obtenir d′′Ω = 0 hors de0. Par un alul diret,

d′′Ω =




p∑

j=1

bjj − ejb
0
j

‖x‖p+1
− (p+ 1)

xje0 − x0ej

‖x‖p+3

p∑

k=0

bkjxk


 dx0dx1...dxp.(3.3)
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d′′Ω = 0 s'érit don

p∑

j=1

(bjj − ejb
0
j) −

p+ 1

‖x‖2




p∑

j=1

p∑

k=0

xjxkb
k
j −

p∑

j=1

p∑

k=0

x0xkejb
k
j


 = 0(3.4)'est-à-dire

p∑

j=1

(bjj − ejb
0
j) −

p+ 1

‖x‖2


−x 2

0

p∑

j=1

ejb
0
j +

p∑

j=1

x 2
j b

j
j +

p∑

j=1

x0xj(b
0
j −

p∑

k=1

ekb
j
k) +

∑

1≤j<k

xjxk(bkj + bjk)


 = 0.Il faut don annuler le polyn�me obtenu en multipliant par ‖x‖2 le premier membre, e qui donne :





b0j =
∑p

k=1 ekb
j
k; j = 1, 2, ..., p

bkj + bjk = 0; j, k = 1, ..., p; j 6= k

bjj = −
∑p

k=1 ekb
0
k = 1

p+1

∑p
k=1 (bkk − ekb

0
k); j = 1, ..., p.La première ligne permettra de dé�nir b0j quand nous onnaîtrons les bjk. La deuxième ligne donnera bjkquand nous onnaîtrons bkj pour j < k. La dernière ligne exprime d'abord que tous les bjj sont égaux à uneonstante b = −

∑p
k=1 ekb

0
k et s'érit don, ompte tenu des deux premières :
b = −

p∑

k=1

ekb
0
k = −

p∑

k=1

ek

p∑

l=1

elb
k
l = −

p∑

k,l=1

ekelb
k
l

= −

p∑

k=1

e 2
k b

k
k −

∑

k<l

ekelb
k
l −

∑

l<k

ekelb
k
l

= −

p∑

k=1

e 2
k b −

∑

k<l

ekel(b
l
k + bkl )

= −b

p∑

k=1

e 2
k .ou enore
b

p∑

k=0

e 2
k = 0.(3.5)Alors trois as se présentent.Si ∑p

k=0 e
2
k n'a pas de diviseur de 0, néessairement b = 0 et don ∫

‖x‖≤1
d′′A = 0 : nous n'avons pas dereprésentation intégrale.Si∑p

k=0 e
2
k non nul a des diviseurs de 0, on prend pour b l'un de es diviseurs et alors ∫

‖x‖≤1
d′′A est noninversible : nous n'avons pas une bonne représentation intégrale.En�n, si Λ0 véri�e la ondition (A0) suivante :

(A0)

p∑

k=0

e 2
k = 0,nous prenons pour b un élément inversible de Λ, par exemple, b = e0, et hoisissons bkj = 0 si j 6= k ; nousdéduisons alors du lemme 3.1, puisque ∫

‖x‖≤1
d′′A = (p + 1)e0V ol(B(0, 1)) où Vol(B(0,1)) est le volumede la boule unité de Λ0 :Proposition 3.2.

Ω0 =
−1

(p+ 1)V ol(B(0, 1))‖x‖p+1

p∑

j=1

(−1)j(x0ej + xje0)d̂xjest une solution fondamentale de d′′ dans Λ0.Exemples : La ondition (A0) est véri�ée dans les exemples 1, 4 et, lorsque k ≡ 2 modulo 4, dans l'exemple3 du paragraphe 1. Elle ne l'est pas dans le seond exemple (e serait d'ailleurs en ontradition ave laproposition 4.4 du paragraphe 4).La ondition (A0) sera toujours supposée véri�ée dans la suite.
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• Oupons nous, maintenant, de herher une solution fondamentale pour l'opérateur d′′ dé�ni sur Λ1.De façon à disposer d'une expression expliite pour d′′, nous supposerons satisfaite la ondition (2.8) ; paronséquent, nous avons :

d′′ =
r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

dθj

(
∂

∂θj
− aj

∂

∂θsk

)
,Nous munissons Λ1 d'un produit salaire en supposant que (ε1, ..., εq) est une base orthonormée, notons

‖ ‖ la norme assoiée, et herhons une solution fondamentale de la forme :
Ω =

r∑

k=1

rk+1−1∑

j=sk+1

(−1)j−1d̂θj

q∑

l=1

bljθ
l

‖θ‖q
(3.6)On alule d′′Ω hors de 0, et l'on note dV = dθ1 ∧ ... ∧ dθq,

d′′Ω =
1

‖θ‖q

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

(
bjj − ajb

sk

j

)
dV

−
q

‖θ‖q+2




r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

(
θj − ajθ

sk
)
dθj






r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk

(−1)j−1d̂θj

q∑

l=1

bljθ
l


 dV

=
1

‖θ‖q

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

(
bjj − ajb

sk

j

)
dV −

q

‖θ‖q+2

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

(
θj − ajθ

sk
)
(

q∑

l=1

bljθ
l

)
dV.don

‖θ‖q+2d′′Ω d̂V = ‖θ‖2
r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

(
bjj − ajb

sk

j

)

− q


−

r∑

k=1

(θsk)2
sk+1−1∑

j=sk+1

ajb
sk

j +
r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

(θj)2bjj




+q
∑

sk<sk′

θskθsk′




sk+1−1∑

j=sk+1

ajb
sk′

j +

sk′+1−1∑

j=sk′+1

ajb
sk

j




−q
[ r∑

k=1

r∑

k′=1

sk′+1−1∑

j=sk′+1

θskθj

(
bsk

j −

sk+1−1∑

l=sk+1

alb
j
l

)
+

∑

j<k
j,k 6=s0,...,sr

θjθk(bkj + bjk)
]
.On veut que d′′Ω soit nul hors de 0, e qui s'érit don :

bkj + bjk = 0 si j 6= k, j et k /∈ {s1, ..., sr}

bsk

j =

sk+1−1∑

l=sk+1

alb
j
l

0 =

sk+1−1∑

j=sk+1

ajb
sk′

j +

sk′+1−1∑

sk′+1

ajb
sk

j

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

(bjj − ajb
sk

j ) = qbjj = −q

sk0+1−1∑

j=sk0
+1

ajb
sk0

j pour tout k0 ∈ 0, ..., r.Comme dans le as de Λ0, la première ligne dé�nit bjk à partir de bkj si j < k et la deuxième dé�nit
bsk

j à partir des bkj . La troisième ligne est une onséquene des deux premières. En e�et, d'après les deuxpremières lignes, nous avons :
sk+1−1∑

j=sk+1

ajb
sk′

j +

sk′+1−1∑

j=sk′+1

ajb
sk

j =

sk+1−1∑

j=sk+1

sk′+1−1∑

l=sk′+1

ajalb
j
l +

sk′+1−1∑

j=sk′+1

sk+1−1∑

l=sk+1

ajalb
j
l

=

sk+1−1∑

j=sk+1

sk′+1−1∑

l=sk′+1

ajal(b
j
l + blj) = 0.



17 otobre 2009 9En�n, la quatrième ligne exprime évidemment que tous les bjj sont égaux à une onstante b ∈ Λ. Dès lors,la dernière égalité de la quatrième ligne s'érit :
b = −

sk0+1−1∑

j=sk0
+1

ajb
sk0

j = −

sk0+1−1∑

j=sk0
+1

sk0+1−1∑

l=sk0
+1

ajalb
j
l = −

∑

j<l

ajal(b
l
j + bjl ) −

sk0+1−1∑

j=sk0
+1

a 2
j b,'est-à-dire :

b

sk0+1−1∑

j=sk0

a 2
j = 0quand la première égalité de la quatrième ligne s'érit :

b =
−1

r

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

ajb
sk

j =
−1

r

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

sk+1−1∑

l=sk+1

ajalb
j
l =

−1

r

r∑

k=1

∑

j<l

ajal(b
j
l + blj) −

b

r

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

a 2
j .Comme l'on veut, tout omme dans Λ0, que b soit un élément inversible de Λ, a�n d'obtenir une bonneformule de représentation intégrale, nous sommes amenés à imposer à Λ1 la ondition suivante :(A1) : Il existe une base (ε1, ..., εq) de Λ1 véri�ant (2.8) et telle que ∀k = 1, ..., r :

∑sk+1−1
j=sk

a 2
j = 0.Dès lors que la ondition (A1) est satisfaite, nous pouvons érire une solution fondamentale expliitepour l'opérateur d′′ sur Λ1 ; par exemple, prenant b = e0 et bkj = 0 si j 6= k , j, k ≥ 2, nous obtenonsomme andidat :(3.7) Ω1 =

−1

q V ol(B(0, 1) ‖θ‖q

r∑

k=1

sk+1−1∑

j=sk+1

(−1)j−1(θje0 + θskaj)d̂θj .Pour véri�er qu'il s'agit bien d'une solution fondamentale, nous devons étudier la singularité en 0, e quise fait de façon analogue au as de Λ0, à l'aide du lemme 3.1 (voir aussi, i-dessous, la démonstration dans
Λn

0 × Λm
1 , dont le as présent est un as partiulier).Exemple. Si l'on prend Λ1 = ε1Λ0, alors la ondition (A1) se ramène à la ondition (A0) si l'on pose

εj = ε1ej−1.La ondition (A1) sera supposée satisfaite dans toute la suite.Désormais, il reste à herher une solution fondamentale pour d′′ dé�ni sur un superespae R
n,m
Λ = Λn

0×Λm
1 .Nous supposons toujours satisfaites les onditions (A0) et (A1), et, dans es onditions, en notant unélément x de R

n,m
Λ : x = (y, θ) = (y1, ..., yn, θ1, ..., θm) ave yi =

∑p
j=0 y

j
i ej et θk =

∑q
l=1 θ

l
kεl, nous avonsdé�ni, à la �n du paragraphe préédent, l'opérateur de Cauhy-Riemann par :

d′′ =

n∑

i=1

p∑

j=1

dyj
i

(
∂

∂yj
i

− ej

∂

∂y0
i

)
+

m∑

l=1

r∑

k=0

sk+1−1∑

t=sk+1

dθt
l (

∂

∂θt
l

−
∂

∂θsk

l

at).Nous notons(3.8) 



d̂yj
i = dy0

1 ...dy
p
1 ...dy

0
i ...d̂y

j
i ...dy

p
i ...dy

0
n...dy

p
n.dθ

1
1 ...dθ

q
1 ...dθ

1
m...dθ

q
m,

d̂θl
k = dy0

1 ...dy
p
1 ...dy

0
n...dy

p
n.dθ

1
1...dθ

q
1 ...dθ

1
k...d̂θ

l
k...dθ

q
k...dθ

1
m...dθ

q
m,

dV = dy0
1 ...dy

p
1 ...dy

0
n...dy

p
n.dθ

1
1...dθ

q
1 ...dθ

1
m...dθ

q
m.et, au vu des résultats préédents, herhons une solution fondamentale de d′′ sous la forme

Ω =
1

‖x‖n(p+1)+qm

( n∑

i=1

p∑

j=1

(−1)(p+1)(i−1)+j d̂yj
i

p∑

α=0

Aj,α
i yα

i

+

m∑

l=1

r∑

k=1

sk+1−1∑

t=sk+1

(−1)n(p+1)+t−1d̂θt
l

q∑

β=1

Bt,β
l θβ

l

)
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i et Bt,β

l sont des éléments de Λ. Par un alul diret, nous obtenons d′′Ω, hors de 0 :
d′′Ω =

1

‖x‖n(p+1)+qm




n∑

i=1

p∑

j=1

(Aj,j
i − ejA

j,0
i ) +

m∑

l=1

r∑

k=1

sk+1−1∑

t=sk+1

(Bt,t
l − atB

t,sk

l )


 dV

−
n(p+ 1) + qm

‖x‖n(p+1)+qm+2


∑

i

∑

j

(yj
i − ejy

0
i )dyj

i +
∑

l

∑

k

∑

t

(θt
l − atθ

sk

l )dθt
l


×

×


∑

i

∑

j

(−1)(i−1)(p+1)+j d̂yj
i

∑

α

Aj,α
i yα

i +
∑

l

∑

k

∑

t

(−1)n(p+1)+t−1d̂θt
l

∑

β

Bt,β
l θβ

l


 dVdon

‖x‖n(p+1)+qm+2d′′Ω d̂V = ‖x‖2




n∑

i=1

p∑

j=1

(Aj,j
i − ejA

j,0
i ) +

m∑

l=1

r∑

k=1

sk+1−1∑

t=sk+1

(Bt,t
l − atB

t,sk

l )




−(n(p+ 1) + qm)
(
−
∑

i

(y0
i )2
∑

j

Aj,0
i ej +

∑

i,j

(yj
i )

2Aj,j
i −

∑

l,k

(θsk

l )2
∑

t

Bt,sk

l at

+
∑

l,k

∑

l

(θt
l )

2Bt,t
l +

∑

i

y0
i

∑

j

yj
i (A

j,0
i −

p∑

α=1

Aα,j
i eα)

+
∑

1≤α<j

yα
i y

j
i (A

j,α
i +Aα,j

i ) +
∑

l,k

θsk

l

∑

t

θt
l (B

t,sk

l −
∑

β

Bβ,t
l aβ)

+
∑

l

∑

β<β′

β,β′ 6=s0,...,sr

θβ
l β

β′

l (Bβ,β′

l +Bβ′,β
l )

)
.Ainsi, d′′Ω est nul hors de 0 si et seulement si :





Aj,α
i = −Aα,j

i ; j 6= α > 0

Bβ,β′

l = −Bβ′,β
l ; β 6= β′

Aj,0
i =

∑p
α=1A

α,j
i eα

Bt,sk

l =
∑

β B
β,t
l aβ

Aj,j
i = −

∑
j A

j,0
i ej = 1

n(p+1)+qm

[∑
i

∑
j(A

j,j
i − ejA

j,0
i ) +

∑
l,k,t(B

t,t
l − atB

t,sk

l )
]

Bt,t
l = −

∑sk0+1−1
t=sk0

+1B
t,sk0

l at = 1
n(p+1)+qm

[∑
i

∑
j(A

j,j
i − ejA

j,0
i ) +

∑
l,k,t(B

t,t
l − atB

t,sk

l )
]D'après les deux dernières lignes de e système d'équations, les éléments Aj,j

i et Bt,t
l de Λ sont touségaux à une onstante A ∈ Λ. Compte tenu de ette remarque, les deux dernières lignes sont onséquenesdes quatre premières et des onditions A0, A1. Le système se réduit don aux quatre premières lignes. Onpeut don hoisir arbitrairement les onstantes A, Aj,α

i et Bβ,β′

l (i = 1, ..., n; j = 1, ..., p; α = 1, ..., p; α <

j; l = 1, ...,m; β < β′). Dès lors la troisième ligne donne Aj,0
i , la première Aα,j

i (α < j), la quatrième Bt,sk

l ,la deuxième Bβ′,β
l (β < β′). Par exemple, hoisissons A = e0 et Aj,α

i = Bβ,β′

l = 0. On obtient Aj,0
i = ej et

Bt,sk

l = at si sk < t < sk+1 ; posons
Ω̃ =

1

‖x‖n(p+1)+qm




n∑

i=1

p∑

j=1

(−1)(p+1)(i−1)+j(yj
i e0 + y0

i ej)d̂y
j
i +

m∑

l=1

r∑

k=1

sk+1−1∑

t=sk+1

(−1)n(p+1)+t−1(θt
le0 + θsk

l at)d̂θt
l


 .



17 otobre 2009 11Il reste maintenant à étudier la singularité de Ω̃ ; si ϕ = ϕ(y, θ) est une fontion C∞ à support ompatsur R
n,m
Λ , alors

〈d′′Ω̃, ϕ〉 = 〈Ω̃, d′′ϕ〉

= 〈Ω̃,
∑

i,j

(
dϕ

dyj
i

− ej

dϕ

dy0
i

)dyj
i +

∑

l,k,t

(
dϕ

dθt
l

− at

dϕ

dθsk

l

)dθt
l 〉

=

∫
1

‖x‖n(p+1)+qm

∑

i,j

(yj
i e0 + y0

i ej)(
dϕ

dyj
i

− ej

dϕ

dy0
i

) +
∑

l,k,t

(θt
le0 + θsk

l at)(
dϕ

dθt
l

− at

dϕ

dθsk

l

)dV

= lim
ε→0

∫

‖x‖≥ε

1

‖x‖n(p+1)+qm

(∑

i,j

(yj
i e0 + y0

i ej)(
dϕ

dyj
i

− ej

dϕ

dy0
i

)

+
∑

l,k,t

(θt
le0 + θsk

l at)(
dϕ

dθt
l

− at

dϕ

dθsk

l

)
)
dV

〈d′′Ω̃, ϕ〉 = lim
ε→0

∫

‖x‖≥ε

d
[ 1

‖x‖n(p+1)+qm

(
ϕ
∑

i,j

(yj
i e0 + y0

i ej)((−1)(p+1)(i−1)+j d̂yj
i − ej(−1)(p+1)(i−1)d̂y0

i )

+ ϕ
∑

l,k,t

(θt
le0 + θsk

l at)((−1)n(p+1)+t−1d̂θt
l − at(−1)n(p+1)+sk−1d̂θsk

l )
)]

−

∫

‖x‖≥ε

ϕd′′Ω̃

= − lim
ε→0

∫

‖x‖=ε

ϕ

εn(p+1)+qm

[∑

i,j

(yj
i e0 + y0

i ej)((−1)(p+1)(i−1)+j d̂yj
i − ej(−1)(p+1)(i−1)d̂y0

i )

+
∑

l,k,t

(θt
le

0 + θsk

l at)((−1)n(p+1)+t−1d̂θt
l − at(−1)n(p+1)+sk−1d̂θsk

l )
]

〈d′′Ω̃, ϕ〉 = −ϕ(0)

∫

‖x‖=1

∑

i,j

(yj
i e0 + y0

i ej)((−1)(p+1)(i−1)+j d̂yj
i − ej(−1)(p+1)(i−1)d̂y0

i ) +

+
∑

l,k,t

(θt
le0 + θsk

l at)((−1)n(p+1)+t−1d̂θt
l − at(−1)n(p+1)+sk−1d̂θsk

l )

= −ϕ(0)

∫

‖x‖≤1

[
∑

i,j

(e0 − e 2
j ) +

∑

l,k,t

(e0 − a 2
t )]dV

= −ϕ(0)[n(p+ 1) + qm]eoV ol(B(0, 1)).Don, si l'on pose
Ω =

−Ω̃

[n(p+ 1) + qm]V ol(B(0, 1))
(3.9)
Ω est une solution fondamentale de d′′ dans R

n,m
Λ .Nous pouvons résumer les résultats de e paragraphe dans le théorème suivant.Rappelons :

(A0) : il existe une base (e0 = 1, e1, ..., ep) de Λ0 véri�ant
p∑

k=0

e 2
k = 0

(A1) : il existe une base (ε1, ..., εq) de Λ1 et une suite �nie s1 = ε1 < s2 < ... < sr < sr+1 = q+1 telles que,pour tout j = 1, ..., q, il existe aj ∈ Λ0 véri�ant εj = ajεsk
si sk ≤ j < sk+1, ave as1 = as2 = ... = asr

= e0et
sk+1−1∑

j=sk

a 2
j = 0 pour tout k = 1, 2, ..., r.On érit tout élément x de R

n,m
Λ = Λn

0 × Λm
1 :

x = (y, θ) = (y0, ..., yn, θ1, ..., θm), ave yi =

p∑

j=0

yj
i ej et θk =

q∑

l=1

θl
kεl .



12 17 otobre 2009L'opérateur de Cauhy-Riemann d′′ est dé�ni par :
d′′ =

n∑

i=1

p∑

j=1

dyj
i

(
∂

∂yj
i

− ej

∂

∂y0
i

)
+

m∑

l=1

r∑

k=1

sk+1−1∑

t=sk+1

dθt
l

(
∂

∂θt
l

− at

∂

∂θsk

l

)
,Théorème 3.3. Si Λ0 véri�e la ondition (A0) et Λ1 la ondition (A1), l'opérateur de Cauhy-Riemann

d” dans R
n,m
Λ admet une solution fondamentale Ω donnée par :

Ω =
c(n,m, p, q)

‖x‖n(p+1)+qm

[ n∑

i=1

p∑

j=1

(−1)(p+1)(i−1)+j(yj
i e0 + y0

i ej)d̂y
j
i

+

m∑

l=1

r∑

k=1

sk+1−1∑

t=sk+1

(−1)n(p+1)+t−1(θt
le0 + θsk

l at)d̂θt
l

](3.10)où c(n,m, p, q) = −
(
(n(p+ 1) + qm)Vol(B(0, 1))

)−1, et où d̂yj
i et d̂θt

l sont dé�nis en (3.8)Soit D un ouvert de R
n,m
Λ borné à frontière lisse, soit Ψ : D ×D → R

n,m
Λ dé�nie par Ψ(x′, x) = x′ − x.Dé�nissons :

K(x′, x) = Ψ∗Ω =
c(n,m, p, q)

‖x′ − x‖n(p+1)+qm

[ n∑

i=1

p∑

j=1

(−1)(p+1)(i−1)+j((y′
j
i − yj

i )e0 + (y′
0
i − y0

i )ej)
̂d(y′ji − yj

i )

+

m∑

l=1

r∑

k=1

sk+1−1∑

t=sk+1

(−1)n(p+1)+t−1((θ′
t
l − θt

l )e0 + (θ′
sk

l − θsk

l )at)
̂d(θ′tl − θt

l )
](3.11)Le noyau K véri�e, si l'on pose d′′ = d′′x′ + d′′x :

d′′K(x′, x) = d′′Ψ∗Ω = Ψ∗d′′Ω = Ψ∗[0] = [∆].Nous pouvons réérire ette dernière égalité dans le orollaire suivant.Corollaire 3.4. Sous les hypothèses du théorème préédent, si f est une forme (ou une fontion) ontinuesur D et de lasse C1 dans D, alors pour tout x ∈ D, nous avons :
f(x) =

∫

∂D

f(x′)K(x′, x) −

∫

D

d′′f(x′)K(x′, x) + d′′x

∫

D

f(x′)K(x′, x).(3.12)Il va sans dire que dans la formule de représentation intégrale i-dessus, le dernier terme est nul si fest une fontion, et l'avant dernier aussi si f est une fontion S-di�érentiable, voire qS-di�érentiable (i.e.véri�ant d′′f = 0).notations. Lorsque n = 1 et m = 0 (resp. n = 0 et m = 1) nous noterons(3.13) K0 = Ψ∗Ω0 (resp. K1 = Ψ∗Ω1 ),où Ω0 et Ω1 sont dé�nis dans la proposition 3.2 et en (3.7)4. Analytiité des fontions qS-différentiables.Une appliation f Fréhet-di�érentiable sur D domaine de Λn
0 à valeurs dans Λ est S-di�érentiable si etseulement d′′f ≡ 0 sur D. Nous avons déjà vu , au troisième paragraphe, que la situation n'est pas tout àfait la même lorsque les variables sont dans Λ1.Définition : f : D ⊂ Λn

0 ×Λm
1 → Λ est quasiment S-di�érentiable (qS-di�érentiable en abrégé) si elle estFréhet-di�érentiable sur D et telle que d′′f ≡ 0 sur D.Si f est S-di�érentiable, alors elle est qS-di�érentiable.Si m = 0, f est S-di�érentiable si et seulement si elle est qS-di�érentiable.On suppose toujours véri�ées les onditions (A0) et (A1) sur Λ.4.1. Premières propriétés des fontions qS-di�érentiables. Etablissons tout d'abord quelques pro-priétés qui sont les analogues en super-analyse de propriétés des fontions holomorphes.Remarquons que ertains énonés supposeront simplement la qS-di�érentiabilité par rapport à haunedes variables appartenant à Λ0 ou Λ1 ; nous reviendrons dans le paragraphe suivant sur ette notion deqS-di�érentiabilité séparée.



17 otobre 2009 13Lemme 4.1. Soit D un ouvert de Λ0 ou Λ1 ; si une suite (fk) de fontions qS-di�érentiables sur Donverge vers f uniformément sur tout ompat de D, alors f est qS-di�érentiable sur D.Il su�t de prouver l'uniforme onvergene sur tout ompat deD des suites (Dαfk)k, pour tout multi-indie
α de longueur |α| = 1, puisqu'alors f sera Fréhet-di�érentiable sur D et les onditions ( ∂

∂yi −ei
∂

∂y0
)(f) = 0si D ⊂ Λ0 (ou bien ( ∂

∂θi −ai
∂

∂θsk
)(f) = 0 pour sk ≤ i < sk+1 si D ⊂ Λ1) déouleront des égalités analoguessur les fk.Soit G ompat ⊂ Ω ⊂⊂ D ⊂ Λ0, où Ω est un ouvert à frontière de lasse C1 par moreaux, et ψ fontionà valeurs réelles, à support ompat inlus dans Ω, ψ ≡ 1 au voisinage de G. D'après le orollaire 3.4 (etles notations (3.13)), pour tout x ∈ G :

ψ(x)(fk − fk+j)(x) =

∫

Ω\G

(fk − fk+j)(y)d
′′ψ(y)K0(y, x)Comme |DαK0(x, y)| . ||x− y||−|α|−p uniformément en x ∈ G et y ∈ Ω \ suppψ, on obtient le résultat pardi�érentiation sous le signe somme.L'estimation analogue |DαK1(x, y)| . ||x− y||−|α|−q+1 donne le résultat lorsque D ⊂ Λ1.On en déduit :Corollaire 4.2. Soit f ontinue sur P =

∏n+m
j=1 ∆j où haque ∆j , j = 1, . . . , n (resp. j = n + 1, . . . ,m)est un polydisque de Λ0 (resp. Λ1) ; si f est séparément qS-di�érentiable sur Ω ⊂ Λn

0 × Λm
1 ave P ⊂ Ω,alors yj 7→ f(a1, ..., aj−1, yj, . . . , an, b) est qS-di�érentiable sur ∆j dès que aj ∈ ∆i , ∀i 6= j et bi ∈ ∆i , ∀i =

1, ..,m (et mutatis mutandis pour θj 7→ f(a, b1, ..., bj−1, θj , . . . , bm)).Une formule de représentation intégrale sur la frontière distinguée ∂0P d'un polydisque de Λn
0 × Λm

1 :Proposition 4.3. Soit P =
∏n+m

j=1 ∆j où haque ∆j , j = 1, . . . , n (resp. j = n+1, . . . ,m) est un polydisquede Λ0 (resp. Λ1) ouvert non vide. Si f est ontinue sur P et séparément qS-di�érentiable sur P , alors pourtout x = (y, θ) = (y1, . . . , yn, θ1, . . . , θm) ∈ P :(4.1) f(y, θ) =

∫

∂0P

f(w1, . . . , wn, τ1, . . . , τm)

n∏

j=1

K0(wj , yj) .

m∏

j=n+1

K1(τj , θj)Nous pouvons érire, en supposant n 6= 0 par exemple
f(y1, . . . , yn, θ1, . . . , θm) =

∫

∂∆1

f(w1, y2, . . . , yn, θ1, . . . , θm)K0(w1, y1) .omme y2 7→ f(w1, y2, . . . , yn, θ) reste qS-di�érentiable pour w1 ∈ ∂∆1 d'après le orollaire 4.2, on peutitérer le proessus, et appliquer le théorème de Fubini (f étant bornée sur P ).Proposition 4.4. Si f : D ⊂ Λn
0 ×Λm

1 → Λ est ontinue sur D et séparément qS-di�érentiable sur D parrapport à haune de ses variables appartenant à Λ0 ou Λ1, alors elle est qS-di�érentiable sur D ; elle estharmonique sur D, don R-analytique sur D.Soit un polydisque P =
∏n

i=1 Pi(ai, ri).
∏m

j=1 Pj(bj, ̺j) ⊂⊂ D de frontière distinguée ∂0P .D'après (4.1), pour x = (y, θ) = (y1, ..., yn, θ1, ..., θm) ∈ 1
2P

f(x) = f(y, θ) =
∫

∂0P
f(z, ζ)

∏n
j=1K0(zj , yj)

∏m
j=1K1(ζj , θj)Pour tout zj ∈ ∂Pj(aj , rj), (resp. tout ζj ∈ ∂Pj(bj , ρj)), le noyau K0(zj , yj) (resp. K1(ζj , θj)) est Fréhet-

C∞ sur {yj/‖yj − aj‖ < rj/2} (resp. {θj/‖θj − bj‖ < ρj/2}) et l'on a, pour tous les multi-indies αj et βj ,ave es onditions sur zj, ζj , yj et θj :
‖D

αj
yj K0(zj , yj)‖ + ‖D

βj

θj
K1(ζj , θj)‖ ≤ Cste(rj , ρj).On déduit alors de 4.1 que f est de lasse C∞ au sens de Fréhet sur 1

2P et par suite qS-di�érentiable sur
1
2P .Nous avons :

∀j = 1, ..., n; ∀k = 0, ..., p;
∂2f

∂(yk
j )2

=
∂

∂yk
j

(
ek

∂f

∂y0
j

)
= e 2

k

∂2f

∂(y0
j )2

∀j = 1, ...,m; ∀ℓ = 1, ..., r; ∀k, sℓ ≤ k < sℓ+1
∂2f

∂(θk
j )2

= a 2
k

∂2f

∂(θ0j )2Comme ∑p
k=0 e

2
k =

∑s2−1
k=s1

a 2
k = · · · =

∑q
k=sr

a 2
k = 0, f est harmonique par rapport à haune desvariables y1, ..., yn, θ1, ..., θm, don globalement harmonique puisqu'elle est de plus ontinue en (y, θ).



14 17 otobre 20094.2. Analytiité. Pour j = 1, ...,m et θj =
∑q

1 θ
i
jεi notons :(4.2) Z(θj) =

q∑

i=1

aiθ
i
j et, pour tout k = 1, . . . , r : πk(θj) =

sk+1−1∑

i=sk

θi
j εiUne fontion f qS-di�érentiable sur D ⊂ Λn

0 ×Λm
1 est don analytique réelle en les variables (y0

1 , ..., y
p
1 , . . . ,

y0
n, . . . , y

p
n, θ

1
1, ..., . . . , θ

q
1, . . . , θ

1
m, . . . , θ

q
m).En fait, une fontion qS-di�érentiable possède une propriété d'analytiité bien plus forte puisqu'elle est lo-alement développable en série entière des variables y1 =

∑p
k=0 y

k
1 , y2, ..., yn, Z(π1(θ1)), ..., Z(πr(θ1)), . . . ,

. . . , Z(π1(θm)), ..., Z(πr(θm)).Proposition 4.5. Soit f : D ⊂ Λn
0 × Λm

1 → Λ une fontion qS-di�érentiable sur D.Pour tout (b, β) = (b1, ..., bn, β1, ..., βm) ∈ D, il existe r > 0 et des salaires AI,J ∈ Λ où I et J =
(J1, . . . , Jr) sont des multi-indies de Nn et (Nm)r respetivement, tels que pour ‖yj − bj‖ < r, j =
1, ..., n et ‖θj − βj‖ < r, j = 1, ...,m(4.3) f(y, θ) =

∑

I,J1,...,Jr

AI,J (y − b)I(Z1(θ − β))J1 ...(Zr(θ − β))Jrave absolue onvergene de la série. De plus :(4.4) I!J1! . . . Jr!AI,J =
∂|I|+|J1|+···+|Jr| f

∂yI∂(Z1θ)J1 . . . ∂(Zrθ)Jr
(b, β)Le développement (4.3) est valable sur tout polydisque P de entre (b, β) relativement ompat dans D.Nous avons noté

(y − b)I = (y1 − b1)
i1 ...(yn − bn)in si I = (i1, ..., in) ∈ Nn

Zk(θ − β) =
(
Z(πk(θ1 − β1)), . . . , Z(πk(θm − βm))

) où Z(πk(θ)) est dé�ni en (4.2)
(
Zk(θ − β)

)Jk

=
(
Z(πk(θ1 − β1))

) j1
k

. . .
(
Z(πk(θm − βm))

) jm
k si Jk = (j1k , . . . , j

m
k ) ∈ Nm

∂|Jk|

∂(Zkθ)Jk
=

∂|Jk|

∂(θsk

1 )j1
k . . . ∂(θsk

m )jm
kLemme 4.6. Soit f un polyn�me en les variables réelles (y0, .., yp) à oe�ients dans Λ ; f est qS-di�érentiable si et seulement si f est un polyn�me en la variable y =

∑p
j=0 x

jej.Il su�t de prouver la ondition néessaire pour les polyn�mes homogènes ar la partie homogène d'ordrek d'un polyn�me qS-di�érentiable est qS-di�érentiable. On raisonne par réurrene sur le degré d.Si d = 1, f est R-linéaire (à une onstante près) et S-di�érentiable don de la forme f(y) = ay + f(0) où
a ∈ Λ.Soit f polyn�me homogène en les variables réelles (y0, .., yp) de degré d ≥ 2 et S-di�érentiable. En tantque polyn�me, f est lisse au sens de Fréhet, et l'on a pour tout k = 0, .., p :

∀j :
∂2f

∂yj∂yk
=

∂

∂yk
(ej

∂f

∂y0
) = ej

∂

∂y0
(
∂f

∂yk
);les ∂f

∂yk sont don S-di�érentiables, homogènes de degré d− 1, don, par réurrene, il existe b ∈ Λ0 tel que
∂f
∂y0 = b(y)d−1 et ∂f

∂yk
= ekb(y)

d−1 ; par intégration f(y) =
∫ 1

0 df(ty).ydt = b
d
(y)d.Lemme 4.7. Soit f un polyn�me en les variables réelles (θ1, .., θq) à oe�ients dans Λ ; f est qS-di�érentiable si et seulement si f est un polyn�me en les variables Z(π1(θ)), ..., Z(πr(θ)).La ondition est lairement su�sante. On raisonne enore par réurrene sur d pour la preuve de lanéessité de la ondition. Pour un polyn�me homogène de degré d = 1, le résultat déoule de la dé�nitionde la qS-di�érentiabilité . Il est aisé de véri�er la qS-di�érentiablité de ∂f

∂θsj

pour j = 1, . . . , r si f esthomogène de degré d ≥ 2 ; par hypothèse de réurrene
∂f

∂θsj

(θ) =
∑

k1+···+kr=d−1

b
(j)
K

(
Z(π1(θ))

)k1
...
(
Z(πr(θ))

)kr
, b j

K ∈ Λ , j = 1, . . . , r ;D'où le résultat en appliquant la formule de Taylor et les relations ∂f
∂θk = ak

∂f
∂θ

sj pour sj ≤ k < sj+1,
k = 1, . . . , q.



17 otobre 2009 15Lemme 4.8. Soit f : Λ → Λ un polyn�me de degré d en les variables réelles y0, ..., yp, θ1, ..., θq ;
f est qS-di�érentiable si et seulement si f s'érit sous la forme :

f(y, θ) =

d∑

|K|=0
K=(k0,k1,...,kr)

AK yk0
(
Z(π1(θ))

)k1
. . .
(
Z(πr(θ))

)kr où AK ∈ Λ, ∀K ∈ N
r+1 .Preuve du lemmeIl su�t de le prouver pour les polyn�mes homogènes ar la partie homogène d'ordre k d'un polyn�meqS-di�érentiable (resp. S-di�érentiable) est qS-di�érentiable (resp. S-di�érentiable). On raisonne par ré-urrene sur le degré d. Lorsque d = 1, le résultat déoule immédiatement des dé�nitions de qS et S-di�érentiabilités. Soit don f un polyn�me en y0, ..., yp, θ1, ..., θq de degré d ≥ 2 et tel que d′′f = 0. Alors,néessairement d′′( ∂f

∂y0 ) = 0. Ou bien ∂f
∂y0 ≡ 0 et f(y, θ) = Ψ(θ) (puisque ∂f

∂yj = ej
∂f
∂y0 ). Ou bien ∂f

∂y0 est unpolyn�me homogène de degré d-1 et qS-di�érentiable. Par l'hypothèse de réurrene, nous avons alors :
∂f

∂y0
(y, θ) =

d−1∑

|K|=0
K=(k1,...,kr)

BK yd−1−|K|
(
Z(π1(θ))

)k1
. . .
(
Z(πr(θ))

)kr
, où BK ∈ Λet toujours ∂f

∂yj
= ej

∂f

∂y0d'où en appliquant omme plus haut la formule de Taylor à f(., θ) :
f(y, θ) =

d−1∑

|K|=0
K=(k1,...,kr)

B′
K yd−|K|

(
Z(π1(θ))

)k1
. . .
(
Z(πr(θ))

)kr
+ Ψ(θ) , où B′

K = BK/(d− |K|) , ∀Kd'où le résultat d'après le lemme 4.7 appliqué à Ψ.preuve de la proposition 4.5 : Soulignons que, en dehors de la diagonale, le noyau reproduisant
K0(x, y) des fontions S-di�érentiables sur un domaine de Λ0 est lisse au sens de Fréhet, mais n'est pas
S-analytique ; nous ne pouvons don pas raisonner exatement omme dans le as holomorphe de une ouplusieurs variables, même pour passer du as n = 1 au as n quelonque. Et la même remarque vaut pourle noyau K1.
• Si f : D ⊂ Λ0 → Λ est qS-di�érentiable sur D, elle est réelle analytique et pour tout a ∈ D, il existe desréels rk > 0 tels que(4.5) f(x) =

∑

J=(j0,..,jp)∈Np+1

αJ(x0 − a0)j0 . . . (xp − ap)jp où αJ ∈ Λave absolue sommabilité pour |xk−ak| < rk. Chaque omposante homogène de la série étant S-di�érentiable,d'après le lemme 4.6 il existe pour tout k ∈ N un élément ck ∈ Λ tel que(4.6) ∑

|J|=k
J=(j0,...,jp)

αJ(x0 − a0)j0 . . . (xp − ap)jp = ck(x− a)k ;d'où par assoiativité des familles sommables :(4.7) f(x) =

∞∑

0

ck(x− a)kave onvergene en norme de la série pour ||x− a|| < minj rj .En dérivant terme à terme le seond membre de (4.5), on obtient, puisque e0 est le neutre de Λ, en tenantompte de (4.6) où nous avons ck = α(k,0,...,0) :(4.8) ∂kf

∂xk
0

(a) = k! ck soit enore ∂kf

∂x k
(a) = k! ckRemarque : tout revient don à dériver terme à terme (4.7).
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• Soit f qS-di�érentiable sur D ⊂ Λn

0 , n ≥ 2 ; supposons n = 2 pour alléger l'ériture. Au voisinage d'unpoint (a, b) ∈ D :
f(x, y) =

∑

I,J∈Np+1

I=(i0,..,ip),J=(j0 ,..,jp)

γI,J(x0 − a0)i0 . . . (xp − ap)ip (y0 − b0)j0 . . . (yp − bp)jp

=
∑

J

[∑

I

γI,J(x0 − a0)i0 . . . (xp − ap)ip

]
(y0 − b0)j0 . . . (yp − bp)jpave sommabilité pour ||x− a|| < r, ||y − b|| < ρ.Par propriétés des séries entières, pour tout J �xé, la famille (γI,J(x0−a0)

i0 . . . (xp−ap)
ip
)
I
est sommable,de somme ∑∞

k=0

(∑
|I|=k γI,J(x0 − a0)

i0 . . . (xp − ap)
ip
) ; f est S-di�érentiable sur D, et don la somme∑

I γI,J(x0 − a0)
i0 . . . (xp − ap)

ip est S-di�érentiable sur {x , ||x − a|| < r} ; appliquant le lemme 4.6 auxomposantes homogènes de ette somme, nous obtenons(4.9) f(x, y) =
∑

J∈Np+1

[ ∞∑

k=0

ck,J (x−a)k
]
(y0−b0)j0 . . . (yp−bp)jp =

∑

J,k

ck,J (x−a)k (y0−b0)j0 . . . (yp−bp)jpave ck,J = γ(k,0,...,0),J .Les familles (ck,J(y0−b0)j0 . . . (yp−bp)jp(x−a)k
)
J
sont sommables, mais (x−a)k peut être diviseur de zérolorsque k 6= 0, et nous devons justi�er, pour tout k ∈ N∗, la sommabilité de (ck,J (y0−b0)j0 . . . (yp−bp)jp

)
J
.nous avons (x − a)k = (x0 − a0)ke0 +

∑′ ; la famille (ck,J (y0 − b0)j0 . . . (yp − bp)jp(x0 − a0)ke0

)
J
estsommable et il en sera de même pour (ck,J(y0 − b0)j0 . . . (yp − bp)jp

)
J
dès que x0 6= a0 e qui est toujoursvéri�é pour un x prohe de a onvenablement hoisi. Les sommes ∑J ck,J (y0 − b0)j0 . . . (yp − bp)jp étantS-di�érentiables, on onlut grâe au lemme 4.6 :

f(x, y) =
∞∑

ℓ,k=0

Ak,ℓ(x− a)k(y − b)ℓ ave Ak,ℓ = γ(k,0,...,0),(ℓ,0)Et l'on obtient par dérivation :(4.10) ℓ! k!Ak,ℓ =
∂ℓ+kf

∂(x0) k ∂(y0) ℓ
(a, b) soit enore ℓ! k!Ak,ℓ =

∂ℓ+kf

∂xk∂y ℓ
(a, b)

• soit f qS- di�érentiable sur un domaine D ⊂ Λn
0 × Λm

1 ; supposons n = m = 1, le as général étantanalogue.La proposition 4.1 permet d'érire au voisinage de (a, β) ∈ D :
f(y, θ) =

∑

J=(j1,..,jq)∈Nq

I=(i0,..,ip)∈Np+1

γI,J(y0 − a0)i0 . . . (yp − ap)ip (θ1 − β1)j1 . . . (θq − βq)jq(4.11)
=

∑

I

(∑

J

γI,J(θ1 − β1)j1 . . . (θq − βq)jq
)
(y0 − a0)i0 . . . (yp − ap)ipPour tout multi-indie I ∈ Np+1, la série ∑J γI,J(θ1 − β1)j1 . . . (θq − βq)jq est absolument sommable,de somme∑∞

k=0

∑
|J|=k γI,J(θ1 − β1)j1 . . . (θq − βq)jq ; par qS-di�érentiablité de haque partie homogènedans ette série, on déduit du lemme 4.7 l'ériture suivante de f au voisinage de (a, β) :

f(y, θ) =
∑

I

( ∑

k1,...,kr∈N

αI,(k1,..,kr)

(
Z(π1(θ − β))

)k1
. . .
(
Z(πr(θ − β))

)kr

)
(y0 − a0)i0 . . . (yp − ap)ipoù αI,(k1,..,kr) = γI,(js1 ,0,..,0,js2 ,0,..,0,jsr ,0,..,0).On véri�e, omme préédemment, la sommabilité de haque famille (αI,k1,..,kr
(y0 − a0)i0 . . . (yp − ap)ip)I ;si k1 + . . . kr 6= 0 ; hoisissons θ = β+

∑r
ℓ=1 ηℓεsℓ

, ηℓ réel, 0 < ηℓ << 1 ; alors Z(π1(θ−β))
)k1

. . .
(
Z(πr(θ−

β)) = ηk1
1 . . . ηkr

r e0 est inversible ; la famille (αI,k1,..,kr

(
Z(π1(θ−β))

)k1
. . .
(
Z(πr(θ−β))

)kr

)
(y0−a0)i0 . . . (yp−

ap)ip
)
I=(i0,...,ip)

étant sommable pour η1, ..., ηr su�samment petits, il en est de même de (αI,(k1,..,kr) (y0−

a0)i0 . . . (yp − ap)ip)I . Chaque somme ∑I(αI,(k1,..,kr) (y0 − a0)i0 . . . (yp − ap)ip)I est S-di�érentiable, ainsique ses omposantes polynomiales homogènes, il déoule du lemme 4.6 le développement herhé :
f(y, θ) =

∞∑

µ=1

∞∑

|K|=0
K=(k1,..,kr)

Aµ,K (y − a)µ Z(π1(θ − β))
)k1

. . .
(
Z(πr(θ − β))

)kr ave Aµ,K = α(µ,0,..,0),K .



17 otobre 2009 17Dérivant terme à terme dans 4.11, on obtient ensuite par uniité du développement en série entière :
µ!k1!...kr!Aµ,(k1,...,kr) =

∂µ+k1+...+krf

∂(y0)µ∂(θs1)k1 . . . ∂(θsr )kr
(a, β) =

∂µ+k1+...+krf

∂yµ∂(θs1)k1 . . . ∂(θsr )kr
(a, β)La dernière assertion de la proposition déoule de (4.4), de la proposition 4.9 i-après et du théorème deprolongement des fontions analytiques de variables réelles. Q.E.D.inégalités de type Cauhy :Lorsque f est ontinue sur P̄ (ou seulement bornée en norme sur P ) et qS-di�érentiable sur P =∏

j ∆j(aj ; rj), elle est de lasse C∞ au sens de Fréhet sur P et on peut prendre les dérivées dans laformule (4.1) pour ||xj − aj || < rj/2 pour tout j = 1, . . . , n+m ; rappelons que
∂f

∂yj

=
∂f

∂y0
j

et ∂|β|f

∂(Zk(θ)β
=

∂|β|f

∂(θsk

1 )β1 . . . ∂(θsk
m )βm

.Nous obtenons :Proposition 4.9. Pour f qS-di�érentiable sur un polydisque P =
n+m∏

j=1

∆j(aj ; rj) et ontinue sur P̄ , nousavons :(4.12) ||
∂|I|+|J1|+...|Jr| f

∂yI∂(Z1(θ))J1 . . . ∂(Zr(θ))Jr
(a)|| ≤ cI,J1,...,Jr

. sup
P̄

||f ||.r−[I,J1,...,Jr]où cI,J1,...,Jr
∼ I!J1! . . . Jr! lorsque min(|I|, |J1|, . . . , |Jr|) → +∞.Nous avons noté pour I = (i1, ..., in) et Jk = (jk

1 , . . . , j
k
m) , k = 1, ..., r :

r−[I,J1,...,Jr] = r−i1
1 . . . r−in

n (rn+1)
−j1

1−···−jr
1 . . . (rn+m)−j1

m−···−jr
m .Nous déduisons de es inégalités et de la proposition 4.5 un résultat de type Liouville :Corollaire 4.10. Une fontion qS-di�érentiable et bornée en norme sur Λn

0 × Λm
1 est onstante.5. Deux théorèmes de type Hartogs5.1. Un théorème de Hartogs de qS-di�érentiablité séparée. Une fontion f séparément holo-morphe par rapport à haque variable zj de Cn , j = 1, . . . , n, sur un domaine Ω de Cn est holomorphesur Ω sans autre hypothèse de régularité globale sur f mais e théorème de Hartogs n'est plus valable pourles fontions R-analytiques.Pour les fontions S-di�érentiables, lorsque les oe�ients Γk

ij véri�ent une ondition de positivité, nousobtenons un résultat de type Hartogs.Notons ak =
∑p

ℓ=0 a
ℓ
k eℓ.définition : une CSA Λ véri�e la ondition de positivité (P) si, pour tous X,Y, Y 1, . . . , Y r ∈ Rp+q+1, ona

(P0)
( p+q∑

0

(Xj)
2
) ∑

k=0,...,p
j=0,..,p+q;

( p+q∑

m=0

YmΓj
mk

)2
− 2

p∑

k=0

(∑

j

Xj

∑

m

YmΓj
mk

)2
≥ 0

(P1) ||X ||2
∑

i=1,...,r
j=0,..,p+q;

∑

si≤k<si+1

( p+q∑

m=0

Y i
m

p∑

ℓ=0

aℓ
kΓj

ℓm

)2
− 2

r∑

i=1

∑

si≤k<si+1

(∑

j

Xj

∑

m

Y i
m

p∑

ℓ=0

aℓ
kΓj

ℓm

)2
≥ 0Il y a plusieurs façons d'exprimer la ondition (P0) par exemple. Si l'on note Id la matrie unité d'ordre

d et Z = Z(Y ) la matrie de terme général Zj
k =

∑
m Γj

mk Ym, ette ondition énone que la matrie(∑
j,k(Zj

k)2
)
Ip+1 − 2tZ Z est positive.Cette ondition (P0) exprime aussi la positivité de la matrie

‖X‖2

p+q+1∑

i=0

tΓi
.. Γ

i
.. − 2 tW Woù l'on note Γi

.. la matrie à p+1 lignes et p+q+1 olonnes de terme général Γi
jk, et W = W (X) la matried'ordre p+q+1 de terme général Wkl =

∑p+q+1
j=0 Γj

klXj .Théorème 5.1. On suppose que la CSA Λ véri�e la propriété (P), ou la ondition (P) i-dessous, ettoujours les onditions (A0) et (A1). Alors une fontion f dé�nie sur un domaine Ω de Λn
0 × Λm

1 àvaleurs dans Λ séparément qS-di�érentiable en les variables y1, . . . , yn, θ1, . . . , θm est de lasse C1 au sensde Fréhet sur Ω et par suite est qS-di�érentiable en tout point x = (y, θ) de Ω.



18 17 otobre 2009Rappelons que nous supposons toujours les onditions (A0) et (A1) véri�ées dans la suite.Lemme 5.2. Sous la ondition (P) sur Λ, si f est une fontion qS-di�érentiable de Ω ⊂ Λ0 (ou Ω ⊂ Λ1)dans Λ alors log ||f || est sous-harmonique sur Ω.Il su�t de véri�er la sous-harmoniité sur Ω′ := {y ∈ Ω , f(y) 6= 0}. Supposons Ω ⊂ Λ0.Pour une plus grande lisibilité des aluls, nous noterons ii f =
∑p+q

0 fjej et pour y ∈ Λ0 : y =
∑p

0 yiei.Nous allons véri�er la positivité sur Ω′ de ∆log ||f ||2.(5.1) ∆log ||f ||2 =
2ν(f)

||f ||4
où ν(f) = ||f ||2

( p+q∑

j=0

fj∆fj +

p+q∑

j=0

p∑

k=0

(
∂fj

∂yk

)2
)
− 2

p∑

k=0

( p+q∑

j=0

fj

∂fj

∂yk

)2La fontion f est S-di�érentiable sur Ω don harmonique et tous les fj sont harmoniques sur Ω. Ildéoule par ailleurs de la S-di�érentiabilité de f (i.e. ∑p
i=0(

∂f
∂yi

− ei
∂f
∂y0

)dxi ≡ 0 sur Ω) les relations :
∂fj

∂yk

=

p+q∑

m=0

∂fm

∂y0
Γj

mk sur Ω , ∀j = 0, . . . , p+ q , ∀k = 0, .., p .Par suite :
ν(f) =

( p+q∑

j=0

f 2
j

) ∑

k=0,...,p
j=0,...,p+q

( p+q∑

m=0

∂fm

∂y0
Γj

mk

)2

− 2

p∑

k=0

( p+q∑

j=0

fj

p+q∑

m=0

∂fm

∂y0
Γj

mk

)2D'où le résultat grâe à la ondition (P0).Les aluls sont analogues si Ω ⊂ Λ1 ; on utilise simplement (P1) et le fait que si f(θ) est qS-di�érentiable
∂fj

∂θk

=

p+q∑

m=0

p∑

ℓ=0

aℓ
kΓj

ℓm

∂fm

∂θsi

sur Ω , ∀j = 0, . . . , p+ q , ∀k = 1, .., q ave si ≤ k < si+1 .remarque :De façon identique à e qui se passe dans la démonstration lassique du théorème de Hartogs en analyseomplexe, la sous-harmoniité de log ||f || n'est utilisée ii que pour en déduire la ontinuité de la fontion
‖f‖. Or es propriétés, ontinuité ou aratère borné, ne dépendent pas de la norme hoisie, ni de lamétrique retenue pour dé�nir le laplaien. Il semble don légitime, pour le alul du laplaien de log ‖f‖ dene pas se ontenter de la norme et de la métrique dé�nies en onsidérant omme orthonormées les bases de
Λ0 et Λ déjà utilisées. Dans l'exemple 4, la fontion f(x) = (e0 + 2e1 + 3e3)x est S-di�érentiable et même
Λ0-linéaire, mais log ||f || n'est pas sous-harmonique (Rappelons que la norme ||.|| n'est pas multipliative).Pourtant, dans une base ontenant le veteur e0 + 2e1 + 3e3, elle devient sous-harmonique.Nous allons, par onséquent, e�etuer deux hangements de bases dans Λ, et aluler ∆ log‖f‖ dans esnouvelles bases, 'est-à-dire ave ‖f‖′′ alulé ave la norme dé�nie par la première des deux bases de Λ,et le laplaien ∆′ dé�ni par la nouvelle métrique induite par la deuxième base de Λ.Soient (e′0, ..., e

′
p) la nouvelle base de Λ0 ave e′j =

∑p
i=0 pi,jei et P la matrie de passage de (ej) à (e′j),et (e′′0 , ..., e

′′
p+q) la nouvelle base de Λ ave e′′β =

∑p+q
α=0 qα,βeα et Q la matrie de hangement de basesassoiée. On a f =

∑p+q
α=0 fαeα =

∑p+q
β=0 f

′′
β e

′′
β . Don

‖f‖′′2 = ‖f ′′‖2 = tf tQ−1Q−1f = Tr(f tf Q−1 tQ−1)et, en notant ∂2g
∂x2 la matrie jaobienne de g,

∆′ log ‖f‖′′ =
1

2
Tr

[
tP P

∂2

∂x2

(
log T r(f tf Q−1 tQ−1)

)]
,soit, après un alul élémentaire, en notant q−1

αβ les éléments de Q−1,
‖f‖′′4 ∆′ log ‖f‖′′(5.2)

=
(∑

α

(
∑

β

fβq
−1
βα)2

) ∑

i,j,k,α,β,γ

pikpjkq
−1
βαq

−1
γαfγ

p+q∑

l,l′=0

∂2fl

∂x2
0

Γl′

ij Γβ
l,l′(5.3)

+
(∑

α

(
∑

β

fβq
−1
βα)2

)∑

k,δ

( ∑

j,γ,µ

pjkq
−1
γδ

∂fµ

∂x0
Γγ

µj

)2(5.4)
− 2

∑

k

( ∑

i,α,β,γ,δ

pikq
−1
βαq

−1
γα fγ

∂fδ

∂x0
Γβ

δi

)2
.(5.5)



17 otobre 2009 19Nous reherhons la positivité de l'expression i-dessus. Mais le premier terme n'est pas quadratique en
fγ et en ∂2fl

∂x2
0
. Il ne peut don être positif qu'en s'annulant, 'est-à-dire si pour tout γ ∈ {0, ..., p + q} et

l ∈ {0, ..., p+ q},
∑

i,j,k,α,β,l′

pikpjkq
−1
βαq

−1
γαΓl′

ijΓ
β
ll′ = 0,don ∑

i,j,k,α,β

〈eiejel, eβ〉 pikpjkq
−1
βαq

−1
γα = 0,ou enore

∑

α

〈∑

k

(e′k)2 el,
∑

β

q−1
βαeβ

〉
q−1
γα = 0,'est-à-dire : 〈∑

k

(e′k)2el,
∑

β

q−1
β,αeβ

〉
= 0 pour tout l, α.Cela peut enore s'érire, pour tout Z ∈ Λ et tout l :

〈∑

k

(e′k)2el, Z

〉
= 0,don aussi ∑

k

(e′k)2el = 0,et �nalement ∑

k

(e′k)2 = 0.On voit don ii que la ondition ∑p
k=0 (e′k)2 = 0 sur la nouvelle base de Λ0 est néessaire et su�santepour que le terme (5-3) soit nul.Il reste maintenant à s'assurer de la positivité de la somme des deux derniers termes dans l'expressionde ∆′log‖f‖′′. En notant Xα =

∑
β q−1

βαfβ et Yδ = ∂fδ

∂x0
, ei s'érit, pour tout X et Y de Rp+q+1 :

‖X‖2
∑

k,δ

( ∑

j,γ,µ

pjkq
−1
γδ Y µΓγ

µj

)2
− 2

∑

k

( ∑

i,α,β,δ

pikq
−1
βαXαYδΓ

β
δi

)2
≥ 0,(5.6)soit enore

‖X‖2
∑

k,δ

(〈
e′k
∑

µ

Yµeµ,
∑

γ

q−1
γδ eγ

〉)2

− 2
∑

k


∑

α

〈
e′k
∑

δ

Yδeδ,
∑

β

q−1
βαeβ

〉
Xα




2

≥ 0,(5.7)et, si nous posons e′′δ =
∑

γ q
−1
γ,δeγ et Y =

∑p+q
α=0 Yαeα, nous pouvons enore érire ei :

(
p+q∑

α=0

X2
α

)∑

k,δ

〈e′kY, e
′′
δ 〉

2
− 2

∑

k

(∑

α

〈e′kY, e
′′
α〉Xα

)2

≥ 0(5.8)(le produit salaire est relatif à la base orthonormée (eα)).Finalement, nous pouvons remplaer, dans le théorème (5-1), la ondition (P) par la ondition (P) sui-vante :il existe une base (e′k) de Λ véri�ant∑p
k=0 (e′k)2 = 0,et il existe une base (e′′k) de Λ telle que pour tout X =

∑p+q
α=0 Xαeα et Y de Λ,(∑p+q

α=0X
2
α

)∑
k,δ 〈e

′
kY, e

′′
δ 〉

2 − 2
∑

k (
∑

α 〈e′kY, e
′′
α〉Xα)

2 ≥ 0.Ii enore, le produit salaire 〈 , 〉 est relatif à la base orthonormée (eα).Avant de prouver le théorème 5.1, établissons quelques résultats préliminaires.



20 17 otobre 2009Le résultat suivant, d'essene purement topologique, déoule du théorème de Baire et est lassique :Lemme 5.3. Si f est séparément ontinue sur D ⊂ Λn
0 × Λm

1 , en x′ = (y2, .., yn, θ1, . . . , θm) (pour y1�xé) et en y1 (pour x′ �xé) (resp. en x′ = (y1, .., yn, θ1, . . . , θm−1) (pour θm �xé) et en θm (pour x′ �xé)),alors pour tout polydisque fermé d'intérieur non vide P̄ =
∏n+m

j=1 Pj ⊂ D, il existe un polydisque ouvertnon vide ω ⊂
∏n+m

j=2 Pj tel que ||f || soit borné sur P1 × ω (resp. ω ⊂
∏n+m−1

j=1 Pj tel que ||f || soit bornésur ω × Pn+m).En partiulier, l'ensemble des points de D au voisinage desquels ||f || est bornée est dense dans D.Lemme 5.4. Soit f dé�nie sur un polydisque D =
∏n+m

1 Dj ⊂ Λn
0 × Λm

1 , où n 6= 0, et pour j = 1, ..., n(resp. j = n+ 1, ..., n+m) Dj = {yj ∈ Λ0 , ||yj || < R} (resp. Dj = {θj ∈ Λ1 , ||θj || < R} , ) ; on suppose
f(y1, y

′, θ) qS-di�érentiable en (y′, θ) sur D ′ =
∏n+m

2 Dj pour y1 �xé dans D1 et qS-di�érentiable en
y1 ∈ D1 pour (y′, θ) �xé dans D′.S'il existe 0 < r < R et (a′, β) ∈ D′ tels que ||f || soit bornée parM sur P = {(y, θ) , ||y1|| < R , ||yj−a′j || ≤

r , ∀j = 2, .., n et ||θj − βj || ≤ r , ∀j = 1, . . . ,m } := D1 × P ′ ⊂ D, alors nous avons sur D1 × P ′ :(5.9) f(y1, y
′, θ) =

∑

I∈Nn−1

J=(J1,...,Jr)∈Nmr

AIJ (y1) (y′ − a′) I Z1(θ − β)J1

. . . Zr(θ − β)Jr

,où, pour tout multi-indie (I; J) ∈ Nn−1 × Nrm l'appliation AIJ est qS-di�érentiable sur D1 et telle quepour y1 ∈ D1 :(5.10) ||AIJ (y1)|| r
|I|+|J1|+...+|Jr| ≤ cste(p, q, n,m)MLemme 5.5. Soit f dé�nie sur un polydisque D =

∏m
1 Dj ⊂ Λm

1 , où Dj = {θj ∈ Λ1 , ||θj || < R} ; onsuppose f(θ1, θ
′) qS-di�érentiable en θ′ sur D′ =

∏m
2 Dj pour θ1 �xé, et qS-di�érentiable en θ1 sur D1pour θ′ �xé dans D′.S'il existe 0 < r < R et b′ ∈ D′ tels que ||f || soit bornée par M sur P = {θ | ∀j = 2, ..,m ; ||θj − b′j || ≤

r et ||θ1|| < R} := D1 × P ′ ⊂ D alors(5.11) f(θ1, θ
′) =

∑

J=(J1,...,Jr)
=(j1

2
,...,j1m;...;jr

2
,...,jr

m)∈N
r(m−1)

AJ(θ1)Z1(θ
′ − b′)J1

. . . Zr(θ
′ − b′)Jroù, pour tout multi-indie J , AJ est qS-di�érentiable sur D1 et tel que pour θ1 ∈ D1 :(5.12) ||AJ (θ1)|| r

|J1|+...+|Jr| ≤ cste(q,m)Mpreuve des deux derniers lemmes. Pour ||y1|| < R, f(y1, ., .) est qS-di�érentiable sur D′ et (5.9)déoule de la proposition 4.5 et les inégalités (5.10) sont elles de Cauhy (f. proposition 4.9).
AIJ (y1) =

1

I!J1!...Jr!

∂|I|+|J1|+...+|Jr|f

∂y i2
2 ...∂y in

n ∂(Z1(θ))J1 ...∂(Zr(θ))Jr
(y1, a

′, β)

=
1

I!J1! . . . Jr!

∫

∂0P ′

f(y1, z
′, τ)

n∏

k=2

∂ikK0(zk, yk)

∂yik

k

∣∣∣
y′=a′

m∏

k=1

∂j1
k+···+jr

kK1(τk, θk)

∂(θs1

k )j1
k . . . ∂(θsr

k )jr
k

∣∣∣
θ=β

(5.13)la dernière égalité étant validée par le fait que f est bornée sur P .Soit a1 ∈ D1 et 0 < ρ < R tel que ∆1 = {w , ||w − a1|| < ρ} ⊂⊂ D1 ; nous avons pour ||y1 − a1|| < ρ/2 et
(z′, τ) ∈ P ′ ⊂ D′

f(y1, z
′, τ) =

∫

∂∆1

f(w, z′, τ)K0(w, y1)par suite
∣∣∂f(y1, z

′, τ)

∂yν
1

∣∣ ≤M.cste(ρ) pour tout ν = 0, . . . , pe qui permet de prouver la Fréhet di�érentiabilité de AIJ et d'érire ensuite, à partir de (5.13) :
∂AIJ

∂yν
1

(y1) =
1

I!J1! . . . Jr!

∫

∂0P ′

∂f

∂yν
1

(y1, z
′, τ)

n∏

k=2

∂ikK0(zk, yk)

∂yik

k

∣∣∣
y′=a′

m∏

k=1

∂j1
k+···+jr

kK1(τk, θk)

∂(θs1

k )j1
k . . . ∂(θsr

k )jr
k

∣∣∣
θ=β

= eν

∂AIJ

∂y0
1

(y1) , ∀ν = 1, ..., p



17 otobre 2009 21d'où la qS-di�érentiabilité des AIJ sur D1.La preuve du lemme 5.5 est analogue.preuve du théorème 5.1 : tenant ompte des lemmes i-dessus, on termine la preuve omme elle duthéorème de Hartogs pour les fontions séparément holomorphes de plusieurs variables omplexes (f. [H℄par exemple). Nous en rappelons le shéma ; la preuve du théorème se fait par réurrene, le résultat étanttrivial pour n+m = 1.Supposons le théorème véri�é pour n +m − 1 ≥ 1 et, par exemple, n ≥ 2. Soit z ∈ Ω et R > 0 tel que
P = {x ∈ Ω , |zj − xj | < 2R , j = 1, . . . n + m} ⊂⊂ Ω ; le lemme 5.3 assure l'existene de 0 < r < Ret de a = (a1, a

′, β) ∈ γP , où 0 < γ ≤ 1/2 est une onstante à préiser, a′ = (a2, . . . , an) ∈ Λn−1
0 ,

β = (β1, . . . , βm) ∈ Λm
1 , tels que ||f || soit bornée sur {x = (y1, y

′, θ) , |y1 − z1| < R , max
2≤j≤n

|yj − aj | ≤

r , max
1≤j≤m

|θj − βj | ≤ r }. D'après la dernière assertion de la proposition 4.5, f s'érit sur D := {x =

(y1, y
′, θ) , |y1 − z1| < R , max

2≤j≤n
|yj − aj | < R , max

1≤j≤m
|θj − βj| < R } :(5.14) f(y1, y

′, θ) =
∑

I∈Nn−1

J=(J1,...,Jr)∈Nmr

AIJ(y1) (y′ − a′) I
(
Z1(θ − β)

)J1

. . .
(
Zr(θ − β)

)Jr

,D'après les lemmes 5.4 et 5.2, les fontions log ||AI,J(y1)|| sont sous-harmoniques sur D1 = {y1, |y1− z1| <
R} et il déoule de (5.10) que les fontions (|I| + |J |)−1 log ||AI,J (y1)|| sont majorées uniformément en
y1 ∈ D1 et en I, J . Par ailleurs, étant donné 0 < ρ < R, par sommabilité du seond membre de (5.14), nousavons lim sup|I|+|J| (|I|+ |J |)−1 log ||AI,J (y1)|| ≤ 1/αρ pour tout y1 ∈ D1, où 0 < α ≤ 1 est une onstantetelle que pour u ∈ Λ1, on a ||u|| < R dès que ||Z(πk(u)|| ≤ αρ pour tout k. Un résultat lassique sur lesfontions sous-harmoniques (f. [H℄ Théorème 1.6.13 ) permet alors d'obtenir pour tout ompat K de D1 :
lim sup|I|+|J|

(
supK((|I|+ |J |)−1 log ||AI,J(y1)||)

)
≤ 1/αρ. La famille (AI,J(y1)(y

′ − a′)IZ(θ− β)J
)
I,J

estdon uniformément sommable sur tout ompat de αD ; tous ses termes étant ontinus sur αD, il en est demême de la somme f de la famille ; f est bien qS-di�érentiable sur un voisinage de z d'après la proposition4.4.Le as n < 2 se traite de même, en faisant appel au lemme 5.5 lorsque n = 0.5.2. Un théorème de prolongement de type Hartogs-Bohner. Grâe à la formule de représentationintégrale des fontions S-di�érentiables donnée par le orollaire 3.4 et aux propriétés de l'opérateur d′′,nous obtenons :Théorème 5.6. : Sous les onditions (A0) et (A1), si ∂Ω est le bord onnexe d'un domaine Ω borné de
Λn

0 × Λm
1 , ave n+m ≥ 2, et f une fontion qS-di�érentiable au voisinage de ∂Ω, alors f se prolonge enune fontion qS-di�érentiable sur Ω.L'opérateur d′′ et le noyau K véri�ent hors de la diagonale de R

n,m
Λ : d′′xK(0)(w, x) = −d′′wK

(1)(w, x) où
K(j)(w, x) désigne la omposante de degré j en x et n(p+1)+mq−1−j en w du noyauK. Par suite, si D1,
D2 sont des domaines à frontière de lasse C1 par moreaux, D1 ⊂⊂ Ω ⊂⊂ D2 ave ∂Dj ⊂ V , j = 1, 2 où
V est un voisinage ouvert de ∂Ω sur lequel f est qS-di�érentiable, les fontions Fj =

∫
∂Dj

f(w)K(0)(w, x),
j = 1, 2 sont qS-di�érentiables respetivement sur R

n,m
Λ \ ∂D1 et sur R

n,m
Λ \ ∂D2. Supposant par exemple

n 6= 0, en appliquant le orollaire 4.10 à la fontion (y1, a
′, b) ∈ Λ0×Λn−1

0 ×Λm
1 7→ F1(y1, a

′; b) pour haque
(a′, b) tel que Λ0 × {(a′, b)} ∩ ∂D1 = ∅, on montre ensuite, par prolongement analytique, que la fontion
F1 est nulle sur la omposante onnexe non bornée de D1. Par suite, la fontion F2 est qS-di�érentiablesur Ω et prolonge f . La preuve du théorème est alors analogue à elle du Kugelsatz de Hartogs-Bohnerdonnée dans [LM℄ par exemple. Référenes[BM℄ R. BOTT and J. MILNOR, On the parallelizability of the spheres, Bull. AMS, 64, (1958), 87-89.[H℄ L. HÖRMANDER, Complex Analysis in Several Variables North Holland (1973).[HP℄ R. HARVEY and J. POLKING, Fundamental solutions in omplex analysis, Parts 1 and 2,Duke Math. J., Vol 46, 253-340 (1978).[K℄ A. KHRENNIKOV, Superanalysis, Kluwer Aademi Publishers, Dordreht (1999).[LM℄ I. LIEB and J. MICHEL, The Cauhy-Riemann omplex, Integral Formulae and Neumann problem. Vieweg Aspetsof Math., Wiesbaden (2002).


