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SUR LES LOIS DE CHAINES DE MARKOV DUALES SUR 7Z

Jean-Marc Derrien et Frédérique Plantevin

Laboratoire de Mathématiques, Université de Brest, UEB
6, avenue Victor Le Gorgeu, 29285 Brest, France

28 Septembre 2009

Résumé : On établit une formule de correspondance entre les lois de chaines de Markov
«duales» sur Z. Cette formule apporte une contribution a I’étude des marches aléatoires en
milieu aléatoire stationnaire.

Mots-clés : Chaines de Markov, dualité, conductances et résistances, marches aléatoires en
milieu aléatoire stationnaire.

Abstract : We establish a correspondence formula between the laws of dual Markov chains on
Z. This formula contributes to the study of random walks in stationary random environments.

Keywords : Markov chains, duality, conductances and resistances, random walks in stationary
random medium.

1. Introduction Dans [4], les auteurs montrent que la loi du temps de retour en 0 pour une
chaine de Markov de naissances et de morts (sur I'ensemble N des entiers naturels) s’exprime
aisément a ’aide de la loi d’une chaine de Markov «duale» obtenue par interversion en chaque
site de la probabilité de faire un pas vers la droite avec celle de faire un pas vers la gauche.

Considérer de telles chaines de Markov «duales» garde un sens lorsque I'on s’intéresse a
des chaines de Markov sur I’ensemble Z des entiers relatifs. Elles apparaissent naturellement
dans différentes situations comme dans I'application détaillée au paragraphe 3 ci-dessous ou
encore dans [3].

Dans cette note, on montre qu’il existe une relation simple entre la loi d’'une chaine de
Markov aux plus proches voisins sur Z et la loi de la chaine «duale» associée (théoreme 1).

Cette relation s’applique en particulier aux chaines de Markov sur le réseau Z des en-
tiers relatifs dont les probabilités de transition aux plus proches voisins sont proportionnelles
a des conductances fixées sur les arétes du réseau. Lorsque la famille de conductances est
obtenue comme réalisation d'une suite stationnaire de variables aléatoires strictement posi-
tives, on montre par exemple que, a chaque instant et en moyenne relativement a 1’aléa des
conductances, la moyenne quadratique d’une telle chaine de Markov coincide avec celle de
la chaine de Markov dont les probabilités de transition sont proportionnelles aux résistances
(corollaire 2).



2. Chaines de Markov duales sur Z et énoncé du résultat principal

Dans la suite, les chaines de Markov considérées sont toutes des chaines de Markov
homogenes aux plus proches voisins sur Z.

Désignons par (S,),>0 une telle chaine de Markov et notons pg, k € Z, la probabilité
pour (S,,) de se déplacer de k vers k + 1 :

pr = PlSppi=k+1]|5,=FK|
= 1-P[Syy1=k—1|S,=k, k€Z,neN.

La probabilité de transition de (.S,) est caractérisée par 'application

P:Z — [0,1]
k — px

Dans cette note, on appelle chaine de Markov duale de (S,,) la chaine de Markov (S})
sur Z dont la probabilité de transition est caractérisée par

P :Z — [0,1]
ko — pri=1-pg

Notre but est d’établir une formule de correspondance entre la loi de (.5,,) et celle de (S})
(théoreme 1 ci-dessous) et de I'appliquer aux marches aléatoires en milieu aléatoire sur Z
(paragraphe 6).

Théoreme 1 Awvec les notations précédentes, pour tout entier naturel n et tout élément [
de Z, on a l’égalité
P[Sr = —1| Sy =0]

- P[Sn:uSo=—1+1]+(113>[5n>1\50:—z+1]_1p[sn>—1|50:—1_1]).

Remarques

1. Les trois probabilités qui apparaissent dans le second membre de ’égalité précédente
correspondent respectivement aux probabilités

P[S,=1]|So=0], P[S, >1]|Sy=0] et P[S, >1—2]| Sy =—-2]
pour la famille de probabilités de transition décalée
0P k€ Z pr_iq €[0,1].
2. On obtient symétriquement que, [ étant toujours dans Z,

P[S; =1 S; =0]
= P[S,=-1]Sy=1—1]+(P[Sy<—1|So=1-1—P[S, <1]|Sy=1+1])
6 'P[S, = —1| Sy = 0] + (8PS, < 1| So = 0] — 6F'P[S, < 1| Sy = 0])
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(avec des notations qui sont précisées a la fin du paragraphe 5).

3. Premieéres constatations sur un exemple

Intéressons-nous a la probabilité que (Sy, S1, Sa, . .., S10) emprunte un chemin particulier

I:=(0,-1,0,1,2,3,4,3,2,3,2) .

Figure 1 : Représentation du chemin I'

On a
P[(So, 51,2, .- ,510) =T = qo p—1 Po P1 P2 P3 G143 P2 G5 -

En développant ce dernier produit relativement a chaque facteur g, = 1 — pg, on obtient
une somme de seize termes

) Lp_i pop1p2ps1lps (—ps)

P—1 Do p1 P2 p3 1 (—=p3) p2 (—ps3)
Lp_1pop1p2ps (—pa) 1 p2 (—p3)
1 p_1 pop1p2 p3 (—p4) (—p3) P2 (—ps)
(=po) p—1 Po 1 P2 p3 1 1 ps (—ps3)
(=po) P—1 Po 1 P2 p3 1 (—p3) p2 (—p3)
(=po) p—1 o p1 P2 3 (—pa) 1 p2 (—p3)
(=po) P—1 Po 1 P2 P3 (—p4a) (—p3) P2 (—p3) -

Ipipopipep31l1lpsl
Lp_1popip2psl(—=p3)p2l
Lp_1popip2ps (—pa) 1pa 1

1 p_1 po p1 p2 3 (—pa) (—p3) p2 1
(=po) p—1 Pop1 P2p3 L 1 pyl
(—po) P—1 Po P1 P23 1 (—p3) p2 1
(=po) P—1 Po P1 P2 P3 (—pa) 1 p2 1
(=po) P=1 Po P1 P2 P3 (—psa) (—p3) P2 1

e i e o |
e

L’idée consiste a appliquer aux termes de Y une succession de transformations de maniere
a faire apparaitre les probabilités que (S)o<n<10 emprunte des chemins particuliers.

[llustrons dans un premier temps ces transformations avec le treizieme terme de 3 :

(—po) P—1 PoP1 P2 D3 (—pa) 1 p2 1.

On commence par prendre en compte l'ordre dans lequel apparaissent les facteurs de ce
produit en considérant le 10-uplet

512(_]907]7—171907]?1;]927]937_p4717p271)-

On effectue alors une permutation miroir :

(1, p2, 1, =pa, p3, P2, P1, Po, D=1, —P0) »
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suivie d'un décalage cyclique des signes «-» vers la gauche en ne tenant pas compte des
termes égaux a «1» :

(17_2727 17]9472737172,17172707—P71>p0):377-

Considérant les probabilités de transition de la chaine duale (S}), ce 10-uplet n met en
¢évidence le chemin

*:=(1,2,3,4,3,2,1,0, 1,0, —1).
En effet, 'expression du produit

q1 92 43 P4 P3 P2 P1 Po 4—1 Po
= P[(S? T> ;a ;’:7527 ;7 ;75;7 ;; 57 TO)IF*]

développé relativement aux quantités g, = 1 — pi contient le terme

1 (=p2) 1 ps p3 p2 p1 o (—p-1) Po »

produit des coordonnées de 7.

Les mémes transformations que ci-dessus appliquées au premier terme de X :

ILpipopipep3llpsl

menent au 10_uplet (1 y P2, 1 ) 1 y P3, P25 P1, Po, P-1, 1) ’
qui est cette fois associé au chemin I'f :=(1,2,1,2,3,2,1,0, -1, =2, —1).
Pour le deuxieéme terme de ¥ :

Lp_1popi p2ps 1 1ps (—ps),

on obtient le 10_]~1plet (p37 b2, 17 17 p3, P2, P1, Po, —P-1, 1)7
qui est associé au chemin I'; :=(3,2,1,2,3,2,1,0, —-1,0,1).

n

Figure 2 : Représentation des chemins I', I'* et I'5
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Poursuivant ainsi on remarquerait que

1. chaque terme de X ainsi transformé est associé a un chemin I'}, 1 <17 < 16,

2. chacun des chemins I'} part de 1 et aboutit a -1, ou bien part de 3 et aboutit en 1,
3. pour tous i, j tels que I'; # T'}, le chemin I'} n’est pas un translaté de I';.

4. en considérant tous les termes de ¥ auxquels on associe un méme chemin I et en
faisant la somme des produits des coordonnées de leurs transformés, on ne récupere
qu’«en partie» la probabilité

* * * * * * * * * * * Tk
P[(O,Sl, 2 3 4aS57 6 > 7o 8 9> 10)_Fi]'

En particulier, il résulte des points 1 et 2 que I'on peut s’arranger pour que les chemins
I'Y obtenus partent tous de 0 et aboutissent tous en -2. Il suffit pour cela d’appliquer aux
termes de X une transformation supplémentaire consistant en un décalage des indices des py
de «-1» ou de «-3».

Si maintenant on considere tous les chemins de longueur 10 qui partent de 0 et qui
aboutissent en 2, et que I'on décompose la probabilité que (S,,) les emprunte en sommes
Y., et qu’enfin on transforme comme ci-dessus chacun des termes de ces sommes X, on peut
alors reconstituer exactement la probabilité

P[STy=—2| 55 =0].
Le paragraphe suivant systématise ces remarques.

4. Notations et premiers résultats

Fixons (5,,) une chaine de Markov aux plus proches voisins sur Z dont la probabilité de
transition est donnée par
P:7Z — [0,1]
ko— pr

Cette famille de réels p, k € Z, est également parfois considérée dans la suite comme
une famille dénombrable d’indéterminées encore notée P. Nous laissons au lecteur le soin de
distinguer entre I'un ou l'autre usage.

Donnons-nous un entier naturel non nul n et un entier relatif . Notre objectif est d’établir
une relation entre la loi de S} et la probabilité

P[S, =1| So = 0]
pour (S,) d’atteindre [ & I'instant n lorsque 'on est parti de 0.

Dans la suite, on suppose que les entiers n et [ ont méme parité puisque dans le cas
contraire la probabilité qui nous intéresse est nulle. Pour fixer les idées, nous faisons aussi
I’hypothese que [ est positif ou nul.



Nous allons procéder de maniere combinatoire et considérer, comme dans le paragraphe
précédent, les probabilités pour les chaines (S,,) et (S¥) d’emprunter des chemins particuliers.
Pour cela, nous devons commencer par introduire plusieurs notations.

Désignons par Cén) I’ensemble des chemins de longueur n issus de 0 dont chaque pas vaut
—1ou+1:

C(()n) ::{F:(%?%,...,’yn)EZ”H|70:0, |’7i+1—’yi|:1, i:(),l,...,n—l},

et, s étant un entier relatif donné, notons C(()Z) I’ensemble des chemins précédents qui abou-

tissent en s :
e = {rec” |y, =s}.

Nous introduisons successivement

£P) = J{-pu Lpel .

keZ
et, pour I' = (70,71, - - -, Vn) dans Cén),
& = Dy, Sl Vg1 =%+ 1
D = = R E(P)" i ! ! .
F(P) {f (507517 75 1) € (P) & c {1’ _p%} St Yig1 = Vi — 1
Ainsi, sil'on pose pg 11 1= Pk €t Prr—1 = Q, il vient
]P)[(SO?SD BRI Sn) = F] = Py Prive -+ Pyncim
n—1
- X I
€€Dr(P) =0
(cette derniere égalité revenant simplement a développer le produit Py~ Dyive -« Poyn_1vm

par rapport a chaque facteur g, = 1 — py).

En désignant par D(0,1,n,P) I'union disjointe des Dr(P) lorsque I' parcourt Cé?? on
obtient donc la proposition suivante.

Proposition 1 Awvec les notations introduites ci-dessus, on a [’égalité

P[S,=1]S=0= ) f[g

€€D(0,l,n,P) i=0
De la méme maniere, il vient
n—1
PIS; =~ Sg=01= > ]]w

lorsque D*(0,—l,n, P) désigne l’ensemble

n ni € {1, —py,} St Yiy1 =% + 1 }
| | = Moy My M) € E(P n . .
n) {77 1o, la-1) € E(P) M = Py $1 %1 =% — 1
rec§™,



On note a présent

i(€) =max{i € {0,1,....n—1} | & # 1}, £€D(0,l,n,P),

D+(0,l,n,79) = {f € D(O,l,n,P) | &(g) c {pk | k e Z}} .

Ainsi, 'unique chemin I" € Cé’fl) auquel est associé par construction un élément £ de D (0,1, n, P)
croit entre les instants () et ¢(§) + 1 et ne cesse ensuite de décroitre jusqu’en [. Il en résulte
que

'Yi(g) = —i(§)+n—|—l—2.

De plus, comme I' comprend exactement (n —[)/2 «descentes» en tout, on a nécessairement

La proposition suivante donne une interprétation probabiliste de ’ensemble D, (0, [, n, P).

Proposition 2 Awvec les notations introduites ci-dessus, on a l’égalité

n—1
PIS, >1] S =0= > J]&-

£€D+ (O,l,n,P) i=0

Preuve Soit I' = (y0,71, - - -, Yn) un chemin, élément de Cén), tel que ~, > [.

Commencons par remarquer que, comme les pas de v sont égaux a —1 ou a +1, la fonction
1 — 1+ y; est croissante au sens large avec des sauts valant 0 ou bien +2. Sa valeur initiale
0+ 9 = 0 est inférieure ou égale a n+ 1 — 2 et sa valeur finale n + ,, est supérieure ou égale
an+ L. Il en résulte 'existence d’un unique instant i € {0,1,...,n — 1} tel que

Zo+710=n+l—2 et (Z0+1)+’YZO+1:7’L—|—[

De plus, les sauts de i — i + ~; ne dépassant pas la valeur 42, ¢y doit au moins étre égal a
(n+1-2)/2.

On déduit de ces considérations que

n—1
P[SnZl‘S():O]: Z P[i0+5i0:(n+l—2),(i0+1)+5i0+1:n+l|5020].

io=(n+1)/2—1

En utilisant I'homogénéité de (S,,) puis la proposition 1, on obtient alors

PlS, > 1] So=0] = Z P[Si, = —io + (n +1—=2) | So = 0] p_iptnti-2



- Z Z (H fj> D—igtn+i—2

io:(n+l)/2—1 fE'D(O,—i()-i-n-i-l—Q,io,'P) 7=0

= Z ﬁ&;

£eD1(0,l,n,P) i=0

compte tenu des remarques précédant ’énoncé de la proposition.

Pour r dans Z, on introduit a présent une opération de décalage sur P en posant

0" (pk) == Prtr » 0°(1) =1, 0" (—pr) = —prsr, k€L,

et une autre sur £(P)" par
6T(§) = (Qr(&J) ) Qr(§1> I QT(gn—l)) , &= (607517 S 7§n—1) < 8<P>n :

On définit également trois applications

Y1, P2, 3 8(7))” - S(P)n
en posant z
[ oTE) st e Dy(0,1,n,P)
@1(5) -_{ e—l—l(é') sinon - )
©2 ((§07§1, . afn—l)) = (&t - - ,51750) )

et, pour tout ¢ € {0,1,...,n — 1},

o 1 si & =1
(3(€)); = { sigh (Goucee() 1G] s1&G#1 7

ot I'on désigne par succe (i) 'indice de la coordonnée de & distincte de 1 qui «suit cycliquement»
la coordonnée &;. Plus précisément, si {j € {i +1,i+2,...,n — 1} |  # 1} est non vide,

succe(d) :=min{j e {i +1,i+2,...,n—1} | { # 1},
et, dans le cas contraire,

succe(z) == min{j € {0,1,...,¢} | § # 1}.

On remarquera au passage que les applications ¢; et (3 laissent invariantes les coordon-
nées des éléments £ qui sont égales a 1.

L’application composée ® := p30ps0¢p; permet d’exprimer une premiere correspondance
entre les lois de S,, et de S7.



Proposition 3 Pour toute famille P = (pg)rez d’indéterminées, pour tout n dans N*, pour
tout 1 dans Z,, la restriction de Uapplication ® a D(0,1,n,P) est une bijection entre les
ensembles D(0,1,n,P) et D*(0,—1,n,P) de la proposition 1.

Preuwve Comme les ensembles D(0,1,n,P) et D*(0,—I[,n,P) ont méme cardinal, il suffit
de montrer que 'application ® : D(0,l,n,P) — E(P)™ est injective et est a valeurs dans
D*(0,—1,n,P).

L’injectivité de ® est une conséquence de l'injectivité des applications ¢ : D(0,1,n, P) —
E(P)", g : E(P)* — E(P)™ et g3 : E(P)" — E(P)".

L’injectivité de o1 : D(0,1,n, P) — E(P)™ résulte de I'injectivité des décalages 0", r € Z,
et du fait que les images par ¢; de D, (0,1, n,P) et de son complémentaire dans D(0, 1, n, P)
sont disjointes.

L’injectivité de ¢y : E(P)" — E(P)" est immédiate.

L’injectivité de @3 : E(P)" — E(P)" résulte du fait que, si 'on ne tient pas compte des
coordonnées d'un élément & de £(P)™ qui sont égales a 1 (et qui demeurent inchangées sous
l'action de 3), 'action de 3 sur £ consiste a effectuer une permutation circulaire des signes
des coordonnées restantes.

Soit £ un élément de D(0, 1, n,P). Terminons la démonstration du théoréeme en montrant
que ®(&) appartient a 'ensemble D*(0, —1, n, P) associé a (S¥).

Posons (I)(£) = (?707 m,.-- Jnnfl)-

Il suffit d’établir I'existence d’un chemin I'* = (y9,71,...,7,) de Cén) tel que

m € {1, —py}  lorsque vyi41 = +1
et

N = Py, lorsque ;41 =7 — 1.
(Comme ®(£) contient autant de coordonnées appartenant a {py | k € Z} que &, un tel
chemin I'™* aboutit nécessairement a —I.)
Soit iy le minimum des indices 7 tels que 7; # 1 (i existe car [ > 0).
L’existence du chemin I'* est une conséquence des deux points suivants :
(1) Mig € {_plo ) p’io}?
(ii) pour tout ¢ dans {ig + 1,59+ 2,...,n— 1}, sin; € {—px , pr} et si

jg=max{i | ig <V <i—1etny #1}
alors

- ou bien n; = pr_(i—j)+2,
- ou bien 1; = —pr_(i—j).

Commengons par établir le point (i).
Compte tenu de la définition de ® et de 'appartenance de & a ’ensemble D(0, 1, n, P),
on a

En—io = Enig+1 = ... = &1 =1 (cette condition étant vide lorsque iy = 0)
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et
n—io—1 € {_pl+io+1 ) leriofl} .

Si &nig—1 = —Pirig+1 alors € est élément de D(0,1,n,P) \ D4(0,l,n,P) et il vient suc-
cesslvement

(901(5))71_1'0_1 = —Pig »
(p2001(8));, = —Pio

et
(30 p2001(8));, € {=Dio » Pio} -
De méme, si &, i,—1 = Prii,—1 alors £ est élément de D, (0,1, n,P) et 'on a
(01(€))—ig—1 = Pio -
(20 @1(5))% = Pig
et

(30 p2001(8));, € {=Pio » Pio} -

On a ainsi montré le point (i).

Passons au point (ii).

Soit donc ¢ dans {ig + 1,79+ 2,...,n — 1}. On suppose que 1; € {—px , pxr} et I'on note
j=max{i' | ig < <i—1etny #1}. Par définition de @, on a

§n1-i € {~Dkir, Phyr} avecr=I[—lour=10+1,

Sni=&nit1= ... =151 =1.
Il en résulte que si &, 1_; = —pgs, alors

En—1-j € {_karrf(ifj) ) Pk+r—(i—j)} )

et donc
Nj = —Pk—(i—j) -
Si maintenant &, 1_; = pg., alors
gnflfj € {_pk+r—(i—j)+2 ) pk+r—(z‘—j)+2} )

et donc
Nj = Pk—(i—j)+2 -

Les propositions 1 et 3 donnent immédiatement le

Corollaire 1 Soit (S,) une chaine de Markov auzx plus proches voisins sur Z dont la proba-
bilité de transition est donnée par P : k € Z +— py € [0,1].
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Pour tout entier naturel n et tout élément | de Z., on a [’égalité

PS;=—1]S;=01= > H

£eD(0,l,n,P) i=0

5. Preuve du théoréme 1

Compte tenu de la définition de ®, on a, pour £ dans D(0,1,n, P),

n—1 n—1
[T@©) =110
i=0 i=0
avec 7 = —l + 1 si £ est dans D, (0,1,n,P) et r = — — 1 dans le cas contraire.

Alinsi, grace au corollaire 1 et aux propositions 1 et 2, il vient

P[S;=—1]S;=0 = ) H

£eD(0,l,n,P) i=0

n— n—1
_ 9—l+1 Z H&) +9—l 1 ng
£€D4(0,l,n,P) i=0 €eD OZnP\m(oznP)z 0
= 7N (P[S, > 1| So=0]))+ 0" (P[S, =1]| S =0] —P[S, >1]| Sy =0])
= HYP[S, > 1| Sy =0]) — (S, > 1] Sy =0])
= 6 l“(msn_zyso_op

(P[ 1)

P[S, > 1| So=0]) — 6~ (P[S, > 1| So=0]) .

Qll(]P)

Dans les calculs ci-dessus, les probabilités sont considérées comme des polynomes en les
indéterminées py, k € Z, et les décalages 7171 et =+ ont été étendus en des endomor-
phismes de 1'algebre Z[py, ; k € Z].

On conclut en remarquant que, pour tous r, s dans Z, on a

QT<P[S7L:5|SOIO]):P[Sn:S+r|SO:T]'

6. Application aux marches aléatoires en milieu aléatoire stationnaire sur 7Z

A présent, on appelle conductance entre deux entiers successifs k& et k + 1 tout réel
strictement positif c¢(k, k + 1) ; U'inverse r(k,k + 1) de c(k, k + 1) étant la résistance entre k
et k+ 1.

Une famille (¢(k, k+1))rez de conductances étant donnée, on peut lui associer une chaine
de Markov (Sy)n>0 se déplacant aux plus proches voisins sur Z et dont les probabilités de
transition sont proportionnelles & ces conductances. On a ainsi :

c(k,k+1)

e =PSp1=k+1]8, =k = =G

11



et

o B . ck—=1k)
G =PlSp1 =k —1] S =k] = SO
oul'on a posé ¢(k) :=c(k — 1,k) +c(k,k+1).

Lorsque les conductances sont obtenues comme réalisations d’'une suite stationnaire et
ergodique de variables aléatoires, strictement positives, intégrables ainsi que leurs inverses, on
peut montrer un théoreme limite central pour (.S,,),>0 en utilisant la méthode de martingales
introduite dans un tel contexte par Kozlov ([5]). En fait, s’il existe un espace probabilisé,
ergodique et inversible (2, F, u, ) (voir [6] par exemple), et une fonction mesurable ¢ : 2 —
10, +00] telle que les conductances soient données par

clk,k+D(w) =c(w), k€Z,weq,

alors, pour u-presque tout w, la suite (\S/—%) converge en loi vers une loi normale centrée
n>1
dont on peut expliciter la variance :
2 _ 1 )
f cdm f Ldm’
C

o

avec la convention 1/ 4+ oo = 0. (Voir [1] et [2] pour une telle expression de la variance.)

On voit ainsi apparaitre asymptotiquement une symétrie entre ¢ et 1/c. Dans le corollaire
suivant, on montre que cette symétrie est en fait présente a chaque instant en moyenne
relativement aux environnements.

Lorsqu’un environnement de conductances est fixé, si I'on fait jouer aux résistances le role
des conductances, on passe d'une chaine de Markov régie par des probabilités de transition
proportionnelles aux conductances a une chaine de Markov dont les probabilités de transition
sont inversement proportionnelles aux conductances. On passe donc de la chaine de Markov
(S,) ala chaine duale (S¥) et le théoreme 1 s’applique. Il en résulte en particulier le résultat
suivant par invariance de la probabilité u sous l'action de 6.

Théoreme 2 En p-moyenne relativement auzr environnements de conductances, pour tout
n € N*, la loi de S,, coincide avec la loi de —S;;.

D’ou 'on déduit le
Corollaire 2 Pour tout entier naturel n, on a l’égalité
| a2 ante) = | B3 ((51°) dute).

ou E¥ désigne l'espérance relativement a l’aléa de la chaine de Markov (Sy,)nen partant de
0, a environnement de conductances w fizé.

Remarque Seule la stationnarité de la suite des probabilités de transition pj est utilisée pour
obtenir les deux résultats précédents. Ces derniers se généralisent donc aux marches aléatoires
aux plus proches voisins sur Z qui évoluent dans un milieu aléatoire donné par une famille
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stationnaire (py)rez de variables aléatoires a valeurs dans |0, 1[. La marche aléatoire de Sinai
([7]) en est un exemple.
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