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Résuḿe – Dans cette communication, nous considérons le probl̀eme de śeparation aveugle de sources dans les modèles lińeaire et lińeaire-
quadratique. En s’appuyant sur une approche bayésienne, on obtient une méthode qui permet de prendre en compte des informationsa priori
telles que la non-ńegativit́e et la corŕelation temporelle des sources. Quantà l’étape d’inf́erence, elle est réaliśeeà l’aide d’unéchantillonneur
de Gibbs utilisant des variables auxiliaires. Les résultats issus de simulations confirment l’efficacité de la d́emarche proposée et illustrent sont
utilit é, notamment dans dans des situations où les ḿethodes existantes, fondées sur l’analyse en composantes indépendantes (ACI), s’avèrent
inefficaces.

Abstract – In this work, we deal with source separation of linear-quadratic (LQ) and linear mixtures. By relying on a Bayesian approach,
the developed method allows one to take into account prior informations such as the non-negativity and the temporal structure of the sources.
Concerning the inference scheme, the implementation of a Gibbs’ samplerequipped with latent variables simplifies the sampling steps. The
obtained results confirm the effectiveness of the new proposal and indicate that it may be particularly useful in situations where classical ICA-
based solutions fail to separate the sources.

1 Introduction

Les ḿethodes de śeparation aveugle de sources (SAS) ont
pour but retrouver un ensemble de signaux inconnus (ap-
peĺes sources)̀a partir de l’observation de quelques signaux
mélanges de ces sources. La plupart des méthodes de SAS sup-
posent un mod̀ele de ḿelange lińeaire. Ce mod̀ele est une ap-
proximation de premier ordre du processus de mélange. Cepen-
dant, comme cette hypothèse s’av̀ere insuffisante dans certaines
applications on s’int́eresse de plus en plusà l’extension non-
linéaire de la SAS. Dans sa forme la plus géńerale,́etant la SAS
non-linéaire un probl̀eme mal pośe à cause de la non-unicité
de la solution, il n’y a aucune garantie que l’extension des
méthodes proposées dans le contexte linéaire, comme l’ana-
lyse en composantes indépendantes (ACI) par exemple, four-
nisse des solutions pertinentes [7]. Par conséquent, une grande
partie des travaux en SAS non-linéaire consid̀ere des mod̀eles
contraints, pour lesquels les bonnes propriét́es d’identifiabilit́e
sont toujours valides.

Le mod̀ele linéaire-quadratique (LQ [4, 5] est sans doute
l’un des exemples le plus notable dans le contexte des modèles
contraints. Outre leur intér̂et th́eorique, les ḿelanges LQ ap-
paraissent dans des applications telles que la conception de
réseaux de capteurs de gaz [7]. Jusqu’ici, les principales tech-
niques de śeparation LQ se sont basées sur des systèmes d’in-
version dont les param̀etres sont obtenus par l’optimisation des
contrastes líesà l’ACI [5]. Compte tenu de la difficult́e de trou-
ver un syst̀eme aptèa inverser les ḿelanges LQ, [5] aborde
ce probl̀eme en d́efinissant une structure bouclée. Toutefois,

malgŕe sa simplicit́e de ŕealisation et les bons résultats obte-
nus par cette id́ee, le risque d’instabilité de la structure d’inver-
sion peut limiter son application. La conception de structures
boucĺees pluśelaboŕees [2] peut́elargir les possibilit́es d’ap-
plication de l’algorithme de śeparation mais, en contrepartie,
l’ étape d’adaptation peut devenir plus complexe.

Puisque les ḿethodes de śeparation baýesienne abordent
le probl̀eme de śeparation plut̂ot sous l’angle de l’estima-
tion à l’aide d’une mod́elisation statistique de données et des
param̀etres du probl̀eme, il n’est pas ńecessaire de définir
un mod̀ele d’inversion directe, d’òu un premier int́er̂et d’ap-
pliquer cette approchèa la śeparation de ḿelanges LQ. De
plus, cette approche bayésienne permet de prendre en compte
explicitement d’autres informations, en plus de l’hypothèse
d’indépendance mutuelle des sources, ce qui peut engen-
drer des ŕesultats plus ŕealistes. Dans le présent travail, nous
consid́erons des loisa priori tronqúees (i.e.à support borńe)
pour les sources et pour les coefficients de mélange. En outre,
notre proposition rend possible la prise en compte d’une
éventuelle structure temporelle des sources. Cette méthode pro-
pośee peutêtre appliqúee dans un contexte de factorisation
en matrices non-ńegatives [8],étant donńe que le mod̀ele de
mélange lińeaire ainsi que la présence de sources et de coeffi-
cients de ḿelange dans le support[0,+∞[ apparaissent comme
un cas particulier de notre proposition.

L’estimation des sources et des coefficients de mélange est
réaliśee en employant les ḿethodes Monte Carlo par chaı̂nes
de Markov (MCMC). Apr̀es avoir d́efini le mod̀ele baýesien
employant des loisa priori tronqúees pour les sources et les



coefficients de ḿelange, une stratégie de simulation de la loi
a posteriori est mise en œuvre. Cette stratégie s’appuie sur
le rajout de variables auxiliaires au modèle et l’utilisation de
l’ échantillonneur de Gibbs pour surmonter la difficulté liée à
l’inf érence des param̀etres des loisa priori.

2 Méthodologie

Le mod̀ele de ḿelange lińeaire-quadratique, dans le cas de
ns sources,nc capteurs etnd échantillons, s’́ecrit1 :

xi,t =

ns
∑

j=1

ai,jsj,t +
∑

1≤j<k≤ns

bi,j,ksj,tsk,t + ei,t,

∀i ∈ {1, . . . , nc}, ∀t ∈ {1, . . . , nd} (1)

où sj,t et xi,t sont, respectivement, leśechantillons de laj-
ème source et dui-ème ḿelangeà l’instant t. Le termeei,t

repŕesente le bruit qui est supposé centŕe, blanc, gaussien, et
dont la varianceσ2

i est inconnue. Finalement,ai,j et bi,j,k sont
les coefficients de ḿelange.

Dans ce qui suit, tous ces paramètres inconnus seront ras-
sembĺes dans le vecteurθ = [sj,t, ai,j , bi,j,k, σ2

i , µj , pj ], où µj

et pj sont líesà la loi a priori des sources (voiŕequation (2)).
De plus, la notation suivante sera utilisée :θ−θq

est le vecteur
contenant tous leśelémentsθ saufθq, et X ∈ R

nc×nd est la
matrice regroupant tous les signaux mélanges.

2.1 Attribution des lois a priori

Uneétape importante dans l’approche bayésienne concerne
la définition des loisa priori pour chaque param̀etre inconnu.
Pour les signaux sources, on peut considérer un mod̀ele i.i.d.
en s’appuyant sur une loi normale tronquée :

p(sj,t|µj , pj , s
min
j , smax

j ) =

1

Φ
(√

pj

(

smax
j − µj

))

− Φ
(√

pj

(

smin
j − µj

))×
√

pj

2π
exp

(

−pj

2
(sj,t − µj)

2
)1[smin

j
,smax

j
](sjt), (2)

où 1I(sjt) est la fonction indicatrice ;smin
j et smax

j sont, res-
pectivement, les valeurs minimum et maximum de laj-ème
source ;Φ(·) est la fonction de ŕepartition de la loi normale
centŕee ŕeduite. Dans une deuxième approche, il est possible
de d́efinir un mod̀ele markovien en supposant queµj = sj,t−1

dans cettéequation, afin de prendre en compte la structure tem-
porelle des sources. En ce qui concerne les loisa priori des
autreséléments deθ, nous avons adopté, pour les coefficients
de ḿelange et pour les hyperparamètres des sources, des lois
uniformes dont les limites doiventêtre choisies en fonction des
informations disponibles. Finalement, on considère des distri-
butions inverse-gamma pour les variances du bruit.

1On peutégalement́ecrire

xi,t =

JX
m=1

ci,ms̄m,t + ni,t,

où J = ns + ns!
2(ns−2)!

. Le vecteurci = [ci,1, . . . , ci,J ] résulte de la

concat́enation des vecteurs[ai,1, . . . , ai,ns ] et [bi,1,2, . . . , bi,ns−1,ns ]. Le
vecteur̄st = [s̄1,t, . . . , s̄J,t] résulte de la concaténation de[s1,t, . . . , sns,t]
et des termes lińeaires-quadratiques[s1,ts2,t, s2,ts3,t . . . , sns−1,tsns,t].

2.2 Algorithme d’estimation des param̀etres

Nous adoptons l’estimateur bayésien avec un côut quadra-
tique. Cet estimateur ne pouvant se calculer de façon analy-
tique, compte de tenu de la complexité de la loia posteriori
p(θ|X), une approximation est donc employée. Si l’on dispose
deséchantillonsθ1,θ2, . . . ,θM de la loia posteriorip(θ|X),
cet estimateur peutêtre approch́e parθMC ≈ 1

M

∑M
i=1 θ

i. Par
conśequent, le problème initial d’estimation deθ se ram̀ene
à trouver une ḿethode efficace pour simuler la loi a pos-
teriori. Dans cet article, cette tâche est ŕealiśee en utilisant
l’ échantillonneur de Gibbs, qui permet de simuler une loi mul-
tidimensionnellep(θ|X) en simulant successivement les lois
conditionnelles associéesp(θi|θ−θi

,X).
En conśequence de notre choix pour les loisa priori et de

la forme gaussienne de la fonction de vraisemblance2, la plu-
part des lois conditionnelles obtenues dans notre problème sup-
posent des formes standards dont la simulation se fait aisément
(ces lois sont pŕesent́ees3 dans le tableau 1). Par exemple, les
lois conditionnelles des paramètressj,k et ai,j sont des lois
normales tronqúees qui peuvent̂etre simuĺees par la ḿethode
propośee dans [1]. Cependant, en raison du terme de normali-
sation dans l’́equation (2), les lois conditionnelles deµj et pj

ne sont pas standards. Par exemple :

p(pj |θ−pj
,X) ∝ p(pj |µj , sj,1:nd

) =

1

Φ
(√

pj

(

smax
j − µj

))

− Φ
(√

pj

(

smin
j − µj

))×

p
nd
2

j exp

(

−pj

nd
∑

t=1

(sj,t − µj)
2

)

. (3)

Une premìere solution pour simuler ces lois tronquées se-
rait d’utiliser la ḿethode de Metropolis-Hasting (MH). Il est
nécessaire dans cette approche de définir une loi instrumen-
tale proposant des candidats pour constituer l’ensemble des
échantillons utiliśes par l’estimateur. Toutefois, le choix de
cette loi instrumentale n’est pas toujours trivial. De plus, si
nous cherchons une méthode la plus simple possible au niveau
complexit́e de ŕealisation, la pŕesence du MH n’est pas sou-
haitable. Une autre solution [3] pour simuler les lois deµj et
pj consistèa d́efinir un ensemble des variables auxiliaireslj,t
qui peuvent̂etre vues comme les réalisations d’une loi normale
dont les param̀etres sont aussi donnés parµj et pj . On peut
montrer que, dans ce cas,lj,t et sj,t sont líes par l’expression
déterministe suivante :

lj,t = µj + p
−1/2
j

Φ−1

(

Φ
(√

pj (sj,t − µj)
)

− Φ
(√

pj

(

smin
j − µj

))

Φ
(√

pj

(

smax
j − µj

))

− Φ
(√

pj

(

smin
j − µj

))

)

(4)

L’avantage de cette transformation de variables est qu’il de-
vient maintenant possible d’obtenir des lois conditionnelles
plus simples, pouvant̂etre simuĺees par la technique proposée

2Cette constatation découle du mod̀ele du bruit.
3Dans ce tableau,T N (xmin, xmax, µ, p) repŕesente une loi normale de

moyenneµ, de pŕecisionp et tronqúee en[xmin, xmax] ; U(xmin, xmax)
une loi uniforme sur l’intervalle[xmin, xmax], etG(α, β) une loi gamma de
param̀etresα etβ.



TAB . 1 – Loisa priori et lois conditionnels des paramètres inconnus.
θq Loi a priori p(θq) Expressions auxiliaires p(θq|θ−θq

,X)

sj,t T N
(

smin
j , smax

j , pL
j =

(
∑nc

i=1 Ψ2
ijtσ

−2
i

)

, Ψijt = ai,j +
∑ns

g=1,g 6=j bi,j,gsg,t T N
(

smin
j , smax

j ,

(iid) µj , pj

)

µL
j = 1

pj
L

∑nc

i=1
ΩijtΨijt

σ2

i

,
pjµj+pL

j µL
j

pj+pL
j

, pj + pL
j

)

Ωijt = xi,t −
∑ns

g=1,g 6=j ai,gsg,t −
∑ns

g<k=1,g 6=j bi,g,ksg,tsk,t

sj,t T N
(

smin
j , smax

j , pL
j =

(
∑nc

i=1 Ψ2
ijtσ

−2
i

)

, Ψijt = ai,j +
∑ns

g=1,g 6=j bi,j,gsg,t T N
(

smin
j , smax

j ,

(niid) sj,t−1, pj

)

µL
j = 1

pj
L

∑nc

i=1
ΩijtΨijt

σ2

i

pjsj,t−1+pL
j µL

j

pj+pL
j

, pj + pL
j

)

Ωijt = xi,t −
∑ns

g=1,g 6=j ai,gsg,t −
∑ns

g<k=1,g 6=j bi,g,ksg,tsk,t

ci,m, U
(

cmin
i,m , cmax

i,m ) Λimt = xi,t −
∑ns

g=1,g 6=m ci,g s̄g,t T N
(

cmin
i,m , cmax

i,m ,

ρL
im = σ2

i

∑nd

t=1 s̄m,t, ν
L
im =

Pnd
t=1

s̄m,tΛimtPnd
t=1

s̄2

m,t

νL
im, ρL

im

)

1/σ2
i G(1/σ2

i ;ασi
, βσi

) αP
σi

= ασi
+ nd/2 G(1/σ2

i ;αP
σi

, βP
σi

)

βP
σi

= 0, 5
∑nd

t=1

(

xi,t −
∑ns

j=1 ai,jsj,t+

∑

1≤j<k≤ns
bi,j,ksj,tsk,t

)2

µj U(µj ;µ
min
j , µmax

j )
pj U(pj ; p

min
j , pmax

j ) Voir la discussion pŕesent́ee dans la Section 2.2

dans [1],

p(µj |pj , sj,1:nd
, lj,1:nd

) ∝ 1[µmin
j

,µmax
j

](µj)×

exp



−pj · nd

2

(

µj −
1

ns

nd
∑

t=1

lj,t

)2


 (5)

p(pj |µj , sj,1:nd
, lj,1:nd

) ∝ 1[pmin
j

,pmax
j

](pj)×

p
nd
2

j exp

(

−pj

nd
∑

t=1

(lj,t − µj)
2

)

. (6)

Bien que la proćedure originale de [3] pour estimerµj etpj ne
soit applicable que pour le modèle de sources i.i.d., le m̂eme
raisonnement peutêtreétendu au cas de sources markoviennes.
Effectivement, si l’on associe maintenant les variables auxi-
liaires lj,t aux processus d’innovationsj,t − sj,t−1, il devient
possible d’avoir une loi conditionnellep(pj |µj , sj,1:nd

, lj,1:nd
)

similaireà celle pŕesent́ee dans l’́equation (6). Notons que dans
ce cas markovien les limitessmin

j et smax
j dans l’́equation (4)

deviennent d́ependantes de l’indice temporel et doiventêtre
remplaćees par̄smin

j = smin
j −sj,t−1 et s̄max

j = smax
j −sj,t−1.

3 Résultats

Afin d’illustrer l’utilit é de la ḿethode propośee, nous l’ap-
pliquons sur des jeux de données synth́etiques. Dans un pre-
mier moment, un système de ḿelange lińeaire est consid́eŕe.
Ensuite, nous abordons le problème de ḿelanges LQ.

3.1 Mélanges lińeaires

Nous avons appliqúe notre ḿethode dans un problème de
SAS linéaire avecns = 3 sources,nc = 3 capteurs,nd = 300
échantillons et une matrice de mélange donńee parA = [1
0, 5 0, 5 ; 0, 6 1 0, 3 ; 0, 8 0, 4 1]. Quant aux types des sources,
nous avons considéŕe les sćenarios suivants : 1) les sources sont
des ŕealisations d’une variable aléatoire gaussienne tronquée ;

2) les sources suivent le même mod̀ele temporel tronqúe utilisé
commea priori ; 3) les sources sont des signaux déterministes
ayant une structure temporelle. Dans toutes ces situations, le
rapport signal/bruit dans chaque capteur est fixé à 20 dB. Fi-
nalement,104 itérations de l’́echantillonneur de Gibbs ontét́e
réaliśees, incluant5000 itérations dechauffede l’algorithme.

Les ŕesultats pŕesent́es dans le tableau 2 représentent le
rapport signal/interf́erence4 (RSI) moyen sur50 réalisations.
Malgré la mauvaise performance obtenue lors de l’utilisation
du mod̀ele temporel pour la séparation de sources i.i.d. (ce qui
est pŕevisible), la ḿethode propośee a fourni de bonnes esti-
mations des sources dans tous les autres cas. A titre de com-
paraison, dans les deux premières situations, l’algorithme Fas-
tICA [6] a ét́e plus performant que la technique bayésienne.
Néanmoins, dans le troisième sćenario, l’algorithme FastICA a
échoúe à retrouver les sources. En fait, dans ce scénario, il y
a deux sources qui sont corrélées (temporellement et mutuel-
lement), ce qui explique la mauvaise performance de cet algo-
rithme. D’autre part, puisque l’approche bayésienne n’est pas
fondée sur la contrainte d’ind́ependance statistique, elle permet
donc d’estimer des solutions acceptables même dans ce cas si
difficile.

TAB . 2 –RSI (dB) - śeparation de ḿelanges lińeaires.
Situation 1 Situation 2 Situation 3

Méthode baýesienne
a priori i.i.d. 17, 50 17, 69 15, 55

Méthode baýesienne
a priori temporelle 12, 60 17, 07 18, 37

FastICA 20, 43 17, 74 11, 81

3.2 Mélanges lińeaires-quadratiques

Nous appliquons la ḿethode propośee sur des ḿelanges
géńeŕees par l’́equation (1) dans le cas où nd = 500, ns = 2 et

4Le rapport signal/interf́erence est d́efini par RSI =

1
ns

1
nd

Pns
j=1

Pnd
t=1 10 log

�
E{s2

j,t}

E{(sj,t−bsj,t)
2
}

�
, où bsj,t repŕesente la

source retrouv́ee apr̀es correction d’́echelle.



nc = 2. Dans la premìere situation, les coefficients de mélange
sont donńes par :a1,1 = 1, a1,2 = 0, 5, b1,1,2 = 0, 2, a2,1 =
0, 5, a2,2 = 1, b2,1,2 = 0, 2. Concernant l’́echantillonneur
de Gibbs,20000 itérations ont́et́e consid́eŕees, incluant8000
itérations pour la ṕeriode de chauffe. Quant aux sources, elles
se trouvent dans l’intervalle]0, 1], et les hyperparam̀etres rela-
tifs aux limites des lois a priori ont́et́e fixéesàsmin

j = amin
i,j =

bmin
i,j,k = 0 etsmax

j = amax
i,j = bmax

i,j,k = 1. Finalement, le rapport
signal sur bruit sur chaque capteur est de30 dB.

La méthode propośee ŕeussit à retrouver de bonnes es-
timations des sources dans cette première situation, aussi
bien avec le mod̀ele de sources i.i.d. qu’avec le modèle de
sources markoviennes. En effet, nous avons obtenu des rap-
ports signal/interf́erenceRSI = 26, 63 dB pour le mod̀ele
iid et RSI = 27, 47 dB pour le mod̀ele markovien. A titre
de comparaison, la ḿethode ICA de [5] a obtenuRSI =
22, 58 dB. Bien que, dans ce premier cas, notre solution n’ap-
porte pas d’aḿeliorations significatives comparée à [5], nous
avons constaté que dans un deuxième sćenario dans lequel les
coefficients sont donńes para1,1 = 1, a1,2 = 0, 7, b1,1,2 =
0, 6, a2,1 = 0, 6, a2,2 = 1, b2,1,2 = 0, 6, notre proposition
s’avère tr̀es utile. Effectivement, nous avons obtenu des in-
dices de performanceRSI = 22, 17 dB pour le cas i.i.d. et
RSI = 23, 71 dB pour le mod̀ele markovien, ce qui indique
une bonne śeparation (figure 1), tandis que la méthode [5] di-
verge car la structure de séparation bouclée n’est pas stable
pour le jeux des coefficients considéŕe.

4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons proposé une ḿethode baýesienne
de śeparation de sources dans les mélanges lińeaires et
linéaires-quadratiques. En nous s’appuyant sur l’échantillonneur
de Gibbs et sur des variables auxiliares, nous avons obtenu
un algorithme dont l’impĺementation est simplifíee. En ce qui
concerne les résultats, nous avons montré que notre solution
permet de traiter des cas dans lesquels les méthodes de ICA
existantes ne peuvent pasêtre utiliśees. Ńeanmoins, malgré les
bons ŕesultats apportés par notre ḿethode, elle pŕesente l’in-
conv́enient d’une complexité de calcul importante lorsque le
nombre de sources et de données devient grand.
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FIG. 1 – Application du mod̀ele temporel. Gauche : les sources.
Centre : les ḿelanges. Droite : les sources estimées.
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2 : au-del̀a de l’aveugle et applications. Hermes Sciences
Publications, 2007.

[8] D. D. Lee and H. S. Seung. Algorithms for non-negative
matrix factorization.Advances in Neural Information Pro-
cessing Systems, 13 :556–562, 2001.


