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· ¸�¹1º¡»R¼h½Z¾Z¿yºµÀl¼�¹
ÁQÂtÁ Ã´Ä�ÅµÆCÅ¡Ç-ÈKÉ�È�ÊAË-ÇÌÉQÇ�Í�Î�Ï�Ð�Æ:ÊtÑ�ÉQÒfÓÔËQÈ�ÊAÕ�É�È�ÊgË-Ç�Æ
Ö ×KØ�ÙtÚsÛKÜIÝkÞuØsÛXßdØsÙGÝ�ÜlàuáKÙtÞMÝXÚy×�â8ãäâIÜ8ÞGå)æ�Ø�Ü5æçÜ8ÛXàMàMâIÙtè3ÛXß�×�Ù�ÞuÛ´Ý�×KØ�ÙuÜlÛXßCÞuØsßCé�Ø�ÞgáYØsßdÞuæ�âwÜ8àMá:ÙtÞMÝXÚ�ÚsØsß�â�ÙtÞuàMé²Ü8Þué�àMâ�ÛXàuê
ë Ýaß²ØsÙMÝkÞMØ�Û]ß�ìçí�æ�Ø�ÙhÜ8Û]ß²Ü8âIèKÞhæ²ÝXÙfî3âlâIßïØsß]ÞuàMÛK×Ké�Ü8âI×&îCáçð�Û]ÚsÝXßCá:Ø>ñ-í�Ý|áCÚsÛXàhÝaß²×óò�àMÛ|å�ÝaßçØsßôIõ]öa÷�ÝXÙ1Þuæ�âzø�ÝaØsßâ8ùKè�Ú�Ýaß²ÝaÞuØsÛXßSÝkÞ-ÞMæ�âjøhØ�Ü8àMÛ]ÙMÜ8ÛXè²ØsÜ)ÙMÜlÝXÚ�â�ÛXã�è�ÚsÝ]ÙAÞMØsÜj×KâlãäÛXàMøhÝaÞuØsÛXß�ìRÖ(×�ØsÙuÚsÛKÜlÝkÞMØsÛXß�Ülàuâ;ÝkÞMâIÙ-ÝaàMÛXé�ß�×fØ�Þ�Ýnè3âlàuÞué²àuî²ÝaêÞuØsÛXßZÞuæ�ÝkÞjÜIÝaßzî�âGÙtâIâlß�ÝXÙ�ÝaßZâIÚsÝ]ÙAÞMØsÜ�ú²âlÚ�×{ì�ûjß²×Kâlà�Ýaßzâ8ù:ÞuâIàuØsÛXà�ÙAÞMàMÝXØ�ß¡ñ�Ý�×KØ�ÙtÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXßZøfÛküXâIÙ�ÝXÜIÜ8ÛXà5×KØsß ë ÞuÛ�Ø�ÞMÙý é²à ë âlà5Ù)üXâ;ÜOÞMÛXà�å)æ�ØsÜ5æ�ÜlÝaà5ÝXÜ8ÞuâIàuØsþlânÞuæ�â1Øsß]ÞMâlß²ÙuØcÞAá¶Ýaß²×�Þuæ�âf×�Ø�àMâIÜOÞMØsÛXß¶ÛaãQÞMæ�âf×KâlãäâIÜOÞn×KØ�Ùtè�Ú�ÝXÜlâløhâlßCÞhÿ_Ùuâlâ��jØsàtÞMæÝaß²×��¡ÛaÞMæ�â��sô��	��ãäÛXà�ÝXßZØ�ßCÞuàMÛK×Ké²Ü8ÞuØsÛXßwÞuÛS×KØ�ÙtÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXß²Ù�
Oì

��âIàuâ]ñ�å�âhÝaàMâGØ�ßCÞuâIàuâIÙtÞMâI×¶Øsß�×KØ�ÙtÚsÛKÜIÝkÞuØsÛXß�Ù�×Kâlß²ÙuØcÞMØsâIÙ�×�áCß�ÝaøhØsÜIÙlì�¶ÛXàMâGè�àMâIÜ8Ø�ÙuâlÚsáXñ�å�âfÜ8Û]ß²ÙuØs×KâIà�âI× ë âf×KØ�ÙtÚsÛaêÜlÝkÞMØ�Û]ß²ÙIñ�������Þuæ�â ý é²à ë âlà5ÙbüXâ;ÜOÞMÛXà5Ù)ÝXß²×z×KØ�ÙuÚ�Û�ÜlÝkÞMØ�Û]ß²Ù)ÝXàuânØsßzÞuæ�â1ÙuÝXøfânè²ÚsÝXß�âXì�í�æ�â;ÙtâG×KØ�ÙtÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXß²Ù�ÝaàMârøhÛkü:Ø�ß ëå)ØcÞMæYÞuæ²â ý é�à ë âlà5Ù�üXâIÜ8ÞuÛXà5Ù ±~b ÿ�ÙtâIâhú ë é�àMâzô�
8ì�í�æ�Ø�ÙnøfÛ�×KâlÚyæ²Ý]Ùrî3âlâIßdØ�ßCÞuàMÛK×Ké²ÜlâI×�î:á���àMÛXø�Ý�ñ ý ÝaÚsÛ ë æYÝ]ÙnÝÜ8ÛXé²è�Ú�â;×�ÙuáKÙAÞMâløzñ�ß²ÝXøfâIÚ�ázÝhÞMàMÝXß²Ùuè3ÛXàuÞ�è�àuÛ]î�Úsâlø�å)æ�âlàMânÞuæ²âGüXâlÚsÛKÜ8Ø�ÞAáwØ�Ù ë Ø�ü]âlß�îCáwÞMæ�âGâIÚsÝ]ÙAÞMØsÜlØcÞAáZâ	�Cé²ÝkÞMØ�Û]ß²Ù�ØsßÞuæ�â��kê���ÜIÝXÙuâhÿ�ÙtâIâ��sô	����
Oì
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� Ø ë é�àMâhô �Qí�æ²ânÜlàuÛCÙuÙtêTÙuâIÜOÞMØ�ÛXßwÛaãµÞMæ�â�×KØsÙuÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXß²ÙbÚsØ�ß²âIÙIì
! ã-Þuæ²â"�|ê#� ×KÛXø�ÝXØ�ß´Ø�Ùfô8êTè3âlàMØ�Û�×KØsÜ�Øsß

x1
ÝXß²×

x2
ñ�ÝXß²×¶Ø�ã-ÞMæ�âh×KØ�ÙtÚsÛKÜIÝkÞMØ�Û]ß²Ù�×KâIß²ÙtØ�ÞuØsâIÙn×Kâlè3âlß�×´ÛXß�Úsá�ÛXß´Þuæ�âükÝaàMØ�Ýaî�Úsâ

x = x1 + x2
ÿäå)æ�âlàMâ

(x1, x2)
ÝXàuâfÞMæ�âSÜlÛ:ÛXà5×KØsß²ÝkÞMâIÙ�Ûaã)ÝZè3Û]Ø�ßCÞ�Ø�ß

R
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øfÛ�×KâlÚ3Ûaã%�sô	�&�3àMâI×�é²Ü8â;ÙQÞMÛ�ÞMæ�â�Ùuá:ÙtÞuâIøÔÛXã¡Ü8Û]é�è�ÚsâI×�ôlê��(ß²ÛXßSÚsÛKÜlÝXÚ'��ÝaøhØsÚcÞMÛXßKê#(CÝXÜ8Û]î�Ø²â	�Cé²ÝaÞuØsÛXß²Ù�ÿ_Ùuâlâ*):âIÜ8ÞuØsÛXß�ö+























(ρ+)t = −
(

ρ+ − ρ− +

∫ 1

0

(ρ+(x, t)− ρ−(x, t)) dx+ L(t)

)

|Dρ+| on R× (0, T )

(ρ−)t =

(

ρ+ − ρ− +

∫ 1

0

(ρ+(x, t)− ρ−(x, t)) dx+ L(t)

)

|Dρ−| on R× (0, T )

ÿtôXìsô�


å)æ�âlàMâ
ρ+, ρ−

ÝaàMâ�Þuæ²âwé�ß-,:ß�Ûkå)ß&ÙuÜIÝaÚ�Ýaà5Ù�Ùué²ÜMæçÞuæ²ÝaÞ
(ρ+ − ρ−)

àuâlè²àuâ;ÙtâIß]ÞMÙ�Þuæ�âwè²ÚsÝ]ÙAÞMØsÜ�×�â8ãäÛXàMø�ÝkÞMØ�Û]ß�ñ�Þuæ�âIØ�àÙtè²Ý]Ü8â)×�âlàMØ�üaÝkÞuØsüXâIÙ
Dρ± := ∂ρ±

∂x

ÝaàMâbÞuæ�âj×KØsÙuÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXß²ÙQ×KâIß²ÙtØ�ÞuØsâIÙ-Ýaß²×
L(t)
àMâlè�àMâIÙuâlß]Þ5Ù�Þuæ²â)â8ù:ÞMâlàMØ�Û]àQÙuæ�âIÝXàyÙAÞMàuâ;ÙuÙú²âlÚ�×{ì � àMÛXø�ÝSè�æ:áKÙtØ�ÜlÝXÚ¡ü:Øsâlå)è3Û]Ø�ßCÞIñ

Dρ± ≥ 0
ñ�æ�Û|åbâlüXâlà;ñ�æ�âlàMâGå�â1×KÛwß�ÛaÞ�ø�Ý ,XânÞMæ�Ø�Ù�Ý]ÙuÙué�øhèKÞMØ�Û]ßzÞuÛwàuâIøhÝXØ�ßÛXßzÝføhÛXàMâ ë âlß�âIàMÝXÚ3ãäàMÝXøfâIå�ÛXà.,�ìRí�æ�ârØsß�Ø�ÞuØ�ÝaÚ¡Ü8Û]ß²×KØ�ÞuØsÛXß²ÙbãäÛ]à�Þuæ²ânÙuáKÙAÞMâlø ÿAô]ì�ô�
bÝaàMâr×Kâlú²ß�âI×zÝ]Ù�ãäÛ]Ú�ÚsÛkå�Ù/�

ρ±(x, 0) = ρ0±(x) = P 0
±(x) + L0x on R

ÿAô]ì �0

å)æ�âlàMâ

P 0
±

ÝaàMâ�è3âlàMØ�ÛK×�ØsÜSÛXãjè3âlàMØ�ÛK×
1
ÝXß²×1��Øsè²ÙuÜ5æ�Ø�ÞuþzÜ8ÛXßCÞuØsßCé�Û]é²ÙIì ! ß&è�ÝaàuÞuØ�Ü8é�Ú�Ýaà;ñ

ρ0+ − ρ0−
Ø�ÙfÝ&ô8êTè3âlàMØsÛK×KØ�Üãäé�ß²ÜOÞMØ�Û]ß�ì

L0

Ø�Ù�Ý ë Ø�ü]âlßSÜlÛXß²ÙtÞMÝXß]Þ�å)æ�Ø�Ü5æSØ�ÙyÞMæ�âjÞuÛXÞMÝXÚ3×KâIß²ÙtØ�ÞuØsâIÙ�Ûaã�Þgá:è3â ± ñ2�����	�yåbâ�Ùué�è�è3Û]Ùuâ�Þuæ²ÝaÞ�Øsß�Ø�ÞuØ�ÝaÚsÚsáXñCåbâæ²Ý;üXâ�ÞMæ�â�ÙuÝXøhâ�ÞMÛaÞ5ÝaÚ�×KâIß²ÙuØcÞAá�ÛaãµÞAá:è3â
+
Ýaß�× − ì

ÁQÂ43 5,ÉQÊtÇ76óÅ¡Æ98jÒgÈ�Æ
í�æ�âfú�àMÙtÞ ë ÛCÝaÚRÛXãbÛXé�ànè²ÝXè3âlànØ�Ù�ÞMÛzè�àMÛküXâ1Þuæ²âhâlùKØsÙtÞuâIß²Ü8â�ÝXß²×�é�ß�Ø:�Cé�âlß²âIÙMÙ�ãäÛXànÞuæ�âSÙuÛXÚséKÞuØsÛXßYÛaãbÞuæ�â�ß�Û]ßKêTÚ�ÛKÜIÝaÚÙtáKÙtÞuâlø�ÿAôXìsô�
gê5ÿtôXì;� 
8ìYÖÌß²ÝkÞMé�àMÝXÚ-ãäà5Ýaøhâlå�Û]à<,�ãäÛXàfÛXé²àfÙAÞMé²×KáqØ�ÙGÞuæ�âZü:ØsÙMÜ8ÛCÙtØ�ÞAádÙtÛ]Ú�é�ÞuØsÛXßqÞMæ�âlÛ]àuá]ì>=YâZàuâlãäâlàGÞMÛý ÝXàuÚsâIÙ��;���Tñ ý ÝXàM×�Ø�ñ@?bÝaè�é�þIþlÛXêT×KÛ]ÚsÜlâ8ÞuÞMÝ>� �&��ÝXß²×A?�à5Ýaß²×²ÝaÚsÚ�ñ ! Ùtæ�ØsØ>ñB�¡Ø�Û]ß²Ù��sô	C��yãäÛ]à�Ý ë Û:ÛK×´Øsß]ÞMàuÛ�×Ké²ÜOÞMØ�Û]ß�ÞuÛzÞuæ�Ø�ÙÞuæ�âIÛXàMáZØ�ß¶Þuæ²âfÙuÜIÝaÚ�Ýaà�ÜlÝ]Ùtâ]ìD=YâfÝaÚ�ÙtÛ�àuâlãäâlàjÞuÛ ! Ùtæ²Ø�Ø>ñFEjÛXØG,XâH�sôIõ��QÝXß²× ! Ùuæ�ØsØI��ô�J���ãäÛXàjÞMæ�â1üXâ;ÜOÞuÛ]àuØ�ÝaÚµÜIÝXÙuâ1Ýaß²×zÞMÛ
K ß ë Úsâlà;ñL��âlß²æ²ÝaàuÞ"�sô����Tñ ! Ùuæ�ØsØ�ñLE�ÛXØG,Xâ��;�MC&�>ñL�¡âlß�æ�ÝaàuÞ"�;�aö��TñL��âIß�æ²ÝXàtÞ;ñ ý âlÚsî²ÝXÙ"� �a÷&�TñL��âIß�æ²ÝaàuÞIñON-Ýaø�ÝX×²Ý�� �0P���ÝXß²×
N-Ýaø�ÝX×²ÝQ�;�MJ���ãäÛXàjÙtÛ]øfânÝXè�è�Ú�Ø�ÜlÝaÞuØsÛXß�Ùlì

=Yânæ²Ý;üXâ�ÞMæ�ârãäÛXÚsÚ�Ûkå)Øsß ë âlùKØsÙtÞuâIß²Ü8ânÝXß²×wé�ß�Ø:�Cé�âlß�â;ÙuÙ)àuâ;Ùté²ÚcÞ�ãäÛ]à�Þuæ�ânß�Û]ßZÚsÛKÜlÝXÚ{ÙuáKÙAÞMâløR�
SUTBV9W'X&V9Y[Z]\�Z_^a`Db�c4d/e�V+fLg Vih-fBj>kLfLc�lFkLV9fBV9d�dnmoW'Xpe	TLVifBW]fOq.r4WFg0h-r2sLX&Wut@r�V9YwvyxOz&{n|M}�}

T > 0 ~ � zM{n|&}�} L0 ∈
R ~n����� � z � �H��� | �

ρ0± ∈ Lip(R) � | �o� �����A��� �G��� |M�]�
L ∈ W 1,∞ (R+)

�w�2�-� � ~ ���u� ����� ���/� ��� � � �&� �#� �G��� |0� �i��� �| � � ��� � �i��� �/� z � ��� �Q� zM} � �4� zM� ρ = (ρ+, ρ−)
��� z&{ � z �&� { ~ ����� ��� zM} � �o� z&� � ��� � � � z&{ � } �H� � �]�/� ������� � zM� �o� � � z �9� � �

�4� | � � |M�]� �4���"�	�
� V9Y�h�X���Z]\:��� � | �%� � ���4� |M} �o����� ~¡  �¢� | �&� Dρ0± ≥ 0 ~ ���-� � ����� � { �/� | � � � � { � � � z&{ t ≥ 0 ~ �����	� ~ Dρ±(x, t) ≥ 0
� z&{�|&}�}

(x, t) ∈ R× [0, T ]
�"�]��� � |&}�}Gz  @� � z � { � | �£���-� � � ��� � � |M} � | � �   �u� { � Dρ± ≥ 0

�
í�æ�ârøhÝXØ�ßZ×�Ø¥¤SÜ8é²ÚcÞAá�ÜlÛXøhâIÙ�ãäàuÛ]ø ÞMæ�â�ã_Ý]ÜOÞ�Þuæ²ÝaÞbÞMæ�ânÜ8ÛXøhè²ÝXàuØ�ÙuÛXßSè�àMØ�ß�Ü8Øsè�Ú�âr×�Û:âIÙbß�ÛXÞ�æ�ÛXÚ�×�î3âIÜIÝaé²Ùuâ�ÛXã¡Þuæ�âß�ÛXßKêTÚsÛKÜlÝXÚ3ÞuâIàuøzì ! ßzÛ]àM×KâIàbÞMÛhÛküXâlà5Ü8Û]øfâ�ÞMæ�ØsÙ�è�àuÛ]î�ÚsâløzñKå�â�ÜlÚsÝ]ÙuÙuØsÜIÝaÚsÚ�áSé²Ùtâ�Ý1ú�ùKâ;×wè3Û]Ø�ßCÞ�øfâlÞuæ�ÛK×Zî:áSãäàuâIâlþIØ�ß ëÞuæ�â�ß�Û]ßKêTÚ�ÛKÜIÝaÚ�ÞMâlàMøZì ! ßdÝwú�àMÙtÞrÞMØ�øhâXñµåbâ ë ØsüXâ�ÝaßYâlùKØsÙtÞuâIß²Ü8â�ÝXß²×�é�ß²ØG�Cé�âIß�âIÙMÙràMâIÙué�Ú�ÞrãäÛXàrÞMæ�â�ÚsÛKÜlÝXÚRè²àuÛ]î�Ú�âIøÿ�Þuæ²ØsÙ-ØsÙ-ÝnÙtØsøhè�Ú�âjÝX×²ÝaèKÞ5ÝkÞuØsÛXßfÛXã@��ô;õ���
OìQí�æ�âlß�ñ]åbâ)é²Ùuân��Øsè²ÙMÜMæ²ØcÞMþ)â;ÙAÞMØ�ø�ÝkÞMâIÙQÛ]ßfÞuæ�âjÙuÛXÚséKÞuØsÛXßfÞuÛ�è�àuÛküXâbÞMæ�âjÙtæ�Û]àtÞÞuØsøfâ�âlù:Ø�ÙtÞuâIß²Ü8â�Ýaß�×hé²ß�ØG�Cé�âIß�âIÙMÙyãäÛ]àyÞMæ�â�ß�ÛXß�ê>ÚsÛKÜlÝXÚ²ÙuáKÙAÞMâløzì ! ßSÞuæ�âjÞMæ�Ø�à5×SÙtÞuâIè�ñCå�â�ÛXîKÞ5ÝaØsß�âI×hÞuæ�â�àMâIÙué�Ú�ÞyãäÛ]àbÝaÚsÚÞuØsøfâ�îCá�ØcÞMâlà5ÝkÞMØ�ß ë Þuæ²ânè�àuÛ�Ü8âIÙMÙlì��âIàuâ]ñjå�âYÝaàMâ¶Øsß]ÞMâlàMâIÙtÞuâ;×�Øsß�Þuæ�âd×KØ�ÙtÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXß²Ùw×Kâlß�ÙtØ�ÞuØsâIÙZ×Ká:ß²ÝXøhØsÜIÙlì¦):ÛXøhâ�ÛaÞMæ�âlà5Ù�øhÛK×KâIÚsÙwæ²Ý|üXâ´î3âlâIßè�àuÛ]è3Û]ÙuâI×YÞuÛ�×Kâ;ÙuÜlàuØsî3â�ÞMæ�âw×�áCß�ÝaøhØsÜIÙGÛaãj×KØ�ÙtÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXß²Ù�ÚsØ�ß²âIÙIì§=�âwàuâ;ÜlÝXÚ�Ú�ÙuÛXøhâ�àuâ;Ü8âlßCÞ1àuâ;Ùté²ÚcÞ5Ùlì�Ö ß�Û]ßKêTÚ�ÛKÜIÝaÚ

�jÝaøhØsÚ�ÞuÛXß�ê�(CÝXÜ8Û]î�Ø�â	�Cé²ÝaÞuØsÛXßçæ�Ý;üXâwî3âlâIß&è�àMÛXè3ÛCÙtâ;×dî:áqÖjÚ�üaÝaàMâlþ]ñ¡�jÛKÜ5æ�ñ¨��â ý Û]é²ÝaàfÝXß²×1��ÛXß²ß�âIÝaé©�;P��*� ÷M��ãäÛXàøfÛ�×KâlÚsÚ�Øsß ë ×KØ�ÙtÚsÛKÜIÝkÞMØ�Û]ß&×Ká:ß²ÝXøhØsÜIÙlìïí�æ�âIáçÝXÚ�ÙtÛ�è�àMÛküXâI×&ÝYÙuæ�ÛXàuÞ1ÞMØ�øhâzâ8ùKØ�ÙAÞMâlß²ÜlâzÝaß²×&é²ß�ØG�Cé�âIß�âIÙMÙfàMâIÙué�Ú�ÞfãäÛXàÞuæ�Ø�ÙnøhÛK×�âlÚ>ìH=YâSÝaÚ�ÙuÛZàMâ8ãäâIàrÞMÛ¶Ö�ÚsükÝaàMâlþ]ñL?bÝXàM×²ÝaÚsØsÝ ë é�â8Þ;ñO��ÛXß�ß²âIÝaéª��ô���ÝXß²× ý ÝaàMÚ�â;ÙlñO�¡âlá1� J&�yãäÛ]à�ÝzÚ�Û]ß ë ÞMØ�øhâàuâ;Ùté�Ú�Þ�é�ß²×KâIà)ÜlâlàuÞMÝaØsß�øhÛXß²ÛaÞuÛ]ßCáSÝXÙMÙté²øfè�ÞuØsÛXß²Ù�Ýaß²×SÞuÛ � ÛXà5ÜlÝ]×KâlÚL�sôIö&��ãäÛ]à�ÝfÙuæ�ÛXàuÞ�ÞMØ�øhâràMâIÙué�ÚcÞbãäÛ]à�×�ØsÙuÚsÛKÜlÝkÞMØsÛXß²Ù×Ká:ß²ÝaøhØ�ÜlÙ�å)Ø�Þuæ�ÝføhâIÝXßzÜ8é�àMükÝkÞMé�àMâ�ÞuâlàMøzìí�æ�â�ÙuâIÜlÛXß²×YàMâIÙué�Ú�Þ�Ø�ÙGÝzß:é�øhâlàMØsÜIÝaÚ�Ýaß²ÝXÚ�áKÙuØsÙnÛaã�Þuæ²âSß�Û]ßKê>ÚsÛKÜIÝaÚyÙuáKÙAÞMâlø�ÿtôXìsô�
Oì�=YâSè²àuÛ]è3Û]Ùuâ�Ýzß:é�øhâlàMØsÜIÝaÚÙuÜ5æ�âløhâ�ãäÛ]àbÛ]é�àbß²ÛXßKêTÚ�Û�ÜlÝaÚ�Ùuá:ÙtÞuâIøzìQí�æ�âlß�ñKåbâ ë ØsüXâ�ÝXß�âIàuàMÛXà�â;ÙAÞMØ�ø�ÝaÞuâ�î3â8ÞAå�âIâlß�ÞMæ�ânÜ8ÛXßCÞuØsßCé�Û]é²Ù�ÙtÛ]Ú�é�ÞuØsÛXßwÝXß²×Þuæ�ânß:é�øhâlàuØ�ÜlÝXÚ{ÛXß�â]ì
�



=YânåbÝaßCÞ�ÞMÛ�Ýaè�è²àuÛ|ùKØ�ø�ÝkÞMâ�Þuæ�â�ÙuÛXÚséKÞuØsÛXßZÛaã�ÿtôXìsô�
gê5ÿtôXì;� 
8ì¡��ØsüXâlßzÝføhâ;ÙtæzÙuØsþlâ
∆x, ∆t

ñ�å�ân×�â8ú²ß�â
Ξ = {i∆x, i ∈ Z} ΞT = Ξ× {0, ..., (∆t)NT }å)æ�âlàMâ

NT
Ø�ÙGÞuæ�âZØ�ßCÞuâ ë âlà1è�ÝaàuÞ1Ûaã T/∆t ì�=�âwàMâ8ãäâIà ë âIß�âlàMØsÜIÝaÚsÚ�á�ÞuÛ´Þuæ�âZÚsÝaÞtÞMØsÜlâ�î:á ∆

Ø�ßçÞMæ�âZÙuâ	�Cé�âlÚ>ìYí�æ�â×KØsÙMÜ8àMâ8ÞMâhàué�ß²ß�Ø�ß ë è3ÛXØsß]Þ�ØsÙ (xi, tn) å)Ø�Þuæ xi = i(∆x), tn = n(∆t)
ì"=YâSÝXÙMÙué�øfâfÞMæ²ÝkÞ

∆x + ∆t ≤ 1
ìSí�æ�âÝaè�è�àMÛ|ù:Øsø�ÝkÞMØ�Û]ßrÛaãKÞMæ�âbÙtÛ]Ú�éKÞMØ�Û]ß

ρk
ÝkÞ¡ÞMæ�â�ß�ÛK×Kâ

(xi, tn)
ØsÙµå)àuØ�ÞtÞMâlß�Øsß²×KØ¬«�âlàMâlß]ÞMÚ�á�ÝXÙ

vk(xi, tn)
Û]à
vnk,i
ÝXÜlÜlÛXà5×KØ�ß ëÞuÛhå)æ²â8Þuæ²âlà)åbârü:ØsâlåØcÞjÝ]Ù)Ý1ãäé�ß²ÜOÞMØ�Û]ß�×Kâ8ú²ß²âI×ZÛXßwÞMæ�ânÚsÝaÞtÞMØsÜlârÛXà�ÝXÙ)ÝhÙuâ	�Cé�âIß²Ü8â]ì

 Ûkånñkå�â�å)ØsÚsÚCØsß]ÞMàuÛ�×Ké²Ü8â-Þuæ²â�ß:é�øhâlàMØsÜIÝaÚ:ÙuÜ5æ�âIøfâ]ì�í�æ�â�ø�ÝaØsß1×KØ¬¤�Ülé�Ú�Þgá�ØsÙR×Ké�â-ÞMÛjÞuæ²â�ß�Û]ßKêTÚ�ÛKÜIÝaÚXÞuâIàuøzñkå)æ�Ø�ÜMæàuâ��]é²Ø�àMâIÙ�ÞMæ�âSÝ|ükÝaØsÚ�Ýaî�ØsÚ�Ø�ÞAá�Ûaã�ÞMæ�âSÙuÛXÚséKÞuØsÛXßYå�âSÝaàMâfØsß]ÞuâIß²×KØsß ë ÞuÛ¶Ýaè�è�àMÛ|ù:Øsø�ÝkÞMâXìhíµÛ�ÙuÛXÚsüXâIÙ�ÞMæ�Ø�Ùnè�àuÛ]î�Úsâløzñ�åbâú�ù�Þuæ²â�ÙtÛ]Ú�é�ÞuØsÛXß
vni = (vn+,i, v

n
−,i)
ÝkÞ�âIÝ]ÜMæwÞMØ�øhâ�ÙtÞuâIèzÛXßwÞMæ�ânØsß]ÞuâIàuüaÝaÚ

[tn, tn+1]
Ýaß²×Zå�ânÝXè�è�ÚsáSÞuæ�ânã�Û]ÚsÚ�Ûkå)Ø�ß ëøfÛ]ß�ÛaÞMÛXß�ânÙuÜ5æ�âIøfâ]ñ

v0i = (v0+,i, v
0
−,i) = ρ̃0(xi) = (ρ̃0+, ρ̃

0
−),

ÿtôXì ö0

å)æ�âlàMâ

ρ̃0±(xi)
Ø�Ù)ÝXßzÝaè�è�àMÛ|ù:Øsø�ÝkÞMØ�Û]ß�Ûaã

ρ0±(xi) ®

vn+1
k,i = vnk,i +∆tC∆

k [v](xi, tn)







E+
(

D+vnk,i, D
−vnk,i

) Ø�ã
C∆
k [v](xi, tn) ≥ 0

E−
(

D+vnk,i, D
−vnk,i

) Ø�ã�ß²ÛaÞ ∀k ∈ {+,−} ÿAô]ì ÷9

å)æ�âlàMâ

C∆
k [v](xi, tn) = −k

(

vn+,i − vn−,i + a∆[v](tn)
)

Ýaß²×�ÞMæ�ânß�ÛXß�ê>ÚsÛKÜlÝXÚ3ÞuâlàMø
a∆[v](tn)

Ø�Ù ë Ø�üXâIßwî:á

a∆[v](tn) =

Nx−1
∑

i=0

∆x (v+(xi, tn)− v−(xi, tn)) + L(tn)
ÿtôXì;P 


å)æ�âlàMâ
Nx
ØsÙjÞuæ�â1Ø�ßCÞuâ ë âlà�è²ÝXàtÞ�Ûaã 1/∆x ì E± ÝXàuâ�Þuæ�âfÝaè�è�àMÛ|ùKØ�ø�ÝkÞMØ�Û]ßzÛaãQÞuæ²â K é²Ü8ÚsØs×�âIÝaß´ß�ÛXàMø�è�àMÛXè3Û]ÙuâI×zîCáò�Ùtæ�âIà)ÝXß²×R):â8ÞMæ�Ø�Ýaß¯� � ���o�

E+(P,Q) =
(

max(P, 0)2 +min(Q, 0)2
)
1
2 ,

ÿtôXì �0

E−(P,Q) =

(

min(P, 0)2 +max(Q, 0)2
)
1
2

Ýaß²×
D+vnk,i, D

−vnk,i
ÝaàMâ�Þuæ²ân×�ØsÙMÜ8àMâ8ÞMâ ë à5ÝX×KØsâlß]Þ�ãäÛXà�ÝXÚ�Ú n ∈ {0, ..., NT }, i ∈ Z

ÝXß²×
k ∈ {+,−} �

D+vnk,i =
vnk,i+1 − vnk,i

∆x
,

ÿtôXì°�M


D−vnk,i =
vnk,i − vnk,i−1

∆x
.

� Ø�ß�ÝaÚsÚ�á]ñ�å�âGÝXÙMÙté�øhâ�ÞMæ�ânãäÛXÚsÚ�Ûkå)Ø�ß ë é�ß�Ø�ãäÛXàMø7? � �qÜlÛXß²×KØ�ÞMØ�Û]ßdÿ�ÙtâIârÞuæ�â�î3â ë Ø�ß�ß²Ø�ß ë ÛXã¡):â;ÜOÞMØ�Û]ß±PKì;�GãäÛXà�øhÛXàMâ×Kâ8Þ5ÝaØsÚsÙ�

∆t ≤ 1

2L2
∆x

ÿtôXì J0

å)æ�âlàMâ

L2 = 2M + 2å)ØcÞMæ
M = ‖P 0

+ − P 0
−‖L∞(R)

ì
=YârÞuæ�âIßZæ�Ý;üXâ�ÞMæ�ârãäÛXÚsÚ�Ûkå)Øsß ë âIàuàMÛXà�âIÙAÞMØsøhÝaÞuâ0�

ö



SUTBV9W'X&V9Y[Z]\G²³^a´Qc4d	g X�V+e�V q�g W]f2e�c�f�kBW]kBdµV+X�X&W'X�V9d	e	c�Y�h�e�V�v � ��� T ≥ 0
�³¶ ����� �"�±��� | �

∆x + ∆t ≤ 1 ~
L ∈W 1,∞(R× [0, T ))

|&�2� ��� | �£���-�H· x �©� zM�]� ���4� z&� ��� �:¸���� z&}¬� � ��2�-� � ���-� { �H�<¹0� � � � | � zM� � � |M� � K > 0
� � � � �]� � �9º§zM�u} � zM� ‖P 0

+ − P 0
−‖L∞(R), maxk∈{+,−} ‖Dρ0k‖L∞(R)|&�]� ‖L‖W 1,∞(0,T ) ���u� �>��� | �n���-�$� {�{azM{ � � �4��� | �#�$».�/�   �.� � ���-� � z&} � �o� z&� ρ

z � ���u� � zM� �o� � � z �9������� ���/� ��� � � �&�
�#� �G��� |M�]� ���-� � � �/� { ���#� � z&} � �4� zM� v

z � ���u�¨¼ � ����� � � ½¢� { � � � � �/� �-�/��� �#� �:¾��&� ��� � ¿M�H� � º ���&� � » �
max

k∈{+,−}
sup
ΞT

|ρk − vk| ≤ K

(

(T +
√
T ) (∆x+∆t)

1/2
+ max

k∈{+,−}
sup
Ξ
|ρ0k − v0k|

)

� {<z ��� � � � K
(

(T +
√
T )(∆x+∆t)

1
2 + max

k∈{+,−}
sup
Ξ

(ρ0k − v0k)

)

≤ 1
�

� V9Y�h�X���Z]\¬ÀÁ��� ���-� � zM�]� ���o� z&� K

(

(T +
√
T )(∆x+∆t)

1
2 + max

k∈{+,−}
sup
Ξ

(ρ0k − v0k)

)

≤ 1 ~¨  � � |M�>{ � � }¬| � ����u� { � º �9�%� |M�]� � � � �i» � |&� �p� z � ���o����� � zM� � � |M� �#�
! ßnã_ÝXÜ8Þ¡ØsßnÞuæ�â�è�àuÛKÛaã:ÛXã:Þuæ�Ø�Ù�ÞMæ�âlÛ]àuâIøZñ|å�â-øfØsøhØsÜyÞuæ�â�ÜlÛXß]ÞMØ�ß:é�ÛXé�Ù�è�àMÛXî�Úsâlø îCárÜlÛXß²ÙuØ�×KâlàMØ�ß ë Þuæ�â�ÝXè�è�àMÛ;ùKØsøhÝaÞuâÙtÛ]Ú�éKÞMØ�Û]ß�ÛXã�ÿtôXìsô�
�ÝXÙnÝwú�ùKâI×�è3ÛXØsß]Þ�Ûaã�ÝwÚsÛKÜIÝaÚQÙuáKÙAÞMâløzìi=YâSÝaàMâfØ�ß²Ùuè�Øsàuâ;×´î:á�� ö&�QÞMÛzè�àMÛ|üXâhÝ±?�àMÝXß²×�ÝXÚ�Ú�ê��¡Ø�Û]ß²ÙàMÝaÞuârÛXãQÜ8Û]ßCüXâlà ë âIß²Ü8â���ô]ô��>ñ²î3âlÞgåbâlâlßzÞuæ�âGÜlÛXß]ÞMØ�ß:é�ÛXé�Ù�ÙtÛ]Ú�éKÞMØsÛXßZÛXã)ÿAôXìsô�
�ÝXß²×wÞuæ²ânß:é�øhâlàMØsÜIÝaÚ�ÛXß²âXì�ÖjÙ)ã_ÝaàjÝ]Ù�åbâ

,Cß²Û|ånñ]ÞMæ�Ø�Ù�Ø�Ù-Þuæ²âjú²à5ÙAÞbâIàuàMÛXà-âIÙtÞuØsø�ÝkÞMâ�Ûaã@?�àMÝXß²×�ÝaÚsÚ�ê��¡Ø�ÛXß�ÙRÞAá:è3âjãäÛ]àI��ÝaøhØ�Ú�ÞMÛXßKê#(]Ý]Ü8ÛXî²Ø�ÙtáKÙtÞuâIø�ÙlìL=YârÝaÚ�ÙtÛGàuâlãäâlàÞuÛ"(CÝM,XÛ]î²Ùuâlß�ñ�EnÝXàuÚ�Ùuâlß§�;�Kô��µÝaß²×�(CÝM,XÛ]î²Ùuâlß�ñ�EnÝXàuÚ�Ùuâlß�ñ�Â)Ø�Ùuâlî�àMÛ��;� ���¡å)æ�âIàuâ�ÞMæ�âláwè�àuÛküXâI×ZÝaßZâIàuàMÛXà�âIÙtÞuØsøhÝaÞuârãäÛXàÝfå�âIÝ ,CÚsá�Ü8Û]é�è�ÚsâI×ZÙuá:ÙtÞMâlø ÛXãµÞuæ�ârãäÛ]àuø
(ui)t +Hi(t, x, ui, Dui) = Gi(t, x, u) in R

N × (0, T )
ÿAô]ì õ+


ãäÛXà
i = 1, ...,M

ìóí�æ�âIØ�à�âlàMàMÛXàfâIÙtÞuØsø�ÝkÞuâzØ�ÙhØ�ß
O(∆t)

ãäÛXàSÝYÙuâløhØ�êT×KØ�ÙMÜ8àuâlÞuâzÙuè�Ú�Ø�ÞuÞuØsß ë ÝaÚ ë Û]àuØ�Þuæ²ø ÞMæ²ÝkÞ�Þuæ�âláè�àuÛ]è3Û]ÙuâwÞuÛçÝaè²è�àuÛCÝXÜ5æ&Þuæ�â¶ÙuÛXÚséKÞMØ�Û]ß Ûaã�ÿAôXì õ0
8ì��jÛ|åbâlüXâlà;ñ�å�â�Û]îKÞMÝXØ�ßóÝXß âIàuàMÛXàhâIÙtÞuØsø�ÝkÞMâzØsß
O(
√
∆t+∆x)î3âIÜlÝXé²Ùtârå�â�ÝaÚ�ÙtÛ�×KØsÙMÜ8àMâ8ÞMØ�þIârØ�ß�Ùtè²Ý]Ü8â]ì

! ß�Þuæ�â�×Ká:ß²ÝaøhØ�ÜlÙ-Ûaã�×�ØsÙuÚsÛKÜlÝkÞMØsÛXß²ÙQÚsØsß�âIÙ�ÜIÝXÙuâXñXÞuæ�â�øhÛK×KâlÚ�æ²Ý|üXâjÝXÚsÙuÛnî3âIâlßSßCé�øhâIàuØ�ÜlÝXÚ�ÚsáfÙtÞué²×�Ø�â;×�îCáhÖjÚsükÝaàMâlþ]ñ?bÝaàMÚ�Øsß�Ø>ñ-��ÛXß²ß�âIÝXézÝaß²×�Â�ÛXé�á§�;�:ñ²ö&�Tì ! ßwÞMæ�âlØsà�è²Ýaè3âIàIñKÞuæ�âIá�è�àMÛXè3Û]ÙuâI×wÝhßCé�øhâlàMØ�ÜlÝaÚ¡ÙuÜ5æ�âløhârãäÛXà�ÞMæ�ânß�Û]ßKêTÚ�ÛKÜIÝaÚ�jÝaøhØsÚ�ÞuÛXß�ê�(CÝXÜ8Û]î�Ø�â	�Cé²ÝaÞuØsÛXßZÝXß²×�ÞMæ�âlá�è�àMÛküXâI×wÝH?�à5Ýaß²×²ÝaÚsÚcê#��ØsÛXß²Ù�Þgá:è3ânàMÝaÞuârÛaãRÜ8Û]ßCüXâIà ë âlß²ÜlâXì��â8Þné²Ùrß�Û|å â8ùKè�Ú�ÝaØsß�æ�Ûkå�ÞMæ�âhè²Ýaè3âlàrØ�Ù�Û]à ë Ýaß�Ø�ÙtâI×�ì ! ß¯)KâIÜOÞMØ�Û]ß¯�Kñ�å�â1ú�ù�ÙuÛXøhâfß�ÛaÞ5ÝkÞuØsÛXß�Ùlì�=�âhè�àMâIÙuâlßCÞ�Þuæ�âãäÛXàMøhÝXÚ²×KâlàMØ�üaÝkÞMØ�Û]ß1ÛXã3Þuæ²â�øfÛ�×KâlÚ²Ø�ß$):âIÜ8ÞuØsÛXßSö�ìRí�æ�âlß�ñ]Øsß$):âIÜ8ÞuØsÛXßh÷�ñXå�âjÙAÞMé²×KáGÞMæ�âjÜ8Û]ß]ÞuØsßCé²ÛXé²ÙQè²àuÛ]î�Ú�âIøzì � ØsàMÙtÞØ�ß�):é²î²Ùtâ;ÜOÞMØ�Û]ß¶÷�ì�ô]ñ3å�â ë ØsüXâ1ÝXß¶â8ùKØ�ÙtÞuâlß²Ülâ1ÝXß²×¶é�ß�Ø:�]é²âlß�â;ÙuÙ�àMâIÙué�ÚcÞ�ãäÛXàrÝSÚsÛKÜIÝaÚ�ÙuáKÙAÞMâløzìrí�æ�âlß�ñ{Ø�ß¯):é�î²ÙuâIÜOÞMØ�Û]ß÷²ì;�Kñ]å�âjè²àuÛküXâjí�æ�âlÛ]àuâIøÌô]ì�ôjîCáhé²ÙtØsß ë Ýnú�ùKâI×�è3ÛXØsß]Þbøhâ8Þuæ²ÛK×{ì ! ßQ):â;ÜOÞuØsÛ]ß$P�ñCå�âjè�àMÛ|üXâjÝi?�à5Ýaß²×�ÝXÚ�Ú�ê#��ØsÛXß²ÙRÞAáCè3ââlàMàuÛ]à�â;ÙAÞMØ�ø�ÝkÞMâ�ãäÛ]àjÞMæ�â1ÚsÛKÜlÝaÚµè�àMÛXî²Ú�âIø�ÝXß²×zÞMæ�âlß´å�â1è�àMÛküXâGí�æ�âIÛXàMâlø ô]ì öSÛXß�ÞMæ�â1ß�Û]ßKêTÚ�ÛKÜIÝaÚ¡è²àuÛ]î�Ú�âIøzìp)KÛXøhâßCé�øhâlàMØ�ÜlÝaÚ3â8ù�ÝXøhè�Ú�â;Ù�ÝXàuâ�×�ØsÙuè�Ú�Ý;áXâ;×�Øsß�):â;ÜOÞuØsÛXßQ�Gå)æ�âIàuâ�å�â�Ùuæ�Ûkå�ÙtÛ]øhâ�ÞMâIÙAÞ5Ù�ØsÚsÚ�é²ÙtÞuà5ÝkÞMØ�ß ë ÛXé²à�âlàMàMÛXà-â;ÙAÞMØ�ø�ÝkÞMâÝaß²×�ÞMæ�âlß�ÝXßZâlüXÛXÚséKÞMØ�Û]ßZÝaè²è�àuÛ|ùKØ�ø�ÝaÞuØsÛXß�ÛXãR×KØ�ÙtÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXßZ×KâIß²ÙtØ�ÞMØ�â;Ùlì
Ã Ä ¼rºBÅrº�À8¼�¹
� Û]à)ÙuØsøfè²Ú�Ø�Ü8Ø�ÞgáwÛaã�è�àMâIÙuâlßCÞMÝkÞMØ�Û]ß�ñKå�â�ú²ùZÙtÛ]øfârß�ÛXÞMÝkÞMØsÛXß²Ù	�
ô]ì�Æ {<� � {{ � }¬| �o� z&� �QãäÛXà

r = (r1, r2) , s = (s1, s2) ∈ R
2
ñ�å�â�ÙuÝ|á�Þuæ²ÝaÞ

r ≤ s
Ø�ã
rk ≤ sk

ãäÛ]à
k ∈ {1, 2} ì

��ìD¶ � � ���4� zM� �&� � � zM{ � �/� |&}G|&{ ��ãäÛXà r = (r1, r2) ∈ R
2, λ ∈ R

ñwå�â×Kâlß�ÛXÞuâ(îCá
r + λ

Þuæ²â(üXâIÜOÞMÛXà
(r1 + λ, r2 + λ)

ì
ö²ì

P
� � � { � z�� � ��� } �9� L0

� } � � � |M{ ��� � � �o� z&� ��å�âZÙuÝ|á�ÞMæ²ÝkÞ ρ Ø�Ù P− è3âlàMØsÛK×KØ�ÜSè�Úsé²Ù L0−
ÚsØ�ß²âIÝaàfØcãjÞuæ�âIàuâwâ8ùKØ�ÙAÞ5ÙÝzüXâIÜ8ÞuÛ]àuØ�ÝaÚQè3âIàuØsÛK×KØ�ÜhØ�ßçÙuè²ÝXÜlâhãäé�ß²ÜOÞMØ�Û]ß

P ρ = (P ρ
+, P

ρ
−)
Ûaã�è3âIàuØsÛK×

P
Ýaß�×dÝ�ÜlÛXß²ÙtÞMÝXß]Þ

L0
Ùué²Ü5æYÞMæ²ÝkÞ

ρ(x, t) = P ρ(x, t) + L0x =
(

P ρ
+(x, t) + L0x, P

ρ
−(x, t) + L0x

) ì

÷



Ç È ¼�½QÉËÊ/Ê8À8¹�Ì
=�ân×Kâlß²ÛaÞuâ�î:á

X
Þuæ²â�üXâ;ÜOÞuÛ]à

X = (x1, x2)
ì¡=YârÜ8Û]ß²ÙuØs×KâIà�Ý1ÜlàuáKÙtÞMÝXÚ3å)ØcÞMæwè3âIàuØsÛK×KØ�Ü�×KâlãäÛXàuø�ÝaÞuØsÛXß�ñ:ß²ÝXøfâIÚ�á�Þuæ�âÜlÝXÙuânå)æ�âlàMârÞuæ²ânÞuÛXÞMÝaÚµ×KØ�Ùtè²ÚsÝ]Ü8âløhâlßCÞjÛaã�ÞMæ�âGÜ8àMáKÙtÞMÝaÚ

U = (U1, U2) : R× R
+ → R

2
ÜlÝXßzî3âG×KâIÜlÛXøhè3Û]ÙuâI×ZØ�ß¶Ýô8êTè3âlàMØ�ÛK×�ØsÜr×KØ�Ùuè�ÚsÝ]Ü8âIøfâIß]Þ

u = (u1, u2)
Ýaß²×�ÝhÚsØ�ß²âIÝaà�×KØsÙuè�Ú�ÝXÜ8âIøhâlß]Þ

A(t)tX
å)Ø�Þuæ

A(t)
Ý ë Ø�üXâIß 2× 2

ø�ÝkÞuàMØ�ùå)æ�ØsÜ5æzàuâIè�àuâ;ÙtâIß]ÞMÙbÞuæ�â�Ùuæ�â;Ýaà)ÙtÞuàMâIÙMÙ
A(t) =

(

A11(t) A12(t)
A21(t) A22(t)

)

.

í�æ�ân×�ØsÙuè�Ú�ÝXÜ8âIøhâlß]Þ
U
ØsÙ�Þuæ²âlß ë ØsüXâlßZîCá

U(X, t) = u(X, t) +A(t)tX

Ýaß²×wåbân×Kâ8ú�ß�ârÞuæ�ârÞMÛaÞMÝXÚ�ÙtÞuà5ÝaØsßwî:á
ε(U) =

1

2
(∇U + t∇U) =

1

2

(

∇u+ t∇u+A(t) + tA(t)
)

.

å)æ�âlàMâ�Þuæ�â�ÜlÛ:â�¤SÜ8ØsâlßCÞMÙ�ÛXã ∇u ÝaàMâ (∇u)ij = ∂ui
∂xj

, i, j ∈ {1, 2} ìí�æ�ØsÙ�ÞuÛXÞMÝXÚ�ÙtÞuà5ÝaØsßwØ�Ù)×Kâ;Ü8ÛXøhè3ÛCÙtâ;×�ØsßwÞMæ�ârãäÛXàMø
ε(U) = εe(U) + εp,

å)æ�âlàMâ
εe(U)

Ø�ÙµÞuæ²âbâIÚsÝ]ÙAÞMØsÜb×Kâlã�Û]àuø�ÝaÞuØsÛXß1ÝXß²×
εp
ÞMæ�â�è�ÚsÝ]ÙAÞMØ�Ü�×�â8ãäÛXàMø�ÝkÞMØ�Û]ßGå)æ�Ø�ÜMæ1Ø�ÙRÜlÛXß�ß²âIÜOÞMâI×�ÞMÛ�Þuæ�â)×KâIß²ÙtØ�ÞuØsâIÙÛaãR×KØ�ÙtÚsÛKÜIÝkÞuØsÛXß�ÙbîCá

εp = ε0 (ρ+ − ρ−) ,
ÿ�ö�ìsô	C+


å)æ�âlàMâ
ρ±
àMâlè�àMâIÙuâlßCÞ�Þuæ�ârâI× ë âr×KØsÙuÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXß�Ûaã¡ÞAáCè3â ± ñ�Ùué²ÜMæ�ÞMæ²ÝkÞ ~b.∇ρ± ≥ 0

ØsÙbÞuæ�ân×Kâlß�ÙtØ�ÞgáSÛXãµ×�ØsÙuÚ�Û�ÜlÝkÞMØ�Û]ßSÛXãÞgá:è3â ± ñ ~b = (b1, b2)
Ø�Ù�Þuæ�â ý é�à ë âIàMÙbüXâIÜOÞMÛXà�Ýaß²×

ε0 =
1

2

(

~b⊗~b⊥ +~b⊥ ⊗~b
) ÿ�ö�ìsôXô�


å)æ�âlàMâ ~b⊥ ØsÙ�ÝfüXâIÜ8ÞuÛ]à�Û]àtÞMæ�Û ë ÛXß²ÝaÚ�ÞMÛ ~b Ýaß�× (~b⊗~b⊥)
ij
= bib

⊥
j

ì
í�æ�â�ÙAÞMàuâ;ÙuÙ�ØsÙ�Þuæ²âlß ë ØsüXâlßZîCá

σ = Λ : εe(U),
ÿ�ö�ìsô�� 


�����	�yÞMæ�â�Ü8Û:â/¤SÜ8Øsâlß]Þ5Ù�ÛaãµÞMæ�ânø�ÝkÞMàuØ�ù
σ
ÝaàMâ �

σij =
∑

k,l∈{1,2}

Λijklε
e
kl(U) i, j ∈ {1, 2}

å)ØcÞMæ
Λ = (Λijkl)ijkl

ñ
i, j, k, l = 1, 2

ñ
Λijkl

ÝaàMâ�ÞMæ�ânâIÚsÝ]ÙAÞMØsÜnÜ8ÛXß�ÙAÞ5Ýaß]ÞjÜ8Û:â/¤�ÜlØ�âIß]Þ5Ù�ÛXãµÞuæ²ânø�ÝkÞMâlàMØsÝXÚ�ñ�ÙMÝkÞMØsÙtãäá:Ø�ß ëãäÛXà
m > 0

�
∑

ijkl=1,2

Λijklεijεkl ≥ m
∑

ij=1,2

ε2ij
ÿ�ö�ìsôIö+


ãäÛXà�ÝaÚsÚ�Ùuá:øhøfâlÞuàMØsÜ�ø�ÝaÞuàMØcù
ε = (εij)ij

��������Ùté�ÜMæZÞuæ²ÝaÞ
εij = εji.

í�æ�â�ãäé²ß²ÜOÞMØ�Û]ß²Ù
ρ±
Ýaß²×

u
ÝaàMâ�Þuæ�âIßzÙuÛXÚséKÞuØsÛXß�ÙbÛaãµÞuæ²ânÜ8Û]é�è�ÚsâI×ZÙtáKÙtÞuâIø ÿ_ÙuâlâU��àMÛXø�Ý�ñ ý ÝXÚ�Û ë æ§�sô	���Tñ���ô�P��¡ÝXß²×

��àuÛ]øhÝ���ôI÷&��
��

P

































×KØsü
σ = 0

Øsß
R
2 × (0 T ),

σ = Λ : (ε(U)− εp)
Øsß

R
2 × (0 T ),

ε(U) = 1
2 (∇u+ t∇u+A(t) + tA(t))

Øsß
R
2 × (0 T ),

εp = ε0 (ρ+ − ρ−)
Øsß

R
2 × (0 T ),

(ρ±)t = ±(σ : ε0)~b.∇ρ±
Øsß

R
2 × (0 T ),

ÿ�ö�ìsôl÷9


�������-Ø�ßZÞuæ²â�Ü8Û:Û]àM×KØsß²ÝkÞMâIÙ






































































∑

j=1,2

∂σij
∂xj

= 0
Ø�ß

R
2 × (0 T ),

σij =
∑

k,l∈{1,2}

Λijkl (εkl(U)− εpkl)
Ø�ß

R
2 × (0 T ),

εij(U) = 1
2

(

(∇u)ij + (∇u)ij +Aij(t) +Aji(t)
) Ø�ß

R
2 × (0 T ),

εpij = ε0ij (ρ+ − ρ−)
Ø�ß

R
2 × (0 T ),

(ρ±)t = ±





∑

i,j∈{1,2}

σijε
0
ij




~b.∇ρ±

Ø�ß
R
2 × (0 T ),

ÿ�ö�ìsô�P0


å)æ�âlàMâ1Þuæ²âhé�ß-,:ß�Ûkå)ß²Ù�ÛXã-ÞMæ�â�ÙuáKÙAÞMâlø ÝaàMâ
ρ±
Ýaß²×´Þuæ�â�×�ØsÙuè�Ú�ÝXÜ8âIøhâlß]Þ

u = (u1, u2)
ÝXß²×´å)Ø�ÞMæ

ε0
×�â8ú²ß�â;×�îCáÿ_ö�ìsôXô�
OìQí�æ�â�ÙtØ ë ß ± Ü8ÛXøhâ;ÙbãäàuÛ]ø ± Ø�ß ±~b ìíµÛ�ÙtØsøhè�ÚsØcãäá]ñ�å�â�Ü8ÛXß²ÙuØ�×Kâlà�Þuæ�ânæ�Û]øhÛ ë âIß�âlÛ]é²ÙbÜIÝXÙuâXìQí�æ�â�Ü8Û:â/¤�ÜlØ�âIß]Þ5Ù Λijkl ÝaàMârÙué²Ü5æwÞuæ�ÝkÞ

σ = 2µεe(U) + λtr(εe(U))Id,
ÿ�ö�ìsô	�+


å)æ�âlàMâ
µ > 0

Ýaß²×
λ+µ > 0

ÿ_Ü8Û]ß²Ùuâ	�Cé�âlß²Ülâ)ÛXãQÿ�ö�ìsôIö+
a
QÝaàMâ�Þuæ�â¢�¡ÝXø�Í�ÜlÛ:â�¤SÜ8ØsâlßCÞMÙ-ÝXß²×
Id
ÞMæ�âjØs×�âlß]ÞMØcÞAáfø�ÝaÞuàMØcù{ìí�æ�âlß�ñKÞMæ�ârãäÛXÚsÚsÛ|å)Øsß ë } ���i� | æ�ÛXÚ�×�Ù	�

Î@Ï0Ð�Ð¯Ñ ²�\4Z_^�`plFkLc�Ò-h-r�V9fLg V1t¨V0e�Ó�V9V9fÔ�9q�´Õh-fLjÖZ q�´ÕY�W�jLV+r�d�v�� ��  � | ����� �"�H��� | �p���u��× � {4º � { ��� � � z&{� � ~b = (1, 0) ~ |&�]� ��� | �Ë���u� � � � � ���4��� � z � � � � }¬z � | �o� zM� � |M�]�
u

z&�u} � � � � � �]�Øz&��z&� ��� |&{ � | » } �
x = x1 + x2 � | �

� � z   � � �Rx � º � { ���/� ~ ���-��� ��Ù � {<z » } ��� � ¾0� � ¿M� ~£  ����� Λ
� �4¼ � � � » �±� ¾+� �0Ú �H� � �.� � ��� |&} � � �I� z ���u� � ��Ù � {<z » } �/�























(ρ+)t = −C1

(

(ρ+ − ρ−) + C2

∫ 1

0

(ρ+ − ρ−) + L(t)

)

Dρ+
� �

R× (0 T )

(ρ−)t = C1

(

(ρ+ − ρ−) + C2

∫ 1

0

(ρ+ − ρ−) + L(t)

)

Dρ−
� �

R× (0 T )

ÿ�ö�ìsô�� 


  �-� { � L(t) = − (λ+2µ)
(λ+µ) (A12(t) +A21(t)) ~ C1 = (λ+µ)µ

λ+2µ ~ |M�]� C2 = µ
(λ+µ)

�
Û X�W�W]mnW]mËr4V9Y�Y¯h>²�\4Z=�â�ÜIÝaßZàuâIå)àuØ�Þuâ�Þuæ�ârú�àMÙtÞ)â	�Cé²ÝaÞuØsÛXßZÛaã�ÿ�ö�ìsôl÷+
bÝaß²×dÿ_ö�ìsô	�+
�Ý]Ù

×KØ�ü
(2µε(U) + λtr(ε(U))Id) =

×KØsü
(2µεp + λtr(εp)Id) .í�æ�ØsÙ)Øsøfè²Ú�ØsâIÙ)îCáYÿ_ö�ìsô	C+


µ∆u+ (λ+ µ)∇(
×KØ�ü

u) = µ











∂(ρ+ − ρ−)

∂x2

∂(ρ+ − ρ−)

∂x1











.

�



 

x2

x1

⊥
⊥

⊥⊥
⊥⊥

⊥
⊥⊥

⊥⊥>>
>>

>>>>>>
>

� Ø ë é�àuâU���)ô	� Ùté²îKê>øhÛK×KâIÚ�ãäÛXà)ØsßCüaÝaàMØsÝXß²Ü8â�î:á�ÞMà5Ýaß²ÙuÚsÝaÞuØsÛXßwØ�ßZÞuæ²â�×KØ�àMâIÜ8ÞuØsÛXßdÿ�ê5ôXñsô�

ûjÙuØ�ß ë Þuæ�ârã_Ý]ÜOÞ)Þuæ²ÝaÞ x = x1 + x2

ñ�á:ØsâlÚ�×�Ù

2µ











∂2u1
∂x2

∂2u2
∂x2











+ (λ+ µ)











∂2(u1 + u2)

∂x2

∂2(u1 + u2)

∂x2











= µ











∂(ρ+ − ρ−)

∂x

∂(ρ+ − ρ−)

∂x











.

 ÛkånñKî:á�Ý]×�×KØsß ë Þuæ²ârÞgå�ÛSÝaî3ÛküXâ�â	�Cé²ÝaÞuØsÛXß²ÙIñKå�ârÛ]îKÞMÝXØ�ß
∂2(u1 + u2)

∂x2
=

µ

λ+ 2µ

(

∂(ρ+ − ρ−)

∂x

)

.

! ß]ÞMâ ë àMÝaÞuØsß ë Þuæ²ânÝXî3Û|üXârâ	�Cé²ÝkÞMØsÛXßwá:ØsâlÚ�×�ÙIñ�ÙuØ�ß²Ülâ u Ø�Ùrôlê>è3âIàuØsÛK×KØ�ÜM�
∂(u1 + u2)

∂x
=

µ

λ+ 2µ

(

(ρ+ − ρ−)−
∫ 1

0

(ρ+ − ρ−)

)

.
ÿ�ö�ìsô	J+


ûjÙuØ�ß ë Þuæ�ârã_Ý]ÜOÞ)Þuæ²ÝaÞ
(σ : ε0) = σ12 = 2µ(εe(U))12 = µ

(

∂(u1 + u2)

∂x
+A12(t) +A21(t)− (ρ+ − ρ−)

)

Ýaß²×Yÿ�ö�ìsô	J+
-á:Ø�âIÚs×²Ù
(σ : ε0) = − (λ+ µ)µ

λ+ 2µ

(

(ρ+ − ρ−) +
µ

2(λ+ µ)

∫ 1

0

(ρ+ − ρ−) + L(t)

)

å)æ�âlàMâ
L(t) = − (λ+ 2µ)

(λ+ µ)
(A12(t) +A21(t))

ì@=Yâ�Þuæ�âlßZ×�âI×Ké²ÜlâXñKØcã ~b = (1, 0)
ñ:Þuæ�ÝkÞbÞuæ�ârÙuáKÙAÞMâlø ÿ_ö²ì�ôI÷+
-ÜlÝaß�î3â

àuâIå)àuØ�ÞtÞMâlßwÝXÙrÿ_ö�ìsô�� 
OìRÖ�Ù�Þuæ²ârÜ8ÛXß�ÙAÞ5Ýaß]Þ
C1, C2

ÝaàMâjè3ÛCÙtØ�ÞuØsüXâXñCÞMÛfÙuØ�øhè�ÚsØ�ãäáhÞMæ�â�ß�ÛXÞMÝkÞMØ�Û]ß²ÙIñCå�ârÜlÝXß�è�éKÞ�Þuæ�âIø ÞMÛ
1
Ø�ßZÞuæ�ârãäÛ]Ú�ÚsÛkå)Ø�ß ë å)ØcÞMæ�ÛXé�Þ�Ú�ÛCÙAÞ)ÛXã ë âlß²âlà5ÝaÚsØcÞAá�Û]ßwÞuæ�â�ÙuáKÙAÞMâlø ÿtôXìsô�
8ì

Ü Ý_Þ É ¿b¼�¹1ºµÀ8¹h¾Z¼�¾�ßÖàw»R¼áRÊ�Énâ
í¡Û�è²àuÛküXânÞMæ�â1â8ùKØ�ÙAÞMâlß²Ülâ1ÝXß²×�é�ß�Ø:�Cé�âlß�â;ÙuÙ�àMâIÙué�ÚcÞ�ãäÛXàjÞMæ�â1ß�Û]ßKê>ÚsÛKÜIÝaÚ¡è�àMÛXî²Ú�âIøZñ�å�âGé²ÙuâfÝ�ú�ùKâI×¶è3ÛXØsß]Þ�øhâ8ÞMæ�ÛK×{ì
! ßZÛXà5×KâIàbÞuÛS×KÛfÞuæ²ÝaÞ�å�â�ãäàMâlâIþlâ�Þuæ²ânß�ÛXßKêTÚ�Û�ÜlÝaÚ3ÞMâlàMøÌÝaß²×wå�â�ÙAÞMé²×KáSÞMæ�ârãäÛXÚsÚ�Ûkå)Øsß ë ÚsÛKÜIÝaÚ{è�àuÛ]î�Úsâlø















(ρ+)t = − (ρ+ − ρ− + a(t)) |Dρ+| on R× (0, T ),
(ρ−)t = (ρ+ − ρ− + a(t)) |Dρ−| on R× (0, T ),
ρ+(·, 0) = ρ0+ on R,
ρ−(·, 0) = ρ0− on R.

ÿ_÷²ìsôIõ+


�



í�æ�ânÝ]ÙuÙué�øhèKÞMØ�Û]ß²Ù�ÝXàuâ�Þuæ�ârãäÛ]Ú�ÚsÛ|å)Øsß ë �
ÿ��Gô�


a ∈W 1,∞(R+)
ñ

ÿ��p� 

ρ0 = (ρ0+, ρ

0
−)
Ø�Ù

1− è3âlàMØ�Û�×KØsÜrè�Úsé²Ù L0−
ÚsØ�ß²âIÝaà;ñ��������sñ

ρ0±(x) = P 0
±(x) + L0x

å)æ�âIàuâ
P 0
±

ÝaàMârè3âIàuØsÛK×KØ�ÜrÛaãè3âlàMØ�ÛK×
1
Ýaß²×

L0

Ø�Ù)ÝhÜlÛXß²ÙtÞMÝXß]Þ;ì
ÿ���ö0


P 0
± ∈ Lip(R)

ì
ã�ÂtÁ ä�ÏjÅ ÒtË)Ñ�ÉQÒGÎjÄ²Ë%å�ÒtÅ¡Ó
��â8Þ

T > 0
ñ{å�âf×�âlß�ÛXÞuâfîCá

USC(R × (0, T ))
ÿ_àuâ;Ùtè�ì

LSC(R × (0, T ))

�Þuæ²âhÙtâlÞ�ÛXã-ÚsÛKÜlÝXÚ�Úsázî�Û]é�ß²×Kâ;×¶é²è�è3âlàÿäàMâIÙuè�ìwÚsÛkå�âlà�
rÙuâløhØcêgÜ8Û]ß]ÞMØ�ß:é�ÛXé²Ùrãäé²ß²ÜOÞMØ�Û]ß²Ùlì�í�æ�âH,Xâlá�è3Û]Ø�ßCÞGØ�ÙrÞMæ²ÝkÞ1ÛXé�à1ÙtáKÙtÞuâlø Ø�Ù��Cé²ÝXÙuØyøhÛXß²ÛaÞuÛ]ß�â�ØsßdÞuæ�âÙtâIß²Ùtâ)ÛXã ! Ùuæ�Ø�Ø>ñ+EjÛXØG,Xâ*�sôIõ�ñ3ÿ_Ö�ìsô�
��Tñ3ÿ_Ùuâlâ � �/��� | ÷²ìsô)î3âlÚsÛ|åD
QÝaß²×�ÙtÛnå�âjÜlÝaßhâlù:Þuâlß�×1ÞMæ�âlØsà-àuâIÙué�Ú�ÞMÙRÞMÛnÛ]é�à-ÙtáKÙtÞuâIøØ�ßïé�ß:î�Û]é�ß²×Kâ;×ï×KÛXø�ÝXØ�ßïÝaß�×çå)ØcÞMæïé�ßCî3Û]é�ß²×Kâ;×&Ø�ß�Ø�ÞuØ�ÝXÚ)Ü8ÛXß²×�ØcÞMØ�Û]ß&é²ÙuØ�ß ë Þuæ�âZå�âIÚ�Ú�ê�,Cß²Û|å)ßïÝaà ë é�øhâIß]ÞMÙ1ÛaãjÞuæ�âÙuÜIÝaÚ�Ýaà)ÜlÝXÙuâXì

Î@Ï0Ð�Ð¯Ñ ÀO\4Z_^<æHkBhud	c�q.Y�W'fLWue	W]f2çµW]mDe�TBV�èØh-Y�c4r�e	W]fBc�h-f¡v �2�-�Ué | ��� } � zM� � |&�
Hk(t, ρ, p) = k(ρ+ − ρ− +

a(t))|p| � � � � | � ���#� z&�]z � zM� � ~ ���:��� ~]� zM{�|M}�} ��� � � zM{ � r |&�2�
s ���u� �R��� | �

rj − sj = max
k∈{+,−}

(rk − sk) ≥ 0

���u� �
Hj(t, r, p)−Hj(t, s, p) ≥ 0.

ÿä÷�ì � C0

=�ârÞMæ�âlßzæ²Ý|üXâ�Þuæ�ârãäÛ]Ú�ÚsÛ|å)Øsß ë Þuæ�âIÛXàMâløR�
SUTBV9W'X&V9YÕÀB\:�Ô^aSUTBVêr4W�g h-r"sLX�W't@r�V9Ywv � ��� T ≥ 0

�ê¶ ����� �"� � é � �&� � é�/�&� � é�¾�� �ìëi� � ��� M = ‖P 0
+ −

P 0
−‖L∞(R)

|M�]�
B0 = max

k∈{+,−}
‖Dρ0k‖L∞(R)

���2�-� � ~ ���-� � z&}�}Gz   � �9º � z&}¬� �/í
� � �¯î W]YAs@h�X&c�d�W'fµsLX&c�fLg c�sLr4V]\ � �/� ρ ∈ USC(R× (0, T ))

|M�]�
v ∈ LSC(R× (0, T ))

».� { � �o� � � �o����� } �$��� »|&�]� ����� � { � � z&} � �o� z&��z ����� � � �&� �#� �G�/�M�Rëi� | �.��� �"�U��� | �I���u� { �i�<¹0� � � � | � z&� � � |&� � C > 0 ���u� �R��� | �
ρ0(x)− Ct ≤ ρ, v ≤ ρ0(x) + Ct.

ÿä÷�ì ��ô�

� � ρ(·, 0) ≤ v(·, 0) in R

���-� �
ρ ≤ v

� �
R× [0, T ]

�
� ��� � `Db�c4d/e�V9fBg0V'\ �2�-� { �i�.¹0� � � � | � � ��� � ���� �/� z � �:� �H� zM} � �4� zM� ρ

z �I� {<z » } �/� � ¿]� �Mï � � | �o� ����� � �9º
ρ0(x)− (M + ‖a‖L∞(0,T ))B0t ≤ ρ(x, t) ≤ ρ0(x) + (M + ‖a‖L∞(0,T ))B0t.

ÿ_÷²ì;� �0

� zM{ � z ��� { ~ ���-� � zM} � �o� z&� � � 1−� � { � z�� � �n� } �9� L0−

} � � � |&{ �
� ����� � � V9ð'kLr4h�X�c�e�ç'\ �2�u� � z&} � �o� z&� ρ

z �"� ¿'� � ï �H� �¢� � �'�/� ������� � zM� �o� � � z �9� � � �o� | � � |&�2� �o����� |&�2� � | �4� � ¼£� �
max

k∈{+,−}
‖Dρk‖L∞(R×(0,T )) ≤ B0,

max
k∈{+,−}

‖(ρk)t‖L∞(R×(0,T )) ≤ B0(M + ‖a‖L∞(0,T )).

� ���a� `¢d	e	c4YAh�e�VRW'fªe	TLV±d	W]r�kBe	c4W'f£\ �]�u� � z&} � �4� zM� ρ � | �o� � ¼£� �
‖ρ+ − ρ−‖L∞(R×(0,T )) ≤ ‖ρ0+ − ρ0−‖L∞(R).

J



Û X�W�W]mnW]mËS�TBV9W'X&V+YñÀO\��í�æ�â�ÜlÛXøhè²ÝaàMØ�ÙtÛ]ß�è�àMØ�ß²ÜlØ�è�Úsâ�Ø�ÙBòAé²ÙAÞ)ÝXß�â8ù:ÞuâIß²ÙuØ�Û]ßSÛXã�Þuæ�â�Û]ß�â�Ûaã ! Ùuæ�Ø�Ø>ñ�EjÛ]Ø¬,Xâ���ô;õKñKí�æ�÷�ì°���3ã�Û]ày�Cé²ÝXÙuØ�ê>øhÛXß²ÛaÞuÛ]ß�â
�jÝaøhØsÚ�ÞuÛXß²ØsÝXß²Ùlì � ÛXàwÞMæ�âYâ8ùKØ�ÙAÞMâlß²ÜlâXñjØ�Þ�Ùué�¤SÜ8âIÙwÞuÛ é²ÙtâYð�âlàMàMÛXß�ó Ù�øhâ8ÞMæ�ÛK×(îCá�àMâlø�Ýaà.,:Ø�ß ë Þuæ²ÝaÞ ρ ± (M +
‖a‖L∞(0,T ))B0t

ÝaàMâ�àMâIÙuè�ì�Ùué�è3âIà-Ýaß²×hÙué�îKêgÙuÛXÚséKÞuØsÛXßfÛXãQÿä÷�ì�ô;õ0
8ì�í�æ�â)ãäÝ]ÜOÞyÞuæ�ÝkÞ
ρ
ØsÙ
1− è3âlàMØ�Û�×KØsÜ�è�Úsé²Ù L0−

ÚsØ�ß�â;ÝaàÜ8ÛXøhâ;Ù�ãäàMÛXø Þuæ²â�ã_Ý]ÜOÞ)Þuæ²ÝaÞ
ρ(x+ 1, t) + L0

Ø�Ù)ÝaÚ�ÙuÛhÙtÛ]Ú�é�ÞuØsÛXßZÛaã
(iv)
ìí�æ�â>��Øsè²ÙMÜMæ�Ø�Þuþ´â;ÙAÞMØ�ø�ÝaÞuâ¶Øsß(Ùtè�ÝXÜ8â´Ü8Û]øhâIÙ�ãäàMÛXø�Þuæ�â¶ã_Ý]ÜOÞ�Þuæ²ÝaÞwðyàMÛXî�Úsâlø ÿ_÷²ìsôIõ0
hØ�ÙSØsßCüaÝaàMØsÝXß]ÞSî:áóÙtè�ÝXÜ8âÞuà5Ýaß²ÙuÚsÝaÞuØsÛXß�ìRíµÛ1ÛXîKÞ5ÝaØsß�ÞMæ�â*��Øsè²ÙuÜ5æ�Ø�Þuþ�âIÙtÞuØsø�ÝkÞMâ�Ø�ß�ÞuØsøhâXñKØcÞ�Ø�ÙbÙué�¤SÜ8Øsâlß]ÞbÞMÛ1î3ÛXé�ß�×�Þuæ�â�üXâIÚ�Û�Ü8Ø�Þgáhé²ÙuØsß ë ÿä÷²ì;�0� 
Oì=Yânß�Û|åè�àMÛ|ü]â

(iv)
ì¡=Yâ�ÙtâlÞ
m+(t) = sup

x∈(0,1)

ρ+(x, t) and m−(t) = inf
x∈(0,1)

ρ−(x, t).

! Þ�Ø�ÙbâIÝXÙuáfÞMÛfÜ5æ�âIÜ5æ�Þuæ²ÝaÞ
m+
ÿ_àuâ;Ùtè¡ì

m−

-Ø�Ù�Ùué�î²ÙuÛXÚséKÞuØsÛXß�ÿ_àuâ;Ùtè�ìQÙué�è3âlà5ÙuÛXÚséKÞuØsÛXß'
yÛXã

ut = 0
å)æ�ØsÜ5æwØ�øhè�ÚsØsâIÙ�ÞMæ�âé�è�è3âlà�î3ÛXé�ß�×wÛaã

(iv)
ìyí�æ�ânÚ�Ûkå�âlà)î3ÛXé²ß²×wØ�Ù�è�àMÛküXâI×wÙuØsøfØsÚ�ÝaàMÚ�á]ìRí�æ�Ø�Ù)âlß²×�Ù�ÞMæ�ânè�àuÛKÛaãµÛaãµÞMæ�ârÞuæ²âlÛXàMâløzì

ã�Â43 ä�ÏjÅ ÇjË-ÇyôkÒAË)Ñ�ÉQÒ1Î�Ä�Ë%å�ÒAÅ¡Ó
ý âlãäÛXàMâ�ÞMÛhè�àMÛ|üXâní�æ�âlÛXàMâlø ô]ì�ô]ñ:åbârß�âIâI×wÞuæ�ârãäÛXÚsÚsÛ|å)Øsß ë } ���i� | �
Î@Ï0Ð�Ð¯Ñ ÀO\:²³^<õ�e	h-tLc4r�c�e�ç©W]m*e	TLV�d	W]r�kBe	c4W'f©Ó"c�e	TêX&V9d/s¨V9gMe�e�Wµe	TLV¯Ò]V9r�W�g0c�e�çBv � ��� T ≥ 0

�µëi� � z&� � � � � {
� z&{ i = 1, 2

�   z$� � ½¢� { � � �Ë�.� � | �o� z&� �
{

(ρik)t = −k
(

ρi+ − ρi− + ai(t)
)

|Dρik| for k ∈ {+,−}
ρik(·, 0) = ρ0k for k ∈ {+,−}

ÿ_÷²ì;�aö+


  �-� { ����-� � z �4ö � ��� � � � ai � | �o� ����� (H1)
|M�]� ���-�� � ���4� |M} � zM�]� ���o� z&� � ρ0 = (ρ0+, ρ

0
−) � | �o� �����Ø� é�/��� � é�¾�� �i�2�u� � ~

  �p� | �&�
max

k∈{+,−}
‖ρ2k − ρ1k‖L∞(R×(0,T )) ≤ B0T‖a2 − a1‖L∞(0,T ),

  �-� { � ρi � zM{ i = 1, 2
|&{ �����-� � zM} � �4� zM� � z �"� ¿'�G�+¾�� º ���&� � » � �2�-� zM{ ���¦¿]�G�+�

Û X�W�W]mnW]m Î¡Ï0Ð�Ð¯Ñ ÀO\:²=�â�Ùuâ8Þ
K = ‖a2 − a1‖L∞(0,T )

ì¡=YânàuâIøhÝXà<,hÞMæ²ÝkÞ
ρ2
ØsÙ�ÝhÙté²îKêTÙuÛXÚséKÞMØ�Û]ßwÛaã

(ρk)t + k (ρ+ − ρ− + a1(t)) |Dρk| −KB0 = 0.

��ÛXàMâlÛküXâlà
ρ1 +KB0t

Ø�Ù�ÙtÛ]Ú�éKÞMØ�Û]ßwÛXãµÞuæ�â�ÙMÝaøhârè�àMÛXî�Úsâløzì ý áwÜ8ÛXøhè²ÝXàuØ�ÙuÛXß�è�àMØsß²Ü8Øsè�ÚsâXñ�å�â�ÞMæ�âlß�×Kâ;×Ké²Ü8â
max

k∈{+,−}
‖ρ2k − ρ1k‖L∞(R×(0,T )) ≤ KB0T.

í�æ�ØsÙ)Ø�ÙbÞMæ�ânâIÙtÞuØsø�ÝkÞuânå�ârå�Ýaß]Þ;ì
=Yânæ²Ý;üXâ�ÞMæ�ârãäÛXÚsÚ�Ûkå)Øsß ë } ���i� | å)æ�ØsÜ5æzè�àuÛ:ÛXãµØ�ÙbÞMàuØsü:ØsÝXÚ4�

Î@Ï0Ð�Ð¯Ñ ÀO\GÀ÷^<õ�e	h-tLc4r�c�e�çøW'm1e�TBVùÒ'V9r4WFg0c�e�çúh'v � ��� ρ1, ρ2
»��

1− � � { � z	� � �¯� } �9� L0−
} � � � |&{ � ëi� � �/�

a[ρi](t) =

∫ 1

0

ρi+(x, t)− ρi−(x, t)dx+ L(t)
�"�]�u� � ���-� � z&}�}Gz   � �9º � z&}¬� �

‖a[ρ2]− a[ρ1]‖L∞(0,T ) ≤ 2 max
k∈{+,−}

‖ρ2k − ρ1k‖L∞(R×(0,T )).

=�ânß�Ûkåè�àuÛküXârí�æ²âlÛXàMâlø ô]ì�ô]ì

õ



Û X�W�W]mnW]mËS�TBV9W'X&V+YûZ'\4Z=�â�×Kâlú²ß�ârÞuæ�â�Ùuâ8Þ��

UT =























ρ =

(

ρ+
ρ−

)

∈ (L∞Loc)
2
, s.t.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

‖ρ+ − ρ−‖L∞ ≤M
ρ
Ø�Ù
1− è3âIàuØsÛK×KØ�Ü�è�Ú�é²Ù L0−

ÚsØsß�âIÝXà
max

k∈{+,−}
‖Dρk‖L∞ ≤ B0

max
k∈{+,−}

‖(ρk)t‖L∞ ≤ B0(2M + ‖L‖L∞(0,T ))























,

å)æ�âlàMâ
L0
Ø�Ù�×Kâ8ú²ß�â;×ZØ�ß

(H2)
ñ
B0 = max

k∈{+,−}
‖Dρ0k‖L∞(R)

Ýaß�×
M = ‖P 0

+ − P 0
−‖L∞(R)

ì � Û]à
ρ ∈ UT

ñKåbânÙuâ8Þ

a[ρ](t) =

∫ 1

0

ρ+(x, t)− ρ−(x, t)dx+ L(t).
ÿä÷�ì �a÷+


=�â�Ùuâlâ�ÞMæ²ÝkÞ)ãäÛXà�ÝXßCá
ρ ∈ UT

ñ
a[ρ]
ÙMÝkÞMØsÙtú²âIÙ

(H1)
å)Ø�Þuæ ‖a[ρ]‖L∞(0,T ) ≤M + ‖L‖L∞(0,T )

ì
� ÛXà

ρ ∈ UT
ñ�å�â�ÞMæ�âlß�×Kâlú²ß�â

v = G(ρ) = (G+(ρ), G−(ρ))
ÝXÙbÞMæ�âné�ß�Ø:�Cé�ârü:Ø�ÙMÜ8Û]ÙuØ�Þgá�ÙtÛ]Ú�éKÞMØsÛXßwã�Û]à

k = 1, 2ÿ_Ùuâlâní�æ²âlÛXàMâlø ÷�ì �0
-ÛXã
{

(vk)t = −k (v+ − v− + a[ρ](t)) |Dvk| on (0, T )× R,
vk(·, 0) = ρ0k on R.

ÿ_÷²ì;� P0

=�ânå)Ø�ÚsÚ¡Ùtæ�Ûkå�ÞMæ²ÝkÞ

G : UT → UT
Ø�Ù)ÝhÙAÞMàuØ�ÜOÞ�ÜlÛXßCÞuà5ÝXÜOÞMØ�Û]ßSãäÛ]à

T
Ùuø�ÝaÚsÚ{âlß�Û]é ë æ�ì � ØsàMÙtÞIñ�å�ârå)ØsÚ�Ú�è�àuÛküXâ�Þuæ�ÝkÞ GØsÙ)å�âlÚsÚ¡×Kâ8ú²ß²âI×{ì ý áwí�æ�âlÛ]àuâIø ÷²ì;�KñKå�â,Cß²Û|å(Þuæ²ÝaÞ

v
Ø�Ù
1− è3âlàMØ�Û�×KØsÜ�è�Úsé²Ù L0−

Ú�Øsß�â;Ýaà;ì¡��ÛXàMâlÛküXâlàIñ:å�ânæ²Ý;üXâ
max

k∈{+,−}
‖Dvk‖L∞(R×(0,T )) ≤ B0,

max
k∈{+,−}

‖(v±)t‖L∞(R×(0,T )) ≤B0(M + ‖a‖L∞(0,T )) ≤ B0(2M + ‖L‖L∞(0,T ))

Ýaß²×
‖v+ − v−‖L∞(R×(0,T )) ≤MÝaß²×ZÙuÛ

v ∈ UT
ì

! ÞRÞuæ:é²ÙRàuâIø�ÝaØsß²Ù¡ÞMÛrÙtæ²Û|åqÞMæ²ÝkÞ
G
Ø�ÙRÝ�ÜlÛXß]ÞMàMÝ]ÜOÞMØ�Û]ß�ì � Û]à

vi = G(ρi)
ñXÝXÜIÜ8ÛXà5×KØsß ë ÞMÛ � �/��� | ÷²ì ö�ÝXß²× � �/��� |÷²ì ÷²ñKå�âræ�Ý;üXâ

‖v2 − v1‖L∞(R×(0,T )) = sup
{k∈{+,−}}

‖v2k − v1k‖L∞ ≤ B0T‖a[ρ2]− a[ρ1]‖L∞(0,T )

≤2B0T‖ρ1 − ρ2‖L∞(R×(0,T )) ≤
1

2
‖ρ1 − ρ2‖L∞(R×(0,T ))

ãäÛXà
T ≤ T ∗ =

1

4B0

ìrÖjß²×´ÙuÛ
G
ØsÙ�ÝwÜ8Û]ß]Þuà5ÝXÜ8ÞuØsÛXß�Û]ß

UT
å)æ�Ø�ÜMæ´Ø�Ù�Ý�ÜlÚ�ÛCÙtâ;×�Ùuâ8Þ;ì):Û�ñ�ÞMæ�âlàMâ1â8ùKØsÙtÞMÙ�ÝSé²ß�ØG�Cé�â

üCØ�ÙMÜ8Û]ÙuØ�Þgá�ÙuÛXÚséKÞuØsÛXß´ÛXã�ÿAô]ì�ô�
TêOÿAô]ì �0
)Øsß
UT
ÛXß

(0, T ∗)
å)æ�âIàuâ

T ∗ =
1

4B0

ì ý ázØ�ÞMâlàMÝaÞuØsß ë Þuæ²ØsÙ�è²àuÛKÜlâIÙMÙlñ�ÛXß�âhÜlÝaßÜ8ÛXß�ÙAÞMàué²Ü8Þ�ÝhÙtÛ]Ú�éKÞMØ�Û]ß�ãäÛ]à�ÝaÚsÚ
T > 0

ì ! ß²×Kâlâ;×{ñ
T ∗
×KâIè3âlß²×�Ù)Û]ß�ÚsáSÛXß

B0
å)æ�Ø�ÜMæ�×KÛ:â;Ùbß²ÛaÞ�Ü5æ²ÝXß ë ârå)ØcÞMæZÞuØsøfâ]ì

Û X�W's¨W'd�c�e�c�W]fµÀB\:üÔ^�`pd	e	c�Y�h�e�V±moW'XQe	TLV>fBW]fOq.r�W�g0h-ryd�W'r4kOe�c�W]f@v � �/� T ≥ 0
���2�-� � z&} � �o� z&� ρ

z �H��� � � �&� ��� �G�/�
� | �4� � ¼I� �

‖ρ+ − ρ−‖L∞(R×(0,T )) ≤M

  �-� { � M = ‖P 0
+ − P 0

−‖L∞(R)

�
í�æ�ânè�àMÛ:ÛaãµØ�ÙbÞMæ�â�ÙuÝXøhâ�ÛXãµÞuæ�ânÛ]ß�ârÛaãµÞMæ�ânÚsÛKÜlÝXÚ{ÜlÝ]Ùtâ]ñ�ÙtâIâní�æ�âlÛ]àuâIø�÷�ì �

(iv)
ì

ô�C



ý Ä ¾�âþÉ�»RÀ8¿IÅUÊ�ß¡¿ Þ ÉnâþÉ
ÿ�ÂtÁ �óÎjÎ�Ä�Ë���ÊuÓ É�È�ÊAË-Ç Ë���È�ÏjÅ ÒAË)Ñ�ÉQÒ1Æ]Ð�Æ]ÈKÅ¡Ó
! ß¶ÞMæ�ØsÙnÙté�î²ÙuâIÜ8ÞuØsÛXß�ñ{å�âfè�àuÛ]è3Û]ÙuâGÝSú�ß�ØcÞMâh×KØ¬«�âlàMâlß²Ü8âhÙMÜMæ�âIøfâ1ãäÛXà�ÞMæ�âfÚsÛKÜlÝXÚ�ÙuáKÙAÞMâlø ÿä÷�ì�ô;õ0
OìU��ØsüXâIß�Ýw×KØ�ÙuÜlàuâlÞuâüXâlÚsÛKÜ8Ø�Þgá

a∆
ñ�å�â1Ü8ÛXß²ÙuØ�×Kâlà�Þuæ�â1×KØ�ÙMÜ8àMâ8ÞuâGÙuÛXÚséKÞuØsÛXß

v
Þuæ�ÝkÞ�Ýaè�è�àMÛ|ùKØ�ø�ÝkÞMâIÙ�Þuæ�â1ÙuÛXÚséKÞuØsÛXß�Ûaã�ÿ_÷²ìsôIõ+
Oñ ë Ø�üXâIßzî:áwÞuæ�âãäÛXÚsÚ�Ûkå)Ø�ß ë âlù:è²Ú�Ø�Ü8Ø�ÞjÙuÜ5æ�âløhâ

v0k,i = ρ̃0k(xi),
ÿoPKì;�M�+


vn+1
k,i = vnk,i +∆t

(

C∆,Loc
k [v](xi, tn)

)







E+
(

D+vnk,i, D
−vnk,i

) Ø�ã
C∆,Loc
k [v](xi, tn) ≥ 0

E−
(

D+vnk,i, D
−vnk,i

) Ø�ãRß�ÛaÞ ∀k ∈ {+,−}
ÿoPKì;�0� 
å)æ�âlàMâ

ρ̃0(xi)
ÝXàuâ�×Kâlú²ß�â;×�ØsßYÿtôXì ö0
8ñ

E±
ÝaàMâjÞuæ�ânÝaè²è�àuÛ|ùKØ�ø�ÝaÞuØsÛXßSÛaã¡ÞMæ�â K é²ÜlÚ�Ø�×KâIÝXßwß�Û]àuø�è²àuÛ]è3Û]ÙuâI×�î:áwòrÙtæ�âIàÝaß²×")Kâ8Þuæ�Ø�ÝXßR�;�M���3×Kâlú²ß�â;×fØsß¶ÿAôXì �+
�ÿäå�âjÝXÚsÙuÛnÜlÝXßhé²Ùtâ)Þuæ�â�Û]ß�â)è�àMÛXè3ÛCÙtâ;×Gî:áiÂ)ÛXé�á]ñ]íµÛXé²àuØsß��;�0����
8ñ

D+vnk , D
−vnkÝaàMâ�Þuæ²ân×�ØsÙMÜ8àMâ8ÞMâ ë à5ÝX×KØsâlß]Þ�×Kâ8ú�ß�âI×ZØsßdÿtôXì°�M
bÝaß�×

C∆,Loc
k [w](xi, tn) = −k(w+(xi, tn)− w−(xi, tn) + a∆(tn))

ÿoPKì;�MJ+

å)æ�âlàMâ

a∆
Ø�Ù)ÝXßZÝXè�è�àMÛ;ùKØsø�ÝkÞuØsÛ]ß�Ûaã

a
ÙMÝkÞuØ�ÙtãäáCØsß ë

a∆(tn) = a(tn).
ÿoPKì;�aõ+


! ßZè²ÝXàtÞMØsÜlé�ÚsÝXàIñ:Þuæ�ârãäé�ß²Ü8ÞuØsÛXß²Ù
E±
ÝXàuâ��Øsè²ÙuÜ5æ�Ø�Þuþ�Ü8Û]ß]ÞuØsßCé²ÛXé²Ù�å)Ø�ÞuæzàMâIÙuè3âIÜ8ÞbÞMÛfÞMæ�â�×KØsÙMÜ8àMâ8ÞMâ ë à5ÝX×KØsâlßCÞMÙIñ2�������

∣

∣E±(P,Q)− E±(P ′, Q′)
∣

∣ ≤ (|P − P ′|+ |Q−Q′|) . ÿoPKì ö C+

í�æ�âláwÝaàMârÜlÛXß²ÙuØsÙtÞuâIß]Þ)å)Ø�ÞuæZÞMæ�â K é²ÜlÚ�Ø�×KâIÝXßZß²ÛXàMø

E±(P, P ) = |P | ÿ4P�ì ö²ô�

Ýaß²×wâIß&òAÛ|áwÙué�Ø�ÞMÝaî²Ú�ârøhÛ]ß�ÛaÞMÛXß�Ø�Ü8Ø�Þgá�å)ØcÞMæZàMâIÙuè3âIÜ8Þ�ÞuÛhâ;ÝXÜ5æwüaÝaàMØsÝXî�Úsâ

∂E+

∂P+
≥ 0,

∂E+

∂P−
≤ 0,

∂E−

∂P+
≥ 0,

∂E−

∂P−
≤ 0.

ÿoPKì ö0� 

�jâIß�ÛaÞMØ�ß ë îCá Sk Þuæ�â�ÛXè3âlà5ÝkÞMÛXàµÛXß�ÞMæ�âbàMØ ë æ]ÞtêTæ²ÝXß²×�ÙuØs×�â�ÛXãµÿ4P�ì �+�M
8ñ|å�â�ÜlÝXßGàuâIå)àuØ�Þuâ-Þuæ²â�ÙuÜ5æ�âIøfâbøhÛXàMâ�ÜlÛXøhè²Ý]ÜOÞuÚsáÝXÙ

v0k,i = ρ̃0k(xi), vn+1
k = Skvn.� Ø�ß�ÝaÚsÚ�á]ñKåbânÝaÚ�ÙuÛhÝXÙMÙté�øhâ�Þuæ²ÝaÞ)Þuæ�ânøhâIÙuæzÙMÝkÞMØsÙtú²â;Ù�ÞMæ�ârãäÛXÚsÚ�Ûkå)Øsß ë ? � �qÜ8ÛXß�×KØcÞMØsÛXßdÿ_Ü8ã@Â�âlø�Ýaà.,QPKì;� 


∆t ≤ 1

2L1
∆x

ÿoPKì öXö+

å)æ�âlàMâ

L1 = ‖a‖L∞(0,T ) +M + 2.

SUTBV9W'X&V9Y ü�\�Z_^ î X&h-fLjLh-r�r�q��¨c4W'fLd�X&h�e�VÁW'm�g0W'fFÒ]V+X�ð]V9fBg0V-v � �/� T ≤ 1
�_¶ ����� �"�Ø��� | �

∆x + ∆t ≤ 1
�

¶ ����� ���U��� | �
a ∈W 1,∞(R× [0, T ))

|M�]� ��� | �£���-�$· x �©� z&�]� ���4� zM� ��� �:¾ ¾���� zM}¬� � ��2�-� � ���-� { �H�<¹0� � � � | � zM� � � |M� � K > 0
� � � � �]� � �9º§zM�u} � zM� ‖P 0

+ − P 0
−‖L∞(R), maxk∈{+,−} ‖Dρ0k‖L∞(R)|&�]� ‖a‖W 1,∞(0,T ) ���u� �>��� | �D���u�$� {�{<zM{ � � �4��� | �#�$».�/�   ��� � ���u� � z&} � �o� z&� ρ

z � ���u� � z&� �4� � � z �9������� ���/� � ¿'� � ï �|&�]� ���-� � � �/� { �/��� � z&} � �o� z&� v
z � ���-�¨¼ � ���#� � � ½D� { � � � � �/� �u���"� ��� �G� Ú �&� ��� �G�
	a�$� � º ���&� � » �

max
k∈{+,−}

sup
ΞT

|ρk(xi, tn)− vnk,i| ≤ K
√
T (∆x+∆t)

1/2
+ max

k∈{+,−}
sup
Ξ
|ρ0k(xi)− v0k,i|

� {<z ��� � � � K(∆x+∆t)
1
2 + max

k∈{+,−}
sup
Ξ

(ρ0k(xi)− v0k,i) ≤ 1
�

ô]ô



� V9Y�h�X��µü�\:�Ô^�� W'fLW'e	W'fFçwW'mËe	TLV±d	g&TBV9Y�V-v�B�2� � { ���-� | ����� � � �4� zM� � z � �2�-� z&{ �/� � � ��~£  �*� | ���
|vn+,i − vn−,i| ≤|vn+,i − ρ+(xi, tn)|+ |ρ+(xi, tn)− ρ−(xi, tn)|+ |ρ−(xi, tn)− vn−,i|

≤2 +M

  �-� { �   �*� | �&� �9� � � �2�-� z&{ �/�¦¿'�G�
(iv) � z&{ ���u� � � � zM�]� ��� { ����ëi�U���-� ��� � � �u� ����� | �I���-� � � �/� { ���#����� }¬z � ��� � � �

� � � � z&{ � } � » z � �]� � � í
C∆,Loc
k [v] ≤ ‖a‖L∞(0,T ) +M + 2 = L1.�]�u� � ~ zM� � � |&� � � z   ��� | �D���u� �/� �u���"�"� � � zM�]z � zM� �"� � ���u� � z&}�}¬z   � �9º � � � � � í } �/�

v
|M�]�

w
»��"�   z±� � ��� { ���#�

��� � � �4� zM� �p���u� �R��� | �
vni ≤ wn

i �
���u� �
Sk(vn)(xi) ≤ Sk(wn)(xi), for k ∈ {+,−}.

� Û]àbÞMæ�ânè�àMÛ:ÛaãµÛXãRí�æ�âlÛ]àuâIøùPKìsôXñKå�ârß�âIâI×wÞuæ�ârãäÛ]Ú�ÚsÛ|å)Øsß ë } �/��� | �
Î@Ï0Ð�Ð¯Ñ üF\:²ê� � vni � � ���-� � � �"� { � � |&} � zM} � �o� z&��z �"��� �G� Ú �&� ��� �:�
	a� ~ ���u� �

−Ktn − µ0 ≤ ρ0(xi)− v(xi, tn) ≤ Ktn + µ0
ÿoPKì öa÷9


  �-� { � K = 2(‖P 0
+ − P 0

−‖L∞(R) + ‖a‖L∞(0,T ))maxk∈{+,−} ‖Dρ0k‖L∞(R)
|&�]�

µ0 = max
k∈{+,−}

sup
Ξ
|ρ0k(xi)− v0k,i| ≥ 0.

ÿoPKì ö0P 

Û X�W�W]mnW]m��£V9Y�YAh�üF\:²í¡Û¶è�àMÛküXâhÞuæ�Ø�ÙIñRå�â�Ùuâ8Þ

w±(xi, tn) = ρ0±(xi) − Ktn − µ0
ÝXß²×då�â�Ùuæ�Ûkå ÞMæ²ÝkÞGãäÛXà

K
Ú�Ýaà ë â�âlß�Û]é ë æ w Ø�ÙGÝ×KØsÙMÜ8àMâ8ÞMânÙté�î�êTÙuÛXÚséKÞuØsÛXß¡ì ! ß�×KâlâI×�ñ�å�âræ�Ý;üXâ

wn+1
±,i − (S±wn)i

=−K∆t−∆tC∆,Loc
± [ρ0](xi, tn)E

sgn(C∆,Loc
±

[ρ0](xi,tn))(D+ρ0±(xi), D
−ρ0±(xi))

=−∆t
(

K ∓ (ρ0+(xi)− ρ0−(xi) + a∆(tn))E
sgn(C∆,Loc

±
[ρ0](xi,tn))(D+ρ0±(xi), D

−ρ0±(xi))
)

≤−∆t

(

K − 2(‖P 0
+ − P 0

−‖L∞(R) + ‖a‖L∞(0,T )) max
k∈{+,−}

‖Dρ0k‖L∞(R)

)

å)æ�âlàMâ
C∆,Loc
k [w](xi, tn)

Ø�Ù)×Kâlú²ß�â;×wØsßqÿ4PKì;�MJ+
�ÝXß²×
sgn(f)

Ø�Ù�Þuæ�â�ÙuØ ë ßwÛXã f ì):Û�ñ{ãäÛXànâIüXâlàMá
K ≥ 2(‖P 0

+ − P 0
−‖L∞(R) + ‖a‖L∞(0,T ))maxk∈{+,−} ‖Dρ0k‖L∞(R)

ñ
w
ØsÙnÝz×KØ�ÙuÜlàuâlÞuâ�Ùté�î�êÙtÛ]Ú�éKÞMØ�Û]ß�ì¡��Û]àuâIÛ|üXâIà

w0
±,i(xi) = ρ0±(xi)− µ0 ≤ v0±(xi).ûjÙuØ�ß ë Þuæ�ânøhÛXß²ÛaÞuÛ]ßCáSÛaãµÞMæ�â�ÙMÜMæ�âIøfâ]ñKåbân×Kâ;×Ké²Ü8â wn

i ≤ vni
ÝXß²×ZÙuÛ

ρ0(xi)− vni ≤ Ktn + µ0.í�æ�ârÚsÛkå�âlà)î3ÛXé�ß²×ZØsÙ)è�àMÛ|üXâ;×wÙuØ�øhØsÚsÝXàuÚsáXì
=Yânß�Û|å ë Ø�üXâ�Þuæ�ânè²àuÛ:ÛXãµÛaãRí�æ�âIÛXàMâløùPKìsô

Û X�W�W]mnW]mËS�TBV9W'X&V+Y üF\4Zí�æ�âSè�àMÛ:Ûaã�Ø�ÙGÝaßçÝX×�ÝXèKÞMÝaÞuØsÛXßYãäÛXà1ÙtáKÙtÞuâIøhÙ�Ûaã�ÞMæ�âSÛ]ß�â�ÛXã¢?�àMÝXß²×�ÝaÚsÚ¨��ØsÛXß²ÙH�sôXô��Tñ�àMâlü:Ø�ÙtØ�Þuâ;×YîCádÖ�ÚsükÝXàuâIþ±�/� |&} �� ���Tìyí�æ�ârè�àMÛ:Ûaã�Ùtè�ÚsØ�ÞMÙ�Øsß]ÞMÛfÞuæ�àMâlânÙtÞuâIè²Ùlì¡=Yân×Kâlß²ÛaÞuâ�ÞMæ�àMÛXé ë æ�ÛXéKÞ�î:á K ükÝaàMØsÛXé²ÙbÜlÛXß²ÙtÞMÝXß]Þ�×Kâlè3âlß�×KØ�ß ë ÛXß�ÚsáSÛXß
‖P 0

+ − P 0
−‖L∞(R), maxk∈{+,−} ‖Dρ0k‖L∞(R)

ÝXß²× ‖a‖W 1,∞(0,T )

ì
=Yârú²àMÙtÞ�Ý]ÙuÙué�øhâ�ÞMæ²ÝkÞ

ρ0(xi) ≥ v0i
ÿoPKì ö �+


ô��



Ýaß²×wåbânÙuâ8Þ
µ0 = max

k∈{+,−}
sup
Ξ
|ρ0k(xi)− v0k,i| ≥ 0.

ÿoPKì ö+�M

=�â�Ùuâ8ÞjÝ1ãäâlåß²ÛaÞMÝaÞuØsÛXß�Ùlì@=Yârè²éKÞ

µ = max
k∈{+,−}

sup
ΞT

(ρk(xi, tn)− vnk,i).

� Û]à�âIüXâlàMá
0 < α ≤ 1, 0 < ε ≤ 1

ÝXß²×
σ > 0

ñ�å�ânÙuâ8Þ
Mα,ε

σ = sup
R×[0,T ]×ΞT×{+,−}

Ψα,ε
σ (x, t, xi, tn, k),

å)ØcÞMæ
Ψα,ε
σ (x, t, xi, tn, k) = ρk(x, t)− vk(xi, tn)−

|x− xi|2
2ε

− |t− tn|2
2ε

− σt− α|x|2 − α|xi|2.
=�â1Ùuæ²ÝaÚsÚµ×KàMÛXèzÞuæ�â1Ùué�è3âlà�Ýaß²×�Ùué�î²ÙMÜ8àMØ�è�ÞMÙ�ÛXß

Ψ
å)æ�âIß�ß�Û�ÝXøGî�Ø ë é�Ø�ÞgázÝaàMØ�Ùtâ;Ù�ÝXÙjÜ8Û]ß²Ü8âlàMß�Øsß ë ÞMæ�âGükÝaÚsé�â�ÛaãRÞMæ�âè²Ýaà5Ýaøhâ8ÞMâlà;ì

):Øsß²Ü8â
ρ0
ØsÙn��Øsè²ÙuÜ5æ�Ø�Þuþ�Ü8Û]ß]ÞMØ�ß:é�ÛXé²Ù)ÝXß²×

T ≤ 1
ñ�å�âræ²Ý|üXârîCá�ÿ_÷²ì;� � 


|ρ±(x, t)| ≤ K(1 + |x|). ÿ4PKì ö J+

��ÛXàMâlÛküXâlàbî:á � ���i� | PKì ö1åbâræ²Ý|üXâ

|v±(xi, tn)| ≤|v±(xi, tn)− ρ0±(xi)|+ |ρ0±(xi)|
≤Ktn +K(1 + |xi|)
≤K(1 + |xi|).

=�ârÞMæ�âlß�×Kâ;×Ké²Ü8ârÞuæ�ÝkÞ
Ψ
Ý]ÜMæ²Ø�âIüXâIÙ�ØcÞ5Ù�ø�ÝaùKØ�øGé�øÌÝaÞ�ÙuÛXøhârè3ÛXØsß]Þ)Þuæ²ÝaÞ)åbân×KâIß�ÛaÞMârîCá

(x∗, t∗, x∗i , t
∗
n, k

∗)
ì

õ�e	V+s_Z
�*`¢d	e	c4YAh�e�V9d�m�WuX$e	TLV±Y�h�b�c�Y�kBY s¨W]c�fFe�W'm
Ψí�æ�ârø�Ýaù:ØsøGé�ø è3Û]Ø�ßCÞ)ÛXã

Ψ
âIß&òAÛ|áKÙ�Þuæ�ârãäÛXÚsÚsÛ|å)Øsß ë âIÙAÞMØsøhÝaÞuâ;Ù

α|x∗|+ α|x∗i | ≤ K,
ÿoPKì öXõ0


Ýaß²×
|x∗ − x∗i | ≤ Kε, |t∗ − t∗n| ≤ (K + 2σ)ε.

ÿ4P�ì ÷+C0

! ß²×Kâlâ;×{ñ�îCá�Øsß�â��]é�ÝaÚsØcÞAá

Ψ(x∗, t∗, x∗i , t
∗
n, k

∗) ≥ Ψ(0, 0, 0, 0, k∗) ≥ 0
ñ�å�ânÛXîKÞ5ÝaØsß

α|x∗|2 + α|x∗i |2 ≤ ρk∗(x
∗, t∗)− vk∗(x

∗
i , t

∗
n) ≤K(1 + |x∗|+ |x∗i |) ≤ K +

K2

α
+
α

2
|x∗|2 + α

2
|x∗i |2.

í�æ�ØsÙ)Øsøhè�Ú�ØsâIÙ�ÿoPKì öXõ0
8ñ�ÙtØsß²Ü8â
α ≤ 1

ì
í�æ�â�ú²à5ÙAÞfî3Û]é�ß²×çÛaã1ÿ4P�ì ÷+C0
rãäÛ]Ú�ÚsÛkå�Ù�ãäàuÛ]ø Þuæ²â��¡Ø�è²ÙMÜ5æ�ØcÞMþwØsßïÙtè�ÝXÜ8âwàuâ ë é�Ú�ÝaàMØcÞAá�ÛXã ρ ÿ_ÙuâlâZí�æ�âIÛXàMâlø ÷²ì;�
(iii)


Oñ�ãäàMÛXø Þuæ�â�Ø�ß²â	�Cé²ÝaÚsØ�Þgá
Ψ(x∗, t∗, x∗i , t

∗
n, k

∗) ≥ Ψ(x∗i , t
∗, x∗i , t

∗
n, k

∗)
ÝXß²×wãäàuÛ]ø ÿ4P�ì ö]õ0
8ì ! ß²×Kâlâ;×{ñ�Þuæ�Ø�ÙØ�øhè�ÚsØsâIÙ

|x∗ − x∗i |2
2ε

≤ρk∗(x∗, t∗)− ρk∗(x
∗
i , t

∗)− α|x∗|2 + α|x∗i |2

≤K|x∗ − x∗i |+ α|x∗ − x∗i |(|x∗|+ |x∗i |) ≤ K|x∗ − x∗i |.í�æ�â�ÙuâIÜlÛXß²×Gî3ÛXé�ß²×1Ûaã�ÿ4P�ì ÷+C0
¡ØsÙRÛXîKÞ5ÝaØsß�âI×GØsßGÞMæ�â)ÙuÝXøfâbåbÝ|áXñaé²ÙtØsß ë Þuæ²âbØsß�â��]é�ÝaÚsØcÞAá Ψ(x∗, t∗, x∗i , t
∗
n, k

∗) ≥
Ψ(x∗, t∗n, x

∗
i , t

∗
n, k

∗)
Ýaß²×Zí�æ�âIÛXàMâlø ÷²ì;�

(iii)
ì
ô;ö



õ�e	V+s������ t¨V+e/e�V+X$V9d/e�c�Y�h�e	VRm�W'XHe	TLV±Y�h�b�c�Y�kBYþs%W]c�fFe�W'm
Ψ! ß�â	�Cé²ÝXÚ�Ø�Þgá�ÿ4P�ì ö]õ0
bÜlÝXßwî3â�ÙtÞuàMâlß ë Þuæ�âIß�âI×�ÞuÛ

α|x∗|2 + α|x∗i |2 ≤ K.
ÿoPKì ÷²ô�


! ß²×Kâlâ;×{ñQé�ÙtØsß ë ÞMæ�â���Øsè²ÙuÜ5æ�Ø�ÞuþwàMâ ë é²ÚsÝXàuØ�Þgá�ÛXã ρ ñQÞuæ�âwØsß�â	�Cé²ÝXÚ�Ø�ÞAá Ψ(x∗, t∗, x∗i , t
∗
n, k

∗) ≥ Ψ(0, 0, 0, 0, k∗)Ýaß²×wâ��Cé²ÝkÞMØ�Û]ß²Ùrÿ_÷²ì;� �0
Oñ�ÿ4P�ì öX÷+
�ÝXß²×YÿoPKì ÷0C0
8ñKáCØsâlÚ�×�Ù
α|x∗|2 + α|x∗i |2 ≤ρk∗(x∗, t∗)− vk∗(x

∗
i , t

∗
n) + ρ(x∗i , 0)− ρ(x∗i , 0)

≤K(|x∗ − x∗i |+ t∗) +Kt∗n + µ0 ≤ K.

õ�e	V+s©²����$sLs¨V0X$t¨W]kBfLjªW]m
µ=�ânæ²Ý|üXâ�Þuæ�ânî3Û]é�ß²×
µ ≤ K

√
T (∆x+∆t)

1
2 + µ0

Ø�ã
∆x+∆t ≤ 1

K2
ì

� Øsà5ÙAÞ;ñ3åbâ1ÜlÚsÝXØ�ø�ÞMæ²ÝkÞ�ãäÛXà
σ
Ú�Ýaà ë â�âIß�ÛXé ë æ�ñ3åbâGæ�Ý;üXâGâIØcÞMæ�âlà t∗ = 0

Û]à
t∗n = 0

ì):é�è�è3ÛCÙtâGÞuæ�âhÜ8ÛXßCÞuà5ÝaàMáXìí�æ�âlßSÞuæ²âjãäé�ß²Ü8ÞuØsÛXß
(x, t) 7→ Ψ(x, t, x∗i , t

∗
n, k

∗)
Ý]ÜMæ�ØsâlüXâ;Ù-ØcÞ5Ù�ø�ÝkùKØsøGé�ø�ÝkÞ�Ý�è3Û]Ø�ßCÞbÛaã

R× (0, T ]
ìyûjÙuØ�ß ëÞuæ�ârã_Ý]ÜOÞ)Þuæ²ÝaÞ

ρ
Ø�Ù)ÝhÙué�îKêgÙtÛ]Ú�é�ÞuØsÛXßwÛXãµÞuæ�â�ÜlÛXßCÞuØsßCé�Û]é²Ù�è�àMÛXî�ÚsâløzñKå�ânÛXîKÞ5ÝaØsßwÞuæ�ânØsß�â	�Cé²ÝXÚ�Ø�ÞAá

σ + p∗t ≤ −k∗(ρ+ − ρ− + a(t∗))|p∗x + 2αx∗| ÿoPKì ÷+�0

å)ØcÞMæ

p∗t =
t∗−t∗n
ε , p∗x =

x∗−x∗i
ε

ì
):Ø�ß�Ü8â

t∗n > 0
ñ�åbânÝaÚ�ÙuÛfæ²Ý|üXâ

Ψ(x∗, t∗, x∗i , t
∗
n, k

∗) ≥ Ψ(x∗, t∗, xi, t
∗
n −∆t, k∗)

ìyí�æ�Ø�Ù�Øsøhè�ÚsØ�â;Ù
vk∗(·, t∗n −∆t) ≥ ϕ(·, t∗n −∆t) + vk∗(x

∗
i , t

∗
n)− ϕ(x∗i , t

∗
n)ãäÛXà

ϕ(xi, tn) = − |x
∗−xi|

2

2ε − |t∗−tn|
2

2ε − α|xi|2
ì�ûjÙuØsß ë Þuæ�â�ã_Ý]ÜOÞ1Þuæ²ÝaÞGÞMæ�âZÙuÜ5æ�âløhâ�Ø�ÙGøhÛXß²ÛaÞuÛ]ß�â�ÝXß²×Ü8ÛXøhøGéKÞMâIÙ)å)ØcÞMæZÞuæ�â�Ý]×�×KØ�ÞuØsÛXßZÛXãRÜ8ÛXß²ÙtÞMÝXß]Þ5ÙlñKá:ØsâlÚ�×�Ù

vk∗(x
∗
i , t

∗
n)

=Sk
∗

(vk∗(·, t∗n −∆t)) (x∗i )

≥ϕ(x∗i , t∗n −∆t) + vk∗(x
∗
i , t

∗
n)− ϕ(x∗i , t

∗
n)

+ ∆t
(

c∆,Lock∗ [v](x∗i , t
∗
n)
)

El∗(D+ϕ(x∗i , t
∗
n −∆t), D−ϕ(x∗i , t

∗
n −∆t))

å)æ�âlàMâ
l∗ = sgn

(

c∆,Lock∗ [v](x∗i , t
∗
n)
) ì¡=YânÙuâ8Þ

c[v] = −c∆,Lock∗ [v](x∗i , t
∗
n), c[ρ] = k∗ (ρ+(x

∗, t∗)− ρ−(x
∗, t∗) + a(t∗)) .=�ârÞMæ�âlßzÛXî�ÞMÝaØsßwÞuæ²ânÙué�è3âIàtêgÙtÛ]Ú�é�ÞuØsÛXßwØ�ß�â��Cé²ÝaÚsØcÞAá2�

ϕ(x∗i , t
∗
n)− ϕ(x∗i , t

∗
n −∆t)

∆t
≥ −c[v]El∗(D+ϕ(x∗i , t

∗
n −∆t), D−ϕ(x∗i , t

∗
n −∆t)).

)CÞuà5ÝaØ ë æCÞtãäÛXàMåbÝXàM×�ÜlÛXøhè�éKÞMÝaÞuØsÛXß�ÙbÛXãµÞuæ�â�×�ØsÙMÜ8àMâ8ÞMâr×�âlàMØ�ükÝaÞuØsüXâ�ÛXã ϕ á:Ø�âIÚs×
p∗t +

∆t

2ε
≥ −c[v]El∗

(

p∗x −
∆x

2ε
− α(2x∗i +∆x), p∗x +

∆x

2ε
− α(2x∗i −∆x)

)

.

):é�îKÞMàMÝ]ÜOÞuØsß ë ÞMæ�â�Ýaî3ÛküXâ�Øsß�â	�Cé²ÝXÚ�Ø�ÞgáSÞuÛ¶ÿ4P�ì ÷9� 
OñKå�â�×KâI×�é²Ü8â
σ ≤

∆t

2ε
− c[ρ]|p∗x + 2αx

∗|+ c[v]El
∗

„

p
∗

x −
∆x

2ε
− α(2x∗i +∆x), p

∗

x +
∆x

2ε
− α(2x∗i −∆x)

«

≤
∆t

2ε
− (c[ρ]− c[v]) |p∗x|+ αK|x∗|

+ |c[v]|

˛

˛

˛

˛

E
l
∗

„

p
∗

x −
∆x

2ε
− α(2x∗i +∆x), p

∗

x +
∆x

2ε
− α(2x∗i −∆x)

«

− E
l
∗

(p∗x, p
∗

x)

˛

˛

˛

˛

≤
∆t

2ε
− (c[ρ]− c[v]) |p∗x|+Kα|x∗|+K

∆x

ε
+ 2αK|x∗i |+ 2αK∆x

ôI÷



å)æ�âlàMârå�âræ�Ý;üXâré²ÙuâI×{ñKãäÛXà)Þuæ�â�ÙuâIÜ8Û]ß²×wÚ�Øsß�âXñKÞMæ�ârã_ÝXÜ8Þ�ÞMæ²ÝkÞ
c[ρ] ≤M + 2B0(M + ‖a‖L∞(0,T ))T ≤ K

å)ØcÞMæ
M = ‖P 0

+ − P 0
−‖L∞(R)

Ýaß²×
B0 = max

k∈{+,−}
‖Dρ0k‖L∞(R)

ÿ_Ùuâlâqí�æ�âIÛXàMâlø�÷²ì;� 
8ì  Û|ånñnÙuØ�ß²Ülâ
ρk∗(x

∗, t∗)− vk∗(x
∗
i , t

∗
n) = max

k∈{+,−}
(ρk(x

∗, t∗)− vk(x
∗
i , t

∗
n)) ≥ 0

ñ�î:á � ���i� | ÷²ìsôXñKå�ânÛXîKÞ5ÝaØsß

−(c[ρ]− c[v])|p∗x| =− k∗ (ρ+(x
∗, t∗)− ρ−(x

∗, t∗) + a(t∗)) |p∗x|
+ k∗ (v+(x

∗
i , t

∗
n)− v−(x

∗
i , t

∗
n) + a(t∗)) |p∗x|+ k∗

(

a∆(t∗n)− a(t∗)
)

|p∗x|
≤
∣

∣a∆(t∗n)− a(t∗)
∣

∣ |p∗x| ≤ K|t∗n − t∗||p∗x|å)æ�âlàMârå�âræ�Ý;üXâré²ÙuâI×YÿoPKì;�aõ+
OìQí�æ�Ø�Ù�Øsøhè�ÚsØ�â;Ù
σ ≤∆t

2ε
+K|t∗ − t∗n||p∗x|+Kα|x∗|+K

∆x

ε
+ 2αK|x∗i |+ 2αK∆x

≤K∆x+∆t

ε
+Kα1/2 +Kε.

ðyéKÞtÞMØsß ë
σ∗ = σ∗(∆x+∆t, ε, α) = K

∆x+∆t

ε
+K(α1/2 + ε),å�â�ÞMæ�âlàMâ8ãäÛ]àuârÜ8ÛXß�Ü8Úsé²×Kâ�ÞMæ²ÝkÞ)å�ârøGé²ÙtÞ)æ²Ý;üXâ

t∗ = 0
ÛXà

t∗n = 0
è�àMÛ|ü:Ø�×KâI×

σ ≥ σ∗
ì¡=�æ�âIß�âlüXâIà

t∗ = 0
ñKå�â×KâI×Ké�Ü8ârãäàuÛ]ø � �/�i� | P�ì öhÝaß²×wãäàuÛ]ø ÿ4P�ì ÷+C0
-Þuæ²ÝaÞ

Mα,ε
σ =Ψ(x∗, 0, x∗i , t

∗
n, k

∗) ≤ ρ0k∗(x
∗)− vk∗(x

∗
i , t

∗
n)

≤ρ0k∗(x∗)− ρ0k∗(x
∗
i ) +Kt∗n + µ0

≤K (|x∗ − x∗i |+ t∗n) + µ0 ≤ K(1 + σ)ε+ µ0.

):Ø�øhØsÚ�ÝaàMÚ�á]ñKå)æ�âlß�âIüXâlà
t∗n = 0

ñ�å�ân×Kâ;×Ké²Ülâ�ãäàMÛXø Þuæ�âU�¡Ø�è²ÙMÜ5æ�ØcÞMþnàuâ ë é�Ú�ÝaàMØcÞAá�Ûaã ρ Ýaß�×�ãäàuÛ]ø ÿoPKì ÷0C0
-Þuæ²ÝaÞ
Mα,ε

σ =Ψ(x∗, t∗, x∗i , 0, k
∗) ≤ ρk∗(x

∗, t∗)− vk∗(x
∗
i , 0)

≤K (|x∗ − x∗i |+ t∗) + µ0 ≤ K(1 + σ)ε+ µ0.

í¡Û�Ùué�ø é�è�ñ²å�âræ²Ý|üXânÙuæ�Û|å)ßwÞMæ²ÝkÞ
Mα,ε

σ ≤ K(1 + σ)ε+ µ0 ≤ Kε+ µ0

è�àuÛkü:Øs×�âI×
σ∗ = K∆x+∆t

ε +K(α1/2 + ε) ≤ σ ≤ 1
ì =Yâ1Þuæ�âIßY×KâI×�é²Ü8â1ÞMæ²ÝkÞ;ñ�ãäÛXà�âIüXâlàMá

(xi, tn)
Ýaß²×¶ãäÛXàâlüXâlàMá

k
ñ�å�âræ²Ý|üXâ

ρk(xi, tn)− vk(xi, tn)−
(

K
∆x+∆t

ε
+K(α1/2 + ε)

)

T − 2α|xi|2 ≤Mα,ε
σ ≤ Kε+ µ0.

):âlß²×�Ø�ß ë α → 0
ñ�Þ5ÝM,:Øsß ë Þuæ�âYÙué�è�àMâløGé�ø�ÛküXâlà (xi, tn) ñ�Þuæ²â�øhÝaùKØ�øGé�ø	Û|üXâIà k ÝXß²×�Ü5æ�Û:ÛCÙtØsß ë ε =

T 1/2 (∆x+∆t)
1/2 ñ�å�â�Ü8ÛXß²ÜlÚ�é�×Kâ�Þuæ�ÝkÞ

max
k∈{+,−}

sup
ΞT

(ρk(xi, tn)− vnk,i) = µ ≤ K (∆x+∆t)
1/2
√
T + max

k∈{+,−}
sup
Ξ

(ρ0k(xi)− v0k,i),
ÿoPKì ÷]ö+


è�àuÛkü:Øs×�âI×SÞMæ²ÝkÞ
∆x, ∆t

ÝXàuârÙuø�ÝaÚsÚ{âlß²ÛXé ë æ T ≤ 1
ñ
µ0 ≤ 1

ÝXß²×Yÿ4P�ì ö0�0
�ØsÙ�ÝXÙMÙué�øfâ;×{ì

ô�P



! ß�ÞMæ�â ë âlß�âIàMÝXÚ�ÜlÝXÙuâXñ:å�ârÜlÛXß²ÙuØs×�âlà ρ = ρ+ µ1
å)Ø�Þuæ

µ1 = max
k∈{+,−}

sup
Ξ

(v0k,i − ρ0k(xi))
ì@=Yâ�àMâlø�Ýaà.,fÞuæ²ÝaÞ

ρØsÙ�ÙtÛ]Ú�é�ÞuØsÛXßZÛaã�ÿä÷�ì�ô;õ0
bÝaß²×ZÙMÝkÞMØsÙtú²â;Ù
ρ0(xi) ≥ v0i

ìyí�æ²âlßdÿoPKì ÷]ö+
-Ø�ÙbÞMàué²ârå)Ø�Þuæ
ρ
Ø�ßzè�Ú�ÝXÜ8ârÛXã

ρ
ñ��������

max
k∈{+,−}

sup
ΞT

(ρk(xi, tn) + µ1 − vnk,i) ≤ K (∆x+∆t)
1/2
√
T + max

k∈{+,−}
sup
Ξ

(ρ0k(xi) + µ1 − v0k,i),

å)æ�ØsÜ5æ�ÙAÞMØ�ÚsÚ�Ø�øhè�ÚsØsâIÙ�ÿ4P�ì ÷Cö0
�å)ØcÞMæ
max

k∈{+,−}
sup
Ξ
|ρ0k(xi)− v0k,i|

ì
í�æ�âGÚ�Ûkå�âlàjî3ÛXé�ß²×zãäÛXà�Þuæ²â�âIàuàMÛXà)â;ÙAÞMØ�ø�ÝaÞuâ�Ø�Ù�Û]îKÞMÝXØ�ß�â;×zîCáZâ8ù�ÜMæ�Ýaß ë Ø�ß ë ρ Ýaß²× v ì)Ö�Ù)ÞMæ�âGè�àuÛKÛaãRØsÙ�ÙtØsøhØ�Ú�ÝaàÞuÛfÞMæ�â�Ýaî3ÛküXâXñKå�ârÛ]øhØcÞ�ØcÞ;ì

ÿ�Â43 �óÎjÎ�Ä�Ë���ÊuÓ É�È�ÊAË-Ç Ë���È�ÏjÅ Ç�Ë-ÇËô|ÒtË)Ñ�ÉRÒhÆ]Ð)Æ]ÈKÅ¡Ó
í¡Û¶ÙuÛXÚsüXâhß:é�øhâlàMØsÜIÝaÚsÚ�á´Þuæ�âSß�Û]ßKêTÚ�ÛKÜIÝaÚyÙuáKÙAÞMâlø�ÿAôXìsô�
gê5ÿtôXì;� 
8ñ¡å�âSé²ÙuâhÞuæ²â�ú²ß�Ø�Þuâ�×KØ¬«�âlàMâlß²ÜlâSÙMÜMæ�âIøhâ¶ÿAô]ì ö+
TêOÿAô]ì ÷9
TêÿAôXì;P 
8ì�=YâhÝXÚsÙuÛZÝXÙMÙué�øhâGÞuæ²âH? � �óÜ8Û]ß²×KØ�ÞuØsÛXß ÿAô]ì J+
Oì ! ßYè²ÝaàuÞuØ�Ü8é�Ú�Ýaà;ñ�é²ÙuØ�ß ë ðyàuÛ]è3Û]ÙuØcÞMØ�Û]ß´÷²ì;PKñ{å�âh×�âI×Ké²Ülâ1ÞMæ²ÝkÞÞuæ�â�? � �qÜ8ÛXß²×�ØcÞMØ�Û]ßdÿ4P�ì ö]ö0
-Ø�Ù�ÙuÝaÞuØ�ÙAú²â;×wé�ß�ØcãäÛ]àuøhÚsáSãäÛXà�ÝaÚsÚ

a
×Kâlú²ß�âI×Zî:á´ÿtôXì;P 
�î3â;ÜlÝXé²Ùtâ

‖a[ρ]‖L∞(0,T ) ≤M + ‖L‖L∞(0,T )Ýaß²×ZÙuÛ
L1 ≤ L2

ì
��âlÞ

T̄ ≥ 0
å)æ�Ø�ÜMæYå)ØsÚsÚQî3âSÜMæ�ÛCÙtâIß�Ú�ÝkÞuâIàIì�í¡Ûzè�àMÛ|üXâfÛ]é�ànÜlÛXßCü]âlà ë âlß²Ülâ1àuâ;Ùté²ÚcÞ;ñ�å�â�øfØsøhØsÜfÞMæ�â�ÜlÛXß]ÞMØsßCé�ÛXé�ÙÜlÝXÙuâXì ý âlãäÛXàMâ�è²àuÛkü:Ø�ß ë í�æ�âlÛ]àuâIø�ô]ì ö�å�â�ß²âlâI×�ÞMÛ1Ø�ßCÞuàMÛK×Ké²Ülâ�ÙuÛXøhâjß²ÛaÞMÝaÞuØsÛXß²ÙbÝaß²× } �/��� | � | ì%��â8ú²ß�Øsß ë X1,∆

T =

R
{0,...,NT }

Ýaß²×
X2,∆
T = (R2)Z×{0,...,NT }

ñ²ÞMæ�â1ÙtâlÞjÛXãy×KØsÙMÜ8àMâ8ÞMânãäé�ß²ÜOÞMØ�Û]ß²Ù�×Kâlú²ß�âI×�Û]ß {0, ..., NT }
ÝXß²×zÛ]ßzÞuæ�âøfâ;Ùtæ

ΞT
àMâIÙuè3âIÜOÞMØ�üXâIÚ�á]ñKå�â�×KâIß�ÛaÞMânîCá

G∆ : X1,∆

T̄
→ X2,∆

T̄

ÞMæ�ânÛ]è3âlà5ÝkÞuÛ]à�ÞMæ²ÝkÞ ë ØsüXâIÙbÞMæ�â�×KØ�ÙMÜ8àMâ8Þuâ�ÙtÛ]Ú�éKÞMØsÛXß vÛaãµÞuæ²ânÚ�ÛKÜIÝaÚ{ðyàMÛXî�Úsâlø ÿ4P�ì �+�M
-ãäÛXà�Ý ë ØsüXâlßZüXâlÚsÛKÜlØcÞAá a∆ ∈ X1,∆
T̄

ñ��������
(G∆

+(a
∆), G∆

−(a
∆)) = G∆(a∆) = v.

! ßZè²ÝXàtÞMØsÜlé�ÚsÝXàIñ:Þuæ�â�ÙMÜMæ²âløhânÜlÝXßZî3âràMâlå)àMØcÞuÞuâIß
v = G∆(a∆[v])

å)ØcÞMæ
a∆[·] ×Kâ8ú²ß²âI×ZØ�ßqÿAô]ì P0
Oì¡=�â�Ùuâ8Þ;ñ:ãäÛ]à�ÝaÚsÚ T ≤ T̄

�

U∆
T =



















w ∈ X2,∆
T :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

sup
ΞT

|D+
x w±| ≤ B0,

sup
ΞT

|D+
t w±| ≤ 2B0(2M + ‖L‖L∞(0,T ) + 4),

sup
ΞT

|w+ − w−| ≤M + 2



















Ýaß²×
V ∆
T =

{

a∆ ∈ X1,∆
T :

∣

∣

∣

∣

sup
{0,...,NT∆t}

|a∆| ≤M + ‖L‖L∞ + 2
}

å)æ�âlàMâ
M = ‖P 0

+ − P 0
−‖L∞(R)

ì�ò�ß�ânÜlÝXßZâIÝXÙuØsÚ�á�Ü5æ�âIÜ�,�ÞMæ²ÝkÞ
{(ρ)∆ | ρ ∈ UT } ⊂ U∆

TÝaß²×
{

(a)∆ :
∣

∣ ‖a‖L∞(0,T ) ≤M + ‖L‖L∞(0,T )

}

⊂ V ∆
Tå)æ�âlàMâ

(f)∆
Ø�ÙbÞMæ�ânàMâIÙAÞMàMØsÜ8ÞuØsÛXß�ÞuÛ

ΞT
Ûaã�Þuæ�â�Ü8Û]ß]ÞMØ�ß:é�ÛXé²Ù�ãäé�ß²ÜOÞMØ�Û]ß

f
ì¡=Yânæ²Ý;üXâ�ÞMæ�ârãäÛXÚsÚ�Ûkå)Øsß ë � ���i� | �

Î@Ï0Ð�Ð¯Ñ üF\GÀ ¶ ����� �"���� | � ��� �:¸��i� zM}¬� � �H�2�-� � � z&{�|&}�}
T ≤ T̄ ~ ���u� � z&}�}¬z   � �+º � � � } �9� � zM� � z&}G� �
ô��



� � � a∆[U∆
T ] ⊂ V ∆

T ,

� ��� � G∆(V ∆
T ) ⊂ U∆

T

�
Û X�W�W]mnW]m Î¡Ï0Ð�Ð¯Ñ üF\GÀí�æ�ârè²àuÛ:ÛXãµÛaã

(i)
Ø�ÙLòAé²ÙtÞjÝhÙuØ�øhè�Úsâ�Ü8ÛXøhè�é�ÞMÝkÞMØ�Û]ß�ì@=Yânè�àMÛ|üXâ

(ii)
ì

��âlÞ
a∆ ∈ V ∆

T

Ýaß²×
v = G∆(a∆)

ìy=YâGÙuâ8Þ
w(xi, tn) = v(xi+1, tn)−∆xB0

ì�í�æ�âIß
w
ØsÙjÙtÞuØsÚsÚµÙuÛXÚséKÞuØsÛXß�ÛaãÞuæ�â�×KØ�ÙMÜ8àMâ8ÞuânÙMÜMæ²âløhâ�ÿ4P�ì �+�M
bÝaß²×ZÙMÝkÞMØsÙtú²â;Ù

w0 ≤ v0
ìyû�ÙtØsß ë ÞMæ�ânøhÛXß�ÛXÞuÛ]ßCáSÛaãµÞMæ�â�ÙuÜ5æ�âløhânáCØsâlÚ�×�Ù

v±(xi+1, tn)− v±(xi, tn)

∆x
≤ B0.

ûjÙuØ�ß ë í�æ�âlÛ]àuâIø�÷�ì ��ñKå�ân×Kâ;×Ké²Ü8â
|v+ − v−| ≤M + 2.

ÿoPKì ÷X÷+

� ÛXà�Þuæ�ânâ;ÙAÞMØ�ø�ÝaÞuârØsßwÞMØsøfâ]ñ�å�ânæ²Ý;ü]âXñKé²ÙuØ�ß ë ÿ4PKì ÷X÷9
Oñ

∣

∣

∣

∣

vn+1
i − vni

∆t

∣

∣

∣

∣

≤2B0|C∆,Loc
k [v](xi, tn)| ≤ 2B0(M + 2 + sup

{0,...,NT∆t}

|a∆|) ≤2B0(2M + ‖L‖L∞(0,T ) + 4).

):Û
G∆(V ∆

T ) ⊂ U∆
T

ìyí�æ�Ø�Ù�âIß²×�Ù�Þuæ�ânè²àuÛ:ÛXãµÛaãµÞMæ�â } ���i� | ì
=Yâ)ß�Ûkåïæ²Ý|üXâ�ÞuÛnè�àMÛ|üXâ)ÙuÛXøhâ)ÜlÛXß²ÙuØ�ÙAÞMâlß²Ü8á1Ýaß�×fÙtÞMÝXî�Ø�ÚsØ�Þgá1àuâ;Ùté�Ú�Þ5Ù�ãäÛ]àRÞMæ�â)üXâIÚ�Û�Ü8Ø�Þgá

a∆
Ýaß²×1ãäÛ]àRÞMæ�â)Û]è3âlà5ÝkÞMÛXà

G∆
ì

Î@Ï0Ð�Ð¯Ñ üF\�üÔ^ î W]fBd�c�d	e	V9fLgMçµm�WuXQe	TLV§jBc4d	g X&V0e�VØÒ]V9r4WFg0c�e�ç
a∆

v �]�u� { �i� � | � z&� � � |&� � K = 2B0 +M ���u� ���� | � ~u� z&{ �/��� { � �"� � � ∆ ~u� z&{ �/��� { � 0 ≤ T ≤ T̄
|&�2� � zM{ ρ ∈ UT ~¨  �p� | �&�

sup
{0,...,NT∆t}

| (a[ρ])∆ − a∆[(ρ)∆]| ≤ K∆x

  �-� { � (ρ)∆ � � ���u� { � � � { � � �4� zM� � z
ΞT

z � ���u� � z&� �4� � � z �9�¡��� � � �4� zM� ρ
|&�2�

a[·] � � � ��¼ � � � � � � ¿]�G�	¿M�M�
Û X�W�W]mnW]m Î¡Ï0Ð�Ð¯Ñ üF\�ü=�â�Ùuâ8Þ

ρ̃(x, t) = ρ+(x, t)− ρ−(x, t)
ìyí�æ�ârãäÛXÚsÚ�Ûkå)Øsß ë æ�Û]Ús×²Ù/�

∣

∣a[ρ](tn)− a∆[(ρ)∆](tn)
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

ρ̃(x, tn)dx−
Nx−1
∑

i=0

∆xρ̃(xi, tn)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
Nx−1
∑

i=0

∣

∣

∣

∣

∣

∫ (i+1)∆x

i∆x

ρ̃(x, tn)dx−∆xρ̃(xi, tn)

∣

∣

∣

∣

∣

+

∫ 1

Nx∆x

ρ̃(x, tn)dx

≤∆x
Nx−1
∑

i=0

sup
[i∆x,(i+1)∆x]

|ρ̃(·, tn)− ρ̃(xi, tn)|+M∆x

≤∆x(2B0 +M).

=Yânæ²Ý;üXâ�ÞMæ�ârãäÛXÚsÚ�Ûkå)Øsß ë } ���i� | å)æ�ØsÜ5æzè�àuÛ:ÛXãµØ�ÙLòAé²ÙtÞjÝhÙuØ�øhè�ÚsânÜlÛXøhè�éKÞ5ÝkÞMØ�Û]ß
Î@Ï0Ð�Ð¯Ñ üF\��³^<õ�e	h-tLc4r�c�e�çAsLX&Wus¨V+X�e�çwW'mye�TBVRÒ]V9r�W�g c�e�ç

a∆
vUxOzM{ �/��� { � ��� � � ∆ ~u� z&{ �/��� { � 0 ≤ T ≤ T̄

|&�2����&� { � v1, v2 ∈ U∆
T ~ ���u� � z&}�}¬z   � �+º � z&}G� �

sup
{0,...,NT∆t}

|a∆[v2]− a∆[v1]| ≤ 2 max
k∈{+,−}

sup
ΞT

|v2 − v1|.

ô&�



Î@Ï0Ð�Ð¯Ñ üF\��Ô^<õ�e	h-tLc4r�c�e�çªsLX&Wus¨V+X�e�ç©W]m¢e�TBV¯W's%V+X&h�e�WuX
G∆ v �2�-� { �"� � | � zM� � � |&� � K = 2B0 � z ��� | � ~F� zM{���&� { � �"� � � ∆ � | �o� ����� � �+º ���-� � � � � z&{ � · x �©� z&�2� ���o� z&� ��� �:¸�� ~]� z&{�|&}�}

0 ≤ T ≤ T̄
|&�]�Q|&}�}

a∆1 , a
∆
2 ∈ V ∆

T

max
k∈{+,−}

sup
ΞT

|G∆
k (a

∆
2 )−G∆

k (a
∆
1 )| ≤ KT sup

{0,...,NT∆t}

|a∆2 − a∆1 |.

Û X�W�W]mnW]m Î¡Ï0Ð�Ð¯Ñ üF\��=�â�Ùuâ8Þ
vi = G∆

(

a∆i
) ìyûjÙuØ�ß ë Þuæ�ârã_Ý]ÜOÞ)Þuæ²ÝaÞ

c1E
sgn(c1) − c2E

sgn(c2) ≤ |c1 − c2|max(E+, E−)áCØsâlÚ�×�Ù
vn+1
2,k − vn2,k + k∆t

(

vn2,+ − vn2,− + a∆1 (tn)
)

Esgn(vn
2,+−v

n
2,−+a

∆
1 (tn))(D+vn2 , D

−vn2 )

≤∆t|a∆2 (tn)− a∆1 (tn)|max(E+(D+vn2 , D
−vn2 ), E

−(D+vn2 , D
−vn2 ))

≤2B0∆t sup
{0,...,NT∆t}

|a∆1 − a∆2 |.

��ÛXàMâlÛküXâlà
ṽ1(xi, tn) = v1(xi, tn) + 2B0 sup

{0,...,NT∆t}

|a∆1 − a∆2 |tn
ØsÙ�ÙtÛ]Ú�é�ÞuØsÛXßZÛaãµÞuæ²ânÙMÝaøhân×KØ�ÙuÜlàuâ8ÞMârâ	�Cé²ÝkÞMØsÛXß�ì

):Ø�ß�Ü8ârÞuæ�â�ÙMÜMæ²âløhârØ�Ù�øhÛXß²ÛaÞuÛ]ß�âXñKÛ]ß�ân×KâI×Ké�Ü8âIÙ�ÞMæ²ÝkÞ
max

k∈{+,−}
sup
ΞT

|G∆
k (a

∆
2 )−G∆

k (a
∆
1 )| ≤ 2B0T sup

{0,...,NT∆t}

|a∆2 − a∆1 |.

í�æ�ØsÙ�ÝXÜ5æ�ØsâlüXâ;Ù�ÞMæ�ânè�àuÛKÛaãAì
=Yânß�Û|åè�àMÛ|ü]ârí�æ�âlÛ]àuâIø ôXì ö�ì

Û X�W�W]mnW]mËS�TBV9W'X&V+YûZ'\:²=�âné²Ùuâ�ÞMæ�ânø�ÝaØsßZØs×�âIÝfÛaãRÖjÚsükÝaàMâlþ"�/� |&} �n�;���>ì=�ârú²à5ÙtÞ�ÝXÙMÙté�øhâ�Þuæ²ÝaÞ
T ≥ T̄

Ýaß²×wåbânÙuâ8ÞIñKãäÛ]à)âlüXâlàMá
l ≥ 1

�
Q∆
l = ∆xZ× {∆tNl, ...,∆tNl+1}

å)æ�âlàMâ
Nl
Ø�ÙfÞuæ²âzØsß]Þuâ ë âIàhè²ÝXàtÞ�Ûaã lT̄

∆t

ì�ÖjÙhØsßïÞuæ²â�Ü8Û]ß]ÞMØ�ß:é�ÛXé²Ù�ÜlÝ]Ùtâ]ñ-ÛXß âIÝXÜ5æïØsß]ÞMâlàMükÝaÚ
(lT̄ , (l + 1)T̄ )

ñ�åbâ
ÜlÝaß�ØcÞMâlà5ÝkÞMârÞMæ�â�è²àuÛKÜlâIÙMÙnÿ�ÙtØsß²Ü8â

T̄
×Kâlè3âlß�×�Ù�Û]ß�ÚsáwÛXß

B0
å)æ�Ø�ÜMæ¶×�Û:âIÙ�ß�ÛaÞ�Ü5æ²ÝXß ë ânå)Ø�Þuæ�ÞuØsøhâ�
�ÝXß²×zÜlÛXß²ÙtÞuàMé²Ü8ÞIñé²ÙtØsß ë Ý¶ú²ùçè3ÛXØsßCÞhøhâ8Þuæ²ÛK×ÿ_×KâIß�ÛaÞMØ�ß ë îCá G Ýaß²× G∆


Oñ
ρ
Ýaß²×

v
àuâ;Ùtè3â;ÜOÞMØ�üXâIÚ�áçÙtÛ]Ú�éKÞMØ�Û]ß&ÛaãfÿAô]ì�ô�
TêOÿAô]ì �0
�ÝXß²×ÿAôXì ö0
gê5ÿtôXì ÷+
gê5ÿtôXì;P 
OìL=YârÞuæ�âIßzæ²Ý;üXâ�ÞMæ�ânØ�ß²â	�Cé²ÝaÚsØ�Þgá

max
k∈{+,−}

sup
Q∆

l

|ρk − vk| ≤ max
k∈{+,−}

sup
Q∆

l

|Gk,l(a[ρ])−G∆
k,l(a

∆[v])|

≤ max
k∈{+,−}

sup
Q∆

l

∣

∣Gk,l(a[ρ])−G∆
k,l

(

(a[ρ])∆
)

)
∣

∣

+ max
k∈{+,−}

sup
Q∆

l

∣

∣G∆
k,l

(

(a[ρ])∆
)

−G∆
k,l

(

a∆[v]
)∣

∣ ,

å)æ�âlàMâ´ÞMæ�â�ãäé�ß�ÜOÞuØsÛXß
G∆
l

(

(a[ρ])∆
)

=
(

G∆
+,l

(

(a[ρ])∆
)

, G∆
−,l

(

(a[ρ])∆
)

) ÿäàMâIÙuè�ì
Gl(a[ρ])


�Ø�ÙzÙuØ�øhè�ÚsáóÞMæ�â
×KØsÙMÜ8àMâ8ÞMâzÙtÛ]Ú�éKÞMØ�Û]ß&ÛXãfÿ4P�ì � �0
wÿäàMâIÙuè�ìçÞuæ²âzÜlÛXßCÞuØsßCé�Û]é²ÙhÙuÛXÚséKÞuØsÛXßïÛaãfÿtôXìsô�
a
1å)ØcÞMæïÞuæ�âzüXâlÚsÛKÜlØcÞAá

a[ρ]
Ýaß²×&Øsß�Ø�ÞuØ�ÝaÚÜ8ÛXß�×KØcÞMØ�Û]ß

vNl
ÿäàMâIÙuè�ì

ρ(·, NlDt)

8ì�� � àuÛ]ø í�æ�âIÛXàMâløùP�ì�ô]ñ:å�ârÞuæ²âlß�×KâI×Ké�Ü8â

maxk∈{+,−} sup
Q∆

l

∣

∣Gk,l(a[ρ])−G∆
k,l

(

(a[ρ])∆
)

)
∣

∣ ≤ K
√

T̄∆x+ max
k∈{+,−}

sup
∆xZ×Nl∆t

|ρk − vk|

≤ lK
√
T̄∆x+maxk∈{+,−} supΞ |ρ0k − v0k|.

ÿoPKì ÷+P0

ô�J



� Û]àbÞMæ�â�ÙuâIÜ8Û]ß²×SÞMâlàMøzñKå�âné²Ùuâ � �/�i� | � | P�ì P�ñ-P�ì �hÝaß²×RP�ì;��ÞuÛ�ÛXîKÞ5ÝaØsß
max

k∈{+,−}
sup
Q∆

l

∣

∣G∆
k,l

(

(a[ρ])∆
)

−G∆
k,l

(

a∆[v]
)∣

∣

≤KT̄ sup
{Nl∆t,...,Nl+1∆t}

∣

∣

∣(a[ρ])
∆ − a∆[v]

∣

∣

∣

≤KT̄ sup
{Nl∆t,...,Nl+1∆t}

(

| (a[ρ])∆ − a∆
[

(ρ)∆
]

|+ |a∆
[

(ρ)∆
]

− a∆[v]|
)

≤KT̄

(

∆x+ max
k∈{+,−}

sup
Q∆

l

|ρk − vk|
)

.

í�æ�ØsÙ)Øsøfè²Ú�ØsâIÙIñKãäÛXà
T̄∆x ≤ 1

Ýaß²×
KT̄ < 1

ñ
max

k∈{+,−}
sup
Q∆

l

|ρk − vk| ≤
lK

1−KT̄

√

T̄∆x+

(

max
k∈{+,−}

sup
Ξ
|ρ0k − v0k|

)

1

1−KT̄
.

=�ânß�Ûkå(ÞMÝ ,Xâ
l̄ ≥ 1

Ùté�ÜMæZÞuæ²ÝaÞ
l̄T̄ ≤ T ≤ (l̄ + 1)T̄ .í�æ�âlßZÞuæ�ârãäÛ]Ú�ÚsÛkå)Ø�ß ë æ�ÛXÚ�×�Ù	�

max
k∈{+,−}

sup
ΞT

|ρk − vk| ≤
l̄K

1−KT̄

√

T̄∆x+

(

max
k∈{+,−}

sup
Ξ
|ρ0k − v0k|

)

1

1−KT̄

≤KT
√
∆x+K

(

max
k∈{+,−}

sup
Ξ
|ρ0k − v0k|

)

,
Ø�ã
T ≥ T̄

ì
å)æ�âlàMârå�âræ²Ý|üXâré²ÙuâI×�ÞMæ�ârã_ÝXÜ8Þ�ÞMæ²ÝkÞ

T̄
×�âlè3âlß²×²Ù�Û]ß�ÚsáSÛXß

B0
ì

 ÛXÞuØ�Ü8ârÞuæ²ÝaÞIñ�ØsßwÞMæ�â�ÜlÝ]Ùtârå)æ�âlàMâ
T ≤ T̄

ñKãäàuÛ]ø í�æ�âIÛXàMâløùPKìsôXñ�ÿ4P�ì ÷9P 
�ØsÙ)àuâIè�Ú�ÝXÜ8â;×�îCá

max
k∈{+,−}

sup
ΞT

∣

∣Gk(a[ρ])−G∆
k

(

(a[ρ])∆
)

)
∣

∣ ≤ K
√
T∆x+ max

k∈{+,−}
sup
Ξ
|ρ0k − v0k|

Ýaß²×ZÙuÛhå�ârÛ]îKÞMÝXØ�ß

max
k∈{+,−}

sup
ΞT

|ρk − vk| ≤ K
√
T∆x+K

(

max
k∈{+,−}

sup
Ξ
|ρ0k − v0k|

)

,
Ø�ã
T ≤ T̄

ì
í�æ�ØsÙ)âlß�×�ÙbÞMæ�ânè�àMÛ:ÛaãµÛXãµÞuæ�ârÞMæ�âlÛ]àuâIøZì
� Ä ¾�âþÉ�»RÀ8¿IÅUÊq»LÉËßµ¾QÊOºBß
! ß´ÞMæ�ØsÙ�):âIÜOÞMØsÛXß�ñ�å�âhè�àMâIÙuâlßCÞnÙtÛ]øhâfßCé�øhâlàMØsÜIÝaÚQÙuØsøGé�Ú�ÝkÞuØsÛXß�Ù�Ûaã-ÞMæ�âzô8ê#�¦��àMÛXø�Ýkê ý ÝaÚsÛ ë æ¶è²àuÛ]î�Ú�âIø ÿtôXìsô�
TêOÿAô]ì;� 
×KØsÙMÜ8àMâ8ÞMØ�þIâI×wîCáSÞMæ�ânßCé�øhâIàuØ�ÜlÝXÚ�ÙuÜ5æ�âløhâ�ÿtôXì ö0
gê5ÿtôXì ÷+
gê5ÿtôXì;P 
Oì
��ÂtÁ ��8�ÓÔÅ�Ä²ÊtÑ�ÉQÒGÅ�Ä�Ä�ËyÄ Å¡Æ]È�ÊtÓÔÉ�ÈKÅ
��âlàMâXñ|å�â�Ùuæ�Û|åqÝ�ßCé�øhâlàMØ�ÜlÝaÚXÞuâ;ÙAÞµØsß�ÛXà5×KâIà{ÞuÛ�Ü8Û]ßKú²àMøÛ]é�à¡âIàuàMÛXà�âIÙtÞuØsø�ÝkÞMâQãäÛ]à¡ÚsÛKÜlÝXÚ]ÙtáKÙtÞuâløzìB�¡â8Þµé²Ù�ú²ù

L(t) = 0âlüXâlß�Ø�ã�Ø�Þ�ØsÙ¡ß�ÛXÞµè�æ:á:ÙuØ�ÜlÝaÚsá�àuâIÚ�âIükÝaßCÞIñ;Úsâ8Þ�é²Ù�ÜMæ�ÛKÛ]ÙuâRÞMæ�âyãäÛ]Ú�ÚsÛkå)Ø�ß ë Ø�ß�Ø�ÞMØsÝXÚCÜ8Û]ß²×KØ�ÞuØsÛXß²Ù	� ρ0+(x) = −|x−1/2|+1/2
ñÝaß²×

ρ0−(x) = −|2x− 1|+ 1
Û]ß

[0, 1[
ÿ_ÝXß²×wâlù:Þuâlß�×wØ�Þ�îCá�è3âlàMØsÛK×KØ�Ü8Ø�ÞgáSÛ]ß

R

Oì

� Ø ë é�àMâfÿ_ö0
�Ùuæ�Û|å�Þuæ²â�î3âlæ²Ý|ü:Ø�Û]é�à�ÛXã�Þuæ�â L∞ ê>âIàuàMÛXà-üXâIàMÙué²Ù-Þuæ�âr×KØ�ÙMÜ8àMâ8ÞuØsþIÝaÞuØsÛXßSè�Ýaà5Ýaøhâ8ÞMâlà ∆x ìQí�æ�â�àMâ ë àMâIÙtêÙtØsÛXß�ÙuÚsÛXè3âjØ�ÙbÜ8ÚsÛ]Ùuâ�ÞuÛ
0.7
Ýaß²×�Þuæ²â�Ø�×KâIÝXÚ�àMâ ë àuâ;ÙuÙuØ�ÛXß�ØsÙ 1

2

ì¡�jâlß²ÜlâXñCÞMæ�â�î3âlæ�Ý;ü:ØsÛXé�à�Ûaã�Þuæ�Ø�ÙbâlàuàMÛXà5Ù-Ü8ÛXß�ú²àuø�ÙyÞMæ²ÝkÞÛXé�à)âlàMàuÛ]à�ÙuâlâIøhÙ)ÛXèKÞMØ�ø�ÝaÚ>ì
ô;õ
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��Â43 ÍjÊuÆ:ÒAË)Ñ�É�È�ÊgË�ÇjÆqÍ�ÅµÇjÆ:ÊgÈaÐÌÍ�Ð�Ç�ÉQÓ ÊtÑ{Æ
! ßfÞuæ�Ø�ÙQè²ÝXàMÝ ë àMÝaè�æ�ñaå�â�ÝaàMâ�Ø�ßCÞuâlàMâIÙtÞuâ;×1î:á�Þuæ²â)âlüXÛ]Ú�é�ÞuØsÛXßfÛaã{×KØ�ÙtÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXß�ÙR×Kâlß�ÙtØ�ÞuØsâIÙRãäÛ]àRÞMæ�ânôlê��©��àMÛXø�Ýkê ý ÝaÚ�Û ë æøfÛ�×KâlÚ-ÿAôXìsô�
gê5ÿtôXì;� 
�é�ß²×Kâlà)Þuæ²âné�ß�ØcãäÛ]àuøhÚsáwÝaè�è�ÚsØsâI×ZÙuæ�âIÝXà)ÙtÞuàMâIÙMÙ

L(t) = 3t
ì

! ßçÞMæ�Ø�ÙfÙuØ�øGé²ÚsÝaÞuØsÛXß²ÙIñQå�âZÜ5æ�Û:ÛCÙtâwÝXßçâlùKÝXøhè�Ú�âwÛaã�ÜlÛXß²Ü8âIß]ÞMàMÝaÞuâI×ç×�ØsÙuÚsÛKÜlÝkÞMØsÛXß²Ù1×Kâlß�ÙtØ�ÞuØsâIÙIñn�����	�&å)æ�âlàMâw×�ØsÙtêÚ�ÛKÜIÝkÞMØ�Û]ß²Ùn×KâIß²ÙtØ�ÞMØ�â;Ù�ÝXàuâ�Øsß�ØcÞMØsÝXÚ�Úsá�è3âlàMØsÛK×KØ�Üañ�Ýaß�×Yâ	�Cé²ÝXÚQÞuÛ¶þlâIàuÛ�ÛXßqÙuÛXøhâSÙté²îKê>Øsß]ÞMâlàMükÝXÚsÙrÛXã
[0, 1[

ÿ_Ùuâlâ � Ø ë é²àuâ÷+
Oì í�æ�Ø�Ù�Ø�ß²ØcÞMØsÝXÚ�Ü8Û]ß²×KØ�ÞuØsÛXßdøhâ;Ýaß²ÙnÞuæ²ÝaÞ�Þuæ�âIàuâSâ8ùKØ�ÙAÞ5Ù�ÙuÛXøhâ�àMâ ë ØsÛXß�Ùrå)ØcÞMæ�ÛXé�Þ1×KØ�ÙtÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXß²ÙIñµÝXß²×YÛXÞuæ�âIàMÙnå)Ø�ÞuæÜ8ÛXß�Ü8âlßCÞuà5ÝkÞMâI×w×KØ�ÙuÚ�ÛKÜIÝkÞMØ�Û]ß²Ùlì
! ß]ÞMé�Ø�ÞuØsüXâlÚsáXñj×�ØsÙuÚsÛKÜlÝkÞMØsÛXß²ÙSÝXàuâ¶Øsß]ÞuâIß²×Kâ;×óÞMÛçî3â´é�ß�Ø�ãäÛXàMøhÚ�áó×�ØsÙtÞuàMØ�î²éKÞuâ;×�Ø�ß�ÞMæ�â´å)æ�Û]Ú�â�Ü8àuáKÙtÞMÝXÚjÝ]Ù�Ùuæ�Û|å)ßØ�ß ÿ � Ø ë é�àMâR�+
Gå)æ²âlàMâwú²ß²ÝaÚsÚsáçÝYé�ß�Ø�ãäÛXàMø ×KØ�ÙAÞMàuØsî�éKÞMØ�Û]ßïØsßóÝaÚsÚbÞMæ�â�ÜlàuáKÙtÞMÝaÚ�Ø�ÙfÛ]î²Ùuâlàuü]âI×{ñn�������óÞuæ²â�×Kâlß²ÙuØ�Þgá&Ûaã×KØsÙuÚsÛKÜlÝaÞuØsÛXß²Ùbî3â;Ü8ÛXøhâ;Ù�ÝhÜlÛXß²ÙtÞMÝXß]Þ;ì
=Yâ�àMâlø�Ýaà.,1ÞMæ²ÝkÞ�å)æ�âIß

L(t)
Ø�Ùbß�ÛXß�êTÙtÞMÝaÞuØsÛXß²ÝXàuáXñCÛXé�à�ÙuáKÙAÞMâlø�î3âlæ²Ý|üXâIÙ�ÝXÙbÝf×KØ¥«�é²ÙuØ�Û]ßwâ	�Cé²ÝkÞMØ�Û]ß�ÿ_Ùuâlâi� õ&�{ã�Û]àãäé�àtÞMæ�âlàf×Kâ8Þ5ÝaØsÚsÙ�
Oì ý éKÞ1âlü:Øs×�âlß]ÞMÚ�áYå)æ�âIß

L(t) = 0
ñ�å)Ø�ÞuæqÞuæ²â�ÙMÝaøhâ�Øsß�Ø�ÞuØ�ÝaÚbÜ8Û]ß²×KØ�ÞuØsÛXß�ñµÞMæ�â�ÙuáKÙAÞMâlø ×�Û:âIÙ�ß�ÛaÞâlüXÛXÚsüXâXì
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