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Résumé :
La simulation de la dynamique de grands systèmes granulaires exige le recours au calcul parallèle. Les méthodes de
décomposition de domaine (DDM), largement utilisées pour les milieux continus, est ici étendue à un modèle par éléments
discrets. La parallélisation, pour une architecture à mémoire distribuée, du code LMGC90 conçu au LMGC, et exploité à
la SNCF pour les ballasts ferroviaires est décrite ici, avec deux versions de décomposition de domaine

Abstract :
Large granular dynamical systems simulation requires the help of parallel computations. Domain decomposition me-
thods (DDM), classically used for continuum media is extended herein to a discrete element model. Parallelization of the
LMGC90 code, developed in LMGC, for a parallel distributed memory environment is of interest to the application to
railway track ballast, at SNCF. Here, we focus on two different versions of a DDM, within the framework of LMGC90
code.

Mots clefs : granulaire, décomposition de domaine, nonsmooth contact dynamics, dynamique non
régulière

1 Dynamique granulaire
La simulation du comportement de milieux granulaires à petite échelle (i.e. la taille des grains) conduit à une
modélisation aussi bien de chacun des grains que de chacune de leurs interactions. Une telle étude numérique
permet d’estimer un grand nombre d’informations (mouvement des grains, chaı̂nes de force...) mais elle de-
mande aussi d’importantes ressources de calcul. En effet le nombre de grains peut être élevé, et le nombre
d’interactions l’est alors d’autant plus.
Les approches classiques utilisent un modèle de corps rigide pour chaque grain, et un modèle d’interaction non
régulière, unilatérale avec ou sans frottement, cohésion... Le problème qui en découle à petite échelle appartient
ainsi à la dynamique non régulière.
Un grand nombre d’applications physiques (monuments, maçonnerie, éboulis rocheux, géomatériaux, ballast,
poudres) correspondent à des évolutions quasistatiques de granulats denses à faible écoulement dans lesquels le
réseau de force, et son évolution, est la principale caractéristique mécanique [1, 2]. Les simulations numériques
doivent être réalisées en utilisant les méthodes de dynamique du contact basées sur une résolution entièrement
implicite des forces de contact. À un instant donné de l’évolution, toutes les contraintes cinématiques dans
l’échantillon sont prises en compte simultanément avec les équations de mouvement pour déterminer toutes
les forces de contacts dans l’échantillon. Ceci permet de traiter proprement les transferts de quantité de mou-
vement non locaux qui sont impliqués dans les collisions multiples, contrairement au schéma de la dynamique
moléculaire traditionnellement utilisé, qui réduit l’évolution du système à une succession de collisions binaires
[3].
Une application qui nous intéresse particulièrement est celle du comportement du ballast ferroviaire, cf. Fi-
gure 1, sous sollicitations dynamiques élevées (circulation des TGV) impliquant divers mécanismes d’endom-
magement de la voie (tassement différentiel, usure prématurée des grains...)

Dynamique non régulière. Considérons un problème de dynamique granulaire, avec uniquement des sphères
en contact sans frottement pour simplifier la présentation. Supposons connues les positions qi, vitesses des
grains V i, vitesses relatives et impulsions dans les interactions vi et ri à l’instant ti, et les impulsions ou forces
Rd s’exerçant sur ]ti, ti+1[. Le problème consiste à déterminer les mêmes quantités à ti+1 (notées sans indice
i + 1 dans la suite pour alléger les notations).
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FIG. 1 – ballast ferroviaire

La dynamique d’un grain α s’écrit :

mαVα = mαV i
α + Rd

α + Rα (1)

avec Rα = Hαr et v =
∑

α HT
α Vα, où v et r sont les vecteurs colonnes de toutes les valeurs associées à

chaque contact β : vβ et rβ . Hα est l’opérateur de sélection des interactions agissant sur le grain α et orientant
les interactions le long de la normale au contact (base locale). Pour l’ensemble des grains, ces équations peuvent
être assemblées dans un problème diagonal bloc :

mV = mV i + Rd + R (2)

avec R = Hr et v = HT V .

Comportement des interactions. Pour la loi de contact sans frottement de l’interaction β, la forme discrétisée
en temps utilise un prédicteur explicite du jeu gp

β entre grains potentiellement en contact, de sorte que{
si gp

β > 0, rβ = 0
si gp

β ≤ 0, 0 ≤ rβ ⊥ vβ ≥ 0 . (3)

L’écriture formelle de ce comportement se met sous la formeR(rβ , vβ) = 0.

Dynamique réduite. En prenant en compte la dynamique des grains et la relation géometrique entre grains
et interaction (base globale et base locale), la formulation en impulsions du problème de référence peut être
obtenue (nommée équation de la dynamique réduite) :

v −Wr = vd (4)

où W est l’opérateur de Delassus W = HtM−1H , et les quantités données sont vd = HtM−1Rd + HtV i. Il
convient de lui ajouter le comportement des interactions,R(r, v) = 0, pour obtenir le problème de référence.

2 Deux décompositions de domaine
Si on considère le système granulaire (par analogie à certains autres systèmes discrets [4]) comme constitué de
nœuds (les grains) et de liens (les interactions de contact détectées comme potentielles pour un incrément de
pas de temps), on peut envisager deux décompositions duales.
La première ventile les liens dans les sous-domaines, les interfaces étant alors constituées des grains dupliqués
(dans une approche de type recouvrement, ou Schwartz) ou dissociés (dans une approche sans recouvrement,
ou Schur) [5], entre sous-domaines voisins.
La deuxième ventile des grains dans les sous-domaines, et les interfaces sont alors constituées des liens reliant
les grains de deux sous-domaines voisins
Ces méthodes peuvent se baser sur une méthode de boı̂tes [6] : l’ensemble du domaine est divisé en boı̂tes
virtuelles, cf. Figure 2. Un grain est déclaré comme appartenant à un sous-domaine (une boı̂te) par exemple si
son centre de masse est localisé à l’intérieur de la boı̂te en question, cf. Figure 3. Dans la deuxième approche,
une interaction est déclarée comme appartenant à un sous-domaine (une boı̂te) par exemple si le milieu du
segment reliant les centres de masse des grains en interaction est localisé à l’intérieur de la boı̂te en question,
cf. Figure 4.
Par analogie avec les méthodes de décomposition de domaine existantes, la ventilation des grains conduit à
une approche qu’on qualifiera de primale alors que la ventilation des interactions sera appelée duale.
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FIG. 2 – Partage du domaine en boı̂tes virtuelles

FIG. 3 – Ventilation des grains dans les sous-domaines

3 Deux solveurs non réguliers associés
3.1 Approche primale
Les interfaces entre sous-domaines sont alors constituées d’interactions ; l’assemblage de toutes celles-ci
constitue l’interface globale Γ. Les interactions qui restent internes au sous-domaine E seront repérées aussi
avec l’indice E. Les impulsions r, sont donc constituées des impulsions internes à chaque sous-domaine et des
impulsions de l’interface globale :

r =


. . .
rE
. . .
rE′

. . .
rΓ

 (5)

La dynamique réduite s’écrit en conséquence :[
vE
vE′

vΓ

]
−

[
WE 0 WEΓ
0 WE′ WE′Γ

WΓE WΓE′ WΓ

] [
rE
rE′

rΓ

]
=

vd
E

vd
E′

vd
Γ

 (6)

en se limitant à deux sous-domaines E et E′ pour simplifier l’écriture.
La résolution de ce système utilise un partitionnement de type Gauss-Seidel par bloc. Chaque bloc correspond
à un sous-domaine et, complété par le comportement non régulier des interactions de ce sous-domaine, conduit
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FIG. 4 – Ventilation des interactions dans les sous-domaines

au problème local {
WL

E rk
E − vk

E = vd
E −WEΓrΓ −

(
WE −WL

E

)
rk−1
E

R(rk
E , vk

E) = 0
(7)

où WL
E est la partie diagonale et triangulaire inférieure de WE , et k le numéro de l’itération de Gauss-Seidel sur

le problème local. La partie correspondant à l’interface globale Γ, réalisée en séquence à la suite du traitement
des problèmes par sous-domaine, synchronise les itérations externes de l’algorithme de décomposition de
domaine.

3.2 Approche duale
Pour cette approche, les interactions étant ventilées dans les sous-domaines, le vecteur d’impulsions r est
directement la concaténation des impulsions par sous-domaine :

r =


. . .
rE
. . .
rE′

. . .

 (8)

Les grains d’interface étant scindés en deux (voir Figure 4), il est nécessaire de rajouter un multiplicateur de
recollement FΓ.
La dynamique réduite, ainsi que la condition de recollement, s’écrivent en conséquence :[

WE 0 −GEΓ
0 WE′ −GE′Γ

−GT
EΓ −GT

E′Γ X

] [
rE
rE′

FΓ

]
−

vd
E

vd
E′

0

 =

−vd
E

−vd
E′

wd
Γ

 (9)

où le détail des expressions des différents termes peut être trouvé dans [7].
À l’exception de la dernière ligne de ce système, la résolution par une stratégie de Gauss-Seidel conduit à des
problèmes locaux similaires à (7). La dernière ligne, comme précédemment, correspond à la synchronisation
des itérations externes de la décomposition de domaine. Elle ne fait cependant pas intervenir de comportement
d’interaction et se réduit à un problème linéaire.
Pour illustrer le comportement de cette dernière approche, on considère un problème modèle, avec des inter-
actions linéaires et donc sans pertinence physique mais disposant d’une solution unique. Ce problème bidi-
mensionnel comporte environ 5000 noeuds et plus de 10000 interactions. La figure 5 montre que la méthode
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n’est pas extensible dans ce cas-là. En faisant varier le paramètre de viscosité de l’interaction l’extensibilité
semble retrouvée lorsque l’on se rapproche d’interactions rigides telles celles du modèle de contact unilatéral
sans régularisation.

FIG. 5 – Convergence pour des décompositions en 1, 2, 4, 8, 16 et 32 sous-domaines
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