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INTRODUCTION AUX ALGEBRES DE HOPF
POUR DES QUESTIONS DIOPHANTIENNES

MicHEL WALDSCHMIDT

RESUME. Les algébres de Hopf ont ét€ introduites en topologie algébrique, puis
dans la théorie des représentations des groupes de Lie et des groupes algébriques.
Elles jouent maintenant un rdle important dans I’étude des groupes quantiques.
Nous présentons deux questions diophantiennes dans lesquelles elles interviennent.
Dans la premiere, ce sont des algebres de Hopf bicommutatives (commutatives
et cocommutatives) : Stéphane Fischler les a utilisées pour obtenir des lemmes
d’interpolation sur des groupes algébriques linéaires a partir de lemmes de zéros,
fournissant par la méme occasion une interprétation algébrique de la dualité de
Fourier-Borel. Dans la deuxieme, certaines algebres de Hopf sont commutatives,
d’autres sont cocommutatives, mais elles ne sont pas bicommutatives. Il s’agit de
I’étude des nombres multizéta encore appelés polyzéta ou valeurs zéta multiples
(MZV ou Multiple Zeta Values en anglais).

ABSTRACT. Hopf algebras have been introduced in algebraic topology, then in the
theory of representations of Lie groups and algebraic groups. They play now an
important role in the study of quantum groups. We present two diophantine inves-
tigations where Hopf algebras play a role. In the first one they are bicommutative
(commutative and co-commutative): they enable Stéphane Fischler to deduce from
known zero estimates on linear algebraic groups new interpolation lemmas which
play a role in transcendental number theory. This new approach also provides an
algebraic interpretation of the Fourier-Borel duality. In the second one, some of the
Hopf algebras which occur are commutative, others are co-commutative, but they
are not bicommutative. They occur in the study of Multiple Zeta Values (MZV).

1. Algebres, cogebres, bigebres, algebres de Hopf. (Les références pour cette partie
sont les suivantes : [A] Chapitre 2, §1; [K] Chapitre III, [S], §1; [Wat] Chapitre I, §1.4.)

Soit k un corps. Bien que cela ne soit pas essentiel, nous supposerons k de caracté-
ristique nulle et algébriquement clos — en fait on peut méme se limiter au corps Q des
nombres algébriques ou au corps C des nombres complexes.

Rappelons qu’une k-algébre (A, m,n) est un k-espace vectoriel A muni d’un
produit

m:ARQA— A

Recu le 12 novembre 2003 et, sous forme définitive, le 7 février 2005.
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et d’une unité
n:k— A

qui sont des applications k-linéaires telles que les deux diagrammes suivants soient
commutatifs :

A9A A Aw A
Id®ml im
ARA— A

QId Id®
k@A =A@ A=—" Aok

Do

Le premier exprime 1’associativité, le second, le fait que 7(1) soit I’élément unité de
I’anneau A.
Une k-algebre est commutative si le diagramme

T

AR A A® A
A = A

dans lequel 7(z ® y) = y ® x est la permutation des facteurs, commute.
Une k-cogebre (A, A, ¢) est un k-espace vectoriel A muni d’un coproduit

A:A—-ARA
(on utilise la notation A pour « diagonale ») et d’une co-unité
e:A—Kk

qui sont des applications k-linéaires telles que les deux diagrammes suivants (obtenus
a partir des précédents en renversant le sens des fleches) soient commutatifs :

A 2 L AxA

A \L l ARId

| o
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Une k-cogebre est cocommutative si le diagramme

A = A
N s
A® A AR A

commute.

Une k-bigebre (A,m,n, A, ¢) est une k-algebre (A, m,n) munie d’une structure
de cogebre (A, A, ) qui est compatible en ce sens que A et £ sont des morphismes
d’algebre :

Azy) = A(z)A(y), e(zy) = e(2)e(y).

Une algeébre de Hopf (H,m,n, A, e, S) estune bigebre (H, m,n, A, €) munie d’une
antipode
S:H—H

qui est une application k-linéaire telle que le diagramme suivant commute :

HoH<2H 2~ HgH

Id ®Si nofl \LS@Id

HoH—F>H~<—r H®H
L’antipode est alors un antihomomorphisme pour m et pour A :
S(zy) =S)S(x) et AoS=(S®S)(toA) our(a®b) =b®a.

Une algebre de Hopf est bicommutative si elle est a la fois commutative et cocommu-
tative.
Dans une algebre de Hopf les éléments primitifs, c’est-a-dire ceux qui satisfont

Alz) =z 1+1®x,
vérifient aussi (z) = 0 et S(x) = —=. IIs forment une algebre de Lie pour le crochet
[z, y] = 2y — yx.
Les éléments dits group-like sont les éléments non nuls « € H pour lesquels
Alz) =z @ .

IIs sont inversibles, satisfont e(z) = 1 et S(x) = ™!, et forment un groupe multipli-
catif.

2. Premiers exemples. (Pour ce chapitre, les références sont [A], Chapitre 2, §1 et [S];
pour la section 2.6, la référence est [P].)
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2.1. L’algebre kGG. Soit G un groupe fini noté multiplicativement. On considere 1’alge-
bre kG du groupe G sur k, qui est un k-espace vectoriel de base (. L’ application

m : kG @ kG — kG

prolonge le produit
(z,y) — zy
de G par linéarité. L' unité
n:k— kG
envoie 1 sur 1.
On définit un coproduit et une co-unité

A: kG —-KkGQKG et €: kG — Kk

en prolongeant
Alz)=z®z et e(x) =1 pour x € G
par linéarité. L’ antipode
S kG — kG
est I’application k-linéaire définie par
S(z) =z"" pour z € G.

Comme A(z) = x ® z pour z € G, cette algebre de Hopf kG est cocommutative.
Elle est commutative si et seulement si le groupe G est commutatif.

Le groupe des éléments dits group-like est G : 1a structure d’algebre de Hopf permet
donc de retrouver G a partir de KG.

2.2. Lalgebre k©. De nouveau, soit G un groupe multiplicatif fini. On considere la

k-algebre k& constituée par les applications G — k. Comme k-espace vectoriel, une
base de k& est formée des 04 (g € G), avec le symbole de Kronecker

1 pourg =g;
d,(q9") =
o(9) { 0 pourg #g.

On définit le produit m par
m(5g & 69’) = 59551’-
Ainsi m est commutatif et m(dy ® d4) = 04 pour g € G.L'unitén : k — k¢ envoie
1 sur I’élément Z dg.
geG
On définit un coproduit A : k& — k& @ k& et une co-unité ¢ : K% — k par

A(bg) = Y by @80 et £(5y) =06,(1c).
9'9"=g
Ce coproduit A est cocommutatif si et seulement si le groupe G est commutatif. On
définit I’antipode S par
S(0g) = 0g-1-

Remarque 2.1. On peut identifier kK¢ @ k& avec K&¢*¢

0g ® 59’ = 5(979’)'

en posant
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2.3. Dualité. Les algebres de Hopf kG et k& sont duales 1’une de 1’autre : un accou-
plement non dégénéré est donné par

kG x k¢ — kK
(917592) ’_>592(91)'

La base G de kG est duale de la base (J,)4cc de kC.

2.4. L’algebre ::(G). Soit G un groupe topologique compact, disons sur C. On désigne
par R(G) 'ensemble des applications continues f : G — C telles que, ¢ décrivant G,
les translatées f; : « — f(tx) engendrent un espace vectoriel de dimension finie.

On définit un coproduit A, une co-unité € et une antipode S sur R(G) par les
conditions

Af(z,y) = f(zy), e(f)=fQ1), Sf(x)=f)
pour z,y € G. Alors R(G) est une algébre de Hopf commutative.

2.5. L algebre $(g). Soit g une algebre de Lie ayant une loi classiquement notée par
le crochet [-,-]. On désigne par 4(g) son algeébre enveloppante universelle, qui est le
quotient (g)/J de I’algebre tensorielle T(g) de g par I’idéal bilatere J engendré par les
éléments de la forme XY — Y X — [X, Y]. On définit un coproduit A, une co-unité ¢
et une antipode S sur (g) par

Alz)=z®1+1®z, e(x)=0, S)=-z

pour z € g. Ainsi U(g) est une algébre de Hopf cocommutative. L’ensemble des
éléments primitifs de $((g) n’est rien d’autre que g : grice a la structure d’algebre de
Hopf, on retrouve g dans $(g).

2.6. Dual restreint et dual gradué. Le dual d’une cogebre est une algebre, mais si
(A, m,n) est une algebre, I’espace vectoriel dual A* n’est en général pas une cogebre
pour I’opération duale m* de m, car m* envoie A* dans (A® A)* qui contient strictement
A* @ A* si A n’est pas de dimension finie. On définit le dual restreint de (A, m)
comme 1’ensemble des formes linéaires A € A* telles que m*(\) € A* @ A*. Alors si
(H,m,n,A,e,S) est une algebre de Hopf, son dual restreint est une algébre de Hopf.

Si G estun groupe de Lie compact connexe d’algebre de Lie g, alors les deux algebres
de Hopf R(G) et $4(g) sont duales I’'une de 1’autre (voir par exemple [Wat] Chapitre I,
§2.4 et [S]).

Nous aurons besoin plus loin d’une autre notion de dualité, pour des algebres de

Hopf graduées. Soit
A=Pa.

n>0

une k-algebre graduée ou chaque A,,, n > 0 est un sous-espace vectoriel de dimension
finie de A avec Ay = ket A, A, C A, pour n et m entiers > 0. Alors A ® A est
graduée par

(AR A)y= Y A;® A,

i+j=n
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Une algebre de Hopf (H,m,n, A, ¢, S) est graduée si chacune des trois applications
m, A et S transforme un élément homogene en un élément homogene de méme degré.
Le dual gradué AV de A est la somme directe

A =P 4;.

n>0

Si (H,m,n,A,e,S) est une algébre de Hopf graduée, son dual gradué est une algébre
de Hopf.

D’apres le théoréeme de Milnor-Moore ([P] §3.3) une algebre de Hopf commutative
graduée est libre, et une algebre de Hopf cocommutative graduée est isomorphe a
l’algebre enveloppante de ses éléments primitifs.

3. Algebres de Hopf bicommutatives de type fini. (Nous suivons ici principalement
[A] Chapitre 4, §2.)

3.1. L’algebre k[X]. On munit I’algebre des polyndmes en une variable H = k[X]|
d’une structure d’algebre de Hopf en prenant pour coproduit A, pour co-unité & et pour
antipode S les morphismes d’algebres déterminés par

AX)=X®1+10X, X)=0 e SX)=-X.

On peut identifier kK[ X] ® k[X] avec k[T}, T3], en envoyant X ® 1 sur 7} et 1 ® X sur
T,; alors

AP(X)=P(Ty+Ty), eP(X)=P0), SP(X)=P(-X).

Comme le groupe additif G, est caractérisé par G,(K) = Homy(k[X], K) pour K
surcorps de k et k|G,] = k[X], on conclut que k[G,] est une algébre de Hopf bicom-
mutative de type fini.

3.2.L’algebre k[Y, Y ~!]. L'algebre de polyndmes de Laurent H = K[Y, Y '] peut étre

munie d’une structure d’algebre de Hopf en définissant un coproduit A par A(Y') =

Y ® Y, une co-unité € par £(Y) = 1 et une antipode S par S(Y) =Y 1.
L’isomorphisme d’algebres entre H @ H etk[Ty, T, ', Ty, T, '] déterminé par

YRI—T, 1Y —1T
permet d’expliciter
AP(Y)=P(T\Ty), eP(Y)=P(1), SPY)=PY™).

Le groupe multiplicatif G,,, est caractérisé par G,,,(K) = Homg(k[Y,Y '], K). Donc
on a K[G,,] = K[Y, Y '] et K[G,,] est encore une algebre de Hopf bicommutative de
type fini.

3.3. Lalgebre H = k[Xy,..., X4, Y1, Y7 ', .. -,deYdTl]- Soient dy > Oetd; > 0
deux entiers avec d = dy + d; > 0. L’algebre de Hopf

k[X]¥% @ K[y, Y &4
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est isomorphe a
H=K[X,..., X0, Y1,Y} o Y, Y

donc 2 k[G] avec G = G% x G4,

Selon [A] Chapitre 4 (p. 163), la catégorie des k-groupes algébriques linéaires est
anti-équivalente 2 la catégorie des k-algébres de Hopf de type fini et cocommutatives'.
Par conséquent, la catégorie des groupes algébriques linéaires commutatifs sur k est
anti-équivalente a la catégorie des algebres de Hopf bicommutatives de type fini sur K.

Un groupe algébrique linéaire commutatif et connexe sur k est de la forme G =
G% x G%. L’hypothése que G est connexe signifie que 1’algébre de Hopf H = K[G]
est integre. Dans ces conditions, 1’espace vectoriel des éléments primitifs de H a pour
dimension dy, tandis que le rang des éléments dits group-like est d;.

3.4.’algebre Sym (W) ®@KI'. D’une part, si W est un k-espace vectoriel de dimension
£y, alors Sym(W) est une algebre de Hopf bicommutative de type fini. Si 0y, ...,y
est une base de W sur k, alors Sym(1V) est isomorphe 2 K[0y, . . . , 9y, ], donc a k[G%].
D’autre part, si I" est un Z-module de type fini sans torsion (libre) de rang ¢, alors
I’algebre de groupe KI' est une algebre de Hopf bicommutative integre de type fini
isomorphe a k[G!!].

Ainsi la catégorie des algebres de Hopf bicommutatives inteégres et de type fini
est équivalente a la catégorie des couples (W,T') ou W est un K-espace vectoriel de
dimension finie et I un Z-module libre de type fini :

H ~ Sym(W) @ kI

La dimension de I’espace des éléments primitifs est ¢, et le rang des éléments dits
group-like est /;.

4. Les deux catégories ¢, et ¢, de Fischler. On prend désormais k = Q.

4.1. La catégorie ¢,. On considere la catégorie €, dont

e les objets sont les triplets (G, W, T) avec G = G% x G% groupe algébrique
linéaire connexe commutatif sur Q, W C T, (G) sous-espace vectoriel rationnel
sur Qet I' C G(Q) sous-groupe de type fini sans torsion; de plus, G est minimal
au sens suivant : aucun sous-groupe algébrique G* de G distinct de G ne vérifie
W C T.(G*) etT C G*(Q);

o les morphismes [ : (G,W,T)) — (Gs, W5, T'5) sont donnés par un mor-
phisme de groupes algébriques f : G; — G, tel que f(I'y) C T’y et que
I’application linéaire tangente a f

df : Te(Gy) — Te(Gy)

satisfasse df (W;) C Wh.

On désigne par ¢, la dimension de W et par ¢; le rang de I'.

'En caractéristique nulle, d’apres [A], Corollaire 2.5.4, une algébre de Hopf cocommutative
est réduite.
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4.2. La catégorie ¢,. Soit H une algebre de Hopf bicommutative integre et de type fini
sur Q. On désigne par d; la dimension du Q-espace vectoriel formé par les éléments
primitifs et par d; le rang du groupe formé par les éléments dits group-like.

Soit H' encore une algebre de Hopf bicommutative intégre et de type fini sur Q. On
désigne maintenant par ¢, la dimension du Q-espace vectoriel des éléments primitifs
de H' et par /; le rang des éléments dits group-like.

On considere un produit bilinéaire (-,-) : H x H' — Q tel que

(z,yy) = (Az,y@y') et (za',y) = (z @', Ay).

On utilise la notation
(a®B,7®06) = {a,7)(B,9).
La catégorie ¢; a pour

e objets : les triplets (H, H', (-, -)) formés de deux algébres de Hopf bicommu-
tatives intégres de type fini et d’un produit bilinéaire comme celui que nous
venons de considérer;

e morphismes : les couples

(fa g) : (HlaHia <" >1) - (H27H2,7 <'7 >2)

ou f: H — Hyetg: Hy, — H]| sont des morphismes d’algebres de Hopf
tels que

(w1, 9(25)) = (f(21), 25)>.

On compose deux morphismes

(flvgl) : (HI’H{7 <" >1) - (H27Hé7 <" >2)

et
(far92) = (Ha, Hy, (-5 -)a) — (Hs, Hy, (-, -)3)

par
(f2 © fbgl 092) : (HlvH{7 <'> >1) - (Hif’nH?/n <'7 >3)

4.3. Equivalence des deux catégories. Les deux catégories précédentes ont été intro-
duites par S. Fischler [F1] qui démontre :

Théoreme 4.1 (S. FISCHLER). Les deux catégories €, et €, sont équivalentes. Cette
équivalence est contravariante et respecte les paramétres dy, di, £, (1.

La motivation principale de [F1] est d’établir de nouveaux lemmes d’interpolation.
Le théoreme 4.1 permet de les obtenir par dualité a partir des lemmes de zéros qui sont
connus.

Un lemme de z€ros (voir par exemple [Wal] §2.1) donne une minoration du degré
d’un polyndme non nul ayant de nombreux zéros (en des points donnés, avec éventuelle-
ment des multiplicités données). Quand on considere le systeme d’équations linéaires
correspondant, les inconnues étant les coefficients du polyndme, le lemme de zéros
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donne une minoration pour le rang d’une matrice : plus précisément, si la matrice est
rectangulaire suffisamment allongée, alors elle est de rang maximal. Dans ces condi-
tions, le lemme d’interpolation fournit une minoration pour une matrice qui est essen-
tiellement la transposée de la précédente (et de nouveau, si la matrice est rectangulaire
suffisamment allongée, alors elle est de rang maximal). Il s’interpréte en disant que si
D est un entier suffisamment grand, il existe un polynome de degré < D qui prend des
valeurs données en des points donnés (éventuellement avec des multiplicités).

Obtenir par cette dualité des lemmes d’interpolation a partir de lemmes de zéros n’est
possible que pour les groupes algébriques commutatifs linéaires. Les lemmes de zéros
sont connus plus généralement pour les groupes algébriques commutatifs (donc pour
les variétés abéliennes et semi-abéliennes), mais la dualité ne s’étend pas a ce cadre
plus général, et il faut d’autres arguments a S. Fischler [F2] pour obtenir des lemmes
d’interpolation valables pour les groupes algébriques commutatifs non linéaires.

4.4. Dualité de Fourier-Borel. La catégorie ¢, est naturellement munie d’une involu-
tion contravariante, qui consiste a permuter H et H'. L’involution correspondante de la
catégorie équivalente ¢; est la dualité de Fourier-Borel. Elle échange (dy, d;) et (¢y, {1).

Dans le cas le plus simple, la dualité de Fourier-Borel s’écrit, pour s, ¢ entiers > 0
et x, y nombres complexes,

(jz) (fe™),_, = (jz)t (2°¢") .-

Fixons s entier > 0, y € C et considérons la fonctionnelle analytique
d S
Lo £ () 10

sa transformée de Fourier-Borel est une fonction entiere de la variable complexe ( :
c’est I'image de f¢(2) = e, & savoir
Lsy(fe) = CPe¥e.

La formule de dualité pour ¢ entier > 0 résulte de

Ley (28 fc) = (i)thy(fc)-

La dualité de Fourier-Borel s’étend aux fonctions de plusieurs variables®. Pour v =
(vi,...,vp,) € C", posons

0
Dy=vy—+--+v,—
¢ 1az1 "0z,
Soient w,, ..., Wy, Uy, -, Ug,, ety dans C", ¢ € N% et s € N%. Pour z € C",
posons
S
(w2)t = (w2)" - (ug,2)" et Dy =Dy - Duf.

Alors

D ((w2)e™)| _, = Di((w)%e)].

2Dans le corollaire 13.21 de [Wal] p- 488, il faut lire z € C™ au lieude z € ce.
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5. Algebres de Hopf non bicommutatives. (La référence pour la section 5.4 est [R]
Chapitre 1, tandis que pour la section 5.5, c’est [H].)

5.1. L algebre 3 des valeurs multizéta numériques. On désignera par & I’ensemble
des suites s = (s1,...,5k) € NFaveck >0, s > 2,5 > 12 <i<k).Le poids ||
de s est sy + - - - + sg, tandis que k est la profondeur de s. Pour s € & posons

C(s) = Z ny nI;Sk
ny>->nE>1
Par convention, la suite vide (kK = 0) a pour poids 0, pour profondeur O et la valeur de
z&ta est 1. Ces nombres ((s) sont appelés polyzétas, nombres d’Euler-Zagier ou encore
Multiple Zeta Values (MZV) selon les auteurs (voir [C]).

Quand on se restreint a la profondeur £ = 1, on obtient les valeurs ((2),((3),...
de la fonction zéta de Riemann aux entiers positifs, qui avaient déja été introduites et
étudiées par Euler. Celui-ci avait aussi considéré des MZV de profondeur 2, a savoir
C(s1,52).

On désigne par 3 le Q-sous-espace vectoriel de C engendré par les nombres
(2im)~Flg(s) (s e ).

Nous allons voir que, pour s et s’ dans &, le produit ((s)((s’) est de deux maniéres
différentes une combinaison linéaire de nombres ((s”). Dans I'immédiat il nous en
suffit d’une.

Le produit de séries fournit une des deux familles de relations quadratiques : ce sont
les relations de mélange provenant des séries. Par exemple, la relation

_ o e ! o e
Ensgmszg nsms+g msns+EnSS

n>1 m>1 n>m>1 m>n>1 n>1
s’écrit
(5.1) C(s)¢(s") = C(s,8") + (s, 5) + (s + 8).

Le méme argument permet clairement d’écrire ((s)((s’) comme une somme de
¢(s"); 1a structure d’algebre harmonique de Hoffman (voir plus loin) nous permettra
d’écrire ces relations de facon plus conceptuelle. En tout cas, il en résulte que 3 est une
sous-Q-algebre de C doublement filtrée par le poids et la profondeur.

Quand C|, est une algebre de Lie graduée, on désigne par C, son algebre envelop-
pante universelle et par

ucy = Ppue;
n>0
son dual gradué, qui est une algeébre de Hopf commutative.

Conjecture 5.2 (GONCHAROV [G]). Il existe une algebre de Lie graduée C, et un
isomorphisme d’algebres filtrées par le poids a gauche et par la profondeur a droite

3~ uCy.
Dans cette théorie les algebres de Hopf apparaissent donc de facon conjecturale.

Mais, comme nous allons le voir, elles y sont aussi de maniére non conjecturale quand
on formalise les relations quadratiques reliant les MZV.



M. Waldschmidt 209

5.2. Codage des valeurs multizéta. Soit X = {x, z;} un alphabet constitué de deux
lettres. On considere le monoide libre (avec le produit de concaténation)

X*={ae -2 5 6€{0,1}, (1 <i<k), k>0}

sur X; il est formé des mondmes non commutatifs sur les lettres xg, 1, qui sont aussi
les mots sur ’alphabet X . Le mot vide (élément neutre de ce monoide X *) sera désigné
par e.

Pour s entier > 1, on pose ys = xﬁ_lxl, et pour s = (31, - ,sk) € G, on pose
_ .81—1 Sp—1 _
Ys =Ty Ty Ty  T1 = Ys; " Ysy-

On établit ainsi une correspondance bijective entre I’ensemble & et I’ensemble {e} U
29X *x1 formé du mot vide et des mots qui commencent par x, et se terminent par x.
La profondeur & et le poids |s| de s s’averent étre respectivement le nombre de lettres
x; et le nombre total de lettres dans ;.

5.3. Représentation intégrale des valeurs multizéta. Soit s = (s,...,s;) € G.On
pose p = |s| et on définit un élément (¢4, . ..,¢,) de {0, 1}? par
y§: x&‘] . .(ESP.

Noter que &, = O et que ¢, = 1.
On pose encore

dt dt
W()(t) = 7 et Cdl(t) = li—t
On vérifie alors ([K], §XIX.11), pour s € &,
(52) o= | e (1) -+ e, ().
St1>->tp>0

Exemples. Comme y, = x(x; et y3 = 2z, on obtient les représentations intégrales
de ¢(2) et {(3) suivantes :

/ /tl dt, / dty /tl dt, /tz dt,
0 l—tg

A _ _ 2
De méme avec y(5,1) = yay1 = Ty, On trouve

(@) / /tl dt, /tz dty
0 o 1=ty 1-13

Remarquons a ce propos que le changement de variables

(tr,ta,t3) —= (1 —t3,1 — 1o, 1 — 1)

donne

¢(2,1) = <(3).
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Le produit de deux intégrales comme (5.2) est une combinaison linéaire d’intégrales
du méme type. En effet, le produit cartésien de deux simplexes est réunion disjointe
(aux bords pres, qui n’interviennent pas dans les intégrales) de simplexes, ce qui montre
que le produit des deux intégrales

/ we, (t1) - - * We,, (tp) ’ / Wepi (tpﬂ) T W (tp+p’)
1>t > >tp>0

1>tp41 >m>tp+p’ >0

est I'intégrale sur
IL>u > >upy >0

du mélange de wy, - - - we, avec Wepyy """ We

/ >8> >tp>0 we, (t1) - - - we,, (tp)we,,, (Epr1) - “We (tppr)

1>ty > >t >0

= Z / We, (1) (ul) e waa(pw’) (up+p’)7
1

0
UEGp,p/ >u> >up+p/>

ou &, , est le sous-ensemble du groupe symétrique &,y formé des o qui vérifient
o '(i)<o'(j) pour 1<i<j<p etpour p+1<i<j<p+yp.

On écrit cette derniere somme sous la forme

/ (we, + - we, Jm(we,, - 'W€p+p/)-
1>u1>'“>up+p’>0

Par exemple, de la relation formelle
(wowr ) m(wowr ) = 2wowiwows + 4w3w%,

on déduit
¢(2)?

Pour y, € 29X *x;, on pose ((ys)
zoX*z; — Ravec ((e) = 1.

Soit $ I’algebre libre Q(X) sur X (algebre de polyndmes en deux variables non
commutatives x, et x;; c’est aussi le G-f:space vectoriel de base X*, muni du produit
de concaténation). C’est I’algebre enveloppante de 1’algebre de Lie libre Lie(X) sur
X. Elle est graduée par le poids.

Un élément P € $ s’écrit comme une combinaison linéaire finie

P= Z (Plw)w

weX*

= 20(2,2) +4¢(3, 1).
s) = ((s). Cela définit une application ¢ : {e} U

avec des coefficients (P|w) € Q.
Onnote $° = Qe+xH 1 lasous-algebre de $ engendrée, comme Q-espace vectoriel,
par {e} U xoX*z;. On étend ( en une application Q-linéaire $° — C.
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Le produit de mélange m : $ X $ — $ est défini de maniere inductive par les
conditions
ume = emu = u et zumyv = x(umyv) + y(rumov)

pour z et y dans X, u et v dans X *. Il munit a la fois § et $° de structures d’algebres
commutatives )y, et H7 .

Pour w et v dans x, X "1, les relations quadratiques provenant du produit d’intégrales
s’écrivent simplement

¢ (umv) = C(u)C ().
Ainsi f : 9% — C est un morphisme d’algébres commutatives.

5.4. Algebres de Hopf non bicommutatives. Une structure d’algébre de Hopf sur $
est donnée par le coproduit

AP:P($0®1+1®$0,$1®1+1®.’E1),
la co-unité e(P) = (P | e) et I’antipode (miroir)
S(xy - xy) = (=1)"zpy -2

pourn > letxy,...,x, dans X. On obtient ainsi [’algeébre de Hopf de concaténation
(ou de décomposition)

(ﬁv €, Aa €, S)
qui est cocommutative, mais pas commutative. On vérifie, pour P € §,
(5.3) AP = Z (Plumv)u @ v

u,VEX*

(voir par exemple [R], Théoréme 3.1).
L’algebre $ ® $ munie du produit

(a®b)(c®d) = (ac) ® (bd)

est I’algébre du monoide produit X* x X*. La diagonale § : § — $H ® $ est I’'unique
morphisme d’algébres tel que §(z) =z ® 1 + 1 ® x pour tout z € X.

Critere de Friedrichs. L’ensemble des éléments primitifs de $ est [’algébre de Lie
libre Lie(X) sur X.

Donc pour P € $), on a
P € Lie(X) = (Plume) =0 et (Plumv) =0 pour tout u, v dans X* \ {e}.

De (5.3) on déduit que le dual du produit de concaténation est le coproduit @ : § —
$H @ $ défini par
(P(w) | u®v) = (uv | w).

Ainsi
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L’algebre de Hopf de mélange (ou de factorisation) est
(9,m,e,®,¢e,5).

Elle est commutative, mais pas cocommutative.
L’algebre ) est graduée par la longueur des mots. Pour i > 0, notons Q(X')* I’espace
des polynomes homogenes de poids 7 :

Q) =P o).

i>0

Le dual de Q(X)? est isomorphe 2 Q(X)? lui-méme; donc Q(X) est isomorphe 2 son
propre dual gradué. Ainsi I’algébre de Hopf de mélange ($, m, e, ®,¢,.S) est le dual
gradué de 1’algebre de concaténation (9, -, e, A, e, .5).

5.5. Algebre Harmoniqﬁue de M. Hoffman. La sous-algebre $° = Qe + o9z, de §
est aussi 1’algebre libre Q(Y") sur I’alphabet infini

Y = {y2,y3,-~-}-

Posons encore y; = x;. La sous-algebre Hl = 66 + $Hx1 de § est encore 1’algebre libre

sur {yla Y2, Y3, - - - }
Le produit de quasi-mélange (encore appelé stuffle)

*IHXH—H
est défini de facon inductive par
Ty KW= WK Ty = WLy
pour tout w € X* et tout n > 0, et il est défini par
YstoH Yrv = Ys(ux yev) + Y (ysto + v) + Yot (ux v)

pour u et v dans X*, s ett entiers > 1. Il munit $ d’une structure d’algébre commutative
94, avec des sous-algebres ) C H. C 9., et les relations quadratiques provenant des
développements en séries — dont I’exemple le plus simple est (5.1) — montrent que
& 9% — C est un morphisme d’algébres commutatives.

On munit Q(Y') d’une structure d’algébre de Hopf commutative (algébre de Hopf de
quasi-mélange) en définissant le coproduit comme le morphisme d’algebres satisfaisant

Alyi) =yi®e+e®y;
pour tout ¢ > 2, la co-unité ¢ par
e(P)=(P|e)

et I’antipode .S par
S(ysl e 'ysk) = (_l)kysk c o Ysy -



M. Waldschmidt 213

Le produit harmonique * est étroitement lié a la théorie des séries quasi-symétriques
de la maniere suivante (travaux de Stanley, 1974 notamment, voir [R], ainsi que [C] et
(HD. .

On désigne par t = (ty,1s,...) une suite de variables commutatives. A une suite
finie s = (sy, ..., sx), o chaque s; est un entier > 1, on associe la série

M= etk

n>1,.,ng>1
ni#n; (i£)
L’espace des séries entieres a coefficients algébriques engendré par ces M est désigné
par Sym et ses éléments sont appelés séries symétriques. Une base de Sym est donnée
par les séries M avec s; > 55 > --- > s etk > 0.
Une série quasi-symétrique est un élément de 1’algebre QSym engendrée par les
séries

QM(t)= > -tk

ny>-->np>1
ou chaque s décrit I’ensemble des suites finies (sy,. .., sx) avec k > 0 et sj > 1 pour
1 < j < k. Notons que, pour s = (s, .., s;) de longueur k,
My= ) QM
TEGk
ou &y, est le groupe symétrique sur k éléments et s7 = (s,(1), .- -, Sy(x))- Par consé-

quent, toute série symétrique est aussi quasi-symétrique, et Sym est une sous-algebre
de QSym. Dans ces conditions I’application Q-linéaire ¢ : $' — QSym définie par
ys + QMj est un isomorphisme de Q-algebres de $' sur QSym.

Autrement dit, si on écrit

(54) yﬁ* y§/ = Z y§u,
§l/

alors

QMé(t) QM§’ @) = E :QMg” @)a
8”
ce qui signifie
E 51 .. 5k E tsll...tsgczi E S
n ng n n, ny ny
ny>->ngp>1 ny>-->n) >1 s ni>->nj>1

La loi * donne ainsi une fagon explicite d’écrire le produit de deux séries quasi-
symétriques comme une somme de séries quasi-symétriques. De la définition de x on

déduit que dans la formule (5.4), s” décrit’ensemble des (s7, .. ., s},,) que I’on obtient
a partir de s = (s1,...,5;) et ' = (s],...,s},) en insérant, de toutes les maniéres
possibles, des 0 dans la suite (s1, . . ., s5) ainsi que dans la suite (s, ..., s},) (y compris

au début et a la fin), de telle sorte que les deux nouvelles suites ainsi obtenues aient la
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méme longueur k", avec bien entendu max{k, k’'} < k” < k + K/, et en additionnant
les deux suites terme a terme. Par exemple,

S S1 S 0 s3 Sy ce 0
s 0 s s, 0 Y
" / / / /
s S Sy+S] Sy S5 Sy+Sy - Sy

Soit QSym" le sous-espace de QSym engendré par les QM;(t) pour lesquels s, > 2.
La restriction de ¢ a $° donne un isomorphisme de Q-algebres de ©° sur QSym’.
En spécialisant les éléments de QSym’ par ¢, — 1/n pour n > 1, on obtient une
application qui envoie QMj sur (s). D’ou les diagrammes commutatifs suivants :

$

U,

Hl ., QSym Ys ——> QM§(75)
U U i /

9" —= QSym' ((s)

|,

R

En combinant les deux types de relations quadratiques on obtient des relations
linéaires entre les MZV :

(5.5) C(wmw' —wxw') =0 pour w et w' dans 20X *z,.

Ces formules standard (5.5) ne suffisent pas pour décrire toutes les relations linéaires
entre MZV. Par exemple, la relation (2, 1) = ¢((3) n’en résulte pas. Cependant, de

2
Y11y = T1MTHT1 = L1 + 2.7]0.%1 = Y1Y2 + 2y2y1

et
Y1 *x Y2 = Y1Y2 + Y21 + Y3,

on déduit

y1myY: — Y1 * Y2 = YolY1 — Y3
Comme on I’a vu, on a {(2, 1) = ¢(3); donc ymy, — y; * y, appartient au noyau de C.
Mais cela ne résulte pas de (5.5) car y; & xo X *x;. Les relations de Hoffman complétent
(5.5):

(5.6) {(zymw — x; +w) = 0 pour tout w dans 2, X * ;.

11 a été suggéré en 2000 par Minh, Jacob, Oussous et Petitot [MJOP] que les relations
standard (5.5) et les relations de Hoffman (5.6) suffisent a décrire toutes les relations
linéaires entre les MZV. Ensuite lhara et Kaneko [I-K] ont établi des relations ap-
paremment plus générales, les relations de mélange régularisées doubles, et conjecturé
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qu’elles engendrent le noyau de f , considéré comme application Q-linéaire $° — C.La
conjecture de Minh, Jacob, Oussous et Petitot est donc plus optimiste que celle de Thara
et Kaneko. Plusieurs spécialistes présagent que les relations de mélange régularisées
doubles ne sont pas conséquences des relations standard et des relations de Hoffman
— ce qui voudrait dire que la conjecture de Minh, Jacob, Oussous et Petitot n’est pas
vraie, mais cette question n’est pas encore tranchée.

La conjecture 5.2 concernant la structure de 1’algebre 3 des valeurs z&ta numériques
demande de préciser quel est le noyau de ¢. C’est un des problémes majeurs de I’ analyse
diophantienne. Une premiere étape consiste a étudier I’algebre formelle des multizéta :
c’est I’objet de travaux actuellement développés par J. Ecalle.

Remerciements. Une mention spéciale doit étre décernée a nos amis marocains pour
la chaleur de leur réception et leur extraordinaire hospitalité. Lors de ce congres, j’ai
bénéficié de fructueux échanges avec Cornelius Greither que je remercie. Merci aussi a
Stéphane Fischler qui a corrigé une premiere version de ce texte, et a Claude Levesque
qui a lu la deuxieéme version.

English extended abstract. We recall classical definitions:
A Hopf Algebra (H, m,n, A, e, S) over a field k (say algebraically closed of zero
characteristic) is an algebra (H, m,n) where

m:HRH — H

is a product and
n:k— H

a unit, together with a co-algebra (H, A, ) where
A:H—-H®H

is a co-product and
e:H—Kk

a co-unit, and with an antipode
S:H— H,

which is a k-linear map such that the diagram

HoH<> g -2~ HeoH

Id ®Si WOE\L ls@ld

H®HT>H<;mH®H

commutes. We recall the definition of primitive elements, namely those x € H such
that
Alz)=z1+1®«z

and group-like elements
Alz) =z @ .
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Next we give some basic examples: the algebras kG and k€ for a finite group G, a sub-
algebra :(G) of C“ when G is a compact topological group, the universal enveloping
algebra 4l(g) of a Lie algebra g. We define the restricted dual and the graded dual of a
graded Hopf algebra. The category of bicommutative Hopf algebras of finite type and
without zero divisors is equivalent to the category of pairs (W, I") where W is a vector
space of finite dimension and I" a free Z-module of finite type.

Assume from now on that k is the field Q of algebraic numbers. Consider the category
¢, whose

e objects are the triples (G, W, T') where G = G% x G% is a commutative and
connected linear algebraic group over Q, W C T.(G) is a subspace which is
rational over Q and I' C G(Q) is a torsion free subgroup of finite type. Assume
further that G is minimal: no algebraic subgroup G* of G distinct from G has
W C T.(G*) and T C G*(Q);

e morphisms [ : (G, W1,T'1) — (Gy, W, T'y) are given by morphisms of alge-
braic groups f : G; — Gy suchthat f(I';) C I'; and such that the tangent linear
maps to f

df : Te(Gy) — Te(Gy)

satisfy df (Wy) C Ws.
Denote by ¢, the dimension of W and by ¢, the rank of I.

We introduce another category €, as follows.

Let H be a bicommutative Hopf algebra over Q of finite type without zero divisors.
Denote by d, the dimension of the Q-vector space of primitive elements and by d; the
rank of group-like elements.

Let H' be also a bicommutative Hopf algebra over Q of finite type without zero
divisors, £, the dimension of the Q-vector space of primitive elements and ¢; the rank
of group-like elements.

Consider a bilinear product {-,-) : H x H' — Q such that

(z,yy") = (Az,y @) and (z2',y) = (z @', Ay).
We use the notation
(a® B,y ®0) = (a,7)(B,0).

Here is the definition of the category €:

e the objects are the triples (H, H', (-, -)) with two Hopf algebras and a bilinear
product as above;
o the morphisms are the pairs

(fa g) : (HlvH{> <'7 >1) - (H27H£7 <'7 >2)

where f : Hl — H, and g : Hj, — H/ are Hopf algebras morphisms such
that

(1, g(25))1 = (f(21), 25)0.

These two categories were introduced by S. Fischler in [F1] where he proved:
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Theorem 5.3 (S. FISCHLER). Both categories €, and €, are equivalent. This equivalence
is contravariant and compatible with the parameters dy, dy, £y, /1.

The main motivation of [F1] is to prove new interpolation lemmas. Thanks to The-
orem 5.3, one may deduce them from known zero estimates. Further, the natural in-
volution on the category €, which permutes H and H' corresponds to the duality of
Fourier-Borel on the category €;.

In the last section we introduce non-bicommutative Hopf algebras related to multiple
zeta values. This topic is the subject of [Wa2].
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