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Chapitre 1

L'incertitude en Conception : Formalisation,
Estimation

« Optimization is actually just the opposite of robustness
J. Marczyk [MAR 00]

1.1. Introduction

Intégrer les incertitudes dans le processus de concepttame pratique bien an-
crée chez les ingénieurs. Cela va du dimensionnement dinsgstpour des valeurs
critiques, de l'utilisation de coefficients de sécuritéx dachniques plus évoluées
du calcul de fiabilité. Le but est de concevoir un systéeme tagtatistiquementes
meilleures performances, ces derniéres étant susceptiblearier a cause des incer-
titudes. Par exemple, on peut rechercher des performaaitdsrient sensibles aux
incertitudes (critére deobustesse des performange®n peut aussi vouloir ne pas
dépasser un seuil de performances minimales avec une [ighdbnnée (critere de
fiabilité des performancésDe plus, les probléemes de conception sont toujours des
problémes d’optimisation sous contraintes. En préserioeettitudes, on va vouloir
gu’elles soient vérifiées avec une grande probabilitéd@itiefiabilité du systeme

Les criteres de robustesse et de fiabilité sont généraleanégonistes au critere
de performance. On présentera au paragraphe 1.2 une streghple composée de
deux barres, qui, optimisée sans tenir compte des incdeBiLa un taux de fiabilité
inférieur a 50%. On comprend qu'il s’agit de faire un compi®mde combien est-
on prét a dégrader les performances pour quel niveau detesisesou de fiabilité ?

Chapitre rédigé par GillestRoL et Rodolphe [E RICHE et Olivier ROUSTANT et Xavier Bay.
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Ainsi, comme le souligne Egorov [EGO 02], le probléeme de emtion en présence
d’incertitudes est fondamentalement un probléme muitias.

L'optimisation en présence d’incertitudes concerne degypeats : I'optimisation,
et I'estimation de I'incertitude. Elle en cumule surtout Whfficultés. L'objectif de ce
chapitre est double :

1) formaliser l'incertitude et voir comment elle peut ségter dans un probléme
d’optimisation ; nous présentons d’abord un exemple sirdplenécanique des struc-
tures (paragraphe 1.2), puis nous considérons le problénmeashiere plus générale
(paragraphe 1.3);

2) présenter des méthodes d’estimation qui pourront &tiedets dans une boucle
d’'optimisation; ces méthodes sont de type Monte Carlo (pagphe 1.4) ou font ap-
pel & construction de modeles approchés, appelés courammééanrmodeélegpara-
graphe 1.5).

Ainsi, bien que le propos concerne essentiellement le wotetrtitude, on n’oublie
jamais qu’au final, le but est d’optimiser.

REMARQUE.— Les programmes ayant servi pour la conception de ce cadpisul-
tats numeériques, figures) ont été réalisés avec le logkc[® D 08] et sont téléchar-
geables a I'adresse

http://www.emse.fr/ roustant/deuxbarres.zip

1.2. Le cas test des deux barres

Le cas test des deux barres est un exemple simple de mécdeisgguctures qui
servira de fil conducteur tout au long du chapitre.

1.2.1. Modeéele déterministe

Le modéle des deux barres [JIN 03] décrit une structure cegmde deux tubes
creux de mémes dimensions, chacun fixé au sol, et reliés-eaxrd leur sommet,
comme représenté sur la figure 1.1.

On applique une forcé" dirigée vers le bas sur le sommet de la structure. On
cherched, le diamétre de la section des tubes/eta longueur des tubes, de facon
a minimiser le volume total’. La structure a deux modes de défaillance, selon que
la contrainte normale dépasse la limite d'élasticité,ax OU la contrainte critique de
flambagesit. Le probleme de conception s’écrit donc :

min V'

d,L

tel ques < Smax (1.1
ets < st
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Figure 1.1. Le cas test des deux barres. A gauche, la structure des deux
barres, a droite, la section en coupe d’'une barre.

Parameétre Valeur nominalgEcart-type (C.V.
d  diameétre de la section des tubes (mm) 20-80 1 (< 5%)
L longueur des tubes (mm) 800 — 120( 5 (< 1%)
F force appliquée (N) 150000 30000 (20%
E  module d’Young (N/mrf) 210000 21000 (10%
B demi-largeur de la structure (mm) 750 5 (< 1%)
T  épaisseur de la section des tubes (mm) 2,5 01 (4%
smax limite d’élasticité (N/mni) 400 - -

Tableau 1.1.Parametres du modele des deux barres. Les perturbatiomsiaut
des valeurs nominales sont gaussiennes, chaque paraméépandamment
des autres (C.V. = coefficient de variation = écart-type / eroye).
Source : [HUA 07].

Le modéle est suffisamment simple pour que les grandeurg®BirV, s et st
s'écrivent analytiquement :

V =27TdL (1.2)
FL
§= 1.3
27TdvL? — B? (13)
T2 E(T? + d?
Scrit = ¥ (14)

8L2

Les variables du modéle et leurs valeurs sont résumées edelix premieres co-
lonnes du tableau 1.1 (la troisieme servant au paragragt® 1.

La figure 1.2 représente les lignes de niveau du volifmen fonction des pa-
rametresi et L, les autres parameétres étant fixés a leurs valeurs nomjries en
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Figure 1.2. Lignes de niveau pour le volunié de la structure (en di). En pointillés, les
lignes d’état critique pour les contraintes (trait$:= smax POINtS :s = sqit), avec défaillance
a gauche de chaque ligne. L'optimudi (= 38, L™ = 964) est représenté par un point.

superposition, les lignes d’état critique= smax €t s = s¢rit. L'optimum est a la ren-
contre de ces deux lignes : c’est le paitit = 38, L* = 964 (en mm entiers). Les
sorties du modéle en ce point sbnt

> twobars(c(38, 964))
'} s scrit
1 0.5754141 399.9931 404.3131

Le volume est exprimé en din

1.2.2. Incertitude associée

On considere maintenant de l'incertitude sur les paramélwmemodéle. Cette in-
certitude est de type gaussienne, centrée sur la valeunaterde chaque parametre,
et ses écarts-types sont indiqués dans la troisieme cothniableau 1.1 (I'incertitude

1. Les lignes qui suivent montrent I'évaluation des commandgisées erR (voir la remarque
surR page 2). D'autres extraits de la sessksont donnés dans ce paragraphe.
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sur chaque parameétre étant indépendante des autres).a®@memt, les conditions
d'utilisation du systéme représentent la plus grande sadiincertitude ; c’est bien le
cas ici avec le chargemeht(20% en coefficient de variation).

Lorsqu’on propage l'incertitude dans le modéle pour I'optim du probléme dé-
terministe (1.1), les quantitds, s et sqir deviennent aléatoires. Le résumé statistique
du volumé est le suivant :

> summary (V)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
0.4776 0.5561 0.5752 0.5753 0.5939 0.6874

La moyenne coincide avec les performances du probléme seexiiude. La dis-
persion autour de cette moyenne est importante, environd@d&haque c6té. On ne
satisfait donc pas le critere de robustesse. Concernaatixede fiabilité du systéme,
c’est-a-dire la probabilité que les deux contraintes goiérifiées,

> mean(s < smax & s < scrit)
[1] 0.429

Il'y a défaillance du systéme dans plus de la moitié des cade€ign n’est donc pas
fiable du tout!

L'étude gue nous venons de réaliser concerne un seul design (d*, L*). Les
figures 1.3 représentent I'évolution de deux critéres eotfon ded et L : le quantile
a 90% du volume et le taux de fiabilité. En 1.3(a) sont repitéssres lignes de niveau
pour les deux critéres. Le domaine des designs acceptdbptus délimité par une
frontiére comme sur la figure 1.2, mais par un “front prokiataf. En 1.3(b), le taux
de fiabilité est représenté en fonction du quantile. On noteags critéres sont bien
antagonistes, et on peut voir se dessiner un front de Pdrtenlution cherchée est
sur ce front de Pareto, en fonction du compromis que I'on abeéaliser. Noter que
dans ce cas précis, I'optimum du probléme déterministe ¢hiespond bien a une
solution optimale du probleme avec incertitudes, mais powompromis en général
innacceptable : améliorer les performances au détrimelat filbilité.

2. Pour un échantillon de 1000 tirages, ce résumé est comm@ssplas faible et plus grande
valeures des échantillonsin etMax, de la moyenne et de la médiamean et Median, ainsi
que des premier et troisieme quartilest Qu. et3rd Qu., respectivement. Les premier et
troisieme quatrtiles sont les quantiles a 25% et 75% de labferaléatoird’. Le quantile ax%
d’'une variableV/, q,, est défini paP(V < ¢,) = a.
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Figure 1.3. Propagation d'incertitude sur le modéle des deux barres. dri¢eres probabilistes
sont évalués sur une grilled, L) de taille 20 x 20 par méthode de Monte Carlo CRN (voir
paragraphe 1.4.2), avee = 1000 tirage a chaque fois, soit au total 400000 évaluations du
modeéle. L'optimum du probléme déterministe est repéréesudéux figures par un point noir.
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REMARQUE.— On a repris le modéle des deux barres tel qu’il est préstané la
littérature ([JIN 03, HUA 07]), a la différence que I'on étada longueur de tubé&

a la place de la hauteur de la structdfe= /L2 — B2 ; en effet, il nous semble
plus exact de considérer une incertitude, ici gaussienmeyrs parameétre physique
commelL. Pour bien faire les choses, deux autres points pourraiem@énéliorés.
Premiérement, puisqu’on prend en compte une incertitudie snatériau a travers le
module d’YoungF, il faudrait aussi en considérer une sur la limite d’élasgtiemnax
(voir tableau 1.1); ces quantités sont a priori non indépates. Ensuite, pour étre
réaliste, I'incertitude doit étre propagée indépendantreenles deux barres car ce
sont deux systeme physiques indépendants; ce point egt &tugaragraphe 1.7.

1.3. Formulation du probléme de conception en présence d'aertitude

A travers I'exemple précédent, on a pu voir quelques cariatitiies de la concep-
tion en présence d'incertitude. Dans ce paragraphe, ldggmabest formulé de ma-
niere générale.

1.3.1. Paramétrisation contrble-bruit

On distingue souvent deux types d’incertitudes : I'incadée de paramétres, et
I'incertitude de modéles. Lincertitude de paramétregiest aux aléas ou au manque
de connaissance sur certains paramétres du modéle. titnderde modéle est due
aux approximations associées a la modélisation et/ou aolutions numériques.
Cette distinction est en fait sans objet, car, dans la pratigs modéles ne sont mani-
pulés que par I'intermédiaire de parameétres. C’est pourmuaoe considérera que de
I'incertitude de parameétres, sans perte de généralité.

On notey le modéle numérique, & le vecteur des paramétres de ce modele.
Dans les problémes avec incertitude, les paramét@Spendent de deux types de
variables : lewvariables de conceptigmegroupées dans le vecteuyret lesvariables
de bruit regroupées dans le vectelir L'évaluation du modele se note donc (voir
aussi figure 1.4) :

y(0(z,0))
et plus simplemeng(x,U). Le vecteurz est un vecteur de nombres pris dans un
espaceY, généralement du typ]é[le[ai7 b;], tandis que le vectedy est un vecteur
aléatoire défini sur un espace probabi(i®éF, P). On supposera que la loi du vecteur
aléatoirelU ne dépend pas de Cette hypothése est nécessaire pour pouvoir distin-
guer le contréle du bruit dans le modéle, et n’est généraiépees restrictive, comme
illustré dans I'exemple suivant.

ExXEMPLE.— Un parametré est soumis a une incertitude gaussienne, et on contrble
sa valeur nominale ainsi que sa classe de qualité, c’ese&amoyenne et son écart-
type. Dans ce cas on écrita= (m, o), etd = m + oU avecU ~ N(0,1).
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(z,0) 0 I modele numériun—> y

Figure 1.4. La chaine de calcul : parameétres de conceptigvariables de
bruit U, paramétre®) du modéle numérique, sa réponse.

Dans la pratique, on rencontre trés souvent les deux casypeats suivants :

1) contr6le bruité § = x + U. Par exempler décrit la géométrie nominale d’'un
objet, etU ~ N/(0,0°%I) représente l'incertitude liées a la fabrication. Ce cas est
typique de la conception fiabiliste (voir par ex. [BAT 06]).

2) bruit exogéne au contréld:= (z, U). Par exemple, si représente toujours la
géométrie d'un objef/ peut représenter dans ce cas les incertitudes liées auk cond
tions d'utilisation, par exemple les chargements. Ce catypigjue de la conception
robuste (voir par ex. [CHE 05]).

Dans le cas des deux barres, les parametres du modekesofpt L, F, E, B, T).
Les variables de contrdle sont les valeurs nominales desrgdres! et L : on note
x = (d, L). Contrairement au deux cas particuliers précédentsgititade concerne
ici aussi bien des parametres de contrdle que d’autres paresrdu modele. On note
U = (eq,e1,er,€m,€B, 1) l€ vecteur aléatoire, de composantes gaussiennes indé-
pendantes, de paramétres donnés dans le tableau 1.1. Aveatagons, I'application
0(x,U) est définie par :

d=d+¢eq, L=L+¢ep, F=¢cp, E=¢p, B=¢p, T=¢rp (1.5)

REMARQUE.— La notationy(x, U) sous-entend que la variabilité du phénoméne est
explicitement donnée au modéle numérique par I'utilisateest-a-dire que I'on a
effectivement une fonctiop(z, u) dont on peut évaluer la valeur pour une réalisation
u = U(w) donnée. Les cas ou la variabilité est intrinséque au modéteérique —
que I'on noteraient plus volontier sous la forme d’'un precssstochastiquE () —
sont beaucoup plus rares et a priori exclus.

1.3.2. L'incertitude dans le probléeme d’optimisation

Une fois l'incertitude définie, il reste a I'intégrer dangiebléme d’optimisation.
Les problemes d’optimisation déterministes les plus ggamés’écrivent

melnfl(é’), izl,...,p

avech € O (1.6)
tel queg;(0) <0, j=1,...,q

ethpy()=0, k=1,...,r

ou O est I'espace de recherche. LEs g; et h; sont appelés criteres d’optimisation.
Dans ce chapitre, on ne considérera que lepcas1, et on notera plus simplement
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/ l'unique fonction objectif. Tous les critéres d’optimigat peuvent étre vus comme
des calculs effectués a partir des réponses du madeéje Ainsi, f(6) est I'écriture
contractée d¢ (0, y(0)), et il en est de méme pour les autres critéres.

REMARQUE.— Cette écriture a pour inconvénient de cacher le modéletrigoey
qui consomme I'essentiel du temps de calcul. C'est pouttarélément important a
prendre en compte dans 'optimisation. Typiquement, |#grers peuvent avoir des
co(ts numériques différents. Par exemple, dans le cas éarlesons codt sont moins
chéres a évaluer que les contraintes, la stratégie cougantie construire un méta-
modele pour les contraintes.

Les incertitudes se propagent sur les critéres d’optioisat, g; et h;. On les
considére alors via des statistiques : moyenne, variance, .

1.3.2.1.Cas de la fonction objectif
Les statistiques les plus usitées pour la fonction objeotit :

—la moyenne,
miz) = B(f(@,0)) = [ fau)Pudu) L.7)
Q
— la variance,
v(x) :=var(f(z,U)) = E((f(:v, U)— m(x))z) (1.8)
— le a-quantile,
qo(z) tel queP(f(2,U) < ga(2)) = « (1.9)

On cherche bien entendu & minimiser ces critéres. lls voatréformulés au para-
graphe suivant (1.3.2.2) pour prendre en compte la déperdarec les contraintes
d’inégalité.

REMARQUE.— Le quantile (1.9) est connu en finance sous le nomadae-at-risk
(VaR). Voir [AND 04] pour d’autres mesures de risques uditis en finance.

1.3.2.2.Cas des contraintes d'inégalité
Soit G(x) I'événement aléatoire “toutes les contraintes d’inégadiont respec-
tées”,

G(@) = (os(U) < 0} (1.10)

Une premiére approche naive serait de chercher a maxiraipesiabilité d’étre dans
I'espace des réalisables :
max P(G(z)) (1.11)

x
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mais, comme on I'a vu avec I'exemple des deux barres au pgvhgrl.2.2, ceci est
antinomique au critére de performance sur la fonction coilis le taux de fiabilité
est grand, moins bonnes sont les performances. Le plussipiseahier des charges
impose le compromis en fixant le taux de fiabilité minirdale critére (1.11) se récrit
alors comme une contrainte d’inégalité :

P(G(z)) = B (1.12)

REMARQUE.— Dans la littérature, il est presque toujours considéndiverau de fiabi-
lité différent par critere (voir par ex. [KIM 06], [FON 07]) :

P(gj(z,U) <0) > ; (1.13)

En faisant ainsi, on ne garantit le taux de fiabilité du systéne. la probabilité que
toutes les contraintes soient vérifiées, que sylés, U) sont indépendants (par rap-
port al).

Reconsidérons maintenant les critéres sur la performdngg (1.8) et (1.9). Ces
criteres incluentoutesles réalisationg (x, U(w)) pourw € (2, c’est-a-dire aussi bien
celles qui respectent les contraintes que celles qui neelgsectent pas. Or, ce que
I'on cherche, c’est améliorer les performances pour lefisat@ns qui respectent les
contraintes; celles qui ne les respectent pas, on soulatie [es éviter — ce que dit
exactement (1.12). Pour prendre en compte cela, on peuiticomer les critéres de
performance par rapport a I'événeméitt) :

m€(z) := E(f(2,U) | G(2)) (1.14)
v (x) = var(f(z,U) | G(x)) (1.15)
q5 (z) tel queP(f(z,U) < ¢5/(2) | G(2)) = a (1.16)

Ces criteres conditionnels étant plus difficiles a estimets ne les utiliserons pas
dans la suite.

1.3.2.3. Cas des contraintes d’'égalité

Lincertitude est difficilement compatible avec les “vislieontraintes d’'égalité,
car un évenement du type.(x,U) = 0 est de probabilité nulle. Trés souvent, on
peut s’affranchir des contraintes d’égalité en les sordana formulation [FON 07].
En effet, en conception, les contraintes d’égalité sonveontud’origine physique et
traduisent un état d’équilibre ; ces égalités font partiendaéle plus que du probléme
d’optimisation.

EXEMPLE.— Une classe importante de problémes s’écrit sous la forme
min f(0,(6))

avect € O, (2.17)
tel queg;(0,y(0)) <0, j=1,....q



Lincertitude en Conception : Formalisation, Estimation1 1

ou le modeley () est la solution du systéeme d’équations
he(0,y(0)) =0, Ek=1,...,r (1.18)

C’est le cas par exemple lorsque le modéle est un code éléimieEn mécanique du
solide, (1.18) exprime I'égalité des efforts internes eemes.

REMARQUE.— Les méthodes SANDs{multaneous analysis and des)giHAF 85]
constituent la principale exception a cette regle. Ellassistent a résoudre un pro-
bleme de type (1.17) en réintégrant les égalités (1.18) apsobléme d’'optimisa-
tion.

1.3.3. Probléme de conception robuste

Les formulations de type conception robuste ajoutent ablgnoe de performance
maximale un impératif de stabilité de la performance vissades incertitudes. La
stabilité de la performance des solutions peut étre ajofjtéeex.) sous la forme
d’'une variance maximum. Enfin, lorsque la stabilité de laisoh est un critere de
conception aussi important que sa performance, la comseptibuste est abordée
comme un probléeme multi-critéres :

min B (2, )
et mmin var(f(z,U))

avecr € X
tel queP(G(z)) > 1 -

(1.19)

Le compromis moyenne-variance peut étre tranché en insaduun multiplicateur
de Lagrange, et le critére & minimiser devient (voir par ex. [JIN 04]) :

(@) = E(f(z,U)) + A/var(f(z,U)) (1.20)

On notera ici le présupposé gaussien. En effef,(si U) est une variable aléatoire
gaussienne, alors (1.20) en est un quantile.

Les “vrais” probléemes de conception robuste sont tres qaitirs et nécessitent
gue les critéres moyenne et variance soient antagonisies, & cas des deux barres
n’en est pas un car, comme on peut le voir sur les figures 1e8@PH(b) (p. 17) , la
moyenne et la variance évoluent dans le méme sens.

EXeMPLE.— En s’inspirant de [FON 07], on peut modifier le cas test dascdarres
pour en faire un probléme de conception robuste. Il suffirpela :

1) d’inclure un contrdle sur l'incertitude : on rejette learfes de section trop
grande, par exemple en les faisant passer dans un gabaiameéted + A, ou
A4, la tolérance sur le diameétrk est une variable de contr6le supplémentaire (cela
revient en fait a tronquer la loi dg)) ;
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2) d’ajouter un critére économique lié a ce contréle danstetion codt : le vo-
lumeV calculé est le volume de la structure, auquel s'ajoute celuoutes les barres
rejetées.

Dans cet exemple, plus on souhaitera contréler I'incettt(i.e. A, faible), et plus
on rejettera de barres pour fabriquer le structure, donegdla coltera cher. Iciily a
bien antagonisme entre la robustesse et les performances.

1.3.4. Probléme de conception fiabiliste

Dans I'objectif de fiabilité, on va cherchergarantir le niveau du “plafond” des
performances, ce qui se traduit par le critere sur-tuantile :

min g, ()
avecr € X (1.21)
tel queP(G(z)) > 1 -

Contrairement au probléeme de conception robuste, lesnpeaftces a I'optimum
ne sont pas nécessairement stables vis-a-vis de 'inaéetitComme vu précedem-
ment sur I'exemple des deux barres (fig. 1.3(b)), le quadtlda performance et le
taux de fiabilité du systéme sont généralement antagonistes

1.3.5. Remarque : problémes en boucle fermée

On a supposé de maniére implicite que I'incertitude est ‘eucke ouverte” (dé-
signé en anglais sous les termdsed-forward ou “here and nowselon les com-
munautés), c’est-a-dire que I'on cherche un desigquelle que soit les réalisations
U(w1), U(ws), .... C'est tout-a-fait naturel puisque la conception dbjet est anté-
rieure a sa réalisation (et donc a celle de l'incertitude).

Dans d'autres types de problémes, par exemple en décisioaxXpoptimisation de
la distribution d’électricité), ou en calibration de mogllincertitude se matérialise
avant la résolution du probléme d’optimisation. La forntigla pertinente est alors
dite “en boucle fermée” feed-backou “wait and seg voir [DIW 02]), et consiste a
résoudre le probléme pour des réalisatibiis’) quelconques :

min f(z, U(w))
avecr € X

) 1.22
tel queg;(z,U(w)) <0, j=1,...,q ( )
ethi(z) =0, k=1 r

geeey

ce quirevient a cherche la loi de la variable aléat&irgw), solution du probléme (1.22)
pour tous lesu € (). Cela est difficile dans le cas général, car cela revientGudée
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autant de problémes d’optimisation que de réalisationsideettitude U (w) suffi-
santes pour estimer la loi (ou les moments) de la variab&ailé X *(w).

1.4. Estimation de I'incertitude par des méthodes de Monte @rlo

Pour résoudre les problémes de conception en présenceitndes, 'approche
la plus simple consiste a imbriquer I'estimation des ceséprobabilistes dans une
boucle d'optimisation classique. Il ne s’'agit pas ici decdier de I'(in)efficacité de
cette approche, mais de présenter quelques méthodesi#sti pouvant étre uti-
lisées dans cette optique. Plus précisément, nous présedsms les paragraphes
suivants des méthodes de type Monte Carlo, c’est-a-diraitijisent des nombres
pseudo-aléatoires, et qui ne requiérent pas explicitetaerinstruction d’'un méta-
modéle (voir pour cela le paragraphe 1.5).

1.4.1. Estimateurs empiriques

1.4.1.1. Estimation ponctuelle

Pour alléger les notations, on nateune variable aléatoire quelconque dont on
veut estimer 'une ou l'autre des quantités suivantes :

m =E(2) (1.23)
v = var(Z) (1.24)
stelqueP(Z < s) =« (1.25)
p=P(Z<0) (1.26)

Dans les problémes considérés, (1.23), (1.24), (1.25¢spondent aux criteres sur la
fonction objectif (1.7), (1.8), (1.9) ave€ = f(z,U); (1.26) correspond au taux de
fiabilité (1.12) aveZ = []}_, g;(z,U).

Soit 21, ..., 2z, la réalisation d’um-échantillon de la variable aléatoité. Les
estimateurs empiriques de (1.23) — (1.26) sont :
. 1«
n “
=1
b= —1 zn:(z- — )2 (1.28)
n—14< ! '

N
p== Z 1= 0,01 (2i) (1.30)
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ol lanotatior |, ) désigne lgna® plus petite valeur parmi lesvaleurszy, . . ., z,
(|.] désignant la partie entiére inférieure).
1.4.1.2. Estimation par intervalles

Pour quantifier I'incertitude associée aux estimationséuéntes, on peut calculer
des intervalles de confiance, c’est-a-dire des intervgliesnt une probabilité donnée,
disonsl — ~, de contenir les valeurs théoriques (1.23) — (1.26).

Pour la moyenne et la variance, en supposant£est gaussienne, on a les inter-
valles de confiance suivants :

m € [m — tW/Q\/g, m + tW/Q\/g] avec probd — ~ (1.31)

ve [(n — 1o (o 1)ﬁ] avec probd — v (1.32)

x5 X
out. , est le quantile d'ordre /2 d’une loi de Student & — 1 degrés de libertés, et
X7 (resp.x3) est le quantile d’ordré —v/2 (resp.y/2) d’une loi duyx? an — 1 degrés
de libertés. Par exemple, pour= 100 ety = 0.2, on at.,, ~ —1.29, X3 ~ 81 et
2
X5 ~ 117.

REMARQUE.— Si Z ne peut pas raisonnablement étre supposée gaussienng)-a te
nique du bootstrap [EFR 93] permet alors d’estimer les vatlées de confiance.

Pour le quantiles, un intervalle de confiance est donnée par la formule de Wilks
[WIL 41] :
ig—1
P(s € [2(,), 2n)]) = »_ Cra¥(1—a)"* (1.33)
k:il
Il s’agit donc de trouver les indices et s les plus proches tels que la somme (1.33)
soit supérieure ou égalela— ~. Par exemple, pout = 100, o = 0.9, l'intervalle
[2(87), 2(95)] @ une probabilité légérement supérieutes

Pour la probabilité, et pourn grand (typiquementp etn(1 — p) supérieurs &),
on al'intervalle

pelﬁ—uv/ﬂ/p(lT_p),ﬁjLuv/g p(lT_p)] avec probd —y  (1.34)

ol u, /5 est le quantile d’ordre//2 d’une loi A/(0, 1). Par exemple, pouy = 0.2,
Uny o = —1.28.

REMARQUE.— Tous ces résultats sont classiques et peuvent se traulierg¢eption
de la formule de Wilks) dans [SAP 90].
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1 pouri=1,...,N fare
2 Déterminer le point; (selon la méthode d’optimisation);
3 Tirerunn-échantillonu}, ..., u? de loiU;
4 pour!=1,...,n faire
5 yi = f(xiauli);
6 sil9_, g;(xi,u}) < 0alors z} := 1sinon z} := 0;
7 fin
8 mi = %1 >l Yk
A n o .
9 Vi = nq 2121(315 — ;)%
10 85 =y,
no opi=L3
12 fin
Algorithme 1.1 : Algorithme d’estimation par méthode de Monte Carlo simple
imbriquée dans une boucle d’optimisation.

1.4.1.3. lllustration sur le cas test des deux barres

Pour la résolution du probléme d’optimisation, il faut inguer les estimations
dans la boucle d’optimisation, comme décrit par I'algarith1.1 (estimations ponc-
tuelles). Bien entendu, le colt de cette approche est eithotbil est deN x n, ou
N est le nombre de pas d’optimisationyegst la taille des échantillons utilisés.

Le but de ce chapitre étant d’étudier seulement I'estimati® I'incertitude, dans
la suite nous allons estimer les critéres pour deshoisis a priori, c'est-a-dire non
guidés par une procédure d’optimisation.

Dans un premier temps, nous considérons une grille régud@ns I'espace des
pour explorer toutes les solutions (ce qui est bien entemdalisable en pratique!).
La figure 1.5 représent les lignes de niveau pour les crigwgzobléme de concep-
tion fiabiliste (1.21) (le quantile et le taux de fiabilité)a©onstate que les critére sont
bruités a cause de la variabilité non négligeable des etinga Ce bruit peut étre
réduit en augmentant la tailledes échantillons, mais le colt de la méthode augmente
encore : si I'on double la taille des échantillons, c'23t évaluations des fonctions
codt en plus qu'il faut réaliser. Ainsi, avec I'approche derlk Carlo, il faudra “ap-
prendre a vivre avec le bruit” (voir discussion plus loin slae paragraphe).

Dans un deuxiéme temps, les estimation sont réalisées surajactoire particu-
liere x1,...,x,, représentée par les cercles sur la figure 1.5 (de haut enToas)
les criteres sont estimés (moyenne, variance, probghdis de fiabilité), ainsi que
leurs intervalles de confiance. Les résultats sont repté&ssar la figure 1.6. Plusieurs
choses (bien connues) sont a noter :

— I'estimation de la moyenne et du quantile sont de bonnel#ésia
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Figure 1.5. Estimation par Monte Carlo.

— au contraire, I'estimation de la variance est tres maavais

— la qualité de I'estimation du taux de fiabilité dépend deaauwr (la variance de
I'estimateur vaup(1 — p)/n). Ainsi, dans les cas de taux de fiabilités élevés qui nous
intéressent, la variance d’estimation est assez faible.

Pour résumer, le probléme de conception fiabiliste (1.21fpieéntervenir que des
criteres “faciles” a estimer (quantile, taux de fiabilité\@), comparé au probléeme de
conception robuste (1.19) qui, lui, fait intervenir la \earce.

La variabilité des estimations peut perturber le déroulerde I'algorithme d’opti-
misation. L'algorithme d’optimisation doit donc étre chicgén fonction du bruit, donc
de la taille d’échantillom. Pour unn grand, on pourra utiliser des méthodes d’'op-
timisation classiques (par exemple des méthodes de typkegty tandis qu'um
petit nécessitera I'emploi d’algorithmes robustes autbtliest important ici de ne
pas confondre fonction bruitée avec fonction non lisseptifnisation dite “non lisse”
(voir par ex. Kelley [KEL 99]) recours souvent a des méthattast le comportement
est déterministe, comme la méthode de Nelder et Méadg par leur nature déter-
ministe, ces méthodes supportent trés mal les échecsapbinmévitables en paysage
aléatoire. Ainsi, on veillera plutot a utiliser des méthedmptimisation stochastiques,

3. Voir aussi le chapitre Scilab.
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Figure 1.6. Estimation par Monte Carlo.

comme par exemple les stratégies évolutionnaire, qui, @are, tolerent un certain

taux d’échec dans leur progression.

1.4.2. Stratégie “Common Random Numbers” (CRN)

1.4.2.1.Principe

La stratégis€ommon Random NumbgMAN 91] (littéralement les nombres aléa-
toires communs) est une Iégére variante de la méthode deeNbamto simple présen-
tée précédemment. Elle consiste a utiliser toujours le mé&chantillonu, ..., u,
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1 Tirer unn-échantillonu4, .. ., u, de loiU;
2 pouri=1,...,N faire
3 Déterminer le point; (selon la méthode d’optimisation);

4 pour!=1,...,n faire

5 yi = f(xiaul);

6 sil9_, gj(xi,w) < 0alors z} := 1sinon z} := 0;
7 fin

8 =0 Y Ui

o 0= iy Yl (Wi — i),

o Nna:n-

10 S =y, ,

1 pi=L 3 Ak

12 fin
Algorithme 1.2 : Algorithme d’estimation par méthode de Monte Carlo CRN; im
briquée dans une boucle d’optimisation.

pour les estimations aux différents points de la trajeetdioptimisationzy, ..., zyx
(voir algorithme 1.2).

Bien que I'échantillonuy, . .., u, soit toujours le méme, le colt numérique n’est
pas allégé, car la variable elle, change. En prenant I'exemple de la moyenne, pour
estimer tous lesn;, il faut évaluery! = f(x;,w;) pouri=1,... N, =1,...,n (cf
algorithme 1.2), soifV x n évaluations comme auparavant.

En revanche, il n'y a plus de bruit d’estimation d'una 'autre. En effet, toujours
sur I'exemple de la moyenne, I'estimateur peut s’écrire

() = % > Fla,w) (1.35)
=1

Si quelque soitu, la fonctionz — f(z,u) est réguliere (e.g. continuél, ...), il

en sera de méme pour la fonctignz). On peut faire le méme raisonnement pour
les estimateurs$(z), $;(x) et p(x). Ainsi, avec la stratégie d’estimation CRN, on
peut utiliser un algorithme d’optimisation standard (t‘a@sdire pour une fonction
réguliére). Attention, le fait qu’il n'y ait plus de bruit dh x; a l'autre ne signifie
pas que les estimations sont plus précises : elles ont exantda méme précision
gu'avec la méthode de Monte Carlo simple.

Il'y a dans la méthode CRN un certain danger, car les estingtidz,), ...,
m(zx) ne sont plus indépendantes, mais corrélées. Un biaisljmifiga un mauvais
échantillon, aura tendance a persister tout au long deifagdtion. Il est donc trés
important de bien choisir I'échantillon de dépait .. ., u,,. Par exemple, on pourra
utiliser une suite a faible discrépance (méthode de quasit&iCarlo, voir [CAF 98])
ou un échantillon de type Hypercube Latin ((MCK 79]).
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Figure 1.7. stratégie CRN

1.4.2.2. Illustration sur le cas test des deux barres

Comme au paragraphe 1.4.1.3, on a estimé les criteres lgudimtrolume et taux
de fiabilité sur une grille réguliére (figure 1.7), ainsi que la. trajectoire particuliére
repérée sur cette figure par les cercles (figure 1.8). Onaiestfectivement qu'il n'y
a plus de bruit. Ainsi, une méthode d’optimisation classigqe rencontrerait aucun
probléme de convergence.

Sur les figures 1.8(b) (écart-type du volume) et 1.8(d) (@efiabilité), on peut
constater le phénoméne de biais évoqué précédemment.&mart-type du volume,
les estimations sont toujours sous-estimées, tandislgs'®nt toujours sur-estimées
dans le cas du taux de fiabilité. Cela vient de I'échantillerdépart qui a été tiré aléa-
toirement. Un meilleur échantillon aurait permis d’éviterphénoméne indésirable.

1.4.3. Méthode de Robbins-Monro

La méthode de Robbins-Monro fait partie de la famille de®@dllgmes adapta-
tifs, appelés par les probabilistes “approximations sastiques” (voir Benveniste et
al. [BEN 87]). Les algorithmes adaptatifs les plus connud stes estimation récur-
sive en régression linéairegast-Mean-SquargdMS) et Recursive-Mean-Squares
(RMS), ainsi que le filtre de Kalman (voir par ex. [SPA 03]).mativation essentielle
de tous ces algorithmes est d’estimer une quantité qui eareours du temps. Dans
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Figure 1.8. Estimation par Monte Carlo.

notre contexte, ce sont les statistiques a estimer (moygariance, quantile, taux de
fiabilité), qui varient au cours de la procédure d’optinmimat

1.4.3.1.Principe

Soit le probléme inverse suivant ;

trouverf* tel queE(¢(0,U)) =0

(1.36)

ou ¢(6,u) est une fonction donnée. Ce probléme correspond tout alfagtamation

des critéres qui nous intéressent :
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—la moyenne :
6=m et ¢, U)=m— f(z,U) (1.37)
— la variance :
o= ( " ) et o0, U) = ( A ) (1.38)
— le a-quantile :
0=s et ¢0,U)= Y f@,o)<sy — @ (1.39)
— le taux de fiabilité :
0=p et o0,U)=p—1{1_ g@0)<0} (1.40)
La méthode de Robbins-Monro [ROB 51] permet de résoudre ohlgme du
type (1.36) de maniere itérative : on construit une séité-, ... par le schéma de
récurrence )
6y donné (1.41)

O = Or—1 — ardp(Or—1,ur), k=>1

ol ay, est une suite décroissante vers zéro telle¥iJe | a, = co etd - | ai < .
Par exempleg, = ak~? aveca > 0 et0.5 < b < 1. La décroissance de cette suite
permet la convergence de I'algorithme, mais elle ne doitéies trop rapide pour
ne pas provoquer une convergence prématurée. Avec unsudhe et sous certaines
hypothéses complémentaires, la sditeconverge verg* solution de (1.36) (voir par
ex. [SPA 03]).

ExeEMPLE.— Ecrivons I'estimateur de la moyenne empirique sous faguarsive :

_ 1
X = ij (1.42)
Jj=1
k—1_ 1
= —X;_ -X 1.43
A k—1+ P ( )
_ 1 -
= Xk*l — E (kal - Xk) (1'44)

Onretrouve bien laforme (1.41) aveg = 1/k eto(6, u) = 6—u, comme pour (1.37).

La méthode d’estimation de Robbins-Monro peut étre inggi@ns une boucle
d’optimisation de la méme maniére que précédemment, coméust ¢has I'algo-
rithme 1.3. A chaque pas d’optimisation, la valeur initipteir I'estimation (1e9,) est
la valeur estimée lors du pas précédent. Ainsi, on peut espae, si les pas d’optimi-
sation sont rapprochés (typiguement une méthode d’'otrarslocale), les criteres
a estimer soient peut différents, leur mise a jour par la odgtde Robbins-Monro ne
nécessitant alors que peu d’itérations.
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Données Valeurs initialeshg, 0, §§ etpy

1 pouri=1,..., N faire
2 Déterminer le point; (selon la méthode d’optimisation);
3 Initialisation ;1 = m? |, 09 = o7 |, 89 == 8" |, pY =Pl |5
4 pour!=1,...,n faire
5 Tirer aléatoirement un point;, réalisation de la loi d&/;
6 yz - f(sz, Ul)
7 ml = mﬁ.—l —aj_1 (mi - yz)
o -1 -1 . .
8 Uf:zli _al—l(i — (1} lyz))
~ Al—1 Al—1
9 gle=8""— i (1= ooO](yz_S ) — a)
10 si]lj- %gj(xz,ul) < 0 alors 2! := 1 sinon z! := 0;
A Al—1 -1
1 P=p  —aen ( i = s (2D);
12 fin

13 fin
Algorithme 1.3 : Algorithme d’estimation par méthode de Robbins Monro, fimb
guée dans une boucle d’optimisation.

1.4.3.2. lllustration sur le cas test des deux barres

L'algorithme 1.3 a été implémenté et appliqué sur le casdestdeux barres, sur
la méme trajectoire, ..., z, que précédemment (cf paragraphes 1.4.1.3 et 1.4.2.2).
A chaque pas d’optimisation, 100 itérations de la méthodRateins-Monro sont ef-
fectuées. Les valeurs initialiales des critéres pour lengree itération sont choisis tres
proches de valeurs réellesiy = 0.78, oy = 0.036, 5§ = 0.82 etpy = 0.97 (dans
la pratique, on pourra faire une premiére estimation pardthode de Monte Carlo
simple pour obtenir ces valeurs). Pour la suitg), on a choisiz, = k%%, Les esti-
mations des critéres a chaque pas d’optimisation sontseptés sur les figures 1.9(a)
— 1.9(d). Ces estimations, a part celles de I'écart-typet de bonne qualité. Noter
que la méthode ne permet pas d’estimer d’intervalles deauces.

L'intérét de cette méthode par rapport a la méthode de MoatkwGimple (para-
graphe 1.4.1) peut ne pas étre évident, puisque sur cet éxemopis avons choisi un
co(t numérique identique. Cependant, que ce co(t est “déblel’ d'un pas d’'opti-
misation & I'autre : on peut espérer que la mise a jour d’utimason demande moins
d’itérations qu’une estimation compléte, plus encore salaur de départ est proche
de la valeur a estimer.



L'incertitude en Conception : Formalisation, Estimation3 2

0.7
|
0.030 0.034
| |

0.6
o

Q. ©o
N
8
o | o S 5
o
o - o o
o] N
N
8
g— — o © °
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
itération itération
(a) moyenne (b) écart-type
o
210 . = e
o
«©
o S o
~ o
o o)
© o
o o 7
©o
<IN <
o [=] °
i}
o
N
wn o
o 7 o °
o o
o g — ©
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
itération itération
(c) quantile (d) taux de fiabilité

Figure 1.9. Estimation par Monte Carlo.

1.5. Utilisation d’'un méta-modeéle

1.5.1. Différentes approches

Comme on 'a vu au paragraphe précédent, le colt des métdeddsnte Carlo
ainsi que le bruit d’estimation qui en résulte les rend diffirment utilisables dans
une boucle d’optimisation. Le recours a des modéles appmoehtimés grace a des
simulation, appelés méta-modeles, est la solution la loscunément utilisée.
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On peut distinguer trois approches différences dans lagnaniutiliser un méta-
modéle en optimisation avec incertitudes.

1.5.1.1. Méta-modéele estimé dans la boucle d’optimisation

Il s'agit, a l'intérieur de la boucle d’optimisaton, de relager la boucle d’esti-
mation de l'incertitude par la construction d'un méta-med@insi, a chaque pas
d’optimisationz;, on construit un méta-modele pour les fonctions

u > f(x;,u) (1.45)
ur gi(zi,u), j=1...,q (1.46)

Le co(t de cette approche est toujoursién< n, oun est le nombre de points
nécessaire a I'estimation des méta-modéles. Cependastbeaucoup plus petit que
pour les méthodes de Monte Carlo.

Cette approche est présentée sur une application dansdireH®UV 08].
D’autres applications sont données par Kim et al. [KIM 0@]wtor et al. [LUC 07].

1.5.1.2. Méthodologie des surfaces de réponses

Les méthodes de Taguchi [TAG 04] utilisent des plans d’eepées pour la concep-
tion robuste. Ces méthodes ont connu un trés grand sucd@snsjue dans certaines
communauté, on confonde “conception robuste” et “méthalde$aguchi”. Cepen-
dant, bien que les concepts a la base de ces méthodes sotamnts, leur application
s’est révélée étre malhabile, comme I'ont montré Welch &\VeEL 90], et Shoma-
ker et al. [SHO 91, SHO 93]. Pour pallier a ces défauts, ilgpooposé d’appliquer la
méthodologie des surfaces de réponse (RFRésponse Surface Methodolpgwans
le cadre de la conception robuste.

REMARQUE.— Cette approche correspond généralement a un problérsdedprel il
n'y a pas de contrainteg; (donc pas de taux de fiabilité considéré), et formulé en
moyenne - variance. C'est le cas le plus simple en concepilmurste.

Premiérement, on construit un plan d’expériences dit éraiar obtenu a partir
de deux plans d’expériences, I'un enP, = (x;)i=1,...n, €t 'un enu, P, =
(w)i=1,... n. Le plan croiséP, ., est obtenu en faisant correspondre chagué
chaqueu;, soitn x N points. Cela correspond en fait a la double boucle bien cennu
mais il faut noter que les points sont répartis sur tout le @iomde variation (espace
des pointgz,«)), et non pas localement (i.e. en certainy comme auparavant. Le
but est ici d’explorer le phénoméne dans sa globalité.
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En notant)! = f(x;, ;) la valeur de la fonction co(t aux points du plBp,.,,, les
critéres sur la moyenne et la variance sont estimés par

mi = =37y (1.47)
n
=1
IR R S 2
vi=— > (k= mi) (1.48)

Ensuite, on estime des modéles de régression pour ce®¢ctitpiquement des mo-
déles quadratiques :

d d d
mi Y oiwi + )Y B iy (1.49)
j=1

j=14'=1

d d d
Vi ¥ Z Vi%ij + Z Z 8jj0 TijTijr (1.50)
j=1

j=14'=1

Cette approche est connue sous le nom de modélisation dwalé/{ning et Myers
[VIN 90], Bates et al. [BAT 06]).

L'optimisation est ensuite réalisé sur ces modéles de ségne. L'approche est en

générale séquentielle : on raffine le plan d’expériences tiamone ou I'optimum a
été identifié et on itére. ..
REMARQUE.— Les méta-modeles sur la moyenne et sur la variance soestionés
indépendamment. Or souvent, I'évolution de la moyenne dadeariance est liée,
comme par exemple notre cas des deux barres (voir figures) £161.6(b)). Les mo-
deéles joints (Mc Cullagh et al. [MCC 89]) permettent de pmrenen compte cette
dépendance.

1.5.1.3. Modélisation des fonctions codt

Cette approche est assez semblable de la précédente plissquonsiste a
construire un plan d’expériences global sur I'espace daspr, u), plan a partir
duquel est estimé un ou plusieurs méta-modeles. Ceperadlantjffere dans la ma-
niere de construire le plan d’expériences et le méta-modéle

— le plan d’expériences n’est plus “croisé” mais quelconque
P = (wi,ui)i=1,...n (1.51)

— les méta-modeles ne modélisent pas les critéres a optinmaés les fonctions
coat

(z,u) = flz,u) (1.52)
(z,u) — gj(z,u), j=1,...,q (1.53)
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L'optimisation est ensuite réalisée en remplacant lestfons codt par les méta-
modeles estimés. Les critére probabilistes (moyenneavesi ...) sont estimé sur
le méta-modéele soit par méthode de Monte Carlo, soit a@lgthent (Chen et al.
[CHE 05]). Les méta-modeéles gagneront a étre ré-estimésatolong de I'optimisa-
tion avec des techniques de planification adaptative (Lefehal. [LEH 04]).

De maniére quasi générale, le type de méta-modele utilise cktte approche est
un modele de krigeage (par exemple, les références citéeégemment, et aussi Jin
et al. [JIN 03], Apley et al.[APL 06], Bates et al. [BAT 06]).aDs la suite, apres avoir
rappelé le modéle de krigeage, nous I'utiliserons pour riseldes fonction codt du
cas test des deux barre.

1.5.2. Modéle de krigeage
On considére une fonctiaf(z) que I'on veut modéliser.

REMARQUE.— Par soucis de clareté, les notations de ce paragraphengasocohé-
rentes avec le début ou la suite du chapitre, mais il n'y a f@asluiguité.

Dans le modéle de krigeage, on considére la foncti@mmmme une réalisation
d’un processus gaussien
Y(z) =m(x) + Z(z) (1.54)
ce qui signifie que
y(z) = Y (z) (1.55)
pour unw €  particulier (mais inconnu).

La fonctionm(z) est un terme de tendance qui peut étre quelconque, mais geé-
néralement donnée comme une combinaison linéaire de émsctormant une base
orthogonale :

m(z) = Bo+ » _ Bifil) (1.56)

Le processus stochastiquixz) est un processus gaussien stationnaire, c’est-a-
dire, centré E£(Z(z)) = 0 Vz) et dont la covariance entre deux points ne dépend que
de leur distance :

cov(Z(x), Z(x")) = o?r(z — 2') (1.57)
La fonction de covariance traduit de fagon probabiliste lyygothése de régularité :
les valeursY’(x) et Y (z’) ont d’autant plus de chances d’étre proches que les points
z et 2’ le sont. La fonction de covariance généralement utilisédaefonction de
covariance gaussienne :

-
Zj €T

cov(Z(z), Z(z')) = 0% exp (- > ( S j)2> (1.58)




L'incertitude en Conception : Formalisation, Estimation7 2

Les parametreg;, homogénes a une longueur, peuvent s'interpréter commesdes
meétres de fréquence spatiale : une petite valeur permetrpatites variations dans la
j€ direction, tandis qu’une grande valeur imposera un conepught beaucoup plus
lisse.

Etant donné un plan d’expériencBs= (z;);—1.. . et les réponses correspon-
dantesy; = y(z;), la fonctiony(z) peut étre approchée par la moyenne de toutes les
trajectoires du processti§x) qui passent par ces points :

J(x) =EY (z) |Y(x;) =yi,i=1,...,n) (1.59)

g(z) s'appelle leprédicteur de krigeageCe prédicteur s’écrit comme combinaison
linéaire des observations (voir par ex Santner et al. [SAN 03]).

La formule (1.59) est donnée pour des paramétress; et ¢; connus. Dans la
pratique, ces paramétres sont inconnus. lIs sont estimésxpmple par maximum de
vraisemblance ([SAN 03]). Ces estimations sont ensuit@larges dans I'expression
du prédicteur, qui est alors utilisé comme méta-modele.

1.5.3. lllustration sur le cas test des deux barres

Si on applique telle quelle la méthodologie du paragrapBel 3 au cas test des
deux barres, on doit construire les trois méta-modelesntsv.

Va (zu)— V(eu) (1.60)
§~ (z,u)+— s(z,u) (1.61)
Seit & (x,u) — Scrit(w, ) (1.62)
(1.63)

Nous allons voir que ce n’est pas la meilleure maniere detngresles méta-modeéles,
ni pour les entrées, ni pour les sorties.

1.5.3.1. Entrées : sur quel espace de facteurs construire le métaetadd

On rappelle que: = (d, L), U = (c4,€1,€F,€E,€B,€T), €t les paramétresdu
modéle sont donnés par

d:CZ—l-Ed,L:E—FEL,FZEF,E:E‘E,B:E‘B,T:E‘T (164)

Séparons les variables de bruit en deux groués= (Uc,Uy), 00U, = (g4,21)
sont des perturbations de variables de contrOl€aets (¢ r, eg, £, e7) introduisent
un bruit exogéne au contrdle. Ainsi, les parameétres du sitaul sont donnés par la
relation

0= (x+Uc,Un) (1.65)
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Figure 1.10.Plan factoriel2? (2 facteurs,z etw, trois niveaux chaque). Les points reliés par
des pointillés sont tels que= z + u (5 valeurs différentes d@).

Faire un plan d'expériences pour les variaklflesu) revient a travailler sur I'es-
pace produitt’ x /. Dans cet espace, on a la relation

y(z, (uc,un)) = y(2', (up, uy)) dés quer + uc = 2’ 4+ ug etuy = vy (1.66)

avecy =V, s, OUsgrit. Or, cette relation (qui est une relation d’équivalenc&stpas
prise en compte lors de la construction du méta-modele,i@dpux inconvénients:

1) On travaille sur un espace de dimension plus grande qumkngion effective
du probléme. Ici, les variablds;, u) évoluent dans huit dimensions, alors qu'il n'y a
gue six parametres dans le modele. Ainsi, une partie definétion contenue dans
le plan d’expériences est gaspillée pour reconstruirel&ioa (1.66), pourtant trés
bien connue. En prenant un exemple simple d’'une seule Variabt d'une seule
variableu, si on utilise un plan factoriel a trois niveaux pour chacamédur, soit neuf
points on va faire quatre calculs inutiles car il y a seulene@rg valeurs différences
def = z + u (voir figure 1.10).

2) Un bon échantillonage dans I'espatex U ne se traduit pas par un bon échan-
tillonage dans I'espace de paramét&sEn reprenant I'exemple précédent, si on si-
mule uniformément le carré de fagon a remplir I'espace,ildé® = = + u est alors
triangulaire. Il y aura donc une surabondance de simulatirtour de parameétres
nominaux, et une pénurie pour des jeux de paramétres en batomaine.

Il vaut donc mieux, tout simplement, construire un plan g&xences pour les
parameétres, a partir duquel seront estimés les méta-modeles :
Ve 0—V(0) (1.67)
S~ 60— s(0) (1.68)
Serit & 0 — scrit(6) (1.69)
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Cependant, cette approche souffre encore d’'un problenmeecoant les réponses
cette fois, comme nous allons le voir immédiatement.

1.5.3.2. Sorties : le probleme de la modélisation multi-réponses

En utilisant le logicielR, un plan d’expériences de type Hypercube Latin (LHS)
den = 60 points (en dimension 6) a été généré. Ce plan a été optimigéapoir
de bonnes propriétés de remplissage de I'espace, au semgritére “maximin.
Des modéles de krigeage ont ensuite été esifegvariance gaussienne, tendance
linéaire sans interactions) pour construire les approtiana (1.67), (1.68) et (1.69).
La validation de ces trois méta-modeles est réalisée subasede test d& = 100
points. Les résultats de cette validation sont représentdss figures 1.11(a), 1.11(b)
et 1.11(c). On peut observer que I'approximation est pede@irV et sqit, mais pas
pours.

La contraintes intervient dans les deux contraintes d’inégalité du pnulglél’op-
timisation :

S — Smax < 0 (1.70)
5 =5t <0 (1'71)

Si on utilise les méta-modeéles estimés précédemment;&-dse que I'on remplace
s pars etsgit parsei, on considéere alors les approximations suivante :

s — Smax S 0 (172)
) (1.73)

pour évaluer la ruine ou non de la structure. Ces approxamsitsont représentées
respectivement sur les figures 1.12(a) et 1.13(a). On dercpie les méta-modeles ne
permettent pas de correctement représenter les congdime permettront donc pas
d’'évaluer la fiabilité de la structure des deux barres.

Construisons maintenant un méta-modéle directement ssedande contrainte
d’'inégalité du probléme d’optimisation, méta-modele noté sqi. Comme on peut
le voir sur le graphique de validation 1.11(d), ce méta-nmdst de trés bonne qua-
lité. Cependant, il reste toujours le probléme de la presrgéntrainte d'inégalité. La
seconde contrainte d’'inégalité va ici étre d'une aide prése : grace a elle, on peut ré-
crire la premiére contrainte en ne faisant intervenir queglantités que nous savons
méta-modéliser :

_ —_—
S§ — Smax = S — Scrit T Scrit — Smax = § — Scrit + Scrit — Smax (1-74)

4. fonctionmaximinLHS du packageR 1hs.
5. PackagdR DiceKriging.



30

Optimisation multidisciplinaire

1.4

1.0

Valeurs prédites
0.8
|

0.4

Valeurs observées

@V

1000 1500 2000
| | |

Valeurs prédites

500
|

T T T
500 1000 1500

Valeurs observées

(©) Scrit

T
2000

Valeurs prédites

Valeurs prédites

400 600 800

200

500 1000

0

-1000

—-2000

T T T T T
600 800 1000

Valeurs observées

(b) 3

T T T T T T T
-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000

Valeurs observées

(d) s = Seri

Figure 1.11. Validation des méta-modéles sur une base de test.

Ainsi, la ruine ou non de la structure est évalué grace auroappations suivantes :

— —_—
8 — Scrit + Scrit — Smax < 0

—_—
5—5ait <0

(1.75)
(1.76)

On peut voir sur les figures 1.13(a) et 1.13(b) que ces appiaions représentent
assez fidelement les contraintes réelles du probleme.

REMARQUE.— Les bons résultats pour la premiére contrainte d’'inégslexpliquent
d’une part par le fait que les approximations s €t serit Sont de bonne qualité, et
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Figure 1.13. Approximation de la deuxiéme contrainte-{ scit)

d’'autre part par le fait qu’elles sont négativement cogglainsi, la variance de la
somme est plus faible que la somme des variances), ce qui askez intuitif.

Maintenant que nous avons de bons méta-modeéles, nous poowas en servir
pour estimer les critéres statistiques du probléme de gptiocefiabiliste (quantile,
taux de fiabilité). Ces critéres sont calculés sur les métdéates par la méthode de
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Figure 1.14.Front de Pareto quantile — taux de fiabilité réel (en poi)|l estimé avec I'ap-
proche(1.72)(1.73)(ronds), et avec I'approch€l.75){(1.76) (triangles).

Monte Carlo avec des échantillons de taille= 100, avec la stratégie d’échantillon-
nage CRN présentée au paragraphe 1.4.2 pour ne pas avouitd'éstimation. Ces
estimations sont réalisées pour tous les pairgsr une grille réguliere. La figure 1.14
représente le front de Pareto quantile — taux de fiabilitév@inque la stratégie de
méta-modélisation choisie respecte assez fidelementri¢ de Pareto, et donc per-
met de choisir lebon compromis du probléme de conception fiabiliste. A I'inverse
on constate que I'approche de méta-modélisation natucglieonsiste a approximer
directement les sorties du modéle conduit & une sous-é&iaiwdu taux de fiabilité :
ainsi, pour un taux de fiabilité donné.

1.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tenté de fournir quelquesagggméraux pour
aborder un probleme connu pour étre difficile. Nous espéawas pu faireressentir
des choses qui nous semblent essentielles, comme la difféemtre un probléme de
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conception robuste et un probléme de conception fiabilstda nécessité de consi-
dérer le lien entre la méthode d’estimation de I'incertitued I'algorithme d’optimi-
satiorf. .. A ce stade, le lecteur peut se sentir assez démuni, canamséthode per-
mettant de résoudre le probléme de conception en préseincerditudes n'a été pré-
sentée. Ce sentiment de frustration pourra étre combléxmample, avec la lecture
du chapitre 8 du livre de Keane et Nair [KEA 05], qui font uneue exhaustive des
méthodes couramment appliquées en ingénierie. Un pointidghus théorique, par
Beyer et al. [BEY 07], fait le complément.

Et pour finir, a titre d’annexe, nous expliquons pourquosttas résultats que nous
avons présentés sur I'exemple des deux barres sont. . . émnmnt faux!

1.7. Annexe : incertitudes et symétries

Comme mentionné au paragraphe 1.2.2 (derniére remarquggger l'incerti-
tude sur le modéle des deux barres tel que nous I'avons pés@tel qu'il est utilisé
dans la littérature) n'a pas grand sens physique. Les dauasbé@tant deux systemes
physiques indépendants, il faut considérer deux longukuet -, une pour chaque
barre, deux modules d'Younf, et E», ... ce qui revient a refaire le modeéle. d’'incer-
titudes.

REMARQUE.— Dans la pratique on n’a jamais la possibilité de refainmtalélisation
comme on va le faire dans la suite. Ce paragraphe n’est dentrpaxemple, mais une
illustration d’'un probléme important — et souvent négliggpacernant la propagation
d’incertitudes.

Une fois dédoublé, le modele des deux barres s’écrit :

V= 7T(T1d1L1 + TQdQLQ) (177)
FByL
51 = 21 (1.78)
27TT1dlB L% — B%
FBiL
s9 = 122 (1.79)

QWnggB\/ L% - B%

7T2E1(T12 + d%)

S1,crit = Y (1.80)
1
72 Ey(T2 + d2
$2crit = —2(8 7 2) (1.81)
2

6. Malgres son évidence, cet aspect est souvent négligé déittedature, mais on pourra par
exemple le rencontrer dans [].
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N 2_12 L2_712
ouB; = B+ =452 etBy = B + 25 (remarquer qué; + By = 2B).

Les parameétres de conception sont toujours les valeursnadesii et L, iden-
tiques pour les deux barres. Le probléme de conceptiondg&vignt alors :

min V
d,L

tel ques; < Smax

ets; < 81 crit (1.82)
etsa < Smax

etsy < S2,crit

Comme en 1.2.2, mais avec des lois indépendantes pour chaqegl'incertitude
est propagée pour le design optimal sans incertitude {&'elited* = 38, L* = 964).
Pour le volume de la structure on a :

> summary (V)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .
0.5043 0.5618 0.5751 0.5753 0.5884 0.6534

Les variations sont plus faible amplitude qu’avant (compawvec les résultats de la
page 5). En effet, comme les deux barres sont indépend&egéscertitudes se com-
pensent (par ex. une barre plus longue associée a une basrequirte). En ce qui

concerne le taux de fiabilité du systéme :

> mean(sl < smax & sl < scritl & s2 < smax & s2 < scrit2)
[1] 0.3441

Le taux de fiabilité est encore plus faible qu’avant (34% mAB% auparavant). En
effet, on a maintenant quatre contraintes a réaliser samé@thent au lieu de deux.

Ainsi, quand on utilise un modéle utilisant des symétriegjui est le cas de (1.1),
on a tendance a sur-estimer l'incertitude en sortie, ce sfypletdt conservatif, mais
aussi a sur-estimer le taux de fiabilité (ici de plus de 10%)Yjw est nettement plus
inquiétant.

REMARQUE.— L'incertitude associée a un systéeme dépend en fait duépeode fa-
brication. Nous avons considéré que les deux barres avaiestleurs paramétres
indépendants. Cela peut par exemple correspondre & uagi@itolt un fournisseur
livre les barres pré-découpées, sans renseigner les iorsdite fabrication. Suppo-
sons maintenant que les deux barres proviennent du mémeytighkon coupe en
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deux. Alors on peut considérer les parameiteq’;, et E; en commun; en revanche,
on a toujours deux longeurs; et Ly. Supposons au contraire que les deux barres
proviennent de deux tubes différents que I'on aligne 'udg de I'autre et que I'on
découpe dans le méme geste. Alors les longuéyrst Lo seront identiques, et les

parametred;, T; et E; indépendants.
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