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Chapitre 1

L’incertitude en Conception : Formalisation,
Estimation

« Optimization is actually just the opposite of robustness»
J. Marczyk [MAR 00]

1.1. Introduction

Intégrer les incertitudes dans le processus de conception est une pratique bien an-
crée chez les ingénieurs. Cela va du dimensionnement de systèmes pour des valeurs
critiques, de l’utilisation de coefficients de sécurité, aux techniques plus évoluées
du calcul de fiabilité. Le but est de concevoir un système ayant statistiquementles
meilleures performances, ces dernières étant susceptibles de varier à cause des incer-
titudes. Par exemple, on peut rechercher des performances faiblement sensibles aux
incertitudes (critère derobustesse des performances). On peut aussi vouloir ne pas
dépasser un seuil de performances minimales avec une probabilité donnée (critère de
fiabilité des performances). De plus, les problèmes de conception sont toujours des
problèmes d’optimisation sous contraintes. En présence d’incertitudes, on va vouloir
qu’elles soient vérifiées avec une grande probabilité (critère defiabilité du système).

Les critères de robustesse et de fiabilité sont généralementantagonistes au critère
de performance. On présentera au paragraphe 1.2 une structure simple composée de
deux barres, qui, optimisée sans tenir compte des incertitudes, a un taux de fiabilité
inférieur à 50%. On comprend qu’il s’agit de faire un compromis : de combien est-
on prêt à dégrader les performances pour quel niveau de robustesse ou de fiabilité ?

Chapitre rédigé par Gilles PUJOL et Rodolphe LE RICHE et Olivier ROUSTANT et Xavier BAY .

1



2 Optimisation multidisciplinaire

Ainsi, comme le souligne Egorov [EGO 02], le problème de conception en présence
d’incertitudes est fondamentalement un problème multi-critères.

L’optimisation en présence d’incertitudes concerne deux aspects : l’optimisation,
et l’estimation de l’incertitude. Elle en cumule surtout les difficultés. L’objectif de ce
chapitre est double :

1) formaliser l’incertitude et voir comment elle peut s’intégrer dans un problème
d’optimisation ; nous présentons d’abord un exemple simplede mécanique des struc-
tures (paragraphe 1.2), puis nous considérons le problème de manière plus générale
(paragraphe 1.3) ;

2) présenter des méthodes d’estimation qui pourront être utilisées dans une boucle
d’optimisation ; ces méthodes sont de type Monte Carlo (paragraphe 1.4) ou font ap-
pel à construction de modèles approchés, appelés couramment méta-modèles(para-
graphe 1.5).

Ainsi, bien que le propos concerne essentiellement le voletincertitude, on n’oublie
jamais qu’au final, le but est d’optimiser.

REMARQUE.– Les programmes ayant servi pour la conception de ce chapitre (résul-
tats numériques, figures) ont été réalisés avec le logicielR [R D 08] et sont téléchar-
geables à l’adressehttp://www.emse.fr/~roustant/deuxbarres.zip
1.2. Le cas test des deux barres

Le cas test des deux barres est un exemple simple de mécaniquedes structures qui
servira de fil conducteur tout au long du chapitre.

1.2.1. Modèle déterministe

Le modèle des deux barres [JIN 03] décrit une structure composée de deux tubes
creux de mêmes dimensions, chacun fixé au sol, et reliés entre-eux à leur sommet,
comme représenté sur la figure 1.1.

On applique une forceF dirigée vers le bas sur le sommet de la structure. On
cherched, le diamètre de la section des tubes, etL, la longueur des tubes, de façon
à minimiser le volume totalV . La structure a deux modes de défaillance, selon que
la contrainte normales dépasse la limite d’élasticitésmax ou la contrainte critique de
flambagescrit. Le problème de conception s’écrit donc :





min
d,L

V

tel ques ≤ smax

ets ≤ scrit

(1.1)
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Figure 1.1. Le cas test des deux barres. À gauche, la structure des deux
barres, à droite, la section en coupe d’une barre.

Paramètre Valeur nominaleÉcart-type (C.V.)
d diamètre de la section des tubes (mm) 20 – 80 1 (< 5%)
L longueur des tubes (mm) 800 – 1200 5 (< 1%)
F force appliquée (N) 150000 30000 (20%)
E module d’Young (N/mm2) 210000 21000 (10%)
B demi-largeur de la structure (mm) 750 5 (< 1%)
T épaisseur de la section des tubes (mm) 2,5 0,1 (4%)
smax limite d’élasticité (N/mm2) 400 - -

Tableau 1.1.Paramètres du modèle des deux barres. Les perturbations autour
des valeurs nominales sont gaussiennes, chaque paramètre indépendamment

des autres (C.V. = coefficient de variation = écart-type / moyenne).
Source : [HUA 07].

Le modèle est suffisamment simple pour que les grandeurs d’intérêtV , s et scrit

s’écrivent analytiquement :

V = 2πTdL (1.2)

s =
FL

2πTd
√

L2 − B2
(1.3)

scrit =
π2E(T 2 + d2)

8L2
(1.4)

Les variables du modèle et leurs valeurs sont résumées dans les deux premières co-
lonnes du tableau 1.1 (la troisième servant au paragraphe 1.2.2).

La figure 1.2 représente les lignes de niveau du volumeV en fonction des pa-
ramètresd et L, les autres paramètres étant fixés à leurs valeurs nominales, avec en



4 Optimisation multidisciplinaire

diamètre d (mm)

lo
ng

ue
ur

 L
 (

m
m

)

20 30 40 50 60 70 80

80
0

90
0

10
00

11
00

12
00

Figure 1.2. Lignes de niveau pour le volumeV de la structure (en dm3). En pointillés, les
lignes d’état critique pour les contraintes (traits :s = smax, points :s = scrit), avec défaillance
à gauche de chaque ligne. L’optimum (d∗ = 38, L∗ = 964) est représenté par un point.

superposition, les lignes d’état critiques = smax et s = scrit. L’optimum est à la ren-
contre de ces deux lignes : c’est le pointd∗ = 38, L∗ = 964 (en mm entiers). Les
sorties du modèle en ce point sont1 :> twobars(
(38, 964))V s s
rit1 0.5754141 399.9931 404.3131
Le volume est exprimé en dm3.

1.2.2. Incertitude associée

On considère maintenant de l’incertitude sur les paramètres du modèle. Cette in-
certitude est de type gaussienne, centrée sur la valeur nominale de chaque paramètre,
et ses écarts-types sont indiqués dans la troisième colonnedu tableau 1.1 (l’incertitude

1. Les lignes qui suivent montrent l’évaluation des commandes utilisées enR (voir la remarque
surR page 2). D’autres extraits de la sessionR sont donnés dans ce paragraphe.
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sur chaque paramètre étant indépendante des autres). Généralement, les conditions
d’utilisation du système représentent la plus grande source d’incertitude ; c’est bien le
cas ici avec le chargementF (20% en coefficient de variation).

Lorsqu’on propage l’incertitude dans le modèle pour l’optimum du problème dé-
terministe (1.1), les quantitésV , s etscrit deviennent aléatoires. Le résumé statistique
du volume2 est le suivant :> summary(V)Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.0.4776 0.5561 0.5752 0.5753 0.5939 0.6874
La moyenne coïncide avec les performances du problème sans incertitude. La dis-
persion autour de cette moyenne est importante, environ 20%de chaque côté. On ne
satisfait donc pas le critère de robustesse. Concernant le taux de fiabilité du système,
c’est-à-dire la probabilité que les deux contraintes soient vérifiées,> mean(s < smax & s < s
rit)[1℄ 0.429
Il y a défaillance du système dans plus de la moitié des cas. Cedesign n’est donc pas
fiable du tout !

L’étude que nous venons de réaliser concerne un seul designx∗ = (d∗, L∗). Les
figures 1.3 représentent l’évolution de deux critères en fonction ded etL : le quantile
à 90% du volume et le taux de fiabilité. En 1.3(a) sont représentées les lignes de niveau
pour les deux critères. Le domaine des designs acceptables n’est plus délimité par une
frontière comme sur la figure 1.2, mais par un “front probabiliste”. En 1.3(b), le taux
de fiabilité est représenté en fonction du quantile. On note que ces critères sont bien
antagonistes, et on peut voir se dessiner un front de Pareto.La solution cherchée est
sur ce front de Pareto, en fonction du compromis que l’on souhaite réaliser. Noter que
dans ce cas précis, l’optimum du problème déterministe (1.1) correspond bien à une
solution optimale du problème avec incertitudes, mais pourun compromis en général
innacceptable : améliorer les performances au détriment dela fiabilité.

2. Pour un échantillon de 1000 tirages, ce résumé est composé des plus faible et plus grande
valeures des échantillons,Min et Max, de la moyenne et de la médiane,Mean et Median, ainsi
que des premier et troisième quartiles,1st Qu. et 3rd Qu., respectivement. Les premier et
troisième quartiles sont les quantiles à 25% et 75% de la variable aléatoireV . Le quantile àα%
d’une variableV , qα, est défini parP(V ≤ qα) = α.
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(a) Lignes de niveau du quantile à 90% du volume (trait plein)et
du taux de fiabilité du système (pointillés)
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(b) Quantile à 90% du volume vs. taux de fiabilité

Figure 1.3. Propagation d’incertitude sur le modèle des deux barres. Les critères probabilistes
sont évalués sur une grille(d, L) de taille 20 × 20 par méthode de Monte Carlo CRN (voir
paragraphe 1.4.2), avecn = 1000 tirage à chaque fois, soit au total 400000 évaluations du
modèle. L’optimum du problème déterministe est repéré sur les deux figures par un point noir.
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REMARQUE.– On a repris le modèle des deux barres tel qu’il est présentédans la
littérature ([JIN 03, HUA 07]), à la différence que l’on étudie la longueur de tubeL
à la place de la hauteur de la structureH =

√
L2 − B2 ; en effet, il nous semble

plus exact de considérer une incertitude, ici gaussienne, sur un paramètre physique
commeL. Pour bien faire les choses, deux autres points pourraient être améliorés.
Premièrement, puisqu’on prend en compte une incertitude sur le matériau à travers le
module d’YoungE, il faudrait aussi en considérer une sur la limite d’élasticité smax

(voir tableau 1.1) ; ces quantités sont a priori non indépendantes. Ensuite, pour être
réaliste, l’incertitude doit être propagée indépendamment sur les deux barres car ce
sont deux système physiques indépendants ; ce point est étudié au paragraphe 1.7.

1.3. Formulation du problème de conception en présence d’incertitude

À travers l’exemple précédent, on a pu voir quelques caractéristiques de la concep-
tion en présence d’incertitude. Dans ce paragraphe, le problème est formulé de ma-
nière générale.

1.3.1. Paramétrisation contrôle-bruit

On distingue souvent deux types d’incertitudes : l’incertitude de paramètres, et
l’incertitude de modèles. L’incertitude de paramètres estdue aux aléas ou au manque
de connaissance sur certains paramètres du modèle. L’incertitude de modèle est due
aux approximations associées à la modélisation et/ou aux résolutions numériques.
Cette distinction est en fait sans objet, car, dans la pratique, les modèles ne sont mani-
pulés que par l’intermédiaire de paramètres. C’est pourquoi on ne considèrera que de
l’incertitude de paramètres, sans perte de généralité.

On notey le modèle numérique, etθ le vecteur des paramètres de ce modèle.
Dans les problèmes avec incertitude, les paramètresθ dépendent de deux types de
variables : lesvariables de conception, regroupées dans le vecteurx, et lesvariables
de bruit, regroupées dans le vecteurU . L’évaluation du modèle se note donc (voir
aussi figure 1.4) :

y(θ(x, U))

et plus simplementy(x, U). Le vecteurx est un vecteur de nombres pris dans un
espaceX , généralement du type

∏d
i=1[ai, bi], tandis que le vecteurU est un vecteur

aléatoire défini sur un espace probabilisé(Ω,F , P). On supposera que la loi du vecteur
aléatoireU ne dépend pas dex. Cette hypothèse est nécessaire pour pouvoir distin-
guer le contrôle du bruit dans le modèle, et n’est généralement pas restrictive, comme
illustré dans l’exemple suivant.

EXEMPLE.– Un paramètreθ est soumis à une incertitude gaussienne, et on contrôle
sa valeur nominale ainsi que sa classe de qualité, c’est-à-dire sa moyenne et son écart-
type. Dans ce cas on écrirax = (m, σ), etθ = m + σU avecU ∼ N (0, 1).
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(x, U) θ modèle numérique y

Figure 1.4. La chaîne de calcul : paramètres de conceptionx, variables de
bruit U , paramètresθ du modèle numérique,y sa réponse.

Dans la pratique, on rencontre très souvent les deux cas particuliers suivants :

1) contrôle bruité :θ = x + U . Par exemple,x décrit la géométrie nominale d’un
objet, etU ∼ N (0, σ2I) représente l’incertitude liées à la fabrication. Ce cas est
typique de la conception fiabiliste (voir par ex. [BAT 06]).

2) bruit exogène au contrôle :θ = (x, U). Par exemple, six représente toujours la
géométrie d’un objet,U peut représenter dans ce cas les incertitudes liées aux condi-
tions d’utilisation, par exemple les chargements. Ce cas est typique de la conception
robuste (voir par ex. [CHE 05]).

Dans le cas des deux barres, les paramètres du modèle sontθ = (d, L, F, E, B, T ).
Les variables de contrôle sont les valeurs nominales des paramètresd et L : on note
x = (d̄, L̄). Contrairement au deux cas particuliers précédents, l’incertitude concerne
ici aussi bien des paramètres de contrôle que d’autres paramètres du modèle. On note
U = (εd, εL, εF , εE, εB, εT ) le vecteur aléatoire, de composantes gaussiennes indé-
pendantes, de paramètres donnés dans le tableau 1.1. Avec ces notations, l’application
θ(x, U) est définie par :

d = d̄ + εd, L = L̄ + εL, F = εF , E = εE , B = εB, T = εT (1.5)

REMARQUE.– La notationy(x, U) sous-entend que la variabilité du phénomène est
explicitement donnée au modèle numérique par l’utilisateur, c’est-à-dire que l’on a
effectivement une fonctiony(x, u) dont on peut évaluer la valeur pour une réalisation
u = U(ω) donnée. Les cas où la variabilité est intrinsèque au modèle numérique –
que l’on noteraient plus volontier sous la forme d’un processus stochastiqueY (x) –
sont beaucoup plus rares et a priori exclus.

1.3.2. L’incertitude dans le problème d’optimisation

Une fois l’incertitude définie, il reste à l’intégrer dans leproblème d’optimisation.
Les problèmes d’optimisation déterministes les plus généraux s’écrivent





min
θ

fi(θ) , i = 1, . . . , p

avecθ ∈ Θ ,
tel quegj(θ) ≤ 0 , j = 1, . . . , q
ethk(θ) = 0 , k = 1, . . . , r

(1.6)

où Θ est l’espace de recherche. Lesfi, gi et hi sont appelés critères d’optimisation.
Dans ce chapitre, on ne considèrera que le casp = 1, et on notera plus simplement
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f l’unique fonction objectif. Tous les critères d’optimisation peuvent être vus comme
des calculs effectués à partir des réponses du modèley(θ). Ainsi, f(θ) est l’écriture
contractée def(θ, y(θ)), et il en est de même pour les autres critères.

REMARQUE.– Cette écriture a pour inconvénient de cacher le modèle numériquey
qui consomme l’essentiel du temps de calcul. C’est pourtantun élément important à
prendre en compte dans l’optimisation. Typiquement, les critères peuvent avoir des
coûts numériques différents. Par exemple, dans le cas où lesfonctions coût sont moins
chères à évaluer que les contraintes, la stratégie couranteest de construire un méta-
modèle pour les contraintes.

Les incertitudes se propagent sur les critères d’optimisation f , gj et hk. On les
considère alors via des statistiques : moyenne, variance, .. .

1.3.2.1.Cas de la fonction objectif

Les statistiques les plus usitées pour la fonction objectifsont :

– la moyenne,

m(x) := E(f(x, U)) =

∫

Ω

f(x, u) PU (du) (1.7)

– la variance,

v(x) := var(f(x, U)) = E
(
(f(x, U) − m(x))2

)
(1.8)

– leα-quantile,

qα(x) tel queP(f(x, U) ≤ qα(x)) = α (1.9)

On cherche bien entendu à minimiser ces critères. Ils vont être reformulés au para-
graphe suivant (1.3.2.2) pour prendre en compte la dépendance avec les contraintes
d’inégalité.

REMARQUE.– Le quantile (1.9) est connu en finance sous le nom devalue-at-risk
(VaR). Voir [AND 04] pour d’autres mesures de risques utilisées en finance.

1.3.2.2.Cas des contraintes d’inégalité

Soit G(x) l’évènement aléatoire “toutes les contraintes d’inégalité sont respec-
tées”,

G(x) =

q⋂

j=1

{gj(x, U) ≤ 0} (1.10)

Une première approche naïve serait de chercher à maximiser la probabilité d’être dans
l’espace des réalisables :

max
x

P(G(x)) (1.11)
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mais, comme on l’a vu avec l’exemple des deux barres au paragraphe 1.2.2, ceci est
antinomique au critère de performance sur la fonction coût :plus le taux de fiabilité
est grand, moins bonnes sont les performances. Le plus souvent, le cahier des charges
impose le compromis en fixant le taux de fiabilité minimalβ. Le critère (1.11) se récrit
alors comme une contrainte d’inégalité :

P(G(x)) ≥ β (1.12)

REMARQUE.– Dans la littérature, il est presque toujours considéré unniveau de fiabi-
lité différent par critère (voir par ex. [KIM 06], [FON 07]) :

P(gj(x, U) ≤ 0) ≥ βj (1.13)

En faisant ainsi, on ne garantit le taux de fiabilité du système, i.e. la probabilité que
toutes les contraintes soient vérifiées, que si lesgj(x, U) sont indépendants (par rap-
port àU ).

Reconsidérons maintenant les critères sur la performance (1.7), (1.8) et (1.9). Ces
critères incluenttoutesles réalisationsf(x, U(ω)) pourω ∈ Ω, c’est-à-dire aussi bien
celles qui respectent les contraintes que celles qui ne les respectent pas. Or, ce que
l’on cherche, c’est améliorer les performances pour les réalisations qui respectent les
contraintes ; celles qui ne les respectent pas, on souhaite juste les éviter – ce que dit
exactement (1.12). Pour prendre en compte cela, on peut conditionner les critères de
performance par rapport à l’évènementG(x) :

mC(x) := E(f(x, U) | G(x)) (1.14)

vC(x) := var(f(x, U) | G(x)) (1.15)

qC
α (x) tel queP(f(x, U) ≤ qC

α (x) | G(x)) = α (1.16)

Ces critères conditionnels étant plus difficiles à estimer,nous ne les utiliserons pas
dans la suite.

1.3.2.3.Cas des contraintes d’égalité

L’incertitude est difficilement compatible avec les “vraies” contraintes d’égalité,
car un évènement du typehk(x, U) = 0 est de probabilité nulle. Très souvent, on
peut s’affranchir des contraintes d’égalité en les sortantde la formulation [FON 07].
En effet, en conception, les contraintes d’égalité sont souvent d’origine physique et
traduisent un état d’équilibre ; ces égalités font partie dumodèle plus que du problème
d’optimisation.

EXEMPLE.– Une classe importante de problèmes s’écrit sous la forme




min
θ

f(θ, y(θ))

avecθ ∈ Θ ,
tel quegj(θ, y(θ)) ≤ 0 , j = 1, . . . , q

(1.17)
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où le modèley(θ) est la solution du système d’équations

hk(θ, y(θ)) = 0 , k = 1, . . . , r (1.18)

C’est le cas par exemple lorsque le modèle est un code élémentfini. En mécanique du
solide, (1.18) exprime l’égalité des efforts internes et externes.

REMARQUE.– Les méthodes SAND (simultaneous analysis and design) [HAF 85]
constituent la principale exception à cette règle. Elles consistent à résoudre un pro-
blème de type (1.17) en réintégrant les égalités (1.18) dansle problème d’optimisa-
tion.

1.3.3. Problème de conception robuste

Les formulations de type conception robuste ajoutent au problème de performance
maximale un impératif de stabilité de la performance vis-à-vis des incertitudes. La
stabilité de la performance des solutions peut être ajoutée(par ex.) sous la forme
d’une variance maximum. Enfin, lorsque la stabilité de la solution est un critère de
conception aussi important que sa performance, la conception robuste est abordée
comme un problème multi-critères :





min
x

E(f(x, U))

et min
x

var(f(x, U))

avecx ∈ X
tel queP(G(x)) ≥ 1 − β

(1.19)

Le compromis moyenne-variance peut être tranché en introduisant un multiplicateur
de Lagrangeλ, et le critère à minimiser devient (voir par ex. [JIN 04]) :

fλ(x) = E(f(x, U)) + λ
√

var(f(x, U)) (1.20)

On notera ici le présupposé gaussien. En effet, sif(x, U) est une variable aléatoire
gaussienne, alors (1.20) en est un quantile.

Les “vrais” problèmes de conception robuste sont très particuliers et nécessitent
que les critères moyenne et variance soient antagonistes. Ainsi, le cas des deux barres
n’en est pas un car, comme on peut le voir sur les figures 1.6(a)et 1.6(b) (p. 17) , la
moyenne et la variance évoluent dans le même sens.

EXEMPLE.– En s’inspirant de [FON 07], on peut modifier le cas test des deux barres
pour en faire un problème de conception robuste. Il suffit pour cela :

1) d’inclure un contrôle sur l’incertitude : on rejette les barres de section trop
grande, par exemple en les faisant passer dans un gabarit de diamètred + ∆d où
∆d, la tolérance sur le diamètred, est une variable de contrôle supplémentaire (cela
revient en fait à tronquer la loi deεd) ;
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2) d’ajouter un critère économique lié à ce contrôle dans la fonction coût : le vo-
lumeV calculé est le volume de la structure, auquel s’ajoute celuide toutes les barres
rejetées.

Dans cet exemple, plus on souhaitera contrôler l’incertitude (i.e.∆d faible), et plus
on rejettera de barres pour fabriquer le structure, donc plus elle coûtera cher. Ici il y a
bien antagonisme entre la robustesse et les performances.

1.3.4. Problème de conception fiabiliste

Dans l’objectif de fiabilité, on va chercher àgarantir le niveau du “plafond” des
performances, ce qui se traduit par le critère sur leα-quantile :





min
x

qα(x)

avecx ∈ X
tel queP(G(x)) ≥ 1 − β

(1.21)

Contrairement au problème de conception robuste, les performances à l’optimum
ne sont pas nécessairement stables vis-à-vis de l’incertitude. Comme vu précedem-
ment sur l’exemple des deux barres (fig. 1.3(b)), le quantilede la performance et le
taux de fiabilité du système sont généralement antagonistes.

1.3.5. Remarque : problèmes en boucle fermée

On a supposé de manière implicite que l’incertitude est “en boucle ouverte” (dé-
signé en anglais sous les termes “feed-forward” ou “here and now” selon les com-
munautés), c’est-à-dire que l’on cherche un designx∗ quelle que soit les réalisations
U(ω1), U(ω2), . . .. C’est tout-à-fait naturel puisque la conception de l’objet est anté-
rieure à sa réalisation (et donc à celle de l’incertitude).

Dans d’autres types de problèmes, par exemple en décision (par ex. optimisation de
la distribution d’électricité), ou en calibration de modèle, l’incertitude se matérialise
avant la résolution du problème d’optimisation. La formulation pertinente est alors
dite “en boucle fermée” (“feed-back” ou “wait and see”, voir [DIW 02]), et consiste à
résoudre le problème pour des réalisationsU(ω) quelconques :





min
x

f(x, U(ω))

avecx ∈ X ,
tel quegj(x, U(ω)) ≤ 0 , j = 1, . . . , q
ethk(x) = 0 , k = 1, . . . , r

(1.22)

ce qui revient à cherche la loi de la variable aléatoireX∗(ω), solution du problème (1.22)
pour tous lesω ∈ Ω. Cela est difficile dans le cas général, car cela revient à résoudre
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autant de problèmes d’optimisation que de réalisations de l’incertitudeU(ω) suffi-
santes pour estimer la loi (ou les moments) de la variable aléatoireX∗(ω).

1.4. Estimation de l’incertitude par des méthodes de Monte Carlo

Pour résoudre les problèmes de conception en présence d’incertitudes, l’approche
la plus simple consiste à imbriquer l’estimation des critères probabilistes dans une
boucle d’optimisation classique. Il ne s’agit pas ici de discuter de l’(in)efficacité de
cette approche, mais de présenter quelques méthodes d’estimation pouvant être uti-
lisées dans cette optique. Plus précisément, nous présentons dans les paragraphes
suivants des méthodes de type Monte Carlo, c’est-à-dire quiutilisent des nombres
pseudo-aléatoires, et qui ne requièrent pas explicitementla construction d’un méta-
modèle (voir pour cela le paragraphe 1.5).

1.4.1. Estimateurs empiriques

1.4.1.1.Estimation ponctuelle

Pour alléger les notations, on noteZ une variable aléatoire quelconque dont on
veut estimer l’une ou l’autre des quantités suivantes :

m = E(Z) (1.23)

v = var(Z) (1.24)

s tel queP(Z ≤ s) = α (1.25)

p = P(Z ≤ 0) (1.26)

Dans les problèmes considérés, (1.23), (1.24), (1.25) correspondent aux critères sur la
fonction objectif (1.7), (1.8), (1.9) avecZ = f(x, U) ; (1.26) correspond au taux de
fiabilité (1.12) avecZ =

∏q
j=1 gj(x, U).

Soit z1, . . . , zn la réalisation d’unn-échantillon de la variable aléatoireZ. Les
estimateurs empiriques de (1.23) – (1.26) sont :

m̂ =
1

n

n∑

i=1

zi (1.27)

v̂ =
1

n − 1

n∑

i=1

(zi − m̂)2 (1.28)

ŝ = z(⌊nα⌋) (1.29)

p̂ =
1

n

n∑

i=1

1]−∞,0](zi) (1.30)
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où la notationz(⌊nα⌋) désigne la⌊nα⌋e plus petite valeur parmi lesn valeursz1, . . . , zn

(⌊.⌋ désignant la partie entière inférieure).

1.4.1.2.Estimation par intervalles

Pour quantifier l’incertitude associée aux estimations précédentes, on peut calculer
des intervalles de confiance, c’est-à-dire des intervallesqui ont une probabilité donnée,
disons1 − γ, de contenir les valeurs théoriques (1.23) – (1.26).

Pour la moyenne et la variance, en supposant queZ est gaussienne, on a les inter-
valles de confiance suivants :

m ∈
[
m̂ − tγ/2

√
v̂

n
, m̂ + tγ/2

√
v̂

n

]
avec proba1 − γ (1.31)

v ∈
[
(n − 1)v̂

χ2
2

,
(n − 1)v̂

χ2
1

]
avec proba1 − γ (1.32)

où tγ/2 est le quantile d’ordreγ/2 d’une loi de Student àn − 1 degrés de libertés, et
χ2

1 (resp.χ2
2) est le quantile d’ordre1−γ/2 (resp.γ/2) d’une loi duχ2 àn−1 degrés

de libertés. Par exemple, pourn = 100 et γ = 0.2, on atγ/2 ≃ −1.29, χ2
1 ≃ 81 et

χ2
2 ≃ 117.

REMARQUE.– Si Z ne peut pas raisonnablement être supposée gaussienne, la tech-
nique du bootstrap [EFR 93] permet alors d’estimer les intervalles de confiance.

Pour le quantiles, un intervalle de confiance est donnée par la formule de Wilks
[WIL 41] :

P(s ∈ [z(i1), z(i2)]) =

i2−1∑

k=i1

Ck
nαk(1 − α)n−k (1.33)

Il s’agit donc de trouver les indicesi1 et i2 les plus proches tels que la somme (1.33)
soit supérieure ou égale à1 − γ. Par exemple, pourn = 100, α = 0.9, l’intervalle
[z(87), z(95)] a une probabilité légèrement supérieure à0.8.

Pour la probabilitép, et pourn grand (typiquementnp etn(1− p) supérieurs à5),
on a l’intervalle

p ∈
[
p̂ − uγ/2

√
p(1 − p)

n
, p̂ + uγ/2

√
p(1 − p)

n

]
avec proba1 − γ (1.34)

où uγ/2 est le quantile d’ordreγ/2 d’une loi N (0, 1). Par exemple, pourγ = 0.2,
uγ/2 ≃ −1.28.

REMARQUE.– Tous ces résultats sont classiques et peuvent se trouver (à l’exception
de la formule de Wilks) dans [SAP 90].
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pour i = 1, . . . , N faire1

Déterminer le pointxi (selon la méthode d’optimisation);2

Tirer unn-échantillonu1
i , . . . , u

n
i de loiU ;3

pour l = 1, . . . , n faire4

yl
i := f(xi, u

l
i);5

si
∏q

j=1 gj(xi, u
l
i) ≤ 0 alors zl

i := 1 sinonzl
i := 0;6

fin7

m̂i := 1
n

∑n
l=1 yl

i;8

v̂i := 1
n−1

∑n
l=1(y

l
i − m̂i)

2;9

ŝi := ynα:n
i ;10

p̂i := 1
n

∑n
l=1 zl

i;11

fin12

Algorithme 1.1 : Algorithme d’estimation par méthode de Monte Carlo simple,
imbriquée dans une boucle d’optimisation.

1.4.1.3. Illustration sur le cas test des deux barres

Pour la résolution du problème d’optimisation, il faut imbriquer les estimations
dans la boucle d’optimisation, comme décrit par l’algorithme 1.1 (estimations ponc-
tuelles). Bien entendu, le coût de cette approche est exhorbitant : il est deN × n, où
N est le nombre de pas d’optimisation, etn est la taille des échantillons utilisés.

Le but de ce chapitre étant d’étudier seulement l’estimation de l’incertitude, dans
la suite nous allons estimer les critères pour desxi choisis a priori, c’est-à-dire non
guidés par une procédure d’optimisation.

Dans un premier temps, nous considérons une grille régulière dans l’espace desx
pour explorer toutes les solutions (ce qui est bien entendu irréalisable en pratique !).
La figure 1.5 représent les lignes de niveau pour les critèresdu problème de concep-
tion fiabiliste (1.21) (le quantile et le taux de fiabilité). On constate que les critère sont
bruités à cause de la variabilité non négligeable des estimations. Ce bruit peut être
réduit en augmentant la taillen des échantillons, mais le coût de la méthode augmente
encore : si l’on double la taille des échantillons, c’est2N évaluations des fonctions
coût en plus qu’il faut réaliser. Ainsi, avec l’approche de Monte Carlo, il faudra “ap-
prendre à vivre avec le bruit” (voir discussion plus loin dans ce paragraphe).

Dans un deuxième temps, les estimation sont réalisées sur une trajectoire particu-
lière x1, . . . , xn, représentée par les cercles sur la figure 1.5 (de haut en bas). Tous
les critères sont estimés (moyenne, variance, probabilité, taux de fiabilité), ainsi que
leurs intervalles de confiance. Les résultats sont représentés sur la figure 1.6. Plusieurs
choses (bien connues) sont à noter :

– l’estimation de la moyenne et du quantile sont de bonnes qualités ;
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Figure 1.5. Estimation par Monte Carlo.

– au contraire, l’estimation de la variance est très mauvaise ;

– la qualité de l’estimation du taux de fiabilité dépend de sa valeur (la variance de
l’estimateur vautp(1 − p)/n). Ainsi, dans les cas de taux de fiabilités élevés qui nous
intéressent, la variance d’estimation est assez faible.

Pour résumer, le problème de conception fiabiliste (1.21) nefait intervenir que des
critères “faciles” à estimer (quantile, taux de fiabilité élevé), comparé au problème de
conception robuste (1.19) qui, lui, fait intervenir la variance.

La variabilité des estimations peut perturber le déroulement de l’algorithme d’opti-
misation. L’algorithme d’optimisation doit donc être choisi en fonction du bruit, donc
de la taille d’échantillonn. Pour unn grand, on pourra utiliser des méthodes d’op-
timisation classiques (par exemple des méthodes de type gradient), tandis qu’unn
petit nécessitera l’emploi d’algorithmes robustes au bruit. Il est important ici de ne
pas confondre fonction bruitée avec fonction non lisse. L’optimisation dite “non lisse”
(voir par ex. Kelley [KEL 99]) recours souvent à des méthodesdont le comportement
est déterministe, comme la méthode de Nelder et Mead []3. De par leur nature déter-
ministe, ces méthodes supportent très mal les échecs, pourtant inévitables en paysage
aléatoire. Ainsi, on veillera plutôt à utiliser des méthodes d’optimisation stochastiques,

3. Voir aussi le chapitre Scilab.
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Figure 1.6. Estimation par Monte Carlo.

comme par exemple les stratégies évolutionnaire, qui, par nature, tolèrent un certain
taux d’échec dans leur progression.

1.4.2. Stratégie “Common Random Numbers” (CRN)

1.4.2.1.Principe

La stratégieCommon Random Numbers[YAN 91] (littéralement les nombres aléa-
toires communs) est une légère variante de la méthode de Monte Carlo simple présen-
tée précédemment. Elle consiste à utiliser toujours le mêmeéchantillonu1, . . . , un
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Tirer unn-échantillonu1, . . . , un de loiU ;1

pour i = 1, . . . , N faire2

Déterminer le pointxi (selon la méthode d’optimisation);3

pour l = 1, . . . , n faire4

yl
i := f(xi, ul);5

si
∏q

j=1 gj(xi, ul) ≤ 0 alors zl
i := 1 sinonzl

i := 0;6

fin7

m̂i := 1
n

∑n
l=1 yl

i;8

v̂i := 1
n−1

∑n
l=1(y

l
i − m̂i)

2;9

ŝi := ynα:n
i ;10

p̂i := 1
n

∑n
l=1 zl

i;11

fin12

Algorithme 1.2 : Algorithme d’estimation par méthode de Monte Carlo CRN, im-
briquée dans une boucle d’optimisation.

pour les estimations aux différents points de la trajectoire d’optimisationx1, . . . , xN

(voir algorithme 1.2).

Bien que l’échantillonu1, . . . , un soit toujours le même, le coût numérique n’est
pas allégé, car la variablex, elle, change. En prenant l’exemple de la moyenne, pour
estimer tous leŝmi, il faut évalueryl

i = f(xi, ul) pouri = 1, . . . , N , l = 1, . . . , n (cf
algorithme 1.2), soitN × n évaluations comme auparavant.

En revanche, il n’y a plus de bruit d’estimation d’unxi à l’autre. En effet, toujours
sur l’exemple de la moyenne, l’estimateur peut s’écrire

m̂(x) =
1

n

n∑

l=1

f(x, ul) (1.35)

Si quelque soitu, la fonctionx 7→ f(x, u) est régulière (e.g. continue,C1, . . .), il
en sera de même pour la fonction̂m(x). On peut faire le même raisonnement pour
les estimateurŝv(x), ŝi(x) et p̂(x). Ainsi, avec la stratégie d’estimation CRN, on
peut utiliser un algorithme d’optimisation standard (c’est-à-dire pour une fonction
régulière). Attention, le fait qu’il n’y ait plus de bruit d’un xi à l’autre ne signifie
pas que les estimations sont plus précises : elles ont exactement la même précision
qu’avec la méthode de Monte Carlo simple.

Il y a dans la méthode CRN un certain danger, car les estimations m̂(x1), . . .,
m̂(xN ) ne sont plus indépendantes, mais corrélées. Un biais initial, dû à un mauvais
échantillon, aura tendance à persister tout au long de l’optimisation. Il est donc très
important de bien choisir l’échantillon de départu1, . . . , un. Par exemple, on pourra
utiliser une suite à faible discrépance (méthode de quasi-Monte Carlo, voir [CAF 98])
ou un échantillon de type Hypercube Latin ([MCK 79]).
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Figure 1.7. stratégie CRN

1.4.2.2. Illustration sur le cas test des deux barres

Comme au paragraphe 1.4.1.3, on a estimé les critères quantile du volume et taux
de fiabilité sur une grille régulière (figure 1.7), ainsi que sur la trajectoire particulière
repérée sur cette figure par les cercles (figure 1.8). On constate effectivement qu’il n’y
a plus de bruit. Ainsi, une méthode d’optimisation classique ne rencontrerait aucun
problème de convergence.

Sur les figures 1.8(b) (écart-type du volume) et 1.8(d) (tauxde fiabilité), on peut
constater le phénomène de biais évoqué précédemment. Pour l’écart-type du volume,
les estimations sont toujours sous-estimées, tandis qu’elles sont toujours sur-estimées
dans le cas du taux de fiabilité. Cela vient de l’échantillon de départ qui a été tiré aléa-
toirement. Un meilleur échantillon aurait permis d’éviterce phénomène indésirable.

1.4.3. Méthode de Robbins-Monro

La méthode de Robbins-Monro fait partie de la famille des algorithmes adapta-
tifs, appelés par les probabilistes “approximations stochastiques” (voir Benveniste et
al. [BEN 87]). Les algorithmes adaptatifs les plus connus sont : les estimation récur-
sive en régression linéaire,Least-Mean-Squares(LMS) et Recursive-Mean-Squares
(RMS), ainsi que le filtre de Kalman (voir par ex. [SPA 03]). Lamotivation essentielle
de tous ces algorithmes est d’estimer une quantité qui varieau cours du temps. Dans
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Figure 1.8. Estimation par Monte Carlo.

notre contexte, ce sont les statistiques à estimer (moyenne, variance, quantile, taux de
fiabilité), qui varient au cours de la procédure d’optimisation.

1.4.3.1.Principe

Soit le problème inverse suivant :

trouverθ∗ tel queE(φ(θ, U)) = 0 (1.36)

oùφ(θ, u) est une fonction donnée. Ce problème correspond tout à fait àl’estimation
des critères qui nous intéressent :
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– la moyenne :
θ = m et φ(θ, U) = m − f(x, U) (1.37)

– la variance :

θ =

(
m
v

)
et φ(θ, U) =

(
m − f(x, U)
v − (m − f(x, U))2

)
(1.38)

– leα-quantile :

θ = s et φ(θ, U) = 1{f(x,U)≤s} − α (1.39)

– le taux de fiabilité :

θ = p et φ(θ, U) = p − 1{
Qq

j=1
gj(x,U)≤0} (1.40)

La méthode de Robbins-Monro [ROB 51] permet de résoudre un problème du
type (1.36) de manière itérative : on construit une suiteθ1, θ2, . . . par le schéma de
récurrence

θ0 donné
θk = θk−1 − akφ(θk−1, uk), k ≥ 1

(1.41)

oùak est une suite décroissante vers zéro telle que
∑∞

k=1 ak = ∞ et
∑∞

k=1 a2
k < ∞.

Par exemple,ak = ak−b aveca > 0 et 0.5 < b ≤ 1. La décroissance de cette suite
permet la convergence de l’algorithme, mais elle ne doit pasêtre trop rapide pour
ne pas provoquer une convergence prématurée. Avec une tellesuite, et sous certaines
hypothèses complémentaires, la suiteθn converge versθ∗ solution de (1.36) (voir par
ex. [SPA 03]).

EXEMPLE.– Écrivons l’estimateur de la moyenne empirique sous formerécursive :

X̄k =
1

k

k∑

j=1

Xj (1.42)

=
k − 1

k
X̄k−1 +

1

k
Xk (1.43)

= X̄k−1 −
1

k

(
X̄k−1 − Xk

)
(1.44)

On retrouve bien la forme (1.41) avecak = 1/k etφ(θ, u) = θ−u, comme pour (1.37).

La méthode d’estimation de Robbins-Monro peut être intégrée dans une boucle
d’optimisation de la même manière que précédemment, comme décrit pas l’algo-
rithme 1.3. À chaque pas d’optimisation, la valeur initialepour l’estimation (leθ0) est
la valeur estimée lors du pas précédent. Ainsi, on peut espérer que, si les pas d’optimi-
sation sont rapprochés (typiquement une méthode d’optimisation locale), les critères
à estimer soient peut différents, leur mise à jour par la méthode de Robbins-Monro ne
nécessitant alors que peu d’itérations.
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Données: Valeurs initialesm̂n
0 , v̂n

0 , ŝn
0 et p̂n

0

pour i = 1, . . . , N faire1

Déterminer le pointxi (selon la méthode d’optimisation);2

Initialisation :m̂0
i := m̂n

i−1, v̂0
i := v̂n

i−1, ŝ0
i := ŝn

i−1, p̂0
i := p̂n

i−1;3

pour l = 1, . . . , n faire4

Tirer aléatoirement un pointul, réalisation de la loi deU ;5

yl
i := f(xi, ul);6

m̂l
i := m̂l−1

i − al−1

(
m̂l−1

i − yl
i

)
;7

v̂l
i := v̂l−1

i − al−1

(
v̂l−1

i − (m̂l
i − yl

i)
2
)
;8

ŝl
i := ŝl−1

i − al−1

(
1]−∞,0](y

l
i − ŝl−1

i ) − α
)
;9

si
∏q

j=1 gj(xi, ul) ≤ 0 alors zl
i := 1 sinonzl

i := 0;10

p̂l
i := p̂l−1

i − al−1

(
p̂l−1

i − 1]−∞,0](z
l
i)
)
;11

fin12

fin13

Algorithme 1.3 : Algorithme d’estimation par méthode de Robbins Monro, imbri-
quée dans une boucle d’optimisation.

1.4.3.2. Illustration sur le cas test des deux barres

L’algorithme 1.3 a été implémenté et appliqué sur le cas testdes deux barres, sur
la même trajectoirex1, . . .,xn que précédemment (cf paragraphes 1.4.1.3 et 1.4.2.2).
À chaque pas d’optimisation, 100 itérations de la méthode deRobbins-Monro sont ef-
fectuées. Les valeurs initialiales des critères pour la première itération sont choisis très
proches de valeurs réelles :m̂n

0 = 0.78, v̂n
0 = 0.036, ŝn

0 = 0.82 et p̂n
0 = 0.97 (dans

la pratique, on pourra faire une première estimation par la méthode de Monte Carlo
simple pour obtenir ces valeurs). Pour la suite(ak), on a choisiak = k−0.8. Les esti-
mations des critères à chaque pas d’optimisation sont représentés sur les figures 1.9(a)
– 1.9(d). Ces estimations, à part celles de l’écart-type, sont de bonne qualité. Noter
que la méthode ne permet pas d’estimer d’intervalles de confiances.

L’intérêt de cette méthode par rapport à la méthode de Monte Carlo simple (para-
graphe 1.4.1) peut ne pas être évident, puisque sur cet exemple, nous avons choisi un
coût numérique identique. Cependant, que ce coût est “débrayable” d’un pas d’opti-
misation à l’autre : on peut espérer que la mise à jour d’une estimation demande moins
d’itérations qu’une estimation complète, plus encore si lavaleur de départ est proche
de la valeur à estimer.
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Figure 1.9. Estimation par Monte Carlo.

1.5. Utilisation d’un méta-modèle

1.5.1. Différentes approches

Comme on l’a vu au paragraphe précédent, le coût des méthodesde Monte Carlo
ainsi que le bruit d’estimation qui en résulte les rend difficilement utilisables dans
une boucle d’optimisation. Le recours à des modèles approchés estimés grâce à des
simulation, appelés méta-modèles, est la solution la plus communément utilisée.
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On peut distinguer trois approches différences dans la manière d’utiliser un méta-
modèle en optimisation avec incertitudes.

1.5.1.1.Méta-modèle estimé dans la boucle d’optimisation

Il s’agit, à l’intérieur de la boucle d’optimisaton, de remplacer la boucle d’esti-
mation de l’incertitude par la construction d’un méta-modèle. Ainsi, à chaque pas
d’optimisationxi, on construit un méta-modèle pour les fonctions

u 7→ f(xi, u) (1.45)

u 7→ gj(xi, u), j = 1 . . . , q (1.46)

Le coût de cette approche est toujours enN × n, où n est le nombre de points
nécessaire à l’estimation des méta-modèles. Cependant,n est beaucoup plus petit que
pour les méthodes de Monte Carlo.

Cette approche est présentée sur une application dans le chapitre [DUV 08].

D’autres applications sont données par Kim et al. [KIM 06] etLucor et al. [LUC 07].

1.5.1.2.Méthodologie des surfaces de réponses

Les méthodes de Taguchi [TAG 04] utilisent des plans d’expériences pour la concep-
tion robuste. Ces méthodes ont connu un très grand succès, sibien que dans certaines
communauté, on confonde “conception robuste” et “méthodesde Taguchi”. Cepen-
dant, bien que les concepts à la base de ces méthodes soient pertinents, leur application
s’est révélée être malhabile, comme l’ont montré Welch et al. [WEL 90], et Shoma-
ker et al. [SHO 91, SHO 93]. Pour pallier à ces défauts, ils ontproposé d’appliquer la
méthodologie des surfaces de réponse (RSM :Response Surface Methodology) dans
le cadre de la conception robuste.

REMARQUE.– Cette approche correspond généralement à un problème dans lequel il
n’y a pas de contraintesgj (donc pas de taux de fiabilité considéré), et formulé en
moyenne - variance. C’est le cas le plus simple en conceptionrobuste.

Premièrement, on construit un plan d’expériences dit croisé, car obtenu à partir
de deux plans d’expériences, l’un enx, Px = (xi)i=1,...,N , et l’un en u, Pu =
(ul)l=1,...,n. Le plan croiséPx×u est obtenu en faisant correspondre chaquexi à
chaqueuj, soitn×N points. Cela correspond en fait à la double boucle bien connue,
mais il faut noter que les points sont répartis sur tout le domaine de variation (espace
des points(x, u)), et non pas localement (i.e. en certainsxi) comme auparavant. Le
but est ici d’explorer le phénomène dans sa globalité.
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En notantyl
i = f(xi, ul) la valeur de la fonction coût aux points du planPx×u, les

critères sur la moyenne et la variance sont estimés par

mi =
1

n

n∑

l=1

yl
i (1.47)

vi =
1

n − 1

n∑

l=1

(yl
i − mi)

2 (1.48)

Ensuite, on estime des modèles de régression pour ces critère, typiquement des mo-
dèles quadratiques :

mi ≈
d∑

j=1

αixij +

d∑

j=1

d∑

j′=1

βjj′xijxij′ (1.49)

vi ≈
d∑

j=1

γixij +

d∑

j=1

d∑

j′=1

δjj′xijxij′ (1.50)

Cette approche est connue sous le nom de modélisation duale (voir Vining et Myers
[VIN 90], Bates et al. [BAT 06]).

L’optimisation est ensuite réalisé sur ces modèles de régression. L’approche est en
générale séquentielle : on raffine le plan d’expériences dans la zone où l’optimum a
été identifié et on itère. . .

REMARQUE.– Les méta-modèles sur la moyenne et sur la variance sont iciestimés
indépendamment. Or souvent, l’évolution de la moyenne et dela variance est liée,
comme par exemple notre cas des deux barres (voir figures 1.6(a) et 1.6(b)). Les mo-
dèles joints (Mc Cullagh et al. [MCC 89]) permettent de prendre en compte cette
dépendance.

1.5.1.3.Modélisation des fonctions coût

Cette approche est assez semblable de la précédente puisqu’elle consiste à
construire un plan d’expériences global sur l’espace des points (x, u), plan à partir
duquel est estimé un ou plusieurs méta-modèles. Cependant,elle diffère dans la ma-
nière de construire le plan d’expériences et le méta-modèle:

– le plan d’expériences n’est plus “croisé” mais quelconque:

P = (xi, ui)i=1,...,n (1.51)

– les méta-modèles ne modélisent pas les critères à optimiser, mais les fonctions
coût

(x, u) 7→ f(x, u) (1.52)

(x, u) 7→ gj(x, u), j = 1, . . . , q (1.53)
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L’optimisation est ensuite réalisée en remplaçant les fonctions coût par les méta-
modèles estimés. Les critère probabilistes (moyenne, variance, . . .) sont estimé sur
le méta-modèle soit par méthode de Monte Carlo, soit analytiquement (Chen et al.
[CHE 05]). Les méta-modèles gagneront à être ré-estimés tout au long de l’optimisa-
tion avec des techniques de planification adaptative (Lehman et al. [LEH 04]).

De manière quasi générale, le type de méta-modèle utilisé dans cette approche est
un modèle de krigeage (par exemple, les références citées précédemment, et aussi Jin
et al. [JIN 03], Apley et al.[APL 06], Bates et al. [BAT 06]). Dans la suite, après avoir
rappelé le modèle de krigeage, nous l’utiliserons pour modéliser les fonction coût du
cas test des deux barre.

1.5.2. Modèle de krigeage

On considère une fonctiony(x) que l’on veut modéliser.

REMARQUE.– Par soucis de clareté, les notations de ce paragraphe ne sont pas cohé-
rentes avec le début ou la suite du chapitre, mais il n’y a pas d’ambiguïté.

Dans le modèle de krigeage, on considère la fonctiony comme une réalisation
d’un processus gaussien

Y (x) = m(x) + Z(x) (1.54)

ce qui signifie que
y(x) = Y(ω)(x) (1.55)

pour unω ∈ Ω particulier (mais inconnu).

La fonctionm(x) est un terme de tendance qui peut être quelconque, mais gé-
néralement donnée comme une combinaison linéaire de fonctions formant une base
orthogonale :

m(x) = β0 +
∑

i

βifi(x) (1.56)

Le processus stochastiqueZ(x) est un processus gaussien stationnaire, c’est-à-
dire, centré (E(Z(x)) = 0 ∀x) et dont la covariance entre deux points ne dépend que
de leur distance :

cov(Z(x), Z(x′)) = σ2r(x − x′) (1.57)

La fonction de covariance traduit de façon probabiliste unehypothèse de régularité :
les valeursY (x) et Y (x′) ont d’autant plus de chances d’être proches que les points
x et x′ le sont. La fonction de covariance généralement utilisée est la fonction de
covariance gaussienne :

cov(Z(x), Z(x′)) = σ2 exp

(
−
∑(

xj − x′
j

φj

)2
)

(1.58)
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Les paramètresφj , homogènes à une longueur, peuvent s’interpréter comme despara-
mètres de fréquence spatiale : une petite valeur permettra des petites variations dans la
je direction, tandis qu’une grande valeur imposera un comportement beaucoup plus
lisse.

Étant donné un plan d’expériencesP = (xi)i=1,...,n et les réponses correspon-
dantesyi = y(xi), la fonctiony(x) peut être approchée par la moyenne de toutes les
trajectoires du processusY (x) qui passent par ces points :

ŷ(x) = E(Y (x) | Y (xi) = yi, i = 1, . . . , n) (1.59)

ŷ(x) s’appelle leprédicteur de krigeage. Ce prédicteur s’écrit comme combinaison
linéaire des observationsyi (voir par ex Santner et al. [SAN 03]).

La formule (1.59) est donnée pour des paramètresσ2, βi et φj connus. Dans la
pratique, ces paramètres sont inconnus. Ils sont estimés, par exemple par maximum de
vraisemblance ([SAN 03]). Ces estimations sont ensuite remplacées dans l’expression
du prédicteur, qui est alors utilisé comme méta-modèle.

1.5.3. Illustration sur le cas test des deux barres

Si on applique telle quelle la méthodologie du paragraphe 1.5.1.3 au cas test des
deux barres, on doit construire les trois méta-modèles suivants :

V̂ ≈ (x, u) 7→ V (x, u) (1.60)

ŝ ≈ (x, u) 7→ s(x, u) (1.61)

ŝcrit ≈ (x, u) 7→ scrit(x, u) (1.62)

(1.63)

Nous allons voir que ce n’est pas la meilleure manière de construire les méta-modèles,
ni pour les entrées, ni pour les sorties.

1.5.3.1.Entrées : sur quel espace de facteurs construire le méta-modèle?

On rappelle quex = (d̄, L̄), U = (εd, εL, εF , εE , εB, εT ), et les paramètresθ du
modèle sont donnés par

d = d̄ + εd, L = L̄ + εL, F = εF , E = εE, B = εB, T = εT (1.64)

Séparons les variables de bruit en deux groupes :U = (UC , UN), oùUc = (εd, εL)
sont des perturbations de variables de contrôle, etUN = (εF , εE , εB, εT ) introduisent
un bruit exogène au contrôle. Ainsi, les paramètres du simulateur sont donnés par la
relation

θ = (x + UC , UN) (1.65)
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Figure 1.10.Plan factoriel23 (2 facteurs,x et u, trois niveaux chaque). Les points reliés par
des pointillés sont tels queθ = x + u (5 valeurs différentes deθ).

Faire un plan d’expériences pour les variables(x, u) revient à travailler sur l’es-
pace produitX × U . Dans cet espace, on a la relation

y(x, (uC , uN)) = y(x′, (u′
C , u′

N)) dès quex + uC = x′ + u′
C etuN = u′

N (1.66)

avecy = V , s, ouscrit. Or, cette relation (qui est une relation d’équivalence), n’est pas
prise en compte lors de la construction du méta-modèle, ce qui a deux inconvénients :

1) On travaille sur un espace de dimension plus grande que la dimension effective
du problème. Ici, les variables(x, u) évoluent dans huit dimensions, alors qu’il n’y a
que six paramètres dans le modèle. Ainsi, une partie de l’information contenue dans
le plan d’expériences est gaspillée pour reconstruire la relation (1.66), pourtant très
bien connue. En prenant un exemple simple d’une seule variable x et d’une seule
variableu, si on utilise un plan factoriel à trois niveaux pour chaque facteur, soit neuf
points on va faire quatre calculs inutiles car il y a seulement cinq valeurs différences
deθ = x + u (voir figure 1.10).

2) Un bon échantillonage dans l’espaceX ×U ne se traduit pas par un bon échan-
tillonage dans l’espace de paramètresΘ. En reprenant l’exemple précédent, si on si-
mule uniformément le carré de façon à remplir l’espace, la loi de θ = x + u est alors
triangulaire. Il y aura donc une surabondance de simulations autour de paramètres
nominaux, et une pénurie pour des jeux de paramètres en bord de domaine.

Il vaut donc mieux, tout simplement, construire un plan d’expériences pour les
paramètresθ, à partir duquel seront estimés les méta-modèles :

V̂ ≈ θ 7→ V (θ) (1.67)

ŝ ≈ θ 7→ s(θ) (1.68)

ŝcrit ≈ θ 7→ scrit(θ) (1.69)
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Cependant, cette approche souffre encore d’un problème, concernant les réponses
cette fois, comme nous allons le voir immédiatement.

1.5.3.2.Sorties : le problème de la modélisation multi-réponses

En utilisant le logicielR, un plan d’expériences de type Hypercube Latin (LHS)
de n = 60 points (en dimension 6) a été généré. Ce plan a été optimisé pour avoir
de bonnes propriétés de remplissage de l’espace, au sens d’un critère “maximin”4.
Des modèles de krigeage ont ensuite été estimés5 (covariance gaussienne, tendance
linéaire sans interactions) pour construire les approximations (1.67), (1.68) et (1.69).
La validation de ces trois méta-modèles est réalisée sur unebase de test deN = 100
points. Les résultats de cette validation sont représentéssur les figures 1.11(a), 1.11(b)
et 1.11(c). On peut observer que l’approximation est précise pourV et scrit, mais pas
pours.

La contraintes intervient dans les deux contraintes d’inégalité du problème d’op-
timisation :

s − smax ≤ 0 (1.70)

s − scrit ≤ 0 (1.71)

Si on utilise les méta-modèles estimés précédemment, c’est-à-dire que l’on remplace
s parŝ etscrit par ŝcrit, on considère alors les approximations suivante :

ŝ − smax ≤ 0 (1.72)

ŝ − ŝcrit ≤ 0 (1.73)

pour évaluer la ruine ou non de la structure. Ces approximations sont représentées
respectivement sur les figures 1.12(a) et 1.13(a). On constate que les méta-modèles ne
permettent pas de correctement représenter les contraintes. Il ne permettront donc pas
d’évaluer la fiabilité de la structure des deux barres.

Construisons maintenant un méta-modèle directement sur laseconde contrainte
d’inégalité du problème d’optimisation, méta-modèle noté̂s − scrit. Comme on peut
le voir sur le graphique de validation 1.11(d), ce méta-modèle est de très bonne qua-
lité. Cependant, il reste toujours le problème de la première contrainte d’inégalité. La
seconde contrainte d’inégalité va ici être d’une aide précieuse : grâce à elle, on peut ré-
crire la première contrainte en ne faisant intervenir que des quantités que nous savons
méta-modéliser :

s − smax = s − scrit + scrit − smax ≈ ŝ − scrit + ŝcrit − smax (1.74)

4. fonctionmaximinLHS du packageR lhs.
5. PackageR Di
eKriging.
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Figure 1.11.Validation des méta-modèles sur une base de test.

Ainsi, la ruine ou non de la structure est évalué grâce aux approximations suivantes :

̂s − scrit + ŝcrit − smax ≤ 0 (1.75)

̂s − scrit ≤ 0 (1.76)

On peut voir sur les figures 1.13(a) et 1.13(b) que ces approximations représentent
assez fidèlement les contraintes réelles du problème.

REMARQUE.– Les bons résultats pour la première contrainte d’inégalité s’expliquent
d’une part par le fait que les approximationŝs − scrit et ŝcrit sont de bonne qualité, et
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Figure 1.12.Approximation de la première contrainte (s − smax)
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Figure 1.13.Approximation de la deuxième contrainte (s − scrit )

d’autre part par le fait qu’elles sont négativement corrélées (ainsi, la variance de la
somme est plus faible que la somme des variances), ce qui est ici assez intuitif.

Maintenant que nous avons de bons méta-modèles, nous pouvons nous en servir
pour estimer les critères statistiques du problème de conception fiabiliste (quantile,
taux de fiabilité). Ces critères sont calculés sur les méta-modèles par la méthode de
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Figure 1.14.Front de Pareto quantile – taux de fiabilité réel (en pointillé), estimé avec l’ap-
proche(1.72)–(1.73)(ronds), et avec l’approche(1.75)–(1.76)(triangles).

Monte Carlo avec des échantillons de taillen = 100, avec la stratégie d’échantillon-
nage CRN présentée au paragraphe 1.4.2 pour ne pas avoir de bruit d’estimation. Ces
estimations sont réalisées pour tous les pointsx sur une grille régulière. La figure 1.14
représente le front de Pareto quantile – taux de fiabilité. Onvoit que la stratégie de
méta-modélisation choisie respecte assez fidèlement le front de Pareto, et donc per-
met de choisir lebon compromis du problème de conception fiabiliste. À l’inverse,
on constate que l’approche de méta-modélisation naturelle, qui consiste à approximer
directement les sorties du modèle conduit à une sous-évaluation du taux de fiabilité :
ainsi, pour un taux de fiabilité donné.

1.6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tenté de fournir quelques repères généraux pour
aborder un problème connu pour être difficile. Nous espéronsavoir pu faireressentir
des choses qui nous semblent essentielles, comme la différence entre un problème de
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conception robuste et un problème de conception fiabiliste,ou la nécessité de consi-
dérer le lien entre la méthode d’estimation de l’incertitude et l’algorithme d’optimi-
sation6. . . À ce stade, le lecteur peut se sentir assez démuni, car aucune méthode per-
mettant de résoudre le problème de conception en présence d’incertitudes n’a été pré-
sentée. Ce sentiment de frustration pourra être comblé, parexemple, avec la lecture
du chapitre 8 du livre de Keane et Nair [KEA 05], qui font une revue exhaustive des
méthodes couramment appliquées en ingénierie. Un point de vue plus théorique, par
Beyer et al. [BEY 07], fait le complément.

Et pour finir, à titre d’annexe, nous expliquons pourquoi tous les résultats que nous
avons présentés sur l’exemple des deux barres sont. . . complètement faux !

1.7. Annexe : incertitudes et symétries

Comme mentionné au paragraphe 1.2.2 (dernière remarque), propager l’incerti-
tude sur le modèle des deux barres tel que nous l’avons présenté (et tel qu’il est utilisé
dans la littérature) n’a pas grand sens physique. Les deux barres étant deux systèmes
physiques indépendants, il faut considérer deux longueursL1 etL2, une pour chaque
barre, deux modules d’YoungE1 etE2, . . . ce qui revient à refaire le modèle. d’incer-
titudes.

REMARQUE.– Dans la pratique on n’a jamais la possibilité de refaire lamodélisation
comme on va le faire dans la suite. Ce paragraphe n’est dont pas un exemple, mais une
illustration d’un problème important – et souvent négligé –concernant la propagation
d’incertitudes.

Une fois dédoublé, le modèle des deux barres s’écrit :

V = π(T1d1L1 + T2d2L2) (1.77)

s1 =
FB2L1

2πT1d1B
√

L2
1 − B2

1

(1.78)

s2 =
FB1L2

2πT2d2B
√

L2
2 − B2

2

(1.79)

s1,crit =
π2E1(T

2
1 + d2

1)

8L2
1

(1.80)

s2,crit =
π2E2(T

2
2 + d2

2)

8L2
2

(1.81)

6. Malgrès son évidence, cet aspect est souvent négligé dans la littérature, mais on pourra par
exemple le rencontrer dans [].
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oùB1 = B +
L2

1
−L2

2

4B etB2 = B +
L2

2
−L2

1

4B (remarquer queB1 + B2 = 2B).

Les paramètres de conception sont toujours les valeurs nominalesd̄ et L̄, iden-
tiques pour les deux barres. Le problème de conception (1.1)devient alors :





min
d̄,L̄

V

tel ques1 ≤ smax

ets1 ≤ s1,crit

ets2 ≤ smax

ets2 ≤ s2,crit

(1.82)

Comme en 1.2.2, mais avec des lois indépendantes pour chaquebarre, l’incertitude
est propagée pour le design optimal sans incertitude (c’est-à-dired̄∗ = 38, L̄∗ = 964).
Pour le volume de la structure on a :> summary(V)Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.0.5043 0.5618 0.5751 0.5753 0.5884 0.6534
Les variations sont plus faible amplitude qu’avant (comparer avec les résultats de la
page 5). En effet, comme les deux barres sont indépendantes,les incertitudes se com-
pensent (par ex. une barre plus longue associée à une barre plus courte). En ce qui
concerne le taux de fiabilité du système :> mean(s1 < smax & s1 < s
rit1 & s2 < smax & s2 < s
rit2)[1℄ 0.3441
Le taux de fiabilité est encore plus faible qu’avant (34% contre 43% auparavant). En
effet, on a maintenant quatre contraintes à réaliser simultanément au lieu de deux.

Ainsi, quand on utilise un modèle utilisant des symétries, ce qui est le cas de (1.1),
on a tendance à sur-estimer l’incertitude en sortie, ce qui est plutôt conservatif, mais
aussi à sur-estimer le taux de fiabilité (ici de plus de 10%), ce qui est nettement plus
inquiétant.

REMARQUE.– L’incertitude associée à un système dépend en fait du procédé de fa-
brication. Nous avons considéré que les deux barres avaienttous leurs paramètres
indépendants. Cela peut par exemple correspondre à une situation où un fournisseur
livre les barres pré-découpées, sans renseigner les conditions de fabrication. Suppo-
sons maintenant que les deux barres proviennent du même tubeque l’on coupe en
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deux. Alors on peut considérer les paramètresdi, Ti, etEi en commun ; en revanche,
on a toujours deux longeursL1 et L2. Supposons au contraire que les deux barres
proviennent de deux tubes différents que l’on aligne l’un à côté de l’autre et que l’on
découpe dans le même geste. Alors les longueursL1 et L2 seront identiques, et les
paramètresdi, Ti etEi indépendants.
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