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�����
 �� Φ(V ) %	��)+ ΦI(V )(+ �������� �' Φ(V ) �	� �����
 �������

+ ,� $	
��
���
� '�	 ∅ ��
 ��	� %	��)+ ����( '�	

V
∀x∈V x ≥ 0 %	��)+

V
∀x∈V x ≥ 0∧V

∀x∈V x ≤
0(+ E�� ν ∈ V(V ) ��
 Z ∈ Φ(V )+ &��� ν ���
�.�� Z� ����
 ν ∈ Z� 
' ν ���
�.��
��� �����	�
��� �' Z+ Z 
� ����
�
 
5 ���	� 
� d ∈ N ���� ���� '�	 ��� ν ∈ Z�
ν + d �∈ Z+ Z 
� �/�
*����� �� Z ′� ����
 Z ∼ Z ′� 
5 '�	 ��� (ν, ν′) ∈ Z × Z ′� $�
��*� ν ∈ Z ′ ��
 ν′ ∈ Z+ ����
�
*���� Z ��
 Z ′ 	�)	����� ��� ���� )�	�
�� �'
�)���+



��� �����
 ��� ����


�����
� � 

	����
 ������
 -	�)� %�EG '�	 ���	�( G 
� � �	
)�� (V, E, w)� $��	�

� V 
� � .�
�� ��� �' �������� {v1, v2, · · · , vk} �����
 *�	�� ���
� E 
� ��� ��� �' ���)��� �' 

��
��� �������� �' ��� ��	���
�� )	�
��� V × V

�����
 �
-�� %E = {(vi, vj)|vi, vj ∈ V ∧ vi �= vj}(�
� wG : E 	→ R 
� � '����
�� ���� ���
-�� �� ���� �
-� � $�
-��+

&�� ���)�� (vi, vj) ∈ E� ����
 vi → vj � 	�)	������ ��� �
-� �' ���	�� vi ��

��	-�� vj + ���� ���� G 
� � ���)���� -	�)�+

����
� E�� G �� � �EG+ � .�
��:
�.�
�� )��� p 
� � ��/����� �' �
-�� e1.e2...en(...)
%ei 
� �� �
-�(+ � )��� �' ���-�� n 
� � )��� �' n �
-��+ &�� $�
-�� �' p�
����
 w(p)� 
� ��� ��� �' ��� $�
-��� �' (ei)i∈[1,n]3 w(p) =

∑
i∈[1,n] w(ei)+ E��

e = vi → vj �� �� �
-�+ &���� path(e) 
����� ��� ��� �' )���� �' ���	�� vi ��

��	-�� vj + � ����� $
�� 	��� vi 
� )��� '	�� vi �� 
����'+ �� ��������	� �����
%������� '�	 ���	�( 
� � ����� 
��� ��� *
�
� � *�	�� �$
��� � ��)� '	�� ��� 	���
*�	�� + E�� G = (V, E, w) �� � �EG+ G 
� ��

3

� �����-��
*� 
' ��� $�
-�� �' ���� ����� �' G 
� �����-��
*�+ ��	������ '�	 ���
����� c� w(c) ≥ 0+

� �
�
��� 
' ��� $�
-�� �' ���� �
-� e 
� ���� ���� �	 �/��� �� ��� $�
-�� �' ����
)��� �' path(e)+ ��	������ '�	 ��� e ∈ E� '�	 ��� p ∈ path(e)� w(e) ≤ w(p)+

�� �� $� $
�� ��� ��� ��	� -	�)� �� 
����� � �EG+

� �
��� �����
�


� ����� 
� � *�	
���� ���� ����$� �� 	���	
 ��� )����-� �' �
��+ �� 
� 	��-�
 �*�	
R

≥0� ��
 ��� ���� ���
-����� ����$�
 
� ����� 	���� �' ��� '�	� x := 0+

����� �	������ �� � � �
��
 ��������� %&�( A �*�	 Σ 
� � ��)�� A =
(L, l0, Σ, C, I,→) ���� ����3

� L 
� � .�
�� ��� �' �����
����
� l0 
� ��� 
�
�
�� �����
���
� Σ 
� �� ��)����� �' ���
����
� C 
� � .�
�� ��� �' �������
� I : L 	→ ΦI(C) 
� � ��))
�- ���� ���
-�� 
�*�	
���� �� �����
���� ��

� →⊆ L × Φ(C) × Στ × 2C × L 
� ��� ��� �' �
-��� $��	� �� �
-� �����
��

� ���	��� � ������ � -��	
� � ��� �' ������ �� �� 	���� $
�� ��
� �
-�� ��
 �
��	-��+

&�� ������ 
� Σ 	�)	����� ��� ����	*���� 
���	���
��� �' � ������4 ��� �)��
�
�� ����� τ �∈ Σ 	�)	������ �� ������	*����� 
���	��� ���
��+ � �	���
�
�� t =
(l, Z, a, r, l′) ∈→ 
� ����
 �� l

Z,a,r−−−→ l′+ T A(Σ) $
�� 
����� ��� ��� �' ��� &�� �*�	
Σ+



!�������
� &�� ������
�� �' � &� A 
� 
�.��
 �� �����
��
�- � ������
 �	���
�
�
�� ������ %E&#( S(A) = (S, s0, Γ,→A)+ � ����� �' S(A) 
� � )�
	 (l, ν) ∈ Q
���� ���� l 
� � �����
�� �' A ��
 ν 
� *�����
�� '�	 C ���� ���� ν ���
�.�� ���

�*�	
��� I(l)+ &�� 
�
�
�� ����� s0 �' S(A) 
� (l0, ν) $��	� ν ∈ zero+ E����� Γ
�	� 
����
�
 
� Στ ∪ {ε(d) | d ∈ R} ���� ���� {ε(d) | d ∈ R} ��		��)��
� �� ���
���)�� �' �
�� %,�
�
�- d ��
�� �' �
�� 
� ����
 ε(d)(+ &��	� �	� �$� ��)�� �'
�	���
�
��� 
� S(A)3

� ��
�� ��
��� ��� �� ��
��� �� ����3 '�	 � ����� (l, ν) ��
 d ∈ R
≥0 (l, ν)

ε(d)−−→A

(l, ν + d) 
' '�	 ��� 0 ≤ d′ ≤ d! ν + d′ ∈ I(l) %� �
��
 �	���
�
��(+

� ��
�� ��
��� ��� �� 
 ���
���������3 '�	 � ����� (l, ν) ��
 �� �
-� (l, Z, a, r, l′)!
(l, ν)

a−→A (l′, ν[r := 0]) 
' ν ∈ Z ��
 ν[r := 0] ∈ I(l′) %� 

��	��� �	���
�
��(+

���

� �� ,� ������ ���� &� $� �	� $�	�
�- $
�� ��*� ��� H���� ����*
�	�

+�+ ��� �������� �����
 ��� ��'�	�� 
�.�
�� ���� �*���� 
� � .�
�� 
���	*�� �'
�
��+ &�
� 
�)�
�� ��� ������� �' ���)����
�� $
�� 
�.�
���� ���� ���
��� $
��
.�
�� �������
*� 
����+ ,� ���� ������ ��� 	�/�
	����� �' )	�-	���� 
+�+ �������
�	� ��))���
 �� � ����� '�	�*�	+

"	�
� E�� A = (L, l0, Σ, C, I,→) �� � &� ��
 σ ∈ TS(Στ ) �� � �
��
 ��/�����
���� ���� |σ| = n+ � 	�� r �' A �*�	 σ� 
�����
 �� (l, ν)� 
� � .�
�� ��/����� �'
��� '�	�3

r : (l0, ν0)
σ1−→ (l1, ν1) ... (ln−1, νn−1)

σn−−→ (ln, νn)

$
�� li ∈ L� ��
 νi ∈ V(C)� '�	 ��� i ∈ [0, n]� ���
�'�
�- ��� '����$
�- 	�/�
	������3

7+ ��
�
��
��3 '�	 ��� x ∈ C� ν0(x) = 0+
9+ ��������
��3 '�	 ��� i ∈ [1, n]� ���	� 
� �� �
-� ti = (li−1, Zi, event(σi), ri, li)

�' A� ���� ����3

� νi−1 + (time(σi) − time(σi−1)) ∈ Zi+

� νi �/���� �� (νi−1 + (time(σi) − time(σi−1)))[ri := 0]+

� νi−1 + d ∈ I(si−1) ���
� '�	 ��� 0 ≤ d ≤ time(σi) − time(σi−1)+

����
�
*���� �� ��� 
�
�
�� ����� l0� ��� *����� �' ������ �	� 
�.��
 �� �� "�	�+ ,���
��� �	���
�
�� ti+1 '	�� ����� li �� li+1 ����	�� $� ��� ��� *���� νi+time(σi+1)−
time(σi) �� ����� ��� ����� �����	�
���� ��$�*�	� �� �
�� time(σi+1)� ��� *����
�' ������ 	�����
 
� ti+1 �	� 
�.��
 �� �� 0+ �� ���*���
��� time(σ0) 
� �/��� ��
0+

��
���� �� ����

�	 ��� &� A �' ��� �
-+7 ��
 ��� �
��
 ��/����� (a, 2)(b, 3.7)+
&�� 	�� ��		��)��

�- �� ��
� ��/����� 
� -
*�� ����$+ � ����� 
���	)	����
�� 
�
	�)	������
 �� �
��
�- ��� *����� [x, y]+

(l1, [0, 0])
(a,2)−−−→ (l2, [2, 0])

(b,3.7)−−−−→ (l3, [3.7, 1.7]).



6

1

2

4

5

3

A

x ≤ 8

true true

x ≤ 4

true

true

x ≤ 5/a/y := 0

x ≥ 3 ∧ y ≤ 4/b/−

x ≤ 8/c/x := 0

x < 2/e/−x ≥ 2/d/−

���� �� ��*�� ����*���(

&�� ��� �' �
��
 ��/������ �' A� ����
 Run(A)� 
� 
�.��
 ��3

Run(A) = {σ | A has a run over σ ∈ TS(Στ)}.

&�� ��� �' �
��
 �	���� �' A� ����
 TTrace(A)� 
� 
�.��
 ��3

TTrace(A) = {σ | ∃σ′ ∈ Run(A), σ = σ′
|Σ}.

�
������ '�	 � )��� ρ �' A� $� ��� TTrace(ρ) �� 
����� ��� ��� �' �
��
 �	����
�' ���-�� n �' ��� ��������� Aρ 
�
���
 �� ρ �+

� �
��� �

�����
	 �� 
 �
��

E�� A �� � &�+ � �
��
 

�-����
� �' A 
� �� ������� �' TTrace(A)+ �� ��
�
)�	�� $� )	�*

� �� �))	���� �� � �	��� �
��
 

�-����
�� '	�� � -
*�� )��� ρ+
�� $� $
�� ��� 
� ��� �� � ����
��� �
��
 

�-����
�� ��� �� ���
 �� 
�)	�*� ���
���.
���� 
� ��� ������>� ��
�� �	 �� ���� � �&#+

&�� 

�� ���
�
 ��	 �))	���� 
� �� '����$�3 �� ��� )��� ρ� $� ��� �����
���
� �����	�
�� )�����
	�� Zρ $�
�� 
�.�� ��� ��� �' �����	�
��� �� �� ���
�.�

�� ���� ������� �' TTrace(ρ)+ &�� )�����
	�� Zρ ��� �� ���� 	�)	������
 �� �
-	�)� Gρ+ &�
� -	�)� ��� �����-��
*� ������ 
5 ��� )�����
	�� Zρ 
� ��� ��)��+
�� 
�.�
�- ���� �	���'�	���
��� �� ��� -	�)� Gρ ���� )	���	*� 
�� )��
�
*
���
$� 

���
'� ���� �
��
 

�-����
�� �' ρ �����
 ��� ����� ��
�������� �� ������+
&���� �����	 -
*� � .�
�� 	�)	�������
�� �' ��� �	��� �)��� �' ρ+

��	 ��� 	��� �' ��
� )�)�	� ρ = t1 · · · tn $
�� 
����� � )��� �' � ���� ����
ti = (li−1, Zi, ai, ri, li)� '�	 ��� i ∈ [1, n]+ V = {v1, v2, · · · , vn} $
�� 
����� � ���
�' *�	
����� 	��-�
 �*�	 R

≥0� V0 = V ∪ {v0} ��� ��� V � ���
�
 $
�� � .��
*�
*�	
���� v0 �/���� �� 0 ��� �
��+ ,� $
�� ���'���
 �������� �' Φ(V ) $
�� ��������
�' Φ(V0) ��
 � *�����
�� �*�	 V $
�� � *�����
�� �*�	 V0+

� Aρ 3�� �3� ��*� ������ ��� ����������� �� ρ(



#�� �����$��������� ����	������

%��
������ ����������� E�� σ = (a1, d1) · · · (an, dn) ∈ TTrace(ρ)+ ����	

�-
�� ��� 
�.�
�
�� �' TTrace(ρ)� ��� 

5�	���� 
������� (di)i∈[1,n] ���
�'� � ��� �'
�����	�
��� 	�����
 �� ��� �	���
�
��� �' ρ �� ���$� 
� �� � � ��)��+

��
���� �� ����

�	 ��� )��� ρ �' ��� ��������� �' �
-+7� 
�.��
 ��3

l1
x≤5/a/y:=0−−−−−−−−→ l2

x≥3∧y≤4/b/−−−−−−−−−−→ l3.

���� ���� I(l1) = x ≤ 8 ��
 I(l1) = I(l2) = true+ E�� vi� i ∈ [1, 2]� �� ��� 
������
�' .	
�-� ����	

�- �� � -����� ������ �' ��� �	���
�
�� �' ���	�� li−1 ��
 ��	-��
li+ &���� ��� �����
�� l2 
� 	�������� 
' ���� 
' ��� ������3

S =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 ≤ v1 ≤ v2

v1 ≤ 8
v1 ≤ 5
v2 ≥ 3
v2 − v1 ≤ 4

��� � �����
��+ �� ����	 $�	
�� ��� )�����
	�� Zρ 
�.��
 ��3

Zρ = 0 ≤ v1 ∧ v1 ≤ v2 ∧ v1 ≤ 5 ∧ v2 ≥ 3 ∧ v2 − v1 ≤ 4


� ��� ��)��+ �� �����/������ σ = (a, d1).(b, d2) ∈ TTrace(ρ) 
5 ��� *�����
��
ν 
�.��
 �� ν(v1) = d1� ν(v2) = d2 
� 
� Zρ+ ��

�� � ��	� -���	�� ����� $� ��� �����
��� �� ρ� � �����	�
�� )�����
	�� Zρ �*�	
*�	
����� V0 = {v0, v1, · · · , vn} ���� ����3 σ ∈ TTrace(ρ) 
5 ��� *�����
�� ν ∈
V(V0) 
�.��
 �� ν(vi) = time(σi) 
� 
� Zρ� '�	 ��� ∀i ∈ [0, n]+ &�� �����	���
��
�' Zρ 
� 
�����	���
 
� ��� �
-+ 9+

E�� lastxi �� ��� 
�
� �' ��� �	���
�
�� $��	� ��� ����� x ��� ���� 	���� ����
	������� ��'�	� i %i ∈ [0, n](+ ������ ���� �	∈ {≤,≥}� V0 = {v0, · · · , vn} ��
 ���
������ �	� 	�����
 �� ��� 
�
�
�� �����
�� l0+ ��	 ��� i ∈ [0, n]� vi 	�)	������ ���

������ �' .	
�- ti ����	

�- �� � -����� �����+ �� ���*���
��� $� ������ ���
� 
������ �' � �	���
�
�� t0 $��	� ��� ������ �	� 	����
 �� 
������ v0 = 0+ ��
�
�����
Zρ 
� �/��� �� �
�� %�
�� 7( ��
 ��� ��
�� (vi)i∈[0,n] 
� �������
����� 
��	���
�-
%�
�� @(+ �� ���) i ∈ [1, n] �' ��� ��-�	
���� 
' ti ��� ��	� �*�	 x �' ��� '�	�
x �	 k %�
�� B( ����� ��� �����	�
�� vi − vj �	 k 
� �

�
 �� Zρ� $��	� x 
� ����
	��� 
� j %�
�� C(+ �' ti ��� ��	� �' ��� '�	� x−y �	 k %�
�� D( ����� ��� �����	�
��
vp − vq �	 k 
� �

�
 �� Zρ� $��	� lastxi = q �� lastyi = p %�
�� I(+ �� '���� ���
�
�� ���)��
 �
��� ��� ���� 	���� �' x %	��)+ y( 
� ��� �	���
�
�� tq %	��)+ tp( 
�
�/��� �� vi − vq %	��)+ vi − vp(+ &���� x − y = (vi − vq) − (vi − vp) = vp − vq+
�
������ ��� ���� �))	���� 
� �))�
�
 �� ��� 
�*�	
��� �' � ����� %�
��� <�7J(+



����� D ρ = t1 · · · tn! ti = (li−1, Zi, ai, ri, li)! %�� ��� i ∈ [1, n](
������ D Zρ ∈ Φ(V0)
�
���

�( Zρ := true
8( �
� i := 1 �
 n �


�( Zρ := Zρ ∧ vi−1 ≤ vi

�( �
� x ∈ C �


�( �� �3� ,���� �% ti 3�� � ���* �% �3� %��* x �� k ��
�

I( Zρ := Zρ ∧ vi − vj �� k! A3��� j = lastx
i (

=( �� �3� ,���� �% ti 3�� � ���* �% �3� %��* x − y �� k ��
�


( Zρ := Zρ ∧ vp − vq �� k! A3��� q = lastx
i ��� p = lasty

i (
J( �� �3� ��������� �% li−1 3�� � ���* �% �3� %��* x �� k ��
�

��( Zρ := Zρ ∧ vi − vj �� k! A3��� j = lastx
i (

���

���� �� ���������� +��-3�����(

 ��!������� ,
����� ���
�- -���	��
�� ��
 '�	 �
�)�
�
�� 	������� $� ������
���� Zρ ��� �� $	
���� ����� ��� ��3

Zρ =
∧

vi,vj∈V0,vi �=vj

(vi − vj ≤ lij), lij ∈ R.

�� '���� � �����	�
�� �' ��� '�	� vi ≤ c ��� �� $	
���� �� vi − v0 ≤ c %v0 
� �/���
�� J( ��
 vi ≤ c∧vi ≤ c′ ��� �� $	
���� �� vi−v0 ≤ min(c, c′)+ ��	���	��	�� 
' vi


��� ��� ��*� �))�	 ����
 
� Zρ� ���� $� ��� �

 ��� �����	�
�� vi−v0 ≤ +∞+
&���� 	���	�� ���
 '�	 � �����	�
�� �' ��� '�	� vi − vj ≤ c+

%��
������ &����� E�� Zρ =
∧

vi,vj∈V0,vi �=vj
(vi − vj ≤ lij) �� ��� �����	�
��

)�����
	�� �����
���
 �� ρ+ &�� �����	�
�� -	�)� Gρ = (V0, E, w) �����
���
 ��
Zρ 
� ��� -	�)� 
�.��
 ��3
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�� �
�
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⎧⎪⎨
⎪⎩

wG(vp → vq) if vq = vi

−wG(vq → vp) if vp = vi

wG(vp → vi) − wG(vq → vi) otherwise

��

#�� (��� ��
	��

2��
� ��$� $� ��*� 
�.��
 ��� �����	�
�� )�����
	�� Zρ %	��)+ -	�)� Gρ( ���
���
���
 �� ρ ��
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����
�
*���� 
' Zρ 
� ����
�
 ��
 �����)��� ���� '�	 ���� *�	
���� vk ∈ V0� ���	�
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 ��3 cl(Zρ) = (v2 − v0 ≤ 5)∧ (v0 − v2 ≤ 0)∧ (v1 − v0 ≤ 9)∧ (v0 − v1 ≤
−3) ∧ (v1 − v2 ≤ 4) ∧ (v2 − v1 ≤ 2)+ &����
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